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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo do comportamento assintético de problemas de
evolucao nao autonomos sem unicidade de solucao. Mais especificamente, & existéncia de
atratores, em diferentes contextos, para sistemas dinamicos que representam o compor-
tamento de tais problemas. Sao consideradas também aplicacoes de tais estudos a um

problema nao autonomo associado ao operador p-Laplaciano com dinamica na fronteira.
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Abstract

This work is dedicated to the study of the asymptotic behavior of nonautonomous
evolution problems without uniqueness of solution. More specifically, to the existence
of attractors, in different contexts, for dynamical systems that represent the behavior of
such problems. We also consider applications for a class of p-Laplacian nonautonomous

problems with dynamical boundary conditons.
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Introducao

O comportamento assintético de problemas de evolucao nao auténomos multivocos
pode ser abordado sob trés diferentes pontos de vista, como é feito para sistemas multi-
vocos auténomos. A primeira abordagem envolve um processo multivoco, ou seja, uma
familia de operadores multivocos {U(t,s)}i>s, que depende de dois parametros, e que,
a cada condicao inicial uy € X, associa o conjunto de solucoes avaliadas no instante ¢,
com condigao inicial uy imposta no instante s. Isto significa que, se considerarmos, por

exemplo, o problema

d
¢ = F(t,u) 0
u(s) = wup € X,

tal que, para cada s € R e uy em um espaco de Banach X, possui ao menos uma solu¢ao
definida em [s, +00), definimos U (t, s)uy = {u(t, s,up)}, onde u(t, s, up) denota uma solu-
¢ao de (1) com condigao inicial u(s) = ug avaliada no tempo ¢, [15, 50]. Podemos também
considerar um processo generalizado, isto é, o conjunto de curvas () = u(-, s, ug), e
entao definimos um processo multivoco determinado pelo processo generalizado como o
conjunto U(t, s)uy = {u(t, s, up)}. Essa segunda abordagem nos permite impor condi¢oes
apropriadas sobre as curvas, ao invés de requerer as propriedades desejadas somente em
cada instante avaliado, [7, 26, 57]. Um terceiro modo de lidar com sistemas multivocos
consiste em olhar para o espago de todas as solugoes como um espago de fase (munido de
uma topologia adequada) e estudar o comportamento assintotico do sistema considerando
o semigrupo de translagdes nesse espacgo de trajetorias, [23, 24].

A primeira e a ultima abordagens mencionadas tém sido privilegiadas na literatura;
a primeira delas tanto para a analise da dinamica forward quanto da dinamica pullback, e a
ultima predominantemente para o estudo da dinamica forward. Este trabalho é conduzido
de forma a seguir a segunda proposta, que ¢ menos explorada e que, acreditamos, pode

adicionar novas informacoes na descricao da dinamica assintotica de problemas multivocos
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nao autonomos.

Para problemas bem postos, h& outras abordagens teoéricas a partir das quais é
possivel estudar as dinamicas forward e pullback, e uma descricao detalhada, incluindo
relagoes entre os atratores associados a cada uma, podem ser encontradas em [10, 18|.

A dindmica assintotica das solucoes de problemas de evolucao vem sendo extensiva-
mente estudada nos ultimos anos, em particular no que concerne a existéncia de atratores,
[5, 18, 52]. HA um interesse crescente no estudo da dinamica assintotica de equagoes nao
autonomas, e existem diferentes propostas de definicao de atrator neste contexto. De fato,
é bem conhecido hoje que o estudo da dinamica forward, [19, 23, 24], e o estudo da dina-
mica pullback (no qual se faz o instante inicial s — —o0), [18, 19|, levam a concentragoes
assintoticas, em geral, distintas. Em [19] pode-se encontrar uma comparagio detalhada
entre atratores pullback e atratores uniformes (forward), assim como outras propostas
de atratores envolvendo diferentes frameworks para tratar a evolucao de problemas nao
autonomos.

Com relacao a parte abstrata, apresentamos aqui uma teoria para o Z-atrator pull-
back no caso multivoco, com base em [17, 18], usando a abordagem multivoca de proces-
sos generalizados desenvolvidas em |7, 57|. O Z-atrator pullback caracteriza-se por atrair
uma familia pré-estipulada de conjuntos. Em geral, é um atrator que atrai uma familia
mais ampla de objetos do que os atratores tradicionais, que atraem conjuntos limitados.
Adaptamos também a teoria de atratores de trajetorias para o contexto de processos mul-
tivocos. O atrator de trajetorias desenvolvido em |23, 24| j4 aparece naturalmente em um
contexto multivoco, pois ¢ um atrator que atua em um espaco formado por curvas solucoes
de um dado problema, porém, em geral, nas aplicacoes sao considerados problemas com
unicidade de solucao. Outro fator importante dessa teoria é que ela esta atrelada a teoria
de processos multivocos quando se assume a unicidade de solugao, de forma que em [24]
os autores mostram que ¢ possivel garantir a existéncia de um atrator global uniforme
para um processo multivoco a partir da projecao de um atrator de trajetorias sobre o
espaco de fase. De fato, em [25], os autores mencionam que é possivel fazer o mesmo
no contexto multivoco, considerando-se a teoria de processos multivocos adequada. Com
isso em mente, tomamos a teoria de processos generalizados como base para garantir a
existéncia de uma atrator global uniforme a partir de um atrator de trajetorias.

A teoria de processos generalizados, no entanto, mostrou-se improdutiva no mo-
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mento de garantir a invariancia do atrator global uniforme. Porém, um estudo apro-
fundado da teoria de processos multivocos desenvolvida em [50] nos levou a perceber os
requisitos necessarios para se obter um atrator global uniforme invariante para o contexto
multivoco. Levando essas informacoes para o contexto de atratores de trajetorias, encon-
tramos as condicoes necessarias para a existéncia de um atrator de trajetorias que gera,
em certo sentido, um atrator global uniforme invariante para um processo generalizado.
Para aplicarmos a teoria abstrata, escolnemos o desafio de trabalhar com equagoes
diferenciais nao autonomas com dinamica na fronteira. Este tipo de equacgao aparece em
diversas diversas areas da ciéncia, como hidrodindmica e transferéncia de calor, e referén-
cias para aplicacoes desta classe de problemas podem ser encontradas, por exemplo, em
[1]. Estudos acerca de problemas com dinamica na fronteira véem surgindo na literatura,
ainda que de forma esparsa, ao menos desde o inicio da década de setenta, [31, 38, 39, 47|,
mas foi em 2002, em [33|, que desenvolveu-se uma abordagem que possibilitou um tra-
tamento mais simples de tais problemas, o que alavancou o volume de estudos no tema.
Com essa nova abordagem, Gal e Warma, em [34], estudaram uma equagao auténoma

com dindmica na fronteira da forma

w— Agu+ filu) = gi(2), em Q

(2)
Uy + |Vu|p_28ﬁu + fo(u) = go(x), em 0L,

onde  é um aberto limitado do RY e A, é o operador p-Laplaciano. Usando a abordagem
desenvolvida em (33| e a técnica de Faedo-Galerkin (veja [59]), os autores mostram em
[34] a existéncia e a unicidade de solu¢ao para um problema associado a equacao (2), e
estudam a dinamica assintotica de tal solucao.

Introduzindo termos nao autonomos na equagao (2), consideramos neste trabalho o

problema
u — Apu+ fi(t,u) = ¢1(t, x), em €,
up + |VulP205u + fot,u) = go(t, ), em O, (P)
u(T) = uo,

onde as funcoes fi, fo, g1, g2 satisfazem hipoteses que especificaremos adiante.
A existéncia de atrator pullback para problemas com fronteira dinamica foi tratada
em [1] para um problema semilinear. Em [44, 61| foi obtida a existéncia de um atrator mais

forte, o Z-atrator pullback, para problemas muito similares a (P), envolvendo o operador

3
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p-Laplaciano. Em [62], os autores estabeleceram a existéncia do atrator uniforme para o
problema com o termo nao auténomo apenas nas forcas externas, g;,i = 1, 2,.

A unicidade de solucao, entretanto, nao pode ser sempre garantida para esta classe
de problemas e, a depender das relagoes entre os termos perturbativos na fronteira e no
interior do dominio, problemas como (P) podem gerar semigrupos (ou processos, no caso
nao autoénomo) multivocos, [35].

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 apresentamos uma
coletanea de pré-requisitos para o desenvolvimento do trabalho, com um estudo mais
aprofundado sobre espacos de func¢oes definidas sobre a fronteira suave de um aberto limi-
tado do RY, bem como resultados de topologia amplamente difundidos na literatura. No
Capitulo 2 desenvolvemos um estudo detalhado do problema (P). Em particular, fazemos
uma anélise das solugoes geradas e, usando uma abordagem como a proposta em [33] e
a teoria de operadores maximais monotonos, garantimos a existéncia de solucao através
do método de Faedo-Galerkin. Desenvolvemos também neste capitulo um resultado de
comparacao. A comparacao de solucoes tem se mostrado uma ferramenta bastante util
para se obter estimativas para as solucoes em normas mais fortes e, como por exemplo é
feito em [4, 53|, obter e aprimorar os resultados sobre a dindmica assintotica do problema.
Os Capitulos 3 e 4 foram dedicados, respectivamente, & teoria abstrata de Z-atratores
pullback para processos generalizados, e sua aplicagdo ao Problema (P). Finalmente, no
Capitulo 6, provamos a existéncia do atrator de trajetorias para o problema proposto,
e, consequentemente, garantimos a existéncia do atrator global uniforme para (P), de

acordo com a teoria desenvolvida no Capitulo 5.




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos notacgoes, definicoes e resultados utilizados ao longo
deste trabalho. Todo o contetido deste capitulo esta referenciado ou demonstrado, e sao

resultados amplamente difundidos na literatura.

1.1 Resultados Preliminares

Lema 1.1 (Desigualdade de Tartar). [30, Lema 4.4, p.13| Seja p > 2. Entao, para

quaisquer a,b € RN, N € N, temos
(lallP=2a = [[6[IP=*b,a — b) > yolla — b|IP,

onde 7 € posilivo e depende apenas de p e de N.

Se 1 < p <2, entdo, para quaisquer a,b € RY, temos
(lall"~?a = [0|"~*0,a = b) < mlla - 0|7,
onde vy, € positivo e depende apenas de p e de N.
Lema 1.2. [8, Lema 15.2, p.133] Se a,b >0 e 1 < p < o0, entao
(a+b)P <2071 (a? + 7).

Lema 1.3. [52, Lema 8.3, p.218] Seja Q um aberto limitado do RY, e seja {g;}ien uma
sequéncia em LP(Q) tal que

lgillr@) < C, Vi €N,

5



CAPITULO 1. PRELIMINARES

onde C € R é uma constante positiva. Se g € LP(Q) e g; — g q.t.p. em Q, entao g; — g
em LP(Q).
Sejam Ej e E; espacos de Banach tais que E; C Ey. Consideremos o espago

W po (T, T35 Ev Eo) :={p : [1,T] = Ev; € LPY (1, T, Ey), ¢ € LP(1,T; Ep)}

com a norma

T 1/p1 T 1/po
|WW%WO::(/’W@WEﬁ> +(/"n¢amaﬁ)

onde 1 < py,py < 00. No caso Wy, (7,1 Ev, Ep), onde p; = 0o, consideramos a norma

T 1/po
Iolhe = supess(ltollsi € 11+ ([ I 1RE)

Teorema 1.4. |24, Teorema 1.4, p.32| Suponha que Ey CC E C Ey onde E é um espa¢o

de Banach. Se 1 <p; < oo el <py< oo, entao a sequinte imersao é compacta:
W o (T, T5 B, Ey) — L (1,T5 E).

Teorema 1.5. |24, Lema 1.5, p.32| Suponha que Ey CC E C Ey onde E é um espago de

Banach. Se 1 < py < 00, entao a sequinte imersao também é compacta:

Weopo (T, T By, Eg) — C([1,T]; E).
Lema 1.6. Seja Q C RY um conjunto aberto e limitado. Se 1 < p < q < 00, entdo

existem constantes k > 0 e C, > 0 tais que

||f||111p(9) < “Hf“%q(n) + C.

Demonstragao: De fato, pela Desigualdade de Young, temos

HinP(Q) S C”f“iq(fz)

b

<= (CM M) + o1 = w1l + Co




1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Lema 1.7 (Desigualdade de Gronwall). [24, Desigualdade Diferencial, p.35] Seja y(t) €

C'([to,t1]), ¥ > 0, e suponha que a segquinte desigualdade € satisfeita:

Y () +yy(t) < h(t),
com vy > 0. Entao

t
y(t) < ylto)e ™ —|—/ e’V(t’S)h(s)ds,

to

para todo ty <t < tq.

Lema 1.8 (Lema uniforme de Gronwall). [13, Lema 1.1.2, p.5] Sejam 7 € R e g,h,y

fungoes positivas com y', g, h e y localmente integrdveis em [1,00), suponha
y' < gy+h.
Seja R > 0 fizo e suponha que para cada t > 7T firo, tenhamos
t+R t+R t+R
/ g(s)ds < al(t),/ h(s)ds < as(t) e / y(s)ds < as(t).
t t t

Entao, para cada t > T, temos

y(t+ R) < (a?}(;) + ag(t)) e ®,

Lema 1.9. |12, Exercicio 5.28, p.154| Seja H um espaco de Hilbert separdvel. SejaVC H

um subespaco linear denso em H, entao H possui uma base ortonormal contida em V.

1.1.1 Topologias Fracas

A seguir apresentaremos dois resultados de topologias fraca e fraca estrela que serao

utilizados neste trabalho.

Teorema 1.10. |12, Teorema 3.18, p.69| Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja
{Zn }nen uma sequéncia limitada em E. Entao existe uma subsequéncia {x,, }ren conver-

gente na topologia fraca de E.

Teorema 1.11. [12, Corolario 3.30, p.76] Seja E um espago de Banach separdvel e
{fn}nen uma sequéncia limitada em E*. Entdo existe uma subsequéncia { f,, }ren conver-

gente na topologia fraca estrela de E*.
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1.1.2 Teorema de Carathéodory

Apresentaremos alguns resultados de EDO que serao utilizados posteriormente. Tais

resultados foram transcritos de [27], mas podem ser encontrados também em [37].

Definicdo 1.12. Seja D < RN um subconjunto aberto. Dizemos que F : D — RN

satisfaz as condigoes de Carathéodory em D se:
o F(t,x) é mensurdvel em t € R, para cada v € RY fizo;
o F(t,x) é continua em x € RY, para cada t € R fizo;

e se C' C D é um conjunto compacto, entdo existe uma fungao real integrdvel me(t)

tal que ||F(t, z)||ry < me(t), para todo (t,x) € C.

Considere o problema de valor inicial

(1.1)

Teorema 1.13 (Carathéodory). [27, Teorema 1.1, p.43] Se F : D — R" satisfaz as

condigoes de Carathéodory. Entao existe 5> 0 e uma solu¢ao z(t) de (1.1) no intervalo

[to — B,to + B.

Teorema 1.14. [27, Teorema 1.3, p.47| Sejam b > 0, 7 < tp < T < 400, B = {x €
RY; ||lz|levy < b}, ||zolley < b e0< M <b. Consideremos D = (1,T) x B e F: D — RN
nas condi¢oes de Carathéodory. Se x : [ty — B,to + 8] — RY ¢ a solu¢io do problema de
valor inicial (1.1) dada pelo Teorema 1.13 e ||z(t)||gn < M, para todo t € [tg — 3, to + B],

entao x(t) tem um prolongamento em (1,T).

1.2 Operadores Maximais Moné6tonos em Espacos de

Banach

Neste capitulo apresentaremos a teoria basica sobre operadores maximais monotonos
em espacos de Banach reflexivos, também conhecida como a teoria de operadores maximais

mono6tonos de Minty-Browder.




1.2. OPERADORES MAXIMAIS MONOTONOS EM ESPACOS DE BANACH

Sejam X e Y espacos lineares. Se A : X — P(Y) é um operador multivoco, podemos

identificar A com um subconjunto do produto cartesiano X x Y
A={(z,y) e X xY; y € Ax}.

Reciprocamente, se A C X x Y, entao podemos identificd-lo com um operador multivoco

de A: X — P(Y) definindo por
Ar={y €Y; (z,y) € A}.
Defini¢ao 1.15. Se A: X — P(Y) € um operador multivoco, definimos:

e 0 dominio de A por

D(A) = {z € X; Az # 0};

e o tmagem de A por

R(A)= ] Az

z€D(A)

e ¢ a 1magem inversa de A por
Al = {(y7$); (I>y) S A}

Desta forma, podemos identificar operadores de X em P(Y) com seus graficos em
X x Y e equivalentemente falar sobre subconjuntos de X x Y ao invés de operadores de
X em P(Y). A mesma identificacao pode ser obviamente aplicada a operadores univocos
de X em Y.

Apesar da grande utilidade da teoria de operadores maximais monétonos no caso
multivoco, neste trabalho estamos especialmente interessados no caso univoco com domi-
nio em um espaco de Banach e imagem no respectivo dual do espaco. Para casos mais
gerais, veja [9], e, para o caso de espacos de Hilbert, veja [11].

Seja V um espago de Banach munido da norma || - ||y e V* seu dual, com a norma
I

Definicao 1.16. O operador A:V — P(V™) (equivalentemente o conjunto A CV x V™)

ve. Sey € V¥ e x €V, denotaremos por (y,z) o valor de y em z.

é chamado de mondtono se
(y1 —yo, 1 —2) >0, ¥V (x;,y:) €A, i=1,2.

Um conjunto mondtono A C V x V* é maximal mondtono se nao estd propriamente

contido em nenhum outro subconjunto mondtono de V x V*.
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Note que se A é um operador univoco de V em V*, entao A é monotono se
(Ary — Azg, 1y —m9) >0, YV x1,29 € D(A).
Definicao 1.17. Seja A:V — V* um operador univoco com D(A) =V.

e O operador A é hemicontinuo se, para quaisquer x,y € V, temos
w — lim A(z + \y) = Az,
A—=0
onde w — lim denota o limite na topologia fraca de V*.

e A ¢ coercivo se
lim (A, T)

= OO7
oo |[znlly

para toda sequéncia {T,}neny CV tal que lim ||z, ||y = oc.
n—oo

Teorema 1.18. |9, Teorema 2.4, p.36| Sejam V um espago de Banach reflexivo e AV —

V* um operador univoco, mondtono e hemicontinuo. Entao A é mazimal mondtono.

Corolario 1.19. |9, Corolario 2.2, p.36| Sejam V' um espaco de Banach reflezivo e A :
V — V* um operador univoco, mazimal mondtono e coercivo. Entao A € sobrejetor, isto

6, R(A) = V™.

Corolario 1.20. |9, Corolario 2.4, p.41| Sejam V um espaco de Banach reflexivo e A :
V — V* um operador univoco e mazimal mondtono. Seja {(x,, Ax,)nen CV X V* uma
sequéncia tal que T, = x emV, Ax, =y em V" e

lim sup (Az,, 2,) < (y,)

n—oo

Entao Ax = y.

1.3 O Espacgo L/(T)

Nesta se¢ao introduziremos uma defini¢do apropriada para o espaco LP(I'), onde
I' := 00 é a fronteira de um aberto limitado Q C RY com fronteira suave. Os conceitos

apresentados aqui sao motivados pelas teorias desenvolvidas em |2, 29, 47].

Definicdo 1.21. Um aberto Q C RY ¢é um dominio de Lipschitz se:

10
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1. Eziste uma cobertura de abertos (€);)i>o de § tal que

° d(QQ, 8Q) > 0;
e para i > 1, Q; € limitado e ; N OQ # 0;

e a familia {§;} € finita ou

2. Para cada i > 1, existem um subconjunto aberto O} de RN ™', uma fungdo a; : O) —
R que € Lipschitz, e um sistema de coordenadas tais que, depois de reordenar as

coordenadas se necessdrio,
QLNQC{(, zn)|2’ € O, xy > a;(2')},
0NN = {(2,a;(x"))|2" € O}.

3. Egzistem uma particao da unidade (0;); subordinada a (§%;)i>0, e constantes Cy e Cy
tais que

HeiHWl,OO(RN) S 01 € HOJZ'HWLOQ(OD S CQ, Vi.

Definigdo 1.22. Dizemos que um conjunto aberto é um dominio de classe C* (ou
possui fronteira de classe C’k), k € N, se ele ¢ um dominio de Lipschitz com as funcgoes
a; de classe C*. Dizemos que um dominio é de classe C™* ou suave (ou de fronteira

suave) se ele ¢ um dominio de classe C*, para todo k € N,

Denotemos por Z(I') o espago vetorial das fungoes reais definidas em I' e que pos-
suem derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Como (2 ¢é limitado e tem fronteira suave, sua fronteira I' ¢ uma (N — 1) —variedade
suave compacta. Logo, existe um atlas coerente com um ntmero finito de cartas, ou seja,
existe um conjunto de cartas coerentes (U1, 1), , (Uk, ¢x)) de RY, com K € N, de

forma que I' C UleUj e, para cada j € {1,...,k}, a carta
;U CRY = Bi={(y,un); Iy v <1, =1 <yy <1}
tem a propriedade de fatia, ou seja,

wjv,ar 2 U;NT = By := BN A{(y',yn);yn = 0}

11
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¢ um difeomorfismo.
Note que na parametrizacao da fronteira, podemos tomar as cartas ¢; de modo que
. . . -1 .. . .
a norma do determinante do jacobiano de ¢ seja igual a 1, j € {1, ..., K}, assim como

em [32], pagina 629.

----------

tem as seguintes propriedades

[ ;€ 2(D);
supp(oj) C U; N T (1.2)

K
Zaj(x) =1, Vzel,
j=1

tal fato pode ser comprovado em [47], pagina 35.

Seja f uma funcao definida em I'. Pelas propriedades de particao da unidade,

podemos decompor
Z o;(z , Ve el
Definindo

((f ’ Uj) © 90]_1) (ylv 0) se (y/v O) € By,

f'(yla O) =
’ 0 se (y/,0) € RN\ By,

podemos definir a integral de f sobre I' da seguinte forma:

/ I F()o;(x)ds

= 9

= (f - 05) 005 (1, 0)| (95 1) (v, 0)|dy
o, (U;NT)

/ (f-05) 00 (y,0)dy

(U;NT)

/ (Y, 0)dy,
(U,m

onde z = gpj_l(y’, 0). Note que com S estabelecemos uma medida em I', da seguinte forma:

dado D C T, seja

||Mx HMN i

1 sexeD,

xp(x) =
0 sexzel'\D,

12
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S(D) :/FXD(x)dS.

Denominamos S de medida de superficie.

Definamos o espaco
K
LP(T) = {f TR Y illeyy) < OO} )
j=1

e consideramos em LP(I") a norma

K
1oy == D I fillegen—y.
j=1

Note que, para 1 < p < ¢ < oo, temos LI(I") C LP(T") e

K K
Aoy = D M fillo@v-1 =D 1 filloao)
j=1

j=1
K K

<Y Cllfillzacsey < C DM fills@n-1 = Cllfllzaw,
j=1

j=1

com C > 0.
Proposicao 1.23. O espaco Z(I") é denso em LP(T") para todo 1 < p < +o0.

Demonstracdo: Seja f € LP(I'). Entao f; € LP(RY™!), para cada j € {1,...,K}.
Observe que, pela definicao de f;, temos f; 5, € LP(By). Logo, existe {u}”}meN C C5°(By)
tal que uj’ e filB, em LP(By), para cada j € {1, ..., K}. Estendendo " por zero fora de
By em RV segue que ui" € CsP(R™ 1) e, como J; se anula fora de By, temos uj* e fi
em LP(RN™1),

Entao

f-o;= lim ulop;em LP(T).

m—r+00 J

Com efeito,

K
I(f - 0j) = o pslliory = > ||[(f o) —ufo %’LHLP(RMU
=1

13
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e temos

[[(f - o))~ ° vj]; HLp RN-1) = |loi - [(f - 05) = uj o )] O(’DZlHLP (Bo)

=|liow) - [(f-a5) vt = (] o) 0 0 [}y
=|[(giogi) - [(f-o5) 0 (g5 o) ooit —ui o0 07 |7, )
v ([0 0o o) - ur) o oo )|
/ [(f - 05) 0 (97") = w] o (5 0 7 ) [Py
CuMPdy

det(‘]ij) \/(;ij‘pi_l)(BU) |f] uj| o

quando m — +00, pois |o;0p; 1| < 1, as fungdes [(f.aj) uj' o ;. se anulam fora de By

dy

e, pela coeréncia do atlas, o Jacobiano de ¢; o ¢; ', denotado por Jij, tem determinante
positivo.
Portanto, f-o; = lim uj" o ¢; em LP(T).
m—+00

m

Observe que supp(u' o ;) = cpj_l(supp(u?‘)) ¢ compacto em U; N T, pois gpj_l
homeomorfismo, e o suporte de u;" ¢ compacto em By. Podemos entao estender u" o ¢;
por zero fora de U; NT em T, e assim ' o ¢; € Z(T'), para todo j € {1,..., K} e todo
m € N.
Logo, temos
K
f:Z(aj-f) lim uj"op; = lim uj o pj,

m——+00 m—-+00
Jj=1 Jj=1 J=1

K
com ZUT op; € ().
j=1

Portanto, Z(I') é denso em LP(I").

Note que o espaco L*(T'), munido do produto interno

K
<f7 g>271“ = Z <fi7gi>L2(RN—1)
=1

é um espaco de Hilbert.
Uma forma equivalente e mais comum de definir o espaco LP(T") para 1 < p < o0, é

simplesmente usar a medida de superficie S:

IP() = {f TSR /F|f(x)|pdS < —l—oo}

14
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COoIll a norma

T ( [1swp ds) g

e o espago L*(I") é formado pelas fungoes f : I' — R tais que existe C' > 0 tal que

|f(z)] < C q.t.p. em I' em relagdo a medida S, com a norma
I £l zoory = inf{C; | f(x)] < C q.t.p. em I'}.
Para mostrar a equivaléncia das normas precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.24. [51, Lema 2.1.3, p.12| Para todo p € [1,4+00) e n € N, existem constantes

()= () =(2)

para todo a; > 0,1 =1,...,n.

positivas o e [ tais que

Observagao 1.25. Note que, para f; definida em (1.3) e 1 < p < oo, temos

sy = [ 1Py
RN-1
= [ [(f-o) o9 (,0)Pdy’ = | [f-0;/"op; (¥, 0)dy"
Bog Bo
Provemos a equivaléncia das normas para 1 < p < co. Como 0 < 0; < 1, pelo Lema

1.24 e pela Observacao 1.25, temos
K
[1r@ras =32 [ (77050670, 0)dy
r o1 Y Bo
K
>3 [Pl o 0.0y
j=17Bo

K S P
= Z ||fj||I[),p(RN71) > E (Z ||fj||Lp(RN1)> ,
J=1 j=1

para algum [ positivo. Portanto,

1/p 1
([1sras) " = Sl

Por outro lado, pelas propriedades da particao da unidade e pelo Lema 1.24, temos

|f ()P =

Z f(@)oy(x)| < BZ |f(x)o;(z)]",

15
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para algum [ positivo. Entao, usando novamente o Lema 1.24 e a Observacao 1.25, temos

K p K
PdS = dsS , Pds
/F (@) / < / ﬁz | (@)a;(2)|
K K
_ 3 / Z (@) (@) dS = 52 / 1ol o 0 0, 00y
K p
= BZ ||f]||LP RN-1) = g (Zl ||fj||LP(RN1)> = g”f”zip(r)

para algum « positivo. Portanto,

(/F|f(:c)!pds>; < (g)é iy

garantindo assim a equivaléncia das normas.

z)o;(x)

No caso em que p = 0o, note que

K

Z/ ;005 (y,0)dy
#;(U;NT)

j=1

_Z/ 0j 0 Q) yOdy—/ Za]ogpj (v, 0)dy’

0 ] 1

S(T) = /F 1ds =

— [ 1y —m(w)
By
onde m é a medida relativa a dy’.

K K
Suponha que | fllzy = C ¢ [1f ey = 3 sl = D Gy, entito

JUCE Z 10 ordy<ZCmBo> ST s

portanto
Il ry < SN zow )

Por outro lado,

K K
Z/R 50l =2 / 1 0ldy = [ 1r1as < smye

portanto
[f 2oy < STUNFllzoe(ry-

Logo, as normas sao equivalentes.
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1.4 Espacgos de Sobolev

Reunimos nesta secao alguns resultados sobre espagos de Sobolev. Uma teoria com-

pleta sobre esses espacos pode ser encontrada em [2, 12, 29|, entre outros.

1.4.1 Funcao Regularizante

Definigio 1.26. Sejap € C°(RY) tal que 0 < p < 1, supp{p} € Brn(0,1) e/ p(x)dr =
RN
1. Para € > 0, definimos

pe(z) = gin (g) :

Temos

/N pdr=1 e  supp{p} C B(0,¢).
R

Lema 1.27. [32, Teorema 6, p.630] Seja f : Q@ — R localmente integrdvel e definamos

fo(@) = (pe * f)(x), =€

onde Q). = {x € Q;dist(x,00) > €}, ie,

fo(z) = / oo — ) f(y)dy = / Py, w0

Entao:
(i) f* € C™(Q);

(1)) sel <p<ooefell (Q),entio f*— fem L (Q) quando e — 0.

loc loc

1.4.2 Espacgos de Sobolev

N
Para o = (ay, ..., ay) € NV, definimos |a| = E a; e denotamos
i=1

dlely,

a,
DPu = 0%ty .- 0aNy
Desta forma definimos,

Definigio 1.28 (Espaco de Sobolev). Sejam Q C RY wm aberto, para k € N e 1 < p <

+00. O espacgo de Sobolev ¢ dado por

WkP(Q) = {u € LP(Q)|Va e NV, |a| < k = D € LP(Q)}. (1.4)

17
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Note que o espaco de Sobolev W"?(Q), & composto por funcdes de LF(Q) cujas
derivadas parciais de ordem menor ou igual a k, no sentido distribucional, podem ser
identificadas como funcoes de LP(Q2).

O espago W"P(Q) é um espaco de Banach com a seguinte norma

[ullwrr) = Z HDQUHLP(Q)‘

0<a<k

E bem conhecido que o espaco WP(Q) é reflexivo para 1 < p < 0o e separdvel para

1 <p<o0,eo0espaco WH*() é um espaco de Hilbert. Para detalhes, veja [12].

Teorema 1.29 (Rellich-Kondrachov). [12, Teorema 9.15, p.285] Seja Q € RY um domi-

nio de classe C'. Entdo as sequintes imersdoes sao compactas:

1. Sep < N, entao
W (Q) = LI(Q),

para 1 < q¢ < Np/(N —p);
2. Se N = p, entio W'P(Q) — LI(Q), para p < q < oo,

3. Sep> N, entao
WP (Q) — C(Q).
Em particular, WP (Q) < LP(Q) compactamente para quaisquer p e N.

Teorema 1.30. [32, Teorema 1, p.250| Dado u € W*P(Q), definamos u° = p. * u em Q.

(p € Q. como na Secio 1.4.1). Entdo:
(i) u® € C(Q.);
(ii) v — u em WP(Q) quando ¢ — 0.

O préximo resultado mostra que podemos aproximar funcdes de W'P(Q) por funcdes

de C(Q).

Teorema 1.31. Seja Q C RY aberto e limitado de classe C' tal que T' = 0. Se
u € WHP(Q), para algum 1 < p < oo, entio erviste uma sequéncia {u,}nen C C(Q)

tal que w, — u em WHP(Q).

18
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A prova desse teorema pode ser encontrada em [32|, pagina 252. O autor apresenta
um caso mais geral com W*P(Q) , k € N. Vamos dar um esboco da prova no caso em que
k=1.

Demonstragdo: Como Q é de classe C' e limitado, podemos considerar {{2;} uma
familia finita, O;, 6; e a; como na Definicao 1.21.

Fixemos 2° € T e seja i tal que 2° € Q,. Entdo existem um raio » > 0 e uma

funcio a; : O; ¢ RY"! - R, de classe C*, tais que (reordenando a orientacdo dos eixos

se necessario)

QN B’ r)={X € B r); znx > a(z1,....,2n_1)}

Seja V = B(2°,7/2) N Q.

Definamos 2 = x + Xeey, para cada x € V, onde A > 0, ¢ > 0 e ey =
0,...,0,1) € RY. Para todo ¢ suficientemente pequeno, existe A suficientemente grande
tal que B(zf,¢) C QN B(z°r).

Definamos u°(z) = u(z®), x € V, e seja v° = p° x u°, onde {p°} é uma sequéncia
regularizante. Entdo v° € C=(V).

Temos que v° — u em W'P(V). Com efeito, para 1 <i < N,

||axi1)6 - aﬂ%uHLP(V) < ||8ﬂfiv8 - 6$iu€HLP(V) + ”aﬂ»‘zua - axiuHLP(V)

’LP(V) 830 0

= ||ps * aﬂ?ius - aJL"quHLP(V) + Hp€ * aﬁviue - a:Jcﬂl/

Portanto v — u em W' (V).

Seja 6 > 0. Como I' é compacta, entdo existem ...,x?ﬂ €Il ereais rq,...,7, >0

tais que I' C UB(m?,ri/Q).

=1

Sejam V; = QN B(z?,7;/2), para cada i = 1,...me Vo = Q\ UVZ" Escolhamos
i=1
usando o argumento anterior, funcdes v; € C*(V;) tais que ||v; — ulw1r(v;) < 0, para todo

1=1,...,m.
Seja agora 1y, ..., ¥, uma particao da unidade subordinada aos abertos V;, i =

0,...,m, ou seja, ¥; € C3°(V;), 0 <1p; < 1le Z@Di =1em U,V

i=0
Definamos v(z) := Zwi(x)vi(x), entdo v € C*°(Q). Além disso, para i = 1,..., N
=0
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temos

02,0 — O, u

o) < > 1100, (i) — B, ()| Lo vy
=0
Z v — iullwree,y < C(m 4+ 1)0.

Portanto existe v € C*(Q2) tal que ||v — u|lw1s(0) € td0 pequena quanto desejado.

1.4.3 Teorema do Traco

Nesta secio, consideremos Q C RY um dominio limitado de classe C* e T' = 9.

Teorema 1.32. [32, Teorema 1, p.258] Suponha 1 < p < oo e Q C RY um dominio

limitado de classe C'. Entio existe um operador linear limitado
v WH(Q) — LP(T)
tal que
o v(u) =upr, se u € WH(Q)NC(Q);

o 7@y < Cllullwraey

sendo C uma constante que depende apenas de p e ).
Na demonstracao do teorema acima o operador traco é definido da seguinte forma:

Definigao 1.33 (Operador Traco). Dado u € WP(Q), pelo Teorema 1.31 existe uma

sequéncia {u,} C C*(Q) tal que u, — u em WP(Q). Definimos

v(u)(z) ;== lim u,(x), VaxeTl. (1.5)

n—oo

Lema 1.34. Seu € W'P(Q) eu >0 q.t.p em Q, entio y(u) >0 em T.

Demonstragao: Note que, se v € W'P(Q) e u > 0 q.t.p em Q, no Teorema 1.31
construimos uma aproximagao v° = p°xu° de uw em V C €2, onde u°(z) = u(z®) > 0 q.t.p
em V e p° > 0 por definicao, logo v* > 0 q.t.p. em V. Porém, como v* € C*(V), temos

que v* > 0 em V.
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A aproximacao de v em 2 é uma combinacao de funcoes do tipo v° multiplicadas por
fungoes da particao da unidade {¢;}, que sao funcoes positivas. Logo, essa combinacao é
positiva em 2. Assim, se v > 0 q.t.p em €2, aproximamos u por uma sequéncia {u, }neny C
C*>(Q) de fun¢des ndo-negativas em €.

Portanto,

y(u)(x) = lim u,(z) >0, Vzel.

n—oo

Definicdo 1.35. Seja Q um dominio C* de RN, com N > 2, e considere wm nimero real
1 <p < oco. O Espago de Sobolev Fraciondrio W'~/PP(I') ¢ o subespaco de LP(T)

definido por

Wi-l/pp(T) = {u e L (I); /F Mdsxdsy < oo} . (1.6)

r |z —yptN=2
Teorema 1.36. [29, Proposicio 4.24, p.192| O espagco W'=V/PP(T), com a norma

Ju(z) — u(y)? v
||u|]W1,1/p,p(F) = (||U||I£p(p) +/F - stxdsy (L.7)

€ um espaco de Banach.

Teorema 1.37. [29, Teorema 3.31, p.130] Seja Q C RY um dominio limitado de classe

C' el < p< oo, entio a imagem do traco de W'P(Q) satisfaz
V(@) = W),
No decorrer da prova desta proposicio, o autor deixa claro que, se u € W'(Q),

( /F /F W(ﬁ(? ?jngi_)gy”pdsxdsy) " Cllullwogen, (1.8)

onde C' é uma constante positiva.

temos

Logo, o Teorema 1.32 e a Desigualdade 1.8 garantem que

@l g < Ol (19)
e portanto o espago W'?(Q) est4 imerso continuamente no espaco Wk%’p(lﬂ).

Teorema 1.38. [29, Teorema 3.81, p.163| Seja Q um aberto limitado de classe C* em

RY. Entdo temos as sequintes imersoes continuas:
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e Sep < N, entao

Wl—%’fl’(r) oy [(N=1)p/(N=p) (T);

e Sep= N, entao

WP < L9T), V1< q< oo;

e Sep> N, entao

WP (T) — C(T).

Além de [29] e [32], uma teoria completa e que d& suporte aos resultados apresentados

aqui sobre o operador trago em espagos de Sobolev pode ser encontrada em [2].

1.5 Atratores em Espacos de Hausdorff

Apresentaremos alguns conceitos bésicos de topologia e da teoria de atratores para

semigrupos em espagos de Hausdorff.

1.5.1 Preliminares Topolbgicas

As demonstracoes dos resultados de topologia apresentados nesta subsecao podem

ser encontrados nas referéncias [43| e [56].

Teorema 1.39. Seja T um espaco topoldgico com base enumerdvel. Entao qualquer co-

bertura por abertos de um conjunto X C T tem subcobertura enumerdvel.

Definicao 1.40. Seja T um espaco topoldgico. Se, para todo ponto de aderéncia x de
um subconjunto M, existe uma sequéncia {x,}nen em M que converge para x, entdo T €

denominado de espaco de Fréchet-Urysohn.

Teorema 1.41. Seja T um espaco de Fréchet-Urysohn. Entao F € fechado em T se, e

somente se, toda sequéncia {x,}neny C F que converge para algum x, implica que x € F.

Definicao 1.42. Um subconjunto K de T é contavelmente compacto em T se toda

cobertura enumerdvel de abertos contém subcobertura finita.
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1.5.2 Semigrupos e Atratores em Espacos Topolbgicos

Seja T um espaco topologico. Considere um semigrupo {S(t)}:>o em 7T, ou seja,
uma familia de aplica¢oes S(t) : T — T, t > 0 tal que
S(tl + tg) = S(t]_)S(tQ) V t17t2 2 O,
S(0) = Idy.
Definicao 1.43. Um conjunto P de T atrai um conjunto B de T com respeito a

{S(t)}t>0 se, para toda vizinhanga V de P, existe T > 0 tal que S(t)B C V para todo
t>1T.

Definicao 1.44. O conjunto w-limate de um conjunto B em T € definido por

wB) = S(h)BT. (1.10)

>0 h>t

Proposigao 1.45. |24, Proposicao 2.1, p.215] Um ponto y € w(B) se, e somente se, para
toda vizinhanca de V(y) =V de y existem sequéncias {xp}tneny C B e {tp}neny C Ry,

t, — 400, tais que S(t,)x, € V, para todo n € N.

Observagao 1.46. Note que se T € um espa¢o mélrico, entao

w(B) = { y € T; existem sequéncias t, — +oo, {x,} C B, tais que y = lim S(t,)x, } :

n—o0

Proposigao 1.47. |24, Proposicao 2.2, p.215| Seja T espaco de Hausdorff. Seja K um

conjunto que atrai B. Suponha que K € contavelmente compacto em T. Entao
(i) w(B) #0;
(ii) w(B) atrai B em T.

Proposicao 1.48. |24, Proposicao 2.3, p.216] Com as mesmas hipdteses da Proposi¢ao

1.47, se K € compacto em T, entao
(i) w(B) C K, w(B) é compacto, e;

(i1) w(B) é o minimal compacto que atrai B, ou seja, todo compacto que atrai B contém

w(B).
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Proposicao 1.49. |24, Proposicao 2.4, p.216| Seja T um espago de Hausdorff e K um
compacto que atrai B. Assuma que o semigrupo {S(t)}i>0 é continuo em T, ou seja,

para cada t > 0, a aplicagdo S(t) : T — T € continua. Entdo
S(t)w(B) =w(B), Vt>0.
A partir de agora considere B uma familia de conjuntos de 7.

Definicao 1.50. Um conjunto K atrai a familia B se K atrai qualquer conjunto B da

familia B.
Definicao 1.51. Um conjunto A € o atrator da familia B em T se
(i) A € compacto em T e A atrai a familia B;
(ii) A € o minimal compacto que atrai B, ou seja, todo compacto que atrai B contém A.

Teorema 1.52. [24, Teorema 2.1, p.217| Seja T um espaco de Hausdorff e suponha que

exista um conjunto K compacto que atrai a familia B. Entao a famdlia B possui atrator

A.

A prova de desse teorema consiste em utilizar as proposi¢oes anteriores para mostrar

que o conjunto

A= w(B)T (1.11)

BCB

é o atrator da familia B. Assim, em particular, temos a caracterizagdo (1.11) para o

atrator de B.

Teorema 1.53. |24, Teorema 2.2, p.217| Seja T um espago de Hausdorff e seja {S(t)}+>0
um semigrupo continuo em T . Assuma que existe um conjunto K compacto que atrai a

familia B. Entdo o atrator A é invariante com respeito ao semigrupo {S(t)}i>0, ou seja,
S(t)A=A, Vt>0.

Corolario 1.54. Sejam T um espaco de Hausdorff compacto e {S(t)}i>0 um semigrupo
continuo em T . Seja B a familia de todos os subconjuntos de T. Entao o atrator desta
familia € dado por

A= w(T).
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1.6 Funcoes de Translacao Compacta

Esta secao é composta por uma coletanea de resultados sobre fun¢oes de translagao
compacta. As demonstracoes e um estudo mais detalhado sobre tais funcées podem ser
encontrados em [23] e [24].

Sejam ¥ um espaco de Banach e = = {{ : R — ¥; &(s) € ¥ q.t.p. em R} um
conjunto de funcdes reais munido de uma topologia com relagdo a qual = é um espaco de
Hausdorff.

Consideremos o operador de translagao T'(h) em Z: para £ € =, temos
T(h)¢(s) =¢&h+s), seR, heR. (1.12)

Suponha que T'(h)= C E e que T'(h) é continua em =, para todo h € R.

Dado o € ¥, definimos a envoltéria da funcao oy em = por

H(0o) := {T(h)oo; h € R} (1.13)
Evidentemente, T'(h)H(oy) = H(0op), para todo h € R.

Definigao 1.55. Uma funcio oy € = € de translagdo compacta (tr.c.) em = se a

envoltdoria H(oy) € compacta em =.

Para as aplicacoes neste trabalho estamos interessados em funcoes de translacao
compacta em C(R; M) e LP'7(R; V), as quais sao os objetos de estudos nas proximas

loc

duas secoes.

1.6.1 Funcgoes de Translagao Compacta em C(R; M)

Seja M um espaco métrico completo com a métrica pa(-,-). Considere o espaco
= = C(R; M) de fungoes continuas definidas em R tomando valores em M. Em C(R; M)
considere a topologia da convergéncia uniforme local: uma sequéncia {o, }nen C C(R; M)
converge para uma fun¢do o em C(R; M) na topologia da convergéncia uniforme local se,
para todo intervalo [t1, 3] C R, temos que

Sg&zﬁi} pm(on(s),o(s)) = 0 (n — +00). (1.14)
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O espaco C'(R; M) com tal topologia é metrizavel, pela métrica

0 (n)
01,0
,ul(al,ag) = Zan 'ul (El)l 2) 7 (115)
1 Ly (o1, 09)
onde
(n) _
Hq (‘717‘72) se[EHRE}L)fRn]pM(Ul(S)’02(8»7

e {R,}nen € uma sequéncia nao-decrescente arbitraria, R, > 0, R, — +00 e {a,}nen
o

¢ uma sequéncia de nimeros positivos tal que Zan < +oo. Note que, a topologia
n=1

correspondente nao depende das sequéncias {R,}nen € {an}nen. O conjunto C(R; M)

munido da métrica (1.15) é um espago métrico completo e sera denotado por Cj,.(R; M).

Para detalhes, veja |24, Se¢ao V.2|, ou [50, Lema 8, p.388|.

Proposicao 1.56. |24, Preposi¢ao 2.1, p.98] Um conjunto P C Cioe(R; M) € pré-compacto
em Cioc(R; M) se, e somente se, a restricio Iy, 1,)P de P ao intervalo [ty,ts] € pré-

compacto em C([t1,ta]; M), para todo [ty,ts] C R.

Proposigao 1.57. |24, Proposicao 2.2, p.98] Uma fungio o(-) € de tr.c. em Cioe(R; M)

se, e somente se, valem as sequintes condigoes:
(i) o conjunto {o(t); t € R} é pré-compacto em M;

(i) o(-) € uniformemente continua em R, ou seja, existe uma funcdo positiva o, com

a(s) = 0 quando s — 07, tal que
p(a(tl),a(tg)) < O./(|t1 —t2|), \V/tl,tg € R. (116)
Proposigao 1.58. |24, Proposi¢ao 2.3, p.99| Seja o(+) uma fungao de translagao compacta
em Cioe(R; M). Entao

(i) toda fungio o1 € H(o) também € de tr.c. em Cio(R; M). Além disso, H(oy) C
H(o);

(ii) o conjunto H(o) € limitado em C(R; M), ou seja, existem R >0 e a € M tais que
pm(o1(s),a) < R para todo s € R e todo 01 € H(o), onde a e R sao independentes

de o1;

(11i) o conjunto H(o) é equicontinuo em R, ou seja, qualquer fungao o1 € H(o) satisfaz

(1.16) para a mesma funcgio o;
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(iv) o operador de translacao T'(h) é continuo em H(o) na topologia de Cioe(R; M) para
todo h € R;

(v) T(h)H (o) = H(o), para todo h € R.

Vamos estudar uma classe especial de fungoes de translacao compacta em Cj,.(R; M),
onde My = Cpo(R; R?), que é um dos espacos que utilizaremos nas aplicacdes. O espaco
Croe(R;R?) é 0 espaco C(R; R?) munido da topologia da convergéncia uniforme em toda
bola Br = {v € R; |v] < R}, ou seja, f,(-) — f(+) em Cjoe(R; R?) se

1fn = Fllosgze) = max|| fu(v) = f(v)[gz = 0, (n — o0) (1.17)

lv|<R

para todo R > 0. De maneira similar & descrita no inicio desta secao, tal topologia é
metrizavel e o espaco métrico resultante é completo, para detalhes veja |24, Se¢ao V.2|.

Denotemos f(+,-) € Cjoe(R; My) para representar uma fungao f : R — M, tal que,
para cada t € R, temos f(t,-) € M.

Proposicao 1.59. [24, Proposicao 2.5, p.101] Uma funcao f(-,-) € Cie(R; Mg) € de
tr.c. em Cie(R; My) se, e somente se, para todo R > 0, a funcao f(-,-) € limitada e
uniformemente continua em todo cilindro Q(R) = {(t,s);t € R, s € [-R, R]}, ou seja,
| f(t,s)||rz < C(R) para (t,s) € Q(R) e existe uma fungio ap(l, R), com ag(l,R) — 0

quando | — 0T, tal que
[f(t1,51) — f(t2, 52)[|re < ([t — t2| + |51 — 82, R) (1.18)

para todo (t;,s;) € Q(R), i =1,2.

1.6.2 Fungoes de Translagio Compacta em L7 (R; V)

loc

Seja V' um espaco de Banach reflexivo e separdvel. Para p > 1, denote por = =
LV (R; V) o espago L7 (R;V) munido da topologia da convergéncia fraca local: uma

p7w

I (R; V) se, e somente se,

sequéncia {0, }ren converge para o quando n — 400 em L

/2 (0(5), 0n(s) — 0(8)) = 0, Wltr, 1a] C R, (n— +00),

t1

e para todo v € L¥ (t1,ty; V*).

27



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposigao 1.60. |24, Proposigao 4.1, p.105| Sejam V um espago de Banach reflexivo e
separdvel e p > 1. A fung¢ao o € L (R;V) € de tr.c. em L' (R; V) se, e somente se, o

loc loc

é de translagdo limitada em L] (R;V), ou seja,

t+1
oy =50 [ lo)lfds < o (1.19)
t

Lema 1.61. [24, Lema 4.1, p.105] Se o é uma funcao de tr.c. em L7 (R;V), entao

loc

o espago H(o) com a topologia de L7 (R; V) é metrizdvel, e o correspondente espago

métrico € completo.

Proposigao 1.62. |24, Proposicao 4.2, p.106| Seja o uma fungao de tr.c. em LV (R; V).

loc

Entao

(1) toda funcao oy € H(o) também é de translagao compacta em LY (R; V'), além disso,

H(or) C H(o);

ii) o conjunto H(o) € limitado em LY (R; V), e
b

t+1 t+1
sup / o1 [1%.ds < sup / ol ds,
teR t teR t
para toda o1 € H(o);

(iii) o operador de transla¢ao T(h) é continuo em H(o) com a topologia de LY (R; V),

loc

para todo h € R;

(iv) T(h)H (o) = H(o) para todo h € R.

1.6.3 Outras Funcoes de Translacao Compacta

Nas aplicacoes que faremos, as funcdes o serdo da forma o(t) = (oV(t), 0@ (1)),
onde oV ¢ de tr.c. em Cloe(R; M), enquanto o® & de tr.c. em L”“(R; V), o que garante

loc
que ¢ é uma fungao de tr.c. em = = Cipo(R; M) x L2Y(R; V), e as envoltorias H(o™)
satisfazem todas as propriedades descritas nas Proposicoes 1.58 e 1.62, respectivamente.
(Para detalhes veja [24, Secao V.5]).
Portanto, segue do inicio da Secdo 1.6.1 e do Lema 1.61, que o espago ¥ := H(o) é

um espaco métrico compacto.
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Capitulo 2

Existéncia e Comparacao de Solucoes

Apresentaremos neste capitulo o problema que nos propomos a estudar e utilizar
como exemplo para aplicagoes da teoria abstrata. Garantiremos neste momento a existén-
cia de solucoes fracas e estudaremos alguns aspectos de tais solugoes, como por exemplo
uma comparacao entre solucoes para o mesmo problema com diferentes perturbacoes e

forcas externas.

2.1 O Problema

Dado 7 € R, consideremos o seguinte problema:

w — Apyu+ fi(t,u) = agi(t,z), (t,x) € (1,400) x Q,
ug + |[VulP207u + fo(t,u) = golt, x), (t,x) € (1,400) x T, (P)
u(T) = up,
onde Q é um dominio limitado em RY, N > 3, com fronteira suave I' := 9Q, p > 2, o
operador A, denota o operador p-Laplaciano, definido como A,u = div(|Vu[’~2Vu), e as

perturbagoes satisfazem as seguintes hipoteses:

(H1) Sejam g1 € LY (R; L'(Q)), go € LV, (R; L™2(I)), onde s' denota o expoente conju-

loc loc

gado de s, ou seja, — + — =1, com
s s

(p,pN/(N—p)], Sepe [27N)7
1 €< (p,+00), sep= N,
[p, +00), sep>N
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(2,(N = 1)p/(N =p)l, sep€[2,N),
re € ¢ (2,400), se p=N,
2, +00), se p> N.

(H2) f; € C(R?) para i = 1,2, e satisfazem as seguintes condigdes de crescimento

ar(Ols™ = k() < filt, s)s,
ax(O]s]" — ka(t) < falt, s)s,

(2.1)

q.t.p. parat € R e todo s € R, onde a; € L,.(R) sdo fungdes reais satisfazendo

a;(t) > ag > 0 para algum ag € R e k; € L}, (R) sdo funcdes positivas, para i = 1, 2.

(H3) Existem fungoes C; € L (R), i = 1,2, tais que |f;(¢,s)] < Ci(t)(|s

loc

"=l 1) q.t.p.

parat € R e todo s € R.

Observagdo 2.1. Embora a funcdo u dependa de x € Q e de t € [1,+00), quando ndo

houver confusao, omitiremos a dependéncia de x e t na nota¢ao.

2.2 Existéncia de Solucao

2.2.1 Espaco Base

Nesta secao introduziremos os espacos adequados para estudarmos o problema apre-
sentado na se¢do anterior, seguindo [33].

O espaco base a ser considerado é dado por

XP = [P(Q,dz) x [P(T,dS) = {F = (f,g); f € L(Q) e g € LP(])},

1F e = ( / flPde + / \g\pds) |
Q I

| F||x := max {|| ||y, lgllzoor) } »

CcOoImn a norma

para 1 < p < oo, e

para p = +o00. Tal espaco pode ser identificado com o espaco LF(Q, dut) onde dy = dr©dS,
isto ¢, se A C Q é p — mensuravel, entdo pu(A) = [ANQ|+ S(ANT).
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Note que o espaco X2, com o produto interno

é um espaco de Hilbert.

Consideremos, para 1 < p < 0o, 0 espaco vetorial
WP(Q) x W' ?(D) = {(u,v) cu e WH(Q) eve Wl—%@(r)} ,
e o subespaco vetorial de W'?((Q2) x Wl_%’p(l“), dado por
VP ={U = (u,v);u € W"(Q) e v = ~v(u)}.
Em V?, podemos considerar a norma usual

1—

1Ullve = llullwrr@) + Iy (w)]]

S

w'Tp ()’

Oou a norma
“|MHVP = HUHWLP(Q).

1
Observe que, como o operador traco v : W'(Q) — W' »”(T') é continuo, as normas

|- lve el [lve s@o equivalentes.
Proposicao 2.2. Para 1 < p < oo, o espaco VP € reflexivo e separdvel.

Demonstragao:  Consideremos o operador T : (V2| - [lv») — (W"P(Q),]] - [[wisq))
definido por
TWU)=T(u,v(u)) :=u, YUEVP

Entdo temos uma isometria sobrejetora de V2 em W'?(Q). Como W'P(Q) & reflexivo e
separavel, temos que V? é reflexivo e separavel.
[ |
O espaco VP esta contido densamente no espaco de Hilbert X2, para 2 < p < oo.
De fato, basta mostrarmos que X? C WXQ. Para verificarmos isto, seja f € 2(I'). Entao
existe uma sequéncia {uy}reny C C5°(RY) tal que ugr = f, para todo k € N e ugyo — 0
em L*(Q) quando k — +o0.

Como uy, € C°(RY), entdo ugg € C®(2) C WHP(R), e assim

(urje, ¥(uko)) € V2.
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Pela continuidade do trago, concluimos que (0, f) € Vi, Pela densidade de Z(I') em
L*(T"), temos
{0} x LA(T) c 7 |

pois um elemento g € L*(I') é limite de uma sequéncia {g}rey C Z(I), de acordo com
—— X2 ___x2
a Proposi¢ao 1.23. Logo, (0,gx) € vr para todo k£ € N. Como V7' & um conjunto

2

fechado em X?, decorre que (0,g) € N
Além disso, dado u € W'P((Q), temos

2

(U,O) = (u77(u)) - (OW(U)) €vr )
pois (u,y(u)) € VP C WXQ, e acabamos de mostrar que os elementos da forma (0,v(u)) €
{0} x L*(T") estdo contidos em v

2

X2, (u,0) € Vo , € entao

2
. Logo, como V7" & fecho de um subespaco linear de

LX) x {0} c V7",
pela densidade de W'?(2) em L*(Q).
Assim, temos X* = (L*(Q) x {0}) U ({0} x L*(T)) C WXQ, e portanto

v = X2,
Note que a imersio W'P(Q) < L?(Q) é compacta, e pela continuidade do operador

trago temos

VP cc X2 C (VP)* (2.2)
Proposicao 2.3. O espaco X* € separdvel.

Demonstracao: Segue da Proposicao 2.2 que o espaco VP, 2 < p < 00, é separavel.

Seja entdo {v, }neny UM conjunto enumerdvel e denso em VP. Dados € > 0 e f € X?| pela
. . P z £ .

densidade de V? em X? existe f € VP tal que ||f — fllx2 < ot existe também ng € N tal

ra € . -
que || f — vp,|lve < 507 onde C' é a constante da imersdo V? — X?. Portanto,

I = Vngllxe < 1 = Fllxz + | = vnollx2
e Ce

< —f 2 f— P — — = £.
<\ f = fllxz + Cllf — vnollv <5tos=¢

Logo, o conjunto {v, }nen é denso em X2, provando que X? é separavel.
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2.2.2 Solugao Fraca do Problema (P)

Definiremos o conceito de solugdo fraca para o Problema (P).

Definigdo 2.4 (Solugdo fraca do Problema (P)). Dados Uy = (ug,v0) € X>, 7 € R e T >
7, 0 par U(t) = (u(t),v(t)) € solugdo fraca do Problema (P) em [1,T] se v(t) = vy(u(t))

q.t.p. em (1,T) e U satisfaz as sequintes propriedades:

(i)
(u,v) € O([r, T]; X*) N L>=(7, T; X?);
(u,v) € LP(1,T;VP),

(1)
OU € L3(7,T;(VP)"), s = man(ry, ry, p');
(iii) para toda ¥ = (p,v(p)) € VP,
(OU, U)o + (IVUlP 2V, Vo) 1y ) + (filt, w), ) pagy + (f2(6,0),7(9)) gy

= (91(8), ©) 120y F (92(8),7(0)) 121

q.t.p. em (1,T);
(iv) U(t) = (ug,v) em X2, ou seja, u(t) = ug q.t.p. em Q ev(r) =vy g.t.p. em I

Antes de mostrarmos a existéncia de soluc¢do fraca para o Problema (P), vamos

obter uma estimativa a priori para tal solucao.

Proposicao 2.5. Suponha que as Hipdteses (H1)-(H3) estejam satisfeitas e seja U(t) =
(u(t),y(u(t))) uma solug¢ao fraca do Problema (P). Entao temos

A
OO [ ROyt + % [ Tyt +ao [ IO
2 P o
W40 [ (IOl + Il ) e+ 303

T

(2.4)

para todo T < X\ < T, onde C e K sdo constantes independentes do tempo e da condi¢ao

inicial e M(\) < oo para todo T < X\ <T.
Demonstracao: Observemos inicialmente que

(1) como ry > p, pelo Lema 1.6, existe x > 0 tal que ||ul|7, ) < &llul[}r ) + Ck, onde

C,. é uma constante positiva,
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(2) as constantes r; e ry foram tomadas de forma que
WhP(Q) < W3 ?(T) s L'(T),
WP(Q) < L™(Q) — LP(%).

Supondo que U é solugao fraca do Problema (P), entdo, para cada V € VP U

satisfaz

<atU7 V>X2 + <|VU,|p—2VU,7 VU>L2(Q) + <f1 (tu U,), U>L2(Q) + <f2(ta 7(“))7 ’V(U»LQ(F)
= (91(t)aU>L2(Q) + (92(t)77(7})>L2(1“) )

q.t.p. para t € [r,T]. Tomando, em particular, V' = U, temos

HU( )z + (IVul~?Va, VU>L2 + (it w), w) ooy + (f2(E, 7 (W), (W) oy

= (g1(1), U>L2(Q) + (92(1), ’V(U)>L2(F) )

2dt

q.t.p. parat € [r,T].
Da Hipotese (H2), segue que

0O+ 190l [ @O = k0)io + [ (@bl - bo)ds
< (91(8); u) 2y + (92(), V(W) Loy -

Note que, por (H2), ky(t) = /k’l(t)da: = ki ()|Q] € LL,(R) e ky(t) = /k’g(t)dS =
Q r
ka(t)S(T) € Ligo(R).
Portanto, temos
2dtllU( e + IVl ) + ar@)llull e g + a2l (W) 7 )

< (g1(1), 1) 2y + (92(1), Y(w)) oy + (Ra(t) + Ko (D))

Usando a Desigualdade de Holder, temos

2dtHU( e + 1Vullfoq) + ar(®)llull ) + a2V (@) F )

Loy + (R (2) + ka(1)).

< N0l oy el )+ 28y I 0
Dados €,0 > 0, segue da Desigualdade de Young que existem constantes positivas C. e
Cys tais que

MU + 900y + Ol oy + 02Ol e

<Gl +6||u||m \+ CallgaI7,y 1+ Oy + (a(t) + Fat).

1)
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De (1) e (2), do inicio da demonstracao, obtemos

a (t) al(t) Ch ( )
o HUHLP(Q)_ 9 I HLn

+ax(8) [y ()| 1y

- OME [l

N + 9oy +

< Cella )7,

L) + €M£||U||€V1p(g) + C(Sng(t)HI;

2(I)
+ (ka(t) + ka(1)),

onde Mq e My sdo as respectivas constantes de imersdes de W'P(Q) — L™(Q) e
WtP(Q) — L™(T), respectivamente, agora, apenas reordenando a expressdo e usando

que ay(t) > ap, temos

. Qo Qo r
N+ (min {1, 22 Y Mg — MRl + 2l )+ 0l ()

, ~ ~ C
< v a1(t) el
< CeHgl(t)HLrl(Q) + (k1 (t) + ka(t)) + i

K

p/
+Collm It

Assim, tomando ¢ e § de forma que K := (min {1, ;1—0} —eM§ — 5M19) > 0, obtemos
K

T O + Kl + 2l o) + ool @)l g
/ ~ ~ atC’K
sqwnmmm+@mmmmﬁﬂmm+wm+i%—,

q.t.p. para t € [, T].

Integrando de 7 a A e observando as hipoteses sobre ay(t), ki (t) e k(t), obtemos

1 A ap
SOOI+ K [l oyt + /nnm w+%/nvnm

< 0@+ [ (Clal,, + Gl

L"1(9)

v )ﬁ+MQ%
L™2(T)

>\ ~ ~
onde M(\) = / [|k;1(t) + ko(t)| +
desigualdade desTejada para todo A € (7, 7.

dt. Tomando C := max{C;, Cs}, temos a

2.2.3 Reformulando o Problema (P)

Para simplificar a anélise de existéncia de solucao fraca, vamos definir operadores

apropriados para uma formulagao funcional da equac¢ao em (VP)*. Apos encontrarmos a
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solucao para esta nova formulagao, garantiremos que tal solucao é de fato a solucao fraca
desejada. Para isto, denotamos por (-, -) o produto de dualidade entre (V?)* e VP.

Defina, para U = (u,v(u)),V = (v,7v(v)) € VP, a aplicacao
B,(U, V) = / \VulP~2Vu - Vodz —|—/ |u|P~2uvdz.
Q Q

Mostraremos que tal aplicagao gera, para cada U € V?, um operador §,U € (VP)*. Este

é um dos operadores que queremos considerar.

Lema 2.6. Dado U € V? fizo, o funcional V — [5,(U,V) estd em (VP)*. Além disso,

By : VP — (VP)* € mondtono, hemicontinuo e coercivo.

Demonstracao: Para U € VP, é facil ver que 5,(U,-) : VP — R ¢ linear. Para V € V7,

segue da Desigualdade de Holder que

I@AUJOISL/IVUW‘WVva+1/WUP‘Wde
Q Q

< (/ |Vu](p1)pld:c>p (/ \Vv]pdx>p + (/ ]u\(pl)p/dm)p (/ ]v|pdx)p
0 0 Q 0

= IVullfo IVoll @) + lullfog 1]l

-1 —1
< (IVulle) + lulle@)” IVollo@) + (IVulle@) + [[ullo@)” vl
—1
< lulfyt ey (190llzsgar + 0o + 171

< lullfy o [Vl

Portanto, 3,(U, ) € (V?)*. Adiante denotaremos, por conveniéncia, 3,U := (,(U, ).
Vamos verificar que /3, : V¥ — (VP)* é monotono: dados U, V' € VP temos 5,U, B,V €

(VP)* assim

<BpU - 6})‘/7 U— V>(Vp)*7vp
= (BU,U=V) —(BV,U=V)

(Vp)xve

_ /ﬂ (|Vu|p_2VuV(U —v) + |ulPu(u — U)) dx

(Vp)xve

- / ([Vu]P*VoV(u —v) + [vPv(u — v)) dx
0
= / (IVulP*Vu — |VoP7*Vv) V(u — v)dz + /(|u!”_2u — [v|P"%0)(u — v)dx
Q Q

= (IVulP*Vu — [Vo[P?Vo, V(u—v)), + (Jul’?u — [v]"?v,u — v),

> Yo|Vu — Vul|P + yolu —vP >0,
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pelo Lema 1.1, onde vy > 0 depende apenas de p e N, o que garante a monotonicidade

de f3,.
Dados U,V € VP e t € R temos

1Bp(U + V) =BpUl| vr)»

= sup <BP(U + tV), W> (VP)*V <6pU W> (Vr)*
[W{lyp <1

< sup / (19 (a4 £0) P2V (u 4+ t0) — [Vul? V)| [Veolde
W]lyp<1JQ

+/ ‘(|(u + t0) [P (u + tv) — |u|p_2u)} |w|dz.
Q
Pela continuidade da norma e do gradiente em W'*(Q), temos

18, (U + V') = BpU || vry» — 0,

quando ¢t — 0. Portanto, /3, é hemicontinuo.

Resta verificar que (3, é coercivo. Note que, para U € VP,
Bp(U,U) = / (|VuP>VuVu + |ufP~?uu) da
Q
= [ (9P + al) de = [l

Como a norma em W'?(Q) é equivalente & norma de V7, segue que existe Cy > 0 tal que

|ullwrr) = Col|U||lyr. Assim

p
BOO) o Tl o o GO, _
Up—+oo [Ullye — 10lp=too [|Ullve = 10Iw—+o0 [|U]lve

e portanto 3, é coercivo.

Assim, temos que o operador 8, : V2 — (V)" estd bem definido e, pelo Teorema

1.18, é maximal mondtono.

Proposigio 2.7. Se U, — U em V?, entio B,U, = B,U em (VP)*.

Demonstragao: Sabemos, pelo inicio da demonstracao do Lema 2.6, que
BV < llully IV v

Logo, B, leva conjuntos limitados de V? em limitados de (V?)*.
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Sejam {U, }nen uma sequéncia em V7 e U € V? tais que U,, — U. Como {S,U, }nen
¢ limitada, do Teorema 1.11 segue que existe f € (V¥)* e uma subsequéncia {3,U,, }jen

tal que
/BPUTL]' - f
em (VP)* pois V? é separavel.

Note que,

[(BUn,, Un, )y — (£, U] = [{BoUn;s Uny ) + {BpUn,, U = (BoUn;, U — (f,U)]
< [(BpUn; = £ UM + 185Ul wmy | Uy = Ullwe — 0.

Portanto, <5pUnj, Unj> — (f,U). Logo,
Assim, como 3, ¢ um operador maximal moné6tono pelo Corolario 1.20, segue que
ByU = f.
|
Definimos o operador /3, para uma formulacao funcional do problema, agora apre-

sentaremos a técnica para definir os demais operadores. Um elemento
B e (W' (Q))" x (Wl_%”’(l“)> c (VP)*

pode ser interpretado como um par da forma

que, por sua vez, age em um elemento W = (wy, wy) € VP, da seguinte maneira:
<Bv W> = <b17 w1>(W1vP(Q))*,W17P(Q) + <b2’ w2> (Wl—%,p(r))*

Assim, consideremos

G _ gl(t) rh rl %
(t) = € L () x L>(I') C (VP)%;
92(t)
U, = B , com U = ! SA\%e
v(w): 7(w)
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2.2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

fit,u) — |ulP~?u

f2 (tu ’}/(U))
Verifiquemos que F : R x V¥ — (VP)* estd bem definida e ¢ continua de R x V?

F(t,U) =

(com a topologia forte) em (V?)* (com a topologia fraca estrela).

Proposicao 2.8. Seja U € VP, entao F(t,U) € (VP)* q.t.p. en R . Se U, - U em V7,
entdo F(t,U,) = F(t,U) em (VP)* q.t.p. em R.

Demonstracgao:
Para mostrar que F(t,U) € (VP)*, com U € VP, devemos observar primeiro as

particularidades das fungoes f;, para i = 1,2. Com relagao a f;, segue de (H3) que
[ Iatertds < [ i + 1yt
Q Q
< C(t)rll / gri—1 <|u|(r1—1)r’1 + 17"’1) dr = C«(t)r’12r'1—1 <||U||TLlr1(Q) + |Q|)
Q
< C@r2t (Mallulfn o + 191)

q.t.p. em t € R, onde Mg é constante de imersdo de W?(Q) — L™ (Q). Logo, fi(t,u) €
L ().

Analogamente, é possivel mostrar que fo(t,~v(u)) € L™2(T).

Consideremos agora

fl(t,u) = fi(t,uw) — |ulP2u. (2.5)

Neste caso, pelo Lema 1.2, temos
_ / |1t ) — |ufP~2u|" da
Q
<2 [ (|l + o) do
Q
=2 (Il g+ 18 ).

L™(Q) L= ()

T’l
L"1(Q)

o

de onde segue que fi(t,u) € L'1(Q), pois (p— 1)} < (r; — 1)r, = rq, assim existe C, uma

constante positiva que depende de €2, tal que
lull oy < Clullzns ) < CMallullwragey.
Desta forma, concluimos que

F(t,U) e L (Q) x L2(T') € (L™(Q) x L™(I))* C (VP)*,
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q.t.p. emt € R.
Mostremos que F(t,U,) = F(t,U), para U, — U em V? ¢ q.t.p. em ¢t € R. Como
Up, = U em VP entdo u, — u q.t.p. em Q e y(u,) — vy(u) q.t.p. em I'. Da continuidade

das funcoes f;, i = 1,2, da funcdo x +— |2|P~%z e do operador traco, temos

filt,u,) = fi(t,u) q.t.p em €;

| [P 20y, — |ulPu q.t.p em €

fa(t,y(up)) = fo(t,y(uw)) q.t.p em I

Retomando fy(t,u) := fi(t,u) — |uP"%u, ja sabemos que

Hfl (t> un) HLT'/l Q) e HfQ(ta 7(“”)) HL?"/Q(F)

sao limitadas uniformemente em n, a menos de uma quantidade finita de termos, e em

t € R. Portanto, pelo Lema 1.3, temos

fl(t,un) — fl(t,U) em LT/1 (Q),

falt, v (un)) = folt, 7(w)) em L™(T),
q.t.p. em t € Re, como L™ (Q) < (WP(Q))* e L™2(I") — (Wl_%’p(F))*, concluimos
fi(t,uy) — fi(t,u) em (WHP(Q))", 1 (2.6)
Fat, (wn)) = falt, y(u)) em (W2 7(D))",

q.t.p. emt € R,
Com tal conclusdo, garantimos que F(t,U,) = F(t,U) em (V)* q.t.p. em t € R.

Com efeito, seja V € V. Entao

lim (F(t,U,), V) dt

n—o0

= li <~ t, n)s >
g (RO

; <f2(t,V(un)),7(v)>(Wl_;,p(r))*ywl_;’p@) @)

_ <f1(t,u),v (W) ()

>(W1’P(Q))*7W1*P(Q (Wl‘%’p(r))*’wl‘%v”(r)
= <'F<t7 U)? V> 9

por (2.6).
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|
Agora temos condicoes de formular uma expressao com esses operadores. Queremos
encontrar uma funcao U(t,z) que tenha a regularidade requerida na Defini¢do 2.4, ou

seja, queremos que, dado 7" > T,

UeO(r,T;X*) N Lx(r, T; X?),
Ue LP(r,T;V?),

oU € L*(7,T; (VP)*) com s = min{r}, r5, p'},
e que U satisfaca a seguinte expressao

OU + B,U + F(t,U) = G(t)

em (VP)*, (PF)
U(T) = Uv()7

no seguinte sentido: para todo V € V? vale

QU + BU + F(t,U),V) = (G(1),V)
(U(r),V) = (Uo, V).

q.t.p. em t € [1,T].

Observagao 2.9. Note que a solu¢ao do Problema (PF) tem a regularidade requerida
para a solugdo fraca do Problema (P). Para mostrar que tal solu¢ao € a solugdo fraca do
Problema (P), resta mostrar que a solu¢ao do Problema (PF) satisfaz a expressio (2.3).

Vamos analisar termo a termo. Primeiramente consideremos o caso do operador
F(t,U) € L*(7,T; (VP)*), com U solugio do Problema (PF). As imersoes W'P(Q) —
L™(Q) — LP(Q) — L*(Q), Wl_%’p(F) — L™(T') — L*(T), o Teorema de Representa¢do
de Riez para os espagos LP e o fato de F(t,U) € L'(Q) x L"2(T') (seque da demonstragio

da Proposi¢ao 2.8) garantem que

(F(&U), V) vy

= <f1 (tv u) - |u|p—2u7 v>(W1,p(Q))*’W1,P(Q) + <f2(ta y(u)), 7(v)>(

= <f1(t> u) - |u‘p72u7v>(Lp(Q))*’Lp(Q) + <f2<t77(“))7’V(U))(L?(F))*,L?(F)

= (filt,u) — JulP~?u,0), + (folt, 7 (w), 7(v))gr

para todo V = (v,v(v)) € VP.
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No caso de G(t) € L*(7,T;(V?)*), as mesmas imersoes garantem que

<G<t)7 V>(VIJ)*7VP = <91 (t)a U)(Wl,p(g))ﬂwl,p(g) + <92(t)> V(U» (W1—%,p(r)>*vw1—%,p(r)

= (91(1),v)5 + (92(1), 7(V)) o

para todo V € VP.
Para 0,U = (ug,y(u)) € L*(7,T; (VP)*), temos

(9.0, V>(Vp)*7vp = <ut7v>(wl,p(g))*’wl,p(ﬂ) + (v(w)s, 7(“)><W p,p(r)>*7wl—%,p(r)

= (ue, v)y + (Y(W)e; Y(V))yr

para todo V € VP,

No caso do operador B,U € L*(1,T; (VP)*) temos, por defini¢io, que
(BU, V) = <|Vu|p_2Vu, VU>2 + <|u’p—2u7 U>2 r’

para todo V € VP,

Portanto uma solug¢ao U para o Problema (PF) satisfaz

(OU, Ve + (IVulP Vi, V) 1 o)+ (f1t ), 0) pagq) + (ot 7(1), 7(0) 12y 2.8)

= (91(8), V) r20) + (92(), (V) 2y »
para todo V- € VP e q.t.p. em [1,T|. Portanto tal solu¢ao é solug¢ao fraca do Problema
(P).

2.2.4 Existéncia de Solugao Fraca do Problema (P)

Para encontrar uma solu¢ao do Problema ( PF), usaremos o método de aproximacao
de Faedo-Galerkin, veja [59], que consiste em desenvolver, para cada n € N, um esquema,
de projecao do problema em um espago de dimensao n, onde localmente resolveremos
um sistema de equacoes diferenciais ordinarias para um problema de Cauchy e obteremos
uma solugao U, depois mostraremos que a sequéncia de solucoes {U, },en, passando a
uma subsequéncia se necessario, ¢ convergente e mostraremos que tal limite é a solucao
procurada.

Como X? é separavel e V7 & denso em X2, pelo Lema 1.9, existe uma base ortonormal

de X* contida em V?. Denotemos tal base por {®, = (¢n, 1) € X*n € N}.
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Sejam

K, = span{®y, ..., 0.}, Ko =U7"K,,

e Pr, : X? = K, a projecdo ortogonal referente a base {®,;n € N}.
Dado U, € X?, tomemos a sequéncia {Up, := Pr,Uy} C V? tal que lir}rl Uon = Uy
n—-+0oo

em X2. Dado T > 7, queremos encontrar U, € K, tal que, para cada V € K,,, tenhamos

<atUna V> + <BPUTL7 V> + <f(t7 Un)v V) - <G(t>7 V>
<UN(T)7 V> = <U0na V> )

()

q.t.p. em [1,T7.

Note que isso é equivalente a encontrar U,, que satisfaca as seguintes equagoes:

com a condicdo inicial U, (1) = Up,. Para tanto, observe que Uy, = Z&CI)Z-, ou seja,

queremos resolver o seguinte sistema de EDOs:

( (Opdy (1) @1, D1) + (BpUn, 1) + (F(t,Up), @1) = (G(1), ¢1)
(Orda(t) P2, P2) + (BpUn, P2) + (F (¢, Un), 2) = (G(1), $2)
: (2.9)
(01 ()P, Pr) + (BpUn @) + (F (. Un), @0) = (G(1), é0)
| di(1) =¢&;, 1 <i<n.

Garantir a existéncia de solu¢ao para o sistema (2.9) ¢ mostrar a existéncia de func¢oes

d e CY([r,T)), i = 1,...,n, tais que a solugao U, = (un,vy,) € de tal forma que u, =

Zd Vi € vy = Zd )1, ou seja, U, = Zd t)®; e satisfaz (P,).

Pelas Proposu;oes 2.7 e 2.8, temos

Un — <BpUn7 (I)l> )
(t,U,) — (F(t,Uy,), D;)

continuas e t — (G(t), ®;) mensuravel. O Teorema 1.13 garante a existéncia de t,, € (7,7
e de uma solucdo U, de (2.9) no intervalo (7,t,), com d; € C*([7,t,]), 1 <i < n. No
entanto, segue da Observagao 2.9 e da Proposigcao 2.5 que tal solucao ¢ limitada e assim,

pelo Teorema 1.14, podemos estendé-la ao intervalo [, T7.
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Das imersdes W'P(Q) — L™ (Q) — LF(Q2), da continuidade do operador traco e da
Proposigao 2.5, segue que existe uma constante C' que depende de ||, S(T'), T, p, 7, ug
e vp, mas independe de n e t, tal que

(

|Un ()| oo (rrix2y < C
|Un()|| Lo (rivry < C

2n () || L1 (03171 (02 < C sep< N (2.10)
|V (un ()| zr2(rrszr2oy) < €, sep <N
Hun( )HLPTTC <C Sep>N.

\

As estimativas anteriores aliadas aos Teoremas 1.10 e 1.11 garantem, passando a

uma subsequéncia se necessario, que existe U tal que

U, > U em L>(1,T;X?);
(2.11)
U, — U em LP(1,T;VP).

De fato, ¢ a mesma fun¢ao U no limite em (2.11), ja que
U, = U em LP(1,T;VP)
= U, — U em LP(1,T; X%

= U, = U em LP(1,T;X?)

= U, > U em L>(1,T;X?).

Para garantir que U satisfaz a equagao funcional 0,U + B,U + F(t,U) = G(t) em

L?(7,T; (VP)*), mostraremos que
WU + BpUy + F(t,Uy) — G(t) = 0U + B,U + F(t,U) — G(t) (2.12)

em L°(7,T; (VP)*). Analisaremos a convergéncia termo a termo.
No proximo resultado as estimativas em (2.10) garantirao limitagoes uniformes para

BpUy e F(t,U,).

Proposi¢ao 2.10. Dado s = min{r},r5,p'}, temos que B,U,, e F(t,U,) sao limitados em
L*(7,T; (VP)*) uniformemente para t € [1,T] e n € N.

Demonstracgao:
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Com efeito, assim como fizemos no inicio do Lema 2.6, temos

1BpUnll ey = sup  [(BpUn, V)|

IVive<1

< sup [{BpUn, VI < Jlunlfyio IV Il
VIlve <1

p—
< (lunllwroiey + )l ) 1Vl < NG,

de modo que as limitagoes em (2.10) garantem que

1BpUnll Lo (e 17:0my7) < €

uniformemente em n e t.

Para limitar F(t, U,,), como feito no inicio da demonstracdo da Proposigao 2.8, temos

|1t uriar < c@rizi (i +191).

logo,

T T
[ il s [ ez (ju;

< 2N Cy ()" || ooty (| s (et ) + (T = 7)|92]) -

b, |Q|) dt

Portanto, fi(t,u,) € L (1,T; L"1(R)) e é uniformemente limitada em n e t, t € [7,T7].
Analogamente, é possivel mostrar que fo(t, v(uy,)) é limitada em L™ (7, T; L™(Q))
uniformemente paran € Ne t € (1,7).

Consideremos agora fi(t,u) := fy(t,u) — |u[P~%u. Neste caso temos

fic

] ”
= U, Up) — np_2 d

. /Q‘fl( Up) — |ty u} T
§27"/11/<|f1tun)|1+\u (=D )d:c
=2 (It ) g+ Tl 0 )

,(p=1Drg Q)

de onde obtemos uma limitacdo uniforme, pelo que fizemos anteriormente e pelo fato
de que (p — 1)r} < (r; — 1)r} = r,. Assim, existe uma constante positiva C' tal que
[wnll -1 @ S Clltnll 21 0 que por (2.10) & limitada uniformemente em 7 e ¢.

Desta forma, concluimos que F(t, U,) ¢ limitado uniformemente em L*(7, T'; L™ (Q) x

L'*(T)) € L*(7,T; (L () x L™(T))"), para s = min{r}, ), p'}.
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Como

(L7(€2) x L™(I')" <= (VP)",

temos F(t,U,) uniformemente limitado em L°(7, T; (VF)*).
[

Assim, como U, é solugdo da equacao funcional em (F,), pelo Lema 2.10, temos
oU, = —ppU, — F(t,U,) + G € L*(r,T; (VP)"),

é uniformemente limitado para n e t. Entao, pelo Teorema 1.11, temos, passando a uma
subsequéncia se necessario, que 0,U,, converge na topologia fraca estrela para algum W

em L°(1,T; (VP)*). Observe que W = 9,U, pois,
T T
/ (O, WY dt — / WUy dt Y € IP(r, T;VP),

quando n — +o00. Temos também

T T
/ (O, ) d / (U, 5, 0)

T (2.13)
— — (U, 0,V
pela convergéncia fraca de U,,. Logo,
T T
/ (W, W) dt = —/ (U,0,V) dt para toda ¥ € LP([r,T]; V?),
por conseguinte, W = 0,U.
Portanto, ja obtivemos que
O,U, = 0,U em L*(7,T; (VP)*). (2.14)

Por (2.10) e por 0;U, ser limitada em L°(7,T’; (V*)*), uniformemente para n € N e

t € [1,T], segue do Teorema 1.4 que

U, — U em LP(1,T;X?), (2.15)
e, pelo Teorema 1.5, temos

U, — U em C([7,T); X?). (2.16)

Note que isto garante Uy, = U, (1) — U(7) em X?, e portanto U(7) = Up.
Nosso proximo passo é estudarmos as convergéncias dos outros elementos da equacgao

(P,), ou seja, F(t,U,) e BpU,
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Proposigao 2.11. Para U, solugio de (P,) e U obtida em (2.11), temos a seguinte
convergéncia:
F(t,U,) = F(t,U) (n — +o0)
na topologia fraca estrela de L°(t,T;(VP)*), s = min{ry,r5,p'}.
Demonstracao: No inicio da demonstracao da Proposi¢ao 2.10 mostramos que fl(t, Up)
e fo(t,v(u,)) sdo limitadas em L™ (7,T; L™ (Q)) = L' ([r,T] x Q) e L™2(r, T; L">(I)) =
L"([r,T] x I') uniformemente em n € N e t € [, T]. Pela convergéncia (2.15), temos que
U, — U q.t.p em [7,T] x Q, pelas continuidades de f,, fo e do modulo, temos que
filt,un) = fi(t,u) q.t.p. em [r,T] x Q,
fo(t,y(un)) = fa(t,v(w)) q.t.p. em [1,T] x T.
Portanto, pelo Lema 1.3, temos
filt,un) = fi(t,u) em LM (7, T; L'1(R)),
Falt, y(un)) = folt,v(w)) em L™ (7, T; L™*(T)),
e, como s < {ry,r5}, obtemos
filt,un) = fi(t,u) em L*(r,T; L™ (Q)),
Fot,y(un)) = fo(t,v(w)) em L*(7,T; L'%(T)).
Também, das imersdes continuas L'1(Q) — (W'P(Q))* e L™2(T) — (Wl_%’p(f‘))*, con-
cluimos
Filt wn) = fi(t,u) em L*(7, T3 (WHP(Q))),
foly () = falt, y(w)) em L (r, T3 (W07(1))7).
Com tal conclusio garantimos que F(t,U,) — F(t,U) em L*(r,T;(V?)*). Com

efeito, seja V e L¥(1,T;VP), V(t) = (v(t),y(v)(t)) € VP q.t.p. para t € [r,T]. Entio,

como WHP(Q) < L™ (Q) e W'~ #P(T') < L™(T), temos
T

lim [ (F(t,U,),V)dt

n—oo
T

T
= lim (<f1(t’un)’v>(LT1(Q))*7LT1(Q) + <f2(taV(Un))aV(U)>(L'rz(r))*,y2(r)> dt

n—oo
T

(2.17)

. (2.18)
= f t, s > t, ) 72 * L2 dt
[ (Raw) o ) A gy

_ / L FLU) Ve i,
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CAPITULO 2. EXISTENCIA E COMPARACAO DE SOLUCOES

por (2.17).

Para mostrar a proxima convergéncia precisamos do seguinte lema técnico:

Lema 2.12 (Integracao Por Partes). |5, p.43| Para t € [1,T], V; € LP(r,T;V?) N
L®(1,T;X?) e 0,V; € Lpl(T, T;(VP)"), i = 1,2, vale a sequinte formula de integragao

por partes:

/ ((OVh,Va) + (0, Vi) )ds = (VA(T), Va(T)) — (Vi(r), Va(r)) . (2.19)

Proposigao 2.13. Para U, solugio de (P,) e U obtida em (2.11), temos a seguinte
convergéncia:

BoUn = B,U (n — +00),
na topologia fraca estrela de L°(t,T;(VP)*), s = min{ry,r5,p'}.

Demonstracgao:
Observe que, assim como fizemos para obter a limitacao uniforme de 3,U,, na Pro-

posi¢ao 2.10, conseguimos a estimativa

H/BpUnHLPI(T7T;(Vp)*) <C,

uniformemente em n e t, o que garante que, passando a uma subsequéncia se necessario,

existe Z € LP (7, T; (VP)*) tal que
B,U, = E em LP (1,T; (VP)*).
Como s < p/, temos
B,U, = = em L*(1,T; (VP)*). (2.20)

Queremos provar que = = ,U em L*(7,T; (V?)*). Para isto, note que, pela conver-
géncia (2.15), temos que u,, — u q.t.p em [7,T] x Q e y(u,) = v(u) q.t.p. em [r,T] x I.

Portanto, pelas continuidades das funcoes fi, fo e do médulo, temos

filt,un) = fi(t,u) q.t.p em [7,T] x €;
| [P Uy, — |ulPu q.tp em [7,T)] x Q;

folt,y(un)) = fo(t,v(w)) q.t.p em [7,T] x I.
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2.2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

Além disso, por (H3), temos

T T
/ / £t undadt < / / Co () (Junl" =" + 1) |daedt
T Q TT Q
:/ /Cl(t)(\unr”l—i—]un])dazdt
T Q

T
<Gl [ (Tl + o) d

T
< Gl Ma [ (Tl oy + Nl

e entao, por (2.10) e (2.15), a integral é limitada uniformemente em n.

Analogamente, por (H3), temos

T T
/ / falt 1) (St < [Callimo M [ (1) ey + () )

e entdo, por (2.10) e (2.15), é limitada uniformemente em n.

Note também que,

T T T T
/ /Q [P~ 200 et = / [ Vi < / R —— / 1017,

e entdo, por (2.10), é limitada uniformemente em n.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos
T
/ (F(t,U,), Uy) dt
’ T T
[ [t = ) dac + / (Falt. A() () St

"HOO/ / filt,w)u — |ulP™ 2uu dmdt+/ / fa(t, (u)) dSdt

- / (F(t,U),U) dt

T

(Q1)

Além disso, por (2.11), temos
T T
| ww.vya=s [ Gw.va (@2)
Como U, (1) — U(7) em X%, temos
U (1) llz2 == 1U(7) 2. (Q3)

Por (2.16), temos U,(t) — U(t) q.t.p. em Q para todo t € [r,T] e ||U,(t)|x> &

limitada uniformemente em n. Pelo Lema 1.3, temos as convergéncias fracas u,(t) — u(t)
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CAPITULO 2. EXISTENCIA E COMPARACAO DE SOLUCOES

em L*(Q) e y(u,)(t) — y(u)(t) em L*(T'), logo U,(t) — U(t) em X?, e assim
[U0)]2 < liminf U0,
portanto,

lim sup — | U (t) %2 < = 1U(£)]f5- (Q4)

n—oo

Considerando V; = V3 = U, na identidade (2.19), obtemos

T 1 1
| @00 dt = S0 - 1) e

Como U, é solugao de (P,), temos

T 1 1
[ (610 = 8,0, = F(t.0), U dt = SIUD)e ~ 107 e

ou seja,
T T
/ (B, U, U dt = — / (—G(t) + F(t,U,), U dt
1 s 1 2
— ST e + S0 (7)o
Considerando agora V; = V5 = U na identidade (2.19), obtemos
! 1 o 1 2
(@0, U) ds = S|U(T)ll> = 51Ul

Pelas convergéncias de 0,U,, p,U, e F(t,U,) temos que ;U + =+ F(t,U) = G(t)
¢ a equagdo limite de 0,U, + B,U, + F(t,U,) = G(t) na topologia fraca estrela de
L*(7,T; (VP)*). Assim temos

| @) -2 - Fe.0).vydt = U@ - SV

ou seja,

/T (2,0 dt = — /T (—G(t) + F(1,U),U) dt

1 1
— I + 510 e
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2.2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

Por (Q1)-(Q6), obtemos
T
limsup/ (BpUn, Uy,) dt
, r 1 , 1 )
—timsup ([ (~GlO)+ F0. 0, Ut = IO + 10

<= [ =G0+ F(e.0). Uy ds = IV s + 51U s

Portanto, como o operador (3, : V¥ — (V?)* & maximal monétono, pelo Corolario 1.20
temos que = = B,U em L°(7,T; (VP)").
[ |

Agora temos condi¢oes de mostrar a existéncia de solugao fraca para o Problema

(P).

Teorema 2.14 (Existéncia de Soluc¢do fraca para o Problema (P)). Suponha que as
Hipoteses (H1)-(H3) estejam satisfeitas. Dados 7 € R, T > 7 e Uy € X?, emiste uma

solugao fraca do Problema (P) com condigao inicial Uy.

Demonstracdo:  Por (2.14) e pelas Proposigoes 2.11 e 2.13, temos que a equagao
funcional 0,U + B,U + F(t,U) = G(t) é a equagao limite de 0,U,, + B,U,, + F(t,U,) = G(t)
na topologia fraca estrela de L*(7,T; (VP)*). Assim, temos uma solu¢do para o Problema
(PF). Note que, por (2.14), (2.11) e (2.16), temos as regularidades desejadas.

A existéncia de solu¢ao para o Problema (PF) e a Observacao 2.9 garantem o

resultado desejado.

Como T' é arbitrario, a solugao é claramente globalmente definida.
Proposigao 2.15. A familia 9 = {4 (7)},er, onde

(r) U:[r,+00) = X% U ¢ solucdo fraca do Problema (P), gerada
T) = ,

pelo processo de Faedo-Galerkin, com condi¢ao inicial em T

¢ um processo generalizado exato em X>.

Demonstracdo: De fato, pelo Teorema 2.14, (C1) esta garantido. Podemos ver que

(C2) esta satisfeita, pois, se U : [r,+00) — X* & solu¢do fraca do Problema (P) com
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CAPITULO 2. EXISTENCIA E COMPARACAO DE SOLUCOES

condicdo inicial em 7, dado s € R e s > 0, entdo Ujjr4s 100y : [T + 5, 4+00) — X2 é solucao
fraca do Problema (P) com condigdo inicial em 7+ s. Portanto U™ € 4(7 + s).

Para mostrar a propriedade (C4), suponha que existam U € ¥(1) e V € ¥4(r),
—00 < 7 <1 < s, tais que U(s) = V(s). E facil ver que a funcdo

O(t) := ute), telns (2.21)
V(t), te (s,00)

satisfaz, q.t.p. em |7, 00), as condigoes da solugao fraca. Portanto © € ().

Para a propriedade (C3), suponha que, para algum 7 € R e algum Z € X?, exista
uma sequéncia {U;} C 4(7) tal que U;(7) — Z em X, Similarmente ao que foi feito para
obter (2.10) temos que para cada T > 7 existe C' > 0 independente de j e t € (7,T), tal

que
p
||Uj(t)||L°°(T,T;X2) S C
||UJ (t)HLT’(T,T;VP) < C

(2.22)
w; (Ol (rrszri) £ €, sep < N
\ lw; (Ol o rc@y <€ sep>N.
Isto garante que, a menos de subsequéncias, existe U tal que
U; = U em L®(r,T;X?);
(2.23)

U;j — U em LP(1,T; V7).
Com o raciocinio analogo ao utilizado no Teorema 2.14, podemos garantir que U goza da
propriedade de ser uma solucdo fraca, U(7) = Z e U;(t) — U(t) em X?, para todo t > 7.
Portanto, U € ¢(7), garantindo assim (C3).
[

Portanto, garantimos que o Problema (P) gera um ¥-processo multivoco U(-, ) em

X2

2.3 Resultado de Comparacao de Solucoes
Dado 7 € R, consideremos os seguintes problemas:
ur — Apu+ fi(t,u) = gi(z,t), (x,t) € Q x (1,+00),

up + [VulP~20zu + fo(t,u) = go(t, ), (x,t) € ' x (1, +00), (2.24)

u(T) = uo,
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u — Ayu+ fi(t,u) = gi(t,z), (x,t) € Qx (1, +00),
ur + [VuP20zu + fo(t, u) = Ga(t, ), (x,t) € I' x (1, +00), (2.25)

u(T) = v,

onde © ¢ um dominio limitado em RY, N > 2, com fronteira I' := 92 suave, p € [2, +-00),
o operador A, denota o operador p-Laplaciano, definido como Aju = div(|Vu[’">Vu), e

as perturbacoes satisfazem as seguintes hipdteses:

(CR1) Sejam g1, 41 € LP (R; L'1()), g2, G2 € L (R; L™(I')), com

loc
(p,pN/(N —p)], sepe€[2,N),

1 € (pa +OO)7 se p = Na (226)
[p, +00), sep>N

(27 (N - 1)p/(N - p)]v sepcE [27 N)’
re € ¢ (2,400), sep=N, (2.27)
(2, +00), se p> N;

(CR2) fi, fi e C(R?) para i = 1,2 e satisfazem as seguintes condi¢des de crescimento

a;(t)]s
a;(t)|s

"= ki(t) < filt,s)s,

; ~ (2.28)
"= ki(t) < fi(t,s)s,

q.t.p. parat € R e todo s € R, onde a;,d; € L,.(R) sdo funcdes reais satisfazendo
a;(t),a; > ag > 0 para algum ag € R e k; € L, (R) sdo fungdes positivas, para

i=1,2.

(CR3) Existem funcoes C;, C; € LE(R), i = 1,2, tais que |fi(t,s)| < Ci(t)(]s

loc it + 1)7
[Filt, ) < Ci(t)(|s

"=l 11) q.t.p. parat € Re todo s € R.

(CR4) Suponha g;(t,z) < g1(t,x) q.t.p em Q e suponha go(t,z) < go(t,x) q.t.p em T,
ambas q.t.p. emt € R ;

(CR5) Suponha que fi(t,s) > fl(t, s) e fo(t,s) > fg(t, s) para todo t € R e q.t.p para
s e R.
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CAPITULO 2. EXISTENCIA E COMPARACAO DE SOLUCOES

Observacgao 2.16. Dados u € W"P(Q), definamos

u(z), sewu(zx) >0,
ut = (=) (=) (2.29)
0, caso contrdrio.

Observe que podemos definir ut = uH (u), onde H € a funcao de Heaviside, ou seja,

1, ses>0,
H(s) =

0, caso contrdrio.
Segundo [55], para u,v € W'P(Q), temos que (u —v)" € W'P(Q) e vale a formula

Vu—-—Vv seu—v>0,
V(u—v)"=Hu—v)V(u—0v)= (2.30)

0 caso contrdrio.

Note que

<|VU|P—2VU — |VU|p_2VU, V(U - U>+>L2(Q) > 0.
De fato,
/ (IVulP=2Vu — [VoP72Vo) (V(u —v)*) do
Q

[ (VT [P (- Vs
(u—v)>0

> / 70|Vt — VolPdz > 0,
(u—v)>0

pela Desigualdade de Tartar, onde vo > 0.

Uu
Observacao 2.17. Para U = € VP, definamos
¥(u)
+
u
Ut = evr
v(u’)

Observe que, pelo Lema 1.84, v(u®) >0 em T = 0.

Observacao 2.18. Note que, dados U,V € VP, temos

1d i /d
3 =V = (0 -V - 1))

X2
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De fato,

+/ j(U VYU = V) dp
U—v<o dt

—(FU-nw-vy) |

XZ

d
pois/ —(U - V)(U - V)" du=0.
v-v<o dl

2.3.1 Resultado de Comparacao

Definicdo 2.19. Sejam U : Q - R eV : Q = R. SeU <V qtp. em Q, entio

denotamos U < V.

Teorema 2.20. Suponha que as hipdteses (CR1)-(CR3) estejam satisfeitas, e sejam U
solu¢ao fraca do Problema (2.24) eV solugao fraca do Problema (2.25). Com as Hipdteses
(CR4) e (CR5), temos que, se U(T) = Uy < Vo =V (1), entao U <V para todo t € [T,00).

Demonstragdo: Tomando ¥ = (U — V)" na expressao (2.3), obtemos:
(OU, (U =V, + (IVulP*Vu, V(u — v)+>L2 Q)

+<f1(t,u),(u—v)+>LQQ + { fa(t, yu), y((u — v) >L2

<gl U_U +>L2 +<92(t)77((u_v)+)>L2(F)a

<8tva (U — V)+>X2 + <\Vvlp*2Vv, V(u- ’U)+>L2(Q)
+<ﬁ@wxm—vﬁhﬂm+<ﬁ@mwn«u—w+wym

— <g1(t),(u—v)+>L2(Q) + {G2(t),7((u— ) >L2
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Subtraindo uma expressao da outra, temos
(OU = 0V, (U = V)" )y + (VU7 Vu — [V V0, V(u = 0) ") 1
_f )t _f )t
(Al = filt0). w=0)*) L () = ol y0). (= 0))

= (q1(t) — 1 (t), (u— "U)+>L2(Q) + (g2(t) — G2(t),7((u — v) >L2

LA(T)

Logo, pela Observagao 2.18, temos

2dt“<U )tz + ([VulP~>Vu — |[VoP Vo, V(u v)+>L2(Q)
—(Altw) = Ao @=0)) = (hlty >—ﬁumwn«u—wﬂ>

+<g1(t) _§1<t)7(u_v)+>L2(Q) +<92 92( U—U >L2

L2(Q) L2(I)

Portanto, das Hipoteses (CR4) e (CR5) e das Observagoes 2.16 e 2.17, segue que
S = V)l <0
dt e
Integrando de 7 a ¢, obtemos
1T = V)" Ol < (U = V)" (1)

Como Uy < Vg, entdo (U — V)T(7) = 0 q.t.p em Q, assim (U — V) (t) = 0 q.t.p em

t € [1,00), portanto V' > U para todo t € [r, 00).
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Capitulo 3

Atrator Pullback para Processos

(Generalizados

3.1 Processos Generalizados

Essa se¢ao é baseada no trabalho [57]. Nossa defini¢do de processo generalizado
é ligeiramente diferente da definigdo em [57], porém as demonstragoes dos resultados
desta se¢do sdo exatamente iguais as demonstragoes de resultados equivalentes em [57].
Apresentaremos as demonstracoes para a completude do trabalho.

Seja (X, p) um espago métrico completo. Denotemos respectivamente por P(X),
B(X) e K(X) as familias de conjuntos nao vazios, ndo vazios limitados e ndo vazios

compactos de X, respectivamente. Para x € X, A, B € P(X), e € > 0, definimos

ol A) = ind {p(. )
dist(A, B) := sup inf{p(a,b)};

acA beB

O.(A) :={2z€ X;p(z,A) < e}.

Definicao 3.1 (Processo Generalizado). Um processo generalizado 9 = {9(7)},cr
em X € uma familia de conjuntos (7) que sdo constituidos de funcoes, chamadas de

solugoes, ¢ : [1,00) — X, satisfazendo as sequintes condigoes:
(C1) - Para cada 7 € R e z € X existe ao menos uma p € 4(1) com ¢(1) = z;
(C2) - Se pc9(r) es>0, entio p™° € G(T +s), onde P> := Q|r45.00);
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(C3) - Se {pj}tjen C 9 (1) € ©;j(T) — 2, entdo existem uma subsequéncia {p;j, tren de
{pjtjen e @ € G(1) com p(T) = z e tais que p;, (t) — ¢(t) quando k — oo, para

cada t > .

Observacao 3.2. Em geral, nas aplicagoes, queremos que o conjunto 9 (1) seja formado
por solugdes do tipo ¢ : [1,+00) — X, com T € R, de um determinado problema nao

auténomo com condicao inicial em T, ou seja, que @ satisfaca

o= F(t,p), YVt >,

o(7) = 0,
para alguma condicao inicial xg € X, e que tal solucao nao seja necessariamente unica.
Se tais solugoes tém as propriedades desejadas, obtemos um processo generalizado 4. O
fato de as solugoes de um problema nao auténomo gerarem um processo generalizado ou

nao, vai depender de cada problema.

Definigao 3.3 (Processo Generalizado Exato ou Estrito). Seja 4 = {9 (7)},er um pro-

cesso generalizado que satisfaz:

(C4) - (Concatenagao) Seja ¢ € G(1) e ¢ € 4(r) tais que p(s) = Y(s), para algum
s>r>71. Sef € definida por

o(t), te]rs]
P(t), t € (s,00),

0(t) :==

entdo 0 € 4(7).
Tal processo generalizado € denominado processo generalizado exato (ou es-

trito).

Defini¢ao 3.4 (Processo Generalizado Continuo). Dizemos que um processo generalizado

G € continuo se, para cada T € R, as fungoes ¢ € G(T) sao continuas de [1,00) em X.

Definicao 3.5 (¢-processo multivoco). Um processo multivoco {U(t,7)}i>, associ-
ado a 9 (ou 9G-processo multivoco) é uma familia de operadores multivocos U(t,T) :

P(X) = P(X), com —oo <71 <t < +00, definidos por
U(t,7)D = {p(t);p € 4(7), com (1) € D},

para cada T € R, t > 17 e D C X.
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3.1. PROCESSOS GENERALIZADOS

Teorema 3.6. Seja &4 um processo generalizado exato e {U(t,T)} >, um processo multi-

voco associado a 9. Entao {U(t,7)} >, tem as sequintes propriedades:

1. U(t,t) = Idp(x);

2. U(t,7)D =U(t,s)U(s,7)D, para todo —co <7< s<t<ooeD C X.
Demonstracgao:

1. Sejam D C X e z € U(t,t)D. Pela definicdo de ¥-processo multivoco, existe
© € 9(t) tal que p(t) = z e ¢(t) € D. Portanto, z € D.

Por outro lado, se z € D, por (Cl), para cada t € R, existe ¢ € ¥(t) tal que
©(t) = z. Logo, por defini¢do, z € U(t,t)D.

2. Sejam t,s, 7 € R tais que t > s > 7. Note que, se s =ty > 7, existe t; > 0 tal que

s+t =ty +t; = t. Portanto, provar que
U(t,r)D = U(t,s)U(s,7)D
é equivalente a provar que

U(tl + tz, T)D = U(tl + t2, t2)U(t2, T)D

Provemos entdo que U(ty + to,7)D = U(ty + ta,t2)U(t2, 7)D. Sejam v € D, z €
U(t14ta, T)v e ty, ta, 7 € R como acima. Entao existe ¢ € 4(7) tal que p(t1+t2) = 2
e ¢(7) = v. Pela defini¢do de ¢-processo multivoco, ¢(ty) € U(te, T)v.

Note que, por (C2), o™~ € G (t,) e, além disso, o277 (ty) = p(ts) € Ulty, 7)v.

Assim, como t; + t9 > to, temos
2=t +t) = o 2t 4 ty) € Uty + to, ta)U(ta, T)v.
Portanto,
Uty +ta, 7)v C U(ty + to, t2)U(te, 7).
Como v € D é arbitrario, concluimos que

U(tl + tQ,T)D C U(tl + t2,t2)U(t2,7—)D.
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Por outro lado, dados v € D, z € U(ty + ta,t2)U(t2, T)v , t1,12 € T como anterior-

mente, segue que existe ¢ € G (ty) tal que p(t1 +t2) = z e p(tz) € Ulty, T)v.

Entao, existe 1 € (1) tal que ¥(t3) = p(t2) com ¥ (1) = v. Defina

Por (C4), 0 € 4(7) com (1) = (1) = v.

Logo,
z2=(t1 +t2) = 0(t; + t2) € U(ty + o, T)v.
Portanto,
U(ty + ta, to)U(te, 7)v C U(ty + to, T)v.
Como v € D é arbitrario, o teorema est& provado.
|

Observacao 3.7. Seque da demonstracao do teorema anterior que, se 0 processo genera-
lizado ¢ ndo € exato, entdo podemos garantir que o processo multivoco satisfaz apenas a

inclusao abaizo

U(t,7)D C U(t,s)U(s,7)D

para todo —oo < 7 < s <t<ooeD CX. Ou seja, se Y nao satisfizer a condicao
de concatenagao (C4), entao nao podemos garantir que o processo determinado por G é

exato.

Observacao 3.8. Se ¥ é um processo generalizado e {U(t,T)}i>r 0 G -processo multivoco,
entdo seque diretamente da defini¢io de 9 -processo multivoco que {U(t, T)}i>- € mondtono
com respeito & inclusao de conjuntos, i.e., E C F implica U(t,7)E C U(t,7)F, para todo

—o0o <7<t < HFo0.

Proposicao 3.9. Sejam & um processo generalizado e {U(t,T)}>r 0 G-processo multi-

voco, entao U(t,T)x é compacto, para cada x € X e —0o < 7 <t < +00.
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Demonstracdo: Seja {z,},en uma sequéncia em U(t, 7)r. Entdo, para cada n € N,

)
existe ©, € Z(7) tal que @, (t) = 2, € vu(7) = 2. Logo, ¢, (1) =3 z.

Por (C3), existem subsequéncia {¢,,}jen € ¢ € 9(7) com ¢(7) = =, tais que
©n, () = ©(s), para cada s > 7. Entao, z,, = ¢n,(t) =y o(t) € U(t,7)z. Portanto, a
sequéncia {z, }nen tem subsequéncia convergente.

[ |
Definicao 3.10. Sejam X e Y espacos métricos.

e Uma fungao multivoca F : X — P(Y) é semicontinua superiormente (s.c.s.)
se, dada uma sequéncia {T, }nen C X tal que x, — x quando n — oo, toda sequéncia
{Yn}nen C Y satisfazendo y, € F(x,) possui subsequéncia convergente para um

elemento de F(x).

Teorema 3.11. Seja G um processo generalizado e {U(t, 7) }1>, um & -processo multivoco,
entio U(t,7) : X — K(X) € uma funcdo semicontinua superiormente e tem grifico

fechado, para todo —oo < 7 <t < +00.

Demonstragao:

A semicontinuidade superior de U(t,7) decorre diretamente da propriedade (C3) e
da definicao de processo multivoco determinado por ¥.

Para mostrar que U (t, 7) possui a propriedade de grafico fechado, seja {(z,, ¥n) }nen
uma sequéncia tal que y,, € U(t, 7)x,, T, ¥ rey, — yem X. Pelas.c.s., a sequéncia
{Yn }nen possui uma subsequéncia convergente para algum elemento de U (¢, 7)z, e portanto

yeU(t,T)x.

3.2 9—Atrator Pullback

Uma teoria completa para o caso univoco do atrator pullback e do Z-atrator pullback
pode ser encontrada em [18]. O atrator pullback tradicional atrai conjuntos limitados,
enquanto o Z-atrator pullback atrai uma colecao pré-determinada de conjuntos, que, em
geral, inclui os conjuntos limitados, veja [1, 18, 61]. Desta forma, embora nao seja uma

regra, em geral o Z-atrator pullback é mais abrangente que o atrator pullback.
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O conceito de atrator pullback para o caso multivoco pode ser encontrado em [57].
Nesta secao apresentaremos o conceito de Z-atrator pullback para o caso multivoco, e
apresentaremos condigoes que garantem sua existéncia.

Ao longo desta secao, 4 denotard um processo generalizado (ndo necessariamente

exato) e U(+, ) o ¥-processo multivoco associado.
Definicao 3.12. Seja A = {A(t) her uma familia de subconjuntos de X.
e A ¢ positivamente invariante se U(t,7)A(T) C A(t), para todo —oo < 7 <t <
00;
e A ¢é negativamente invariante se A(t) C U(t,7)A(T), para todo —oco < 7 <t <
00;
o A ¢ invariante se U(t,7)A(T) = A(t), para todo —oco <7 <t < 00.

Seja M a colegao de todas as familias de subconjuntos nao vazios de X dependentes

do tempo, denotadas por
D() ={D(t); D(t) Cc X, D(t) # D} e

Se D(-) e D'(+) sao elementos de M, entao a notagao D'(-) C D(-) significa D'(t) C D(¢),
para todo t € R. Dizemos que D(-) € M é limitado (respectivamente, fechado, compacto)

se D(t) é limitado (respectivamente, fechado, compacto), para cada t € R.

Definicao 3.13. Um subconjunto & de M ¢é fechado para inclusao se, para quaisquer
D(:) € 9 e D'(-) € M tais que D'(-) C D(-), tem-se D'(-) € 9. Neste caso, chamamos

2 de universo.
Daqui em diante, & sempre denotara um universo.
Observagao 3.14. Note que, se D(-) e M et > 1 € R, temos
Ut 7)D(r) = {o(t); ¢ €9(r) e p(r) € D(r)}.
Definicao 3.15.
1. Uma familia A(-) € M atrai no sentido pullback uma familia B(-) € 9 se

dist(U(t,s)B(s), A(t)) = 0 quando s — —oo, para todo t € R.
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2. Uma familia C(-) € M é P-absorvente no sentido pullback se, para cada D(-) €
2 et €R existe 1o(t, D) <t tal que

U(t,7)D(r) C C(t), para todo T < 19(t, D).
Defini¢ao 3.16. Uma familia de conjuntos compactos </y(-) € um P -atrator pullback
do 9 -processo multivoco U(-,-) se
(i) “y(-) € invariante;
(ii) 95 (-) atrai no sentido pullback todo D(-) € 2, ou seja,

lim dist(U(t,s)D(s), #y(t)) =0, VteR;

S§—>—00

(iii) “5(-) € a familia minimal fechada com a propriedade (ii), i.e., se C(-) € fechado e
tem a propriedade (ii), entao y(-) C C(-).

Definicao 3.17. Dizemos que existe uma trajetoria completa por v € X em 7 € R se
eziste uma fungdo ¥ : R = X com (1) = x e, para todo s € R, temos Vs 1o0) € 9(5).

Neste caso, a orbita completa é dada por

=
=
Il
~
2
=
Il

{v(t); t € R}

Definicao 3.18. Seja D(-) € 9. Dado t € R, definimos a 6rbita de D(-) em t a partir
de £ <t como

= UU(t,s)D s

s<¢

e definimos o conjunto w-limite de D(-) em t € R como

w(t,D) =wl(t, D(-) ﬂytD ﬂUUts

o<t o<t s<o

Uma forma equivalente de caracterizar o conjunto w-limite é

(t.D) z € X; existem s — —o00, T € D(sg) e
wl(t, =
& € U(t, sp)zp tais que z = klim &
—00

Ou ainda, em termo de processo generalizado ¥,

z € X; existem sy — —oc0e @ € Y(sy)
com @g(sk) € D(s) e z= lim e (t)
:—00
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De fato, dados t € R e D(-) € 2, seja z € X tal que existem sequéncias {sy ren C

(—o0,t] e {@rtren C ¥ tais que @i € Y (si), pr(sk) € D(sk), sy — —oo quando k — oo e

lim @ (t) = 2.

k—o0

Dado o < t, existe kg tal que, se k > kg, entao s, < o e

gOk(t) € U(t, Sk)D(Sk)

= ou(t) € | JU(t.s)D(s), V k> ko,
s<o
X

=z e |JU(t s)D(s)

s<o
Logo, como o < t ¢ arbitrario, temos z € w(t, D).
Reciprocamente, dados t € Re D(-) € 9, seja z € w(t, D). Para cada n € N tal que

—n < t, existe uma sequéncia {y} tren C U U(t,s)D(s) tal que y; — z quando k — 0.
s<—n
Ou seja, para cada n € N tal que —n < t, existem sequéncias {s} }ren C (—00, —n]

tais que yp € U(t, sp)D(s)) e sequéncias {¢}, }ren C ¢ tais que ¢ € Y(s)) e yp = i (1).
Portanto,

z = lim ¢} (t), paracadan € N tal que —n <t.

k—o0

Para cada n € N tal que —n < t, seja k,, = k(n) satisfazendo
(=65, (1) < -

z —.

;kan n

Seja " = ¢ e s" = s, logo ¢" € D(s"), ¢"(t) € U(t,s")D(s"), com s" < —n.

Portanto, s" —+ —oo quando n — oo e

z = lim ¢"(t),

n—oo

assim como queriamos demonstrar.

Definigao 3.19. O processo generalizado G é Z-assintoticamente compacto no sen-
tido pullback (7-PAC) se, para cadat € R e D(-) € D, se {pnlnen C 4 € tal que
©n € 9(1n) € on(1n) € D(13), com {Ty}tneny C (—00,t] € 7, = —00, entio a sequéncia

{on(t) bnen tem subsequéncia convergente.

Equivalentemente a essa definicao, o processo generalizado ¥ é Z-PAC em t se,
para todo D(-) € 2, toda sequéncia {&, }nen, com &, € U(t,7,)D(7,) e 7, — —00, tem

subsequéncia convergente.
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Os dois proximos resultados estao demonstrados no contexto multivoco (processos
multivocos) em [14]. No entanto, apresentamos demonstragoes que utilizam a ferramenta
do processo generalizado, que nos permite utilizar as caracteristicas das curvas para obter

os resultados.

Teorema 3.20. Seja ¥ um processo generalizado 2-PAC e U(+,+) 0 9 -processo multivoco.
Entao, para todo D(-) € Z et € R, w(t,D) é nao vazio, compacto, atrai D(-) e é

negativamente invariante, i.e., w(t, D) C U(t, s)w(s, D) para todo s < t.

Demonstragdo:  Provemos inicialmente que w(t,D) # (. Seja {pr} C ¢ tal que
or € 9(m1), com {Ti}ren C (—00,t], o = —00 e pr(1x) € D(7%), para todo k € N.
Assim, @(t) € U(t,7)D(1). Como ¥4 & Z-PAC, a sequéncia {@g(t)}reny possui uma
subsequéncia convergente e, por defini¢ao, o limite dessa subsequéncia pertence a w(t, D).
Portanto, w(t, D) # 0.

Além disso, w(t, D) atrai D(-) no sentido pullback, pois, caso contrario, existiriam
sequéncias {¢r} C ¥, {Ti}ren C (—00,t] e € > 0 tais que ¢, € Y(1x), T» — —00 €
or(t) € U(t, 76)D(7x), satisfazendo

dist(ox(t),w(t,D)) >e, VkeN. (3.2)

Porém, como ¢ ¢ 2-PAC, a sequéncia {¢x () }ren tem subsequéncia convergente e, por
defini¢do, o limite dessa subsequéncia pertence a w(t, D). Logo, (3.2) é um absurdo.
Mostremos que w(t, D) é compacto. Seja {xy}ren uma sequéncia em w(t, D). Entao,
para cada k € N, existem sequéncias {¢F},en € 9 e {77} en C (—o00,1] tais que ¢ €
G(th), oF (%) € D(%), 7 — —o00 e ¢F(t) — x4, quando n — oco.
Logo, para cada k € N; existe n(k) € N de forma que podemos tomar um elemento
or(t) = gpﬁ(k)(t) associado a 7 := Tff(k) < —k com @ € Y(11,) e pr(1x) € D(7x), tais que

1
dlpr(t).m) < 7.

Como ¥ é 2-PAC, a sequéncia {pg(t)}reny tem subsequéncia convergente. Portanto,
{2k }ren tem subsequéncia convergente, e o limite desta subsequéncia pertence ao conjunto
w(t, D).

Resta mostrarmos que w(t, D) C U(t, s)w(s, D), para todo s < t.

Dado = € w(t, D), existem sequéncias {py}reny C ¥4 € {7 tren C (—00,t] tais que

or € Y(1k), i = —00, Yi(TK) € D(11) € pi(t) — .
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Note que, pela Observacao 3.7, temos

on(t) € U(t, ) or(Tr)
C U(t,s)U(s, T)r(Tk),

para todo s tal que 7, < s < t. Logo, i ™) € 9(s) e o * T (s) = p(s), assim

pe(t) = o O (1) € Ut 8)n(s). (3.3)

Como & ¢ 9-PAC, a sequéncia {@(s) bren admite uma subsequéncia {¢, (s)}jen tal que
¢r;(s) — y, para algum y € X.
Logo, como ¢ (t) — z, segue de (3.3) e do Teorema 3.11 que = € U(t, s)y e, pela
defini¢do do conjunto w-limite, temos y € w(s, D). Portanto, x € U(t, s)w(s, D(+)).
[
O proximo teorema apresenta hipoteses que garantem quando um processo genera-

lizado ¢ exato possui o Z-atrator pullback.

Teorema 3.21. Seja & um processo generalizado exato e -PAC. Seja B(-) € 9 uma
familia Z-absorvente no sentido pullback. Entio w(-,B) € 9 é o P-atrator pullback do

& -processo multivoco U(-,-).

Demonstracao: Dado t € R, B(t) absorve D(-) € Z em t, ou seja,

lim dist(U(t,s)D(s),B(t)) =0,

S§——00

e entdo w(t, D) C B(t), para todo D(-) € 9.
Em particular,

w(t, B) C B(t), (3.4)

para todo t € R, logo w(t, B) € 2.

Pelo Teorema 3.20, w(-, D) é negativamente invariante, entao
w(t,D) C U(t,s)w(s, D) C U(t,s)B(s), (3.5)

para todo —oo < s < t < 00, pela Observagao 3.8, pois w(s, D(+)) C B(s).

Além disso, pelo Teorema 3.20, sabemos que w(t, B) atrai B(-), ou seja,

lim dist(U(t,s)B(s),w(t,B)) = 0. (3.6)

S§——00
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Logo, por (3.5) e (3.6), temos

lim dist(w(t,D),w(t, B)) =0,

§——00

o que implica

w(t, D) C w(t, B). (3.7)

Como w(-, D) atrai D(-), entdo w(-, B) atrai D(-).

Para mostrar a invariancia de w(-, B), note que, pelo Teorema 3.20, temos w(t, B) C
Ul(t, s)w(s, B), para todo —oo < s <t < co. Entao basta mostrarmos a outra inclusao.

Seja z € U(t,s)w(s, B), com s < t. Entdo existe ¢ € 9(s) tal que ¢(t) = z e
p(s) =y € w(s, B).

Dada uma sequéncia {7, },eny C (—00, s) tal que 7,, = —o0, segue do Teorema 3.20
que

y €w(s,B) CU(s,m)w(T, B), VneN.

Assim, para cada n € N, existe ¥, € ¢(7,,) tal que 1,(s) =y = ¢(s) e, por (3.4),
Yn(Tn) € W(Tw, B) C B(7,). Definamos

Un(l), sel € [ry,s],

On(l) = .
o(l), sele(s,+00)

Entao, por (C4), 0,, € 9(7,) e z = ¢(t) = 0,(t), logo

z = lim 0,(¢),

n—oo
com 0,(7,) = Yu(m) € w(mn, B) C B(7,), por (3.4), e 7, = —oo. Pela defini¢ao de
conjunto w-limite, temos z € w(t, B).
Para mostrar a minimalidade, suponha que exista uma familia de fechados {C(t) }+er
que atraia todos D(-) € 2. Como B(-) € &, entdo

lim dist(U(t, s)B(t), C(t)) = 0.

S——00

Portanto, w(t, B) C C(t).
|

Corolario 3.22. Suponha que as hipoteses dos Teorema 3.21 sejam vdlidas. Entao, para

B(+) como no Teorema 3.21, w(-, B) € mazimal invariante em 9.
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Demonstracdo: Suponha que C(:) € Z e que U(t,s)C(s) = C(t), para todo —oo <
s <t < oco. Entao

lim dist(C(t),w(t, B)) = lim dist(U(t,s)C(s),w(t,B)) =0,

S§—>—00 S—r—00

logo C(t) C w(t, B(+)).
[ |
O proéximo teorema mostra que os conjuntos w-limites em ¢ € R relativos a um
universo & e a um processo generalizado Z-assintoticamente compacto no sentido pullback
sao formados por imagens em t de 6rbitas completas. Em particular, o Z-atrator pullback

obtido no Teorema 3.21 possui a imagem de todas as 6rbitas completas.

Teorema 3.23. Seja & um processo generalizado P-PAC. Entio a familia {w(t, D) }ier
¢ quast-invariante, ou seja, para t € R e z € w(t, D), existe uma orbita completa 1

sobre z em t e Y(l) € w(l, D), para todo | € R.

Demonstragao: Seja z € w(t, D), para algum ¢t € R fixo. Logo existem sequéncias
{pjtjen € G e {7j}jen C (—00,1] tais que ¢; € 9(r;), ¢;(1;) € D(7;), 7, — —o0 e
©;(t) = z, quando j — oo.

Por (C2), para cada j € N, temos goj(Hj) €Y (rj+t—1;)=%(t). Além disso,

+(t—75 :
‘Pj( j)(t) _ SDjl[Tﬁwj#oo)(t) = ;(t) = 2, quando j — oo.

Por (C3), passando a uma subsequéncia se necessario, existe 1y € 4(t) tal que
Po(t) =z e gp;r(t_m(l) = ;1) = o(l) para todo [ > t.

Como ;(7;) € D(7;), 7;, = —00 e p;(l) — 1y(l), entdo
o(l) ew(l, D), V 1>t

Observe que, a menos de uma quantidade finita de j's, t —7; —1 > 0. Consideremos

a sequéncia {go;r(t_Tj_l)}jeN. Por (C2),

o et -1 - 1) =9(t - 1),

para cada 7 € N.
Como ¢ é 2-PAC et —1 > 15, a sequéncia {¢;(t — 1)} ey possui uma subsequéncia

convergente que ainda denotaremos da mesma forma, ou seja, existe z; € X tal que
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@j(t — 1) = z;. Portanto,

s0%(t77—j -1) (t

j —1):@](t—1)—>21

Por (C3) existe ¢, € (t—1) tal que 11(t—1) = 2; e, passando a uma subsequéncia
se necessario,

T = (D) = (1), Y 1>t 1.

Analogamente,

Ui(l) ew(l, D), V I>t—1

Note que, se [ > t, temos

Y1) = lim o V() = Tim g;(l) = lim o (1) = 9o(l).

j—00 Jj—0o0 j—o0
Logo, 11(l) = 1y(l) para todo [ > t.
Indutivamente para r = 1,2, ..., existem ¢, € ¥ (¢t — r) tais que

¢T(l) :,lvbr—l(l)? Vol Zt—(’f‘—l),

e ¥.(l) € w(l, D) para todo [l >t —r.
Dado [ € R, existe 7 € N tal que | >t — 7, e definimos ¢ : R — X por

Note que, ¥7(s) é um valor comum a todas as 1,(s) tais que r <7 e s>t —r.

Como (t) = Yy(t) = z, temos que 1 é uma orbita completa por z em t, e ainda
() ew(l,D) ¥V leR.

[ |
Uma coletanea completa de resultados para atratores pullback no caso multivoco
pode ser encontrada em [58|, onde os autores também se dedicam a estudar a caracteri-

zagao do Z-atrator pullback como uniao das trajetorias completas em Z.
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Capitulo 4

Atrator Pullback para o Problema (P)

Além das Hipoteses (H1), (H2) e (H3) da Secao 2.1, assumiremos o seguinte:

(H4) Suponha ¢, € Lj7% (R; L7 %(Q)), g2 € Ljn? (R; L *(T)), onde r = max{ry, 72},

loc loc

e, para cada A € R,

A
| (a2 + a2 ) ds < o (11)
A
/ ¢ (k1 (5) + ka(s))ds < +o0 (4.2)
e
A
/ P (ky(8)" ™! + ko(s)"Hds < +oo, (4.3)
onde # > 0 serda determinado oportunamente e k;, © = 1,2, sao as funcoes da

Hipotese (H2).

Observacgao 4.1. Note que 2r — 2 > 2, portanto, usando o Lema 1.6 e a expressao (4.1)

garantimos que, para cada A € R,

A
| (o + loals) ) ds < o

—00

Com as hipoteses estabelecidas, definimos o seguinte Universo de atragao:

Defini¢ao 4.2 (Universo de atracdo). Seja & a classe das familias {D(t) : t € R} de
subconjuntos nao vazios de L* ~*(Q) x L*~*(T") C L*(Q,du) tal que

lim e [D(s)] =0,

s——00
onde [D(s)] = sup {HUH%Z:EQ(Q) + ||vl|75- QQ(F : (u,v) € D(s)}.
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Nosso objetivo nesta secao ¢ mostrar que o processo generalizado exato gerado pelo
Problema (P) ¢ 2-PAC e provar a existéncia de uma familia de conjuntos Z-absorventes
no sentido pullback. Obhserve que, com isso garantiremos a existéncia do Z-atrator pull-

back, conforme o Teorema 3.21.

Observacao 4.3. Observe que como 2r —2 > 2, o Lema 1.6 garante que os elementos de

9 também tém a propriedade

SEI,HOO ¢% sup {HUH%?(Q) + ||UH%2(F) s (u,v) € D(s)} =0.

4.1 Estimativas

Nesta secao desenvolveremos algumas estimativas que serao Tlteis para garantir a

existéncia do Z-atrator pullback para o Problema (P).

Lema 4.4. Dados 7 € R, t > 7 e U, € X%, se U € solugdo fraca do Problema (P) com

U(r) = U,, temos a sequinte estimativa:

U@ < U |fzze™

e eltM/ * (91 (5) 22y + l92(3)Zaqey + i (5) + kals)) ds + C,

(4.4)

com 0, e C constantes positivas independentes de T.

Demonstragao: Em primeiro lugar, observemos que, pelo Lema 1.6, existem constantes

positivas k1, ko € k3 tais que

(i) ||UH%2(Q) < Kqlul zlrl(ﬂ) + Clys

(i) @By < Rl ()2 ey + C
(i) [l ) < Rl gy + Cr

com (), constantes positivas, i = 1,2, 3.
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Tomando ¥ = U na expressao (2.3) e procedendo como nas primeiras etapas da

demonstracao da Proposicao 2.5, segue das Desigualdades de Holder de Young que

3l + IVl + [ (@l = k) do+ [ (@a®Oh@]™ - k) ds

< (91(1); w) 12y + (92(0); V(W) 2y < N1 Dl 2@ 1l 220 + g2 (O] 2oy 17 () | 22y

< Mcllgi(®)I 72 + ellullzzio) + Mellg2(O 2oy + ellv ()l Z2r)

onde £ > 0 sera escolhido posteriormente.

Assim, como a4 (t), as(t) > ag, temos

HUIIX2+2||VUH a) + 2a0[[ull T ) + 2a0lly (W 1)

< 2M )|y (1)) + 220y + 2Mellg2 (Ol 22y + 2e 17 (w)llZ2r

+ 2k ()| + 2k2(t)S(T).
Usando as observagoes (i) e (ii) do inicio da demonstragao, obtemos

IO + 21Vl gy + (22 22 )l

Qo
+(E‘Q%Hw>m2-HMWMn ol (@ )

aoCl aoCl
< 2Me[|g1 () 720) + 2Mellg2 ()72 () + 2k (8)| + 2k2(8)S(T) + Oﬁl -+ 0@ .
. Qg ag .
Agora, seja e > 0 tal que (— — 25) >0e (— — 25) > 0,60, = mln{— — 2e, — — 2&}
R1 K2 R1 " Ko

Usando a observacao (iii) do inicio da demonstragao, temos

d ao
gillUlle + 0illU I + 20IVullZyq) + el

aoCl aoCle aoCl
< 2M.|g1 ()l (0) + 2Mellg2(t) |2y + 2k1 ()12 + 2k () S(T) + Oﬁl -+ 0@ -+ 053 .
Cy Cy C
Tomando 7 = min 2,@}, C=2"m B0k | G0k
K3 K1 Ko K3
M = max {2M., 2|Q?|, 25(I')}, obtemos a seguinte expressao
d 2 2 p
—NUxe + 011Uk + nllellfy.oqy
dt (4.5)

< M (llgr(®) 2@ + 9203y + k() + ka(1)) + C.
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Pelo Lema 1.7 temos
10@N < U7 le0=)
t
+/eWHﬂMmm@mmﬁwmwmm+M@+@@n+4w

0y (t—r _ C
< ||Ur [l e eltM/ ||91( )||%2(Q)+||g2(5)||%2(r)+k1(5)+k2(5)> ds+ g

de forma que (4.4) esté satisfeita.

Observagdo 4.5. Note que, para Uy = (u,,v9) € X* 72 C X? e n € N, pela propriedades

de projecao, temos

AwWwwszwamgm%@=mem

e
[ 1Pranlas = [1Prowliaey < ol = [ s
Logo, comor —1 > 1, temos
||P7“nuo||igr22 / |Prnuo|2r Dx < / [t \2(7" Ddg = ||u0]|irgr22
analogamente,

||Prnvo||ir2r22 S ||UO||L27*2(F)-

Lema 4.6. Sejam 7 € R, t > 7 e U, € L* %(Q) x L* *(I') = X¥ 2 C X°. Se U,
é solu¢ao do Problema (P,), obtida pelo método de Feado-Galerkin na Se¢ao 2.2.4, com

Un(T) = Pr,U,, temos a sequinte estimativa

(017222 ) + I (un) (D152

<@w»@£ + @2 ) e + O (4.6)
+ 692tM/ H91 T 2oy + 1192() 7o 2ary + Ka(s) ™ + kz(S)H) ds,

com 0y e C constantes positivas independentes de T.
n
Demonstracao: Note que, dado T > t, temos u, = Zd Voi e y(uy) = Zdi@)l/}i,
i=1

onde d; € C'(7,T). Tomando

‘un|2(r—1)—2un

V= e K, (4.7)
() P2 ()
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na primeira equacao em (P,), pela Observacao 2.9, obtemos
(et [ 1t )y + (O (wn), [ () P74y (wn) )y o+ (VP2 Vun, V (Jun ) ),
+ <f1(t7 un); |un|2r_4un>2 + <f2(t7 7(”71))7 |’7(un)|2r_47(un>>27r

= (g1(t), [unl* ), + (g2 (8), 17 () "~y (n) )y

(4.8)
Vamos estudar cada termo da equacdo (4.8) separadamente. Note que
<8tuna |un|2r_4un>2 || nHigrQ?(Q (11)
e
T— 1 T

(v (un), Iy () "y (W))yp = 55 |Iv(un)llizv ) (12)

Além disso,
<|Vun|p_2Vun, \ (|un‘2rl_4un)>2 = (2r — 3)|vun|p|un‘2r_4 > 0. (I3)

Por (H2), temos

(it un), Junl* g, > / (aolun|™ fun "= = Ky () [u [ ) da.
Q

Observe que / ao|tn|™ [ty [ dr = aOHUnH?rﬁg:_i(Q) e, como 7 > 2, temos r; +2r—4 >
Q

2r — 2. Portanto, pelo Lema 1.6, existe n; > 0 tal que H“n“ig:i(m < n1||un|lgrff§;44(m +

C

> € assim obtemos

_ aC
1

Analogamente, por (H2), temos

(fot, 7 (un)), Iy (un) 7 (wn) )y o > /F (aoly(un) ™y () 1"~ = K (8) [y () ") dS.

De modo similar ao que fizemos em (I4), existe 7, tal que

rot+2r—4 o 2r—2 aoCy
ao”’y(un)||L2T2+2'r74(I‘) Z %||un||L2772(1") - 772 2 . (15)
Com (I1)-(I5), a expressao (4.8) torna-se
1 ) 1 ] .
ﬁdtu uall 2y + 5 ) gy + (21 = 8) Tt P
|| Unl| 72 ) E\Iunlli’éﬂ < {91 (), [unl M), + (g2(t), Iy (un) |y (un)),
aoC, aoC
* / kl(t)|un|2T_4dx+/kQ(t)"Y(un)lw_éLdS"" o + i
Q r m 2
(4.9)

7



CAPITULO 4. ATRATOR PULLBACK PARA O PROBLEMA (P)

27’—2>
2r — 4

Para estimar / K1 (t)|un |*~*dx, usamos a Desigualdade de Holder com p =
Q
1 ey =r—1, obtendo

/le(t)|un|2r_4dx < Ex (0| o oy Wt~ | ey = ||k51(t)||Lu’(Q)||Un||iT2:il2(Q)a

e, usando a Desigualdade de Young com p; e pf, temos
/ R (0| < Clka ()]s g + T a0y = Ceka (019 + ellunll7a2 ) (16)
Q

Analogamente, estimamos /kg(t)|v(un)|2"_4d5:
r

/F Fa(D)|7(un) P ~*dS < Cllka (D)1} gy + €l () 7%

= Cha(t)S(T) + elly(wa) [ 752 1y

(I7)

2r — 2
2r — 3

|2r74

Agora, para estimar <g1(t),]u u>2, tomamos [ = > 1, de modo que

' = 2r — 2. Usando a Desigualdade de Holder, temos

(g1 (), [l )y < Mgr @)l @l unl ™l ) = Nlr @) o @ lnll7or 2

e entdao, da Desigualdade de Young com [ e I’, obtemos

(91 (), |11, < Cellgn )5y + Elltnl| 522 - (I8)

Procedendo analogamente para (ga(t), |v(un)|*"**y(un)), o, obtemos

(8), 1) P9 (n))y 1 < Cellga®) ey + el n) 2572 (19)
Agora, escolhemos € > 0 tal que

@—25>O e @—25>O.
T Uy

o C(771 Qo 0772

Assim, com (16)-(19) e tomando C' = + , a expressao (4.9) torna-se

n Up)
r 1 §
H 7LH%27«22 2 th”f)/( )Hi?r22(r
agp — ao o
+ (E — 28) ||Un‘|i2r22(ﬂ) + <% — 25> ||un\|igr,22(r) (410)

Ce (g ()10 + g0 oy + Fa (£)19] + k(1) S(T) ) + C.
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1
Tomando 6, = min {— — 2, — — 26} >(0e K = ——, obtemos
m "1 2r —2

d 2r—2 2r— 2
+ 6 <Hun|\i’;,~22 + 752 F)) (4.11)

< C- (g1 gy + o By + i (19 + ko (8 S(T) ) + C.

1
Multiplicando (4.11) por I7a agregando as contantes, do Lema 1.7 e da Observacao
4.5, obtemos

et (25 2y + Iy o) ()25 %

< (hn (P15 2 + () (P[22 ) €20

te GQtM/ ||91 o2y + Nlg2(s) 1752y + Ka(s)"™ +k2(5)7’—1) gs+ &
- <||PT’1 (7 )HigrQ? )+ [ Prny (u) (7 )Hig'rZQ(F) )

te 92tM/ IIgl ()17 %) + Ng2 ()17 22y + Ka(s)"™ +k2(s)r—1> gs+ &
< () 2y + I 2y ) €2

te HQtM/ H91 752y + 19209 175720y + K (5)" +k2(S)H) g+ &

com M =max {C., C.|Q|,C.S(T")}.

Observagao 4.7. Se 6 = min{0y,6,}, onde 6, e 0y foram definidos nas demonstragoes
dos Lemas 4.4 e 4.6 respectivamente, as demonstracoes continuam vdlidas com 01 = 0 e
0y = 0, de modo que temos um 6 >0 comum nas estimativas (4.4) e (4.6). Definimos

t
M) = [ (oot + 9+ Bi() + hal)) ds (412)

—00

t
M) = [ (lon(o) By + Iom(o) ey + Fa(o) ™+ (o)) . (413)

Note que, pelos Lemas 4.4 € 4.6, parat € R fizo e U, = (u,,v,) € D(7), existe 1o(t, D) <t

e uma constante Cy > 0, tal que para 7 < 19(t, D) < t, temos

U@ |3 <1+ M(t) +C < Co (1+ M(2)), (4.14)
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CAPITULO 4. ATRATOR PULLBACK PARA O PROBLEMA (P)

e, pelo Lema 1.6, temos

()2 22 ) + 117 () ()1 750 %2
< K llua (8|35 22(9) + Clay + o[ () (8)][75 22 0y + Chs (4.15)
<14 My(t) + C < Co (14 My(t)),

com ki, Cy,, Ko, Cyy > 0 constantes, Cy (1 + My (t)) e Co (1 + My(t)) independentes de n.

Observacao 4.8. Note que, dado T € R e T > 7, integrando a expressio (4.11) de T até

1
t < T, multiplicando por 17 e incorporando as constantes, temos

t
ot ()22 0y + It ) () 252y + / (12572 ) + Nl 252 ) s
< (P 252y + Iy ) (2

t
n / (€ (o ()220 +ug2<s>\iz:_zm+k1<s>’"*mr+k2<s>’"*s<r>)+c) ds,

0 que garante que ezistem C > 0 tal que |Unl £2r—2(r 1 x2r-2) < C' e uma subsequéncia, a

qual nao renomearemos, com a sequinte propriedade
2r—2 2r—2
U, —U em L *(1,T; X777,

como em (2.10)-(2.11). Segue da informacio acima que, U, — U em X* 2 q.t.p. em

[7,T], e entdo, pelo Lema 4.6, temos

a8 2520y + I ) 252y < limint ([ (D125 ) + 19 () D252 e
< () 12520y + 1@ ()22 ry ) €47 + €

b et [ (1062 a5y + )+ Rl ) s

Com 1sso, garantimos que a familia
K () = {y € X2 Iyl 32y + Iyl < RO} (4.16)
onde
)= 1404 M [ (o + Ioa ey + o)+ ) ) ds

¢ absorvente, fechada em X* e pertence ao universo 9.
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4.2. 9-ATRATOR PULLBACK PARA O PROBLEMA (P)

4.2 9-Atrator Pullback para o Problema (P)

O proximo resultado ird garantir a existéncia do Z-atrator pullback.

Teorema 4.9. Suponha que as hipdteses (H1)-(H4) estejam satisfeitas. Entao o processo
multivoco U (t, T) correspondente ao Problema (P) possui uma familia B = {B(t) }4cr € ¥

de conjuntos P-absorventes no sentido pullback em VP.

Demonstracao: Dado ¢t € R fixo, tome 7 < 74(¢, D) como na Observagao 4.7. Note
que existe T' >t + 1 e, pela Secao 2.2.4, existe U, solugao de (P,) no intervalo [, T].

Primeiro observemos que se U, é solucao de (P,), segue de (H3) que
o 2
1ty < [ [C10) (a7 + 1)) da

<2040 ( [ a2+ o),

11t ) 320y < 26182 (Jhunl237% ) + 192) (4.17)

portanto

Analogamente, temos

Lt A ) By < 2000 (11 () 22520 + ST (4.18)

Pela expressao (4.5) da demonstragdo do Lema 4.4, que vale em particular para U,,

temos
HU 2 + 01l Unlle + nllun iy

(4.19)
< M (g1 (1) 320 + 2@y + k() + ka(t)) + C.

Integrando (4.19) de t a t + 1, obtemos

t+1
I+ 1)1 = N+ 1 [ s
t
t+1
< [ [ (19O + 192N + (o) + ) + €] as.
t

De (H2) segue que o segundo membro da expressao acima é majorado por uma constante,

agreguemos tal constante a C'. Da Observagao 4.7, como 7 < 79(¢, D), temos

t+1
n/ |10y ds < 2Co (1 + Myt + 1)) + C. (4.20)
t
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1
Multiplicando por — e agregando as constantes, obtemos
n

t+1
/ it ds < 2o (1 -+ M(t+1)) + C. (4.21)
t

d
Agora queremos uma estimativa para i <HunHW1 » )>. Para isso, note que 0,U,, =

Z d(t)®;. Consideremos
i=1
Up,
V = Unt - e K, (4.22)
Y (W),

na expressao (P,), obtendo

||8tUn||X2 + <|vun|p_2vuna atvun>2 + <f1 (t, un)7 at“n)g + <f2(t7 ’Y(Un)), at’}/(un»zl“
= (g1(t), Osun)y + (g2(t), Opy(un))yr

Somando e subtraindo <]un|p’2un, 8tun>2, reordenando a expressao e usando as Desigual-

dades de Hélder e de Young, obtemos

1d’
pdt

<‘U ‘p 2Umatun>2 fl(t Un) a1tun>2 - <f2(t77<un))aat7(un)>2,r
+ (91(), Opun)y + (92(1), Oy (un)) o r

< Mwn P~ unl| 201 0stn || L2¢0) + (118 wn) || 20 | Orun || L2(0)

1d
10:Tnllz + = 1V unllzne) + - G llunlline)

+ (2 (8 y(un) | 22y [0y (un )l 20y + 91 (B) | 220 1Ortun 220
+ g2l L2010y (un ) || 2y

2p—2 €
< C'a/3||un||LI§p—2(Q) + g”atun”%%m
g g
+ Copsl fr(t, un) 122y + g”@%”%z(m + Copall fo(t, v (un)) 122y + §||7(Un)t”L2(F)

+ Cossllgr ()21 + g”atun”%?(ﬂ) + Cepallg2 ()1 22y + gHaﬂ(un)HL?(r)
(4.23)
Note que 2p—2, 2r; =2, 2r,—2 < 2r—2, portanto, pelo Lema 1.6, existem x,, K1, K2 >
0e K,, K, Ky >0 tais que

[u ||i%p22 < fipllull7a e gy + Ko,

2r1—2

L2r1-2(Q) < “1HUH2PQ— + Ky, (4.24)

[l L2r1-2(0)

2% 0y < Rl 2 s + Ko
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4.2. 9-ATRATOR PULLBACK PARA O PROBLEMA (P)

Portanto, para ¢ < 1, das desigualdades (4.17), (4.18) e (4.24), podemos concluir

que

1d
(1= DAl + -l

< Ce/ﬁ’)”p”“n“ig:gz(g) + Cs/ng
+ CL 520 (t)° (m!lunl\i@??zm) + K+ |Q|>
+ Cyp20 (t)? (qun) 1252 ) + K + 5(r)>

+ Cepsllgr )220y + Cepallg2(®) 72ry-

Logo, pela Observacgao 4.7, multiplicando por p e agregando as constantes, obtemos

d
EHUYL”];INP(Q) < 05/37700 (1 + M2(t)) + C'5/36177

+ Cys2C ()2 (Co (14 My(t)) + Q) + Cepn2C5(8)*(Co (1 + My(t)) + S(T))  (4:25)
+ Ceysllgr ()72 + Cepallg2 (0l 22 r)-

Seja C. = max {208/2, 2C;/3,1C. /3, Cy, 08/3077}. Entao a expressao (4.25) pode ser

reescrita como

ol < C( (14 G0+ Ca0?) (14 Ma(0)

(4.26)
+ 14 CL()*1Q] + Co(t)*S(T) + [|g1(H) |72y + CE/Qllgz(t)H%z(r))-

Integrando o termo & direita da expressao (4.26) de ¢ até t + 1, obtemos
t+1
Cs/ ( (14 C1(A)? + C2(N)?) (1 + Ma(N))
t

+ 14+ C1AP1Q] + C2(A)*S(T) + g (W)l720) + ||92(A)||%2(r))dA

< Ce/t ( (14 CrAN)? + Co(N)?) (1 + Mo(N)) + lgs (M 1220 + ||92(/\)||%2(r>)d>\

+ C. (1 +||C | poo(t.+1) Q] + || C3 || oo 1,041y S (T)) -
(4.27)

Defina C(t) := C. (1 + ||C} || oty | + [|Call (1,641 S(T)) . Note que, como A €
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CAPITULO 4. ATRATOR PULLBACK PARA O PROBLEMA (P)

[t,t + 1], temos

t+1
Ce/ ( (14 L)+ Co(N)?) (1 + May(N)) + ||91()‘>H%2(Q) + ||92(/\)||%2(F))d)‘
' t+1
_ 05/ < (1+ CL(N)? + Co(A)?) <1
' A
+ e”/ e’ <|’91|’ig:—22(9) + Héh“igz—z?(r) + ki (s) "+ k2(5)rfl) dS)
) ey + ||gz<A>|rizm)dA

< C; (1 + ||012||L°°(t,t+1) + ||O§”L°°(t7t+1)) (1

(1—e9) b1
+ — 6_(%/ (||91||iTzr 22 + ||92||%T2r22 + Eky(s) + k:z(s)r_l) ds)

—0o0

t+1
[ (9 By + N )
t

1—e "
= G (U I = + G men) (1+ (e 1))

t+1
= [ (e + oo ey ) i

Sejam

L(t) == C(t) + Cc (1 + | CPllwrrny + 1G5 [l earny)

) (1— 679).

L(t) := C- (L + [|CF |z (te1) + |Co Nl oo 1) 7

Entao
t+1
(Jg/ ( (14 CL(A)? 4+ Co(N)?) (1 + M(N))
t
F14 GO + CaAS) + oy + ||92||%2m)cu

5 t+1
<20+ LOM+ D+ [ (InW + o)

(4.28)
Logo, pelo Lema Uniforme de Gronwall com (4.26) e (4.21), temos
[tn(t + D fp1pgy < 2Co (1 4+ Mi(t+1)) + C+ L(t) + L(t)My(t + 1)

t+1
# [ (1B + I ) dA < +o0,
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Como u,, — u em W"P(Q) q.t.p em [r, T], temos
[ult + Dy < Hminf [fu, (¢ + D00
Portanto,
[u(t + D510y < 2C0 (1+ Mi(t+1)) + C + L(t) + L(t) My(t + 1)
[ (10O + sl < +oc.

Note que o que acabamos de mostrar é que, dados t e uma familia D € &, existem

7(t, D) <te

R(t) := |2C, (1 4+ My (t + 1)) + C + L(t) + L(t)My(t + 1)

S

t+1
# (l OB + IO ) ] e R
t
tais que se 7 < 1y(t, D) entao
U(t,7)Ur € By (0, R(t)), (4.29)

onde U, € D(7) e By»(0, R(t)) é a bola fechada de raio R(t) em V?. Defina

B = {B(t)}ien := {BWOR YK } , (4.30)

teR

a familia {K(t)}scr foi definida em (4.16).
Segue de (4.29) e da Observagio 4.8 que,

U(t,7)U, € B(t), for 7 <.

Portanto B ¢ uma familia Z-absorvente no sentido pullback do ¥¢-processo multivoco
associado ao Problema (P).

Corolario 4.10. Com as hipéteses do Teorema 4.9, o processo multivoco U(t, T) do Pro-

blema (P) possui um tinico Z-atrator pullback A = {A(t);t € R} em L*(Q) x L*(T).

Demonstragdo: Como V? esta compactamente imerso em X* garantimos que U(-,-) é
2-PAC. De fato, dados t € Re D € 2, seja {7, }neny C (—00,t] com 7, = —00 quando

n — oo. Tomando qualquer sequéncia da forma {U,, },en C X? tal que U,, € D(7,) para
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cada n € N, segue do Teorema 4.9, existem R(t) e 79, que depende de ¢t e D, tal que, se
T S 70,

U(t,7)U, € Bys(0, R(1)),

para U, € D(r).
A sequéncia {7, },en diverge para —oo, portanto existe ng € N tal que, se n < nyg,

entao 7, < 79, garantido que
U(t, 7,)U.,, € Byr(0, R(1)),

para todo n < ng. Logo, a sequéncia {U(t, 7,,)U,, }nen tem subsequéncia convergente em
X2, como queriamos demonstrar.

Note que a familia B := {B(t)},.x definida em (4.30) ¢ uma familia Z-pullback
absorvente e fechada em X?, veja Observacio 4.8. Portanto, o Teorema 3.21 garante o
resultado.

|

Os resultados obtidos neste capitulo contribuiram para a produgdo do artigo [54].

84



Capitulo 5

Atrator de Trajetorias para Processos

(Generalizados

Redefiniremos o conceito de processo generalizado, levando agora em consideracao
mais um parametro além do instante inicial. Esse novo parametro esta relacionado com
a parte nao autdénoma do problema, que sofrerd alteracoes ao considerarmos translacoes.
Estudaremos o comportamento das solucoes de problemas de evolucao sem unicidade, mais
especificamente, definiremos e garantiremos a existéncia do atrator de trajetorias uniforme
para o caso nao auténomo multivoco, bem como a existéncia de um atrator global uniforme
no caso multivoco gerado pelo atrator de trajetérias. Para o caso autonomo univoco, veja

[24] e, para o caso auténomo multivoco, veja [40].

5.1 Processo Generalizado

Considere a familia de operadores de translacdo {T'(¢)}ser agindo sobre qualquer
funcao com dominio sobre a reta real, i.e., dada uma funcdo f : R — A, onde A # () é um
conjunto arbitrario, definimos T'(¢) f(s) := f(t +s), Vs € R.

Seja = = {o;0 : R — ¥}, onde ¥ é um espago de Banach, e assuma que = é um
espaco topologico. A familia de operadores {T'(¢) };cr agindo em = define um grupo.

Seja ¥ C = um subconjunto que é invariante por translagoes, ou seja, T(t)X = X, e

suponha que X é um espaco métrico completo com a topologia proveniente de =.

Definicao 5.1 (Processo Generalizado). Um processo generalizado ¥ = {9,(7) }rex rer
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em X é uma familia de conjuntos 9,(7) consistindo de fungées ¢ : [T,00) — X, chamadas

de solucgoes, satisfazendo as sequintes condigcoes
C1 -Para cada o0 € 3, T € R e z € X, existe ao menos uma ¢ € 9G,(1) com (1) = 2;
C2 -Se p€9,(1) es >0, entio p*° € G, (1 + 5), onde ¢ := Q|r15.00);
C3 -Sepe¥9,(r) eseR, entao T(s)p € Yrioo(T — 5);

C4 -Se {pjtjen C 9, (1) e p;(T) — z, entdo existem uma subsequéncia {@;, }ren €

© € 9,(T) com o(T) = z e tais que p;, (t) = p(t) quando k — oo, para cada t > .

Observacao 5.2. Note que, se 9 € um processo generalizado, para cada ¢ € 9,(7), temos
T()(¢™) € Do (r) e T(s)(9™) = (T(s)9)™, 5 > 0,.

De fato, para s > 0 et > 71, temos

(T(s) (™)) = (©7°)(t + 5) = Pllrsatoo)(t + 5) = @t + ),

e, por outro lado,

(T(s)@) ™ (t) = (T(5) ) [r—s+s.400) () = Prtoc) (t + 5) = p(t+ 5).

Definigao 5.3. Dizemos que um processo generalizado 9 = {9,(T)}ves rer € localmente

uniformemente semicontinuo superiormente (LUSS) se satisfaz a condicao:

(C4’) - Se {p;}jen € uma sequéncia tal que p; € 9,,(T) e p;(T) — 2, entdo existem o € X
e p € 9,(1) com ¢(1) = 2, e subsequéncias {0, }ren € {@j, tren tais que oj, — o

em ¥ e @, — ¢ uniformemente em compactos de [T, +00) quando k — oo.

Dizemos que um processo generalizado 9 = {9,(7)}senrer € exato se satisfaz a

condicao:

(C5) - (Concatenagio) Sejam ¢ € 9,(1) e Y € 9,(r) tais que p(s) = Y(s) para algum
s>r>r71. Sef é definida por

entdo 0 € 9,(T).
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De agora em diante, o simbolo ¢ sempre denotard um processo generalizado (nao

necessariamente exato ou LUSS).

Definic¢ao 5.4. Definimos a familia de operadores {H(t);t > 0}, tal que, para cadat > 0,
ogeX ep€9,(r), temos

H(t)p = (T(t)e)™ € Gruo (7).

Definicao 5.5. Seja 4 um processo generalizado. Dado 7 € R, definimos o espaco de

trajetorias (associado a ) por

G(7) = | % (). (5.1)

oeY

Em [22, 23, 24] e [25] os autores definem o espago de trajetorias, denotado por K5,

o qual nos podemos identificar com %;(0), i.e.,
K = %(0).

Nos trabalhos supracitados, apesar de lidar com problemas nao auténomos, todas as
trajetorias sao consideradas comecando no instante zero, ou seja, existe uma restrigao
implicita no dominio de cada curva depois de ser transladada. Neste trabalho preferimos
explicitar ambos os procedimentos, translacao e restricao. Recorrendo ao operador H ao
invés de somente ao operador de translagdo 7' (como é usual no estudo de atratores de
trajetorias), podemos considerar cada curva comegando a partir de qualquer 7 € R.

Claramente, segue que:
Lema 5.6. Dado 7 € R, temos
H(t)%s(1) C % (7).
Lema 5.7. A familia de operadores {H(t)}+>o define um semigrupo agindo em %s(7).

Demonstracao: De fato, dada ¢ € % (7), por definigao existe o € ¥ tal que p € 4, (1)

e

e H(0)p = ¢, portanto H(0) = Id;
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e dados t1,t5 > 0 temos

H(t)H(t2)p(t) = H(t:)(T(t2)) ™ (t) = H(t:)(T(t2)0)|[r—t2+t2,100) (t)
= H(tl)gp\[‘r—tz-f-tz,-i-oo) (tQ + t) = (T(t1)90|[7'—t2—t1+t27+00))+t1 (t2 + t)
= (T(t1)Q|r—ta—ti+tart1,+00)) (L2 + 1) = Qlr—ts—t1+to+t1,100) (T + t2 + 1)

= T(t1 4 t2)P|fr—to—t1-+ta+t1,4+00) (1) = (T(t1 + t2))172(t) = H(ty + t2)p(t),
para todo t > 7.

|
Sejam F, um espaco métrico e ©, um espago de Hausdorff e Fréchet-Urysohn, tais
que (como conjuntos) F, N O, # (), mas nao existe necessariamente nenhuma relagao

topologica entre eles. Suponha que
gE(T) C F:N @T. (52)

Nosso objetivo é definir um atrator para as trajetérias de % (7), limitadas em F,,

cuja atragao ocorra na topologia de O..

Definig¢ao 5.8. Dado 7 € R, um conjunto P C O, é um atrator uniforme (com respeito
a o € %) do espago de trajetorias s () na topologia de ©, se, para todo limitado B C F,
tal que B C % (1), o conjunto P atrai B sob H(t) quando t — +oc na topologia de O,
i.e., para toda vizinhanca O(P) em ©., existe t; > 0 tal que H(t)B C O(P) set > t;.

Definigao 5.9 (Atrator de Trajetorias Uniforme). Um conjunto compacto Us C O, é
o atrator de trajetorias uniforme (c.r.a o € 3) do semigrupo {H(t)}i>0 em 9%x(7) na

topologia de ©, se:
i) Us € um atrator uniforme;
ii) H(t)Us = Us, para todo t > 0;
iii) Us, € o conjunto minimal fechado que atrai uniformemente.

Definigao 5.10. O espago de trajetorias 9s(7) € (0., 32)-fechado se o conjunto U 9, (T)x

oeEX
{o} € fechado no espago O, x ¥ com a topologia produto usual.

Proposigao 5.11. |24, Proposicao 2.1, p.262] Seja X um espaco métrico compacto e o
conjunto 95 (1) é (©,,3)-fechada. Entao o conjunto %s(7) € fechado em ©..
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A prova desta proposicao pode ser encontrada também em [22, 23, 24] e [25]. Os
autores provam esta proposicao mostrando que o conjunto em questao é fechado usando

sequéncias, o que justifica a hipotese de ©, ser Frécht-Urysohn.

Teorema 5.12. Suponha que 3 seja um espag¢o métrico compacto, que a translagao T'(t) :
¥ — X seja continua para todo t € R, que o espaco de trajetorias 9 () seja (©,,%)-
fechado e que a aplicacao H(t) : ©, — O, seja continua, para cada t > 0. Se existe um
atrator uniforme P do espago de trajetorias %s(t) em O, tal que P é compacto em O, e
P ¢ limitado em F,, entdo o semigrupo {H(t),t > 0} agindo em %5 (7) possui o atrator

de trajetorias uniforme Us, C Y (1) N P. O conjunto Us, é limitado em F;.

Demonstracao: Seja
B ={B C %s(7); B é limitado em F.}. (5.3)

Segue do Teorema 1.52 que existe o atrator Us, da familia B, compacto em ©,. Pela
minimalidade do atrator, temos Us, C P, logo Uy, é limitado em F,.
Como H(t): ©, — ©, ¢ continua, o Teorema 1.53 garante a invariancia do atrator.
Segundo a caracterizagao (1.11), temos que o atrator é dado por
- 5
Us, = U w(B)
BeB
a Proposigao 1.45 mostra que, como H ()% (1) C %(7), os elementos de w(B) sdo pontos
de aderéncia do conjunto % (7). Pela Proposi¢ao 5.11, o conjunto % (1) ¢ fechado, logo
Us C 95(T).
[
A demonstragao desse teorema pode ser encontrada também em (23| e [24], onde é

requerido que F, seja Banach e F, C ©,. No entanto, a demonstragao segue de maneira

analoga.

5.2 Atrator Global Uniforme

Seja X um espago de Banach e considere, para cada 7 € R o conjunto R, := {t €

R;t > 7} e para cada 0 € X, o conjunto

9,(1) C C(R;; X) N L>(R,; X).
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Nesta se¢ao, consideraremos 0, = Cj,.(R,; X) e F, = L= (R,; X), ou seja, procura-
mos um conjunto Uy, C % (7) que é limitado em L™ (R,; X)), compacto em Cj,.(R,; X), es-
tritamente invariante com respeito ao semigrupo { H(t) };>0 e tal que, para todo B C % (1)

limitado em L*(R,; X), e para todo M > 7, tem-se
diste (-, m;x) (H[T,M}H(t)B, H[ﬂM]I/{E) — 0, quando t — +oo, (5.4)

onde, IIj- an f := fira para f € Cioe(Ry; X). O espaco Cioe(R7; X) € um espaco métrico
completo, conforme a Se¢ao 1.6.1.

A topologia em Cj,.(R,; X) é tal que f,, — f se, e somente se,

sup || fu(t) — f(t)]|x — 0 quando n — +o0, ¥V M > 7.
te[r,M)

Note que, dados M >17e0<t< M —71,se f € C([r, M]; X), entao
H(t)f(s) = (T(t))" f(s)
= T(0) fiir+t.00(8) = fiir4e00) ( + 5),

que, pelo dominio de f, faz sentido para todo s € [7, M —t] e é continua. Portanto, estao

bem definidas as seguintes aplicacoes
H(t):C([r,M]; X) = C([r,M —t]; X), VYO<t<M-—r.

Além disso, tais aplicacoes sao continuas. De fato, sejam 0 <t < M —71e f, > f

em C([r, M]; X), entao temos
sup ||fn(s) — f(s)|lx — 0 quando n — +oc.
Se s € [1,M —t], entdo t + s € [ +t, M| C [r, M], logo

sup |[fa(t+s)— f(t+ s)||x = 0 quando n — +o0.
se[r,M—t]

Portanto, H(t)f, — H(t)f em C([r, M —t]; X).

Proposigao 5.13. |24, Proposicao 1.3, p.222] O semigrupo {H(t)}>0 € continuo no
espago topoldgico Cioe(Ry; X).

Teorema 5.14. Seja X um espago métrico compacto em =. Suponha que T(t) : ¥ — X

seja continua, para todo t € R, e que %5(7) seja (Cloe(Ry; X), X)-fechado. Se existe um
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atrator uniforme P do espago de trajetorias (1) em Cioe(R.; X) tal que P é compacto
em Cioe(R; X) € limitado em L™(R,, X), entdo o semigrupo {H(t);t > 0} agindo em
s(T) possui o atrator de trajetorias uniforme Us, ou seja, para todo B C %5 (1) limitado

em L>®(R,, X), temos
distc([ﬂM};X)(H[T,M}H(t)B, H[.,-JV[]UE) — 0, quando t — +o0, (55)
para todo M > T.

Demonstracao: Pela proposi¢ao anterior, H(t) é continuo. Assim, pelo Teorema 5.12,
existe o atrator de trajetorias Us. de limitados (em L™ (R,, X)) de % (7). A atracao ocorre
na topologia de Cj.(R.; X), 0 que garante a convergéncia (5.5) para todo M > 7.

[

Proposicao 5.15. Se o processo generalizado ¢ ¢ LUSS, entio o espaco de trajetdrias

gE(T) é (OZOC(RT; X)> 2)_f60ha'd0'

Demonstragao: Sejam {¢,}nen € {0n}nen C X com p, €9, (7),e 0 €3 e p €Y, (7)

tais que

on — @ em Cp (R X) e

O, — 0 em Y.

Assim, temos ¢,(7) — ¢(7) em X. Como ¢ é LUSS, existem 6 € ¥ e ¢ € ¥95(7)
tais que, a menos de subsequéncias, ¢(7) = ¢(7), p, — ¢ em compactos de [T,+00) e
o, — 0.

Portanto, p = ¢ e ¢ = 0, 0 que garante que
v € 9,(7).
|

Teorema 5.16. Seja X um espago métrico compacto em =. Suponha que T(t) : ¥ — X
seja continua, para todo t € R, e que o processo generalizado 4 seja LUSS. Se existe
um atrator uniforme P de 9s(1) em Cloe(R;; X) tal que P é compacto em Cipe(R.; X)
e limitado em L™(R,, X), entdo o semigrupo {H(t);t > 0} agindo em 9x(T) possui o

atrator de trajetorias uniforme Us.
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Demonstracao: A Proposigao 5.15 assegura que o espaco de trajetorias % (7) é
(Croe(R;; X), X)-fechado. Portanto, o resultado segue do Teorema 5.14.

Para todo B C %:(7), definimos as se¢oes

B(t) == {e(t);peB}, Vt>7

Us(t) = {e(t);p eUs}t, V>

Definigao 5.17. Um conjunto As C X ¢ um atrator global uniforme em X para o

processo generalizado 9 se
i) o conjunto As é compacto em X ;
ii) para todo B C % (1) limitado em L*(R,, X) temos que

distx(B(t), As) — 0 (t = +00); (5.6)

iii) As, € o conjunto minimal fechado com a propriedade ii).
Corolario 5.18. Suponha as hipoteses do Teorema 5.1/ vdlidas. Entao o conjunto
As, = Us(7)
¢ o atrator global uniforme do processo generalizado 4 em X.

Demonstracdo: Como Us é compacto em Cj,.(R,, X) temos que Us(7) é compacto
em X. De fato, defina J : Cipe(R;, X) — X por J(f) := f(7), a funcdo J é continua e
J(Us) = Us(7). Portanto, Us(7) é compacto em X.

Tomando M = 7 em (5.5), obtemos (5.6), e portanto Us(7) atrai limitados (em
L®(R,; X)) de G (7).

Para a minimalidade, suponha que exista um conjunto fechado U; que atraia limi-

tados de % (7). Como Us, C ¥(7) e ¢ limitado em L*(R,, X), temos

distx(Z/{Z(t>, Ul) —0 (t — —|—OO)
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Mas, se t > 7, Us(t) = Us(T), pois Us, é invariante por H(-). De fato, se t > 7, seja s > 0

tal que 7 4+ s = t, note que

H(s)Us = {p(s+);p € Us}.

Assim,
Us(t) = Us(T +5) = {p(T + 5); € Us} (5.7)
= (H(s)Us) (1) = Us(7).
Portanto,
UZ(T) C Ul-
[ |

Em [23] e [24], os autores demonstram esse corolario com a hipotese de unicidade
de solugdo, em [25] os autores enunciam esse corolario sem a hipotese de unicidade, mas

omitem a demonstracao.

Observacdo 5.19. E dbvio que se substituirmos a hipétese do espaco de trajetorias Gs(T)
ser (Croe(Ry; X)), X)-fechado por um processo generalizado LUSS também garantimos o

resultado do Coroldrio 5.18, observe o Teorema 5.16.

5.2.1 Atrator Global Uniforme para Processos Multivocos

Em [50], para lidar com problemas de evolu¢do nao auténomos sem unicidade de
solucao, os autores desenvolveram uma teoria envolvendo uma familia de operadores mul-
tivocos, os quais denominaram processos multivocos. Nesta secdo, apresentaremos uma
breve exposicao dos elementos da teoria de processos multivocos e, entao, descreveremos
como conectar processos multivocos com processos generalizados de forma que, combi-
nando ambas as teorias, possamos efetivamente construir um atrator global para proble-
mas de evolucao nao auténomos sem unicidade de solugao, por meio de se¢oes do atrator

de trajetorias uniforme.

Definicao 5.20. Dados T € R et > 7, a aplicagio U(t,7) : X — P(X) € um processo

multivoco se:

1. U(r,7) = Idx para todo T € R;
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2. U(t,m)x C U, s)U(s, ")z, Vt>s>TexeX.
Dizemos que um processo multivoco é exato se:
2. U(t,m)e=U(t,s)U(s,T)x,Vt>s>Tex € X.

Observacao 5.21. Note que, para cada o € ¥ fizo, pela Definicao 3.5, temos um processo

multivoco associado a ¢, dado por
Us,(t,7)D :=={p(t); o € 9,(1), com (1) € D}, T€R, t >,

para cada D C X. Do Teorema 3.6 e¢ da Observacao 3.7, seque que tal operador é um

processo multivoco.

Considere a familia de processos multivocos {U,; o € 3} associados a ¢.

Note que, tomando

Us(t,7)z = | U, (t, )z, (5.8)

oED
temos que a familia {Ux(¢, 7) }>, ¢, também, um processo multivoco associado a 4. Além

disso, no caso em que o processo generalizado ¢ ¢é exato, a familia {Ux(¢,7)}i>, ¢ um
processo multivoco exato.

Segundo [50], temos o seguinte atrator para a familia de processos multivocos {U, },ex

em X:

Definicao 5.22. O conjunto Oy, € um atrator global uniforme para a familia de pro-

cessos multivocos {Uy }pes se:

1. para todo B C X limitado e T € R,

lim diStX (Uz(t, T)B, ©E> = O;

t——+o0
2. Ox C Uz(t,T)@27 Vit>r;
3. SeY ¢ fechado e satisfaz 1, entao Oy, C Y.

Teorema 5.23. Suponha as hipdteses do Teorema 5.14. Suponha também que, para todo

limitado B C X, o conjunto

B = {» € %(7); (1) € B},

seja limitado em L™ (R;; X). Entao Oy = Us(T) € o atrator global uniforme em X para

a familia de processos multivocos {Ux(t,7) }i>-. Além disso Qg é compacto em X.
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Demonstracao: Como,

B(t) = | ) Us(t,7)B,

oey

segue do Corolario 5.18 que o conjunto Us,(7) ¢ o minimal compacto que atrai os limitados
de X.

Resta mostrar a invariancia negativa. Note que para todo s > 0 temos

H(s)Us = {90|[7,+oo)(3 +);p € Z/{E} :
Logo, para todo t > 7, tome s > 0 tal que s+ 7 =,

Us () = (H(s)Us) (1) = {ngT,Jroo)(s +7)p € L{g}

= {¢|[7,+oo) (t)7 NS UE}

(5.9)
CH{e(t);p € Da(r) e o(r) € Us(T)}
= |J Us(t, 7)Uhs(7) = Uss(t, ) (7).
oeX
Como t > 7 é arbitrario o teorema esta provado.
[ |

Observacao 5.24. Note que, neste teorema também podemos substituir a hipdtese do

espago 9s(1) ser (Cioe(Ry; X), X)-fechado por um processo generalizado LUSS.

5.2.2 Atrator Global Uniforme Invariante para Processos Gene-

ralizados Exatos

Vamos descrever resumidamente alguns resultados de [50] com o intuito de garantir
que o atrator global uniforme do processo multivoco Uy associado a um processo gene-
ralizado exato ¢ seja invariante. Realizaremos isto combinando as teorias de processos
multivocos e de processos generalizados.

Nesta se¢ao assumiremos que {U, },ex ¢ uma familia de processos multivocos com

a seguinte propriedade
Us(t, ) = Up(nyo(t = h, 7 —h)z,VheERex € X, (5.10)

para cada o € 2.
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Definicao 5.25. Para B C X e 1 € R definimos o conjunto w-limite de B em T como

wes(B) = JJUas(s,7)B = JUs(s, 7)B.

t>T oeX s>t t>1 s>t

Definicao 5.26. A familia de processos {U,},cx € uniformemente assintoticamente
semicompacta superiormente (UASS) se, dados um conjunto B C X limitado e
7 € R para os quais existe T = T(B,T) tal que o conjunto

U Ug(t,T)B

t£>T

é limitado em X, toda sequéncia {&,tnen com &, € Uy, (t,,T)B, 0, € ¥ € t, — +00 €

uma sequéncia pré-compacta em X.

Definicao 5.27. Uma familia de processos multivocos {U,},ex. € ponto dissipativa se

existe By limitado em X tal que
distx (Us(t, 7)x, By) — 0 quando t — +o0.

Definicao 5.28. Sejam X, Y espagos métricos. Um operador multivoco F: X — P(Y)
¢ w-semicontinua superiormente (w-s.c.s.) em g se para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que

F(z) C O(F(x0)), ¥V x € Os(xp).

O operador F € w-s.c.s. se € w-s.c.s. para todo x € X.
Se trocarmos as vizinhancas O. por vizinhancas arbitrarias O entao F é semiconti-

nuo superiormente.

Observacao 5.29. Note que, em espagos métricos a definicao de semicontinuidade su-
perior da definicao anterior € equivalente a da Definicao 3.10 da secao 3.1, ver Lema 1.1

de [21].

Teorema 5.30. [50, Teoremas 1 e 2| Seja X um espaco métrico compacto. Suponha que
T(h) : ¥ — X € continua, para todo h € R, que para todo B C X limitado e 7 € R
eriste T'=T(B,T) tal que

JUs(t.7)B

t>T

seja limitado em X. Se
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(1) a familia {U,},ex € UASS is UASS;

(ii) para todo t > 7 a aplicacio X X X3 (x,0) — U, (t,7)x tem valores fechados em X

e grafico fechado,

entao a familia {U,} possui atrator global uniforme Oy # X.

Além disso, se ao invés de assumirmos (i) e (ii) supomos
(i’) a familia {U,}ses € UASS e ponto dissipativa;

(ii’) para todo t > 1 a aplicagio X X ¥ 3 (x,0) — U,(t, 7)x tem valores fechados em X

e € semicontinua superiormente.
entao a familia {U,} possui atrator global uniforme Ox # X e Qs € compacto.

Em [50], na demonstragao do teorema anterior, os autores definem um operador

multivoco G : Ry x X x ¥ — P(X x X) por
G(t,(z,0)) = (U,(t,0)x, T(t)o) . (5.11)

Eles garantem que o operador G é um semifluxo multivoco (no sentido de [49]) o qual

possui um atrator global R, tal que
e R#X x3;
e RCG(t,R),VteRy,
e para todo C' C X x ¥ limitado, temos
distxyx(G(t,C),R) — 0,

quando t — +o0;
e se P é fechado e satisfaz as propriedades acima, entao R C P.

E consequéncia da demonstracdo supracitada que

R =0x x w(X), (5.12)

onde Oy, é o atrator global uniforme e w(X) ¢ o conjunto w-limite de X sob {T'(h)}.
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Neste trabalho fizemos pequenas mudancas na abordagem acima, de modo que 7 € R

e G:R, x X xX — P(X) dado por
G(t,(x,0)) = (Us(t + 7,7)x, T(t)0). (5.13)

E facil ver que, com essa pequena adaptacao nas demonstragoes, ¢ possivel garantir o
Teorema 5.30.
Observe que a invariancia de R é uma consequéncia da exatidao do semifluxo mul-

tivoco G, ou seja, a seguinte propriedade
G(ti +12,8) = G(t1,G(t2,)), ¥V t1, 12 € Ry,
mais a compacidade de R garantem que
G(t,R) =R, VteR,. (5.14)

(veja [49, Remark 8, p.91]).
Até agora definimos diferentes sistemas dindmicos que estao, de alguma forma, co-

nectados. Vale a pena organizi-los agora.

1. O processo generalizado ¥ = {9, (7)}sexrer ¢ uma familia de conjuntos de traje-

torias em X (Definicao 5.1);

(a) Cada conjunto ¥,(7) contém as trajetorias iniciando em 7 € R, as quais cor-

respondem a um indice o especifico;
(b) %5(7) = Uyex¥, (1) (Definicao 5.5).

(¢) Também usamos a notac¢ao ¥, = U,cr%, (7).

2. {H(-)} é um semigrupo agindo em % (7) e seu atrator, um atrator de trajetorias, é

denotado por Us; (Definigbes 5.4 e 5.9);

3. A secdo Ux(7) de Us no espago de fase X é um atrator uniforme para ¢, o qual

denotamos por Ay. Entao temos Ay, = Us(7) (Defini¢ao 5.17 e Corolario 5.18);
4. Para cada o € 3, associamos o processo multivoco {U,(t,7)} a %,;

5. Um processo multivoco "maior"esta associado a ¢, considerando Uy (¢, 7) = UyexU, (8, T)

(Observacdo 5.21 e (5.8));
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6. Denotamos por Oy o atrator global uniforme para Ux(t,7) (Definicao 5.22).

Agora, note que ¥ tem sua propria dindmica determinada pela translacao {T'(h)},

e entao definimos
7. G(t,(x,0)) = (Uy(t + 7,7)x, T(t)o), o qual ¢ um semifluxo multivoco (5.13);

8. Sob condi¢oes apropriadas, existe um atrator global R C X x ¥ para G(t, (z,0)) e
R = 0y x w(X), onde w(X) é o conjunto w-limite de ¥ sob T'(-).

9. Vamos mostrar que Oy, = Ay, e a invariancia deste atrator.

Primeiramente provemos que a familia de processos multivocos {U,;0 € X}, asso-
ciada a um processo generalizado ¢, satisfaz (5.10), e que a exatidao do processo genera-

lizado ¢ implica na exatidao do semifluxo multivoco G(t, (z,0)).

Lema 5.31. A familia de processos multivocos {U,;0 € X} associados a um processo

generalizado 9 tem a propriedade (5.10).

Demonstracao: De fato, segundo [15] p. 164 , basta provar que
Us(t,7)x C Upryo(t —h, 7 —h)z,YheRex € X.

Sejam x € X e z € U,(t,7)z, entdo existe ¢ € ¥4,(7), para algum o € 3, tal que

p(1) =z ep(t) =z
Por (C3), sabemos que, dado h € R, T'(h)p € Grn)o(T—h) e T(h)p(T—h) = p(T) =

x, logo

T(h)o(t —h) € Uppyo(t —h, 7 — h)z.
Portanto,
z=p(t+h—h)=T(h)e(t—h) € Upp)o(t —h,7 = h)x.
|

Lema 5.32. Seja ¥ um processo generalizado exato e {U,},ex uma familia de processos
multivocos associados a 4. Entdo o operador G definido em (5.13) é um semifluzo exato,

15t0 €,

1. G(0,-) = Idy;
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2. Gty + ta,-) = G(t1,G(ts, ), ¥ t1,t5 > 0.
Demonstracao: A demonstracao de 1 pode ser encontrada em [50], p. 380.
Para o item 2, sejam 1,15 > 0 e (z,0) € X x X, entdo
Gty + to, (x,0)) = (Us(ty +to + 7,7)x, T(t; + t2)0)
= (Us(ti +to + 7, t0 + T)Us(to + 7, 7)2, T(t1)T (t2)0),
pois o processo generalizado é exato, veja Teorema 3.6. Pela propriedade (5.10), temos
(Us(ty +to + 7, to + 7)Uy(to + 7, 7)2, T(t1) T (t2)0)
= (Ur)o(t1 + 7, 7)Us(to + 7, 7), T(t1)T'(t2)0)
= G(t1, (Us(ta + 7,7)2,T(t2)0))
= G(t1,G(ts, (z,0))).
[ |

Teorema 5.33. Seja 7 € R e suponha que {U, },ex € uma familia de processos multivocos

exatos e para todo B C X limitado e T € R existe T =T (B, 1) tal que, o conjunto

U Uz(t,T)B

t>T
é limitado em X e {U, },ex satisfaz as hipdteses (i’) e (ii’) do Teorema 5.30. Além disso,
assuma que X € um espaco métrico compacto, T'(h) : X — ¥ € continua, para todo h € R..

Entao existe o atrator global uniforme Qx o qual € compacto e invariante, i.e.
Uz(t,T)@g = @27 Vit 2 T.

Demonstracao: As hipoteses do Teorema 5.30 garantem que existe o atrator global
uniforme compacto OQyx. Além disso, o atrator global do semifluxo generalizado G ¢é

caracterizado por

R = 0yg x w(X). (5.15)
Note que, como T'(h)3 = ¥ para todo h € R, temos
w(X) =3. (5.16)
Como ¢ é um processo generalizado exato, pelo Lema 5.32 e por (5.14), temos

G(t,R) =R, Vt > 0.
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Observe que

G(t,0x x %) = | J (U,(t +7,7)05,T(t)0) .

oceEY

Portanto,

Oy =GR =ILG(t,R) = IhG(t, 05 x £) = | J Us(t + 7,7)0x == Ug(t + 7,7)0x.

oeY

[ |

Resultados analogos podem ser encontrados em [41] e [42], onde a abordagem se ba-
seia na caracterizacao dos atratores globais uniformes como uniao de conjuntos w-limites.
No resultado anterior, assim como em todo este trabalho, estamos considerando proces-
sos generalizados ao invés de processos multivocos, de forma que podemos considerar as
propriedades de cada trajetoria, e impondo condigoes adequadas em tais trajetorias po-
demos concluir as propriedades desejadas para o processo generalizado e também para os
processos multivocos e para os semifluxos multivocos associados a essas trajetorias.

Por exemplo, o fato do semifluxo G ser exato segue da exatidao do processo multivoco
{Us}ses, 0 qual, por sua vez, segue da exatidao do processo generalizado 4. Uma das
vantagens de se trabalhar com o processo generalizado é que podemos obter tal exatidao
por meio da propriedade de concatenacao das curvas, veja Lema 5.32. Isto sera utilizado
no préximo resultado, onde provaremos que se ¢ é um processo generalizado exato e
LUSS, entdo a familia de processos multivocos {U, },cx associada a ¢ possui um atrator

global uniforme compacto e invariante.

Teorema 5.34. Sejam X um espaco de Banach de dimensao wnfinita, ¥ um espaco
métrico compacto e T(h) : X — X continuo, para todo h € R,. Suponha que ¢ seja um
processo generalizado exato e LUSS. Além disso, suponha que, para todo B C X limitado,

o conjunto
B = {¢;p € %(r) e p(r) € B}

seja limitado em L™(R,; X). Se existe um atrator uniforme de trajetorias P de %s(T) em
Cloe(Ry; X) tal que P € compacto em Cioe(R.; X) € limitado em L™ (R,;; X), entdo eriste

o atrator global uniforme compacto As. e As, € invariante, ou seja,

Us(t,7) Ay = As, Vt > T.
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Demonstracao: Segue do Corolario 5.18 que se existe um atrator P como descrito
acima, entao existe o atrator global uniforme compacto Ay = Us(7).

Mostremos que a familia {U,},ex de processos multivocos associados ao processo
generalizado ¢ tem a propriedade de que, para todo limitado B C X, existe T'=T(B, 1),

tal que o conjunto

U Ju.tnB

oEN t>T
é limitado em X e também provaremos que {U, },ex € UASS.

Seja B um limitado em X, o conjunto B associado a B ¢é limitado em L*(R.; X),
entdo existe R > 0 tal que, para cada ¢ € B, temos [|¢(t)[|x < R q.t.p. em R,. En-
tretanto, B C % (7), que é formado por fungdes continuas, logo [|¢(t)||x < R em todo
R,. Portanto, o conjunto B(#) é limitado em X uniformemente para t € R,. Assim, tome

T > 7, o conjunto

U Ju.tnB (5.17)

cENt>T
é limitado em X.
Agora, seja {&, }nen C X uma sequéncia tal que, para cadan € N, &, € U,, (t,,7)B,
o, € Xet, — +oo.
Sabemos que o conjunto Ay, é um compacto que atrai uniformemente B, entao,

como t,, — +00, para todo k € N existe ni € N tal que

distx(Us,, (tn,, T)B, As) <

] =

Ou seja, existe uma sequéncia {z;}ren C As tal que

diStx(Ugnk (tnk, T)B, $k> <

| =

Pela compacidade do conjunto Ay, a sequéncia {x }ren possui subsequéncia convergente,
0 que garante que a sequéncia {£, },eny também possui subsequéncia convergente.
Portanto, o conjunto em (5.17) é limitado em X e a familia {U, },cx ¢ UASS.
Note que o conjunto U,(t,7)x é fechado, para todo = € X, veja Proposi¢io 3.9.
Como o processo generalizado ¢ é LUSS, a aplicacdo X x ¥ 3 (z,0) — U,(t,7)z é w-
s.c.s. e a ponto dissipatividade segue do fato da existéncia do atrator compacto As, em

X.
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Essas propriedades mostram que as hipoteses do Teorema 5.33 estao satisfeitas,
0 que garante que existe o atrator global uniforme Oy, compacto e invariante. Pela

minimalidade dos atratores, temos

AE - (0)27

e o resultado segue.

5.2.3 Independéncia dos Atratores em Relagao ao Instante Inicial

De acordo com [24], o atrator de trajetorias uniforme Us, é caracterizado por

Us, = TIKs = {@|ir400); ¢ € Ks}, (5.18)

onde s, é o conjunto de todas as trajetorias completas, ou seja, este conjunto é composto
por fungoes ¢ : R — X tais que, para cada 7 € R, temos |- ) € %=(7) C ©,NF; (veja
Defini¢ao 3.17), e os espacos O, e F, contém somente restri¢des a |7, +00) de curvas em
espacos mais gerais © e F, de forma que Ky C © N F.
Note que,
Us (1) = Ks(T).

Com as hipoteses do Teorema 5.34, podemos reescrever a expressao (5.9) como
Z/{E(T) = AE = Ug(t, 7')./42 = Ug(t, T)Uz(T). (519)

A caracterizagao (5.18) e a informacdo acima mostram que, para todo 7 € Re t > 7,

temos

{(pHT,JrOO) (T);0 € Kg} =Ux(7) = Ug(t, 7)Us(7) = {6(t); ¢ € Ky and ¢(7) € Us(T)},

e entao

Ks(1) ={o(1);p € Ks} = {¢(t);¢ € Ks and ¢(1) € Us(7)} = Ks(t).

Portanto, embora em (5.7) o atrator de trajetorias tenha sido considerado comegando
em um instante especifico, agora temos uma independéncia em relacao ao instante inicial,
ou seja, o atrator de trajetorias uniforme Uy, é o mesmo para qualquer restricao das curvas

de © N F no instante inicial 7.

103



CAPITULO 5. ATRATOR DE TRAJETORIAS

Outro fato interessante que motivou o estudo desta independéncia é encontrado em

[50], onde os autores provam que, para cada B C X limitado, temos
UJT,E(B) C WQ7E(B), T > 0,

onde w;y é como na Definicdo 5.25. Posteriormente, os autores provam que o atrator

global uniforme é caracterizado por

Or= |J wx(B),
{BCB(X)}

onde f(X) denota a familia de conjuntos nao vazios e limitados de X. Note a indepen-
déncia do atrator em relacao ao instante inicial. Apesar de os autores trabalharem com
o instante inicial positivo, este fato nos fez pensar sobre a independéncia do atrator de

trajetorias em nosso contexto mais geral.
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Capitulo 6

Atratores de Trajetorias e Global para

o Problema (P)

Garantiremos a existéncia do atrator de trajetorias e de do atrator global uniforme

invariante para o Problema (P). Suponha as seguintes hipoteses para o Problema (P):

(H1) Sejam gy € Lt (R; L'1(Q)), g2 € L}, (R; L*(I)),

loc loc

(p,pN/(N —p)], sep€[2,N),
€9 (p,+00), se p= N,
[p, +00), sep>N

2 € ¢ (2,400), se p= N,
2, +00), se p > N;

(H2) f; € C(R?) para i = 1,2 e satisfazem as seguintes condigdes de crescimento

ar ()]s — k1 < fi(t, s)s,
ag(t)|8|7‘2 — k’Q S fg(t, S)S,

(6.1)

q.t.p. parat € R e todo s € R, onde a; € Lj,.(R) sdo funcdes reais satisfazendo

a;(t) > ap > 0 para algum ag € R e k; sdo constantes positivas, para i = 1, 2.

(H3) Existem constantes C;, i = 1,2, tais que | f;(t,s)| < Ci(|s|"""* 4+ 1) q.t.p. parat € R

e todo s € R.
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CAPITULO 6. ATRATORES PARA O PROBLEMA (P)

(H5) As funcoes g; e go satisfazem
t+1
(612 sup ([ lon@lEey + IOl ) <oc (62
t

(H6) Suponha que para cada f;, i = 1,2, e R > 0 as fungoes f; sdo limitadas no cilindro
Q(R), definido na Proposigao 1.59, e existem fungdes «; (I, R), tais que «;(l, R) — 0

quando [ — 07 e satisfazem
| fi(ti, 1) = filtz, s2)| < u([ts — ta| + [s1 — 82|, R), V (L1, 51), (t2, 52) € Q(R). (6.3)

Note que as hipoteses (H1)-(H3) garantem a existéncia de solucdo fraca para o

Problema (P) (veja Teorema 2.14, Se¢ao 2.2.4).

6.1 Estimativas

As préximas estimativas serdao ferramentas para garantirmos a existéncia do atrator

de trajetorias.

Lema 6.1. Sejam 7 € R, t > 7 e U, € X°. Se U ¢ solugdo fraca do Problema (P) com

U(t) = U,, temos as sequintes estimativas:

C
U@ < NUZe™ + MIGIZ+ (6.4)

0
h+1 a [
17/ ||u||€v1,p(mds+§/ || T2 ds
h h

Lr2(T)

h+1
&@@+%A I (u)

C
< U [fzee” ™ + 2MIGE +

para todo h > 1, com 6, n, M e C' constantes positivas independentes de 7, t e h.

(6.5)

Demonstragao: Em primeiro lugar, observemos que, pelo Lema 1.6, existem constantes

positivas k1, ko € kg tais que

(i) ||UH%2(Q) < fﬁHUH?rl(Q) + Cyy;

(i) 1) 22y < Rl V(@) + O

(i) flullfog) < msllullin @) + Crss
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com (), constantes positivas, i = 1,2, 3.
Tomando U = U na expressao (2.3) e procedendo como nas primeiras etapas da

Proposicao 2.5, segue das Desigualdades de Holder e de Young que

1 d ™ T
31Ul + 1Vl + [ (@Ol = k) do+ [ (@O = k) s
< {g1(t), w) 2 + (92(8), Y(W) 2y < Mlg1() 2@ lull2(@) + lg2@) |2y 17 ()| 2y

< Mel|gi (01220 + ellullzz) + Mellga() 122y + ellv(w)l|72r
onde € > 0 serad escolhido posteriormente.

Como ay(t), as(t) > ag, temos

HUHX2 + 2| Vull7, ) + 2a0llull7r o) + 2a0l |y (W) |72 )
< 2M5H91<t)HLz(m + 2ellull3 a0 + 2Mellga(8) ey + 26l () g

+ 2k, |Q] + 2k25(T).

Usando as observagoes (i) e (ii) do inicio da demonstragao, obtemos

Qo

d 2 2 ) 2
IO + 20Vl + (22 =2 ) Rl + (22 = 2 ) Iy

+ ao[ul| @t aol|y(u) ?f'z(r‘)

aoC aoCl
< 2M )1 ()12 + 2Mel| g (8) |32y + 261 |Q + 2k S(T) + ——2 4 =2,

K1 K2
Tome ¢ > 0 tal que <@—25> > (0, parat = 1,2,et0me0:min{a——2 ——28}
i K1 K9

e entao

d .
EHUH?@ +0lU + 2/ Vullfq) + aollull 7 ) + aolly(@)l 7 ry

aoCl aoCl
< 20 g1 (1) 3+ 20 o0 By + 242192 + 2k S(D) + 90 20C
1 2

Da observacao (iii), segue que

d Qo
gilIUlle 01Ul + 20 Vullig + 5 - lulig + Hu\lm +ao[ (W)l )

a C,.; a C,L; a Cli
< 2Me|| g1 (8) 720y + 2Mellga (£) 172y + 21| Q] + 2koS(T) 4 =2 4 =2 4 20

K1 Ko 2%3 ’
Cy Cy Cy
Tomando 7 = min Q,E , M =2M. e C = 0%k | Q0%ka , B0 ra + 2|Q|k; +
2/'{3 K1 K9 2/'{3
ZS(F)kQ, obtemos
_HU||X2 + 011U %2 + nllullfyrs g —||U||m + aol[v (W) oz oy

(6.6)
< M (lgn(®) 220 + 2Dl F2qr)) + €.
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Multiplicando por €%, temos

d
= (013" < M (lln(0) B + loa(®)aqry ) e+ Ce™.

e integrando de 7 até ¢, obtemos

t
T C T
U@ = U () [Fe"" < M / (o2 + ooy ) el + 55 (e = ).

[

Note que, assumindo que 0 <t —7 < k, onde 1 < k < 00, temos

/N

o (D220 + g2 D3y ) "l

< [ (IO + IO )

t—1

t—1
¢ P / (9 D120 + oD aqry )
t

-2
oy [EY 5 )
4o P >>/ (o) 320y + 92 (Dl32(r) ) e
<Gl (1+ e+ e 4. e =79
< G2 (1 =),

veja [22].
Portanto,

- C
[V < U e + MIGIE (1= ) ™ + 2

Y

garantindo (6.4).
Para provar (6.5), tomando h > 7, integramos (6.6) de h até h + 1, e por (6.4),

temos que

h+1 a [ h+1
0 [ N+ [l ad a0 [ 0
h h h

C
<|UA526"M + M||G|2 + — + M||G|2 + C.

6

Incorporando as constantes, temos

h+1 ao h+1 h+1
0 [ Weld+ G [ Tl ad o [
h h h

C
< U lfee™™ + 2M GG + 2
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Observacio 6.2. Note que, se 1 < s <2, entio 0 <s—1<1 e, assim, 1 <2°! < 2.

Portanto, pelo Lema 1.2, temos
(a+b+e)* <227 + 227 b+ ¢)* <257 Ha® + 2571 (0° + ) < 4(a® +b° + ).

Lema 6.3. Dados T € R, h > 7 e U, € X2. Se U € solucio fraca do Problema (P) com

U(r) = U,, temos a sequinte estimativa:

10U L ot 1;0vey0) < MU |36’ + M||G|2 + C. (6.7)
onde s = min{p’,ry,ry} e com 0, M e C constantes positivas independentes de T e h.

Demonstracao: Sabemos que
U = —B,U — F(t,U) +G(t) em L°(h,h+ 1;(VP)").
Logo,

10:U

Lo(hht1svry) = || = BpU — F(t,U) + G(1)|

L3 (h,h4-1;(VP)*) s
assim,
h+1 h+1
A H@wwwzl | = BoU — F(t,U) + G(t)|[ognyedl
h+1
sé B, Ullwsy: + IF Ul + Gy ) dl (6:8)

h+1
< 4/h B UllEvwy= + IF & UIEvmy + 1G O Iuny- ) dl.

Vamos estudar cada termo da tltima linha da expressao (6.8) separadamente. Ob-

serve que (veja inicio da demonstracao do Lema 2.6)
18Ul vy < Ml ey
logo
18U [mye < Ml < Nelliprogg) + 1

pois (p— 1)s < (p— 1)p’ =p.

Portanto,

h+1 h+1
[ 180 < [ il 1 (6.9
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Agora, sabemos que
IG® lewry < g1l gy + 192Dt

logo

GOy <27 (Ll 0 + IO )
/ (6.10)
<27 (lato ).

Note que, como r; < 2 para i = 1,2, pelo Lema 1.6, existem constantes positivas s;

r;
Hioy + 1+ ll®)

e C,, tais que

L. ||91||21w1(m < "51”91”%2(9) + Cry;

2 Mgl 2y ) < F2ll 92l + Cra

Portanto, tomando k = max{r1, Ko}, temos

h+1 h+1 /
/h G0l < 227 ( / L@

iy 1O +2)
h+1
2
2 ( / ol g2 (0) gy + ol (8) gyl + 2 + Cioy + %))

IN

<2(K|GI? + (24 Cuy + Cy)) -
(6.11)

Por ultimo, temos
IF (D) lemy < AL ot gy + 12 V@)

logo, como na demonstracao da Proposicao 2.8, temos

o T 12t 7 (w))

L’2<r>>

s—1 £ ™ ™2
<9 (llfl(@U)HLrg(Q) 1 A @) )+ 1)

IOy <27 (I

<2 (zra—l (Cr2tt (Mallull ) + 191) + lullfhy gy + 1) +1

+ Oyt <||7(u) Iy T S(P)) + 1).

Logo,

h+1 , h+1
| IFC O et < 8{0; ( [ el )cu)
h h (6.12)

h+1 , h+1 _
; / ||u||zal(mdz+c;(/h O . )]+M,
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onde M depende de |Q| e S(T).
Portanto,

h+1

h+1 h+1 ,
| 10Ut < [ il 5 (T +1) [ o

o\ [htl ~
+(508) [ @Iyt + 261612 + K,

dl

T1
Lm(Q)

onde K depende de |9, S(T'), C}*,C2,C,, e Cl,.

Tomando constantes apropriadas, segue de (6.5) que

h+1 ~ . ~
| 100yt < N Bae™ ) 4 B GIE + C.
h

6.2 Atrator de Trajetorias para o Problema (P)

Vamos analisar alguns aspectos das funcoes f; e g;, para i = 1,2, para definirmos o
conjunto X adequado para o Problema (P).

Note que, como 1 < p',r},ry < 2, a hipotese (H5) garante que

h+1
P P’
sup ([ 1901 g + 1021 ) < 0 (6.13

he

Por (6.10) e (6.13), temos

h+1
sup ([ 16t
heR h

h+1
P’ 4
< sup (2 Uh Hgl(l)HLrll(Q) + ng(l)llyé(r)dz} + 4) < 00,

heR

(6.14)

o que garante que G é uma fungao de tr.c. em L)7(R; (VP)*) (veja Proposi¢ao 1.60).

loc

Observagao 6.4. As limitagoes nas hipdteses (H2) e (H3) com as constantes positivas k;
e C; sao uniformes com respeito a translacoes das funcoes f; na primeira varidvel, para

1=1,2, ou seja,

ki < fih+t,5)s = T(h)fi(t,s)s, Vh € R;

1. agls

2. |T(h) fi(t, s)| = | fi(h +1,8)] < Ci(|]s|" "' +1), Vh € R.
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Consideremos a seguinte funcao

Frs=| ") cre,

f2 (t, S)

para (t,s) € R%. Note que a funcio F representa a parte nio auténoma da funcio F,
ou seja, a parte da funcao F que é afetada por translacoes. Isto nos permite trabalhar
com oo = (F,G) ao invés de (F,G) quando for conveniente. Pela continuidade dos
operadores envolvidos, para cada t € R, temos F(t,-) € Cie(R;R?), e portanto F €
Cloc(R; Cioe(R; R?)).

Com a hipotese (H6), temos que, para todo R > 0 e (t1, 81), (t2, 52) € Q(R),

|1 F(t1, 1) = Fta, 52) 152
= (fit, 1) = fi(t2,2))* + (fa(t1, 1) — fa(ta, s2))°
S a1(|t1 — tg’ + |81 — SQ|,R>2 + a2(|t1 — t2| + |81 — 52|,R)2

= Oé3<|t1 — tg’ + |81 — 82’, R)Q

Logo, tomando as(l, R) = v/a1(l, R)2 + as(l, R)?, e temos que
1F (b1, 81) = Fltz, 89)l[r2 < as([ts = bo] + |51 = 5], R), (6.15)

com as(l, R) — 0, quando [ — 0%, e F é limitada em Q(R).

Portanto, F é de tr.c. em Croe(R; Croe(R; R?)) (veja Proposicao 1.59).

Tome = = Cioe(R; Croe(R; R?)) x LY (R; (VP)*). Logo, pela Se¢do 1.6.3, a funcio
0o = (F,G) é de tr.c. em Z. Seja ¥ := H (o), note que X é compacto em Z, e o operador

de translagao T'(t) é continuo em Y. Além disso, X é um espago métrico compacto com

TS =%,V t R
Proposi¢do 6.5. Para toda oy = (FY,GY) € X, temos
h+1
() 160z =sup [ GO fyed < |61
her Jh
(i) a fun¢io FY satisfaz (6.15) com a mesma fung¢do o.

Demonstracdo: Os itens (i) e (ii) seguem diretamente das Proposi¢oes 1.60 e 1.59,

respectivamente.
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Note que para cada o € ¥ existe h € R tal que T'(h)og = 0. Se U é solucao fraca do
Problema (P) com as fungoes f; e g;, i = 1,2 tomadas no inicio do capitulo, dizemos que
U é uma solucdo associada as fungdes F e G. Note que T(h)U é solu¢do do Problema

(P) associado as funcdes T'(h)F e T(h)G, que designaremos por P,.
Proposigao 6.6. A familia 9 = {9,(7) }reroex, onde

U:[r,+o0) = X% U € solugdo fraca do
gU(T) = )

Problema (P,) com condi¢do inicial em T

¢ um processo generalizado exato em X>.

A demonstracao dessa proposicao é analoga a prova da Proposicao 2.15. Note que
na Proposicao 2.15 pedimos que o processo generalizado ¢ fosse formado por solugoes
obtidas pelo processo de Faedo-Galerkin, devido a necessidade de que as sequéncias gera-
das tivessem determinadas propriedades imprescindiveis & demonstracao da existéncia do
atrator pullback para o Problema (P) (veja Capitulo 4). Para obter o atrator de trajeto-
rias, nao precisaremos de tais caracteristicas, ou seja, podemos considerar que o processo
generalizado ¢ ¢ formado por todas as solugoes fracas do Problema (P). O método de
Faedo-Galerkin garantiu a existéncia de solugao (veja Capitulo 2), porém nao temos ga-
rantia de que todas as solugdes fracas sao, de fato, limite de solugdes do Problema (P,),

portanto podemos considerar aqui um processo generalizado mais abrangente.
Proposicao 6.7. O processo generalizado 4 ¢ LUSS.

Demonstracao:
Sejam {U, }nen € 9%5(7) e {0, }nen C 2 sequéncias tais que U, € 4, (1), para cada
n € N.

Observe que o, = (F,,G,) e

. —|ufP?u

Folt,u) = Fp(t,u) +

Suponha U, (1) — z € X°.
Note que, a menos de um nimero finito de elementos da sequéncia, existe um con-

junto limitado By C X?, tal que {U,(7)}nen C By. Assim, pelo Lema 6.1, dado T > T,
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CAPITULO 6. ATRATORES PARA O PROBLEMA (P)

temos

H Un ”LOO (7,T;X2) S Oa

|Unll Lo (rvey < C.

Entao, assim como foi feito com a sequéncia de solucoes obtidas pelo processo de Faedo-

Galerkin da Segao 2.2.4, temos que existe W tal que

U, > W em L=(1,T;X?) e

U, = W em LP(7,T;VP).
Como U,, € 94,, (1), temos

em L*(7,T; (VP)*). O fato de s < 2 garante que G,, — G em L*(7,T; (V?)*).

Como consequéncia do processo de Faedo-Galerkin para existéncia de solucao, sa-
bemos que U, — W q.t.p. em Q x [, T], logo F,.(t,U,) — F(t, W) q.t.p em Q x [r,T].
Note que cada f;, satisfaz o item 2 da Observacao 6.4, uniformemente. Logo, de (6.12) e

(6.5), segue que F,, é uniformemente limitada em L°(7,T; (V?)*). Pelo Lema 1.3, temos
Fot,Uy) = F(t, W) em L*(r,T; (VP)*).

Com isso, assim como na demonstracao da Proposicao 2.13, temos que 5,U, N BpW em
L*(r, T (V7)").

Como no processo de convergéncia utilizado na demonstragao de existéncia de so-
lugdo, podemos garantir que W ¢ solugdo do problema limite e U,, — W em C(r, T;X?).
Portanto, como T > 7 ¢é arbitrario, temos que W € ¥, (7).

Logo ¢ é LUSS.

Corolario 6.8. O espaco de trajetorias 95 (1) € (Cioe([R;, +00); X?), X)-fechado.
Demonstracao: Segue da Proposicao 5.15. [

Teorema 6.9. Suponha que as hipdteses (H1)-(H3), (H5) e (H6) sejam validas. Entao
o semigrupo {H(t)}i>o agindo em %5 (1) possui atrator de trajetdrias uniforme, que atrai

elementos de s (1) limitados em L™(1,+00;X?), na topologia de Cio.([7, +00); X?).
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6.2. ATRATOR DE TRAJETORIAS PARA O PROBLEMA (P)

Demonstragao: Para aplicar o Teorema 5.14, precisamos encontrar um atrator P C

%5 (1) limitado em L™ (7, +00; X?) e compacto em Cy,.([7, +00); X?). Consideremos

P = {U € % (7); esssupp>r (HUHLOO(h,h+l;X2) +[|oU]

- 2
onde R:=1+ M +2M||G|? + 70

Mostremos que P é um conjunto absorvente. Seja B C % (7) limitado em

LS(h,h—i—l;(VP)*)) < 2R} , (6.16)

L (1, +00; X?), entdo existe Ry > 0 tal que U\l oo (r,400x2) < Ro, para cada trajeto-
ria U € B. Escolha to > 7 tal que Roe?™ %) 4 R < 2R. Logo, pelas estimativas (6.4) e
(6.7), para todo t > tg, temos

U oot a41x2) + 10U || Lot 4 15000)) < 2R.
Assim, H(t)U € P, ou seja, H(t)B C P para todo t > t;. I evidente que o conjunto P &
limitado em L*°(7, +00; X?).

Resta mostrarmos entdo que o conjunto P é compacto em Ci,.([7, +00); X?). Para
tanto, basta mostrarmos que I, 7P é compacto em C(7, T} X?), para todo T > 7 (veja
Proposicao 1.56). De fato, pelo Teorema 1.4, temos que Il 7P é pré-compacto em
C(7,T;X?*). Temos que garantir que ;P ¢é fechado em C(7, T} X?). Seja {Up,}nen C
P uma sequéncia tal que U, — U em Cj,.([r, +00); X?), logo U, = U em
C(7,T;X?). A sequéncia {U, },en ¢ limitada em L*°(7, +00; X?), pelo Corolario 6.8 temos

que U € % (7), e procedendo como na demonstracao da Proposigao 6.7, garantimos que
U, > U em L>(1,T;X?) e
O,U, = 0,U em L*(7,T; (VP)*),

para todo T' > 7, logo

U oo pr1:x2) N OU | s g 15090y

S lim inf (||Un||Loo(h7h+1;X2) + ||c7tUn|

Ls(hhi1yvr))) < 2R,

Portanto, I, U € I, P. Ou seja, I, 1P é fechado em C(]r, T);X?). Portanto P &
compacto em Cio. ([T, +00); X?).

Teorema 6.10. Supondo as hipoteses do Teorema 6.9, a familia de processos multivocos
{U, }sex associados ao processo generalizado 4 possui o atrator global uniforme compacto

e invariante em X2.
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Demonstracdo: Note que o espaco X? e o conjunto Y satisfazem as hipoteses inici-
ais do Teorema 5.34, e na demonstracao do teorema anterior o conjunto P definido em
(6.16) ¢ um atrator uniforme de trajetorias compacto em Ciye([R,, +00); X?) e limitado
em L>(1, +o0; X?).

Entao, para garantir a existéncia do atrator global uniforme invariante para a fami-
lia de processos multivocos {U, },ex associados ao processo generalizado ¢ gerado pelo

Problema (P), resta mostrar que para todo limitado B C X?, o conjunto
B={U;U €%(r)eU(r) € B}

é limitado em L (R,;X?). Mas isto segue diretamente da estimativa (6.4).
Pela Proposicao 6.7, temos que o processo generalizado ¢ é LUSS.
Portanto, pelo Teorema 5.34, existe o atrator global uniforme invariante para o

processo ¥.
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