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RESUMO

RAUL, C. A. Inferéncia em modelos de mistura via algoritmo EM estocastico modificado.
2017. 83 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Interinstitucional de P6s-Graduacdo em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo,
Sédo Carlos — SP, 2017.

Apresentamos o topico e a teoria de Modelos de Mistura de Distribuicdes, revendo aspectos
tedricos e interpretacdes de tais misturas. Desenvolvemos a teoria dos modelos nos contextos
de méxima verossimilhanca e de inferéncia bayesiana. Abordamos métodos de agrupamento ja
existentes em ambos os contextos, com énfase em dois métodos, o algoritmo EM estocastico
no contexto de maxima verossimilhanca e o Modelo de Mistura com Processos de Dirichlet no
contexto bayesiano. Propomos um novo método, uma modificagcdo do algoritmo EM Estocéstico,
que pode ser utilizado para estimar os pardmetros de uma mistura de componentes enquanto

permite solugdes com nimero distinto de grupos.

Palavras-chave: Modelos de mistura, Mistura de distribui¢des, Algoritmo EM, Cadeia de Mar-

kov, Gibbs sampling, Segmentagdo de imagens.






ABSTRACT

RAUL, C. A. Inference on mixture models via modified stochastic EM algorithm. 2017. 83
p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Interinstitucional de Pés-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2017.

We present the topics and theory of Mixture Models in a context of maximum likelihood and
Bayesian inferece. We approach clustering methods in both contexts, with emphasis on the
stochastic EM algorithm and the Dirichlet Process Mixture Model. We propose a new method, a
modified stochastic EM algorithm, which can be used to estimate the parameters of a mixture

model and the number of components.

Keywords: Mixture models, Mixture of distributions, EM algorithm, Markov chain, Gibbs

Sampling, Image segmentation.






LISTA DE ILUSTRACOES

Figural — Func¢do densidade de uma Normal(0,1) e funcdo da densidade da mistura

comX; ~N(0,1), X, ~N(5,1),p1=1/2ep,=1/2 . . .. ... ..... 24
Figura 2 — Funcgdes de distribuicdo dos componentes e da mistura. . . . . . . . .. .. 26
Figura3 — Frequénciadosdados . . . .. .. ... ... .. .. .. ... ... 37
Figura4 — Sequéncias de médias estimadas . . . . . . ... ... ... ........ 37
Figura5 — Sequéncias de pesosestimados . . . . . . . ... ... ... ... ..., 38
Figura 6 — Sequéncias de log-verossimilhangas obtidas . . . . . ... ... ... ... 39
Figura7 — Frequéncia dos dados da mistura de Poisson . . . . . ... ... ... ... 43

Figura 8 — Sequéncia de estimativas dos parimetros A; (linha pontilhada) e A, (linha
CoNtinua) . . . . . . . . .. e e 43
Figura9 — Sequéncia de estimativas dos pesos p; (linha pontilhada) e p; (linha continua) 44
Figura 10 — Sequéncia de log-verossimilhangas obtidas . . . . . .. ... .. ... ... 44
Figura 11 — Sequéncia de m acertos obtidas nas classificacoes dosdados . . . . . . . .. 45

Figura 12 — Grafico de dispersdo dos pontos simulados. Pontos representados com a

mesma figura foram atribuidos ao mesmo grupo. . . . . . ... .. ... .. 46
Figura 13 —iteracdo 15 . . . . . . . . . . . e e e 48
Figura 14 —iterac@ao 30 . . . . . . . . . . .. 48
Figura 15 —iterag@035 . . . . . . . . . L 48

Figura 16 — Na linha continua: g(x) = 0,98", na linha pontilhada g(x) = exp(—0,1x) . . 60

Figura 17 — Grafico de dispersdo dos pontos simulados. A amostra pseudo-completa

inicial possui apenas um grupo. . . . . . . ... .o e e e e 61
Figura 18 — Iterac@o 20. . . . . . . . . . . e e e 62
Figura 19 — Iteracdo 30. . . . . . . . . . . . .. 63
Figura 20 — Grafico de dispersao dos pontos com pseudo-amostra inicial com 4 grupos. . 63
Figura2]l — Iteracdo 20 . . . . . . . . . . . L 64
Figura22 — Iteracdo 40 . . . . . . . . . . . e 64
Figura 23 — Histograma dos valores de A; com tamanho da amostran =200. . . . . . . 68
Figura 24 — Histograma dos valores de A, com tamanho da amostran =200. . . . . . . 68
Figura 25 — Grafico de barras do niimero de grupos estimados. . . . . . . . ... .. .. 69
Figura 26 — Agrupamento inicial com quatro grupos. . . . . . . . . . . . . ... . ... 70
Figura 27 — Iterac@o #100. . . . . . . . . . . . e e 70
Figura 28 — Iteracao #200. . . . . . . . . . . . .. 71

Figura 29 — Iteracao #300. . . . . . . . . . . .. 71



Figura 30 — Iterac@o #400. . . . . . . . . . . . e e 72

Figura 31 — Agrupamento inicial com um tGnico grupo. . . . . . . . . . . . .. ... .. 72
Figura 32 — Iteracao #100. . . . . . . . . . . . . L 73
Figura 33 — Iterac@o #400. . . . . . . . . . . . e e e 73
Figura 34 — Iteracdo #800. . . . . . . . . . . . L 74
Figura 35 — Histograma do tempo entre erup¢des (em minutos). . . . . . . . . . .. .. 75
Figura 36 — Agrupamento inicial. . . . . . . . . .. .. L L oL oo o 75
Figura 37 — Iteracdo #100. . . . . . . . . . . . . L 76
Figura 38 — Iteracdo #400. . . . . . . . . . . . L 76
Figura 39 — Iteracao #600. . . . . . . . . . . .. L 77
Figura 40 — Imagem colorida original. . . . . . . . . . .. ... ... .. ... ..... 79

Figura 41 — Imagem digital segmentada. . . . . . .. .. ... ... ... ........ 79



SUMARIO

1.1
1.2
1.3

2.1
2.1.1
2.2

3.1

3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.1.4
3.1.5
3.1.6
3.1.7
3.1.8
3.1.9
3.2

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5
3.2.6

4.1
4.2

INTRODUCAO . . . . .t ittt e et e e e e e e e e 19
Revisdo Bibliografica . . ... ... ... ..., .. ........... 19
Objetivos . . . . . . . . . e 20
Estruturado Trabalho . . . . .. .. ... ... ... .. ....... 20
MODELOS DE MISTURA . . . . . . . . . . it i it e 21
Formalizacao . . . . . . . ... . ... ... ... 22
Sobre a Ildentificabilidade de uma Mistura . . . . ... ... .. ... 26
Abordagem Bayesiana . . . .. ... ... ... L. 27
INFERENCIA EM MODELOS DE MISTURA . . ... ....... 29
Algoritmo EM . . . . . ..o 29
Introducao ao Algoritmo EM . . . . . ... ... ... ... ...... 30
Monotonicidade do Algoritmo EM . . . . . . . ... ... ....... 31
Estimando o Maximo a posteriori com o Algoritmo EM . . . . . . . 33
Algoritmo EM Aplicado aos Modelos de Mistura . . . ... ... .. 34
Aplicacao numa Mistura de duas Poissons . . . . ... ... ..... 36
Algoritmo GEM . . . . . . . .. . ... 39
EM Estocastico . . . . .. ... ... . ... 39
EM Estocastico Aplicado a Mistura de Poissons . . . . . . ... ... 42
EM Estocastico aplicado a Mistura de Normais . . . . .. ... ... 46
Processo de Dirichlet . . . . . . ... ... ... . ... ... ...... 49
Medidas de Probabilidade Aleatorias . . . . . . . .. ... ... .... 50
Formalizacdo do PD . . . . . . ... .. .. ... ... ... ..., 50
Distribuicao a posteriori . . . . . . . ... ... ... ... ..., 52
Preditiva a posteriorido PD . . . . . . . ... ... ........... 52
Processo do Restaurante Chinés . . . .. ... ... .......... 53
Mistura de Distribuicbes com PD . . . . ... ... .......... 54

ALGORITMO EM ESTOCASTICO COM PERTURBACOES ALE-
ATORIAS . . . . e 57
Descricao do Algoritmo EM Estocasticocom PA . . . ... ... .. 58
Algoritmo EM Estocastico com Perturbacoes Aleatérias - Versao

com Gibbs Sampling . . . . ... ... ... ... ... ... . ... . 65



5.1
5.2
5.2.1
5.3
5.3.1

SIMULACAO E APLICACOES . . .. ... ... i, 67
Simulacdo de mistura de duas distribuicoes com K=2 fixo ... .. 67
Simulacdo de mistura de duas distribuicées com K variavel . . . . . 69
Géiser Old Faithful . . . ... .. ... ... ... ... ........ 74
Aplicacagoem lmagens . . . . . . ... ... ... . 7
Reducao de Amostra e Aplicacao . . . . . ... ... ... ....... 78
CONSIDERACOES FINAIS ECONCLUSAO . . ........... 81

REFERENCIAS . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e s s s s 83



19

CAPITULO

INTRODUCAO

A importancia dos modelos de mistura se deve a sua capacidade de representar subpo-
pulacdes com caracteristicas especificas dentro de uma populagdo maior através de um modelo

probabilistico.

Uma possivel aplicacdo de modelos de mistura € na analise de agrupamentos, sendo
utilizados em diversas dreas do conhecimento humano, como no agrupamento de individuos de
uma mesma espécie em subgrupos baseados nas suas diversidades genéticas, o agrupamento
de fendmenos astrondmicos, o reconhecimento de objetos em imagens, o reconhecimento de
padrdes no movimento humano, a anélise de grupos de eventos econdmicos, o reconhecimento

por mdquinas de texto escrito a mado, entre muitos outros.

Segundo MacDonald (2017), em uma publicacdo de 1894, Karl Pearson analisou a
amostra da razdo entre a largura da cabeca e o comprimento do corpo de 1000 caranguejos
obtida em Ndpoles, no sul da Itélia, pelo Professor W.E.R. Weldon, que exibia uma distribuicao
nao-normal e assimétrica. A assimetria do histograma foi interpretado por K. Pearson como

evidéncia de que a amostra continha duas espécies diferentes de caranguejos.

O modelo de mistura mais utilizado € o de mistura de normais, mas grande parte da

abordagem se aplica a modelos de mistura de quaisquer distribuicdes.

Referéncias sobre o assunto podem ser encontradas em McLachlan e Krishnan (1996) e
Titterington, Smith e Makov (1985).

1.1 Revisao Bibliografica

H4 diversos métodos que podem ser utilizados para estimar os parametros via verossi-
milhanga. Um dos mais conhecidos deles € o algoritmo EM, publicado por Dempster, Laird e
Rubin (1977). Em cada itera¢ao do algoritmo EM, existem dois passos, sendo que o primeiro cor-

responde a calcular a esperanga da log-verossimilhanca como fun¢@o dos valores ndo observados
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condicionada nas observacdes sob a estimativa atual do parametro e o segundo corresponde a
calcular a estimativa do parametro que maximiza a esperanca encontrada no passo anterior. O EM
se aplica a situagOes em que existem varidveis ndo observaveis mas que sio parte fundamental
do problema. Picard (2007) faz uma introdugao a teoria do EM e a sua aplica¢ao na estimacao
de parametros em modelos de mistura, assim como uma curta revisao de critérios de sele¢ao de

modelos ao se ajustar modelos com ndmero diferente de componentes.

Celeux e Diebolt (1985) consideraram uma versao modificada do algoritmo EM, que
cria uma Cadeia de Markov em que os estados desta cadeia sdo possiveis valores das varidveis
ndo observdveis. A sequéncia de estimativas € uma Cadeia de Markov ergddica e converge em
distribui¢do para a distribuicao estaciondria da cadeia. Ferguson (1973) introduziu o Processo
de Dirichlet, um processo estocdstico que define distribui¢des de Dirichlet a partir de parti¢cdes
finitas de um espaco. O processo de Dirichlet também pode ser pensado como uma generalizagdo
da distribuicdo de Dirichlet para uma dimensao infinita. Da mesma maneira que a distribuicao de
Dirichlet € conjugada a priori da multinomial, o Processo de Dirichlet é conjugado a priori de

uma multinomial com infinitas categorias.

1.2 Objetivos

Nés propomos uma nova ferramenta para tratar de modelos de mistura que demonstra
similaridades do Modelo de Mistura com o Processo de Dirichlet, por ser um algoritmo com
capacidade de ajustar modelos com niimero diverso de grupos, e com o algoritmo EM estocdstico

por se situar em um ambiente de verossimilhanca.

Por fim, fazemos uma andlise do desempenho do algoritmo usando dados simulados e
dados reais, e demonstramos o uso do algoritmo para agrupamento de observagdes e segmentacao

de imagens.

1.3 Estrutura do Trabalho

No capitulo 2 definimos o que € um modelo de mistura e qual a sua interpretacdo. No
capitulo 3 discorremos sobre métodos de estimacdo dos parametros de modelos de mistura,
no capitulo 4 introduzimos uma versao modificada do algoritmo EM estocdastico que permite
selecao de modelos com niimero diferente de componentes e no capitulo 5 aplicamos o algoritmo
proposto em diferentes conjuntos de dados com uma discussao dos resultados obtidos. O capitulo

6 contém consideracdes finais e as conclusdes sobre o trabalho.
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CAPITULO

MODELOS DE MISTURA

Um modelo de mistura ¢ um modelo probabilistico em que a distribui¢ao de probabilidade
de interesse ¢ uma distribui¢do obtida pela mistura de outras distribui¢des. O modo como tal

mistura € feita é por uma média ponderada das distribui¢cdes que compde o modelo.

Considere, por exemplo, o caso de uma varidvel aleatéria X cuja realizacdo x representa
o tempo em minutos que um automoével leva para se deslocar do ponto A para o ponto B,
para o qual existem dois trajetos possiveis C e C’, e que o motorista escolhe o caminho C
com probabilidade p e o caminho C’ com probabilidade 1 — p. Caso o motorista percorra o
caminho C a duragdo da viagem segue uma distribui¢do exponencial com A = 0,4, portanto
com média 1/0,4 = 2,5 minutos (notagdo X ~ Exp(0,4)), enquanto que pelo caminho C’ esta
duragdo segue uma exponencial com A" = 0,2, portanto com média 1/0,2 = 5 minutos (notagéo
X ~ Exp(0,2)).

Temos pois, que a distribui¢do de X € fungdo das distribui¢des condicionais X|C e X |C/,
além da probabilidade de C. De fato, podemos escrever para um intervalo (a,b), com 0 < a < b,

usando a lei da probabilidade total

Pla<X <b)=Pla<X <b|C)P(C)+P(a<X <b|C"P(C.

Como C e C’ formam uma parti¢do do espaco dos eventos, temos que P(C) + P(C') =1,
e a distribuicao de X se escreve como uma média ponderada das distribui¢des condicionais de
X|CeX|C.

Se quisermos entdo saber qual a probabilidade de que um automdvel leve até 8 minutos

para percorrer o caminho de A até B, devemos entdo calcular
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PO<X<8)=Pla<X <b|C)p+Pla<X <b|C')(1-p)
= (1=e0* ) p 4 (1 =029 (1= p).

Neste exemplo, a varidvel dicotdmica S tal que S =1 se C ocorre e S =2 se C° =’
ocorre, opera como um seletor de distribui¢des. E poderiamos substituir P(a < X < b|C) por
Pla< X <b|S=1)eP(C)por P(S=1), assim como P(a < X < b|C) por P(a <X < b|S=2)
e P(C") por P(S = 2). Esta varidvel é responsével por enumerar os eventos possiveis S = 1,2,
dos quais a distribuicao condicional de X a cada um destes casos se define de modo especifico,

€m nosso caso estes eventos sdo a ocorréncia da escolha do caminho C ou do C'.

A distribui¢do de S caracteriza as probabilidades com a qual selecionamos uma distri-
buicao entre vdrias pelas quais X se realizard. No exemplo do automével, S = 1 significa que
selecionamos a distribui¢ao indexada pelo nimero 1 que corresponde a uma Exp(0,4),e S =2

que selecionamos a distribui¢do indexada pelo nimero 2 que corresponde a uma Exp(0,2).

Caso houvesse mais de 2 trajetos, teriamos S = 1,2, ..., K, cada elemento correspondendo

a selecao de uma distribuicao diferente.

Ao conjunto destas distribuicdes que sdo indexadas por nimeros 1,2, ... chamamos de
distribui¢des componentes do modelo de mistura, ou simplesmente, componentes da mistura.
Em um modelo de mistura dito finito existem K < oo distribuicdes componentes, o caso K = 1
se reduz a um tnico componente € se torna uma combinacao de uma unica distribui¢do, pode ser

interpretado como se a unica distribuicdo componente fosse selecionada com probabilidade 1.

Como cada evento {S = k} possivel de ocorréncia representa a sele¢do de uma das
distribuicdes componentes da mistura, se houver K destas, entdo S pode assumir exatamente
K valores. Por conveniéncia definiremos S como uma varidvel aleatéria discreta que toma
valores no conjunto {1,2,...,K}, sendo que cada elemento deste conjunto representa um dos
componentes da mistura, ou seja, S é uma varidvel categérica. E o evento {S = k} indica a

sele¢do do componente k, e portanto da distribui¢do da varidvel aleatéria X|S = k.

E importante notar que uma mistura de distribui¢des € também uma distribui¢ao e que
dentro de um modelo especificado para esta mistura € possivel fazer inferéncia a partir de uma

amostra para a mistura como um todo.

2.1 Formalizacao

Considere K fungdes de distribuicdo Fi(-),...,Fk(-) e S uma varidvel aleatdria com
distribui¢ao Multinomial(1; py, p2,. .., px) para algum K inteiro positivo. Deste modo, P(S =
k)=piparal <k<KeYK  pi=1
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Ao definirmos uma nova fungéo F(x) como uma média ponderada das distribui¢cdes
Fl(-), R ,FK(~), isto é,

K K
=Y pFi(x), onde py >0Vk e Y pe=1, 2.1
—1 -

¢ facil ver que F também satisfaz as propriedades que caracterizam uma funcao de distribuicao,
ja que

1. lim F(x) = )}g{}OZszl prFi(x) = XK, Pk)}i_g}oFk(x) =YK =1

X—>o0
K
2. lim F(x)= xgmm Z pieFi(x Z pi lim Fi(x kzl P 0=0;

3. F é uma funcdo ndo-decrescente. Se x <y entdo piFi(x) < piFr(y) para todo k. Entio,
F(x) = Yoy peFi(x) < Ty piFic(v) = F(9);

4. F é continua a direita, ja que é combinacdo linear de funcdes continuas a direita. Seja

(xn)n>1 uma sequéncia de pontos tal que x, | x € R, entdo

limF (xn) = )lcninxl;l PiFi (%) Z pelim Fi(xy) Z prFi(x) = F(x).

Usando este fato, a equacdo (2.1) nos diz que uma média ponderada de fun¢des distribui-

¢coes também € uma funcao distribuicao.

Temos também que (2.1) representa a func¢ao distribuicao da varidvel aleatéria X em que

i) Consideramos a varidvel aleatdria S, cuja realizagdo é um indice k em {1,2,...,K},

segundo a distribui¢ao definida por P(S = k) = py;

i1) Obtemos um valor proveniente da distribui¢do de indice S = k selecionada em (i);

Considerando (X;) = (X|S = k), temos que para um boreliano B qualquer

Il
M=

K
P(X €B) P(X € B|S=k)P(S = k:Z (Xx € B)P(S =k)

~
I
—

[l
M=

piP(Xi € B),

T
[N

impondo B = (—oo,x] entdo Fyx(x) = YX_| piFy, (x).

O pardmetro p = (py,..., px) da distribui¢do multinomial define uma distribui¢ao sobre
os indices {1,...,K}, em que cada um pode ser associado a uma das K distribui¢des determinadas

por Fi,F,,. .., Fx, que chamamos de distribui¢des componentes da mistura.
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Deste modo, uma interpretacao natural de um modelo de mistura com K componentes
€ como um processo de duas etapas, em que selecionamos uma distribui¢io componente a
partir de uma distribui¢do multinomial p, e em seguida obtemos uma realiza¢do da distribui¢dao

selecionada.

Impondo py > 0 para todo &, todas as fun¢des de distribuicdo Fi(-) em (2.1) contribuem
para a forma de F(-). Quanto maior o valor de py, mais a func¢éo de distribui¢do F; contribui para
a formacdo de F', o parametro p; € chamado de “probabilidade da componente k", “proporcao na

mistura do componente k"ou “peso do componente k".

Se cada X; € uma varidvel aleatéria absolutamente continua, cuja distribui¢ao é parame-
trizada por 6, derivando (2.1) em relagdo a x obtemos a densidade da mistura em fung¢do das

densidades e pesos dos componentes

f(x[6,p) Z Pific(x]6k), 2.2)

em que consideramos @ = (61, 6,,...,0k) o vetor que contém todos os pardmetros das distribui-

¢des componente da mistura.

Se as densidades fi(-) pertencem a mesma classe de familias paramétricas, cada f (x|6y)

se define pelo seu parametro 6y, entdo podemos escrever mais sucintamente
f(x]6,p) Zpkf x[6k). (2.3)

Como exemplo mostramos nos graficos da Figura 1 a densidade de uma normal padrdo e

a densidade de uma mistura de uma Normal(0, 1) com uma Normal(5, 1), com p; = p» = 1/2.

Figura 1 — Funcédo densidade de uma Normal(0,1) e fungéo da densidade da mistura com X; ~ N(0, 1),
Xo~N(S, 1) pr=1/2e pr=1/2

A densidade da mistura no segundo grafico da Figura 1 é

1 1
f(xlu,0%, p) = S f (x| = 0,07 = 1)+ - f(x|u =5,0f = 1), (2.4)



2.1. Formalizacdo 25

para todo x € R, em que f(x|u,0?) = ex p< (x—u)2>,com,u €Reoc >0

27r6 202

Podemos dizer que a fun¢do de distribuicdo da mistura € uma média ponderada das
func¢des de distribuicdo das K distribui¢des componentes, e, portanto, sempre se situa entre os

extremos dos componentes. Note que

K K %

1SSk i(x) L1k I(X)k;lp k; 11<1)<(1< ;Pk L) = F(x)
K

- in Filx) = min Fi(x —minFi(x) VxeR

> ¥ i, uin Bl = min B0 Y = min) <R

e se fr(x) sdo as fungdes densidade de probabilidade ou massa de probabilidade da mistura,

trocando Fj por f; e F por f, se obtém o resultado andlogo,
max; <<k fi(x) = f(x) = ming;1 <<k fi(x) VxeR.

Usando a mistura definida em (2.4) a funcao de distribui¢ao da mistura se encontra no

ponto médio entre as fungdes distribui¢cdes dos 2 componentes para todo x € R.

A bimodalidade da densidade da mistura pode ser notada facilmente pelo gréafico da
densidade, na Figura 1, mas também pode ser notada pelo gréfico da distribui¢do acumulada,
na Figura 2. As retas que tangenciam o grafico da distribui¢do acumulada da mistura possuem

inclinacao maior (contando em sentido anti-horério a partir do eixo x) por voltade x =0 e x = 5.

Para que a distribuicdo da mistura esteja bem definida € necessdrio definir quais sdo as
distribuicdes componentes € quais sao as propor¢des da mistura de cada componente. Assim,
no caso de uma mistura de distribuicdes da mesma familia paramétrica, se hd K componentes
devemos conhecer 8 = (0y,...,0k), em que 6; é o parimetro do componente k e também
p=(pi,...,pk) emque py indica a propor¢éo da mistura do componente k. Doravante, definimos

¥ = (0,p) o vetor de parAmetros da mistura.

O espago paramétrico de p = (py, ..., px) é o subconjunto de RX definido pelas restri¢des

Pk >0 VI1<k<K

K

Y pi =1
iz
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1.0

fungao distribuigao
06
]

04

0.2

Figura 2 — Funcgdes de distribuicao dos componentes e da mistura.

Considerando e; = (e;1,...,eix), com ey, = 1 se i =k e ej = 0 se i # k, este espago para-
métrico € o subconjunto de RX, dos elementos aje; +arer + ...+ axex tais que ay,...,ag >0
e ay+...+a =1, também chamado de (K — 1)-simplex. Uma vez que, apesar de ser ex-
pressado como uma combinagdo linear dos K vetores e; que formam uma base candnica para
R¥, se fixarmos quaisquer K — 1 valores Anyy- - Any (» ©NLAO ap = 1 — (an, +...+ap, ) €

determinado.

2.1.1 Sobre a Identificabilidade de uma Mistura

Uma mistura com K > 1 componentes, de maneira geral ndo € identificavel. Para uma
permutagdo 1 = (11,12, ..., Mk) qualquer de (1,2,...,K), seja Oy = (6p,,0,,...,0n,) e ppy =
(PnysPnys- -+ Png)- Entéo F(0,p) = F(0y,p,) uma vez que a permutagio 7 implica somente

numa mudanc¢a da ordem da soma de

K
F(x|0,p) = ) peF(6k).
=1

Assim, qualquer uma das K! permutagdes dos indices de 1 a K deixa inalterado a

distribui¢do da mistura.

No entanto se definirmos que deve haver uma ordenacao qualquer sobre as estimativas do

parametros, por exemplo de modo a satisfazer él < éz <...< éK, o modelo de mistura ajustado
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se torna identificavel, no caso de uma mistura de distribuicdes uniparamétricas e univaridveis da
mesma familia paramétrica, como uma mistura de Poissons ou de normais univariadas, pode-
se rotular os componentes de acordo com as estimativas de seus parametros de modo que o
componente 1 tenha a menor média estimada, o componente 2 a segunda menor média estimada

e assim por diante.

Apesar disto, € conveniente que durante as iteragdes dos algoritmos nao se imponham
restricdes as estimativas, e somente depois se necessdrio ordend-las segundo algum critério. Por
exemplo, se tivermos estimativas, 0, e 6,, dos parametros das distribuigdes componentes, 0;
e 6>, e impormos 6, < 6,6 possivel que as primeiras estimativas de 6 sejam maiores que as
de 6, mas conforme as estimativas se aprimorem obtemos estimativas de 8; menores que as de
6,. Se nos preocuparmos somente com o indice dos grupos apoés a finalizacdo do processo de
estimagdo ndo serd necessdrio renomear os grupos durante o processo, mas apenas no fim como

uma questdo de encaixar as estimativas obtidas em um modelo tedrico.

2.2 Abordagem Bayesiana

Em um contexto bayesiano é necessario definir uma distribuicao a priori sobre o parame-

tro p, para isto € possivel usar a distribuicdo de Dirichlet de ordem K, que tem densidade

1 K oy —1
. k
f(pla"*apK|a17“'7aK)_B(a>k|:|1pj ) (25)
em que o, ..., > 0 e a constante normalizadora € o inverso da func¢do beta aplicada ao vetor

o= (ay,...,0x), definida por

_ Hllc(:l I(oy)

Ble)= Yo T(ow)

(2.6)

Tal distribui¢do tem como suporte o (K — 1)-simplex. Para definir uma distribui¢do
uniforme no suporte da Dirichlet € necessario usar o caso particular da distribui¢cao Dirichlet

simétrica com Q] = ... = Ok =1.

Note que se p = (p1, ..., pk) é arealizacdo de uma varidvel aleatéria com distribuigéo de
Dirichlet, entdo py > 0 paratodo ke p; + p2 + ...+ px = 1. Assim interpretamos as realizacdes
de uma distribui¢cao de Dirichlet como um vetor de probabilidades.
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Se as densidades fi(-|6;) sdo da mesma classe paramétrica (por exemplo, todas fdp’s de
varidveis com distribuicdo normal ou de Poisson), entdo toda a diferenca entre as distribui¢des

dos componentes reside na diferenca entre seus parametros.

Neste caso, os pardmetros p = (py,..., px) induzem uma distribui¢ao discreta sobre
0 = (0y,...,0k), uma vez que uma distribuicdo sobre a escolha dos componentes
P(Si =k) = pk

€ equivalente neste caso a uma distribuicdo sobre a escolha dos parametros, pois escolher
o componente k através de uma variavel categérica equivale a escolher o parametro 6; do
componente k entre os possiveis valores de 0. Definimos assim, uma distribui¢do discreta G,

sobre o espaco paramétrico ® de 0, tal que

G(6y) =P(0 =6;) = pr paratodo k.

Deste modo, a distribui¢do da mistura com K componentes que é dada por

K
FCI¥) =Y pef(160)
k=1

pode ser escrita de modo equivalente levando em conta a distribui¢do do parametro 6 no lugar

da distribuicdo de uma variavel categorica S, da seguinte forma,

K
QLY =k;f('|9k)G(9k),

ou ainda,

101%) = [ 1(10)dG(6) X
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CAPITULO

INFERENCIA EM MODELOS DE MISTURA

Até o capitulo anterior definimos o que ¢ um modelo de mistura de distribui¢des, demos
uma interpretacdo do modelo de mistura como um processo em que existem K distribui¢des e
uma varidvel categorica sobre tais distribui¢des € uma segunda interpretacdo algébrica em que
0 modelo de mistura tem como fung¢do de distribui¢io uma média ponderada das funcdes de
distribuicao dos K componentes. Mostramos alguns exemplos de tais misturas de distribuicdes e
que, quando temos uma mistura com distribui¢des da mesma familia paramétrica, a distribuicdo
da varidvel categorica S sobre os componentes induz uma distribui¢do no espaco paramétrico ®

do parametro 6 de cada componente.

A partir de uma amostra X = (x1,...,x,) € sob a premissa de que tal amostra é proveniente
de uma familia de distribui¢cdes de probabilidade &7 = {Py|y € ¥}, em que cada Py é uma
distribui¢do de um modelo de mistura com K componentes como funcao do parametro y, o
proximo passo € procurar a distribui¢do Py que melhor se ajusta aos dados segundo algum

critério, uma vez que o modelo estatistico para mistura de distribui¢des estd bem definido.

Por vezes, abordaremos o problema por outro dngulo. Se considerarmos S = (Sy,...,S,)
como as varidveis ndo-observaveis, em que S; indica a proveniéncia de x; a um dos K compo-
nentes, podemos trabalhar com uma distribuicdo de probabilidade sobre o conjunto ., que
definimos como o espago de todos os possiveis valores de S, buscando o S que melhor se ajusta

as observacdes x segundo algum critério.

3.1 Algoritmo EM

O algoritmo EM foi proposto em Dempster, Laird e Rubin (1977) como um método
iterativo para obter o maximo de uma fun¢do de verossimilhanca. Muito do que tratamos aqui

sobre o0 algoritmo EM € baseado no livro McLachlan e Peel (2000).
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3.1.1 Introducao ao Algoritmo EM

Seja X = (Xi,...,X,) o vetor aleatério que corresponde as observacdes x com fungio

de densidade f(x;¥), e ¥ = (¥,...,¥k) é vetor com os pardmetros ¥ de cada componente.
~ . . . - o 2 L

Por exemplo, se 0s componentes sdo normais univariadas entdo Wy = (px, U, o) contém a

proporcdo da mistura, a média e variancia do componente k respectivamente.

Além de X existe um vetor de varidveis aleatérias nio observaveis S = (S,...,S,) em
que a varidvel S; assume um entre K valores, que indica a proveni€ncia da observacao x; a um

dos componentes.

Fazendo uso deste contexto, definimos C = (X, S) o vetor aleatério de dados completos,
que contém tanto as varidveis observaveis quanto as nao-observaveis, e ¢ a sua realizacdo e

também fc(c;¥) como a densidade de C no ponto c.

Definimos 2" e .’ como o espago amostral das varidveis X e S respectivamente, portanto
€ =2 x . éo espago amostral de C. Considerando a proje¢ao dos dados completos sobre 0s
dados observaveis, I1(x,s) = x para todo (x,s) € €, como fc(C;%¥) é a densidade conjunta de

X e S, temos

f(xW) = / fe(e; W) de

-1 (x)
como uma férmula para expressar f(x|¥) em fun¢do de fc(c|¥), em que estamos integrando
sobre o conjunto {(x,s);s € .’} (x estd fixo). Como em nosso caso S é uma variavel discreta a

integral acima pode ser escrita como uma soma

f¥) =Y fe(e¥) =) fc(xs, ¥)PS=s;'¥).

se.s se.s

Como os dados completos dependem de varidveis ndo-observdveis s o valor de ¢ é
desconhecido, e portanto ndo podemos maximizar a funcéo log fc(c; ¥) diretamente e obter a

estimativa ¥ = argmax fc(c;¥).

A abordagem do EM ¢ trabalhar com o valor esperado de log f¢(C; W) considerando o
conhecimento dos valores observaveis x em relagio a varidvel C|x, ¥, onde W' € a estimativa

de W na iteracdo 7, e iterativamente aprimorar as estimativas dos parametros.

1. Defina t = 0 e escolha uma estimativa inicial ¥° de ¥,
2. (Passo E) Encontre Q(¥;¥') = Ey[log fc(c; ¥)|x];
3. (Passo M) Escolha W' = argmax Q(¥; ¥');

4. Incremente em uma unidade o valor de ¢ e retorne ao passo 2.
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A esperanga no passo E pode ser escrita como

Eg[log fo(e;W)[x] = ) (log fc(e; W) [x) fe(cfx, ).

N

im, fix ,0¢éu unca u Ximiz . i i
Assim, fixado ¥, Q é uma fungio de ¥ que maximizamos no passo M. O procedimento descrito
produz uma sequéncia de estimativas PO w!l W2 esta por sua vez induz outra sequéncia, a

das log-verossimilhangas segundo cada estimativa,
log L(¥°|x),log L(¥!|x), L(¥?|x), ...

que € de interesse para a proxima se¢ao.

3.1.2 Monotonicidade do Algoritmo EM

Para estabelecer a convergéncia da sequéncia de estimativas geradas pelo EM vamos
fazer uso de um resultado bésico, retirado de Lima (2011), sobre convergéncia de sequéncias

monotonas e limitadas.

Teorema 1. (LIMA, 2011, p. 121) Se uma sequéncia de valores reais aj,ay,... é tal que

an+1 > ay para todo n e a = supa, < oo entdo a sequéncia (a,),>; converge para a.

Demonstragdo. Seja € > 0 qualquer, entdo a — € < a ndo é limitante superior da sequéncia a,.
Logo dng natural tal que a — € < a,, < a = a— € < a,, < a+ €. Como a sequéncia a, € nio-

decrescente e a € supremo desta sequéncia, entao para todo n > ng temosa— € < a, <a+¢€. L[]

Com o propdsito de aplicar este resultado no contexto do algoritmo EM, enunciamos o

seguinte

Teorema 2. (MCLACHLAN; PEEL, 2000, p. 78-79) A sequéncia de estimativas L(¥'|x) =
f(x;'¥") € uma fungdo ndo-decrescente de ¢, isto é

L(¥ T |x) > L(PI|x) Vr>0

Demonstragdo. Considere, usando a regra de Bayes, que

k(elxw) = L€ F)

f(x;¥)

¢ a densidade condicional de C dado que X assume o valor x.
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Definindo log Lc(¥|c) = log fc(ce; W) e aplicando a fungio log nos dois lados da equagdo
obtemos

logk(c|x; ¥) =logLc(W|e) —log L(W|x).

Rearranjando os termos acima obtemos

logL(¥|x) = logLc(¥|c) — logk(c|x, F).

Tomando a esperanca com relagdo a varidvel C|x = (x,S) nos dois lados da equag@o (o
termo no lado esquerdo é constante em fungdo de C|x) e usando ¥ como estimativa para ¥,

temos que

log L(¥|x) = Egys[logLc(¥|c) | X] — Ege[logk(C|x,¥) | X] 3.1
=Q0(¥;¥) - H(¥;¥),

em que H(¥;¥') = Ey[logk(C|x,¥) | x]. Usando (3.1) obtemos uma férmula para a diferenga

de verossimilhanca entre as iteracoes,

log L(¥"*|x) — log L(¥'|x) =[Q(¥'*"; ¥') — (¥ ¥)]
—[HP W) —H(P:9)). (3.2)

Queremos demonstrar que log L(¥' ™! |x) —log L(¥'|x) > 0. Por definicio ¥' ! = argmax Q(¥; ¥'),
logo Q(W' 1 W) > O(W; W) para todo ¥, em particular Q(W' ™1, W) > O(W'; ¥'), logo a pri-
meira diferenca em (3.2) € maior ou igual a zero.

Agora, € suficiente mostrar que a segunda diferenca, que € subtraida, ¢ menor ou igual a

zero. Usando a defini¢do de H(W;¥'), as propriedades da fungdo log e a desigualdade de Jensen,

temos
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HMW W) — HW, W) = Eg[log(k(Clo; ¥ 1) /k(Clx; ¥)) | X]
< log(Eu [(K(e[x;¥'™") /k(c[x;¥')] | x)

k(c|x, ¥ dx
=log ’ k(e|x;¥")
SEZ; k(c|x;‘l—‘t)
= log Z k(e|x, ¥t
se.
=logl (3.3)
—0. (3.4)
Demonstrado isto, temos por efeito a partir de (3.2) que
log L(¥'!|x) > log L(¥'|x) para todo > 0.
O

Assim, estd provado que o algoritmo EM produz uma sequéncia de estimativas (¥'),> 1,
de modo que a sequéncias das log-verossimilhangas (log(L|¥')),>1 € ndo-decrescente, e portanto

para qualquer problema com verossimilhanca limitada esta tltima sequéncia converge.

Esta propriedade do algoritmo EM por si ndo significa que o algoritmo sempre convirja
para um maximo global da fun¢do de verossimilhanga, de fato, Wu (1983) demonstra que o
algoritmo pode convergir para pontos estaciondrios, como méaximos locais e pontos de sela

dependendo da forma da fun¢@o de verossimilhanca e da estimativa inicial dos parametros.

3.1.3 Estimando o Maximo a posteriori com o Algoritmo EM

Uma das maneiras de se obter uma estimativa pontual do parametro ¥ ¢é através do
maximo a posteriori; definimos Wyap = argmax log p(¥|x) que é um valor do parimetro que

maximiza a densidade a posteriori.

Seja p(¥) a densidade a priori do pardmetro ¥, e p(¥|x) e p(¥|c) as densidades a
posteriori de ¥ dados somente os valores das varidveis observaveis e os valores das variaveis

observaveis e ndo-observaveis respectivamente.

Pelo teorema de Bayes, sabemos que

p(¥[x) o« L(¥:x) p(¥).
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Deste modo, aplicando a logaritmo dos dois lados e ignorando um termo que nio depende de ¥,
temos
log p(¥|x) = log L(¥;x) + log p(¥). (3.5)

Podemos fazer uso do EM para estimar ¥yap com pequenas modificagcdes no algoritmo

EM descrito na secdo 3.1.1,

1. Defina ¢ = 0 e escolha uma estimativa inicial ¥° de .
2. Encontre Ey[log p(¥|e)|x] = Q(¥; W) +log p(P);
3. Escolha W' = argmax Eg[log p(¥|c)|x];

4. Incremente em uma unidade o valor de 7 e retorne ao passo 2.

3.1.4 Algoritmo EM Aplicado aos Modelos de Mistura

Se a densidade da mistura é

f(x|¥) = Zpkf x|6k),
k=

entdo, para uma amostra independente x a log-verossimilhanca pode ser escrita como

n K
log L(¥|x) = Zlogf (xi|¥) = Zlog Z prf (xi|6).
= k=1

que normalmente ndo tem solucdo analitica para encontrar o seu maximo. Quando consideramos

0,ses; #k
a verossimilhanca condicionada aos dados completos, uma vez que I(s; = k) = l
l,ses; =k

e que s5; = k para um tnico k, podemos expressar a verossimilhanca de (x;,s;) como

f(xi,si|¥) = f(xilsi, ¥)P(S = si) = f(xi]65;) ps; = Z I(s; = k) f(xi|6k) pr,
e de ¢ = (x,s) como

n

Lc(Ple) =

I(s; = k) f(xi|6k) px

||M>v

Como log (Y I(si = k) f(xi|6k) pk) =yK, H(sl- = k)log (f(x;|6) px) podemos escrever
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n

logLc(¥|e) = Zlo
1 k=1

Y I(si = k) [log(px) +log(f (xi|64))]- (3.6)
=1 k=1

Mw

n K
I(s; = k) f(xi|6) p ZZ k)log(f(xi|6k) k)

~.

agE

~

Assim pela defini¢do no passo E, usando ¥' = (p’,0") como a estimativa de ¥ na iteragdo ¢,

temos
n K
O(F:¥') =) ) Egl[l(s; = k)|x][log(px) +log(f (xi|64))]
i=lk=1
n K
=Y Y T llog(pe) +log(f (xil6k))]
i=lk=1
n K n K
=Y ) i log(pe) Z Z Thlog(f (xil6k)), 3.7)
i=1k=1 i=1k=1
em que

Pif (xil6;)
11 P f (xi]6])

¢ a estimativa, calculada na iteragdo ¢, da probabilidade de x; ser proveniente do componente de

T-tk = P(Sl' = k|x,-,‘Pt) =

1

(3.8)

indice k dado o seu valor e ¥, sendo que o sobrescrito ¢ indica a estimativa do pardimetro na

iteracdo ¢t também para as estimativas das propor¢des dos componentes da mistura.

No passo M queremos maximizar Q(¥; ¥') com respeito a ¥ = (p, 0). Como as va-
ridveis py e 6 aparecem em termos separados em (3.7), podemos calcular as estimativas de

maxima verossimilhanga separadamente,

n K
pl= = argmax Z Y ilog(p),
k=1

como Y7 | Y& | i = n o termo a ser maximizado tem a forma da log-verossimilhanca de uma

distribui¢do multinomial, a menos de uma constante que podemos ignorar. Logo

n !
T 1!
pitt= ==Lk bara todo k. (3.9)
n
Como os parametros 6;’s ndo se restringem, como no caso dos pesos py’s que devem
somar 1, a atualizacdo de @ pode ser feita para cada 6 individualmente, tomando-se k €

{1,...,K} qualquer, temos

9,£+1—argmax2 i log(f(xi|6k)). (3.10)
9k€® i=1
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A férmula acima € similar a do EMV para uma amostra aleatéria simples de tamanho n

proveniente de uma distribui¢do f(x|6), mas cada ponto amostral x; contribui com um peso Tj.

Por exemplo, se aplicarmos o algoritmo EM a uma mistura de normais e 6, = (L, G]g),

com L sendo a média da distribui¢do componente k e sz sua variancia, entao

n
1 i TikXi

u
g i1 Tik
1
[Gz];+1 o Y T (xi —HI?L )2
k - n
i—1 Tik

Portanto, quando o algoritmo EM ¢ aplicado a um modelo de mistura, as estimativas

podem ser atualizadas, segundo os passos:

1. Facat < 0 e escolha W uma estimativa inicial dos parimetros da mistura;

2. Usando a estimativa atual ¥ = (p',0") calcule 7% = (},...,7}) para 1 <i < n, como

descrito em (3.8);

3. Calcule p'*! e 8"! usando (7%)1<i<n como em (3.9) e em (3.10);

4. Facat <—t+1 e retorne ao passo 2.

Deste modo, o algoritmo EM aplicado a modelos de mistura consiste numa alternancia
entre utilizar as estimativas do parametro ¥ para atualizar as estimativas de probabilidade 7, e

usar estas para atualizar as estimativas dos parametros.

3.1.5 Aplicacao numa Mistura de duas Poissons

Simulamos uma amostra de tamanho n = 50 de duas Poissons com médias A; = 5,
Ay = 15 e pesos p; = pr = 0,5, e através do algoritmo EM obtivemos estimativas destes

parametros, rodando 299 iteragcdes a partir de estimativas iniciais dos parametros.
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Histograma da mistura

frequéncia
a

i 2‘0 2‘5
Figura 3 — Frequéncia dos dados

Comecando com as estimativas QLII =11, llz = 20, p{ =03e¢ pé = 0,7, iteramos

: 5 ; : A : At ot ot
alternativamente, através das estimativas dos pardmetros da mistura, ( 1,/12, P pz), calcula-
mos as estimativas das probabilidades Tfk, e com estas ultimas calculamos novas estimativas

t+1 qt+1 _t+1 _t+1
()’1 712 apl 7p2 )

O tamanho da subamostra que contém os pontos provenientes do componente 1, com
p1 = 0,5 é uma varidvel aleatéria com distribuicdo Binomial(50;0,5), que tem média 25, nesta

simulacdo 23 pontos amostrais foram gerados do primeiro componente e 27 do segundo.

15

ambdas

Figura 4 — Sequéncias de médias estimadas
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A média dos pontos gerados pelo primeiro componente € 5, 14, a linha pontilhada que
representa as estimativas de A, se fixou em 5,07, ja a média dos pontos gerados pelo segundo

componente € 15,04, que € representado pela linha continua, que se estabeleceu em 15, 19.

1.0

05

pesos

04

D2
L

00

Figura 5 — Sequéncias de pesos estimados

Como o primeiro componente gerou menos pontos amostrais que o segundo, por uma
questdo da natureza aleatdria da selecdo de componentes dentro de uma mistura de distribui¢cdes,
a estimativa de p, ficou um pouco acima da estimativa de p;. O valor real de p; € 0,5, mas de
fato na amostra 23/50 = 46% dos pontos sdo provenientes do componente 1, a estimativa de p

ficou em 0,46, ja a estimativa de p,, que complementa a de p1, ficou em 0, 54.

Para cada estimativa W' = (p’, 8") calculamos log L(W!|x), como as estimativas dos
parametros se estabilizaram rapidamente e a estimativa da log-verossimilhanga € funcao continua

das estimativas esta também se estabilizou rapidamente.
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Figura 6 — Sequéncias de log-verossimilhangas obtidas

Note que, em consonancia com o Teorema 2 da secdo 3.1.2 que garante a convergéncia

do EM, verifica-se pela Figura 6 que a sequéncia log L(x|¥") gerada é mon6tona crescente.

3.1.6 Algoritmo GEM

O algoritmo EM generalizado, também chamado de algoritmo GEM € uma variagdo do
algoritmo EM que exige uma condi¢io mais fraca quando se define a préxima estimativa ¥’ 1

no passo 3 do algoritmo.

Nio exigimos uma escolha de W' que satisfaca Q(¥' ™, ¥') > Q(¥; W) para todo P,
mas apenas que satisfaca Q(W' "1, W) > Q(¥'; ¥').

Usando as férmulas (3.2) e (3.3), e notando que a condi¢do exigida pelo GEM ¢€ equiva-
lente 2 (W' W) — (¥, W) > 0 concluimos que 0 GEM também produz uma sequéncia de
estimativas (¥'),>( de modo que se tenha log L(¥' ! |y) > log L(¥'|y) para todo ¢ > 0. Portanto,
sob a mesma condi¢ao de que a fun¢do de verossimilhanca seja limitada superiormente, existe

um valor L* tal que lim; o, log L(¥") = log L*, para qualquer escolha incial de wo.

3.1.7 EM Estocastico

O algoritmo EM estocéstico, criado por Celeux e Diebolt (1985) € uma versao modificada
do algoritmo EM em que se gera uma cadeia de Markov no espaco de estados .7, das varidveis
ndo-observaveis S que indicam a proveniéncia de cada ponto amostral a um dos componentes da

mistura, com um nimero de grupos fixado K.
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Iniciamos com uma escolha arbitraria de valores para as varidveis ndo-observaveis, a
qual chamamos de s” = (s(l), ...,89), coms; € {1,2,...,K} para todo i e de modo que para todo
1 < k < K exista algum x; tal que s; = k. Esta configuragio s” define uma particio dos dados x

em K grupos. Seja A} = {x;;x; € x e st =k}, assim A},... A% é a parti¢do de x induzida por s’.

Se 0 nosso modelo de mistura tem como vetor de probabilidades (pesos) dos componentes
p=(pi1,...,pk) ¢ a amostra x é aleatdria simples de tamanho n, entdo o vetor dos nimeros de

elementos provenientes de cada componente k € o vetor aleatdrio

(n1,...,ng) ~ Multinomial(n; py, ..., pk),
e a estimativa de maxima verossimilhanga para p; € *%, k=1,... K.

Além disso, os elementos x; em X tais que s; = kK formam uma subamostra, que contém
todas e somente as observacdes que provém do componente k. Usando cada subamostra que
contém as observacdes que se originaram em cada componente, podemos estimar 0s parametros
Oy paracada 1 <k <K.

A cada iteracio substituimos s’ por um novo vetor s'*!. Ao par (x,s') chamamos de amos-
tra pseudo-completa ou dados ampliados na iteragcdo . Mantendo sempre x fixado selecionamos

novos vetores s’ de acordo com as estimativas atuais.

O algoritmo consiste na alternancia entre um passo M deterministico € um passo S

estocastico.

1. Definaz = 0 e escolha s° arbitrario com K elementos dnicos;

2. (Passo M) Usando a parti¢do A},A%,... A} induzida por §', calcule as estimativas de

maxima verossimilhanca de p’ e @' por

DLl =k #4

- )
k n n

6; = argmaxlog f(A}|6;) = argmax ) log f(x;|6),
9k€®k 9k€®k X,'EA;C

em que Oy é o espagco paramétrico de 6;

3. Calcule as probabilidades de cada x; pertencer a cada componente segundo as estimativas

calculadas no passo anterior,

Pif (xil6;)
1 P f(xi]6f)

T-tk = P(S,' = k|x,~,‘l’t) =

1

para todo k;
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4. (Passo S) Gere um novo vetor s’ ™! segundo a distribuido estimada ' = (/) ((R)Ef T} {1, K}

t+1

i.e.,cadas;" é gerado segundo a distribuicdo Multinomial(1;7} ) = Multinomial(1; 7/, ..., Tk );

5. Facat <—t+1 e retorne ao passo 2.

Note que na primeira iteragdo uma alternativa é, em vez de partimos de uma configuracio
s” poderfamos comegar diretamente com uma estimativa inicial po — (60, p?) sem atribuir ainda

valores as varidveis ndo-observaveis, e prosseguir dai para o passo 3 e em diante.

Para um K fixado, representando o nimero de grupos, através da sequéncia de atualizacio

das estimativas

s W (Th) = s

t+1

como somente o passo S € estocdstico, conhecendo X, a distribui¢do sobre 8" dado s’ independe

do conjunto dos s'’s com [ < 7. Entdo geramos uma cadeia de Markov S° = %, S! =s! §? =

2

s-,..., no espago de estados .Yk = {s;s € . e s tem K elementos dnicos} se ndo permitirmos

que um elemento da particdo se esvazie.

Esta cadeia possui um nimero finito de estados possiveis, admitindo que o tamanho
da amostra € finito, assim pela teoria de cadeias de Markov quando a cadeia € irredutivel
e aperiddica ela possui uma distribuic@o estaciondria & para o qual a distribuicdo da cadeia

converge, independentemente do estado s” inicial.

A cadeia ser irredutivel significa que dados quaisquer dois estados sy, sy € .7k, existe
probabilidade positiva de transi¢do de s; para s; em algum nimero ng > 0 de passos. Um estado
da cadeia s| € .k € aperiddico se ndo existe nenhum nimero maior que 1 que divida todos os

elementos do conjunto R,

R = {r; hd probabilidade positiva de que partindo de s; se retorne para s;

em r passos},

e dizemos que a cadeia € aperiddica se todos os seus estados o forem.

Mostraremos que no caso de uma mistura de distribui¢des de uma mesma familia
paramétrica que se situa dentro da familia exponencial (ex.: mistura de normais, Poissons,

gamas), ocorre a convergéncia para uma distribui¢io estaciondria 7.

Considere um conjunto de dados x proveniente de uma mistura com fun¢ao de densidade

de probabilidade, ou fun¢do massa de probabilidade,

K
f=Y pif(x|6k)
k=1

em que o conjunto suporte, supp(60) = {x; f(x|0) > 0}, é constante em relacdo a 6.
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Para cada ponto x;,

f(si = k|x;,'¥) o< f(xi|S; = k, ¥)P(S; = k|'P)
o< f(xi|6k) P,

como x; provém de uma distribuicdo f(-|6,), para algum ¢, e supp(6) ndo depende de 6, entdo
VO f(x:|8) > 0.

Logo, se substituirmos 6y e py por estimativas 6] e p} > 0, temos f(s; = k|x;, 0, p}) >0
para cada k.

r+1

Quando sorteamos um novo valor s;" ", temos pelo passo (3) que

P(si! = k|x;, ') o< f(x:|6}) P} > 0, para todo k.

Logo, dadas duas configuragdes s',u € .k, temos que P(STL] = u;|x;,'¥") > 0 para todo
up€{1,....K} e ¥, assim

n
P(ST =ux, W) = HP(S§+1 = u;|x;,' ¥') >0,
i=1

o que implica que a probabilidade de transi¢@o entre dois estados quaisquer, mesmo em um tnico

passo, € positiva.

Como consequéncia a cadeia € irredutivel e aperiddica, o caso de uma mistura de

distribui¢des da familia exponencial segue como um caso particular.

Para um ponto x € R", uma distribui¢do da familia exponencial tém densidade ou funcio

massa de probabilidade da forma
£(x16) = alx)exp(< (8), B (x) > — b(6)), G.11)

com a(0),B(x) € R" e <,> sendo o produto escalar usual. Como exp(y) > 0 para todo y € R,
¢ o termo a(x) que define se f(x|0) € positivo ou zero, assim se f(x|0) > 0 entdo para qualquer
0%, f(x|6%) > 0.

Logo, para qualquer mistura em que as distribui¢des componentes se expressam como

em (3.11), supp(6) é fungdo constante de 6 e o resultado se aplica.

3.1.8 EM Estocastico Aplicado a Mistura de Poissons

Como um exemplo, geramos uma amostra de tamanho n = 50 de uma mistura de duas

Poisson’scom A} =5e A, =15, p; = pp =0.5.
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Figura 7 — Frequéncia dos dados da mistura de Poisson

0 com cada s? tomando

Sorteamos entdo aleatoriamente as varidveis ndo-observaveis s
valores em {1,2}, e a partir das estimativas dos pardmetros induzidas por cada configuragio s',
re-sorteamos novas varidveis s't! e assim alternadamente. Gerando uma sequéncia de estimativas

para A;, A, pi € ps.

bt VAo N, e o i Vi

lambdas

eshmativas

Figura 8 — Sequéncia de estimativas dos pardmetros A; (linha pontilhada) e A, (linha continua)

Era esperado que nas primeiras iteragdes tivéssemos A{ = A, pois iniciamos o algoritmo

atribuindo a cada ponto x; um rétulo s;, tomando com probabilidades iguais s; =1 e 5; = 2.

Observe, na Figura 8 que a sequéncia de estimativas atingiu uma regido de estabilidade
com poucas iteragdes. A escolha de 500 iteracoes foi feita para que pudéssemos observar o

comportamento da sequéncia nas primeiras iteracdes e ao longo do processo.
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Figura 9 — Sequéncia de estimativas dos pesos p; (linha pontilhada) e p, (linha continua)

As estimativas das probabilidades p; e p; se mantiveram proximas de 0,5 durante todo
o procedimento, note que como as estimativas p! sdo calculadas pela frequéncia relativa de
pontos amostrais que estdo atribuidos ao grupo i na iteragdo r, devemos ter p + p5 = 1 para toda

iteracdo t, o que explica a simetria dos graficos em torno do eixo horizontal y = 0, 5.

Cada configuragdo (x,s) induz uma estimativa ¥ = (A’, p’) que por sua vez define uma
log-verossimilhanca log L(¥'|x) = log f(x|¥").
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-180
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Figura 10 — Sequéncia de log-verossimilhangas obtidas

Como a log-verossimilhanga depende dos parametros, assim que as estimativas destes se

mantém estaveis em uma regido, também se estabiliza a sequéncia de log-verossimilhancas.

Note que as iteracdes atingiram rapidamente uma regido de estabilidade mas o EM
Estocastico, ao contrdrio do EM tradicional, ndo garante a monotonicidade da sequéncia de
log-verossimilhangas, e por vezes log L(¥' ™! |x) < log L(¥'|x).

Podemos também olhar para a quantidade de pontos que foram classificados corretamente
ao longo das iteracdes, com o devido cuidado de considerar somente a parti¢dao induzida por cada

s’ e ndo os rétulos em si. Por exemplo, para uma amostra de 5 dados, a particdo s = (1,1,2,2,2)
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¢ igual ade u=(2,2,1,1,1), entdo devemos contar os acertos um-a-um comparando os dois
vetores diretamente e no caso de permutarmos os rétulos 2 e 1 em u, uma permutacio de 2-1 é
dada pela fung@o f(s) = —s+ 3 para s = 1 ou 2. Assim, sendo s o vetor com o verdadeiro valor

das varidveis ndo-observaveis podemos contar o nimero de acertos em um vetor s’ por

n

m = max ZH<Sl:S€>7ZH(Sl:_Si+3)
i=1 i=1

50

| IR AN b

40

acertos na classificagdo
35

Heragias

Figura 11 — Sequéncia de m acertos obtidas nas classificagdes dos dados

A tendéncia do comportamento do EM estocdstico ao comegar com uma configuragao
arbitrdria é buscar configuragdes que induzam estimativas dos pardmetros ¥ = (P, 0) sob a qual

a funcdo de verossimilhanca dos dados observados € maior.

Esta versdo do EM tem a vantagem sobre o EM tradicional de ser menos sensivel a
estimativa inicial do parametros, oferecendo a possibilidade de se escapar de uma regiao no
espaco paramétrico onde esteja um méaximo local da fun¢@o de log-verossimilhanca. No entanto,
o EM estocdastico ndo possui a qualidade de ser numericamente estavel, de modo que a cada
nova iteracao a estimativa dos parametros seja melhor, ou pelo menos tdo boa quanto, no
sentido de aumentar a log-verossimilhanca da amostra condicionada as estimativas ¥'. Por isso,
ocasionalmente pode ser conveniente comecar o algoritmo com o EM estocéstico até a obtencao
de uma boa estimativa e deste ponto passar a usar o EM tradicional fazendo um algoritmo hibrido
EM - EM Estocéstico.

Os autores Celeux e Diebolt (1985) propuseram um algoritmo, chamado de SAEM, em
que a cada iteracdo, usando a estimativa atual ¥’ dos pardmetros, calculamos tanto a préxima
estimativa segundo o EM, ‘Pg}v}, quanto segundo o EM Estocéstico, ‘P?E}w’ e entdo se define a

préxima estimativa como

W = (1= 5 ) Py + Y1 b
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em que % = 1, e lim;_ % = 0. Deste modo o SAEM comeca com o EM Estocdstico puro, e
aos poucos vai dando mais peso as estimativas do EM, até que o impacto das estimativas do EM

Estocdstico seja negligencidvel.

Sob as condi¢des adicionais de lim; e %41/% = 1 € Y52 % = o, a sequéncia ¥’ con-
verge para um maximo local da funcao de log-verossimilhanga com probabilidade 1, evitando

assim a possibilidade de convergéncia para pontos de sela.

3.1.9 EM Estocastico aplicado a Mistura de Normais

Simulamos uma amostra de uma mistura de duas normais bivariadas com médias | =
. A I o0 1 05 )
(0,0) e up = (5,5) e matrizes de varincia | = 01 eXy= 05 1 respectivamente,

com 100 observacdes provenientes de cada normal, e atribuimos a cada ponto aleatoriamente a

pertinéncia a um de dois grupos.
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Figura 12 — Grafico de dispersao dos pontos simulados. Pontos representados com a mesma figura foram
atribuidos ao mesmo grupo.

A cada passo usando a amostra ampliada (x,s’) da iteragdo atual estimamos o pardmetro

¥ da seguinte maneira.

1. Definimos t = 0 e geramos arbitrariamente um vetor = {1,2,...,K}" com K elementos

anicos;
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2. Calculamos as estimativa p' = (p/,..., p) das propor¢des da mistura de cada grupo, que
sao obtidas utilizando os estimadores de maxima verossimilhanca para as probabilidades
de uma distribuicao multinomial, que correspondem as frequéncias empiricas relativas das
ocorréncias de cada categoria k, que neste contexto se contam por #{s;;s; = k,1 <i<n} .

Isto ¢, para cada grupo k fazemos p, = ny/n = #Aj;

3. Calculamos 0" = (9{ ey 9;(), a estimativa dos parametros dos componentes k, estimando
cada 6, considerando somente os pontos amostrais que foram atribuidos ao grupo k, i.e.

aqueles com s; = k, como uma subamostra de X que representa a amostra do componente
k.

No caso de uma mistura de normais temos,

N VI (RS

M=y Isi=k) ~ #AL
s _ Y (=) (xi = %)L(s; = k) _ Yoiesimk (i — )T (x; — X)
k Z?:1 ]I(Si = k) #A?{

para todo k. Lembrando que como a distribui¢@o € bivariada, cada x; é um vetor (1 x 2);

4. Considerando x; e as estimativas dos parametros obtidas, Pl — (Ot ,D"), a estimativa de
probabilidade de cada s; €

Py S (xi6;)

t ! 1
Tik = T'k(\P 7xi) = ) K
l f{:ll’? f(xi]6))

2

Assim, para um i fixo, 7/, define uma distribuicdo de probabilidade sobre {1,...,K}.
E sorteamos novos valores segundo a distribuigio P(s'™' = k|x;, ¥') = 1 para todo k,

obtendo assim s'*!;

5. Fazemos t <t + 1 e retornamos ao passo 2.

Partindo desta amostra pseudo-completa inicial, as itera¢des se seguiram de tal modo.
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Figura 13 —iteracdo 15

Figura 14 — iteracdo 30

Figura 15 — iteragdo 35

Da teoria de cadeias de Markov, se a cadeia tem um nimero finito de estados, € aperiddica

(tem probabilidade positiva de retornar ao mesmo estado sem que se exija que todos os tempos
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de retorno sejam multiplos de um mesmo nimero) e transitiva (dados quaisquer dois estados
a probabilidade de partindo de um deles chegar-se no outro € positiva), entdo a distribuicao da

cadeia converge para a chamada distribui¢do estaciondria da cadeia.

Nos nossos exemplos, cada ponto tem sempre uma probabilidade positiva de pertencer
N . t . .
a cada um dos componentes, i.e. cada 7; > 0 para qualquer i,k € ¢, assim em qualquer ponto
qualquer mudancga de estados € possivel, segue que a cadeia € transitiva e aperiddica, estdo a

distribui¢do sobre os s’s converge para a distribui¢do estaciondria.

3.2 Processo de Dirichlet

Um processo de Dirichlet (PD) é um processo estocdstico, introduzido por Ferguson
(1973) cuja realizagdo pode ser interpretada como uma distribuicdo discreta com massa de
probabilidade em infinitos pontos. Como vimos, a distribui¢do de Dirichlet pode ser interpretada
como uma distribui¢do sobre distribuicdes Multinomiais, o Processo de Dirichlet é o andlogo

para uma dimensao infinita.

Em um contexto bayesiano nao paramétrico podemos usar o PD como uma ferramenta
para agrupar dados sem assumir um nimero fixo de componentes e permitir que novos grupos

sejam criados ao introduzirmos novas observagoes.

Para desenvolvermos a teoria do Processo de Dirichlet faremos uso de alguns conceitos e

definicdes:

Defini¢do 1. Dado um conjunto ® dizemos que T = {T1,...,T,,} é uma parti¢o finita de ® se

e I'NT; = paratodoie j

Definicao 2. Dizemos que % é uma c-dlgebra sobre © se

e OcH
e se A € A entio A€ € B

e seA|,Ay,...€ Bentdo |JA;, € A
=1

1

Definicdo 3. Dizemos que (0, %) é um espago mensuravel se Z é uma c-dlgebra em ® e os

elementos de A sdo chamados de conjuntos mensuraveis.

Defini¢do 4. Uma fungdo de conjuntos p : % — [0, 0] é uma medida em (®, %) quando

e u(@)=0
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e Para uma sequéncia de conjuntos disjuntos Aj,A3,... € % temos

(U A) =¥ n(A)
i=1 i=1
Se ainda, 1 (®) = 1 entdo u ¢ dita ser uma medida (ou distribui¢ao) de probabilidade.

3.2.1 Medidas de Probabilidade Aleatdrias

Se uma medida de probabilidade G sobre um espaco (®,.%) é escolhida aleatoriamente,

entdo para todo B € % temos que G(B) é uma varidvel aleatdria.

Por exemplo, considere ® = R, 4 como os borelianos em R e uma varidvel aleatéria
aem que P(a=m) = 1/3 param=1,2,3. Se G ~ U(0,a) entdo é um exemplo de medida de

probabilidade aleatéria, para B = (1/2,1) temos que

1/2, com probabilidade 1/3
G(B) = { 1/4, com probabilidade 1/3
1/6, com probabilidade 1/3.

Escolhas diferentes de G determinam probabilidades diferentes sobre 0 mesmo conjunto
mensurdvel B. Neste exemplo, a distribui¢do de G € uniforme sobre {U(0,1),U(0,2),U(0,3)}.

3.2.2 Formalizacao do PD

Dizemos que G estd distribuido segundo um PD com parametro de concentragdo o
e medida base H, i.e. G ~ PD(o,H), se G é uma medida de probabilidade sobre o espaco

mensuravel (0, %) que satisfaz

(G(T}),...,G(T})) ~ Dirichlet(aH(T), ..., aH (T})) (3.12)

para qualquer partigdo finita 7 = {Ty,..., T} de ©.

Note que tomando qualquer parti¢io finita 7 de ®, e qualquer medida de probabilidade

G sobre ©, e uma varidvel aleatéria 6 ~ G, temos que

G(T;) =P(6 € T;) > 0 para todo i
G@)=P(Oc0)= Xk:G(T,-) =1.
i=1

Assim, G induz uma distribui¢io sobre todas tais particoes. Como G € uma medida de probabili-

dade aleatdria (G ¢ a realizagdo de uma varidvel aleatria) as probabilidades G(7;) sdo varidveis
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aleatérias. Em particular se G esté distribuido de modo a satisfazer (3.12) para algum o« >0 e

alguma distribuicao H sobre ® entdo G estd distribuido segundo um PD.

Podemos definir, assim como faz Ferguson (1973), o PD em funcido de um tnico parame-
tro & = ooH que ndo é uma medida de probabilidade exceto quando o = 1. Neste caso podemos
determinar (&, H) pelas formulas oo = &(®) e H = &/ a.

Por um resultado de Ferguson (1973), sabemos que se G ¢ realizacdo de um Processo de
Dirichlet entdo € uma distribui¢io discreta com massa de probabilidade em infinitos pontos com
probabilidade 1. Isso nos diz que para alguma distribuicéo de probabilidade &« = (7}, m,...) e
alguma sequéncia @ = (0;, 6,,...) que contém os pontos de ® nos quais G(6;) = m;, entdo G é
da forma

[

Y 76(6 = 6;), paratodo 6 € ©
i=1

Q

—~
D

~
I

em que 8(60 = 6;) =1(0 = 6;), e para qualquer B € # temos

GB)= ) m.
i=12,...
0;,cB
Aqui usamos a notagdo ‘0|G ~ G’ para significar que dada a realizacdo G do PD, e
portanto os parametros desta distribuicao, a varidvel 0 estd distribuida conforme a distribuicao

G, isto é, P(6 = 6;|G) = m; para todo i.

SeV = (Vq,...,Vi) ~ Dirichlet(a, ..., 04) ! entdo E(V;) = para todo i, assim

Zk 1051
para todo B € % se considerarmos a parti¢io {B, B¢} temos

(G(B),G(B)) ~ Dirichlet(aH (B), ouH (B))
oH(B)

E(G(B)) = o.H (B) + o.H (BS)

= H(B),

0 que nos diz que em média uma realizacdo do processo de Dirichlet tem a distribuicdao H.

k
0 oy —
Também pelo fato de que Var(V;) = (21 0 = ) temos que

(Xl ) (X o — o)
aH(B)(a—aH(B)) _H(B)(1-H(B))
a?(o+1) B a+1 '

Isto nos mostra que a esperanca de G € funcao constante de & sendo determinada apenas por H,

Var(G(B)) =

no entanto a variancia depende de ambos os parametros e para um « fixado € minima quando

' Com isso queremos na verdade dizer que (V,..., V1) segue a distribui¢do especificada em (2.5) com

pardmetro (o, ..., %)
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H(B) = 1/2. O fato de que Var(G(B)) o 1/(oc+ 1) justifica o nome de « de pardmetro de

concentracao.

Além disso, as marginais de (G(B), G(B®)) seguem uma distribuicio Beta satisfazendo

G(B) ~ Beta(aH(B), ot — otH (B©)).

3.2.3 Distribuicao a posteriori

Se G~ PD(a,H) e 6,|G,...,6,_1|G ~ G entdo a distribui¢do de G condicionada aos

valores assumidos pelos 0’s também é um PD com os seguintes parametros

aH+Y!"18(6 =0
G|917"‘79t_lNPD<a—|—l'—1, +Zl:1 ( l)>.

o+1—1

3.2.4 Preditiva a posteriori do PD

Blackwell e MacQueen (1973) criaram uma defini¢do equivalente do PD como a dis-
tribuicao limite de uma urna de Polya modificada. Quando em uma urna em um dado instante
existem diferentes tipos de bolas, a probabilidade de se retirar aleatoriamente uma bola de um

tipo especifico corresponde a propor¢ao de bolas daquele tipo na urna naquele instante.

Esta analogia € conhecida como a urna de Blackwell-McQueen, em que o espaco © é
tratado como um espaco de cores para as bolas da urna e entdo a distribui¢cdo base do PD H se

torna uma distribuicao sobre tais cores.

Suponha que comeg¢amos com uma urna sem bolas, no primeiro passo t = 1, com
probabilidade 1, selecionamos uma cor 6 de acordo com a distribuicdo H e entdo inserimos
uma bola na urna com a cor selecionada, a partir deste ponto a cada iteragao t > 2 temos que
t — 1 é o niimero de bolas na urna e com probabilidade ¢ /(a +¢ — 1) geramos uma nova cor 6;
segundo a distribui¢do H e inserimos uma bola desta cor, e com probabilidade 1 — ot /(o 41— 1)
selecionamos aleatoriamente uma bola da urna, retornamos esta bola e inserimos uma nova da

mesma Cor.

Assim, para todo ¢, a distribui¢do de 6; ¢ uma mistura de H com a distribui¢do da urna
definida pelas (f — 1) bolas e

a t—1 ‘(6 €B)
Jot <

o+t—1 ( ozntt—lg1 t—l

P(6, €B) =

para todo B € Z. Esta férmula é também valida para r = 1, uma vez que a distribuicdo de 6; se

reduz a H.

Esta urna pode ser resumida no seguinte procedimento
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1. Comece comt = 1e gere 0; ~ H;
2. Parat > 1, gere 6,|0y,...,6,_1 ~ G;(6y,...,6,_1);
aH+Y,- 86 = 6)

o+t—1
Note que 8, é sempre gerado de H, enquanto que para ¢t > 1, 6; pode coincidir com um

em que G;(0y,...,6,_1) = ed(6,=6;)=1(6,=6;).

valor anterior ou assumir um novo valor gerado de H.

Blackwell e MacQueen (1973) demonstraram que lim; o G;41(61,...,6,) =G~ PD(o,H)
com probabilidade 1. Desta maneira, o procedimento descrito oferece uma maneira de se construir

uma medida G sobre ® que é uma realizacdo de um PD(a, H).

Note que, dados &, H e a configuracao das urna no tempo ¢ (G;), entdo a distribui¢ao
de G, independe do conjunto dos G,’s com u < t (ndo importa como que a urna no tempo
atual tomou sua forma). Assim, condicionado em o e H, a sequéncia G, G», ... ¢ uma cadeia
de Markov cujos estados sao medidas de probabilidade aleatérias. Podemos portanto ver uma
realizacdo de um PD como o limite quase certo de uma sequéncia de distribuicdes em uma cadeia

de Markov definida pela urna de Blackwell-MacQueen.

Observe que, se a distribui¢do base H é continua, a distribui¢ao de 0; é continua, para
t > 1 a distribui¢do condicional de 6; € mista tendo um componente continuo e outro discreto,
e independente da forma de H como seu peso tende a zero temos que G € uma distribui¢ao
discreta, ou mais precisamente, como G € aleatério dizemos que G € uma distribuicado discreta

com probabilidade 1.

Como a propor¢do o /(a+t — 1) do componente com distribuicéo H tende & zero quando
t tende a infinito, o limite de G; é o mesmo que o limite da distribui¢cdo empirica. Isto atribui
uma caracteristica de consisténcia ao PD. Uma vez que o limite da distribuicao empirica € a

distribui¢do tedrica da qual provém os dados (Teorema de Glivenko-Cantelli).

3.2.5 Processo do Restaurante Chinés

Uma formulacao equivalente da urna de Blackwell-MacQueen pode ser dada por una
analogia chamada de Processo do Restaurante Chinés com parametro de concentracdo o > 0
(PRC()).

Considere uma sequéncia infinita enumeravel de mesas M1, M, M3, ... que se encontram
dentro de um restaurante chinés, sendo que cada mesa pode comportar um nimero infinito
de individuos, e uma outra sequéncia da mesma natureza de clientes C,(3, ... que entram no
restaurante, na ordem listada, e ocupam um lugar em uma das mesas um por um a cada intervalo
unitario de tempo Ar = 1. Denotamos por #M;; o niimero de clientes sentados na mesa de indice

i no tempo .

Suponha que a relacdo entre os clientes e as mesas obedece a tais regras



54 Capitulo 3. Inferéncia em Modelos de Mistura

1. Parat =1 o cliente C; se senta na mesa M; com probabilidade 1;

2. Parat > 2, sendo MAX = MAX,_; = max{M;;#M;,_; > 0}, com probabilidade o /(a +
t—1) o cliente C; opta por sentar na mesa vazia Myjax-1 € com probabilidade #M; . / (ot +

t—1), para i < MAX,_|, opta por sentar na mesa ocupada M;.

Note que dado que o cliente optou sentar-se numa mesa nao-vazia, a probabilidade dele
selecionar uma mesa M; é proporcional ao nimero de clientes anteriores que estdo sentados

naquela mesa. Assim,

. #M; ;1
P(C; sentar na mesa M;|i < MAX,_|) = 1
(04
P(C t M, - -
(C; sentar em Myiax, ,+1) pr—

que € a mesma distribui¢do que existe sobre as cores das bolas na urna de Blackwell-MacQueen
se considerarmos que um cliente sentar-se em uma mesa ocupada € andlogo a selecionarmos uma
bola da urna e entdo a repormos e adicionarmos uma de mesma cor, e um cliente sentar-se numa

mesa nova € andlogo a selecionarmos uma nova cor de H e inserirmos uma bola com esta cor.

Assim, o processo do Restaurante Chinés particiona os clientes de maneira equivalente
ao modo em que a urna de Blackwell-MacQueen particiona as bolas. A diferenca ¢ que no
processo da urna ainda atribuimos valores 6; (cores) para cada grupo de bolas, enquanto o PRC
s0 nos fornece a particao.

Mitf

. # . .
Seja yi(t—1) = t—ll para todo i e I' = (y1,9,...), em que ¥ = lim;_,o (¢t — 1)
representa a proporcao aleatéria de clientes na mesa M; quando o ndmero de clientes tende a
infinito. Como os clientes se sentam aleatoriamente nas mesas, I" € uma medida de probabilidade

aleatdria sobre as infinitas mesas. Construindo I desta forma dizemos que I' ~ PRC(@).

Para completarmos entdo o processo, podemos atribuir a cada mesa um valor 6; ~ H

independentemente. E entdo obtemos uma equivaléncia entre os dois processos.

3.2.6 Mistura de Distribuicoes com PD

Suponha que temos uma amostra X = (x1,...,X,) € assumimos que nossa amostra é
proveniente de um elemento de uma familia de distribuicdes de probabilidade (P, g), em que
cada Py, ¢ € uma distribui¢ao de um modelo de mistura com infinitos componentes como fungao
dos pardmetro p = (p1,p2,...) que indica os pesos dos componentes ¢ 8 = (6;,6,,...) que
indica os parametros dos componentes. E ainda que cada componente de indice k& da mistura

possui distribuicio F(6y).

Assuma adicionalmente que a distribui¢do a priori sobre p € a distribuicio PRC(x) e a

distribui¢do a priori sobre cada 6, é H.
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Assim, de acordo com a distribuicéo de um PD(a, H) obtemos uma distribui¢do G sobre
um espago mensuravel (0, %) que faz o papel da distribuicio de mistura como em (2.7). A partir

de G obtemos uma amostra i.i.d. x = (x,...,x,).

O modelo de mistura com PD une a teoria sobre o Processo de Dirichlet com a estrutura

de um modelo de mistura sendo descrito pelas relagoes

G~ PD(at, H)
6:;|G ~ G, paral <i<n
Xi|6; ~ F(6;), para 1 <i<n.

Uma das maneiras de fazer inferéncia usando um modelo de mistura com PD € usando
um Gibbs Sampling colapsado. Este algoritmo € usado por Wood e Black (2008) para andlise de
agrupamentos com dados de disparos neuronais obtidos em registros eletrofisiolégicos.

O procedimento possui uma certa semelhanca com o EM estocéstico comecando com
uma escolha inicial arbitraria de sy para as varidveis nao observaveis S e gerando uma cadeia de

Markov em que o espaco de estados sdo as possiveis configuracdes das varidveis ndo observaveis.

Consideramos a distribui¢ao a priori de escolha 8 ~ H ¢ sequencialmente, de i = 1 até

n, simulamos valores segundo a distribui¢do definida por

P(Si = k|S_,',X, OC,H) o< p(xi|X_i,H)P(S,' = k|S_,', OC). (3.13)

Em que x_; sdo os dados amostrais sem a observagdo x; e s_; sdo os dados simulados
para s sem o valor s;. A distribui¢do de s; € discreta e finita, pois a cada passo ou alocamos x;
em um grupo jé existente s; € {1,...,K} ou alocamos x; em um novo grupo s; = K + 1, com K

varidvel durante o processo pois se atualiza com a criacao ou extincao de grupos.

Pelo PRC temos que

—n_’{’; 5> S€0 cluster k ndo esta vazio
P(s;i=kls_j,a) = iy ‘
7 lrq Paraum cluster vazio

e p(xi|x_i,H) = [y p(xi|0)p(0|H,x_;)dO é a preditiva a posteriori de x;.

Por exemplo, se estamos ajustando um modelo de mistura de normais com distribui¢do a
priori conjugada Normal-Inv. Wishart, H, sobre @ = (i, X), a distribui¢@o de x;|x_;, H ¢ uma t de
Student e a distribui¢do de s; = k|s_;, @ é dado pelo Processo de Restaurante Chinés. Adaptando

(3.13) para um procedimento MCMC fazemos

1. Facat =0 e comece com uma configuracio s” arbitréria e parAmetros & > 0 e H distribui-

¢do de probabilidade sobre O;
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2. Calcule P(s™' = ks ., &) e p(xi|x_;, H);

t+1

3. Paraide 1 at€ n, simule novos valores s;" segundo

1 1 .
P(si™ = kls—i,x, 00, H) o< p(xi[x—i, H)P(s;" = k|s_, @);
4. Facat < t—+1 eretorne ao passo 2;
O procedimento descrito gera uma cadeia de Markov homogénea sobre as possiveis

configuracdes s e pode ser usado para agrupamento dos dados sem imposicao de um nimero

especifico de grupos.
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CAPITULO

ALGORITMO EM ESTOCASTICO COM
PERTURBACOES ALEATORIAS

Fazemos uma proposta por uma modificac@o do algoritmo EM estocdstico que amplia o

espaco de solucdes possiveis para além do espaco de solu¢des com um nimero fixo de grupos.

Seja x = (x1,...,X,) a amostrae s = (sy,...,s,) 0 vetor ndo-observavel, de modo que
s; = k indica que a origem da observagdo x; é o grupo k, como no caso do algoritmo EM
estocdstico, cada configuracdo s’ define uma parti¢io dos dados em tantos grupos quanto ha

elementos tnicos na configuracgao.

Se 0 nosso modelo de mistura tem como vetor de probabilidades (pesos) dos componentes
p=(p1,...,pk) € aamostra x é i.i.d., entdo o vetor dos nimeros de elementos provenientes de

cada componente k é o vetor aleatorio

(n1,...,ng) ~ Multinomial(n; p1, ..., pk),
. . s . . . z N
e a estimativa de maxima verossimilhanga para p; € -, k=1,...,K.

Além disso, os elementos x; em x tais que s; = k formam uma subamostra, que contém
todas e somente as observacdes que provém do componente k. Usando cada subamostra que
contém as observacdes que se originaram em cada componente, podemos estimar os parametros
Oy paracada 1 <k <K.

O objetivo € recuperar (estimar) as informacdes nao observadas a partir dos dados

observaveis. Devemos responder as perguntas:

1. Quais pontos amostrais pertencem ao mesmo grupo?
2. Quais sdo os parametros de cada componente da mistura?

3. Quantos grupos existem?
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Considere .’ o conjunto de todos os possiveis s. No algoritmo EM estocdstico fixamos
o nimero de grupos desejados em um valor K e buscamos uma solucao 6tima, ou préoxima da
6tima, dentro do subconjunto de .%” que satisfaz a condicdo de que existem exatamente K valores

unicos em s. Isto €, a pergunta 3 deve ser respondida antes da aplica¢cdo do algoritmo.

O método proposto permite que sejam encontradas solugdes diversas daquelas que o
algoritmo EM estocdstico encontraria partindo-se do mesmo ponto inicial ao buscar solucdes

com numero de grupos diferentes do ponto inicial.

Acrescentamos ao algoritmo EM tradicional a possibilidade de um ponto amostral x; ser
alocado em um novo grupo ao longo das iteracdes, assim como a possibilidade de um grupo
deixar de existir apds todos os seus pontos serem alocados em outros grupos. Inserimos uma

varidvel & que age como um fator de perturbagio ao permitir este comportamento.

4.1 Descricao do Algoritmo EM Estocastico com PA

1. Inicie com ¢ = 0, o valor inicial do fator de perturbacio & = £Y € (0,1), uma estima-
tiva inicial do nimero de grupos K = K* > 1 e um vetor sy em .%x+ = {s € .%;s; €
{1,...,K*} e paratodo k € {1,...,K*} existe s; = k};

2. Calcule as estimativas de maxima verossimilhanga, ¥’ = (', p'), dos parimetros e pro-
babilidades dos componentes usando os valores de s; (de modo idéntico como € feito no

algoritmo EM estocdéstico)

n
6; = argmax Y I(s} = k) log f (x;|6),
6,€0 ;=1

paratodo k€ {1,....K*};

3. Usando ¥, calcule as probabilidades

Pif (xi|6;)

T?k:P(si:k\x,-,‘I‘t) = R
Z;(:1P§f(xi’91[)

1

paratodoi€ {1,...,n}eke{l,....,K*};
4. Para cada ponto x; em x gere u ~ Unif(0, 1) de forma independente:

a) caso u < &', isto é, com probabilidade &', aloque-o em um novo grupo fazendo

si-“ = K* 41 e atualize o niimero de grupos fazendo K* <— K* + 1;

b) casou > &' aloque-o em um grupo jd existente, sorteando s: ~ Multinomial (1;7/;,. .., T/k.),
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deste modo criamos um novo vetor S; ;

5. Como é possivel que algum grupo tenha se esvaziado no passo anterior, fazemos K* < #

elementos tnicos em s'+!;

6. Também € possivel que um grupo de rétulo k < K* tenha se esvaziado, por exemplo se
haviam 5 grupos e o grupo 2 se esvaziou, ficamos com os grupos 1,3,4 e 5, mas queremos
renomed-los para que ndo existam descontinuidades e se tornem os grupos 1,2,3 e 4

respectivamente. Assim, repetimos uma subrotina computacional que faz isso;

7. Uma mudanga no tamanho de K* implica numa mudanca na dimensdo do espaco paramé-
trico de W, entdo de acordo com a mudanga feita devemos mudar as dimensdes de o’ “,

p'! para que se adequem ao novo niimero de componentes;

8. Faga & < &1 et <+ t+ 1 eretorne ao passo 2.

Ao longo das iteragdes fazemos & decrescer de modo que lim;,.. & = 0, assim o
comportamento do algoritmo assintoticamente € igual ao do algoritmo EM estocdstico mas ao
longo do algoritmo pode haver mudangas no nimero de grupos existentes que sao conduzidas

pela estrutura dos dados.

Sabemos que, partindo de uma configuracdo de qualidade baixa, a tendéncia do algoritmo
EM estocdstico € encontrar configuragdes melhores, que fazem mais sentido com os dados no
sentido que a nova configuracdo induza estimativas ¥’ sob as quais a log-verossimilhanca
log L(x|¥') € maior do que era inicialmente. Mas apesar desta qualidade o algoritmo EM
estocdstico ndo alcanca solugdes com um niimero maior de grupos do que existiam em s, ao
permitirmos que um ponto amostral x; seja alocado em um novo grupo, se estivermos piorando a
configuracdo pela natureza do algoritmo EM estocdstico a tendéncia deste novo grupo € sumir,
no entanto se estivermos melhorando a tendéncia deste novo grupo € permanecer, mas nao

poderiamos ter explorado este espaco sem uma perturbacao aleatdria.

Neste sentido, o método que aqui propomos funciona de maneira andloga a mutacdes
aleatorias em genes de individuos, se estas introduzirem uma nova configuracdo benéfica em
algum sentido ao genoma do individuo elas tendem a permanecer devido a um mecanismo
estocdstico que favorece a perpetuagdo destas, caso contrario tendem a desaparecer. Como essas
mutacgoes sao aleatorias, esperamos que muitas sejam deletérias, e a0 mesmo tempo em que estas
mutacdes sdo responsaveis pela aparecimento de novas possibilidades, se a taxa de ocorréncia de
mutacdes for muito alta e constante, os individuos ndo conseguem se adaptar em tempo a elas,
assim impomos que &', que em nossa analogia seria a taxa da ocorréncia de mutagdes, decresga

com as iteragdes até ser negligencidvel.

A esta sequéncia £, E! E2, ... — 0 chamaremos de rotina de decaimento da varidvel

&, recomendamos que tal rotina seja escolhida de modo que £ comece com um valor inicial
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significante e convirja para 0 de modo lento, e que sejam realizadas um nimero suficientemente

grande de iteracdes de modo que na ultima iteragéo do algoritmo, 7, seja satisfeito &'/ ~ 0.

Isto porque, se &' =~ 0 para toda iterac@o  a capacidade de criar novos grupos do algoritmo
fica debilitada e o algoritmo se comporta ja desde o principio de modo préximo ao algoritmo
EM estocdstico. Da mesma maneira, se &' +— 0 muito rapidamente existirdo poucas chances do

algoritmo encontrar uma particdo com novos grupos onde ele possa se estabilizar.

Podemos escrever &' = EVg(¢) para definir a rotina de decaimento de & e chamar f(¢) de

fun¢do de decaimento.

Recomendamos usar decaimentos exponenciais, que tém a forma &’ = E%exp(log(k)t) =
EVexp(log(k)) = E%, com 0 < k < 1, ou equivalentemente, log(k) < 0. Por exemplo & =
£9.0,98 ou & = EVexp(—0, 1t).

08 08 1.0
1 I
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0.0
|

0 50 100 150 200

Figura 16 — Na linha continua: g(x) = 0,98*, na linha pontilhada g(x) = exp(—0, 1 x)

Entre estas duas funcdes, por exemplo, a escolha que permite maior variabilidade no
ajuste do modelo, partindo do mesmo s’, & g() = 0,98, que converge mais lentamente para 0.
Se quiséssemos entdo permitir esta variabilidade maior e garantir que na tltima iteracao temos
E' < EY 1072 deverfamos entdo fazer pelo menos 228 iteragdes, caso jugdssemos que a fungio
de decaimento g(z) = exp(—0, 1#) nos é suficiente para o nosso problema, entéio sob 0s mesmos

critérios € suficiente realizar pelo menos 47 iteracoes.

Quanto mais rapida € a convergéncia, mais rapido o algoritmo se degenera e passa a



4.1. Descricdo do Algoritmo EM Estocdstico com PA 61

se comportar como o algoritmo EM estocdstico sem as perturbagdes aleatérias e também mais
rdpido ele atinge uma estabilidade nas configurac¢des s’, de modo que convém que este dois

fatores sejam pesados ao se escolher uma rotina de decaimento.

Quando alocamos um ponto x; 2 um novo grupo, este grupo tenderd a permanecer caso
existam pontos muito mais proximos de x; do que da média dos outros grupos, e tendera a
desaparecer caso esteja proximo da média de outro grupo. Podemos parar as iteragcdes quando o
algoritmo obtiver um comportamento estdvel, com pequenas diferencas nos resultados obtidos

entre uma iteracao e a seguinte, ou ap6s um grande nimero de iteragoes.

A alternativa ao método proposto seria ajustar diferentes estimativas de densidade, cada
um com um numero K de grupos diferentes e depois selecionar o melhor modelo segundo um

método de critério de informacao. O método proposto se torna util em muitos problemas pois

1. Nem sempre € evidente a partir de uma andlise exploratdria dos dados quais valores
possiveis de K sdo razoaveis. Isto € verdade principalmente se os dados t€ém dimensao alta

e/ou existem muitos grupos;

2. O algoritmo proposto tem potencial de buscar solucdes com nimero de grupos diferentes

em uma Unica execucao.

Exemplo 1: Simulamos amostras de uma mistura de duas normais bivariadas com médias y; =
. A 1 0 1 0,5 .
(0,0) e up = (5,5) e matrizes de varidncia | = 01 eXy = 0.5 respectivamente,
)

com 100 observacdes provenientes de cada normal, e atribuimos inicialmente todos os pontos a

um mesmo grupo. Usamos g =1/n=0,01e &1 =& -0,9.

Figura 17 — Gréfico de dispersao dos pontos simulados. A amostra pseudo-completa inicial possui apenas
um grupo.

Neste exemplo, o procedimento se torna:
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1. Definimos ¢ = 0, escolhemos s° e K*;

2. Calculamos as estimativas de maxima verossimilhangca ¥' = (p’, 8") como descrito no

passo 2 do algoritmo;
3. Usando W' calculamos as probabilidades 7!, como no passo 3;

4. Para cada ponto x;, gere u ~ unif(0, 1) independentemente, se u < & alocamos x; em

t+1

um novo grupo K* + 1. Caso contrdrio simulamos um novo valor entre 1 e K* para s;

segundo as estimativas T);;
5. Atualizamos o valor de K*;
6. Fazemos &1 < 0.9-&;

7. Fazemos t <— t + 1 e retornamos ao passo 2.

Figura 18 — Iteragdo 20.

Ap06s algumas iteragdes ja existe o ndmero real de dois grupos distintos e a separagdo
destes de modo aproximado corresponde aos grupos reais, sendo que apds 30 iteragdes o ajuste é

quase perfeito.
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Figura 19 — Iteragdo 30.

Exemplo 2: Gerando uma nova amostra do mesmo modo como foi feito no Exemplo 1 e
utilizando a mesma rotina para os valores de &, comegamos agora com uma amostra pseudo-

completa inicial de 4 grupos.
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Figura 20 — Gréfico de dispersao dos pontos com pseudo-amostra inicial com 4 grupos.

Neste exemplo, visualmente € facil distinguir os dois agrupamentos e separar quais
pontos da amostra devem estar no mesmo grupo. Aqui partimos de uma amostra pseudo-completa

arbitraria com 4 grupos, identificados pelos simbolos de ‘circulo’, ‘tridngulo’, ‘cruz’ e ‘xis’,
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esperamos que o algoritmo seja capaz de apds algumas itera¢des reduzir o nimero de grupos e

Separar quase todos os pontos corretamente.
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Figura 21 — Iteracdo 20

Apo6s 20 iteragdes ja existe uma prevaléncia forte de dois grupos, sendo que cada um
destes jd engloba a maior parte dos grupos verdadeiros. Com 40 iteracdes a separacdo obtida foi

perfeita.
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Figura 22 — Iteragdo 40

Observe que o algoritmo proposto possui a capacidade de aumentar ou diminuir o nimero

de grupos durante a sua execug¢do, permitindo a vantagem de se exigir menos do analista ao



4.2. Algoritmo EM Estocdstico com Perturbacoes Aleatérias - Versao com Gibbs Sampling 65

nao se comprometer com um nimero pré-fixado de grupos para o ajuste do modelo, fornecendo

assim um meio de modelagem mais flexivel para anélise de agrupamentos.

Para a execugao deste algoritmo, para a andlise de modelos de mistura de qualquer
distribuicdo paramétrica, somente € necessdrio que seja possivel calcular as estimativas de
maéxima verossimilhancga dos parametros. Nao € necessdrio a especificagdo de uma distribuicao a
priori dos parametros ¥ e nem o conhecimento da distribui¢ao a posteriori e da a posteriori

preditiva.

4.2 Algoritmo EM Estocastico com Perturbacoes Aleat6-

rias - Versao com Gibbs Sampling

Também € possivel implementar o algoritmo usando as probabilidades condicionais,
modificando cada x; de grupo e entdo atualizando as estimativas de ¥ segundo cada uma destas

mudancas. Pelo teorema de Bayes

P(S; = k|xi, W) = Py(S; = kl|x;) o< Py(S; = k) fw(xi|Si = k) = P(S; = k|¥) f(xi[Si = k,'¥)
= Dk f(Xi‘ek),Vk,

assim se pudermos estimar py e f(x;|6;) podemos estimar a distribui¢ao condicional da
esquerda, as estimativas das propor¢des da mistura podem ser obtidas da maneira usual e o
segundo termo pode ser estimado inserindo a estimativa 6; no lugar de 6;. Nesta versdo
modificamos cada s; e em seguida atualizamos as estimativas de ¥ = (0, p), isto torna as
iteracOes computacionalmente mais devagar, no entanto como as estimativas sio atualizadas com

mais frequéncia dentro da mesma iteracao a convergéncia costuma ocorrer com menos iteragoes.

Esta versdo que utiliza as probabilidades condicionais tem forma similar a do algoritmo
de modelos de mistura com o Processo de Dirichlet descrita na secao (3.2.6), e procede do

seguinte modo
1. Fazemos < 0, selecionamos uma amostra pseudo-completa (X, ) inicial arbitrdria e um
nimero de grupos inciais K*;
2. Calculamos ¥ usando (x,s');
3. Calculamos Tfk, paraide 1 até ne k de 1 até K*, usando gl

4. A cada vez que mudamos um tdnico ponto x; de grupo, vamos da estimativa ¥' (i) anterior
a esta mudanca para a nova estimativa ¥’ H (i) dentro da mesma iteragdo. Assim para i de

1 até n faga:
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a) Simulamos u ~ uniforme(0, 1),

i. se u < & alocamos x; em um novo grupo K* + 1 e faca K* <~ K* + 1;

ii. caso contrério calculamos a estimativa de maxima verossimilhanga ¥ (i) e as
estimativas de probabilidade 7} usando a amostra sem o ponto x; e alocamos x;
em um dos K* grupos ji existentes segundo uma multinomial(1; 7%);

t+1

b) Calculamos novas estimativas ¥ ! (i) usando o valor atual de 57" no lugar de s;

c¢) Fazemos K* «+ # elementos tinicos em s'*! e ajustamos os rétulos dos grupos para
evitar descontinuidades como € feito no algoritmo EM estocdstico com perturbacoes

aleatorias;

5. Facat < t+1,E" « E'*! e retornamos ao passo 2.
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CAPITULO

SIMULACAO E APLICACOES

Para demonstrar o uso dos algoritmos na aplicacdo de modelos de mistura, fizemos um

estudo de simulacdo com dados simulados de uma mistura de normais univariadas e Poissons.

Por meio dos dados e partindo de uma atribuicdo aleatéria dos pontos amostrais a
grupos obtivemos estimativas dos parametros de cada distribui¢do. Como um primeiro exemplo
demonstrativo, aplicamos o algoritmo com um nimero fixo de grupos, que se reduz ao algoritmo
EM Estocastico.

5.1 Simulacao de mistura de duas distribuicoes com K=2

fixo

Fizemos simula¢des de uma mistura de duas Poissons com p; = p, = 0,5, 41 =5 ¢
A = 10 e com n = 200. Geramos 1000 amostras desta mistura e utilizamos para cada amostra o

algoritmo EM estocdstico com 300 iteragoes.

Para evitar problemas com a identificabilidade das distribui¢des componentes da mistura,

atribuimos a estimativa de menor valor de A a distribui¢do de pardmetro A;.

Com n = 200, temos que os histogramas para A; e A, sdo dados nas Figuras 23 e 24.
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Figura 23 — Histograma dos valores de A; com tamanho da amostra n = 200.

Os quantis referentes a A sdo dados por 0% = 2,44; 25% = 4,61; 50% = 4,99; 75% =
5,36 € 100% = 7,13. E para A, temos

Histograma lambda_2
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Figura 24 — Histograma dos valores de A, com tamanho da amostra n = 200.
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Os quantis referentes a A, sdo dados por 0% = 7,99; 25% = 9,53; 50% = 10,02; 75% =
10,51 e 100% = 13,86.

A média das estimativas de p; foi 0,45 e de p; foi 0,55 e a média dos pontos classificados

corretamente foi 74,03%.

A mediana das estimativas dos parametros ofereceu portanto uma estimativa muito
préxima do valor real, a média das estimativas foi adequada e a classificagdao dos pontos foi boa

mas de qualidade inferior.

5.2 Simulacao de mistura de duas distribuicoes com K

variavel

Agora, fazemos um estudo de simulacdao em que o nimero de grupos K ndo seja uma

variavel fixa.

Fizemos 500 simula¢des do seguinte modo: Geramos 200 valores (a cada simulagdo) de

uma mistura de trés varidveis aleatdrias de Poisson com p; = po = p3 =1/3, A1 =5, A, = 15,
Az = 25, e aplicamos o algoritmo EM estocdstico com perturbacdes aleatdrias, iniciando com
0 = 0,5 e atribuindo aleatoriamente cada ponto a um de dez grupos. A rotina de decaimento de

& segue &' = E%xp(—0,1-1), ou equivalentemente, £’ = &'~ exp(—0,1) paratodo t > 1.

300
J

200
L

100
1

Figura 25 — Grafico de barras do nimero de grupos estimados.

O algoritmo acertou o nimero de trés componentes 398 de 500 vezes (79,6 %).

Em mais um exemplo de aplicagdo do algoritmo EM estocdstico com perturbacdes

aleatdrias, considere uma amostra, proveniente de uma mistura de duas normais bivariadas,
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0

de tamanho n = 100, com p; = (3/2,3/2), up = (3,4), £; =

1

€ 2o =

0,4 0,3
0,3 0,3

2

p1=0,34e pr=0,66, com £? = 4/100 (em média criamos quatro novos grupos na primeira

iteracdo) e E/T1 = 0,7 &' e executamos 400 iteragdes.
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Figura 26 — Agrupamento inicial com quatro grupos.
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Figura 27 — Iteragdo #100.
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Usando a mesma amostra e a mesma rotina de decaimento para &, executamos o algoritmo
partindo de um tnico grupo. Como em nossos experimentos observamos que o algoritmo em
média leva mais iteracdes para ajustar o modelo quando comeg¢amos com uma estimativa inicial

do numero de grupos inferior ao real, rodamos desta vez 800 iteragdes.
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Figura 31 — Agrupamento inicial com um dnico grupo.
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Figura 32 — Iteragado #100.
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Figura 33 — Iteragdo #400.
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Figura 34 — Iteragdo #800.
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5.2.1 Géiser Old Faithful

Aplicamos agora o algoritmo a um conjunto de dados de erupg¢des do géiser Old Faithful
localizado no Parque Yellowstone em Wyoming, EUA. Na Figura 35, hé o histograma da varidvel

tempo entre erupgdes, em minutos.
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Histogram of dados_sim[, 1]

20

Frequency

10
L

e

15 20 25 ao s 40 45 50

dados_simj, 1]

Figura 35 — Histograma do tempo entre erup¢des (em minutos).

No eixo x da Figura 36, temos o tempo de dura¢io das erup¢des em minutos e no eixo y

temos o tempo até a préxima erup¢do. Comecamos o algoritmo com quatro grupos.
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Figura 38 — Iteragdo #400.
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Figura 39 — Iteragdo #600.

Observamos que o algoritmo permanece com ajustes de trés componentes. Isso se deve ao
fato de que, apesar de visualmente identificarmos somente dois grupos, existe uma concentragcao
anormal de erupgdes cujas duracdes sdo proximas de 1,9 minutos, o que influencia no ajuste do
modelo. Este fato faz com que o algoritmo ajuste uma distribui¢@o separada para estes pontos alta
densidade nessa regido de concentracdo, mas € dificil visualizar isto pelo diagrama de dispersao
dos pontos porque essa regido de concentracdo se encontra no meio de outra regido onde a

densidade dos pontos é menor.

5.3 Aplicacao em Imagens
Uma imagem digital € constituida de um conjunto finito de pixels, cada um com sua
localizag¢@o no plano.

Se a imagem tem n = mj X my pixels podemos considerar uma grade &' := {(a,b) | 1 <
a<mj,1 <b<my} C 7> que contém os sitios dos pixels e uma fungio f : & — I que mapeia

cada pixel para a sua intensidade.

Existem trés tipos comuns de imagens

1. Imagem bindria, possui somente pixels em preto e em branco, neste caso I = {0,1};

2. Imagem em tons de cinza, as intensidades variam gradualmente entre o preto e branco ao

longo da escala de cinza. Neste caso podemos tomar I = [0, 1].

3. Imagem colorida, a intensidade de cada pixel pode ser visto como uma mistura de tons de

vermelho, verde e azul. Neste caso usamos I = [0, 1]3.
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A idéia é que, usando as intensidades dos pixels, nds agrupemos pixels de intensidade

semelhantes segundo um modelo de mistura de distribuicdes normais.

Adicionalmente a levar em conta a intensidade dos pixels, seria preferivel que caso um
pixel se encaixe igualmente bem em dois grupos haja um critério que tenda a alocar pixels que

estdo espacialmente proximos no mesmo grupo.

Silva (2007) utilizou um modelo de mistura de normais com PD para segmentar imagens
de ressonancia magnética de modo que se distingam trés componentes, correspondendo a massa
branca, massa cinzenta e fluido cerebrospinal; como este tipo de imagem geralmente € exibida
em tons de cinza foi utilizado uma mistura de normais univariadas. Aqui, como um exemplo,

segmentamos uma imagem digital colorida e por isto usamos uma mistura de normais trivariadas.

5.3.1 Reducao de Amostra e Aplicacao

Em uma imagem digital de digamos 1000 x 1000 pixels, teremos 10° pixels no total, se
esta imagem for colorida entio para cada pixel teremos 3 valores totalizando 3 x 10° valores.
Muitas vezes, o tamanho do conjunto de dados pode tornar a execucao do algoritmo no computa-
dor lenta, isso pode ser contornado se trabalharmos com um subconjunto da amostra desde que
este subconjunto ainda contenha uma quantidade de informacao bem significativa da populacao

para propositos de inferéncia.

Suponha que a nossa amostra € como descrita acima, se selecionarmos uma amostra
de tamanho 1000 escolhendo dados amostrais aleatoriamente e sem reposi¢cao ainda teremos
informacdo suficiente para obter estimativas dos parametros proximas aos seus valores reais e

isto tornaria a execucao do algoritmo muito mais rapida.

Outra possibilidade seria buscar uma subamostra da imagem com pixels espalhados pela
imagem de maneira a representar todas as regides da imagem com énfase parecida. Isto pode ser
obtido considerando o conjunto x dos pixels ordenado segundo suas posicdes, concatenando as
linhas ou colunas de pixels segundo a sua ordem em um udnico vetor e escolhendo 1 a cada M

pixels.

Por exemplo, eis uma imagem digital colorida.
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Figura 40 — Imagem colorida original.

Ap6s executarmos o algoritmo ‘EM Estocdstico com Perturbagdes Aleatdrias - Versao
com Gibbs Sampling’, que desenvolvemos para agrupamento dos pixels, formamos segmentos
onde os pixels agrupados sdo similares entre si. Para propdsito de distingdo visual, cada segmento

foi colorido inteiramente com a cor média de seus pixels constituintes.

Figura 41 — Imagem digital segmentada.

Podemos notar que as fronteiras que foram definidas pelos segmentos correspondem
de modo aproximado as fronteiras reais entre objetos distintos da imagem ou entre partes com
coloracdes diferentes do mesmo objeto. A segmentagdo também separou os objetos principais, o

cachorro, a areia da praia e o mar.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSAO

Nesta monografia apresentamos a revisdo bibliografica relativa ao tema modelos de
mistura assim como o obten¢ao do estimador de méxima verossimilhanga para os pardmetros.
Descrevemos os estimadores baseados nos algoritmos EM, tanto na versao basica quanto na sua

versdo estocastica.

Apresentamos também o estimador bayesiano baseado no Processo de Dirichlet imple-

mentado através do procedimento denominado “Processo do Restaurante Chinés".
No capitulo 5 desenvolvemos um algoritmo préprio e aplicamos a teoria em uma situacao
pratica que € a segmentacdo de imagens digitais.

Implementamos uma versao modificada do algoritmo EM estocéstico. Nessa versao
modificada pretendemos que o mesmo incorpore qualidades do PD que permite a variagdo do

nimero de grupos no procedimento de ajuste de modelo.

Realizamos um trabalho de simulagdo mais extensivo que testard a performance do

algoritmo proposto quanto a precisdo do estimador e sua qualidade na sele¢cdo de modelos.
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