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Resumo

Apresentamos duas abordagens para obter uma densidade de probabilidades para o
prego futuro de um ativo: uma densidade preditiva, baseada em um modelo Bayesiano
para série de tempo e uma densidade implicita, baseada na férmula de precificacao de
opcoes de Black & Scholes. Considerando o modelo de Black & Scholes, derivamos as
condicoes necessarias para obter a densidade implicita do preco do ativo na data de ven-
cimento. Baseando-se nas densidades de previsao, comparamos o modelo implicito com a
abordagem histérica do modelo Bayesiano. A partir destas densidades, calculamos pro-
babilidades de ordem e tomamos decisoes de vender/comprar um ativo. Como exemplo,

apresentamos como utilizar estas distribui¢oes para construir uma férmula de precificacao.

Palavras-chave: volatilidade implicita, smile da volatilidade, funcao densidade de pro-
babilidade implicita, funcao densidade de probabilidade preditiva, modelo autorregressivo

Bayesiano.






Abstract

We present two different approaches to obtain a probability density function for the
stock?s future price: a predictive distribution, based on a Bayesian time series model, and
the implied distribution, based on Black & Scholes option pricing formula. Considering
the Black & Scholes model, we derive the necessary conditions to obtain the implied
distribution of the stock price on the exercise date. Based on predictive densities, we
compare the market implied model (Black & Scholes) with a historical based approach
(Bayesian time series model). After obtaining the density functions, it is simple to
evaluate probabilities of one being bigger than the other and to make a decision of
selling /buying a stock. Also, as an example, we present how to use these distributions to

build an option pricing formula.

Keywords: implied volatility, volatility smile, implied probability density function, pre-

dictive probability density function, autorregressive Bayesian model.






Sumario

(1 Introducao|

2 Modelo de Black & Scholes e derivacoes|

[2.2  Smale da volatilidade implicital . . . . . . .. .. ..o
[2.3  Densidade implicita) . . . . . . . ..o

[2.4  Restricoes a funcao de precificacao para que exista densidade implicital

[3 Densidade preditival

[3.1 Modelo autorregressivo Bayesiano| . . . . . . .. ...

[3.2  Densidade preditiva para um passo a frentel. . . . . . . . . . . . ... ...

[3.3  Preditiva para m passos a frente|l . . . . . . . .. ...

[3.4 Escolha do grau p do modelo autorregressivo via CPO™*| . . . . . .. ...

[4  Resultados e aplicacoes|

[4.1 Comparacao de densidades implicita e preditiva para um instante

[4.2  Comparacao de densidades implicita e preditiva ao longo do tempo|

[4.3  Comparacao de densidades implicita e preditiva dos precos das opcoes| . . .

EC ATios fnais

[A Derivadas para construcao da densidade implicital

[B Lista de distribuicoes|
[B.1 Distribuicao Normal Multivariadal . . . . . . . . .. ... ... ... ....
[B.2 Distribuicao Gamal . . . . . . . . ...
[B.3 Distribuicao f| . . . . . . . . ..

11
11
12
13
14

17
17
20
20

25

27






Capitulo 1
Introducao

Uma opcao europeia de compra ou venda é um derivativo que da ao seu proprietario
o direito de comprar ou vender um determinado ativo por um preco e em uma data pré-
estabelecidos (Hull, 1997)). Quando nao especificado no texto o tipo de opgao, entenda
por opgao europeia de compra, uma vez que existem outros tipos de opg¢ao (americana,
asiatica...) e também opgoes de venda. Nas opgoes temos o prego de exercicio, que é o
valor a ser pago para realizar o contrato de opcao, a data de vencimento, que o portador
da opcao tem como tltimo dia para executar ou desistir do contrato e o prémio da opcao,
que é o preco de mercado da opgao. Este tipo de contrato é por si s6 um ativo financeiro
negociado em bolsas de valores e demandado por muitos investidores. Analisando as
oscilagoes dos precos das opgoes e dos ativos sobre os quais elas se baseiam (ativos-base),
os agentes de mercado procuram saber se é ou nao interessante comprar esse tipo de
opgao. Esta é uma analise complexa, pois envolve o tempo até o vencimento do contrato,
o comportamento do prego do ativo-base neste periodo e suas oscilagoes.

A partir da suposi¢ao de um modelo e de ferramentas de calculo estocastico, [Black &
Scholes| (1973) construiram a férmula de precificagdo de opgoes mais conhecida e utilizada
no mercado de opgoes. Baseado nesta funcdo de precificacao, Malz (1993) discute o
smile da volatilidade, comportamento diferente da volatilidade constante que Black &
Scholes assumiram que poderia ser estimada pelo desvio padrao do preco histérico do
ativo base. Entretanto, a partir do Crash de 1987 (Hull, 1997)), passou a ser usado uma
funcao para a volatilidade que, em geral, tinha o aspecto de uma pardbola convexa,
similar a um sorriso e, por isso, foi nomeado como smile da volatilidade. [Malz (1993),
utilizando da defini¢ao de prego justo como valor esperado da opg¢ao, apresenta a funcao de
densidade implicita para o preco do ativo na data de vencimento. Esta densidade expressa
a distribuicao de probabilidade do preco do ativo na data de vencimento e, portanto,
traduz o comportamento e conhecimento instantaneo do ativo implicito ao mercado.

Entretanto, a partir dos célculos apresentados por Malz (1993), nem sempre cons-
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2 Capitulo 1. Introducao

gufamos obter uma funcao de densidade implicita. Considerando este fato, apresentamos
algumas condigoes necessérias para que a fungao de precificagao garanta a existéncia da
funcao de densidade implicita.

Sendo a densidade implicita resultante do modelo de Black & Scholes uma tradugao do
comportamento instantaneo do prego futuro do ativo, é interessante comparé-la ao com-
portamento de previsao do ativo a partir de seu comportamento passado, traduzido pela
densidade preditiva Bayesiana. A funcao de densidade preditiva é estimada utilizando
a abordagem Bayesiana via modelo autorregressivo. Apesar de ser um modelo relativa-
mente simples, entendemos que este respeita dependéncia temporal entre as realizacoes
da série de precos. Assim, com a construcao da densidade preditiva, podemos comparar
as densidades implicita e preditivas. Aplicaremos as técnicas a séries de precos de ativos
e opgoes disponiveis na BM&F BOVESPA.

Alguns termos recorrentes ao longo do texto necessitam esclarecimento. Como taxa de
juros livre de risco, r, optamos pela taxa Selic dada pela média de juros diaria anualizada
com base em 252 dias tteis. Outra possibilidade seria utilizar o CDI como taxa de juros
livre de risco. Sempre que escrito “opgoes”, nos referimos a opcoes européias de compra.
Tempo de vencimento, 7', € o momento em que a opgao vence, ou seja, deve ou nao ser
executada. Preco do ativo base no tempo ¢, S;, é o preco do ativo ao qual a opgao esta
vinculada no tempo t. O prego de exercicio X é o valor pelo qual o detentor opcao tem
o direito de comprar o ativo-base na data de vencimento. Preco de mercado da opgao
seré denotado por ¢ e o prego justo (livre de arbitragem e neutro ao risco) resultante da
funcao de precificagao por p.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo [2| apresentamos a fun-
¢ao de precificacao de Black & Scholes, a volatilidade implicita, o smile da volatilidade,
a densidade implicita e as condigOes necessarias para que exista a funcao de densidade
implicita. No Capitulo [3] apresentamos como construir uma densidade preditiva m passos
a frente a partir de um modelo Bayesiano para séries de tempo, no caso para o modelo
autorregressivo. A comparacao das densidades implicita e preditiva encontra-se no Capi-
tulo 4l Por fim, propostas futuras e algumas questoes relevantes para a continuidade do

trabalho sao apresentadas no Capitulo 5



Capitulo 2

Modelo de Black & Scholes e derivacoes

Black & Scholes| (1973)) construiram um modelo de precificagdo neutra ao risco (de
ganho esperado zero) de opgoes europeias. No mesmo periodo, Merton| (1973, [1976))
apresentou uma formulacao muito similar. Muitos autores referem-se a féormula como
Black-Scholes-Merton (Haug & Taleb|, 2011)), entretanto, por simplicidade, utilizaremos
apenas Black & Scholes, que é também a forma mais conhecida para a formula de precifi-
cacao de opgoes (Belitsky, [2000; Cox et al. [1979, entre outros). Os resultados envolvendo

esta formula de precifica¢do foram baseados em Malz| (1993).

2.1 Modelo de Black & Scholes

O modelo de Black & Scholes supde que o prego de um ativo (que pode ser vendido
ou comprado em quaisquer instantes do intervalo de tempo [0,7], sendo T a data de

vencimento do contrato) segue o processo estocastico
S, = SpetttoWe € [0, T,

em que S; é o valor do ativo-base no tempo t, Sy é o valor inicial do ativo-base, u é a
taxa média de retorno do ativo e o a volatilidade do preco do ativo, ambos constantes.
Wi, t € [0,T] € um processo de Wiener. A partir desta suposicao e utilizando ferramentas
de calculo estocéstico, [Black & Scholes| (1973)) obtiveram uma férmula de precificagao de
opcoes que é baseada na ideia de preco justo da opcao, ou seja, o preco que resulta em

lucro esperado nulo.

Definicao 2.1.1 - Funcao de precificacao de Black & Scholes
Seja uma opgao de compra com data de vencimento T, data atual t, prego do ativo-base

no instante atual Sy, prego de exercicio X, taxa de juros livre de risco r e volatilidade o,
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4 Capitulo 2. Modelo de Black & Scholes e derivagoes

seu prego livre de risco sequndo Black € Scholes é dado por
pes(Su,t, T, X, 0,1) = S,®(dy) — Xe" " Dd(d,) (2.1)

em que ®(-) € a fungao distribuicao da normal padrdao e

:ln(St/X) +(r+02/2)(T —t)

o P ¢
a, :ln(St/X) +(r —o?/2)(T — t)-

oV —t

Na hipotese de volatilidade constante, a formula de Black & Scholes nao descreve sa-
tisfatoriamente os precos das opgoes praticados no mercado. Um problema deste modelo é
que ele considera a volatilidade de uma opgao constante em relagao ao preco de exercicio.
Todos os valores necessarios para a precificacao sao conhecidos, exceto a volatilidade, que
precisa ser estimada. Usualmente estima-se a volatilidade pelo desvio padrao historico
da série de pregos do ativo e muitas vezes considerando diferentes janelas de tempo (ulti-
mos 30 dias, 60 dias, entre outros). Entretanto, tais estimativas sdo as mesmas para os

diferentes precgos de exercicio.

2.2  Smule da volatilidade implicita

A suposigao de que a volatilidade é a mesma (constante) para diferentes pregos de
exercicio é considerada irrealista. Malz (1993) apresenta o comportamento da volatilidade
implicita, praticado pelo mercado em um instante de tempo como uma fungao do preco
de exercicio, o,(X) — “implicita” refere-se ao uso dos pregos de mercado instantaneos
de diferentes opgoes com um mesmo ativo-base para obter a volatilidade. Segundo as
suposicoes do modelo, esta funcao deveria ser constante em relagao ao prego de exercicio.

Porém, na pratica, o que se observa é um gréafico em formato de “U”.

Definicao 2.2.1 - Volatilidade implicita
Seja c(t, X, T) o prego de mercado no instante t de uma opcao com prego de exercicio

X e data de vencimento T. A wvolatilidade implicita para esta op¢ao € o valor ox tal que
c(t,X,T) =pps(S,t, T, X,0x,71). (2.2)

Definicao 2.2.2 - Smile da volatilidade implicita
Considere opgoes com mesmo ativo-base e mesma data de vencimento. Seja c(t, X, T')

o pre¢o de mercado destas opgoes e pps(Sy,t, T, X,04,7) 0 pregco de Black € Scholes. A

4



2.3. Densidade implicita )

fungao o4(X) que satisfaz
c(t, X, T) =pps(Se,t, T, X, 004(X),r). (2.3)

para todo X € chamada de smile da volatilidade implicita.

Para obter a volatilidade implicita inverte-se a funcao de precificacao em relagao a
volatilidade ao iguala-la ao preco de mercado da opcao. A funcao que traduz o comporta-
mento da volatilidade implicita para qualquer preco de exercicio é o smzle da volatilidade.
Esta funcao pode ser interpretada como o comportamento da volatilidade para a situagao
em que o custo de mercado é igualado a precificagao de Black & Scholes.

Como o mercado tem regras para a existéncia de op¢oes que dependem das oscilagoes
do preco do ativo-base, ha um numero limitado de pontos para a construcao do smile.
Para obtermos um smile definido para qualquer preco de exercicio, utilizamos o método
dos minimos quadrados para ajustar curvas suaves a estes pontos, podendo ser polinémios,
fungoes exponenciais ou outro tipo de funcao de interesse. Estas curvas sao denotadas
por 64(X). Existem outras técnicas para obtengao do smile da volatilidade, as quais nao

sao o foco deste trabalho.

2.3 Densidade implicita

Através do smile da volatilidade implicita é possivel derivar a funcao de densidade
implicita do preco do ativo no tempo de vencimento. Note que o preco justo de uma
opgao de compra em 7' é max(Sy — X,0). Podemos escrever o prego da opgao no tempo

presente como

ct,X,T) = e "I DEmax(Sr — X,0)] (2.4)
= ¢ (T / OO(ST — X)fs,(S7)dSr, (2.5)
X

em que F ¢é a esperanga em relagdo a medida de probabilidade fs,.(S7). Esta densidade

de probabilidade é a segunda derivada do custo de mercado da opc¢ao em relagao ao preco

de exercicio multiplicada por e="(T=%):
oc(t, X, T (T
P EL) o p (x) (26)
c(t, X, T o (T—
% = ' t)fST(X)' (2.7)

Sendo Fg, a funcao distribui¢ao implicita do preco do ativo em 7', queremos obter

5



6 Capitulo 2. Modelo de Black & Scholes e derivagoes

densidade implicita equivalente fs,. Por 2.2), c(t,X,T) = pps(Si,t,T,X,04,7) para
um X fixo. Para variar X, utilizamos o smile continuo ,(X) e escrevemos c(t, X, T) =
pes(Si,t, T, X,5,(X),r). Com isso podemos calcular e obter a densidade implicita
fST, dada por

apBS(Sta ta T7 Xa 5-t(X)7 ’T‘)

Fg, (X) = o "=t 4 1, (2.8)
N Ppps(Si,t, T, X, 60(X),7) oy
fST(X) _ pBS( t e t( ) )6 (T t)' (2.9>

As derivadas analiticas para obtencao da densidade implicita encontram-se no Apéndice
[Al

A funcao densidade de probabilidade implicita de St traduz o comportamento instan-
taneo de St no mercado; indica a plausabilidade de valores que St assume segundo as
condicoes atuais. Em um contexto de tomada de decisao de um investidor sobre com-
prar ou vender este ativo, é interessante saber como este comportamento instantaneo se
compara a um comportamento previsto baseado nas informagoes histéricas disponiveis
do ativo. Isto permite entender melhor o funcionamento do mercado, indicando possiveis

tendéncias de movimentos de pregos.

2.4 Restricoes a funcao de precificacao para que exista

densidade implicita
A partir de (2.8]), derivamos algumas condigoes necessarias para que seja possivel obter
a fungao de densidade implicita a partir da fun¢ao de Black & Scholes.

e Pertencer o classe €% em relacio ao argumento X — Para que a segunda
derivada exista e seja continua, resultando na densidade implicita, a fungao

pBs(S:,t, T, X,5:(X),r) deve pertencer a classe €2 em relagao a X.

e Ser nao crescente em X — A imagem de toda fungao distribuicao deve ser o intervalo

[0,1]. Logo,
~ t,T,X,0,(X
P(x) = 2esSub DT ooy ¢ )
0 S, t, T, X, 04X
pBS( ty 783( 7Ut< )7T)er(T—t) e [_1,0]
Como e ™= > 0, segue que & BS(St’tg)’(X"}t(X)’T) < 0, ou seja,

pes(S,t, T, X,5,(X),r) é nao crescente em relagao a X.

6



2.4. Restrigoes a fungao de precificagao para que exista densidade implicita 7

e Ser convera em X — Toda funcao densidade de probabilidades é positiva. Logo,

_ aQPBS(Sta t? Ta X’ &t<X)7 T’) er(Tft) > 0.
0X?2 -

fos(X)

Como €T > 0, 62p35(sﬁ’2’§’;{’&t()()”") > 0. Assim, pgs(S;,t,T, X,04(X),r) é con-

vexa em X.

Estas restrigbes matematicas sao coerentes. A funcao de precificacao pertencer a classe
€? e ser convexa sao necessarias para que exista a funcao de densidade de probabilida-
des implicita. Ja a funcao de precificacao ser nao crescente é razoavel para o mercado
financeiro; se tratando de uma opcao de compra, quanto maior o preco de exercicio desta
op¢ao, menor deve ser seu custo.

Se utilizarmos uma curva qualquer para ¢;(X) sem levar em consideracdo estas con-
digoes, existe a possibilidade de nao obtermos uma funcao densidade de probabilidades.

Para ilustrar os problemas decorrentes da nao imposigao das restri¢oes necessérias temos

o Exemplo [2.4.1]

Exemplo 2.4.1 Para ajustar os smiles da volatilidade e densidades implicitas, tanto sob
as restrigoes impostas a funcao de precificacao quanto sem estas restrigoes, utilizare-
mos opgoes de compra de agoes da Petrobras na data 23/05/2016 com vencimento para
20/06/2016. O intervalo de tempo até o vencimento era 0,076712 anos, o pre¢o do ativo-
base no instante t(23/05/2016) era R$8,52 e a taza de juros livre de risco 14,25% ao ano.
Os pregos das opgoes e os precos de exercicio disponiveis no mercado sao apresentados na
Tabela [2.1 Os pontos do smile da volatilidade foram obtidos pela inversao numérica da
formula de precificacao e, para tragar a curva, foi utilizado uma fungao exponencial da
forma a + e*+<*.

O smile, a func¢ao de precificagcdo, a fungao distribuicao implicita e a fungao densi-
dade implicita do preco do ativo sem utilizar as restricoes acima citadas sao apresentados
nas figuras|2.1(a), |2.1(b), |2.2(a) €|2.2(b), respectivamente. Note que estas funcoes nao
satisfazem as condigoes para serem consideradas fungoes distribuicao e densidade. Jd ao
utilizar as restrigoes, temos as figuras|2.3(a), [2.3(b), |2.4(a) €|2.4(b), das quais as duas

ultimas sao efetivamente fungoes distribuicao e densidade.




Capitulo 2. Modelo de Black & Scholes e derivagoes

Volatilidade implicita
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Tabela 2.1: Pregos de exercicio e das opgoes vigentes.
Preco de exercicio Prego da opcao

R$8,00 R$0,04
R$9,00 R$0,45
R$10,00 R$0,20
R$11,00 R$0,10
R$12,00 R$0,05

Figura 2.1: Smile da volatilidade implicita: (a) curva ajustada por minimos quadrados
utilizando uma fungao exponencial sem restrigoes e (b) func¢ao de precificagdo implicita a
partir deste smile. Os pontos em ambos os graficos sao as opgoes existentes no mercado.

Distribuigao implicita
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Densidade implicita
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Figura 2.2: Calculo que resultaria em fungoes de (a) distribuigao e (b) densidade implicitas
do preco do ativo-base em T



2.4. Restrigoes a fungao de precificagao para que exista densidade implicita

Volatilidade implicita
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15

1.0

0.5

0.0

Figura 2.3: Smile da volatilidade implicita: (a) curva ajustada por minimos quadrados
utilizando uma fungao exponencial com restri¢oes e (b) fungao de precificagao implicita a
partir deste smile. Os pontos em ambos os graficos sao as opgoes existentes no mercado.
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Figura 2.4: Funcoes de distribuigao
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Capitulo 3
Densidade preditiva

Como comportamento de previsao, construimos uma densidade dos pregos utilizando
a distribuicao preditiva a partir de um modelo Bayesiano para série de tempo. Utilizamos

o modelo autorregressivo.

3.1 Modelo autorregressivo Bayesiano

Seja Z; um processo estocéstico autorregressivo de ordem p (AR(p)). Entéo
Zilzi-1, 22, z—p ~ Normal(By + Brzi-1 + Bazi—2 + . .. + Bpzi—p, 5_1)

em que (Bo, b1, ..., Bp,§)" € um vetor de parametros e £ ¢ um parametro de precisao. Ha
restricao nos parametros para que o processo seja fracamente estacionério: as raizes do
polindmio caracteristico devem estar fora do circulo unitario. Para mais detalhes, veja
Morettin| (2006). Para ajustar este modelo a uma série de tempo Z; com t observagoes,

t > p, definimos alguns termos:

U T
Zat1 Zp1

Zav=| ¢ | L= | P | W=1hp | Zpur | Zporua | o | Ziap|,
Zp-1 Zat1
Zy Zq

em que a < b e 1, ¢ um vetor coluna unitario de dimensao k. Por questao de notacao,
denotamos b = (W'W)'W'X,, 1, e SSE = (Zy114 — W) (Zpy1.4 — W) (Koop et al.,

2007)), sendo A* o transposto de A. Temos que, a partir de uma familia de distribuigoes

11



12 Capitulo 3. Densidade preditiva

conjugadas, as distribuicoes a priori sao

5 ~ Gama(a()?’Y(])?aOafyO > 07
Bl ~ Npsa(po, (hKo) ™), po € Ry

e as distribuicoes a posteriori,

f’ZLt ~ Gama(an7ﬁyﬂ)aan7’yﬂ>07
5|€7 Zl:t ~ p+1(lun7 (hKn)_l)van € Rp—i—l

em que

a, = oo+ 1/2,

K, = K;'+W'W,

pn = K (Kopo +WWb) e

T = Y+ %SSE + %(b — p0) W'W K Ko(b — po).

A parametrizagio das densidades utilizadas encontra-se no Apéndice [B]

3.2 Densidade preditiva para um passo a frente

A densidade preditiva um passo a frente é a distribuicao de probabilidade de uma
varidvel ainda nao observada condicional & toda a informagao coletada até o momento
e, ao estender esta idéia para o modelo autorregressivo, temos uma densidade para um

preco futuro que carrega consigo o comportamento histérico do preco do ativo.

th+1 (Zt+1|let) = / e / f(zt+1|607 cee 7/8]77 57 Zt:t—(p—l))ﬂ-</807 cee 7ﬁp7 £’Z1:t)d60 e dﬁpdgv

sendo 7(fo, ..., By, €| Z14) a densidade a posteriori dos parametros do modelo. Segundo

Lad| (1996),

Zt+1|Z1:t ~ t(V7/~L70-)7 (31)

12



3.3. Preditiva para m passos a frente 13

em que

v o= 20y,

Ho= (17 Zf:t—(p—l))t:un7

A —
g = T[I - (1’ Ztt:t—(p—l))t(Kn + (17 Zf:t—(p—l))(17 Zfzt—(p—l))t) 1(1? Zf:t—(p—l))])’

sendo t a distribuicao ¢ de Student com parametro de locagao u, escala o e graus de

liberdade v (fun¢do densidade encontra-se no Apéndice [B).

3.3 Preditiva para m passos a frente

Devido a complexidade de problemas com dependéncia entre observagoes, a obtencao
da densidade preditiva analitica m passos a frente é inviavel. Porém, partindo de uma
amostra da preditiva um passo a frente, é possivel gerar uma amostra da preditiva m passos
a frente utilizando o método de Gibbs (Gelman et al., 2003) uma vez que conhecemos as
densidades condicionais das quais desejamos gerar.

Suponha que estamos em ¢ e desejamos gerar uma amostra de tamanho k da preditiva
da variavel no passo t + m condicional aos anteriores. O modelo é aquele ajustado com
as t primeiras observagoes, entdo a preditiva que queremos amostrar é Z |21, .., 2.
Primeiramente, devemos gerar uma amostra de tamanho k da preditiva Z; 1|21, que é
a densidade especificada em (3.1). Denotaremos esta amostra por zﬁ)l, zt(i)l, e ,zé_’i)l. A

partir disto, temos o seguinte algoritmo:

1. Faga i = 1; 7 é o indice referente a amostra.

2. Faga j = 2; j € o indice referente ao tempo.

Sk (@ ) (@) t_ () t
3. Seja 2" = (21, 22, - - 5 26, 24015 Zigar o5 Ziag1) = (Pl Zppraago1)

4. Geramos zt(_?j a partir de Zt(i)j|zi*:t+j71 ~ (v =200, 0= (1, 2] i po1)) Hns

7= 3_:[]_(1’ Z:Jtrj:tJrj—(p—l))t(K”—'—(l? Z:ij:tﬂ—(p—l))(l’ Zﬁrj:tﬂ—(p—l))t)fl(l z

5. 7 =7+ 1. Repetir os passos 3-4 até j = m.
6. ¢ =1+ 1. Repetir os passos 2-5 até 1 = k.

. o _©@ (k) . "
Com isso, temos uma amostra z;\%,, Z;yms - - - » Z4m, OU S€ja, uma amostra da preditiva

Zt+m|Z1:t.

13
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14 Capitulo 3. Densidade preditiva

3.4 Escolha do grau p do modelo autorregressivo via

CPO*

Para determinar o grau p do modelo autorregressivo utilizaremos o CPO*, uma adap-
tacao para séries de tempo da medida de adequabilidade preditiva CPO, ou Conditional
Predictive Ordinate (Corberan-Vallet & Lawson) 2011). O CPO é uma quantidade base-
ada em validacao cruzada, retirando uma observacao por vez e realizando a previsao da
mesma. Usualmente, medidas que nao levam isto em consideracao sao problematicas pois
superestimam a capacidade preditiva de um modelo.

O CPO é calculado para cada i-ésima observagao, denotado por CPO;, e, para obter
um Indice geral, somamos o logaritmo dos CPO,’s para todo i. Para tornar este valor
positivo, utilizamos seu oposto.

Cada CPOQO; ¢é a densidade preditiva da ¢-ésima observacao aplicada ao ponto observado
z;, ou seja, indica se o ponto observado é de alta ou baixa densidade preditiva. A ideia

do CPO é calcular, para cada observacao,

CPO; = plla) = [ plal@)p(Oz)d0, (3.2)

em que z;, ¢ o i-¢simo valor observado de z, z; € o vetor z sem a i-ésima observacao e

O = (8,%).

Uma medida para comparagao de modelos, consideramos a soma do In dos CPOs

n
( CPO = =) " In(CPO;).
i=1
Como estamos calculando menos a log densidade das previsoes aplicada aos pontos ob-
servados, quanto menor o /CPO melhor o modelo.

Em modelos de séries de tempo, devemos tomar cuidado com a dependéncia no mo-
mento de construcao da densidade preditiva. Além disso, podemos ter problemas com
a qualidade dos CPO;’s calculados para i’s iniciais. Por exemplo, em um contexto de
regressao com n observagoes, para calcular CPOq, construiremos a preditiva com n — 1
observagoes. Com um modelo de séries temporais, nao teremos dados anteriores a i-ésima
observagao para construir a preditiva, utilizando apenas a distribuicao a priori.

Nao é adequado avaliar a qualidade preditiva de um modelo utilizando uma previsao
tao crua como a das primeiras observagoes da série. Assim, propoe-se um CPO alternativo,
denotado por CPO*. A idéia do CPO* ¢é fixar uma janela de tempo recente para calcular
o CPO, tendo disponivel uma quantia razoavel de dados até o calculo do primeiro CPO*;.

Seja z uma série temporal com n observagoes e seja m o tamanho da janela de tempo

14
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15

desejada para calcular o CPO* (m << n).

CPO? = pla|apy) = / p(2:]0)p(6]151)dO.

O (CPO* geral é dado por

(CPO* =~ Y In(CPOx).

i=n—m-+1

15

(3.4)
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Capitulo 4
Resultados e aplicacoes

Com as duas distribui¢oes dos pregos (implicita e preditiva) definidas, aplicaremos as
técnicas desenvolvidas a séries de pregos da petrobras (PETR4) fornecidas pela BM&F-
BOVESPA (BM&F-BOVESPA| 2015). Neste Capitulo, vamos apresentar trés resultados
que decorrem dos conceitos apresentados e desenvolvidos nos capitulos anteriories. Pri-
meiramente, na Secao {4.1| apresentaremos uma comparacao das densidades implicita e
preditiva via probabilidades de ordem. Na Secgao [4.2] apresentamos como intervalos de
credibilidade construidos a partir da preditiva e da implicita comportam-se ao longo do
tempo em relacao ao valor observado de St, o qual no momento deste trabalho é conhe-
cido e igual a R$15,92. Por fim, na Secao apresentamos uma forma de, a partir das
distribuic¢oes implicita e preditiva de Sr, obter a funcao quantil do preco das opgoes com
diferentes precos de exercicio em t. Em todos os casos, utilizamos a série original, o que

gerou melhores resultados do que utilizar o logaritmo do preco.

4.1 Comparacao de densidades implicita e preditiva

para um instante ¢

Considerando a implicita e a preditiva de duas varidveis aleatorias independentes,
podemos compara-las via probabilidades de ordem (probabilidade do prego implicito ser
superior ao prego predito, por exemplo), medidas resumo e graficos das densidades. Este
tipo de resultado pode auxiliar na tomada de decisao de entidades envolvidas no mercado.
Por exemplo, caso a esperanca do preco do ativo calculado por meio da densidade preditiva
seja maior que a esperanca do preco do ativo calculada por meio da densidade implicita,
um investidor poderia tomar a decisao de comprar o ativo, pois historicamente sua média
tende a ser superior & média atual praticada pelo mercado, ou seja, o mercado estaria

subvalorizando o ativo. Analogamente, se o mercado esta praticando um preco abaixo do

17



18 Capitulo 4. Resultados e aplicacoes

Tabela 4.1: Modelos com diferentes graus e /CPO*’s correspondentes. Apresentacao dos
modelos com menor /{CPO* em ordem crescente (o maior valor de p considerado foi 30).

(CPO* p (CPO* p (CPO* p
8.87 10 931 17 10.14 12
8.98 7 948 18 10.14 20
8.99 8 952 15 10.44 23
9.08 2 9.61 19 1047 24
9.09 3 9.63 14 10.54 25
9.10 1 9.67 16 10.66 29
9.12 9 988 13 10.90 28
9.17 4 997 11 11.09 26
9.19 6 10.00 22 11.20 30
9.21 5 10.02 21 11.34 27

historico, o ativo esté sobrevalorizado e o investidor deve vendé-lo.

Utilizamos séries de precos da Petrobras fornecidas pela BM&F-BOVESPA| (2015) e
selecionamos apenas as op¢oes com negociacao. A data de vencimento é 20 de fevereiro
de 2017 e o preco do ativo nesta data era R$15,92. A densidade preditiva foi calculada
utilizando como dados os precos de fechamento diarios de 26 de novembro de 2015 a 2
de fevereiro de 2017 e e sdo apresentados na Figura 4.1 O modelo utilizado foi o autor-
regressivo de ordem 10, uma vez que este apresentou menor /CPO* dentre os modelos
considerados (grau 1 a 30), apresentados na Tabela Para o calculo do /CPO*, utiliza-
mos os tltimos 40 dias, equivalente a aproximadamente 2 meses de negociacao. O tempo
para previsao utilizado foi 20 de fevereiro de 2017, o que é equivalente a utilizar 12 dias
de negociacao até o vencimento do contrato.

No caso da construgao da preditiva no tempo T para a série de precos S; seguindo a

notagao do Capitulo [3 basta considerarmos
® Zy =54
o t+m="T.

Para o calculo da densidade implicita, utilizamos os dados de opc¢oes da Petrobras
de 2 de fevereiro de 2017. O tempo até o vencimento era de 12 dias de negociagao, a
taxa de juros livre de risco 13% ao ano e o prego do ativo no instante ¢ (02/02/2017)
era R$14,89. As cotagoes e precos de exercicio das opgdes de compra vigentes e com
negociagao encontram-se na Tabela [1.2] Para o smile continuo utilizamos um polinémio
quadratico.

As fungoes de densidade preditiva e implicita sdo apresentadas na Figura [4.2] Con-
sideramos estas duas variaveis aleatorias independentes para calcular probabilidades de

ordem. A probabilidade da implicita ser maior que a preditiva é de 0.534 (calculada com

18
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Preo Petrobras
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Figura 4.1: Série diaria de pregos da Petrobras de 20 de novembro de 2015 a 2 de fevereiro
de 2017.

Tabela 4.2: Pregos de exercicio e das opgoes vigentes.
Preco de exercicio Prego da opcao

R$14,00 R$1,17
R$15,00 R$0,54
R$16,00 R$0,18
R$17,00 R$0,07

o método de Monte Carlo, baseado na amostra da distribuicao a posteriori obtida por
amostrador de Gibbs). Isto significa que o pre¢o que o mercado esta praticando é muito
proximo, porém ligeiramente superior, ao que prevemos com base em dados histéricos. As
medidas descritivas de cada variavel aleatoria (Tabela reforgam esta caracteristica,
uma vez que, apesar de proximas, a média e a mediana da implicita sao superiores aos da
preditiva. Vale destacar que a variabilidade da densidade preditiva é bem menor que da
densidade implicita, caracteristica detectada tanto no desvio padrao quanto na distancia

interquartil.

Tabela 4.3: Medidas descritivas para a densidade preditiva e a densidade implicita de S.
Preditiva Implicita
Média | R$14.79 R$14.96
D.P. R$0.90 R$1.45
Q1 R$14.21 R$13.98
Mediana | R$14.75 R$14.92
Q3 R$15.42 R$15.90

19
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PDF

Figura 4.2: Fungoes de densidade preditiva (linha continua cinza) e implicita (linha pon-
tilhada preta) do prego do ativo-base em T = 2 de fevereiro de 2017.

4.2 Comparagao de densidades implicita e preditiva ao

longo do tempo

Para verificar o comportamento das densidades implicita e preditiva ao longo do tempo,
calculamos as densidades considerando como tempo presente de 20 de dezembro de 2016
a 2 de fevereiro de 2017. Para as preditivas, continuamos utilizando dados histéricos a
partir de 26 de novembro de 2015 e o modelo utilizado foi o AR(10), obtido na Segao 4.1}
Para cada dia de negociagao, calculamos a probabilidade da densidade implicita estar
acima da preditiva (Figura [4.4]), intervalos de credibilidade HPD de 50%, 80% e 95%

para as duas densidades (figuras [4.3(a)| e [4.3(b)) e comparamos com o valor observado

de Sr. Em geral, tanto os intervalos preditivos quanto os implicitos contém Sr. Os
intervalos preditivos tem amplitude menor que os implicitos. Na Figura [£.4] temos as
probabilidades da implicita ser maior que a preditiva ao longo do tempo considerado. Na
maioria das vezes, a implicita mostrou-se maior que a preditiva, indicando uma possivel

supervalorizacao do ativo.

4.3 Comparacao de densidades implicita e preditiva dos

precos das opcoes

A partir de uma densidade para Sr, é possivel calcular a funcao quantil do prego de

uma opc¢ao no tempo t, t <T. Como visto no Capitulo [2| o preco justo de uma opcao de

20
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Figura 4.3: Intervalos de credibilidade densidades (a) preditiva e (b) implicita. 95% em
preto, 80% em cinza médio e 50% em cinza claro.

observado de Sr.

A reta horizontal preta é o valor
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...............................

Figura 4.4: Probabilidades da implicita ser maior que a preditiva ao longo do tempo. A
reta horizontal preta é em 0.5.

compra em ¢ ¢ max(Sp — X,0)e”" "), Note que em ¢t < T, Sp é uma variavel aleatéria
e, em T, St é um valor observado.

Definimos esta quantidade como U = max(Sy — X, 0)e """, Tanto a funcio maximo
quanto a funcao quantil de uma distribuicao sao fungoes de ordem; logo, a funcao quantil

de U pode ser escrita como:

4(U) = qo(max(Sy — X,0)e" 7)) = g, (max(Sy — X,0))e @ (4.1)
= max(ga(Sr — X),0)e”" "™ = max(ga(Sr) — X, 0)e" Y.

Assim, a partir dos quantis de S, podemos determinar os quantis de U(X) para cada
X. As figuras4.5(a)|e[4.5(b)|apresentam os quantis 2,5%, 25%, 50%, 75% e 97,5% para os

pregos das opgoes baseados nas densidades implicita e preditiva para S calculados com

os dados até 1 de fevereiro de 2017 e visualizados com os pregos de mercado destas opgoes
do dia 2 de fevereiro de 2017. A ideia é precificar as opgoes em 3 de fevereiro utilizando
os dados até 1 de fevereiro. As fungoes implicita e preditiva possuem amplitude muito
distinta, sendo que a implicita tem variabilidade maior. Porém, em ambos os casos os
valores de mercado das opgoes estao sempre acima da mediana, indicando que os pregos

praticados no dia 2 de fevereiro estao acima do esperado.
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Figura 4.5: Quantis implicitos (a) e preditivos (b) de 2,5%, 256%, 50%, 75% e 97,5% para
os precos de opgoes com diferentes pregos de exercicio. Quanto maior o quantil, mais

escuro o tom de cinza. Os pontos sao os valores de mercado das opc¢oes no dia 2 de
fevereiro de 2017.
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Capitulo 5
Comentarios finais

A formula de precificacao de Black & Scholes é muito utilizada no mercado de opgoes,
assim como o smile da volatilidade. A partir disto, obtemos a densidade implicita do
preco do ativo-base na data de vencimento, que descreve o comportamento instantaneo
de S7. Comparamos o comportamento implicito com o comportamento de previsao ba-
seado em dados historicos, representado pela densidade preditiva baseada em um modelo
autorregressivo Bayesiano para séries de tempo. Esta densidade preditiva ¢ a densidade
da variavel aleatoria St no tempo t condicional apenas aos dados observados e, como foi
utilizado um modelo para série de tempo, levamos em consideracao as relagoes de de-
pendéncia caracteristicas de dados financeiros. Utilizamos o modelo autorregressivo, um
modelo que permite a construcao da densidade preditiva no tempo desejado e que respeita
a condicao de dependéncia temporal. Com a distribuigao preditiva calculada, compara-
mos as densidades implicita e preditiva via probabilidades de ordem e medidas resumo,
verificamos como estas densidades mudam ao longo do tempo e também obtivemos a
funcao quantil para o prego da opcao.

As principais contribui¢oes deste trabalho sao:

e comparar a densidade implicita de Black & Scholes com a densidade preditiva Baye-

siana de precos de ativos;

e encontrar restricoes da fungao de precificacao para garantir a existéncia da funcao

densidade de probabilidade implicita;
e construcao do CPO*, adaptacao da medida CPO para séries de tempo;

e uma maneira de precificar opg¢oes a partir da mediana (e qualquer outra fungao

quantil).

Para dar continuidade a este trabalho, é interessante construir func¢oes de densidade

preditivas a partir modelos Bayesianos diferentes e mais completos do que o autorregres-
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26 Capitulo 5. Comentérios finais

sivo, como modelos ARCH e GARCH Bayesianos. Estes modelos se adequam & volatili-
dade estocastica comumente detectada em dados financeiros. Outro aspecto que também
pode ser explorado em trabalhos futuros é comparar formas funcionais diferentes para o
smile e suas consequéncias na densidade implicita. Por fim, é importante estudar a preci-
ficacao de opgoes com a mediana e outros quantis e aplicar as técnicas a outros conjuntos
de dados.
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Apéndice A

Derivadas para construcao da

densidade implicita

Para apresentar as derivadas de ppg(Si,t, T, X, 6,(X), r), utilizaremos algumas nota-

goes:

T = T—t
9(X) = ln(§)+7r+(a<);))7

JX) = —%+6(X0)F(X)r
MX) = ¢(X)5(X) = #(X)g(X)
b hX)
LT GXPVE
dy = - (XN
WX) = g"(X)6(X) = 6"(X)g(X)
o RO0F(X) — 26 (X)h(X)
1 XV
G = & -7
F(X) = —Xg(X)

»(X) é a densidade da normal padrao e (X)) a fungao de distribui¢do da normal padrao.

e Primeira derivada

apBS(St; t7 TJ X7 &t(X>7 T)
0X

= So(dy)d, — e T[®(dy) + X p(dy)d)]

e Segunda derivada
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Apéndice A. Derivadas para construgdo da densidade implicita

a2pBS<St7 ta T7 X: a-t(X)7 T)

0X?

= S[¢(d)(d1)” + dip(dy)]
—e7"T[20(dy)dy + X ¢'(ds)(d3)? + X dy(da)].
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Apéndice B

Lista de distribuicoes

B.1 Distribuicao Normal Multivariada
Diz-se que Y = (Y7,...,Y,) ~ N,y(u, X) se sua funcdo de densidade é dada por
fr(y) = |S|7 V2 (2r)P e 2w k) g e R matriz positiva semi-definida.

com p o vetor de médias e ¥ a matriz de varidncias e covariancias positiva definida.

B.2 Distribuicao Gama

Diz-se que Y ~ Gama(a, ) se sua fungao de densidade é dada por

1
BT (a)”

fY(y) = aile_%aya Oé?ﬁ > 07

em que [ é a funcao Gama.

B.3 Distribuigao ¢

Diz-se que a variavel Y segue distribuicao ¢, , , se

|+

1 — )2 —@w+1)
) (1+ (y N) —T
(vm)'/20 vo?

fr(y) = IE

NSNS

(5)

v>0,ue R,0>0.

em que v é o numero de graus de liberdade, 1 pardmetro de locagao, o parametro de

escala e I' a fungao Gama.

29



30

Apéndice B. Lista de distribuigoes
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