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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é elaborar uma sequéncia didatica para estudo da
curva catenaria, utilizando geometria dindmica. Para isso, foi feito um estudo sobre seu
desenvolvimento historico, notagdo, construcao e propriedades. Destacar a importancia do
uso de software/aplicativo para melhor compreensao da fungao e sua representacao grafica.
Por fim, aplicar um plano de aula sobre a curva com alunos do Ensino Médio, coletar,

analisar e discutir os resultados baseando-se nos relatos dos alunos envolvidos.

Palavras-chaves: Catenaria, Exponencial, Cosseno Hiperbdlico, Geogebra.



ABSTRACT

The current study aims to elaborate a didactic sequence to study the catenary curve
through the dynamic geometry perspective. In onder to highlight the importance of using
software /application to better understand the function and its graphical representation, a
study has been made on its historical development, notation, construction as well as its
properties. Therefore, a lesson plan on the curve will be applied to High School students.

Based on their reports, we intend to analyze and discuss these results.

Key-words: Catenary, Exponential, Hyperbolic cossene, Geogebra.
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1 INTRODUCAO

O tema catenaria foi apresentado pelo professor de Geometria Analitica durante o
PPGECE, em aula, na qual se estudava as caracteristicas das curvas e suas respectivas
funcgoes. Nessa aula foi argumentado sobre a diferenca entre a parabola e a catenaria,
estruturando a fungdo do cosseno hiperbdlico como a representagao da curva catenaria. O
tema foi abordado de forma breve, porém suficiente para despertar o interesse em conhecer
o assunto de forma peculiar e detalhada. Tornou-se objeto de estudo neste trabalho. Os

proximos passos foram ampliar o olhar, pesquisar, descobrir e registrar.

O objetivo principal do trabalho é apresentar uma curva desconhecida pelos alunos
do Ensino Baésico e analisar os resultados da aplicacao da catenaria com alunos do Ensino
Médio. Para tanto sera necessario: conhecer a curva em sua concepcao histérica, construir
teoricamente as caracteristicas que definem a catendria, fazer uso do software de geometria
dindmica como um recurso visual que auxilia na compreensao dos alunos, aplicar a pesquisa

com um grupo de alunos do Ensino Médio.

A pesquisa teve inicio com a parte historica e como resultado deste estudo e
organizacao dos dados, ¢ apresentado o primeiro capitulo desta dissertagao, que relata
desde os primeiros registros da catenaria por Galileu Galilei (1564 - 1642), no qual o
matematico observa a catenaria e a confunde com uma parabola. Anos mais tarde, os
matematicos Huygens (1629 - 1695), Leibniz (1646 - 1716) e Bernoulli (1667 - 1748),
se debrugaram para demonstrar de maneira geométrica e algébrica. Apos 111 anos das
primeiras notagoes da catendaria, o matematico italiano, Riccati (1707 - 1775), escreve a

expressao algébrica.

Foi realizada uma pesquisa sobre a curva catendaria nos periddicos da CAPES
e site de pesquisa de trabalhos académicos, no qual o segundo capitulo apresenta um
breve resumo dos trabalhos encontrados. Posteriormente, foi feito um estudo da equacao
catendria, para enfim, fazer uso do software de geometria dindmica, com o intuito de
auxiliar no conhecimento da representacao grafica da fungao representada por exponenciais

e, também, pelo cosseno hiperbdlico, finalizando o capitulo 2.

Visando ampliar o entendimento matematico, a curva foi aplicada com alunos do
2% ano do Ensino Médio, de uma escola situada na cidade de Sorocaba/SP, abordando a
catenaria como uma aplicacdo da func¢ao exponencial e, também, uma fungdo do cosseno
hiperboélico com 3 encontros de 1h30min cada, para desenvolvimento da pesquisa de campo.
Os alunos tiveram contato com a parte historica, aplicacoes e representacao grafica com

software. Os registros da aplicagdo da pesquisa compoem o terceiro capitulo.

As consideracoes finais fazem mencao aos resultados obtidos com a pesquisa, tendo
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em vista os aspectos evidenciados durante o processo, registrando de forma condensada as

contribuigoes que o trabalho apresenta.

Dessa forma, o trabalho esta organizado em 3 capitulos, contexto historico, a curva

catenaria, aplicagdo em sala de aula, introducao e consideragoes finais.
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2 CONTEXTO HISTORICO

“O Universo é um grande livro que ndo pode ser compreendido a menos
que antes se aprenda a entender a linguagem e a ler as letras nas quais
ele estd composto. Ele estd escrito na linguagem da Matemética” [Galileu
Galilei, retirado de (GARBI, 2006), p.127]

O estudo da curva atualmente conhecida como catenaria teve inicio com o ma-
temadtico italiano, Galileu Galilei, (1564 — 1642) apontado como um grande astrénomo,
matematico e fisico dos séculos XVI e XVII. Formado em Medicina pela Universidade
de Pisa, teve uma passagem breve por essa profissao, pois movido pela sua paixao pela
Matematica e a Fisica, em pouco tempo Galileu ja estava inserido no contexto desse
mundo, e contribuindo com sua visao e modo de pensamento sobre o Universo. (GARBI,
2006)

Uma de suas primeiras descobertas foi relacionada ao periodo de oscilagao de um
péndulo e, também ¢é atribuida a ele, a descoberta de uma balanga com grande precisao
no ano de 1586. Em 1589, na Universidade de Pisa, realizou seus estudos sobre a acao
da gravidade. Ja em 1592 deixou a catedra da Universidade de Pisa e assume a catedra
da Universidade de Padua onde chegou a resultados importantes sobre a Lei da Inércia
que tornar-se-ia referéncia para o desenvolvimento da teoria de Newton décadas depois.
Galileu foi, por toda vida, um homem religioso e catdlico devoto, porém angustiava-se ao
pensar em pontos que contrariavam as escrituras da igreja, sentia-se compelido a conceber

as relagoes entre a ciéncia e a religido. (EVES, 2004)

Sobre o estudo das curvas:

Galileu, erradamente supds ter encontrado outra aplicagdo da pardbola
na curva de suspensdo de uma corda ou corrente (catena) flexivel, mas
mais tarde, ainda no mesmo século, os matematicos demonstraram que
essa curva, a catenaria, nao sé nao é uma parabola como nem sequer é

algebra. [(BOYER, 2012), p. 232]

Nao foi exclusividade da catenaria ser estudada por Galileu Galilei. Ele também
estudou a curva, hoje conhecida por cicldide, no qual tentou definir a area gerada no
arco, mas nao obteve éxito. O melhor que conseguiu fazer foi tracar, recortar e pesar o
papel gerado pela curva. Em um dos tltimos trabalhos deparou-se com a propriedade
fundamental de um conjunto infinito. “Galileu chegou a avistar a terra prometida, mas
nao pode entrar nela.” (BOYER, 2012)

Costuma-se citar a frase dita por Galileu Galilei: “No que se refere a ciéncia, a

autoridade de mil pessoas nao vale o simples raciocinio de um individuo apenas”. Nao
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demorou muito para que os estudos de Galileu Galilei fossem revistos e recolocados em

pauta de discussao dos matematicos da época, corroborando seu pensamento.

O francés, frade, minimita, Marin Mersenne (1588 — 1648) manteve correspondéncia
constante com os maiores matematicos de seu tempo, no qual funcionou de uma maneira
admiravel em uma época que nao existiam revistas cientificas para publicagoes. Em uma
espécie de camara de compensacao de ideias, editou muitos trabalhos dos matemaéaticos
gregos sobre assuntos diversos. Com suas idas a Italia, Mersenne, que admirava as obras
de Galileu, as trouxe para serem estudadas em Paris. Existia um grupo de matematicos
que faziam reunioes para discutir novas visdes da Matematica e Fisica no qual Mersenne,

que realizava os registros, copiava-os para enviar para todo o grupo. (EVES, 2004)

Logo depois de sua morte, foram encontradas cartas com 78 correspondentes
diferentes. No século XVII , os matemaéticos recebiam desafios para serem solucionados,
com isso contribuindo para o crescimento intelectual e académico. Tais desafios, por
diversas vezes, eram acompanhados de premiagoes. Foi dessa maneira que o problema
da catendria foi apresentado, ou melhor, reapresentado (pois Galileu ja o havia citado) a
sociedade mateméatica. O problema proposto por Galileu em 1646 que pensava ser uma
parabola foi revisto e solucionado simultaneamente 44 anos depois por cinco matematicos:
os Irmaos Bernoulli (Jacques e Jean), Leibniz, Huygens e Newton. Porém apenas trés das
solugoes estavam corretas: as de Jean Bernoulli, Leibniz e Huygens (cujas contribuigoes
matematicas — principalmente seu envolvimento com a curva catendria serao apresentadas

posteriormente).

2.1 CHRISTIAAN HUYGENS

O holandés Christiaan Huygens (1629 — 1695), filho do diplomata Constantin

Huygens, ingressou na Universidade de Leiden em 1645, onde cursou Matematica e Direito.

Enderegou intimeras cartas a Mersenne,o qual o tinha como pai e educador. Este,
por sua vez, orientava trabalhos, sugeria temas para investigagoes e caminhos para os éxitos
em suas pesquisas. Possivelmente recebeu de Mersenne o desafio da catenaria, provado aos
17 anos, que a afirmacao de Galileu era falsa, pois a curva nao se tratava de uma parabola.
(BOYER, 2012)

“.. investigou a geometria da catendria (a curva assumida por uma cor-
rente perfeitamente flexivel e inextensivel, de densidade linear uniforme,
pendurada em dois ganchos néo situados na mesma vertical)” [(EVES,
2004), p. 399]



16

Figura 1 — Anotacido sobre a catendria de Huygens

Fonte: (NUNES 2016)

Huygens apresentava um pensamento geométrico em suas anotagoes (Figura 1),
evidenciando sua maneira de observar a curva catenaria, mas esse nao foi seu principal
trabalho, tao pouco o unico relacionado a curvas. Sua maior publicacao foi feita em Paris
no ano de 1673, como o nome Horologium oscillatorium. O trabalho apresentava cinco
capitulos, cujos assuntos eram relacionados ao reldgio de péndulo, corpo em queda livre
no vacuo, a prova da propriedade do cicloide invertida ou tautdcrona evoluta de uma
curva plana e evoluta da pardbola semictbica. E comum ver seu nome lembrado na teoria
ondulatéria da luz, pela observagao aos anéis de saturno e pela invencao do relégio de
péndulo. (EVES, 2004)

“Durante toda sua vida conservou grande interesse por tudo que era
matemadatica, mas especialmente por curvas planas de grau superior.
Enquanto Galileu julgava ser uma catendaria uma pardbola, Huygens
mostrou que ela é uma curva nao algébrica. Em 1956, tinha aplicado uma
andlise infinitesimal as conicas, reproduzindo a retificagdo da parabola
a quadratura da hipérbole (isto é, a achar um logaritmo) “ [(BOYER,
2012), p. 262].

2.2 GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ

“O grande génio universal do século XVII” o alemao Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 — 1716) foi filésofo, tedlogo, cientista, matematico e diplomata. Como diplomata
viajava muito e em 1972, foi para Paris onde encontrou Huygens (EVES, 2004), que lhe
sugeriu tornar-se um matematico, indicando-lhe a leitura dos tratados de Pascal de 1658 —
1659 (BOYER, 2012). “Foi Huygens quem o introduziu no reino da Rainha das Ciéncias e,
algum tempo depois de comecar a ensinar-lhe Matematica, propds a Leibniz o calculo da
soma da série infinita”. (GARBI, 2006)
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Nao se pode afirmar de quem foi o privilégio, se foi de Huygens de orientar Leibniz
ou o inverso. O que ¢ fato: um “jovem diplomata convence o cientista a dar-lhe aulas de
matematica”. (EVES, 2004)

Suas missoes politicas permitiram que conhecesse muitos mateméaticos da época e
que lhes apresentassem sua invengao (ainda em construgdo): uma méaquina que calculava.
Levou-a em 1673 para Paris, onde a Real Academia de Ciéncias pdde apreciar se a maquina
servia para somar, subtrair, dividir e multiplicar. Nessa mesma época foi admitido na
academia de Ciéncias de Paris, onde teve contato com os trabalhos de Isaac Newton,
considerado seu rival na invencao do Calculo. Diz-se que Leibniz morre em Hanover, em

1716, abandonado e entristecido por conta a disputa da invencao do calculo. (EVES, 2004)

“Fechando nossos comentarios sobre Leibniz com uma espécie de hino ao
seu talento tinico. A matematica se compoe de dois dominios amplos e
antitéticos, o continuo e o discreto; e em toda a histéria da matematica o
inico homem a transitar nesses dois dominios com soberbo desembarago
foi Leibniz” [(EVES, 2004), p. 445]

Pode-se ver um pouco desse talento e dessa mente fascinante em seus registros da ca-
tenaria (Figura 2), publicada em 1961. Esta é uma das intimeras descobertas e contribuigdes

desse matematico, que impressiona todo o mundo, até hoje, pela sua genialidade.

Figura 2 — Construgao da catenaria por Leibniz

=
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Fonte: (MAOR, 2004),p.186

2.3 FAMILIA BERNOULLI

Dois irmaos suigos Jacques Bernoulli (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748)
contribuiram para a descoberta da catenaria. Nao se trata de dois irmaos matematicos,

mas de uma grande familia do qual “nenhuma familia na histéria da Mateméatica produziu
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tantos matematicos céleres quanto a familia Bernoulli”. Muitos membros da familia tiveram
éxito em seus trabalhos desenvolvidos na érea de Matematica e Fisica (Figura 3), alguns

chegaram a ser sécios estrangeiros da Académie des Sciences em Paris. (BOYER, 2012)

Figura 3 — Arvore genealdgica da familia Bernoulli.

Micolaus
(1623-1708)
| ] ]
Jacques | Micolaus| leanl
(1654-1705) | | (1662-1716) (1667-1748)
| | I
| | ] ]
Micolaus I Micalaus Il Daniell Jean I

(1687-1759} | | (1695-1726)| |(1700-1782} | |(1710-1790)

lean (I Danizl Il lacques ||
(1746-1807) | | (1751-1834) | [{1759-1789)
Christoph
(1782-1863)
Jean Gustave

{1811-1863)

Fonte: (BOYER, 2012), p.292

Tudo comecgou no final do século VII, quando dois dos irmaos Bernoulli, Jean e
Jacques, decidiram estudar Matematica, deixando outros interesses da familia para se

empenharem no desenvolvimento e conhecimento dos nimeros. (EVES, 2004)

O primeiro da familia a conseguir prestigio na Matematica foi Jacques Bernoulli,
“Jacques tornar-se matematico profissional e o fez as custas de muito esforco e talento,
pois precisou aprender quase tudo por si mesmo, de maneira autodidata”. Ele assume uma
funcao expressiva na vida de seu irmao Jean Bernoulli, pois teve seu irmao por aluno e
lhe ensinou todos os segredos da Matematica. Os irmaos tinham sérios atritos intelectuais
sobre questoes cientificas, Jacques era dotado de um ego descomunal e abominava a sombra
do irmao e Jean por sua vez era um mateméatico muito ciumento e invejoso. (GARBI,
2006)

“Jacques Bernoulli tinha fascinacao por curvas” Com essa fascinagao, ele estudou
entre tantas outras, a catendaria, definida pela extensao de um fio de densidade variavel e
sob a acao de uma forga central. (BOYER, 2012)

A catenaria é descoberta e apresentada ao mundo por correspondéncias e esse fato

fica evidente no trecho:

“Correspondendo-se frequentemente com outros mateméticos de seu
tempo, Jacques Bernoulli estava a par dos problemas populares, muitos
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dos quais ele resolveu independentemente. Entre esses estava os de achar
as equacgoes da catenaria da tratiz e da is6crona, todos os problemas
tratados por Huygens e Leibniz” [(BOYER, 2012), p.292].

Jacques nasceu e morreu na Basileia, entretanto fez diversas viagens, em uma
delas conheceu Leibniz, onde trocaram conhecimentos sobre os infinitésimos e sugeriu o
nome “integral”. Os irmaos mantiveram um intercambio de ideias quase que constante
com Leibniz e também entre si, o que contribuiu muito para o desenvolvimento do Céalculo.

(BOYER, 2012)

Jean foi o primeiro a determinar a equacao catendria (a curva formada por
uma corda suspensa pelas extremidades), desafio que seu irmao Jacques
nao conseguiu vencer, mostrando que, ao contrario do que conjecturara

Galileu, ela ndo é uma parébola. [(GARBI, 2006), 2006. p.179]

Jean Bernoulli contribui tanto quanto seu irmao. Embora ciumento e perverso,
foi um dos professores mais inspiradores de seu tempo. Isso fica evidente na publicacao
das correspondéncias Bernoulli — L’Hospital, ao qual muito se deve as descobertas de
Jean, que escreveu prolificamente sobre varios aspectos avancados da andlise — a isdcrona,
solidos de resisténcia minima, a catenaria, a tratiz, trajetorias, curvas causticas, problemas
isoperimétricos - conquistando uma reputacgao, gragas a qual foi chamado a Basileia, em

1705, para ocupar a cadeira que ficara vaga por morte de seu irmao. (EVES, 2004)

2.4 SECULO DAS CURVAS

Aparentemente, as pecas do quebra-cabeca encaixam-se: os irmaos Bernoulli co-
nheciam e comunicavam-se com Leibniz, que por sua vez tinha como professor, ninguém
menos que Huygens, que tinha Mersenne como pai e orientador. Este que era fascinado

pelas obras de Galileu Galilei e as trouxe da Italia para serem estudadas em Paris.

O século VII é conhecido como, século das Curvas (BOYER, 2012). E nesse perfodo
da historia que houve o maior progresso no estudo de curvas em que as instigagoes
matematicas eram comuns entre os matematicos. Foram muitos os avancos nos estudos
das curvas que passaram por tais desafios. O da catenaria foi langcado em uma dessas
publicac¢oes no jornal fundado por Leibniz. Em maio de 1690, a provocagao que Jacque
Bernoulli fez foi o seguinte: “E agora vamos propor este problema: encontrar a curva

formada por um fio pendente, livremente suspenso a partir de dois pontos fixos” (Figura
4). (MAOR, 2004)

Foram 44 anos entre a primeira solucao de Galileu Galilei e a solug¢ao correta
proposta por Jean Bernoulli, cuja descoberta trouxe uma instabilidade ainda maior na

relacdo com seu irmao e propulsor do desafio da catenaria.
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Figura 4 — O problema da catenaria

Fonte: (MAOR, 2004), p.184

Os esfor¢os de meu irmao formam initeis. Quanto a mim, fui mais
feliz, pois encontrara a habilidade (e digo isto sem me gabar, por que
deveria esconder a verdade?) para resolvé-lo imediatamente. [...] Na
manhd segquinte cheio de alegria, fui encontrar meu irmdo, que ainda
lutava miseravelmente com esse né gordio, sem chegar a parte alguma,
sempre achando, como Galileu, que a catendria era uma pardbola. Pare!
Pare! Eu disse a ele, ndo se torture mais tentando provar a identidade
da catendria com a pardbola, por que ela € inteiramente falsa. [(MAOR,

2004), p. 184]

Além dos irmaos Bernoulli, Leibniz também solucionou o desafio, relata no Acta
Eruditorum, em julho de 1690: “Portanto, eu ataquei (o problema da catendria), que
ainda nao tinha tentado, e com minha chave (o Calculo Diferencial) alegremente abri seu
segredo”. Outro prodigio que resolveu o problema da catenéria foi Huygens, o tinico que
a resolveu de forma geométrica, pois Leibniz e os irmaos Bernoulli resolveram de forma
analitica (Figura 5). Havia grande rivalidade entre os participantes do concurso, ficando

dificil definir a quem pertenceu a primazia da descoberta. (MAOR, 2004)
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Figura 5 — Solugdo remetida por Leibniz e Huygens a Bernoulli, publicada na obra Acta
Eruditorum em 1961
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Fonte: (CURVEBANK, 2016)

A equacao da catendria era simplesmente subentendida a partir do modo como
a curva era construida, como o desenho de Leibniz . Considerando a forma analitica e
geométrica, as curvas permitem que suas resolugoes acontecessem por equagoes. Sendo
assim, qualquer curva poderia ser expressa por uma equagao. Com isso, houve um grande
avanco no estudo das curvas, e comecou a surgir uma grande demanda destas para serem

estudadas. (MAOR, 2004)

No final do século VII, o interesse explosivo pela catendria e por outras
curvas expressas por fungbes trigonométricas e logaritmicas conferia
respeitabilidade a uma grande gama de problemas muito mais amplos.
[(BOYER, 2012), p.292]

Outro ponto relevante da historia, foi o surgimento do nome catenaria. A palavra
tem origem latina: catena, que significa cadeia. A curva estudada era uma cadeia suspensa
por dois pontos. Huygens foi o primeiro matemaético a fazer uso do termo catenaria em
uma carta a Leibniz em 1690. Leibniz a batiza de catendria, que aparece como sinénimos

de “alysoid”, “funicular” e “chainette”.

A descoberta da equacgao da catenaria pode ser considerada como uma importante

solugao dos problemas desafiadores da histéria do cédlculo. A equagao que a catendria
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gerou, veio ao encontro aos desafiadores calculos, tais como o Calculo Diferencial, além de

uma forte influéncia para o desenvolvimento das funcoes hiperbdlicas. (TALAVERA, 2008)

A equacao hiperbodlica que definiria a curva catenaria foi criada apenas em 1757
pelo matemético Vincenzo Riccati (1707 — 1775), jesuita italiano, que foi professor de
Matematica e se empenhou no desenvolvimento das equagoes diferenciais, séries infinitas,
quadraturas e fungdes hiperbdlicas. (EVES, 2004)

Com essa visao histérica da catendaria, pode-se observar o caminho percorrido entre
a observacao da curva no ano de 1646 por Galileu e chegar a uma expressao algébrica
no ano de 1757 por Riccati. Foram 111 anos de empenho, descobertas, desafios, conflitos,
discordancias e concordancias, com grandes nomes associados a essa pesquisa e muitas

contribuigoes que a catenaria deixou para historia da Matematica.
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3 A CURVA CATENARIA

“Portanto eu ataquei [o problema da catenéria]

que ainda nao tinha tentado, e com minha chave

[o cdlculo diferencial] alegremente abri seu segredo

- [GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ,

no Acta eruditorum (Julho de 1690)” (MAOR, 2004), p.183]

3.1 TRABALHOS SOBRE A CATENARIA

Nessa pesquisa foi feito um levantamento sobre trabalhos cientificos relacionados
a curva catenaria. A busca foi feita por palavras chaves nos periédicos da CAPES e site
de trabalhos académicos. Foram encontrados alguns trabalhos que falam sobre ou fazem
mencao em um de seus capitulos. Com base nesse levantamento de dados, sera feito um
breve relato sobre os trabalhos encontrados e a esséncia de suas pesquisas, que servira

como parametro para relatos posteriores.

O trabalho realizado por Marcio de Castro Alhadas, na Universidade Estadual do
Norte Fluminense Darcy Ribeiro (UENF), traz o tema: fungoes hiperbélicas no Ensino
Médio. A pesquisa foi realizada para obten¢ao do titulo de mestre em Matematica no
ano de 2013. O foco do trabalho foi definir e comparar a trigonometria hiperbdlica com a
trigonometria e as fungoes hiperbdlicas com as fungoes trigonométricas, mencionando em

um de seus capitulos a curva catenaria como resultante e aplicacao do cosseno hiperbolico.
(ALHADAS, 2013)

A dissertacao de Rejeane Alexandre Coelho da Universidade Estadual Paulista,
em 2008 na sua dissertacao trabalha o tema: A historia dos Problemas da Tautdécrona
e da Braquistocrona. Esse trabalho define duas importantes curvas do século VII e, por
consequéncia, alguns dos descobridores da curva catendria, o que evidencia os trabalhos dos
matematicos da época. Embora o trabalho nao fale sobre catenaria explicitamente, ele faz

o mesmo percurso historico de outras curvas o que é relevante para pesquisa. (COELHO,

2008)

Para obtencao do titulo no mestrado profissional em rede nacional (PROFMAT),
Maria do Bom Conselho da Silva Beserra Freitas, no ano de 2015 na Universidade Federal
da Paraiba (UFPB), trata o tema: As fung¢oes hiperbdlicas e suas aplicagbes. A autora
aborda o assunto, fazendo uma pesquisa em alguns livros de Calculo para analisar o
que eles apresentam, constatando assim a superficialidade sobre o assunto. A catenaria é
apresentada no final do trabalho, como uma aplicacdo do cosseno hiperbdlico, exemplos e
exercicios. (BESERRA, 2015)
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Na Universidade Federal do Amazonas, no ano de 2013 no Programa de Pés
Graduagao em Matematica, Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT), Jerry
Gleison Salgueiro Fidanza Vasconcelos, trabalha o tema: Fungoes hiperbdlicas: histoéria,
conceito e aplicagao. Na dissertacao o autor apresenta o comportamento analogo das
fungoes trigonométricas e das func¢oes hiperbdlicas, faz uso da catenaria para aplicar o

cosseno hiperbdlico e exercicios de aplicagdes. (FIDAZA, 2013)

No ano de 2008, na Universidade de Sao Paulo (USP), para obtencao do titulo de
mestre, Leda Maria Bastoni Talavera apresenta o tema: Parabola e catenaria: historia e
aplicacoes. Um dos poucos trabalhos que a catenaria aparece como protagonista, a autora

faz alguns comparativos entre a parabola e a curva catenaria, traz uma abordagem histéria
consistente e relata a aplicabilidade das curvas. (TALAVERA, 2008)

Na monografia de Sirlene Resende de Faria pela Universidade de Minas Gerais
(UFMG), no ano de 2011, foi realizado um trabalho sobre a catendria. A monografia tinha
por objetivo realizar aplicagoes de integral, considerando a parte histérica do Célculo e
da catendria. No trabalho a autora faz demonstragoes algébricas da catenaria e, por fim,

realiza algumas aplica¢oes na rede de transmissao de energia elétrica. (FARIA, 2011)

Com o tema: "Da catenaria a Trigonometria Hiperbdlica", Stephany Glaucia de
Oliveira Paulo da Universidade do Estado do Para (UEPA), no ano de 2014, apresenta sua
monografia cujo trabalho trouxe a parte historica com os precursores que contribuiram
para o desenvolvimento da curva catenaria e da trigonometria hiperbdlica. Além disso,
realizou um estudo sobre a trigonometria hiperbédlica e comparagoes entre as fungoes
hiperbdlicas e as funcoes circulares, apresentando aplicagoes da Matematica na engenharia
e arquitetura. (PAULO, 2014)

Os artigos encontrados tinham como temas: Modelagem da catendaria através de
equagoes diferenciais ordinarias, produzido por: Tiago Cavalcante de Barros, Fernando
Tiago Nascimento Medeiros e Marcia Pragana Dantas. O Problema da catenaria, publicado
na Revista Matematica Universitaria, nimero 29, produzido por: P. Ruffino. Curva de um
cabo suspenso, realizado pelo Departamento de Matematica da Universidade Federal de

Vale do Aracajui, produzido por: Joao Vianey Vasconcelos Rios e Maria Isangela Silva.

Existem tantos outros trabalhos que tratam da catendria, mas com foco na area de
engenharia e arquitetura. Sendo assim, observa-se que os trabalhos mais recentes ligados a
Matematica e Educacao que falam direta ou indiretamente sobre a curva catendrias, sao:

5 dissertagoes, 2 monografias e 3 artigos cientificos.

3.2 CONSTRUCAO DA CATENARIA

No ntimero de maio de 1690 do Acta eruditorum, o jornal que Leibniz tinha fundado

oito anos antes, Jakob escreveu: “E agora vamos propor este problema: encontrar a curva
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formada por um fio pendente, livremente suspenso a partir de dois pontos fixos”. O famoso
problema da catenaria. (MAOR, 2004)

Para resolver o problema da catenaria é preciso levar em consideragao um fio
flexivel de densidade uniforme, apoiado em dois pontos e com isso sustentando o proprio
peso. Com essas informagoes, considera-se que o eixo y passa pelo ponto mais baixo do fio,
como monstra a Figura 6. (SIMMONS, 1987)

Figura 6 — Demonstracao catenaria

To

(SIMMONS, 1987)

Considerando que S é o comprimento entre esse ponto e um ponto qualquer (z,y) e
Wy representa a densidade linear do fio, para obtencao da equacgao diferencial deve-se levar
em consideragdo que entre o ponto (z,y) e ponto mais baixo da curva estd em equilibrio

estatico sob a acao de trés forcas:
Ty = Tensao no ponto mais baixo;

T = Tensao variavel em (z,y) que age na dire¢ao tangente devido a flexibilidade
do fio;

WoS = Forga para baixo, igual ao peso do fio entre esses pontos.

Estabelecendo uma relagao de igualdade as componentes horizontais de 7' com Ty
e a componente vertical de T' com peso da corrente, obtém-se:
Tcosd =T,
Tsenf = WyS
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Figura 7 — Curva catenaria

Fonte: Produzida pelo autor

WQS dy

send
Por definicao, tgd = ——, substituindo temos: tgf = ou — = as, sendo
cost To dx
L
=T
Derivando em relagao a x:
o 2
d*y ds 14 dy
dx? dx dx
Esta é a equagao diferencial da catenaria. Para resolver essa equagao por integragoes
sucessivas, utiliza-se a varidvel auxiliar p = d—y
x
o 2
d*y ds ] dy
—_— = — = -
dz? d dx

Separando as variaveis e integrando em relagao a x:

dp
[
V14 p?
Para resolver a integral da esquerda, utiliza-se a substituicao trigonométrica p = tgo,

e obtem-se dp = sec’gdg e /1 + p? = seco.



= [ adzx

/ sec?pde

seco

/secgbdgb = /adx

Integrando ambos os lados

In(seco + tgp) = ax + ¢

In(\/1+p*+p)=ar+c

Sex=0ep=0, portanto ¢; = 0. Assim,

ln(@%—p) = ax

Resolvendo a equacao em p.

ln(@%—p) = ax
V1+p?+p=e
( /1 +p2)2 — (eaa: _p)2

1+p2 :p2 . 2peax 4 e2ax

1= _2p€aa: + €2aa:

1 — 207 — _9pear
1 _ o2
P = —2e0®
e 1
P = 2 Qem
b= (e 26 )

d
Como p = d—y, integrando em relacao a x, temos:
x
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dy e —e
dr 2
eaz _|_ e—a:v
Y= + Co
2a

1
Colocando a figura na origem do sistema de coordenadas, com y = — quando x = 0,
a

temos ¢, = 0 e portanto:

eax + 6—a:c

y= 2a

(3.1)

A catendria revelou-se a curva cuja equagiao, na notacao moderna, é (3.1), onde a é
uma constante cujo valor depende dos parametros fisicos da corrente - sua densidade linear
(massa por unidade de comprimento) e a tensdo com a qual ela é segura. "A descoberta
desta equacao foi anunciada como um grande triunfo do novo Célculo Diferencial, e os

praticantes aproveitaram o mais que podiam esta realizagao para aumentar suas reputacgoes”

[((MAOR, 2004), p.185]

Uma outra opc¢ao para definir a equagdo da catenaria seria denotar essa curva
como a funcgao hiperbodlica de x. Para tanto é necessario expandir o raciocinio de fungoes

hiperbdlicas.

Considere o circulo unitario com centro na origem e raio igual a 1, cuja equacao
é expressa por z2 + y?> = 1. Definindo um ponto qualquer no primeiro quadrante da
circunferéncia P(x,y) onde 6 é o angulo definido por AOP (medido no sentido anti
horério), as fungoes trigonométricas seno e cosseno sao definidas como as coordenadas de

x ey de P (Figura 8). Portanto, z = cosfl e y = senf, o angulo 6 pode ser interpretado

7.0

como duas vezes a area do setor circular ROP, cuja area dada pela férmula A = 7 Uma

0
vezquer =1, A= 2 conclui-se que 6 = 2. A
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Figura 8 — Circunferéncia trigonométrica

P (x,y)

y=5end

x=cosh

Fonte: Produzido pelo autor

De modo semelhante a circunferéncia trigonométrica, as fungoes hiperbodlicas sao
definidas pela hipérbole equildtera 22 —y? = 1, para a qual as assintotas sdo perpendiculares,
formando um &ngulo de 45° (no sentindo anti horario) com relagdo a um dos eixos, tendo

por equagoes: y = +x. Com um ponto P qualquer na hiperbéle (Figura 9).

Figura 9 — Hipérbole equilatera

v 7z

Fonte: Produzido pelo autor

Portanto z = coshf e y = senhf, onde cosh(a) = Te e senh(a) =

(Figura 10) (DELGADO, 2013)



30

Figura 10 — Seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico

cosh{a)

0

senh(a)

Fonte: Produzido pelo autor

Os pontos (cosh(a), senh(a)) e (—cosh(a), senh(a)) pertencem a hipérbole, pois:

cosh?(a) — senh?(a) =
ea + e—a

e e

e2a+2_|_6—2a 62a_2+€—2a _y
4 4 B

A fungao do cosseno hiperbélico y = cosh(z) tem dominio o conjunto dos ntimeros

reais e imagem da fungdo como |1, +00[, como mostra na Figura 11.
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Figura 11 — Gréfico da fung¢do cosseno hiperbélico de x

Fonte: Produzido pelo autor

Uma funcao é dita impar se o grafico for simétrico em relagao a origem ou, em
outras palavras, quando f(z) = —f(x). Uma fungao serd chamada par se o seu grafico for
simétrico com relagio ao eixo y ou a fungdo satisfaz a igualdade f(x) = f(—x). Com isso

nota-se que a fungdo cosseno hiperbélico de = é par, pois:

cosh(x) = ‘ —|—2€
—z —(—z) —x z z T
cosh(—z) = ¢ +2€ — ;6 = +26 = cosh(z)

Logo, cosh(x) é simétrico em rela¢ao ao eixo y. Observando o grafico da fungao

xT —x

e
cosseno hiperbdlico, a relacao entre a soma das fungoes: g(x) = 5 e h(z) = que

resulta na funcao: f(x) = cosh(x)

3.3 O ESTUDO DA CATENARIA PELA GEOMETRIA DINAMICA

O uso do computador tem se tornado cada vez mais comum na escola, onde a
tecnologia porta-se como instrumento de motivacio e valorizacio dos estudos. E uma
via de aproximacao entre professores e alunos, uma vez que os softwares, programas,
pacotes e aplicativos somam forcas no desenvolvimento das competéncias e habilidades
dos educandos. O computador é considerado propiciador de potentes ambientes de en-
sino/aprendizagem, mas isto somente acontecerd se durante o processo ocorrerem os trés

componentes principais para aprendizagem: competéncia, aquisicao e intervenc¢ao. Logo, o
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ambiente tecnoldgico devera permitir o desenvolvimento de capacidades (competéncia), a
aquisi¢ao de processos de aprendizagem (aquisi¢ao) e a aplicacao dos métodos e estratégias

(intervengao). (COELHO, 2000)

O impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o
computador, exigird do ensino de Mateméatica um redirecionamento sob
uma perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de habilidades
e procedimentos com os quais o individuo possa se reconhecer e se orientar
nesse mundo do conhecimento em constante movimento. [(BRASIL, 1999),
p.41]

Considerando os avangos tecnologicos e a insegurancga de desenvolver um trabalho
com alunos nativos tecnologicamente, os professores se deparam com o desafio do ensinar,
mas perpassando os algozes é notavel a real necessidade de uma mudancga nos procedimentos
pedagogicos. A pratica significativa e a utilizagdo de novas formas de ensinar sdo necessarias
e urgentes. Nao tem sentindo renovagoes de contetidos sem mudancas de procedimentos.
(SACRISTAN, 2000)

Nos tltimos anos, a partir de projetos governamentais, tem aumentado
consideravelmente o equipamento tecnoldgico, as TIC, nas salas de aula.
Assim, ha a necessidade de capacitacao de professores, em atividades, de
todos os niveis, do priméario ao secundario, para que se familiarizem com
0s novos recursos e especialmente para que utilizem uma metodologia
que fundamente e justifique a aplicacao de programas especificos para
alcancar a aquisicado de contetidos e processos sugeridos nas propostas
curriculares de cada nivel. [(ABAR, 2014), p.05]

Almejando articular melhor os contetidos matematicos, fazendo uso de tecnologia,
visando o desenvolvimento dos educandos, foi escolhido o so ftware de matematica dinamica
Geogebra (GEOmetria e AIGEBRA), um software gratuito com interface facil e intuitiva

, disponivel como aplicativo para celulares e tabletes Android e iOS em diversos idiomas.

A Tabela 1 mostra os principais aspectos do software Geogebra.



Tabela 1 — Vantagens do Geogebra

Os estudantes adoram porque...

Ele torna a matematica
tangivel.

O Geogebra cria uma conexao entre
geometria e algebra de um modo inovador e
visual - os estudantes podem finalmente ver,
tocar e experimentar a matematica.

Ele torna a matematica
dindmica, interativa e
divertida.

O Geogebra oferece aos estudantes uma
maneira nova e prazerosa de se aprender
matematica que vai além do quadro e giz.

Ele torna a matematica
acessivel e disponivel.

O Geogebra permite que os estudantes se
conectem com a matematica a qualquer hora
e em qualquer lugar - na escola, em casa,
onde quer que se esteja.

Ele torna a matematica
mais facil de aprender.

O Geogebra cria as interagoes que os alunos
precisam para "absorver'os conceitos
matematicos.

Os professores o adoram porque...

Ele permite que os
professores continuem
a ensinar.

O Geogebra nao substitui os professores. Ele
os ajuda a fazer o que fazem de melhor -
ensinar.
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O Geogebra da aos professores a liberdade e
a autonomia para criarem aulas que eles
sabem que os alunos acharao interessantes.

Ele potencializa o
trabalho do professor.

Ele permite que os
professores se conectem
uns com os outros.

Os professores que usam o Geogebra fazem
parte de uma comunidade global.

Fonte: (GEOGEBRA, 2016)

Com a abordagem apresentada na Tabela 1, nota-se as contribuicoes que o so ftware
traz para a educagao, destacando as vantagens que os educandos encontram ao fazer uso
e 0s motivos que tornam o software aplicavel ao grupo discente. Em outra perspectiva,
o software tem uma diferente proposta didatica para o professor, ampliando o acervo
de aula dos docentes, atribuindo a visualizacao da Matematica, deixando as aulas mais

dindmicas, explorando e enriquecendo conceitos.

Escolhemos o software livre e gratuito Geogebra, por seu manuseio sim-
ples e dindmico que d4 aos alunos a possibilidade de explorar, visualizar,
elaborar conjecturas, analisar, verificar ideias, redescobrir e construir
novos conhecimentos sem limites para a sua curiosidade e criatividade.

[(ABAR, 2014), p.05]

A utilizacdo do software de geometria dindmica nas aulas de Matematica faz
com que os alunos tenham melhores condig¢oes de aprendizado, conseguindo manipular
as figuras, alterar as expressoes e observar as mudangas, permite uma melhor visuali-
zacao das propriedades estudadas, possibilitando construir uma aprendizagem visual e

contextualizada, tomando como base as teorias previamente trabalhadas.
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A concepcao que os alunos podem obter com o uso de construgoes no software,
desperta um grande interesse e, com isso, os métodos graficos de aplicagoes matematicas
tornam-se extremamente importantes no processo do ensino da catendria, como uma

aplicagdo da funcao exponencial e da fungdo cosseno hiperbdlico.

Habilidades como selecionar informagoes, analisar as informagdes obtidas
e, a partir disso, tomar decisdes exigirao linguagem, procedimentos e
formas de pensar matematicos que devem ser desenvolvidos ao longo do
Ensino Médio, bem como a capacidade de avaliar limites, possibilidades
e adequagao das tecnologias em diferentes situagdes. [(BRASIL, 1999),
p.41]

As habilidades a serem trabalhadas, por consequéncia, desenvolvidas no processo
de ensino da curva catenaria devem ser pautadas na analise das caracteristicas graficas das
fungoes do cosseno hiperbdlico, explorando a representacao grafica da fungao exponencial
e seu comportamento. A partir da mudanca do seu coeficiente, possibilitando aos alunos a
capacidade da adesao da tecnologia em diferentes situagoes, como prevé os Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio. (BRASIL, 1999)

Instalado o software, sera inserida a func¢do cosseno hiperbdlico, f(z) = cosh(z),
(no campo de entrada na parte inferior da imagem), sendo representado graficamente pela

curva catendria (Figura 12).
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Figura 12 — Representacao grafica do cosseno hiperbdlico

o

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

-A.,:,. / ;, i.:" @ @ ‘{. x iﬂ ‘%’

» Janela de Algebra X| | ¥ Janela de Visualizagdo
- Funcdo
@ f(x) = cosh (x)

2

-3

_4

Entrada: f(x)= cosh(x)|

Fonte: Produzido pelo autor

Do mesmo modo, a representacao grafica da fungao f(x) = (e®+e~*)/2 (inserida no
campo entrada), gerando o grafico na janela de visualizacdo (Figura 13), no qual tem-se a
mesma representagao da funcao cosseno hiperbdlico. Dessa forma, os educandos conseguem
através do software verificar que as duas fungdes, embora com notagoes diferentes, tém

um unico grafico que as representa.
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Figura 13 — Representacao grafica da fung@o cosseno hiperbélico

o

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

] A7 B elo) &) N =) @)

» Janela de Algebra Xl | ¥ Janela de Visualizagdo
Funcio

Entrada:|T(x) = (et + eM(-x)) 12|

Fonte: Produzido pelo autor

Ao apresentarmos uma abordagem gradual para o conhecimento das
ferramentas do programa Geogebra e ao uso de estratégias e metodologias
apropriadas para otimizar o processo educativo e induzir a produzir novas
construgoes ou adaptagdes das realizadas. [(ABAR, 2014), p.06]

Nao deve-se perder de vista que os estudantes estao em processo de aprendizagem,
por conta disso a aula sobre o ensino da catenaria tem que ser gradual, ou seja, explorando
os recursos tecnolégicos de uma forma crescente, aumentando o nivel de dificuldade das

construgoes e as diversas formas de investigagoes.

O Geogebra tem um recurso chamado “controle deslizante” que permite uma
variacao dos coeficientes, gerando as familias da catendria, analisando as regularidades. A
Figura 14 foi construida pela digitagdo no campo de entrada da fungao f(x) = cosh(z/a)
onde “a” é o coeficiente alterado pelo controle deslizante. Apds clicar com o botao direito
no controle deslizante, seleciona-se o item animar, além disso, é preciso habilitar o rastro

da funcao.
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Figura 14 — Representacao grafica da familia do cosseno hiperbodlico

€ GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opclies Femramentas Janela Ajuda Entrar
p=] (=4
Al Ol N =]
» Janela de Algebra pd|» 0

Funcao
® f(x) = cosh (x)
® 50 = cosh ()

Numere
® a=49

Entrada.

Fonte: Produzido pelo autor

Esse é um tipo de construgao que causa certo fascinio nos alunos, pelo fato de
verem a curva catenaria se mover, tomando como base o valor do coeficiente “a” que esta
se deslocando no controle deslizante. Na Figura 15 foi digitado no campo de entrada a
funcao exponencial da catenaria f(z) = (e 4+ e **)/2a, onde “a” é uma constante cujo
valor depende dos parametros fisicos da corrente. O mesmo processo de incluir o controle
deslizante, habilitando o rasto e animagao da construgao anterior, se faz para realizar essa

construgao.

Figura 15 — Representagao grafica da familia da fun¢do exponencial que gera a curva catenaria

{7 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

|%p® ZANEED
[&] ALALP- (ool 4N =] +]
» Janela de Algebra ¢ | » Janelade 1

Fungio
~® f) = T

_ el 7

® 5(x) 3 [

Niimero

® a-a7

Entrada:

Fonte: Produzido pelo autor
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A representacio grafica de fungbes por graficos no plano cartesiano
é um recurso importante para seu estudo e por meio do Geogebra a
manipulagdo dinamica dos parametros das equagdes das curvas, podem
permitir uma melhor compreensdo destes contetdos. [(ABAR, 2014),
p.132]

Dessa forma, o ensino da catendria é beneficiada pelos recursos que o Geogebra
oferece, com maior alcance, instintividade na compreensao e clareza na ligacdo entre
teoria e pratica, saindo da lousa, causada pelas restrigoes de representagoes de curvas no
quadro. Com a intencao de levar aos alunos a conhecerem um grupo maior de curvas e suas
alteragdes por meio de mudangas nas fungoes, no qual conseguem observar os parametros,
tendo uma visao ampliada do contetido trabalhado, resultando assim em um processo mais

visual e manipulavel.
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4 ATIVIDADES E RESULTADOS

“Quem forma se forma e reforma ao formar. E quem é formado forma-se
e forma ao ser formado.” [(FREIRE, 1996), p.25]

Para o desenvolvimento da proposta de estudo da curva catenaria, foi selecionado
um grupo de alunos do 2% ano do Ensino Médio do Colégio Uirapuru (Sorocaba/SP), uma
vez que ja tiveram contato com fungoes no 1 ano e haviam estudado trigonometria no
primeiro semestre do 2° ano, garantindo pré-requisitos para o bom desenvolvimento dos
trabalhos.

Inicialmente, foi realizada uma reuniao com a coordenadora do Ensino Médio para
apresentacao do plano de aula e das habilidades/competéncias que seriam trabalhadas com
os alunos. Foi também entregue o Termo de consentimento (anexo I) para a instituigao e,
em seguida, a professora da turma selecionou um grupo de 12 alunos, que tinham interesse
em aprofundar seus conhecimentos matematicos. Na sequéncia em uma reuniao com o
grupo, em que foi entregue o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (anexo IT) com

o cronograma dos encontros Tabela 2.

Tabela 2 — Cronograma de aplicacao

Data Horario Tema

- Histéria da catenaria

11/10 | 14h00 - 15h30 | - Curva do cosseno hiperbélico

- Aplicagoes

18/10 | 14h00 - 15h30 | - Software de geometria dindmica catendria
- O uso da catendria

01/11 | 14h00 - 15h30 | - Socializacao

- Pesquisa

A instituigdo de ensino tem um total de 283 alunos matriculados no Ensino Médio
do ano letivo de 2016, sendo 91 alunos cursando o 2% ano. Desde 1992 o colégio trabalha
com o Ensino Médio, além disso, dispoe de uma infraestrutura de excelente qualidade,
com projetores, computadores e caixa de som em todas as salas de aula, tem também um
gabinete mével com 40 notebooks o qual auxilia o trabalho com tecnologia em sala de

aula.
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Sobre o colégio:

Ha duas formas de se contar a historia do Colégio Uirapuru. Crono-
logicamente, pode-se tomar a data de inicio das atividades em 23 de
fevereiro de 1989, quando as primeiras turmas de alunos iniciaram suas
aulas. Mas a historia de uma escola é também a histéria de suas ideias
e dos seus educadores. Desse ponto de vista, o Uirapuru é fruto das
discussoes, das tensoes e dos avancgos que marcaram a educagao no século
XX. (UIRAPURU, 2016)

4.1 PLANO DE AULA

PLANO DE AULA

Nivel de Ensino: Ensino Médio.
Série: 2> Ano.

Tempo Previsto: 6 aulas

Tema da Aula: Estudo da catenaria
Competéncias

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura

e a representacao da realidade e agir sobre ela.
Habilidades

- Interpretar a localizagdo e a movimentacao de pessoas/objetos no espago tridi-

mensional e sua representagao no espac¢o bidimensional.
- Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

- Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco e

forma.

- Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecao de argumentos

propostos como solugao de problemas do cotidiano.

- Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcao de

argumentacao.
Objetivos a serem alcancados:
e Conhecer a histéria da curva catenaria.
e Associar a curva catenaria a fungao do cosseno hiperbdlico.
e Reconhecer a curva catenaria no cotidiano e suas aplicagoes.
e Resolver exercicios que envolvam a curva catenaria.

e Construir graficos de funcoes hiperbdlicas com o software Geogebra.
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e Analisar as caracteristicas graficas da func¢ao do cosseno hiperbdlico.
e Aplicar o conhecimento sobre catenaria na resolucao de problemas
Contetido ministrado:

e Historia da catenéria.

e Defini¢do de cosseno hiperbdlico.

e Funcoes hiperbdlicas.

e Representacao grafica.

e Catendria no cotidiano.

e Exercicios.

Metodologia:

1% e 22 Encontros: Apresentagao da catenaria.

Apresentacao em Power Point sobre a histéria da curva catenaria, mencionando os
matematicos que contribuiram historicamente para a definicdo da curva. Exibicao dos vi-
deos: Isto ¢ Matematica: A Catenaria e Matematica em Toda Parte. Definir algebricamente

a curva catenaria por uma funcao cosseno hiperboélico. Exercicios
32 e 42 Encontros: Software de geometria dindmica.

Com o auxilio do software Geogebra, construir e definir junto aos alunos: Hipérbole;
Seno hiperbodlico; Cosseno hiperbdlico; Func¢ao cosseno hiperbdlico; Curva catenaria;

Comparar a curva catenaria com uma parabola.
5% e 6= Encontros: Catendria no cotidiano.
A Turma foi dividida em grupos, cada grupo recebe um dos desafios:
1% Roda quadrada;
22 Ovo;

3> Pontes suspensas;

4> Lata de refrigerante.

Apresentacao dos resultados obtidos pelos grupos e coleta de depoimento, sobre a

aplicagao da curva catenaria nas aulas.

Recursos didaticos: Lousa, computador com software Geogebra instalado, Da-

tashow e som.

Avaliacao: Resolucao dos exercicios em aula, producoes graficas no software

Geogebra, apresentacao do desafio da catenaria e relatério com depoimento sobre as aulas.



Material usado em aula:

e 1° ¢ 2° Encontro

Apresentacao em Power Point usada nas aulas 1 e 2:

Figura 16 — Slides da aula
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FF UINWVERSIDADE FEDE RAL BE 440 CARLOS — Cannpus Sorocaba
GECE Centra de Cidnsias Exatas ¢ Tesmoligicas ufEzem
Program de- Pés-Gradusghs em Ensins de Cidncis Exstin

ENSINO DA CURVA
CATENARIA

Pesquisader: Praf Marlen Mendes

DEFINICAO DA CATENARIA

«“Catenaria: a curva assumida por uma corrente
perfeitamente flexivel e inextensivel, de densidade
linear uniforme, pendurada em dois ganchoz nio
situados na mesma vertical " s w004 p 1o

I: Apahmmmmmmhﬁnn:
jeatena que significa cadela, A curva,
testedada era uma cadeia suspensa porl
:dnis pontes. Huygens foi o pr'mnim:
imatemdtico a fazer uso do  termo)
\catendria em uma carla a Leibniz em!
1 1690, Logo Leibniz a batiza de catenaria. ,

1964 — i 6a2 1880 - V6

Viscesso Reocati

1707 = 1778 J

MATEMATICOS E A CATENARIA

 HISTORIA DA CATENARIA

i

Fonte: Produzido pelo autor

O 12 Capitulo deste trabalho faz referéncia a parte historia da curva catenaria. Isto

auxilia no desenvolvimento da aula que traz o contexto de descoberta e estudo da curva.
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Figura 17 — Videos passados para os alunos

1SS0 L CATENARIA!

Isto é catenaria

Video disponivel:

https://www .youtube.com/watch?v=y

Video disponivel:

https://www.youtube.com/watch?v=x

BH5ezzY -0
O matematico Rogério Martins fala
da curva catenaria. Dando alguns
exemplos de aparigoes tais como:

cabos de alta

ponte suspensa,

tensao, clpulas e uso na arquitetura.

XyuQCijtVCw
Usado apenas dos 2:.02 a 4:21
minutos.
O professor Leo Akio Yokoyama
investiga a aparicdo da catenéria e

faz comparagdes com a parabola.

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 18 — Slides da aula

CONSTRUGAO TEORICA: FUNCAO EXPONENCIAL
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furio exporencial g: B -)mdauud.;pn.:y.;
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CONSTRUGAO TEORICA: COSSENO HIPERBOLICO

Hindibhala

xt-y?=1

dafnida nar:

COSSENO HIPERBOLICO £ DEFINIDO POR:

=As fungdes cosseno hiperbdélico e seno hiperbélico,
sdo definidas, respectivamente, por:

scosh(x) = £
ssenh(x) =

_'_J

¥ = senh(x)

Funcgho ¥y = cosh(x)

Dominio

[1; #eo

Imagem

Fonte: Produzido pelo autor
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Figura 19 — Slides da aula

PR e TRIGONOMETRIA CIRCULAR

: 1 TRIGONOMETRIA HIPERBOLICA

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA
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f{x) o e +e ) « hutg /e ull b welirnat/Cale], LivreOndling ] bid Aewtss me 08 s sutisbrs da 20168
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Fonte: Produzido pelo autor

Lista de exercicios resolvidos
1. Demonstre que cosh?(z) — senh?(z) = 1

Solugao: Sabendo que

cosh(z) = ete”
2
et —e”
hz) =S
senh(x) 5
Temos:
e’ +e” e’ —e "

2 2
() -(——)r=
62w + 26w—ac + 6—2w _ 621: + 261:—90 o e—2w
1 =
2e0 + 2¢°
4
21421

4
4
21
4




2. Encontre o valor numérico de cada expressao a) senh(0)

Solucgao:
et —e "
h(x) —
senh(x) 5
e —e
h(0) =
senh(0) 5
1-1
h =
senh(0) 5
0
h(0) = =
senh(0) 5
senh(0) =0
b) senh(2)
Solugao:
e’ —e "
h =
senh(x) 5
02 _ o2
h(2) =
senh(2) 5
e? — L
h(2) = £
senh(2) 5
e 11
Senh(?) = 5 — 95
e 1
senh(2) = 5 T 50
4
-1
senh(2) = 6262
¢) cosh(0)
Solucgao:
cosh(x) = ere”
2
0 ,—0
cosh(0) = cre
2
1+1
cosh(0) = i
2
2
h(0) = =
cosh(0) 5
cosh(0) =1

45



d) cosh™*(2)

Solucao:

[\

-1 .
cosh™ (2) =
2

o

2 2
cosh™1(2) = 1 j_ .
e

3. Demonstre a identidade (Isso demonstra que o cosh ¢ uma fungdo par)

cosh(-x) = cosh(x).

Solugao:

Aqui conclui-se que é simétrica em relacao ao eixo y.



12
4. Se tgh(x) = L encontre .
Solucgao:

h
Como, tgh(x) = m, entao:

x

E: ex—ze
137
12 e"—e’”
13 o +e 7

12(e* 4+ e7%) =13(e” —e™™)
12 + 12¢™ % = 13e* — 13”7
127 + 137 % = 13e" — 12¢”

25e¢7% = ¢*
1
25— =¢”
eI
25 -
— =
6:1:
25 = e*.e”
25 = e

In25 = Ine**
InH? = 2xlne

2lnb = 2z

z= Inb

47
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5. Dois postes de altura igual e afastados de 50m suportam um cabo que descreve

uma catendria, f(z) = 2—.(65‘z + e %) em que a = 0, 08.
a
a)Qual a distancia minima do cabo ao solo?

Solucgao:

1
Figura 20 — f(z) = %.(e“z +e %)

(-25.y)

25m 0

ra
o
3

Y

A0{m

Fonte: Produzido pelo autor

1 —ax
f(x) = 2—@.(6““” +e7%%)

1
~2.0,08

1
f - 0 0
(0) 0,016 (7 +¢)

f(O) (60708'0 + 6_0’08'0)

£(0) (1+1)

~ 0,016
1
— 2
0,016
2
0,016
f(0) = 12,5

£(0)

f(0)




49

b)Qual é a altura dos postes?

Solucao:

= L (e e
f(25) = M'(SQOS% 00825
(29) = G5 +e )
f(25) = Go76-(7:38 +0,13)
1
f(25) = m.zm
7,51
f(25) = 5. 0160

£(25) = 47,02

6. Na Figura 21 observe o gréfico da funcao f(z) = 5.cosh(%) e determine o dominio

e a imagem da funcao.

Figura 21 — f(z) = 5.cosh(fraczb)

A -5 - «3 ¥ 2 - L B

Fonte: Produzido pelo autor
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Solucao:

D=R

Im = {yeR/y > 5}

7. Considere um fio que liga dois postes de energia a uma distancia de 12 metros e
uma altura de 4 metros. Entre os pontos de suspensao e o ponto mais baixo do fio faz um

angulo de 60° (Figura 22). Calcule a altura aproximada do ponto mais baixo do fio.

Solucgao:
Figura 22 — Imagem do exercicio 7
(-6.4)
(6.4)
N ~
60"~
(0,y)
h
—6m 0 &m
- 12lm -

Fonte: Produzido pelo autor
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A altura serd determinada por:
h=4-2V3
h=2(2-v3) ~0,6m

8. Para uma rede elétrica urbana, é preciso de postes de mesma altura, com 5,5
metros de altura a uma distancia de 15 metros. Sabendo que a altura do ponto mais baixo
desse fio é 5 metros, determine o valor do coeficiente "a", sendo f(x) = 2—@.(6“‘”” +e %)
(Figura 23).

1
Figura 23 - f(z) = %.(e‘” +e ")

| A |

15 Metros

Fonte: Produzido pelo autor

Solugao:

) = Qla.(ew 7o)
F(0) = 5o (e )
f(0) = —a.(eo + e%)
£O0) = 5o (1+1)
£(0) = 21(1.2
f0) = -
£0) = -

Considerando f(0) = 5, temos:
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e3° e 4% Encontro.

Atividade com software Geogebra

12 Construgao (Figura 24)

Digite no campo “Entrada” as fungdes: f(z) =e® e g(z) = e

Selecione “ponto” e marque o ponto A sobre o eixo x (em qualquer lugar)

Selecione “reta perpendicular” em seguida click no eixo x e depois no ponto A.

Selecione “intersecao de Dois Objetos” marque um ponto onde cruza a reta per-
pendicular e o grafico da fungao f(x) e depois marque outro ponto onde cruza a reta

perpendicular e a fungao g(x).
Selecione “ponto médio” e click sobre os pontos de intersecao gerando anteriormente.

Click com o botao direito no ponto médio que foi criado e click em “habilitar

rastro”.

Mova o ponto sobre o eixo x, depois click no mesmo ponto com o botao direito e

selecione “animar”.

Digite no campo “Entrada” a fun¢do h(x) = cosh(z) e compare o grafico da funcao

cosseno hiperbélico com o rastro gerado pela soma das exponenciais divido por 2.
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Figura 24 — 12 construcao

* Janela de Algebra

Func3o

® fix) =«
® g(x)=e"
Ponto

® A=(092,0)

® B=(0.92 2.52)
® C=(092 0.4)
® D=(0.92 1.456)
Reta

® hx=092

=1 4

Fonte: Produzido pelo autor

22 Construcao (Figura 25)

Digite no campo “Entrada” a funcéo da hipérbole 22 — y? = 1.

Selecione “controle deslizante” inclua na construgao o controle “a” de -5 a 5.
Digite no campo “Entrada” as coordenadas do ponto (cosh(a), senh(a)).
Digite no campo “Entrada” as coordenadas do ponto (a,z(A)).

Habilite o rastro do ponto B.

Mova o controle deslizante ou click com o botao direito no controle deslizante,

depois selecione “animar”.
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Figura 25 — 22 construcao

-ﬁ'-.. },-’ -‘_ :;_1.. 3 ,:__jl. -C: X a=2 ‘_#_'.

——

¥ Janela de Algabra X | v Jamela de Visualizagao
Cénica .
® cx.y=1
Humera
® a=105
Ponio
® A=(151125)
@ B=(1.05 186)
® C=(1.60
® D-{0,0)
® E=(1.050D)
® F={1050)
Reta
Ex=16
geyY=125
Fx =105
ky=16
m: X =1.05
Sagmenio
® h=18
® i-125 r T v - -
® I=18 4 - . : ’
® n=-16

Fonte: Produzido pelo autor

32 Construcao: Analisando o coeficiente “a” na forma cartesiana da catenaria.
(Figura 26)

Click em “controle deslizante” coloque o nome de “a” e no intervalo de -5 a 5
(padrao)

Digite no campo “Entrada” a fungao cartesiana da catenéria, f(z) = (1/2a) % (e +
6—(1(17)

Mova o controle deslizante e verifique o que acontece com a catenaria.
Salve a imagem da catenaria que esta disponivel no link:

http://utenti.quipo.it/baseb /analisi/catenaria.htm

Cole a figura usando o icone “inserir imagem”, coloque o ponto mais baixo no
ponto (0,1).

Defina a equagao catenaria na qual essa curva foi gerada.
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Figura 26 — 32 construcao

I--Z

’ Jmuimm - mnm

Funilo .v e ||_E
L ffx) = ; 1 (e e ‘1':'}

Hurmerg
@ a=1

Panto

® A=(41,052)

® B-{433,052)

Fonte: Produzido pelo autor

4% Construgao: Comparando a catenaria com a parabola. (Figura 27)

Click em “controle deslizante”; coloque o nome de “a” e no intervalo de 0 a 100.

Digite no campo “Entrada” a fungao da catendria: f(x) = cosh(z/a).

Click em “controle deslizante” coloque o nome de “b” e no intervalo de 0 a 100.

Digite no campo “Entrada” a funcdo da catenaria: f(z) = bx? + 1.

Analise as curvas da parabola e da catenaria.

Habilite o rastro das duas curvas e observe se tem uma curva catenaria igual a

uma parabola.
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Figura 27 — 42 construcao

Fonte: Produzido pelo autor

5% ¢ 62 Encontro.

Na aula anterior foi apresentado uma proposta de pesquisa para o grupo de alunos

com as seguintes instrucoes:
o Dividir a turma em 4 grupos;
o Escolher uma aplicagao;
o Pesquisar sobre a curva catenaria;
o Produzir a curva, terminar a equacao, fazendo uso do Geogebra;
o Apresentar e socializar com a turma no ultimo encontro.
Os temas inicialmente propostos para aplicagoes da curva catendria foram:
o Roda Quadrada;
o Fundo da lata;
o Ovo;
o Rede de transmissao;
o Pontes suspensas.

Os grupos tiveram duas semanas para realizacao da pesquisa e preparagao da
apresentacao. Apds, ou seja, no dia do ultimo encontro presencial, os grupos fizeram suas
apresentacoes. E assim, com essa socializacao foi finalizado o projeto de aplicacao da

catenaria.
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4.2 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Nessa sessao destaca-se o desenvolvimento da pesquisa com um relato das atividades

realizadas pelos alunos, com intuito de pontuar as relevancias da aplicacao.

Figura 28 — Aula 1

ERSTNCG DA CLURYA
CATEMARLA

Fonte: Arquivo do autor

No primeiro encontro, uma aula mais tedrica, apresentando a definicdo da curva
catenaria, passando pelos matematicos que contribuiram para a descoberta, evidenciando
a importancia histérica no desenvolvimento de um novo conceito matemaético e observando
o trabalho interligado dos matematicos. Dessa forma, destaca-se a relevancia de iniciar um
conceito pelo seu estudo historico, possibilitando uma compreensao significativa. Foram

exibidos dois videos para melhor exemplificar a catenaria em situagoes do dia-a-dia.

Na sequéncia, foi apresentada uma notagdo da catenaria definida a partir da
fungdo exponencial. Prosseguindo, foi observada a hipérbole, fazendo um comparativo da
trigonometria circular com a trigonometria hiperbdlica, chegando nas fungdes hiperbélicas,
para enfim definir a catendria com a funcao cosseno hiperbodlico. Depois dessa parte
introdutéria da aula, foi entregue uma lista de exercicios aos alunos, para ser resolvida

em sala de aula. Essa etapa tedrica foi necessaria, pois era um tema desconhecido dos
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participantes, porém ja familiarizados com a fungao exponencial .

Figura 29 — Resolugao da lista

Fonte: Arquivo do autor

A seguir, serdo apresentadas e comentadas algumas resolugoes feitas pelos alunos.

1% Exercicio resolvido pelo aluno R.S.E.S; o qual tem como objetivo observar que a
soma do cosh?(x) — senh?(z) = 1, associando assim ao Teorema de Pitdgoras e observando
0s eixos que representam o cosseno hiperbélico e seno hiperbélico. O aluno demonstra
fazendo a substitui¢do do senh(z) e do cosh(z) pela notagdo em exponenciais, depois

prosseguiu com operagoes algébricas até concluir o exercicio (Figura 30).

Figura 30 — Exercicio 1

1. Demonsire que (a) cosh®(x) - senh®(x) = 1
DEL AR A

-4 o
Ce¥ae ¥ P—QK-_EJ-') =/
[ ) / a
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e?: [

Fonte: Produzido pelo aluno R.S.E.S.

22 Exercicio resolvido pelo aluno C.L.V.C, visa substituir o valor de x na funcao

senh(x) e cosh(z), para determinar o valor de f(z) (Figura 31).



99

Figura 31 — Exercicio 2

c) cosh(0)
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Fonte: Produzido pelo aluno C.L.V.C.

32 Exercicio resolvido pelo aluno M.H.A, propunha que o aluno provasse que a
funcgao cosh(x) é par. Primeiro foi substituito o cosh(z) por sua notagdo em exponenciais
jé realizando a substituicao por x e “x. Optou por substituir ambos os lados da igualdade e
chegar a uma simetria verdadeira. Nas proximas etapas, os exercicios foram desenvolvidos

de maneira algébrica até chegar ao resultado final (Figura 32).

Figura 32 — Exercicio 3

3. Demonstre a identidade (Isso demonstra que cosh & uma fungéo par)

Cosh(-x) = cosh(x)

5
e e E{+ ”
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Cos h(- ¥ = cos h(K).

Fonte: Produzido pelo aluno M.H.A.

4% Exercicio resolvido pelo aluno N.C.T.A. Para encontrar o valor de x, o aluno

faz uso de conhecimentos prévios, tais como, tgh(x) = senh(x)/cosh(x). Na sequéncia
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substitui a escrita do senh(z) e cosh(x) por suas representagoes em exponenciais, realiza
as operagoes até chegar no resultado (Figura 33).

Figura 33 — Exercicio 4

0 c;“‘f 4. Se tgh x = 12/13, encontre os valores das outras fungdes hiperbdlicas
"5 em x.
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Fonte: Produzido pelo aluno N.C.T.A.

5% Exercicio resolvido pelo aluno V.L., faz uso da funcao cartesiana da catenaria,
com o auxilio do desenho para melhor visualizar o exercicio. O aluno, no item “a” substitui
o valor de z por 0, para com isso definir o valor de f(0). No item “b”, para encontrar o

ponto méximo x é substituido por 25, determinando assim, o valor de f(25) (Figura 34).
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Figura 34 — Exercicio 5

5. mm*mwemummmmu °

descreve uma catendria em que a = 0,08,
a) Qual a distancia minima do cabo ao solo? l_(q . ( + 2 )
|
b, ' 3
‘.{n]zi_.? .lli q[ﬂ‘-ﬂi:ﬂ:,( H })
e

j\ = Al SW,\Z’

b) Qual & a altura dos postes? la

Fonte: Produzido pelo aluno V.L.

6> Exercicio resolvido pelo aluno L.F.A.A, dominio e imagem encontrados a partir

da observacao do grafico (Figura 35).

Figura 35 — Exercicio 6

6. Mumamﬂx}d.mmumammha a'

Fonte: Produzido pelo aluno L.F.A.A.

7= Exercicio resolvido pelo aluno B.P.S.. O contetido desta questao faz referéncia a



62

trigonometria. Sendo assim, o aluno observa o triangulo retangulo presente na descri¢ao
do enunciado e resolve fazendo uso da tangente de 60°, para em seguida subtrair da altura,

chegando assim no ponto mais baixo do fio (Figura 36).

Figura 36 — Exercicio 7

7. Um fio que liga dois postes de energia a uma distincia de 12 metros e
uma altura 4 metros, entre os pontos de suspenséo e o ponto mais baixo
do fio faz um angulo de 60°, Calcule a altura aproximada do ponto mais
baixo do fio.
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Fonte: Produzido pelo aluno B.P.S.

82 Exercicio resolvido pelo aluno F.S.S.C, usa a forma cartesiana, para encontrar o

valor do coeficiente “a” em relagao ao ponto mais baixo. Logo, = valendo 0 (Figura 37).

Figura 37 — Exercicio 8

8. Para uma rede elétrica urbana, & preciso de postes de mesma com 5.5
metros de altura a uma distincia de 15 metros, sabendo que a altura do
ponto mais baixo desse fio & 5 metros, determine o valor o coeficiente a?
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Fonte: Produzido pelo aluno F.S.S.C.

Os exercicios apresentados até aqui sdo apenas uma amostragem do todo. De

modo geral, a maioria dos alunos apresentou resolucgoes acertivas, com um raciocinio claro
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e consistente, mostrando que mesmo com um contato breve sobre o assunto, tiveram

condigoes de solucionar e desenvolver o que era proposto.

No primeiro dia a professora responsével pela turma participou do encontro (Figura

38) e fez um registro sobre o conteudo abordado.

"Achei 6timo vocé comegar contanto um pouco da histéria no inicio. O
video que passou ilustrou bem e deixou bem claro o que é a catenaria,
que é uma curva formada por uma corrente suspensa, presa em dois
pontos e sob influéncia exclusiva da gravidade. Foi interessante mostrar a
diferenca entre a catendria e a parabola, porque os alunos sempre ouvem
falar de parabola, mas a catendria, nunca tinham ouvido falar. Entao,
foi bom para eles conhecerem que ao construir uma ponte pénsil, ou
observar os cabos de alta tensao, entre outros exemplos, podemos observar
uma curva catendria. A lista de exercicios preparada para fazerem em
sala, foi bem legal. Eles conseguiram desenvolver e entender um pouco
mais de Matemaética. Foi 6timo porque mesclou contetidos ja vistos com
novos, mostrando que a Matematica estd toda interligada e que esta
mais presente em nossas vidas do que imagindvamos."(Fonte: Arquivo do
Pesquisador)

Figura 38 — Aula 2

Fonte: Arquivo do autor
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No segundo encontro, a prioridade era identificar, justificar e argumentar algumas
caracteristicas da curva catendria. Para isso foi utilizado o software Geogebra que auxiliou
a visualizagdo dos alunos. Foram realizadas quatro construgoes no software, com objetivos
diferentes. Em um dos procedimentos, os alunos receberam orientacées com o passo a
passo das construgoes. Em seguida, fizeram um registro com o questionamento: “o que

observei” para que, o olhar do aluno fosse destacado na aplicagao da pesquisa.

Na primeira construcao, os alunos representaram de forma grafica as funcgoes
f(z) =e" e g(x) = e ", onde depois, com recursos geométricos, somaram as duas medidas
e dividiram por dois. Animando o ponto e habilitando o rastro, observou-se a curva

catenaria sendo desenhada.

Podemos destacar algumas observagoes feitas pelos alunos:

“achei muito interessante isso de somar exponenciais, porque sao duas fun-

,

¢Oes iguais, a Unica diferenca é “o lado”. E realmente muita coincidéncia
a média dessas funcoes resultar a catendria” [F. S. S. C]

“através dessa 12 construcao ficou muito mais facil de entender os passos
para construgdo da curva” [W. R]

“foi possivel observar que, ao somar as duas funges exponenciais f(z) =
e’ e g(z) = e *, dividido por 2, formou-se uma funcao parecida com
uma pardbola, mas, que na verdade é a catendria” [M. H. A.]

“a catendria por exponenciais obtida pela soma das exponenciais dividida
por 2 é semelhante & formada pelo cosh.” [V. L]. (Fonte: Arquivo do
autor)

A segunda construcao buscou aprofundar mais a compreensao da hipérbole, onde a
catenaria se da pela notacao da funcao cosseno hiperboélico. Novamente de forma visual e
dindmica os educandos puderam verificar o que acontecia com a funcao, registrando as

observacoes:

“mesmo meu conhecimento sendo breve, achei que me ajudou bastante a
observar as propriedades do cosseno hiperbélico e entender um pouco
mais” [L. F. A. A]

“pode-se observar a formagdo da catenaria em fun¢do movimento do
ponto “a” no plano cartesiano, semelhante a movimentacao dos pontos
no circulo trigonométrico” [V. L

“ndo sabia o que era senh e cosh, agora tenho uma ideia. Achei muito
interessante e magico esse método de achar catendria.” [F. S. S. C] (Fonte:
Produzido pelo autor)

Com a terceira construcao, esperava-se que os alunos pudessem reconhecer diferentes
curvas como catendria, através da escrita cartesiana, fazendo uso do coeficiente “a”.
Alterando seu valor com um controle deslizante, os alunos conseguiram observar e fazer
diferentes curvas catenarias, para comprovar sua veracidade. Alguns buscaram imagens
de catenarias na internet, colaram no software e, com o controle deslizante, foi possivel

determinar a funcao que representaria aquela curva. Observagoes dos alunos:
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“Isso explica bastante, que varias curvas diferentes sdo catendrias ” [F. S.

S. ()

“me mostrou com a catenaria pode ser utilizada, existe a catendria até
em organismos organicos como o ovo” [L.F.A.A]

[19)

“quanto menor “a”, mais aberto fica a catendria. Quanto maior, mais
fechada. Caso a < 0, a funcao “inverte”, obtendo uma catenaria “para
baixo” [M. H. A|]

“é realmente mais facil de observar a formagao e movimentacao da
catendria através da mudanca dos valores de “a” ” [V. L.]. (Fonte:
Arquivo do autor)

A principal pretensao da quarta construcao é confrontar e comparar a curva
catendria com a parabola, conduzindo os alunos a terem condic¢oes de diferencia-las de
maneira clara, aproveitando os recursos visuais do software. As observacoes feitas pelos

alunos foram:

“a catendria ela tem uma curvinha mais suave que a pardbola” [F. S. S.

Cl

“conseguir ver a real diferenca entre a catendria e a parabola, mesmo ja
tendo a diferenga fisica, ndo via a diferenca entre as imagens” [L. F. A.

Al

“as diferencas entre a curva catendria e a parabola foram evidenciadas
nessa construcdo. A catenaria aparenta ser mais orgénica, sofrendo acao
da gravidade, enquanto a parabola aparenta ser sintética, com énfase no
vértice” [W. R]

“por mais préxima que estejam, a catenaria e a pardbola nunca formam
a mesma curva” [R. S. E. S.]

“a curva da catendaria é “mais aberta”; ndo é “fixa” em um ponto como a
pardbola” [C. L. V. C|]

“elas tém alguns pontos em comum, mas possuem estruturas diferentes.
A catenaria tem uma caracteristica de peso natural, tem uma curva
formada naturalmente (mais redonda). J4 a pardbola, é mais pontuda,
possui um vértice e que ela, na pratica, seria uma catendria com um peso
(ndo permite a curva natural) “ [M. H. A.] (Arquivo do autor)

Esse foi o encontro de maior progresso e aproximagao dos alunos com a curva
catenaria. Os comentarios em aula eram de entusiasmo e descobertas, evidenciando que os
resultados com as construgoes alcancados. Ao ler as observagoes dos alunos verifica-se que
existe uma base tedrica e visual se entrelagando, criando um ambiente de aprendizagem

real e apropriado.

A professora assessora de Matematica no colégio participou do segundo encontro,

relatando seu ponto de vista sobre o trabalho, dizendo:

“A oficina realizada pelo Professor Marlon Mendes aos alunos do Ensino
Médio, utilizando como objeto de estudo/reflexdo a curva Catendria
foi uma experiéncia bem-sucedida que demonstra ser possivel trilhar
diferentes caminhos na perspectiva da Educagao Matematica, rompendo
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com alguns paradigmas que tém dificultado o progresso da educagao como
um todo e especialmente o ensino da matemédtica. As imagens para a
representacao da inteligéncia como a nocao de espectro de competéncias,
onde o equilibrio e a totalidade dos componentes importam mais que
hipertrofias localizadas, e para representagao do conhecimento, como rede
de significagoes com seus feixes de relagoes, causais ou nao causais em
permanente transformacao substituindo a ideia de cadeia, representam
os novos paradigmas que podem contribuir para uma melhor formacao
escolar. Nesse sentido, quando o Professor Marlon se propoe a apresentar o
estudo de uma curva, a Catendria, que ndo consta na lista de contetido dos
livros escolares daquele segmento, mas que traz uma série de referéncias e
relagoes como Historia da Matemaética, aplicagdes diversas na engenharia,
arte, tecnologia e também mobiliza o conhecimento que o estudante ja
possui sobre parabola, trigonometria, funcéo e representacoes geométricas,
certamente esse trabalho estd muito mais em harmonia com as novas
concepgoes de epistemologia e didatica. Corroborando os fundamentos
acima, a oficina criou um ambiente de reflexdo repleto de interesse,
atencao, trocas, descobertas, surpresas e satisfacdo. Vivenciamos nessa
oportunidade o que Paulo Freire conceitua como praxis e a experiéncia
de reconhecer que a teoria dos campos conceituais de Gerard Vergnaud
fundamenta essa pratica.” (Fonte: Arquivo do autor)

A aplicacao do trabalho nao poderia acabar antes de deixar que os alunos protago-
nizassem seu préprio aprendizado. Depois da fundamentagao tedrica, da argumentacao
dinamica com o software separados em grupos e temas, pesquisaram e apresentaram para
os demais grupos os resultados de suas pesquisas. E importante ressaltar que cada grupo,
fazendo uso do software Geogebra, definiu a fun¢ao cartesiana da aplicagao da catenaria

que pesquisou.
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Figura 39 — Aula 3

Ponte suspensa

Fonte: Arquivo do autor

O aluno F.S.S.C afirma: “muito bom saber a importancia dessa fun¢ao no cotidiano
e nas construgoes”, juntamente com o aluno P.E.P.B que diz: “a catenaria é muito util
para obras, pois distribui todo peso em todos os pontos da curva”. Essas afirmativas levam
a crer que os alunos comegam a dar importancia aquilo que concretiza a catenaria, que
seriam suas aplicagoes. “Um dos pontos mais interessantes foi descobrir que algo que eu
nao fazia ideia do que era estd presente em praticamente todos os lugares” diz R.S.E.S,
garantindo assim, que ao fazer conexdes com o cotidiano, a curva catendria assume um

papel de relevancia, como se aquela teoria saisse do papel e criasse vida.

Alguns alunos descreveram sobre o que vivenciaram nas apresentagoes:

“aprendi sobre a curva catenaria, que se refletirmos no cotidiano, vemos
que ela esta praticamente em todo lugar, desde uma corrente no estacio-
namento, até uma rede elétrica inteira, inclusive, podemos encontra-las
até em certas pontes, nas chamadas “pontes suspensas” [R.A.A.D]

“além disso, gostei muito de ver como a catendria estd presente no nosso
cotidiano, que nao é apenas um desenho que sé existe no papel. Ver a
funcdo dela na ponte, que as mantém firmes por distribuir o peso, até o
ovo, 0 qual por possuir duas catenarias, uma em cima e outra embaixo
nos impede de quebra-la” [N.C.T.A.]
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“Ao pesquisar sobre a catenaria e as pontes suspensas, percebi que nao
h& muito conteido disponivel sobre o assunto” [B.P.S]

“a presenca da catenaria no ovo e o seu uso para a criagdo de uma roda
quadrada foram os exemplos mais interessantes. “ [W.R] (Fonte: Arquivo
do autor)

Para finalizar, alguns comentarios feitos pelos alunos, na pesquisa de aplicacao da

catenaria.

“A histéria ajudou um pouco na compreensao sobre a curva, entretanto,
com a ajuda do Geogebra, me tirou todas as duvidas. A catenaria é algo
do nosso cotidiano, e apesar de que, para compreendé-la por completo
precisa-se saber sobre o cosseno hiperbdlico, achei a curva uma coisa tao
1til, que vale muito a pena ser trazido esse conhecimento para o Ensino
Meédio. Para isso, uma ideia seria trazer a curva para os alunos, por meio
da soma das funcées exponenciais.” [C. L. V. C.]

“A catendria poderia sim ser compreendida por alunos do Ensino Médio
até por que serviria como complemento do estudo de trigonometria. Além
de compreender como funciona e quais sdo as aplica¢oes da catendria, eu
aprendi um pouco mais sobre o software Geogebra.” [ R. S. E. S/]

“Eu achei a histéria da catendria muito interessante, como a catendria é
muito usada em construgoes, ela em minha opinido, é altamente relevante
e tem grande importancia no cotidiano e por isso penso que deveria ser

ensinada no Ensino Médio. ” [V. G. R. R.]

“Identificar as aplicacdes e também ter conhecimento necessario para
diferenciar a curva catenaria a parabola e forma simplificada é algo
amplamente aplicavel ao conteido do Ensino Médio. “ [V. L.]

“Na minha opinido, a catenaria ndo demonstra algo impossivel, poderia,
sim, ser ensinada no Ensino Médio. E um tema muito interessante e que
podia ser mais explorado nas escolas.Gostei muito do curso, que mostrou
ter um 6timo fundamento. “ [R. A. A. D]

“Achei interessante e muito legal comegar a ver a catendria a partir
da histéria, ver que Galileu tinha confundido ela com uma pardbola, e
depois, aos poucos, ir vendo a diferencga entre as duas, sendo ela mais
perceptivel para mim quando usamos o Geogebra. ” [N. C. T. A /]

“Essas aulas me mostram que a catendria estd muito presente no nosso
cotidiano e poucos falam sobre ela. Os exercicios exigiam conhecimentos
que alunos do Ensino Médio ja possuem, além de poucos conhecimentos
a mais para aplicar a catendria.Ao pesquisar sobre a catendria e as
pontes suspensas, percebi que ndo ha muito contetido disponivel sobre o
assunto. Além disso, muitos confundem catenaria com a parabola, e ter
este conhecimento pode ser muito vidvel. As aulas foram muito legais,
didaticas, empolgantes, mas isso dependeu dos materiais utilizados, o uso
do software, o método de ensino, etc. Sem esses recursos, talvez esse
aprendizado nao teria sido tao interessante. Ainda assim, acredito que
a catenaria seja um aprendizado muito valioso, aplicavel para o Ensino
Médio, a fim de trazer conhecimentos nao apenas fisicos ou matematicos,
mas olhar o mundo a nossa volta e entender o funcionamento de mais
coisas do cotidiano. ” [B. P. S.] (Fonte: Arquivo do autor)

Essa foi a realizacao da pesquisa, planejada e desenvolvida pensando no melhor

aproveitamento dos alunos, pois sao eles a prioridade de tudo que se faz na Educacao.
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Observa-se que os resultados foram atingidos e que, a curva catenaria foi devidamente
apresentada para um pequeno grupo, mas com pretensoes otimistas e estruturadas para o

desenvolvimento desse trabalho com um grupo maior de alunos.

4.3 ANALISE QUANTITATIVA DOS RESULTADOS

No ultimo encontro presencial, foi feito um trabalho para levantamento de dados,
com base nos assuntos desenvolvidos durante as aulas, no qual os alunos puderam avaliar e
pontuar itens relevantes para observacao dos resultados. A Figura 40 mostra o questionario

que foi entregue os alunos.
Figura 40 — Questionario

Pesquisa de Aplicagao da catenaria:
Classificando de 1 2 &

1 2 3 4 | &
Péssima | Ruim | Regular | Bom | Otimo
Histdria ds catenaria: |1|2|3|4|5|
[1[2[3[4]5]

Lista de exercicios sohre a catenaris;

Construgdes com software de geometria dindmicac | 1 | 2 | ?"l 4' ET'

Aplicaces da catensria no cofidiana: [1[2]3[4]5]
Relevéncia da curva catendria [[2]3[4]5]
Campreenséo do cosseno hiperbdiico: [1[2]3]4]5]
Wideos schre & catenaria: | '1 | 2 | 3| 4| El
De zemvaiviments = spicacia ds pesquiss [11213]4[5]

[1]2][3[4]5]

Sew aproveitamento

Wiecd acha gue 8 curva cateniana poderia ser compreendida por slunos do
ensino madio.

SiM | MAD |

Fonte: Produzido pelo autor



70

Os resultados sao apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 — Tabulacdo dos resultados

Péssimo | Ruim | Regular | Bom | Otimo

Histéria da catendria 8,3% 49.8% | 41,5%
Lista de exercicios 0 66,6% | 33,3%
Construgao' com foftware 0 33.3% | 66.6%
de geometria dinamica

Aplicacao da catenaria 0 33,3% | 66,6%

8,3% 58,1% | 33,3%
3% | 24,9% 58,1% | 8,3%

8,3% 58,1% | 33,3%
0 58,1% | 49,8
8,3% 66,6% | 24,9%

Relevancia da curva
Compreensao do cosseno
hiperbolico

Videos sobre a catenaria
Desenvolvimento da pesquisa
Aproveitamento

OO O |OIo O |Oolo
OO o | OO0 O |Oolo

De modo geral, pode-se observar que os alunos tiveram uma avaliacdo positiva do
projeto, respondendo na maioria dos itens Bom e Otimo, representando assim, um alto nivel
de satisfacdo com a metodologia usada na pesquisa. E importante destacar as construcdes
com software de geometria dindmica, uma aula com um 6timo aproveitamento, muito

esclarecedora e construtiva.

Outro dado positivo na pesquisa foi a aplicacdo da curva catenaria, no qual a
aula foi construida, de maneira colaborativa e realizada pelos alunos, observando que o
protagonismo ¢ um excelente recurso para o aproveitamento e apropriagao dos contetudos
trabalhados.

A pergunta com o menor indice de aproveitamento faz referéncia a compreensao do
cosseno hiperbdlico, um assunto novo, que os alunos tiveram o primeiro contato durante
as aulas de aplicacao da pesquisa. Ainda assim tivemos 66,4% alunos que compreenderam
de forma étima/boa e por se tratar de algo inédito os resultados ainda se apresentam

satisfatorios.

Observando a pesquisa, percebe-se que seu desenvolvimento foi bem sucedido e
a maioria dos alunos consideram que tiveram um aproveitamento Bom ou Otimo sobre
todo os temas abordados, isso faz com que se tivesse um olhar otimista para o ensino e

desenvolvimento da curva catenéria.

Na Figura 41 os resultados do questionério, visualmente mostra que a maioria dos
alunos respondeu de forma positiva aos itens. Sendo assim, os objetivos propostos no plano
de aula foram atingidos. Importante destacar o interesse e comprometimento do grupo
com a pesquisa, que foi de extrema importancia para alcancar esse nivel de satisfacao dos

alunos.
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Figura 41 — Gréfico dos resultados
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Fonte: Produzido pelo autor

Analisando os dados, principalmente o grafico, chama a atencao a positividade dos
resultados, levando em consideracao que se trata de um grupo novo, selecionado apenas
para participar da pesquisa. Além disso, um assunto novo e complexo ter conseguido resul-
tados tao expressivos, com contribuigoes intelectuais e ampliando a visao da matematica,

descobrindo e ressignificando o ensino/aprendizagem de fungoes e trigonometria.

O processo de aplicagdo da pesquisa foi uma oportunidade de aprimorar a pratica,
que o dia-a-dia proporcionou para o aperfeicoamento da metodologia, que por opcao, foi
aplicada seguindo um roteiro de parte historica e tedrica, que aproxima mais da vivéncia
escolar do grupo de alunos, para em seguida, no outro encontro, ser aplicada e discutida
através do software de geometria dinamica, podendo ser melhor compreendida, pelo fato
dos alunos ja estarem em processo, logo os resultados positivos da aplicagao se consolidaram

por esse processo em particular.

A dltima pergunta do questionario, requisita a opinidao dos alunos sobre a com-
preensao ou nao da curva catenaria no Ensino Médio, pensando na proposta inicial da
aplicagdo que seria a de ampliar o olhar para a Matematica e aprofundar conceitos de
fungdes e trigonometria, juntamente com aplicagoes no cotidiano, para todo um grupo,
nao restrito apenas aos alunos selecionados. A aplicacao foi um ponto de partida para
analisar possiveis caminhos didaticos e metodologicos para tornar acessivel, no Ensino

Basico, a curva catenaria.
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Figura 42 — Gréfico: Aplicacdo da catendria para o Ensino Médio
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Fonte: Produzido pelo autor

Por unanimidade, o grupo entende que a curva catenéaria poderia ser entendida por
todos os alunos do Ensino Médio (Figura 42). O mais relevante de tudo é que esses sdo os
olhares dos proprios alunos em processo de aprendizagem, percebendo as contribuigoes

intelectuais que a curva catenaria pode oferecer para os estudantes do Ensino Médio.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A realizagdo do estudo da catenaria teve como objetivo sua implementacao no
Ensino Médio, possibilitando aos alunos o reconhecimento matematico da curva, mostrando
diversas possibilidades de aplicagoes presentes no dia-a-dia. Tendo em vista que o estudo da
catendria se interliga com a fungdo exponencial, denotada como func¢ao cosseno hiperbélico,
cujas essas representagoes graficas geram a curva catendria, que foi o objeto de pesquisa
deste trabalho.

Levando a abordagem para o ensino da Matematica, de forma com que os alunos
pudessem tratar do tema de forma tranquila e motivadora, fazendo uso dos pré-requisitos
como funcao exponencial e trigonometria circular, transpondo esses conhecimentos e
aplicando-os como carater investigativo. Assim, foi possivel desenvolver o conhecimento e
aplicagoes da curva catenaria de maneira formativa, sendo o desenvolvimento intelectual a

prioridade.

Foi essencial que a parte tedrica fosse trabalhada antes da parte grafica, definindo
a curva catendria a partir da funcao exponencial. Dessa forma, migrar para a escrita do
cosseno hiperbodlico e a representagao grafica foi mais tranquila e segura para esse grupo

de alunos.

Assim, a pratica em sala de aula de aplicagao do trabalho transitou por temas
que construiu de modo significativo a aprendizagem, tais como: contexto histérico, funda-
mentacao tedrica, lista de exercicios, analise grafica com software de geometria dinamica
e aplicagoes. Tal metodologia obteve resultados satisfatorios ressaltados pelos alunos
participantes, garantindo e evidenciando as contribui¢oes fornecidas com a abordagem do

tema.

Os recursos tecnolégicos assumem um papel de grande importancia no estudo
da catendria, por meio da representacao grafica da funcdo exponencial e do cosseno
hiperbélico, os alunos podem gerar a curva e manipular seus coeficientes, a teoria criar forma,

construindo com os educandos uma melhor compreensao do que ¢ discutido algebricamente.

Aos docentes interessados em desenvolver este assunto com seus discentes, o trabalho
desenvolve teoricamente os temas antes da aplicagdo para que o professor possa conhecer
melhor a teméatica. Pensando na aplicagao, a aula foi dada de forma visual com slides,
exercicios resolvidos e passo a passo das construgoes no software. Tudo isso para tornar

mais pratico e efetivo o trabalho do professor na sala de aula.

Aprofundando o estudo das func¢oes no Ensino Médio, percebe-se a motivacao nos
alunos e professores ao olhar as fun¢oes de uma forma diferente do que se vem trabalhando,

principalmente porque as fungoes que resultam na curva catenaria, sao aplicagoes de
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fungoes exponenciais, ampliando o olhar em relagao a aplicagdes que aparecem com

frequéncia no cotidiano representando uma funcao hiperbélica.

Apos a aplicacao da pesquisa, o colégio criou uma disciplina eletiva para os alunos
do Ensino Médio, que tem por objetivo aprofundar os conhecimentos geometricos, fazendo

uso do software Geogebra.

Desta forma, nao se encerra a aplicacao nem o estudo de fungoes, pois ha diversas
formas de se estudar as fungoes hiperbdlicas e maneiras de se aplicar fun¢oes na Matemaética.
Entrego este trabalho com a expectativa de continuidade e progressos na area destinada

ao aprofundamento matematico no Ensino Basico.
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Anexos



ANEXO A
TERMO DE CONSENTIMENTO

Eu, :
portadora do RG n° , responsavel pela
instituicéo aceito fazer parte,

como instituicdo voluntaria, do desenvolvimento da pesquisa, cujo titulo
provisorio “O ensino da curva catenaria” Esta pesquisa é parte integrante para
obtencéo do titulo de Mestre, orientado pela Professora Doutora Magda da Silva
Peixoto, no Programa de Pds-Graduacdo em Ensino de Ciéncias Exatas da

Universidade Federal de Sao Carlos.

Assim ando este termo de consentimento, estou ciente de que, o
pesquisador Marlon Freitas Mendes ira desenvolver sua pesquisa em funcdes
hiperbdlicas com os alunos de diferentes turmas e apresentara o produto final
aos professores desta instituicdo. Tenho clareza que professores e estudantes
envolvidos nesta pesquisa serdo mantidos anénimos. Também sei que 0s
resultados obtidos no &mbito desta instituicdo serdo utilizados unicamente para

fins de divulgacéo cientifica, preservando o anonimato j& assinalado acima.

Assinatura;

Local e data.



ANEXO B
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Declaro, por meio deste termo, que concordei em participar da pesquisa intitulada

provisoriamente: “O ensino da curva catenaria”, desenvolvido por Marlon Freitas Mendes

Fui informado (a) que:

a)

b)

<)

d)

e)

A pesquisa € orientada pela Professora Doutora Magda da Silva Peixoto, a quem poderei
contatar a qualqguer momento que julgar necessario através do e-mail:

magdapeixoto@yahoo.com.br;

O uso das informacdes por mim fornecidas esta submetido as normas éticas destinadas
a pesquisa envolvendo seres humanos;

A minha colaboracédo se fard de forma andnima, por meio das respostas dadas nos
instrumentos de pesquisa elaborados pesquisador, a ser respondido a partir da
assinatura desta autorizacao;

O acesso e a analise dos dados coletados se fardo apenas pelo pesquisador e pela sua
orientadora;

Posso me retirar dessa pesquisa a qualguer momento, sem qualquer prejuizo, sem sofrer

quaisquer sansdes ou constrangimento.

Por fim, fui esclarecido (a) sobre os objetivos estritamente académicos do estudo, que,

em linhas gerais é propor aos professores de Matematica uma sequéncia didatica que favorega

a aprendizagem da fungéo do cosseno hiperbdlico e suas aplica¢des pelo mundo, fazendo uma

abordagem desde sua primeira apari¢éo histdrica até o seu uso nos dias de hoje.

Afirmo que aceitei participar por minha prépria vontade, sem receber qualquer incentivo

financeiro ou ter qualquer 6nus e com a finalidade exclusiva de colaborar para o sucesso da

pesquisa.

Atesto o recebimento de uma cépia assinada desde Termo de Consentimento Livre

Esclarecido, conforme recomendagées da Comiss&o Nacional de Etica em Pesquisa (CONEP)

Sorocaba, de outubro de 2016

Assinatura do (a) participante:

Assinatura do pesquisador:

Assinatura do(a) testemunha:
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