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Resumo

Nesta tese estudaremos a transicdo de fase quantica dos modelos de spins quanticos
frustrados: i) Modelo de van Hemmen de spin S=1 com campo transverso e anisotropia
biaxial; ii) modelo de Heisenberg de spin 2 anisotrépico com interagdes competitivas
entre primeiros e segundos vizinhos (modelo J+-J); iii) modelo de Ising com campo
transverso e com interagbes de primeiros e segundos vizinhos. O primeiro modelo
magnético € estudado para simular as propriedades de vidro de spin em sistemas reais,
como, por exemplo, a cuspide da susceptibilidade magnética. Usamos as densidades de
probabilidades bimodal e gaussiana nas ligagdes aleatorias. Aplicando a aproximagao de
primeira ordem para desacoplar o produto de exponenciais de operadores, calculamos a
energia livre e parametro de ordem. Tanto o campo transverso quanto as anisotropias
transversais, individualmente, atuam como agentes de destruicado da ordem vidro de spin.
Neste modelo sao estudadas transigdes de fases quanticas de primeira e segunda ordem.
No segundo modelo usamos o formalismo da teoria de campo efetivo via técnica do
operador diferencial e grupo de renormalizacdo na aproximacdo de campo efetivo
(EFRG). Sao determinados diagramas de fases, onde observamos os estados
ferromagnético (F), antiferromagnético (AF), superantiferromagnético (SAF) (denominado
de colinear para uma rede quadrada e laminar para uma rede cubica simples). No caso
Heisenberg numa rede quadrada , em T=0 temos um estado paramagnético quantico que
€ sugerido a ser o estado spin-liquido (SL) discutido na literatura. Para a rede cubica
simples esse estado spin-liquido nao foi observado, mostrando que o efeito da
dimensionalidade no sistema influencia nas flutuagées quanticas em T=0. Nos diagramas
de fases temos as presengas de transicbes de primeira e segunda ordem. Finalmente,
tratamos da criticalidade do modelo de Ising quantico frustrado, e em T=0 temos estados
com gap de energia proporcional a intensidade do campo transverso, que dependendo do
parametro de frustragdo o sistema presencia também transicées de primeira e segunda

ordem.



Abstract

In this thesis, we will study the quantum phase transition of frustrated quantum spin
models: (i) van Hemmen model ( S = 1) with transverse and anisotropic biaxial field (ii)
Heisenberg model (S = 1/2 ) with competitive interaction first and second nearest
neighbours (J1-J2 model) (iii) Ising model with transverse field and first magnetic model is
studied to simulate the spin glass properties in real systems like the magnetic susceptibility
cusp. We use the bimodal and gaussian probability distribution for random interactions.
Applying the first-order approximation to decouple the products of exponential of
operators, we calculate free energy and order parameter. Both, the transverse field and
anisotropic transverse field destroy the spin glass order. In the second model, we use the
effective field theory with differential operator technique and effective field renormalization
group (EFRG) formalism. The phase diagrams are determined where are observe
ferromagnetic (F), antiferromagnetic (AF) and superantiferromagnetic (SAF) states. In
case of Heisenberg model in a square lattice at T=0, we have a quantum paramagnetic
state that has been considered as a spin-liquid (SL) state in literature. For a simple cubic
lattice, this spin-liquid state has not been observed. Which shows that the dimension of the
system has influences on the quantum fluctuation at T=0. In the phase diagrams are the
presence of first and second order phase transitions. Finally, are consider the critical
behavior of the frustrated quantum Ising model and at T=0 we have the states with energy
gap proportional to the transverse field intensity. Depending in the frustration parameter

the system also shows first and second order transitions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

As propriedades magnéticas de algumas substancias tém sido tema de investigacoes
cientificas desde a antiguidade, e hoje sdo amplamente utilizadas no desenvolvimento de
novas tecnologias, como, por exemplo, geracao e distribuicao de energia elétrica, teleco-
municacoes, equipamento hospitalar, etc. Porém, somente a partir do inicio do século XX
que o magnetismo foi interpretado do ponto de vista qualitativo por Pierre Weiss [1], em
1907. Weiss apresentou uma teoria fenomenoldgica que era capaz de explicar qualitativa-
mente o comportamento das propriedades dos materiais ferromagnéticos. Estes materiais
tém magnetizacdo esponténea (sem aplicagdo de campo externo no sistema magnético)
abaixo de uma temperatura critica T, (temperatura de Curie) e se anula para T' > T,
tornando-se um material paramagnético. A idéia bésica da teoria de Weiss (teoria de
campo molecular) é que um tnico momento magnético, associado a um dado fon do
material, interage com o restante do cristal através de um campo, a que ele chamou de
campo molecular, que é proporcional a magnetizagdo (média dos momentos magnéticos)
do material. Mesmo sendo introduzido varios anos antes do modelo atémico de Bohr,
a teoria de Weiss ainda representa o ponto de partida para investigacoes de sistemas

magnéticos interagentes. Na Fig.(1.1) temos os comportamentos das magnetizagdes em



Figura 1.1: Comportamento das magnetiza ¢oes espontdneas dos compostos formados
por niquel (Ni), ferro (Fe) e cobalto (Co). As curvas tedricas sdo baseadas na teoria de

Weiss.

fungao da temperatura reduzida T'/T. para os compostos ferromagnéticos constituidos
pelo Ferro (Fe), Niquel (Ni) e Cobalto (Co). Comparamos os resultados experimentais
com os obtidos teoricamente usando a teoria de Weiss [2] representada nesta figura pela
linhas continuas. Numa linguagem moderna, dizemos que quando atingimos a temper-
atura de Curie, como, por exemplo, T, (F e) = 770°C, T'c (Ni) = 358°C, T.(Co) =
1122°C, o sistema sofreu uma transicao de fase, onde para T < Tc¢ temos uma fase

ordenada (ferromagnética) e T' > T, temos uma fase desordenada (paramagnética).

O estudo dos fendmenos magnéticos cria interface entre a Fisica e outras ciéncias,
por exemplo, a Medicina. Medir os campos magnéticos produzidos por organismos vivos,
pode ser ttil no entendimento de sistemas biofisicos, diagndsticos e terapia de humanos.
Tais campos tém origem nas correntes que sao produzidas pela atividade de despolariza-
cao das células, de susbstancias paramagnéticas (figado), ferromagnética (pulmao). Os
tecidos bioldgicos, em sua maioria, tém uma susceptibilidade magnética muito préxima

da dgua, ou seja, sao compostos por moléculas diamagnéticas (susceptibilidade negativa).
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S6 alguns poucos orgaos como o figado, o baco e o coragao apresentam propriedades mag-
néticas por causa da presenga do composto de ferritina em seus tecidos [3].

Apesar da teoria de Weiss ser capaz de reproduzir, qualitativamente, varias pro-
priedades magnéticas dos compostos ferromagnéticos (ex.: MnSb, CrTe, CrO2, CrBr3,
EuO, EuS), esta teoria apresenta sérias inconsisténcias do ponto de vista quantitativa.
Por exemplo, Weiss imaginava que os momentos magnéticos interagiam no interior destes
materiais, dando um ordenamento ferromagnético, cuja energia de interagao era do tipo
dipolo-dipolo. Esta energia dipolar AFE,; ~ 5—2 ( sendo que p é o momento magnético
do fon e a é o parametro de rede cristalina) nao é capaz de explicar fisicamente os altos
valores de T..

Vejamos o seguinte raciocinio qualitativo: suponhamos que nos compostos ferromag-
néticos o ordenamento dos momentos magnéticos ocorre porque a energia de interacao,
aqui representada pela dipolar AF,; seja, suficientemente, maior do que a energia tér-
mica kgT (kp é a constante de Boltzmann), isto é, AFE,; >> kgT para baixas temperat-
uras. A medida que a temperatura aumenta, a magnetizacao decresce conforme mostra
a Fig.(1.1), e quando T = T, a ordem ¢é destruida por causa, fundamentalmente, da
energia térmica ser da mesma magnitude de AFEy, isto é, AE; ~ kgT'. Portanto, usando
p =~ up (magneton de Bohr), a ~ 107 e o valor da constante kp , estimamos que
T. ~ 107K que é uma temperatura muito inferior quando comparada com os resultados
experimentais onde T, ~ 10® K! Conclufmos assim que a origem microscépica do forte
magnetismo (altos valores de T,.) ndo deve-se a interagdo magnética entre os fons nos
compostos ferromagnéticos !.

Foi somente com o advento da mecénica quéntica, a partir do inicio do século XX,
que a origem do magnetismo foi interpretado microscopicamente, introduzindo assim a

idéia da energia de troca (exchange) de origem eletrostética, explicando os altos valores

'Devemos salientar que nos compostos magnéticos a interagao dipolar sempre estd presente, porém
por ser de natureza extremamente fraca ela sozinha nao explica o forte magnetismo. Por outro lado,
materiais organicos apresentam baixos valores para T, o que torna a interagao dipolar indispensavel para
descrever as propriedades magnéticas destes novos compostos.



para T, dos compostos ferromagnéticos.

Atualmente, sabemos que as propriedades magnéticas das substancias isolantes estao
associadas aos momentos magnéticos localizados nos fons. O elétron é o responsavel
pelo magnetismo, com o seu momento angular intrinseco, o spin. A existéncia de um
momento magnético permanente tem sua origem nas camadas eletronicas internas d ou
f quando estas se encontram incompletas [5]. Cinco grupos de elementos na tabela
periédica apresentam essas caracteristicas. Sao os grupos do ferro (camada 3d), paladio
(camada 4d), lantanio (camada 4f), platina (camada 5d) e actineo (camada 5f). No
caso de metais, o magnetismo é explicado pela interacao s — d. Esse elétron itinerante,
torna-se temporariamente residente no atomo em um estado tipo d antes de tunelar de
volta ao estado delocalizado [6].

Outra caracteristica marcante nos materiais ferromagnéticos é apresentar divergén-
cia na grandeza susceptibilidade magnética & campo nulo, definida por xy = (g—%) Heo'
quando a temperatura critica 7, ¢ atingida. Por outro lado, existem materiais que ap-
resentam divergéncia de y em T = T, mas nao sao ferromagnéticos, como, por exemplo,
a magnetita (FesO4), o mineral conhecido desde a antigiiidade, assim como outros 6x-
idos de ferro com a estrutura cristalina do espinélio, materiais tais como, o MgFe,Oy,
MnFe;Oy4, NiFe;Oy4, CoFesO4 e CuFe, O4, apesar de apresentarem uma magnetizacao
espontanea a temperatura ambiente, sao na realidade classificados como ferrimagnéticos.
Estes compostos tém spins ordenados antiparalelamente com valores distintos (S; e Sa,
por exemplo), com este desbalanceamento dos spins na rede cristalina, faz com que os fer-
rimagnetos com estrutura cristalina da granada apresentem um comportamento diferente
da magnetizagao total do apresentado na Fig.(1.1) para os compostos ferromagnéticos.
A medida que a temperatura cresce nos compostos ferrimagnéticos, as magnetizacoes das
sub-redes M; (fons com spin-S; apontados para cima) e M, (fons com spin-Ss apontados
para baixo, com Sy < Sj), decrescem monotonicamente e atinge uma temperatura de
compensacao (Tpomp), onde a magnetizacao total M = My + My (M; > 0 e My < 0) se

anula, mas nao caracteriza uma transicao de fase propriamente dita. Para T' > T,,,,,, a
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Figura 1.2: Comportamento da magnetizagao total de um sistema ferrimagnético em
funcao da temperatura.

magnetizagao total cresce e a medida que a temperatura aumenta, porém M atinge um
ponto de méximo e a partir dessa temperatura M decrescerd até finalmente se anular
novamente na temperatura critica 7., onde para T" > T, nao temos mais ordem mag-
nética e o sistema torna-se paramagnético, este comportamento é ilustrado na Fig.(1.2).
Dizemos entao que em T' = T, o sistema sofre uma transicao de fase.

Os ferrimagnéticos com esta caracteristica marcante da existéncia da temperatura
de compensacao sao descritos pela férmula quimica As(Fe;012), onde A é um metal
trivalente. Vejamos alguns exemplos de materiais ferrimagnéticos: YbsFesO1z [Ttomp = 0
K, T, =548 K], ErsFe;O13 [Teomp = 83K, T. = 556 K|, HogFe;O015 [Teomp = 137 K, T, =
567 K|, Dy3FesO1a[Ttomp = 226 K, T, = 563 K|, ThsFe;O12 [Teomp = 246 K, T, = 568 K],
GdsFe;012 [Tiomp = 286 K, T, = 564 K]. Na Fig.(1.2) apresentamos os comportamentos
da magnetizacao espontanea em funcao da temperatura para as granadas de ferro do tipo
A3Fe;015 (A é um dos elementos dos metais das terras-raras) obtidos experimentalmente
por Pauthenet [7].

Existem, porém, outros materiais, como, por exemplo, a hematita ( Fe;O3) e os 6x-
idos CoO e Cry03, que na auséncia de campo externo apresentam magnetizacao total

Z€ro e nao sao propriamente paramagnéticos. Estes materiais sao denominados de anti-



ferromagnéticos (AF) abaixo de uma dada temperatura caracteristica, conhecida como
temperatura de Néel (Ty). Para temperaturas altas, ou seja, T' > Ty, os dipolos apon-
tam em direcoes aleatoérias destruindo assim a ordem magnética AF. No estado AF, os
dipolos magnéticos na rede cristalina interagem de tal maneira a orientarem (minimo de
energia) antiparalelamente. Os compostos antiferromagnéticos mais simples séo os fluo-
retos FeFy [Ty = 90 K] e MnF, [Ty = 75 K] que apresentam uma estrutura cristalina
de corpo centrado, e os KMnF3 [Ty = 95 K], KNiF3 [Ty = 275 K] e RbMnF3 [Ty = 82
K] com estrutura de uma rede cibica simples. A estrutura cristalina desses materiais
¢é constituida por uma rede magnética que se divide em apenas duas subredes equiva-
lentes (A e B) e interpenetrantes. Devido a interagao entre os fons magnético (exchange)
negativa (J < 0), os momentos magnéticos sao orientados antiparalelamente sobre toda
a rede cristalina, e na auséncia de campo externo temos mp = —my4 (m4 € mp sao as
magnetizacoes das subredes A-up e B-down, respectivamente). Por outro lado, existem
outros antiferromagnetos que possuem estruturas mais complexas, constituidas por varias
subredes magnéticas como, por exemplo, os compostos magnéticos de face centrada MnO
(Ty = 120K), FeO (Ty = 198 K), CoO (Tn =291 K) e NiO (T = 530 K), cujas as
magnetizagoes das subredes sao todas colineares. Esses compostos antiferromagnéticos
apresentam em comum a propriedade da susceptibilidade magnética total y = (g—]‘g) He0’
com M = My + Mg, exibir um ponto de méximo na temperatura Ty, diferindo drasti-
camente dos materiais ferromagnéticos que em 7" = T, tém uma divergéncia de Y.

Na Fig.1.3 mostramos os resultados experimentais de x versus 7' para o composto
antiferromagnético MnCla4H,0 obtido por Lasher, van der Broek e Gorter [8]. As cur-
vas correspondem Y de um monocristal obtidos ao longo do campo aplicado paralelo e
perpendicular ao eixo facil de magnetizacao. Rigorosamente, falando segundo Fisher, Ty
nao corresponde ao valor méximo de y e sim ao ponto de inflexao, que ocorre ligeiramente
abaixo deste méximo, conforme pode ser visto na curva & direita da Fig.1.3. Por outro

lado, diferente dos compostos ferromagnéticos, que na presenca de campo magnético ex-

terno na direcao do eixo facil da magnetizacao a transicao de fase é destruida, ou seja, nao
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Figura 1.3: Susceptibilidade do composto antiferromagnético MnCly4H50, obtido exper-
imentalmente por Lasher, Van den Broek e Goerter (1958).

existe T, pois na presenca deste tipo de campo a magnetizacao se anula com T = oo, jé
os antiferromagnetos na presenca do campo externo podem exibir diversos tipos de orde-
namento magnético no diagrama de fase no plano T'— H, que indica que o sistema sofre
transicao de fase na presenca do campo H. Do ponto de vista tedrico, os primeiros estu-
dos das propriedades magnéticas em compostos antiferromagnéticos foram desenvolvidos
por Néel [9]. A teoria de Néel corresponde & aplicagdo da teoria do campo molecular
de Weiss, onde dividimos o sistema antiferromagnético em duas ou mais subredes inter-
penetrantes. Com esta teoria é possivel explicar qualitativamente os comportamentos da
susceptibilidade apresentadas na Fig.(1.3).

O comportamento de materiais antiferromagnéticos uniaxiais em campos externos
depende fortemente das intensidades relativas de suas energias de anisotropia e de in-
tercambio. Existe aqueles que sao fracamente anisotrépicos permitindo assim a rotagao
dos spins em torno do eixo de facil magnetizacao, e, tipicamente, as transicoes de fase
nestes sistemas sao acompanhados de uma rotacao nas diregoes dos spins. O diagrama
de fase no plano T'— H apresenta trés fases distintas: ) antiferromagnética (AF), ii)
spin-flop (SP), iii) paramagnética (P). A uma temperatura abaixo da temperatura de
Néel e para pequenos valores do campo, a direcao média dos spins nas duas subredes é

paralela (subrede A) e antiparalela (subrede B), isto corresponde a fase AF. Quando o
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Figura 1.4: Diagrama de fase referente ao comportamento da temperatura 7" em funcao
do campo H para o sal antiferromagnético NiCly6H2O [10].

campo ¢ aumentado acima de um valor caracteristico, o sistema experimenta uma tran-
sicao de fase de primeira ordem para a fase SF, onde os spins nas duas subredes sao
orientados segundo um angulo de flop com a dire¢ao do campo. Aumentando ainda mais
o campo nesta regiao SF, o dngulo de flop vai continuamente a zero, ocorrendo entao
uma transi¢ao de fase de segunda ordem (ou continua) para a fase paramagnética.

Este fenémeno de flop dos spins foi previsto teoricamente por Néel [9] e tem sido
observado experimentalmente num grande niimero de materiais com pequena anisotropia.
Por exemplo, na Fig.(1.4) apresentamos os resultados do diagrama de fase T'— H para o
composto antiferromagnético NiCl,6H2O obtido por Oliveira, Paduan e Salinas [10]. O
ponto de intersecao das trés fronteiras de fase foi identificado por Fisher e Nelson [11]
como sendo o ponto bicritico.

Existem, porém, outros materiais antiferromagnéticos que sao fortemente anisotropi-
cos, o que vincula os spins a permanecerem orientados paralelamente ou antiparalela-

mente ao eixo de ficil magnetizacao espontdnea do material, tal que as transicoes nestes



materiais sao geralmente caracterizadas por simples reversoes nas diregoes dos spins.
Estes materiais, denominados de metamagnéticos apresentam apenas transicao de fase
AF diretamente para a fase P em todo o intervalo de temperatura. Observe que o
termo metamagnetismo que usamos tem o significado mais amplo dado por Stryjewski e
Giordano [12]. Como exemplos de materiais metamagnéticos temos os compostos CrSb,
MnTe, CrCly, FeCl,, CoCly, Dy3Al50;5, e sdo constituidos por uma sucessao de camadas
ferromagnéticas que se alternam em sinais.

Para estes compostos metamagnéticos, a anisotropia faz com que a fase SF nao
apareca no diagrama de fase no plano T'— H, observando apenas as fases AF e P. As ca-
madas (planos) nestes compostos estao ordenados ferromagneticamente e alternadas em
diregoes opostas. Teoricamente dizemos que os spins nas camadas interagem ferromag-
neticamente (.J;) e entre camadas antiferromagneticamente (J;). Com esta competigao,
o diagrama de fase apresenta uma transi¢ao continua AF-P para baixos campos e altas
temperaturas e de primeira ordem para altos campos e baixas temperaturas. Existe um
ponto, denominado de ponto tricritico [13], que separa as transigdes continuas e descon-
tinuas. Na Fig.(1.5) apresentamos os resultados experimentais do diagrama de fase no
plano T'— H para o composto Dy3Al5015 obtido por Landau, Keen, Schneider e Wolf [14].
Vale a pena mencionar, que o ponto tricritico indicado na Fig.(1.5) s6 foi denominado

posteriormente logo apds o trabalho tedrico de Griffiths [13].

Do ponto de vista tedrico, os diagramas de fases experimentais mostrados nas Fig.(1.4)
e Fig.(1.5) para os metamagnetos com fraca e forte anisotropia, respectivamente, podem
ser analisados qualitativamente usando a teoria de Néel [9]. Na Fig.(1.6), mostramos
os resultados obtidos nesta aproximagao de campo molecular (teoria de Néel). Vimos
que devido aos arranjos dos momentos magnéticos numa rede cristalina, onde leva-se
em consideracao os valores dos spins, anisotropias, topologia da rede, etc, podemos ter
diversos tipos de ordenamentos magnéticos [14].

Todas as transicoes de fases até agora mencionados estao associadas a presenca de

grandes flutuagoes térmicas e para descrever, teoricamente, todos estes tipos de dia-
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Figura 1.5: Diagrama de fase da temperatura 1" em funcao do campo H para o composto
Dy3Al;012[13]. A curva continua representa a linha de transi¢do e a pontilhada uma
linha de coexisténcia (transi¢do de primeira ordem). O circulo cheio representa o ponto

tricritico.
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Figura 1.6: (a) metamagneto fortemente anisotrépico, (b) metamagneto fracamente
anisotrépico. As curvas cont fnuas sdo linhas de transicao (segunda ordem). As cur-

vas tracejadas e pontilhadas sdo linhas de coexist éncia (primeira ordem).
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gramas de fases faz-se necessario a formulagao de modelos microscépicos de particulas
interagentes. Para o caso das propriedades magnéticas em compostos isolantes, modelos

de spins localizados sao amplamente utilizados.

1.2 Modelagem teérica do magnetismo

Na secao anterior, apresentamos de forma sucinta alguns tipos de ordenamento mag-
néticos na matéria, bem como discutimos diagramas de fases induzidos por campo mag-
nético externo em compostos antiferromagnéticos. Para explicar o forte magnetismo do
ponto de vista microscépico, Heisenberg [16] propos que o alinhamento dos spins decorria
de seus vizinhos mais préximos. A interagao eletrostética entre elétrons das camadas ex-
ternas de fons adjacentes, tratada quanticamente via teoria de perturbacao, produz uma
separacao dos niveis de energia eletronicos, que pode ser entendida como a quantidade
de energia necessdria para trocar os elétrons do dtomo. Por exemplo, para um sistema
de dois elétrons [15], o principio de exclusao de Pauli exige que as auto-fungdes dos
dois elétrons (férmions) sejam antisimétricas, e usando teoria de perturbagao degenerada

obtem-se as auto-energias dadas por

E.=FE,+ Jp, (1.1)
com

2
* * 6

Do = [ drideagi (60 65 12) =01 (10) 6 02) (12

onde E, é a auto-energia na auséncia da perturbacao coulombiana, ¢, (r;) é a autofuncao

da particula ¢ = 1,2 para um estado [ nao perturbado. A energia de troca (ezchange) Jio

= E;(S=0)—Ey(S =1) (sendo que E};(S =1) e By (S = 0) s@o as auto-energias dos

estados tripleto e singleto, respectivamente) foi proposta independentemente por Frenkel

[18] e Dorfman [19]. Quando J12 > 0, o estado de menor energia é o tripleto, portanto,
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prevalece a orientacao dos spins paralelos (estado ferromagnético) e se Jio < 0 0 estado
de menor energia ¢ o singleto, prevalecendo a orientagao dos spins antiparalelos (estado
antiferromagnético). A energia de troca Ji5 tem a propriedade de decrescer rapidamente
com a distancia entre os fons (decaimento exponencial), em contraste com a interagao
coulombiana que decresce mais lentamente (AE, ~ 1/r ). A razdo é que Jio, dado pela
Eq.(1.2), contém o produto de fung¢oes de onda de elétrons ligados em diferentes niicleos,
portanto, Jio dependerd do envolvimento (overlap) das fungoes de onda, e este overlap
decresce, exponencialmente, com a distdncia r. Desta maneira, a interacao de troca
corresponde a uma interacao de curto-alcance, diferindo da interacao dipolar que é de
natureza de interagao de longo alcance (= 1/r3).

Usando as relacgoes dos operadores de spin ?2, onde ? = ?1 + ?2 (com S =0,1),e
com base nas auto-fungoes correspondentes as auto-energias dadas pela Eq.(1.1), Dirac

[20] propos o seguinte Hamiltoniano efetivo de spins:

J - =
H12:EO—$<1+451-S2), (1.3)
pois, de fato temos que H1» |q§i> =F; ‘¢i>, sendo }¢ +> e |q§,> os auto-estados associados
aos estados singleto e tripleto, respectivamente. Generalizando para uma rede cristalina

de N spins localizados, o Hamiltoniano efetivo entre spin-spin predominante (ezchange)

¢é descrito por

H=-> Jy;58: 5, (1.4)
(i.5)
onde <Z> representa o somatorio sobre todos os pares de spins ¢ e j com interacao J;; de
i,
troca entre primeiro, segundo, etc ... vizinhos, ?1 = (57,57, 57) indica o operador de
spin no sitio i. A Eq.(1.4) é conhecida na literatura como modelo de Dirac-Heisenberg,
sendo que para J;; > 0 e J;; < 0 esse Hamiltoniano ¢ denominado de Heisenberg

ferromagnético e Heisenberg antiferromagnético, respectivamente.

Os materiais magnéticos isolantes encontrados na natureza sao, com raras excegoes,
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antiferromagnéticos [20,21]. O estado fundamental do Hamiltoniano Heisenberg ferro-
magnético corresponde a todos os spins alinhados paralelamente. Por outro lado, o
estado fundamental deste mesmo Hamiltoniano antiferromagnético nao corresponde a
todos os spins orientados antiparalelamente (estado Neéel), pois este nao é auto-estado do
Hamiltoniano. Existe uma infinidade de estados de spin total nulo (S* = 0), que deve ser
combinados para formar o estado fundamental do sistema antiferromagnético no mod-
elo de Heisenberg [23]. A dificuldade em estabelecer um estado fundamental ¢ o maior
problema tedrico que surge no estudo do antiferromagnetismo do modelo de Heisenberg.

A interacao de troca (exchange) se caracteriza pelo fato de ser independente da ori-
entagdo dos spins, ou seja, o Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.4), apresenta simetria
de rotacao dos spins. Esta transformacao implica que o Hamiltoniano de Heisenberg
deve conter apenas pares de operadores S!, com p = z,y, z, onde a forma aproximada
dada pela Eq.(1.4) representa o Hamiltoniano bilinear [17]. Va&rios outros termos de

interagbes (origem de interacao coulombiana ) podem ser deduzidas via teoria de pertur-

bacao de ordem superior, como, por exemplo, o termo biquadratico dado pelo seguinte

Hamiltoniano:

HBQ = _ZJZJ (?Z . §>j>27 (15)
(:4)

ou interacao entre quatro spins

Ho=— > Jy (E’ : E}) (?l : §k>, (1.6)
(i.5L,k)
etc.

O tipo de estrutura cristalmagnética é determinada pela natureza e magnitude das
interacoes entre os momentos magnéticos dos fons que formam o cristal. A interacao de
troca, de origem eletrostatica mais o principio de exclusao de Pauli sao responsédvel pelo
ordenamento magnético na matéria, é de natureza isotrépica, nao sendo capaz de definir

alguma orientacao dos momentos magnéticos com respeito aos eixos cristalograficos, mas

13



ela produz um ordenamento mituo dos spins em vdrios sitios da rede. O fato de que
a distribuicao de spins ordenados é sempre orientada numa dada dire¢ao (eixo de facil
magnetizacdo), definida com respeito ao eixo cristalino, devemos assim ter algum outro
tipo de interacao que torne o Hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico. Fisicamente,
as interagoes magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc) sdo responséveis pela existéncia da
anisotropia magnetocristalina, que se manifesta com a dependéncia da energia do cristal
nas orientagoes dos momentos magnéticos dos fons com relagao ao eixo cristalino.
Podemos dizer que num cristal existem campos magnéticos efetivos internos que ten-
dem a orientar os momentos magnéticos em uma dada direcao privilegiada. Este campo
pode alterar algumas vezes as orientacoes miituas dos momentos magnéticos dos ato-
mos, desta forma distorcendo assim a estrutura magnetocristalina. Um primeiro tipo de

anisotropia adicional na Eq.(1.5) é a interacao dipolar, que é representada pelo seguinte

Hamiltoniano:
— = = =
) SIS]—3<7“Z]SZ><T‘”S]>
Hdipolar - _4NB § 7“3 s (17)
(i) K
— — - s = . . LN - 4
onde r;; = 7, — 7; € 0o vetor posicao que separa os fons i e j, T, = i/ Tij € fip €

o magneton de Bohr. Note que o somatério acima é feito sobre todos os pares i e j
de spins sobre a rede cristalina, e representa uma wnteracao de longo alcance. Devido
a simetria rotacional do Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.4), tem sido provado que
numa rede bidimensional as interagdes (exchange) bilineares entre primeiros vizinhos
nao sao capazes de ordenar os momentos magnéticos em temperatura finita, ou seja, a

magnetizagao espontanea é nula [24]. A presenga da interacao de longo alcance, tipo

dipolar variando com a distancia 1/ r?j, no Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.4), pode
induzir ordenamento magnético em 7' > 0 numa rede em 2d [25].

O magnetismo dos elementos de transicao do grupo do ferro é sempre associado ao
momento magnético dos spins. Isto ocorre porque nos cristais, formados por estes elemen-

tos, o campo cristalino geralmente remove a degenerescéncia orbital do estado eletréonico
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responsével pelo magnetismo. Como o valor esperado do momento orbital de um estado
nao degenerado é zero, verifica-se o que se convencionou chamar quenching do momento
orbital, isto é, numa primeira aproximacao a susceptibilidade estéatica nao recebe con-
tribuicao do momento orbital. Esta contribuicao apenas aparece se levarmos em conta a

interacao spin-drbita, que é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:
—  —\2
Hrs = —Zfi (Li : Si) ; (1.8)

sendo que
1 dv

2m?2r; dr;’

fz’ = (1-9)

- =
com V' (r;) sendo a energia potencial elétrica (nucleo-elétron), L; e S; sdo os operadores
de momento angular orbital e spin, respectivamente, no sitio ¢. Usando teoria de pertur-

bacao de 2% ordem para a energia spin-6rbita, a Eq.(1.8), pode ser reescrita na forma
MHis=—» > APSeS), (1.10)

sendo

o ﬂ

o tensor de anisotropia spin-Orbita, 52 = <§2(ﬁ>)> e BV é a auto-energia do Hamilto-
niano nao perturbado. O Hamiltoniano usado habitualmente para descrever anisotropia
ortorrdmbicas leva em conta apenas os termos diagonais, assim sendo, a Eq.(1.10) ficara

reduzido na seguinte forma:

Mo==D.Y (59" +EY (57 = (81 (1.12)

onde para E = 0 reduz-se ao caso da anisotropia uniaxial. Observe que o Hamiltoniano
dado pela Eq.(1.12) representa a interacao do sitio ¢ com ele mesmo (auto-interagao), que

¢ uma interacdo denominada de anisotropia de ton-unico. A Eq.(1.12) s6 é relevante para
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sistemas com spin S > 1/2, pois o caso particular de spin S = 1/2 temos (S¥)? = 1/4
(h = 1) para qualquer componente v = x,y, z e, conseqiientemente, este Hamiltoniano
se reduz a uma constante nao sendo relevante nos cdlculos das propriedades magnéticas.

A interagao spin-érbita também pode induzir anisotropia no exchange, Eq.(1.13).
Segundo van Vleck [26], a anisotropia uniaxial deste tipo tem origem no acoplamento dos
momentos orbitais dos dtomos adjacentes, que depende nao sé da orientacao relativa dos
dois momentos, como também da orientagao destes com relacao ao eixo que une os dois
dtomos. Em termos dos spins, esse acoplamento pode ser simulado por uma interacao
dipolar, cujo coeficiente é inteiramente disposto do coeficiente da interagao magnética real
dada pela Eq.(1.7). Neste caso, a perturbagao é dada por W;; = f(ﬁ)z . yj + )\Z . yj,

entao o Hamiltoniano efetivo serd escrito por

H=-=> > Jses), (1.13)

(i,5) .8

onde Jg’ﬁ ¢ a interacao entre os sitios ¢ e j associados as diregoes a e 3 dos spins. O
Hamiltoniano generalizado dado pela Eq.(1.13) contém a parte simétrica Ji(a = ) = J§
e anti-simétrica com o # e ij‘-ﬁ #*J ;‘;ﬂ . O termo anti-simétrico surge em redes com baixa
simetria [27], sendo responsavel em alguns compostos antiferromagnéticos pela existéncia
de um pequeno valor de magnetizagdo (pequeno ferromagnetismo), que é conhecido na
literatura como a interagdo Dzyuloshinski-Morya (DM) [28] .

Dependendo dos valores das interagoes J;;ﬂ que aparecem no Hamiltoniano dado na
Eq.(1.13), podemos trés casos de modelos de spins:

a) Modelo de Ising

Corresponde ao caso em que uma das interagoes J;} das componentes dos spins S,

por exemplo JZ

i, seja a mais intensa, ou seja, J7 =>> J5Y . desta forma o Hamiltoniano

1y

dado pela Eq.(1.13) correspondera ao modelo de Ising expresso por

Hr=—Y J;5:5%, (1.14)
(4,5)
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O Hamiltoniano (1.14) é o sistema mais simples da mecéanica estatistica e apresenta
solucao exata para redes unidimensional e bidimensional (sem campo externo) [29]. Con-
trario ao caso do modelo Heisenberg antiferromagnético, o estado Néel, representado
por spins alternados em direcoes alternadas sobre a rede cristalina, ¢ auto-estado do
Hamiltoniano de Ising antiferromagnético. Temos, ainda, que na auséncia de campo
externo, as propriedades termodindmicas do modelo de Ising ferromagnético sao equiva-
lentes ao caso antiferromagnético, isto porque temos a invariancia da funcao de particao
Zp(Jij) = Zar(—Jij). A inclusdo do campo magnético (ndo transverso) quebra esta
invariancia, Zap(—Ji;) # Zr(Ji;), € como vimos anteriormente, o caso ferromagnético
nao apresenta singularidade (ou descontinuidade) nas grandezas termodinamicas quando
o campo nao é nulo, dizemos entao que o sistema ferromagnético nao sofre transicao
de fase, porém o caso antiferromagnético apresenta uma transicao de fase induzida por
campo externo.

Este modelo descreve muito bem sistemas magnéticos com simetria axial (ou forte
anisotropia), como, por exemplo, os compostos DyAlO3z, DyPOy, FeCl,, FeBry, RbyCoFy,
¢ também 1til para simular as transicoes de fase géds-liquido para fluidos de uma com-
ponente e para ligas bindrias. O modelo (1.14) foi, inicialmente, proposto Wilhelm Lenz
como parte da tese de doutorado para o seu estudante Ernest Ising, em 1920, cujo o obje-
tivo era estudar a termodindmica numa rede bidimensional. Por outro lado Ising obteve
todas as propriedades termodindmica e verificou o resultado frustrante da auséncia de
ordem de longo-alcance (i.e. M(T,H = 0) = 0), nado podendo assim explicar, teorica-
mente, o magnetismo observado experimentalmente, como é apresentado na Fig.(1.1).
Em 1936 Peierls apresentou um argumento fenomenolégico provando que o modelo de
Ising em duas dimensoes apresenta ordem de longo-alcance para T' < T, retornando-se
desta forma o estudo deste modelo. Em 1941, os fisicos holandeses Kramers e Wannier
conseguiram de forma exata determinar a temperatura critica 7. do modelo de Ising
numa rede quadrada.

Apesar de todos os resultados tedricos conhecidos na época, nenhum estudo foi capaz

17



de reproduzir de forma exata uma expressao para a magnetizacao expontanea afim de
reproduzir o resultado experimental da figura (1.1). Foi somente em 28 de Fevereiro de
1942, numa reuniao da Academia de Ciéncias de Nova York, que o quimico noruegués-
norte-americano Lars Onsager [30] anunciava ter resolvido, exatamente, o modelo de Ising
numa rede quadrada sem campo externo. Certamente, esta solucao exata representou
um marco significativo na histéria da mecénica estatistica, em especial no estudo de
fendmenos criticos e transicoes de fases.

Para uma vasta aplicacao do modelo de Ising em materiais reais, incluindo dindmica,
frustracao, comportamento tricritico, etc, ver trabalho de Wolf [31] que trata do modelo
de Ising, e também as diversas referéncias do vol.30 do Brazilian Journal of Physical.

b) Modelo XY

Corresponde ao caso em que ij’y >> JZ, desta maneira podemos aproximar o Hamil-

@5
toniano dado pela Eq.(1.13) por um modelo (XY ou planar) com interagoes apenas entre
as componentes dos spins z e y, ou seja:

g~ g~

Hyy = _Z (JESEST + JLSYSY). (1.15)
(,3)

O modelo XY ou planar foi introduzido na literatura por Matsubara e Matsuda [32] e
tem solugao exata em uma dimensao [33]. Em duas dimensoes este modelo ndo apresenta
ordem magnética (magnetizacao espontanea) em temperatura nao nula. Kosterlitz e
Thouless [34]propuseram um tipo diferente de transicao de fase, onde foi definido uma
ordem de longo alcance topoldgica, caracterizada por uma stibita mudanca na resposta do
sistema a perturbacoes externas. Definiram uma temperatura de transicao Tk, no qual
para T' > Tkr a fungao de correlagao spin-spin decai exponencialmente com a distancia
entre os pares e T' < Tkt a funcao de correlacao tem um decaimento segundo uma lei
de poténcia. Acredita-se que esta transi¢ao de fase seja causada por um mecanismo de
desligamento de pares de vortice-antivértice. Um vértice (anti-vértice) é uma excitacao

topolégica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da excitacao giram
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por 27(—27) no mesmo sentido. Experimentalmente tem sido usado o modelo XY 3d
para descrever as propriedades magnéticas dos compostos CoBry e CoCly [4] bem como
para explicar as configurages de vértices na fase superfluido no filme (monocamada) de
He, [35].

¢) Modelo de Heisenberg

Neste caso, os trés termos de exchange J3 (a = x,y,2) sdo da mesma ordem. O
Hamiltoniano anisotrépico (1.13) reduz-se ao modelo de Heisenberg isotrdpico descrito
pelo seguinte Hamiltoniano:

g~

Hiy=—» _Josesy. (1.16)
(i.d)

O estado fundamental (7" = 0), e algumas excitagoes elementares do Hamiltoniano
(1.16) numa rede unidimensional com spin S = 1/2, foi resolvido exatamente por Bethe
[36] e Hulthen [37]. A generalizacdo para incluir anisotropia do tipo: J5 = Jj; = nJ e
Ji; = J foi feita anos mais tarde por Walker [38]. Outro resultado exato para o modelo
de Heisenberg numa rede d-dimensional (d = 1,2) é o teorema de Mermin e Wagner [24],
que afirma que este sistema nao apresenta ordem de longo-alcance a T' > 0 no limite
isotrépico.

O estudo do modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 1/2 tem sido motivado
sobretudo por causa da possivel conexao com os compostos supercondutores de altas
temperaturas formadas por planos de CuOs [39],[40], como, por exemplo, os compostos
YBasCu3O;_, e Las_,Ba,CuO, . Sao compostos fortemente anisotrépicos, havendo um
forte acoplamento entre os fons de cobre pertencentes ao plano de CuO; e um fraco
acoplamento entre os planos. Em baixas temperaturas, as flutuacoes quanticas antifer-

romagnéticas sao relevantes comparadas com as térmicas.

1.3 Transicao de Fase e Fenomenos Criticos

A origem da teoria de transicao de fase e fendmenos criticos ocorreu no século XX na

década de 60, quando os conceitos bésicos de classe de universalidade e escala de fungoes
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termodindmicas foram introduzidas, além dos principios de cédlculo associado ao grupo
de renormalizacao.

Podemos classificar a ordem de uma transicao através da descontinuidade da energia
livre g(T, H). Uma transi¢ao de primeira ordem é caracterizada pela descontinuidade
da magnetizagao e/ou entropia (primeira derivada da energia livre). Uma transigao de
segunda ordem (ou continua) é caracterizada pela descontinuidade da susceptibilidade
e calor especifico (segunda derivada da energia livre). Devemos salientar que, mesmo
numa de primeira ordem a susceptibilidade pode vim a sofrer divergéncia quando o
sistema atinge uma temperatura critica 7.. Por outro lado, numa transicao de segunda
ordem a magnetizacao espontanea (com H = (), para um ferromagneto, por exemplo,
vai a zero continuamente quando 7" = T.. Além da magnetizacao, outras grandezas
apresentam singularidades no ponto critico (T.). A denominacdo de ponto critico s6
deve ser dada aqueles referentes a transicao de segunda ordem, no caso da transicao
de fase de primeira ordem chamamos apenas de ponto de transicao. A medida que
T — T,, o sistema simplesmente comeca a ajustar-se sobre uma escala microscépica.
Estes ajustes aparecem sob a forma de flutuacoes térmicas os quais tornam-se muitos
grandes nas proximidades destes pontos. Por exemplo, a susceptibilidade estd associada
a flutuacao da magnetizacao, o calor especifico a flutuacao da energia interna do sistema
(Hamiltoniano do ponto visto teérico).

Segundo o teorema de Yang e Lee, numa transi¢do continua (2% ordem) para um fer-
romagneto o ponto critico no diagrama de fase no plano H — T' corresponde a (H = 0,
T = T.). Para T < T. a magnetizacao nao é nula e dizemos que o sistema tem uma
ordem de longo-alcance. De um ponto de vista qualitativo, a ordem de longo-alcance
no ferromagneto pode ser entendido devido a competicao entre a energia de troca J;;,
responsdvel pelo alinhamento dos spins paralelamente, e a energia térmica KgT', que
tem a fungao de destruir esta ordem magnética. Para altas temperaturas (KgT >> J) o
sistema comporta-se aproximadamente como se nao existisse a interacao (fons livres) de

modo que o efeito microscépico dos spins serd a auséncia de ordem magnética (magneti-
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zagao espontanea). A medida que diminui a temperatura, a interacao de troca comega a
ficar relevante e os spins a curtas distancias (< ao comprimento de correlacao ) ficam
correlacionados. Quando KgT ~ J, o comprimento de correlacao diverge, ou seja, todos
os spins da rede se correlacionam, e o sistema sofre uma transicao de fase. A existéncia
de correlacoes de longo-alcance é responsdvel pelo comportamento singular das fungoes

termodinamicas.

1.3.1 Expoentes Criticos

De uma maneira geral, a transicao de fase de um sistema é caracterizada por ex-
isténcias de singularidades nas potenciais termodinamicas e suas derivadas. Defini-se o
parametro de ordem como sendo a grandeza que é nula acima de uma temperatura critica
(fase desordenada). No sistema ferromagnético a magnetizacao ¢ o parametro de ordem,
no antiferromagneto o pardmetro de ordem é a diferenca das magnetizacoes das sub-redes
A e B, mg = (ma —mp)/2. Para um sistema canonico que sofre transi¢do de 2* ordem
(continua), ao redor do ponto critico (H = 0,7 = T.) as grandezas termodinamicas
apresentam os seguintes comportamentos assintéticos:

i) Magnetizagao
dg M(t,H=0)~ (—t), (t —07)

— (1.17)

M(T,H) = ——2 =
OH M(t=0H)~ HY (H— 0%)

ondet = (T'—T.)/T. e g(t, H) & a energia livre de Gibbs. Note que M (T, H) é a grandeza
canonicamente conjugada ao campo H, assim sendo, para o antiferromagnético mg estéd
acoplada (conjugada) com o campo staggered H.

i) Susceptibilidade

D?g
o) =~ (5) =l (11)
0H? ) ,;_,
i11) Calor especifico
C,(t) = -T P9 ~ [t (1.19)
o orz2) "~ ‘
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i11) Funcao de correlagao

G(r) = (0(0)e 7 (7)) — (0 (0) e (7 (7)) (1.20)
G(r) =~ %, (r — o0), (1.21)

onde £ & |t|~7 é o comprimento de correlagao que mede o tamanho médio dos aglomerados

correlacionados.
Baseados em argumentos de estabilidade dos potenciais termodinidmicos, virios au-

tores obtiveram relacoes de desigualdade entre os expoentes criticos, tais como:

a+268++v>2 (Rushbrooke,1963)
a+G(14+06)>2 Griffiths, 1965
vd>2—« (Josephson,1967)

\ (2—n) >~ (Fisher,1969).

A determinagao experimental dos expoentes criticos {3, 8, v, o, m, v} depende especial-
mente da escolha do intervalo para a varidvel . O intervalo considerado pequeno é uma
escolha delicada que fortemente é influenciada pelo tipo de material analisado, ou seja,
o primeiro problema técnico para os fisicos experimentais é identificar a regiao critica
(intervalo para t), regiao esta onde temos fortes flutuagoes térmicas®. Para sistemas
magnéticos escolhe-se para regiao critica |t| ~ 1073, enquanto que para supercondutores
temos [t| ~ 1071%, transigao lambda (H?) || ~ 1077, e assim por diante. Esta escolha da
regiao critica é feita baseada no fato de que a medida do expoente critico nao é afetada
por esta escolha, e conseqiientemente a inclinagdo da curva (reta) do grafico In(f(t))
versus [n(|t]) estd relacionada com o seu expoente critico associado. Na Fig.(1.7), apre-

sentamos os comportamentos assintéticos das grandezas magnetizacao espontanea e sus-

2Do teorema da flutuacdo-dissipacio temos que a susceptibilidade magnética, que diverge em T = T,
(com H = 0), estd relacionada com a flutuacio da magnetizagdo e representa na realidade a fungao de
correlagao das flutuagdes dos spins (fungéo de correlagao).
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ceptibilidade magnética para determinar os expoentes criticos (3, 6 e vy, respectivamente
da liga metdlica Fe;_,Al, obtido experimentalmente por Salazar [41]. Para concentracao
x = 0.10 encontra-se § = 0.409, v = 1.325 e 6 = 4.280 , e pouco varia com a concentragao
indicando ser esta liga descrita por um Hamiltoniano tipo Heisenberg.

Podemos, ainda, ter uma singularidade para o calor especifico com o = 0. Esta
singularidade ocorre na solugéo exata do modelo de Ising 2d [30], que determina préximo
de T' ~ T, o seguinte comportamento assintético para C,,.

Co
= —0.49451n|t| + cte. (1.23)
Kg

Temos da solugao exata do modelo de Ising 2d, os seguintes expoentes criticos {3 =
%,'y = %,6 =15, =0,v =1, = %} que satisfazem igualdades das relagoes dadas
nas eqs.(1.22), assim sendo esperamos para quaisquer sistemas que os expoentes criticos
nao sejam independentes entre si mas guardam certas relacoes ? que postulamos a serem

dadas por

;

a+20+v=2

a+p(6+1)=2
v=p0(6-1) (1.24)
vd=2—«
2—ny=7

\

onde d é a dimensionalidade do sistema, que para o modelo de Ising acima temos d = 2.

Quando a > 0, o calor especifico diverge em T" = T, por exemplo, o metamagneto
uniaxial (Ising) FeFs que tem a ~ 0.14. Por outro lado, quando o < 0, por exemplo, o
metamagneto Heisenberg RbMnF3 que tem a ~ —0.1, o calor especifico nao diverge em

T = T, sofre apenas descontinuidade. Porém para a < 0, préximo do ponto critico o

3Estas relagoes postuladas sdo baseadas nas desigualdades eq.(1.22) que para o modelo de Ising 2d
temos a igualdade exata.
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Figura 1.7: Comportamento de In(M,) versus In(—t), Inx™! o versus Int e InM versus
InH para a liga metdlica Fe; _,Al, com z = 0.10. As inclinagoes das curvas determinam

os expoentes criticos 3,7 e ¢, respectivamente [41].
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Figura 1.8: (a) Capacidade térmica molar isobérica C, do niquel como fun¢io da tem-
peratura. (b) Gréfico log — log de “versus [T — Tc|. A inclinagdo da reta ajustada aos
dados vale —0.90 que representa um expoente aw = —0.10 [45].

calor especifico apresenta ainda o comportamento na forma
Oy (t) = Co(0) + At~ (1.25)

Para determinar o expoente critico a é mais apropriado analisar a grandeza derivada

dada
dC,(t)/dt ~ Ay|t| >, (1.26)

eliminando assim a constante C,(0). A Fig.(1.8) mostra a capacidade molar do niquel
cujo expoente « é nagativo obtido experimentalmente por Connelly, Loomis e Mapother
[42].

Na Tabela-1.1 apresentamos, resumidamente, os valores dos expoentes criticos (3, v,
a, 6, v, n de modelos tedricos que apresentam transicao de fase de segunda ordem, e
comparamos com alguns valores experimentais. Os resultados dos expoentes obtidos
via aproximacao de campo médio sao universais, independem da dimensao e simetria

do Hamiltoniano. Na Tabelal.l, observamos que para a simetria Ising os expoentes
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Modelo B y o Q v n
Ising 2d 1/8 | 7/4 | 15 | 0 (log) 1 | 1/4
Ising 3d 033|124 | 48 0.10 | 0.63|0.04
XY 3d 0.34 | 1.30 | 4.8 0.01 |0.66 | 0.04
Heisenberg 3d | 0.36 | 1.39 | 4.8 | —0.12 | 0.71 | 0.04

Campo Médio | 1/2 | 1 3 |0(disc) | 1/2 | 0O

Materiais B ¥ o o} v i
Fe 039|133 ]435| —0.11 — -
Co 044 | 1.23]3.35| —0.095 | — -
Ni 0.38 | 1.34 | 458 | —0.10 — -

Feg oAl 1 0.41 | 1.33 | 4.28 | —0.16 — —
Gd0,67000_33 0.41 | 1.16 | 3.60 0.02 — —
Gdp.sCog.2 0.4411.29 | 396 | —0.17 — —

Tabela 1.1: Valores tedricos e experimentais dos expoentes criticos

criticos sao distintos quando analisados em dimensoes diferentes d = 2 e d = 3, mas
o uso de topologias diferentes numa mesma dimensao estes expoentes sao tnicos. Ou
seja, os expoentes criticos do modelo de Ising 3d numa rede ciibica simples e numa rede
cubica de corpo centrado, sao os mesmos. A aproximacao de campo médio despreza as
flutuacoes térmicas, que sao relevantes na criticalidade, por isto, foi argumentado por
Ginzburg (conhecido como critico de Ginzburg [43]) que para d > 4 os expoentes criticos
sao universais, independem do tipo de modelo analisado e que os valores de campo médio
sao considerados exatos. De uma outra maneira, dizemos que para altas dimensoes
d > 4 as flutuagoes sao irrelevantes. Outro resultado tedrico interessante observado
na Tabelal.l, estd relacionado com as universalidades dos expoentes ¢ e 1 para os trés
modelos analisados, e tém corroborados com os célculos de grupo de renormalizacao no
espago real [44].

Dos resultados apresentados para os expoentes criticos na Tabela-1.1, vemos que estes
expoentes nao sao independentes entre si, satisfazem as igualdades das relacoes dadas na
Eq.(1.24), e pertencem a uma certa classe de universalidade que de uma maneira geral é
caracterizada pelos seguintes critérios:

i) Dependéncia do mimero de componentes do Hamiltoniano (simetria), por exemplo,
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para os modelos Ising, XY e Heisenberg sao caracterizados por n = 1, n = 2, n = 3,
respectivamente, que representa o nimero de componentes do parametro de ordem (ou
componentes de interagoes no Hamiltoniano);

i1) Dependéncia da dimensao espacial (d) do sistema, porém nao depende da topologia
da rede;

i1i) Alcance das interagbes. Para sistemas com interagoes de longo-alcance os ex-
poentes criticos sao universais e equivalentes aos de campo médio.

A principio, os expoentes criticos, definido (d,n) e o alcance das interagoes, sao in-
dependentes dos detalhes microscopicos do Hamiltoniano. Por exemplo, os expoentes
criticos do modelo de Ising numa rede quadrada anisotrépica apresentam expoentes criti-
cos independentes dos valores de J, (interacdo ao longo eixo-x) e J, (interacdo ao longo
do eixo-y) [30]. Portanto, os critérios i), ii) e iii) mencionados acima para definir a classe
de universalidade é uma hipétese que é aceita para grande parte de sistemas coopera-
tivos [41]. Porém, existem alguns modelos que violam este critério de universalidade. O
primeiro exemplo que temos é o modelo de oito vértices, que apresenta solucao exata
[29]. Este modelo tem uma linha critica no diagrama de fase definido pelos parametros
do modelo, no qual os expoentes criticos variam continuamente. Definindo o parametro
1 no modelo, tem-se o = 2 — 5 = Top €V =3, que viola claramente os critérios i), ii)
e iii), mas satisfazem as relagdes de escala dadas pela Eq.(1.24).

Um outro modelo que viola a hipétese da universalidade é o de Ising numa rede
quadrada com interagoes entre primeiros J; (ferro ou antiferromagnético) e segundo Jo
(antiferromagnética) vizinhos. Para (J>/J1), = 0.5, este modelo nao apresenta ordem de
longo alcance e tem um comportamento para o calor especifico semelhante ao do modelo
de Ising 1d. Para Jy/J; < (J2/J1), temos a classe de universalidade do modelo de Ising
2d, e quando (J»/J1) > (J2/J1), temos os expoentes criticos variando continuamente com

o parametro de frustragao definido pela razao Jy/J;.
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1.3.2 Hipodtese de Widom e Universalidade

A solugao exata do modelo de Ising em duas dimensoes sem campo externo [30], rep-
resenta o marco da época moderna do estudo de transicao de fase e fenémenos criticos.
Com conhecimento prévio desta solugao exata, Widom [46], e Domb e Hunter [47], obser-
varam que quando os pardmetros que caracterizam a regiao critica t = (T' —T,) /T, e H
variam, as funcoes termodindmicas preservam a dependéncia funcional, mudando apenas
em escala. Assim, o comportamento critico de um sistema é ditado pela parte singular
das funcoes termodinamicas, a qual pode ser descrita apenas em termos dos parametros
que traduzem as “distancias ” ao ponto critico. Desta maneira, foi assumida para a parte

singular da energia livre uma fun¢ao homogénea generalizada do tipo

Gsing( AN t, NV H) = Agsing(t, H), (1.27)

onde os dois parametros = e y definem o grau de homogeneidade, fazendo com que a
Eq.(1.27) seja verdadeira para qualquer valor de A. Embora ndo permita uma abor-
dagem microscopica dos fenémenos criticos, a hipétese de escala aponta um caminho
para generalizar a equacao de Curie-Weiss, obtendo apenas os expoentes criticos em

funcao dos parametros z e y, isto é,

§=t
_ 2y—1
oo (1.28)
6= 14
a = 2zx—1
\ X

combinando as relagoes acima, mostramos, por exemplo, as identidades de Rushbrooke:
a+ 20+ =2, Griffiths: a+ (6 +1) = 2 e Widom: v = (6 — 1). Além de
relacionar os expoentes criticos por intermédio de igualdades, Eq.(1.28), a hipétese de

escala Eq.(1.27) faz predigoes especificas com relacdo a equacdo de estado magnética.
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Diferenciando ambos os lados da Eq.(1.27) na varidvel H, obtemos que
MM\t N H) = NV M(t, H), (1.29)

escolhendo \*|t| = 1, obtemos

M(t, H) H
i = (1) 20

onde temos usado as relagoes (1.30), sendo A = 36 = 4+ v . Em temos das varidveis
= % eh= ﬁ denominados de magnetizacao e campo escalares, respectivamente,

e a Eq. (1.30) pode ser reescrita na forma reduzida
m = Fy(h) (1.31)

onde o lado direito da Eq.(1.31) ¢ uma fungio apenas da varidvel renormalizada h e o
sinal =+ estd relacionado com T' — T+ . A Eq.(1.31) é uma equagao de estado magnética
ou de escala visto que ela relaciona as varidveis M, H e T. Além disso, esta relagao
implica que m como uma funcao de h recai sobre duas curvas universais diferentes, ou
seja, F';(h) para temperaturas acima de T, e F'_(h) para temperaturas abaixo de T,. Na
Fig.(1.9) temos os resultados experimentais para o ferromagneto CrBrs [49].

Resultados anélogos para a susceptibilidade x (¢, H) e calor especifico a campo con-
stante Cy(t, H) podem ser obtidos a partir de diferenciagdo da Eq.(1.27) e escolhendo

também \*|t| = 1. Assim sendo, encontramos os seguintes resultados:

x(t, H) t HY\
i~ () -6 2

Cult ) _ (1 Y
i = O () =0 139

onde G4 (h) e Yi(h) s@o outras fungoes universais.
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Figura 1.9: Comportamento de % versus Mﬁ’ﬁm para o composto ferromagneto CrBr;

obtidos experimentalmente. Observe os colapsos das duas curvas, uma para T > T, e a
outra para T' < T, confirmando a hipétese de Widom.

1.3.3 Argumento de Kadanoff

Certificando que a hipdtese de escala Eq.(1.27) é verdadeira, necessita-se de uma
explicacao microscopica para tal relacao. Baseado no fato de que, préximo do ponto
critico as correlagdes do sistema tém alcance muito grande (§ — o) e detalhes de curto-
alcance nao sao fundamentais para seu comportamento, Kadanoff[48] apresentou um
argumento heuristico para chegar a Eq.(1.27). Este argumento baseia-se em dividir a rede
de tamanho a? (d ¢ a dimensao e a o parametro da rede) em células de tamanho a’® (onde
ad =laea < la < & perto de T.). Substituindo cada célula por um tnico spin, o que
corresponde & eliminacao de graus de liberdade, e supondo que o Hamiltoniano do novo
sistema terd a mesma forma do Hamiltoniano original, com parametros renormalizados, é
possivel escrever a Eq.(1.27) admitindo a invaridncia da func¢ao de particao, identificando
[ com o fator de escala da renormalizagao.

Ap6s a renormalizagao temos os novos parametros H' = [Y» H (campo) e J' = [¥*.J

(acoplamento) modificados. Préximo da criticalidade a func@o de partigao fica invariante
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na renormalizacao, ou seja,

Zno(t' H) = Zy(t, H), (1.34)

onde ="t e [ = (N/N')*/¢ sendo d a dimensdo do espago. Com a relacdo fisica acima
a hipétese de Widon fica completamente justificada. As determinagoes de Y, e Y; (ex-
poentes criticos térmico e magnético, respectivamente) sdo feitas a partir do processo
de renormalizagao usado. A base de qualquer proposta aproximativa de GR tem como

ponto de partida a relagdo para a energia livre (hipétese de Widon) dada por
gn(t, H) = l'gn (', H'), (1.35)

sendo

KgT
gN(taH):_ D

In[Zy(t, H)). (1.36)

1.3.4 Teoria de Landau

A teoria de Landau [45] nos permite determinar, qualitativamente, os diagramas de
fases nas vizinhancas dos pontos criticos e multicriticos, trata na realidade da tran-
si¢ao entre fases que possuem simetrias distintas. Antes do desenvolvimento desta teoria
fenomenoldgica, vamos a seguir fazer algumas consideracoes relevantes para o entendi-
mento desta teoria. Seja um sistema com n varidveis termodindmicas independentes,
caracterizado por n+ 1 campos { Hy, H;...H, }, sendo um deles ( Hy, por exemplo) funcao
dos demais. Por exemplo, temperatura (7), pressao (P), potencial quimico (u), campo
magnético (H) e elétrico (E) sdo denominados, genericamente, de campos. O campo
dependente, para o qual usaremos o simbolo ¢(Hy, Hy, H,), serd chamado de potencial
termodindmico. As grandezas canonicamente conjugadas sao denominadas de densidades

{p;} e podem ser obtidas por simples derivadas, ou seja,

0
p;=— (353‘),% com i # j. (1.37)
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Os potenciais termodindmicos sao fungoes tipo energia para as quais o equilibrio
termodindmico corresponde a um minimo global. Também sao chamados de energia
livre, uma nomenclatura que nos lembra as origens da termodindmica em problemas de
engenharia: onde deseja-se saber quanto de energia esta livre para a realizacao de trabalho
mecanico em diversas situacoes. A existéncia de varios potenciais termodinamicos esté
relacionada com a necessidade préatica de se descrever sistemas através dessa ou daquela
varidvel de estado. Por exemplo, em algumas situacoes pode ser trivial controlar a
temperatura e o volume do sistema, enquanto que a pressao e a entropia ficam livres para
tomarem qualquer valor. Em outros casos pode ser mais simples controlar a temperatura
e a pressao, deixando o volume livre. A energia interna é um potencial termodindmico
adequado para uma descrigdo em termos de X (volume, por exemplo), S (entropia) e N
(nimero de particulas). Temos outros tipos de potenciais termodinamicos mais comuns
que sao: as energias livres de Helmholtz e de Gibbs, e o grande potencial termodindmico.

Na formulacao da termodinamica é fundamental que energia e a entropia sejam quan-
tidades extensivas. Absolutamente, toda estrutura matemadtica da termodindmica de-
pende dessa propriedade. No caso genérico de uma varidvel, por exemplo X, se defini-
mos x = X/N, onde N e o nimero de particulas do sistema, podemos garantir que X
é extensiva se r nao depender de N quando N — oo. A condicao N — oo é chamada
de limite termodindmico. Em sistemas continuos podemos estabelecer o limite termod-
inamico através do volume, ou seja, V' — oo, mas lembrando que o limite deve ser tomado
mantendo-se a densidade (de massa ou de particulas) constante. E sempre possivel escol-
her o potencial ¢(H;, Hy, H,) como uma fungao dos campos, implicando na estabilidade
termodindmica do sistema.

Quando duas fases I e II estao em equilibrio, cada campo deve ter o mesmo valor
em ambas as fases, isto ¢, Hl = H/" (j = 0,1,..n). Se pensarmos no espago dos
n campos independentes, esta condicao de equilibrio definird uma hipersuperficie de
dimensao (n — 1) neste espaco. Desde que pelo menos uma das densidades seja uma

funcao descontinua dos campos nesta hipersuperficie, entao teremos uma superficie de
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coexisténcia ou de transicao de primeira ordem. Caso contrério teremos superficie critica,
onde as diferencas de densidade entre duas fases tendem a zero continuamente.

No diagrama de fase pode existir pontos nos quais varias fases coexistem, e sao denom-
inados de pontos multicriticos. De acordo com as regras de Gibbs e Zernike, a observacao
de tais pontos numa mistura de substancias puras é possivel apenas acima de um certo
nimero de componentes. Um ponto bicritico (duas fases criticas em coexisténcia ou duas
linhas criticas que se interceptam), s6 pode ser observado numa mistura com pelo menos
4 componentes. Um ponto tetracritico (quatro fases ordindrias se tornam idénticas), s6
pode ser observado numa mistura de no minimo cinco componentes, etc. Seguindo a
notagao de Gibbs, uma fase ordindria é representada pela letra A; uma fase critica (duas
fases ordindrias se tornam idénticas), pela letra B; uma fase tricritica, em que trés fases
ordindrias se tornam idénticas, pela letra C, e assim por diante. Um estado composto
por duas fases ordindrias em coexisténcia é representado por A%, o ponto triplo por A3,
um ponto critico terminal por AB, um ponto bicritico por B2, etc. Em geral, um ponto
multicritico é representado por A™!B™2C™3D™4 ... De acordo com as regras de Gibbs, o
nimero minimo de componentes necessario para observar este ponto multicritico é dado
por

c=mq+3mg +5mg + Tms + ... — 2 (1.38)

Nesta tese nos deteremos ao estudo de ponto tricritico (ver Fig.(1.10)), que corre-
sponde o ponto onde trés fases se tornam idénticas ou trés linhas criticas que se intercep-
tam. Na Fig.(1.10) mostramos esquematicamente o diagrama de fase tridimensional no
espago dos parametros (7', H, Hy), referente a um sistema antiferromagnético. Temos aqui
H, = H" que representa o campo staggered conjugado com o parametro de ordem m, do
sistema antiferromagnético. A linha pontilhada representa, no plano 7' — H, a linha de
transicao de primeira ordem (coexisténcia das fases AF e P). A linha continua representa
a transicao de fase de segunda ordem. Se considerarmos Hg # 0 podemos obter duas
superficies S; e Sy de transicao de fase de acordo com Hy < 0 e Hy > 0, respectivamente.

O ponto (T}, Hy, 0) foi denominado por Griffiths [13] de ponto tricritico.
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Figura 1.10: Diagrama de fase referente a um sistema antiferromagnético no espago
de parametro (T, H, Hy). S; e Sy representam as superficies de primeira ordem. PTC
representa o ponto tricritico.
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Ao redor do ponto tricritico ¢t = (T'—1;) /1y < 1 e H = H; (metamagneto), as
grandezas termodindmicas apresentam comportamentos de leis de poténcias com ex-
poentes criticos diferentes dos relacionados ao longo da linha critica. Por exemplo, na
aproximacao de campo médio § = % na linha critica e 3, = i ao redor do PTC.

Na auséncia de campo externo, a energia livre F' é expandida em termos de potén-
cias pares do pardmetro de ordem magnética, por exemplo, para o caso de um sistema
ferromagnético o parametro de ordem é a magnetizacao. Assim sendo, ficaremos com a

seguinte expressao para a energia livre:

b
F= gm2+§m4+gm6+...., (1.39)

onde a,b,c = f(T). Em particular, Landau supds a = a,(T — 1), tal que a, > 0 e T,
é a temperatura critica. Fazendo uma analise do minimo da energia livre F'(m) = 0,
ficaremos com os seguintes resultados para a primeira derivada até o termo de sexta

poténcia na Eq.(1.39)

F
g— = ma+bm®+cm® =0 (1.40)
m
2
F
% = a+3bm*+5em?* < 0. (1.41)

Da Eq.(1.40) encontramos cinco raizes, ou seja: m = 0, +m, e tm_, sendo que

my = \/ i (—bi Vb2 — 4ac). Para a > 0 devemos ter T' < T, qualquer que seja o

valor de b, a solugao m = 0 é um ponto de méximo, entao apenas as solugoes +m- sao

fisicamente aceitaveis, assim sendo a Eq.(1.41) ficara reescrita nesta solugao por

om? c

2
<3 F) = l\/1)2 — 4acm? (1.42)
m=md4i

resultando que m_ corresponde a um ponto de méximo e my a um o ponto de minimo
e o sistema se encontra num estado ordenado (m # 0).

Considere agora a > 0, b > 0 e ¢ > 0, entao a solucao m = 0 é um ponto de minimo,
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Figura 1.11: Comportamento da energia livre no plano a — b. Sendo indicadas as regioes

de transicao de primeira e segunda ordem,

além do ponto tricritico.
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as solugoes m = +m4. sao complexas. Assim sendo, o tinico ponto de minimo é a solucao
desordenada m = 0, e dizemos que o eixo positivo b > 0 é uma linha critica.

Por outro lado, se a > 0, b < 0 e ¢ > 0 as trés solugoes m = 0, £m_ sao pontos de
minimos, ou seja, o sistema se encontra num estado triplamente degenerado. Escolhemos
como referéncia F(T,0) = 0, obtemos da Eq.(1.40) o seguinte resultado:

2 _ 44

my=- (1.43)

comparando com a solugao my = \/ i (—b + Vb2 — 4ac) obtida acima, encontramos

b=—4 % (1.44)

que é uma linha de primeira ordem, onde m tem uma descontinuidade que vai a zero na

forma

m= (ﬁ)/ (1.45)

c
da Eq.(1.45) obtemos o expoente tricritico 3, = 1/4.

Portanto, podemos concluir que o conjunto de pontos criticos que geram a linha de
transicao de segunda ordem sao dados pelas seguintes condigoes: a = 0, b > 0 e ¢ > 0.
O ponto que separa na linha de transicao de fase as regioes de primeira e de segunda
ordem ¢é denominado de ponto tricritico (PTC), as condi¢oes para determinagao deste
ponto sao dadas pelas seguintes expressoes: a =0, b =0e¢e c > 0. E interessante observar
que para a < 0 e b < 0 nao existe fase. Estes comportamentos sao ilustrados no plano

a — b apresentado na Fig.(1.11).
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1.4 Organizacao do presente trabalho

Estudos da criticalidade e termodindmica de modelos de spins classicos e quénticos
com interacoes competitivas puras e aleatérias tém motivado os tedricos, por causa so-
bretudo do surgimento de diversos tipos de ordenamentos (fases moduladas, colinear,
spin-liquido, vidro de spin, etc.) e pontos multicriticos (bicriticos, tricriticos, Liffishitz,
etc.). Nesta tese sdo estudados modelos com interagdes competitivas que apresentam di-
versos comportamentos multicriticos e fases, onde particulamente estaremos focalizando
as transi¢oes de fase quéantica (7' = 0). Para tratar esses modelos iremos utilizar varios
métodos aproximativos, tais como a Aproximagao de Campo Médio (MFA) com inter-
agao de longo alcance, Teoria do Campo Efetivo (EFT) e Grupo de Renormalizagao na
aproximacao de Campo Efetivo (EFRG).

No capitulo-2 serd feito uma abordagem sobre transicoes de fases quantica para sis-
temas magnéticos, cujo objetivo é apresentar informacoes necessarias para o tratamento
dos modelos quénticos estudados nesta tese. Para ilustracao estudaremos a transicao de
fase do modelo de Ising ferromagnético com interacao de longo-alcance na presenca de
um campo transverso.

No capitulo-3 estudaremos o modelo de van Hemmem generalizado, onde os efeitos
quanticos serao investigados através da inclusao de um campo transverso e de anisotropias
biaxiais. Este modelo simplificado, que nao faz uso das réplicas reproduz algumas pro-
priedades qualitativas da fase vidro de spin, como, por exemplo, a cispide da susceptibil-
idade. Rigorosamente falando, o modelo de van Hemmen nao representa um modelo para
um vidro de spin genuino, pois este nao é capaz de reproduzir a grande multiplicidade de
estados (metaestaveis) em baixas temperaturas caracteristicas fundamental da frustracao.
Recentemente, a transicao de fase em vidro de spin quéntico, em especial o vidro de spin
de Ising com campo transverso, tem sido tema de muitas investigacoes tedricas moti-
vado pelos resultados experimentais como no caso do composto LiHog 167 Y¢.833F4 [50].
Além disso, a forma de como ocorre a transicao de fase no regime quantico, quando o sis-

tema é submetido ao campo transverso ou entao quando o sistema apresenta anisotropias
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transversais, sao bem distintos e ricos em informagoes, possibilitando compreender mel-
hor de como funciona esse tipo de transicao para diferentes agentes que proporcionam a
destrui¢ao da ordem magnética do sistema. Estas sao as maiores motivagoes para estudar
a versao do modelo de van Hemmen quéntico anisotrépico biaxial.

No capitulo-4, estudaremos os diagramas de fases do modelo Heisenberg anisotrépico
com interagoes ferromagnéticas e antiferromagnéticas entre primeiros (J;) e segundos
vizinhos (J;) nas redes quadrada e cuibica simples na auséncia de campo externo. Os
modelos propostos para determinacao desses digramas de fases sao discutidos através
dos métodos aproximativos Teoria do Campo Efetivo (EFT) e Grupo de Renormaliza-
¢ao na aproximagao de Campo Efetivo (EFRG), via formalismo da técnica do operador
diferencial. No estado fundamental destes modelos sao apresentados tipos diferentes de
ordenamento de spins, ou seja, podemos ter ordenamento ferromagnético ou antiferro-
magnético e os estado superantiferromagnético. Serao determinados vérios diagramas
em fungao do parametro de frustragdo o = Jo/J;. A presenga da interacdo Jo é induz
a frustracdo, destruindo assim a fase ferro ou antiferromagnética (F ou AF) (a < a.).
Para a > a,, temos ordenamento dos spins alternados paralelamente e antiparalelamente
entre cadeias (rede quadrada) e planos (rede ciibica simples), que correspondem as fases
colineares e laminar, respectivamente. Vérios trabalhos foram realizados para estudar
esses tipos de sistemas magnéticos, nos limites de Ising [58,59] e de Heisenberg [51-54,56]
referente a uma rede quadrada. Contudo em nenhum desses trabalhos o caso Heisenberg
em 3 dimensoes tem sido analisado.

No capitulo-5 a transicao de fase quéntica sera estudada através do modelo de Ising-
1/2 na presenga de um campo transverso com interagoes para um sistema ferromagnético
com interagoes entre primeiros e segundo vizinhos. Usaremos os métodos aproximativos
desenvolvidos capitulo-4. Finalmente, no capitulo-6 apresentaremos as conclusoes e per-

spectivas futuras.
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Capitulo 2

Aspectos gerais sobre transicao de

fase quantica

2.1 Consideracoes gerais

Estudar transicoes de fases de sistemas quénticos em baixas dimensoes é bastante
interessante, pois podemos aprender a respeito de outros fatores, além das flutuagoes
térmicas, que podem proporcionar uma transigao de fase do tipo ordem/desordem.

O modelo de Ising com campo transverso (MICT) é um modelo quantico que tem sido
bastante utilizado para estudar as transi¢oes de fases que ocorrem em temperatura nula
(estado fundamental). Este modelo foi proposto, inicialmente, por de Gennes (1963)
[1] para tratar de sistemas ferroelétricos do tipo K H>POy4. Neste modelo quando as
interagbes entre os spins fixos (modelo puro), uma transi¢do de fase de segunda ordem
no estado fundamental (7" = 0) ocorre num certo valor critico do campo transverso (2.),
que neste regime de temperatura é o agente responsdvel pela desordem da fase ordenada.
Em seguida Elliott-Pfeuty [2] desenvolveram um estudo deste sistema ferromagnético em
uma dimensao na presenca de um campo transverso, neste modelo foi obtido transicao
de fase de segunda ordem no estado fundamental (7" = 0) quando o sistema magnético é

submetido a um valor critico do campo transverso.
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Um outro aspecto importante do MICT ¢ o fato dos expoentes criticos associados ao
campo () em d dimensao a T = 0 serem iguais aos expoentes criticos & temperatura
finita do modelo de Ising sem campo transverso em d+1 dimensao [3]. Isto ocorre quando
o termo de acoplamento entre os spins primeiros vizinhos além de nao ser aleatéria, ainda
é constante. O MICT tem solugao exata em d = 1 dimensao [3], haja visto que o modelo
de Ising sem campo transverso tem solucao exata em d = 2 dimensoes [4]. Temos ainda
que grande parte dos resultados obtidos a partir de técnicas de grupo de renormalizacao
se referem a temperatura nula [5,6,7,8].

Outro modelo estudado que também apresenta transicao de fase quantica é o modelo
de Blume-Capel [9,10] na presenga de um campo transverso (2. A anisotropia uniaxal
aplicada no modelo de Ising ¢ na mesma direcao da magnetizacao espontanea do sistema,
sendo que esta anisotropia pode ser ou nao agente de destruicao da ordem magnética,
dependendo do regime de valores assumido por esta anisotropia. Diferentemente, do
campo transverso que ¢, absolutamente, um agente de destruicao da ordem magnética.
Os resultados obtidos do modelo de Blume-Capel se referem a um sistema magnético de
spin S > 1. Uma das formas mais modernas do modelo Quéantico de Blume-Capel é dado

através do seguinte Hamiltoniano:

H = —%Zo—;a; +D.Y (07— HY 0i—Q> of, (2.1)
i#j i i i

onde J > 0 é a interacao de troca, D, é o pardmetro de anisotropia uniaxial, H é o
campo longitudinal e €2 é o campo transverso. A primeira soma ¢é feita sobre todos
os sitios da rede (interacao de longo-alcance), portando o Hamiltoniano (2.1) apresenta
solugao exata e corresponde ao resultados da aproximacao de campo médio.

Do modelo original proposto Blume e Capel (2 = 0) temos que o sistema mag-
nético em T = 0 sofre uma transicao de primeira ordem para uma anisotropia critica
(D./J).=0.5. Lembrando que uma transicao de fase de primeira ordem é caracterizada

pela presenca de uma calor latente, dado por Q = T.AS, onde AS corresponde a vari-
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acao da entropia das fase ordenada e desordenada na temperatura critica, e ainda pelo
comportamento de pardmetro de ordem magnética que se anula de modo descontinuo na
temperatura critica, ou seja, a ordem magnética apresenta um valor finito e nulo na tem-
peratura critica. Em transigoes de fase que ocorrem em baixas temperaturas (7, = 0),
proporciona um calor latente pequeno (@ ~ 0), desta forma nao sendo o melhor indi-
cador do tipo de transicao de fase, haja visto que se )7, = 0 temos uma transicao de fase
de segunda ordem, portanto, em baixa temperatura o melhor indicativo de transicao de
fase de primeira é o comportamento da ordem magnética se anular de modo descontinuo.

As transicoes de fase quantica se deve ao comportamento dado pelo deslocamento dos
minimos de energia (tunelamento), em que o sistema magnético se encontra no equilibrio
termodinamico [9], devido a a¢do de um campo transverso ) que é responsavel pela
destruicao da ordem magnética. Existe um gap de energia entre os estados ordenado
(m # 0) e o desordenado (m = 0), que diminui a medida que aumenta a intensidade do
campo 2, haja visto que esse campo gera niveis de energia entre os estados ordenado e
desordenado, desta forma os spins que fazem parte da ordem magnética podem tunelar
para o minimo de energia em que o estado é desordenado.

Recentemente, varios trabalhos tém sido propostos aplicando o campo transverso em
sistema magnéticos dos mais variados tipos, como por exemplo, o trabalho desenvolvido
por J. Roberto Viana, J. Ricardo de Sousa [11,12] para um sistema vidro de spin, Co-
lares [13] referente ao estudo quantico de um sistema antiferromagnético com interagoes
competitivas em d = 1,2 dimensoes, Rosenbaum [14] analisou o comportamento da sus-
ceptibilidade de um sistema magnético LiHoF,; em funcao da aplicacao de um campo
transverso, Goldschmidt [15] desenvolveu um trabalho para sistema magnético diluido
vidro de spin, no qual faz um tratamento do comportamento termodindmico em altas e
baixas temperaturas, obtendo uma transicao de fase de segunda ordem em baixa tem-
peratura.

Do ponto de vista experimental, podemos observar também uma transicao de fase

de segunda ordem para os materiais de férmions pesados do tipo CeCug_,Au, [16] que
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tem um ordenamento magnético em T ~ 0 dependente da concentracao x. Os momentos
magnéticos nos fons de Ce sdao arranjados numa fungao densidade de spin (SDW) com
um perfodo incomensurdvel (o valor médio do operador de spin oscila tipo de uma onda
com periodo que nao é um nimero racional de um periodo da rede cristalina). Este
ordenamento estd presente para altas concentragoes. Com a diminui¢ao do valor de x se
aproximando de um valor caracteristico ., a ordem magnética é diminufda sofrendo uma
transicao de fase quantica de segunda ordem quando atingimos o valor x = z.. O estado
fundamental é um liquido de Fermi com uma larga massa efetiva para as quase-particulas

fermionicas.

2.2 Grupo de Renormalizacao e relacao de escala

O modelo de Ising na presenca de um campo transverso externo proposto por de
Gennes [2], representa o modelo mais simples para fazer um tratamento da transi¢ao de

fase quéntica. Este modelo é caracterizado pelo seguinte Hamiltoniano:

H=-JY oici—HY 07 —Q) o, (2.2)
i#j i i
onde J é o termo de interacao entre os primeiros vizinhos do sistema magnético, H e
(2 sdo os campos longitudinal (dire¢do-z) e transverso (diregao-z), respectivamente, em
relacao a direcao da ordem magnética do sistema magnético que é tomada na diregao-
z. Para H = 0 é obtido deste modelo que para T" = 0 e 2 = 0 a ordem magnética é
diferente de zero, porém para T' = 0 e {2 = co a ordem magnética é destruida. No estado
fundamental (7" = 0) existe um ponto critico quantico (PCQ) correspondente a (£2/.J).
no qual a ordem magnética (0*) é destruida, ou seja, (%) = 0.
Préximo da regiao do ponto PCQ numa transicao de fase de segunda ordem, para tem-
peratura finita ou nula, sao observados varios comportamentos das grandezas magnéticas,

caracterizados por expoentes criticos dados a partir do termo g = [Q/J — (2/J) ] / (2/J),
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pelas seguintes relagoes (para um estudo mais aprofundado ver [17]):

fooc gl
£ o g™
m o |g|? (2.3)
X o g™
T oo [g[ ™

m(H,g = 0)oc HY

obtidas para quando g — 0, sendo que f é a energia livre, £ é o comprimento de correlacao,
m é a magnetizagao e T é o tempo de relaxagao critico do sistema magnético. O expoente
critico dindmico z apresenta uma relagao de universalidade quando multiplicamos pelo
expoente critico v. Temos ainda que no ponto critico a temperatura finita o parametro
de correlacao é relacionado com o expoente critico 1, decaindo com a distancia r entre

os sitios, a partir da seguinte relacao:

Glr) Td—lm (T, #0). (2.4)

Sendo que para ¢ = 0 teremos que o comprimento de correlagao ficard infinito. Na
regiao préxima da transicao de fase quantica, ou seja, T'=0 e ¢ — 0 o comportamento

assintético do pardmetro de correlagao envolve o expoente z, ou seja:

1

G(r) o prr— el (I'=0,g—0), (2.5)
definindo portanto a dimensao efetiva por
deff =d+ z. (26)

Os expoentes criticos a, 3, v e ¢ estao relacionados entre si através das identidades
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obtidas por grupo de renomalizagao em temperatura finita, que sao vilidas em 7' = 0,

dadas por

a+20+y = 2
B+y = pBé (2.7)

v(2—n) = 7.

A relacao de hiperescala 2 — d = vd em temperatura é entao modificada introduzindo

o aspecto da dimensao efetiva (d.ss), ou seja,

2—a=v(d+2). (2.8)

Essas expressoes obtidas para o expoentes criticos sao determinadas a partir do es-
quema do grupo de renormalizacdo (GR). Salinas faz uma excelente abordagem sobre o
esquema do grupo de renormalizacao para a criticalidade cléssica de sistema magnéticos,
da qual é formada uma base conceitual para as idéias de universalidade e para as formas
de escala, de tal forma que o esquema do GR fornece as bases microscépicas que estavam
faltando nas teorias de escala. Um fator bastante importante obtido a partir do GR é
que o mesmo proporciona um procedimento bastante eficiente para determinar os valores
dos expoentes criticos. A aplicacao do GR se d4 a partir do fato de que nas proximidades
do ponto critico o comprimento de correlacao £ é muito maior do que a distdncia minima
entre os sitios que compoem a rede, representado pelo pardmetro de rede, deste forma
segundo Kadanof é possivel diminuir o nimero de graus de liberdade de um sistema em
um modelo de spins.

Por exemplo, os spins situados dentro de um bloco de dimensao L, com L << &,
teriam um comportamento coerente e seriam substituidos por uma nova variavel efetiva
de spin. Esta transformagao de escala, envolvendo o fator b = L/L’ nas dimensoes
dos sistemas conduzird ao novo Hamiltoniano H’ com a mesma forma do Hamiltoniano

original dado por ‘H' = RH, a transformacao R deve preservar a fungao de partigao, ou
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seja:
!/

kT

ZN[H] = Trexp [—i} =Tr'exp {—

- } — Zw[H], (2.9)

sendo que N = N'/b? referente a quantidade de spins dos sistemas de comprimento L e
L.

Desta forma podem ser obtidas relacoes de recorréncia analiticas, entre os paramet-
ros fisicos obtidos dos Hamiltonianos H’ e H. E feito uma determinada quantidade de
transformacoes R, até que na criticalidade é atingido o ponto fixo H* = RH* da trans-
formacao R, isto se verifica porque na criticalidade o comprimento de correlacao £ vai ao
infinito, nao se alterando com a mudanca nas escalas de comprimentos.

Partindo do sistema representado pelo Hamiltoniano H [o] obtemos entdo o Hamilto-
niano H'[0’], para a transicao de fase quantica em T = 0 (estado fundamental) teremos

as seguintes transformagoes de escala:

J o= b
VI = Q)

g = by

H = b°H, (2.10)

onde aqui sao introduzidos trés novos expoentes y, x € w. A densidade da energia livre
(f = F/L%) e o comprimento de correlacao obtidas a partir do processo de renormalizagao

ficam sendo dadas por

fro=vf=Jf(gl.H'/T) (2.11)
gl H')T) = belgl, HJ). (2.12)

50



Usando as relagoes dadas pela Eq.(2.10) ficaremos com os seguintes resultados:

f(’g’aJH/J) b—(d—i—y)f [bw|g|, b(m—l—y)H/J} (2.13)
(gl HYT) = e [0¥]g], 6" H/J], (2.14)

escolhendo o fator de escala de modo que

b=[g|"/*, (2.15)
ficaremos
" H/J
fIT = gl f{lalgl(x—iy)/w} (2.16)
H/J
_ —1/wet

do comprimento de correlagdo podemos identificar o expoente critico v = 1/w e obser-

|2fa

vando a forma da energia livre dada Eq.(2.3) dada por f = |g podemos obter a

relacao quantica de hiperescala dada por
2—a=v(d+y), (2.18)

onde nesta expressao temos o expoente y obtido pelo processo de renormalizagao. Podemos
observar que esta relacao de hiperescala é diferente da expressao para ponto critico em
temperatura finita onde s6 aparece o termo de dimensao d, enquanto na relacao de
hiperescala temos um termo de dimensao efetiva dado por dey = d + y.

of

Da definica da ordem magnética m = —7+, podemos obter apartir da Eq.(2.16)

N v(d—z) 21
m=—(g%) el (2.19
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contudo, da relagdo dada pela Eq.(2.3), i.e., m o |g|?, encontramos
B =v(d-x). (2.20)

Na presenca de um campo externo, devemos ter

_ 8f _ v(d—z) g/ H/J
m=- (G—H) = |g| f 17W ) (2.21)

préximo do ponto critico ( g = 0), o parametro de ordem apresenta a seguinte expansao:

o af _ v(d—z) H/'] P
m=- <8_H> = |g] W—’Ly)/a ) (2:22)

sendo que o expoente é obtido pela condicao de que a ordem magnética seja finita quando

lg| = 0, isto ocorre se m nao depender de |g| entdo o expoente de |g| deve ser nulo, ou

seja,
v(d—z) —p(x +y)/a=0, (2.23)
obtendo
d—z
= = 2.24
P=a y A (2.24)

onde introduzimos o expoente A = v(x + y). Agora de acordo com a Eq.(2.3) devemos

ter m(H, |g| = 0) oc H'/?, desta forma o expoente critico 6 apresenta a seguinte relacao:
A
6=1/p="7 (2.25)

A susceptibilidade magnética definida por y = — (g—z) H—o» como préximo do ponto

critico quantico y o |g|~7, desta forma obtemos que:
y=v2z+y—d). (2.26)
A partir das equagoes Egs. (2.18), (2.20), (2.24), (2.25) e (2.26) obtemos a relagao ja

52



conhecida entre os expoentes criticos, dada por

a+284+y=2 (2.27)

e a inda

A=pB+7. (2.28)

Em T =0 temos que no ponto critico (|g| — 0) o tempo apresenta a seguinte relagao
de escala:

7= b1, (2.29)

onde aqui definimos o termo z como o expoente dindAmico. Na criticalidade, as flutuacoes
quanticas sao responsaveis por este tipo de transicao de fase, desta forma ao tomarmos

a flutuagao de energia AE em T = 0 teremos a seguinte relagao:

AE = b YAE, (2.30)

enquanto

AT = b*Ar. (2.31)

Do principio da incerteza temos que AEAT > h, que deve ser invariante na relacao

de escala, desta forma ficaremos com a seguinte relagao de escala:

AE'AT" = V"YAEAT > h, (2.32)

e consequentemente, é obtido o seguinte resultado:

Yy =2z (2.33)

Da relagao quéntica de hiperescala dada pela Eq.(2.18) pode ser reescrita da seguinte
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forma:

2—a=v(d+=2), (2.34)

onde temos demonstrado que a dimensao efetiva ¢ dada por defr = d + z. Esta mudanga
na dimensionalidade é bastante importante no estudo de transicoes de fase quantica de
segunda ordem. Podemos citar, por exemplo, a seguinte influéncia da dimensao efetiva
no modelo de Ising com campo transverso estudado por Pfeuty [2] em d = 1, no qual os
expoentes criticos apresentam os seguintes valores: § =1/8 a =0,v =1e v = 1.75.
Esses mesmos valores para esses expoentes foram encontrados por Onsager [4] no modelo
de Ising cldssico para d = 2 dimensoes, sendo a temperatura o agente de destruicao
da ordem magnética com g = [T'—T,] /T.. Portanto, neste caso o expoente dinamico
corresponde a z = 1, ou seja, podemos mapear a criticalidade referente transicoes de
fase quantica em d = 1 na criticalidade das transicoes cldssicas em d = 2 no que diz
respeito aos expoentes criticos padroes, para o modelo de Ising aplicado para um sistema

ferromagnético.

2.3 Modelo de Ising com campo transverso

Como j& vimos, de Gennes (1963) [1] foi quem introduziu o MICT para descrever
transigoes de fase ordem/desordem em materiais ferroelétricos do tipo K HyPO,. Este

modelo é caracterizado pelo seguinte Hamiltoniano:

H==Y Jjoic;—Q) of. (2.35)
i#j i

O Hamiltoniano da Eq.(2.35) corresponde a uma representacao de pseudos-spins de
um sistema de fons de Hidrogénio do tipo H', sendo que esses prétons podem ocupar
dois estados de minima energia (07 = £1), de um poco duplo de potencial, veja a

ilustragao dada na Fig.(2.1). O campo transverso é o responsével pela probabilidade

de tunelamento dos prétons entre esse minimo de energia e um estado excitado, que é
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simulado pelo operador o7, fazendo a mudanca de estado quantico.

A

Figura 2.1: Poco duplo de potencial V ao qual o préton H' esta sujeito no MICT. O
campo transverso gera estados excitados, cuja energia é proporcional ao campo.

No MICT tanto o campo transverso quanto a temperatura podem ser os agentes
responsaveis pela desordem do sistema magnético. No comportamento critico do MICT,

a temperatura finita, o papel do campo €2 é diminuir o valor da temperatura critica T,(£2).

2.3.1 MICT e interacao de longo alcance

Admitindo que as interacoes entre os spins seja constante e igual a J;; = J/N, com esta
hipdtese é possivel calcular exatamente a funcao de particao, que equivale a solugao de
campo médio. A razao de escolhermos este procedimento de interagao de longo alcance, a
principio mais elaborado, serd justificado adiante quando for feito o estudo do modelo de

van Hemmen Quéntico anisotrépico no capitulo-3, que é um dos objetivos deste trabalho.

O principal objetivo da Mecanica Estatistica consiste na obtengao da funcao de par-
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ticao, que para o Hamiltoniano da Eq.(2.35) é dado por

Zn =Trexp(—BH) =Trexp [ﬁ (Z%afaj + ZQU?) (2.36)

i

Perceba que os operadores o7 e 07 nao comutam, desta forma devemos tomar cuidado
com as propriedades operacionais da exponencial da expressao anterior. E necessdrio aqui
usarmos alguma aproximagao. Vaérias aproximagoes tém sido propostas [19,20], onde

expansoes espectrais sao muito utilizadas, como por exemplo, a expansao dada a seguir

exp (zA)exp (xB) =exp |z (A+ B) + %2 [A,B] +...| . (2.37)

Em vérios modelos quanto maior for a quantidade de termos dado pela Eq.(2.37)
piores serao os resultados obtidos, que é o ocorre para este modelo, desta forma neste
trabalho vamos tomar somente o termo linear desta aproximacao, entao a funcao de

particao pode ser reescrita na forma aproximada
Zn =T ki oo k 7 2.38)
N ~Trexp NZJZ- 0j | exp QZUz‘ 3 (2.
i#j i

onde k1 = BJ e ky = (BS2.

)

2
Usando o fato de que Y o007 = 3 [(Zaf) -3 (05)2], entdo a Eq.(2.38) ficara
iy 5

sendo dada por

2
k k
Zn ~Trexp ﬁ <Zaf> exp [—ﬁ (05)2] exp [kQZa‘f] .

O primeiro termo quadratico da expressao acima pode reescrita usando a identidade
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gaussiana dada a seguir

1 o) 2
exp(Aa?) = E/ exp (—% +av 2)@) dx, (2.39)

e fazendo a seguinte mudanca de varidvel x = v/ Ny ficaremos com

Zy =~ \/gﬂ» /_Z exp (—ggf) exp [Z (fyo— — = (07)? + kyo? >] dy. (2.40)

Finalmente, para determinar uma expressdo para a fungao de partigao Eq.(2.40), é
necessario diagonalizar a matriz presente na segunda exponencial para obter assim o

traco, ou seja,

Tr{exp [Z(KO’ + L (07)? + kyo? )]} [Tr {exp (Ko} + L (o )+ kyo? )HN
Z (2.41)
onde K = v/ky e L = —£&. Definindo a matriz A = Ko? + L (07)* + kyo?, teremos que

os autovalores da matriz A sdo: \;o = L + /K2 + k2, entdao obtemos

Tr{exp[A]} = iexp (A;) = 2exp(L) cosh (\ /K2 + k:%) : (2.42)

Substituindo este resultado na Eq.(2.40), ficaremos

I = \/g /_ Z exp (—ng) [2 exp(L) cosh (\/MH iy (2.43)

usando a propriedade exp(In(a)) = a, teremos

Iy ~ \/g / Z exp (—ggf) exp lln [(2 exp(L) cosh (M))N” dy. (2.44)
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Para resolver a integral acima vamos usar o método do ponto de sela, ou seja:

| cossudy e mie fesp(b£). (249

Aplicando esse método na Eq.(2.44) ficaremos com a seguinte expressao:

N , N K2+ k2
ZN ~ %_Ogi%goo {exp (—3y ) exp |:N In |:2 exp(L) COSh < K + k2>1:| } ’ (246)

e ainda usando de que In l n”idg (bf (y))] = nfic'wg In (bf(y)), ficaremos entao com a
—o00<Y< 00 —o00<Y< 00

seguinte expressao:

1 1 N , 1, Jo
Nln N =~ N {ln ( §> + _Og”ic;gooN {—ay +1In l2 exp(L) cosh ( K2+ k3 .
(2.47)

No limite termodinamico (N — 00), temos que A}im % — 0, mdzr (Nf(y) =
—00 —oo<y<oo

Nf(y) e que L — 0. Portanto, neste limite obtemos da Eq.(2.47) o seguinte resultado:

1 1
NIHZN:_in—'—In {2cosh (\/Kz—l—k:%)} . (2.48)

No ensemble canonico utilizamos a energia livre de Helmhlotz para fazer a conexao

da termodinamica com a Mecénica Estatistica, essa energia livre por spin é definida por

f= _5LNIH Z. (2.49)

Substituindo a Eq.(2.48) em Eq.(2.49), a energia livre por spin ficard sendo dado por

f= % {%gf ~In [2 cosh (Mﬂ } . (2.50)

Da Mecénica Estatistica temos que a partir da energia livre podemos obter todas as
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grandezas magnéticas do sistema. A magnetizagao por spin do sistema é definido por

o TroZ exp (—3H) 1
m={o7) = Trexp(—H) ~ NOK

(InZy) = =27 (Bf), (2.51)

)

desta forma, a partir da Eq.(2.50) vamos obter a seguinte expressao para a magnetizagao:

K
m = —————tanh (, /K2 + kg) : (2.52)
VE?+ k3

Para verificar qual é a relacao da varidvel y, é s6 encontrar o minimo valor da energia

livre f para essa varidvel, desta forma ficaremos com

g_fy”:y_mm:o = y=lm=/Gim. (2.53)

Assim sendo ficaremos com a seguinte expressao para a energia livre

f= % {%ﬁjmz —In l2 cosh (ﬁJ\/mQ + (Q/J)zﬂ } : (2.54)

e a partir da equacao da magnetizacao obtemos a seguinte expressao:

m2 + (/J)* = tanh (ﬁJ\/ﬂ”ﬂ + (Q/J)2) (2.55)

2.3.2 Transicao de fase a temperatura finita

Na Fig.(2.2) temos o diagrama de fase referente ao comportamento da temperatura
em fungao do campo transverso obtida a partir da Eq.(2.55), a linha de transicao é toda
de segunda ordem. Na transicao de fase a temperatura critica é obtida a partir da

Eq.(2.55) no limite de m — 0, onde a linha de transi¢ao ¢ de segunda ordem ¢é dada por

T. = Q/ (kparctanh (Q2/J)) . (2.56)
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Figura 2.2: Comportamento da temperatura critica Kg7T./J em fungdo do campo tran-
verso €2/J.

A Eq.(2.56) é semelhante a obtida por outros autores [16,17], ela nos fornece informacao
referente ao comportamento da temperatura critica com o campo transverso. Note que
no limite cldssico (2 — 0), temos que arctanh(2/J) ~ Q/J, logo kgTc = J, que ja
era um resultado conhecido quando a transicao de fase ocorre sob influéncia térmica,
e que corresponde ao resultado de campo médio (teoria de Weiss) fazendo J em zJ
(z € o nimero de primeiros vizinhos). A medida que o campo transverso aumenta, a
temperatura critica T, diminui, se anulando finalmente no PCQ €. = J.

Na Fig.(2.3) temos o comportamento da magnetizacao m do sistema em fungao da
temperatura kgT'/J para vérias intensidades do campo §2/J. O comportamento da mag-
netizagao é afetado em T ~ 0, a medida que o valor do campo transverso Q/J ¢é
modificado, pois a magnetiza¢ao diminui a medida que 2/J aumenta em 7" ~ 0, como
¢ mostrado na fig.(2.3). Isto indica que ocorre uma diminui¢ado da ordem dos spins na

direcdo z no regime quantico (T'" — 0), devido a presenca do campo transverso na di-
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Figura 2.3: Comportamentos da magnetizacao em funcao da temperatura para valores
diferentes do campo transverso.

recao x, que aumenta o valor médio da magnetizacao transversal induzida pelo campo (2.
Temos ainda que as temperaturas criticas sao alteradas com o aumento do campo Q/.J,
onde os resultados destas temperaturas criticas para cada valor do campo estao de acordo
com os resultados apresentados na Fig.(2.2). Esta modificagdo da temperatura critica
ocorre devido o fato do sistema em 7" ~ 0 ji apresentar uma diminuicao em sua ordem
(magnetizagao do sistema), devido a presenca do campo transverso, e desta forma serd
necessario menos energia térmica para proporcionar a transi¢ao de fase ordem/desordem.

Na Fig.(2.4) temos a determinagdo do expoente critico 5(2/J) ~ 0.5 que é aproxi-
madamente o resultado ja conhecido a partir da teoria de campo médio. Como j& era
previsto a determinacao do valor preciso do expoente critico § é bastante minucioso

sendo necessério usar |¢| bem pequeno no caso foi usado |t| = 107
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Figura 2.4: Comportamento da relagao log(m) versus log(t) para campo transverso nulo
e nao nulo. A inclinagao das retas determinam o expoente critico (.
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2.3.3 Transicao de fase a 7' =0

No limite de T.. — 0, temos que tanh (Q2/(kgT¢)) = 1, e da Eq.(2.56) obtemos Q¢ = J.
Este resultado nos informa que a transicao de fase para T — 0 € influenciada por fatores
quéanticos, aqui representados pelo termo ()¢ como o agente responsavel pela desordem
do sistema em baixas temperaturas.

Vamos detalhar melhor a transigao de fase no estado fundamental. Em primeiro lugar
vamos analisar o que ocorre com a energia livre neste regime de temperatura. Para isto
vamos recorrer do fato que cosh(z) ~ exp(z)/2, (x — o0). Entdo da Eq.(2.54) com

T — 0 obtemos a seguinte expressao:
1
fo= §m2 —vVm?+w?, (2.57)

onde f, = f/J ew=Q/J. Da Eq.(2.57) vamos analisar os pontos de minimo da energia
livre em relacao a magnetizacao, desta forma vamos obter os seguintes resultados:

—0
0/, = 0=1¢" . (2.58)

—_— =N — — =
om vm? + w? m = +1 — w?

Para m = 0 (estado desordenado) a energia livre do sistema no estado fundamental é
dada por
Jo (m = 0) = —w, (259)

enquanto que para m = ++/1 — w? (estado ordenado) obtemos a seguinte expressao para

os minimos de energia referentes aos estados ordenados (excitados):

Jo (m =+V1- w2) = —%wz - % (2.60)

Da Eq.(2.58) observamos que temos duas solugbes para a magnetizacdo por spin
correspondente a um minimo de energia livre (a segunda derivada de f, é positiva para

esses valores de m). Portanto, temos dois estados degenerados com um minimo de energia,
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e isto é vélido somente na faixa de valores 0 < w < 1, tal que w, = 1.0 é justamente
o valor critico do campo transverso w, quando m = 0. Quando o campo transverso
assume valores acima de w, temos um estado singleto (m = 0) com minimo de energia.
E importante observar que o primeiro estado excitado corresponde a energia dada pela

Eq.(2.59). Estas observagoes sao ilustradas na fig.(2.5).

— i=0.0
— =03
— il=1.0

Lil=1.5

20 45 p 0 00 05 10 15 20

Figura 2.5: Comportamento da energia livre por spin reduzida no estado fundamental
como fungao da magnetiza¢ ao. Na faixa 0 < w < w. temos dupla degenerescéncia,
enquanto que para w > 1 temos um estado singleto com minimo de energia.

Na fig.(2.5) podemos observar que a medida que aumenta a intensidade do campo
transverso os minimos de energia dos estados ordenado (m # 0) e desordenado (m = 0)
sao deslocados para niveis mais estdveis, em relagao aos minimos desses estados para
quando esse campo é nulo. Temos ainda que a ordem magnética do sistema diminui,
gradativamente, com o aumento do campo transverso, de tal forma que no valor critico
do campo Q./J = 1.0 o sistema se encontra com um minimo de energia referente ao
estado singleto desordenado (m = 0), indicando que o sistema sofre uma transigao de
fase de segunda ordem.

Na fig.(2.6) é ilustrado os comportamentos da energia livre minima dos estados or-
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Figura 2.6: Comportamento das curvas da energia minima e da energia do primeiro
estado excitado em funcao do campo transverso aplicado no sistema.

denados (referente a fase F) (curva abaixo) e desordenados (referente a fase P) (curva
acima) em fungdo do campo transverso aplicado no sistema magnético no estado fun-
damental. Observamos que o gap = abs(fr) — abs(fp) de energia entre os minimos de
energia e os estados excitados é atenuado a medida que o campo transverso aumenta,
pois ocorre uma dispersao dos spins para a banda de estado excitado, de tal modo que
no ponto critico w = w. = 1 (w = Q/J), ocorre o colapso das duas curvas e o gap se
anula. A diminuicao do gap de energia, devido o aumento do campo, permite que os spins
tunelem entre os minimos de energia e os primeiros estados excitados, proporcionando
a diminuicao da magnetizagao m do sistema no estado fundamental. No ponto critico
w = w,. 0 gap ¢ nulo e o minimo de energia passa a ser singleto (m = 0). Para w > w. o
gap de energia continua nulo, mas agora o minimo de energia é dado pela Eq.(2.18), como
pode ser observado na fig.(2.6) para o caso em w = 1.5, por exemplo, o primeiro estado
excitado é desconhecido e ainda o minimo de energia continua sendo singleto (m = 0),

desta forma o estado fundamental continua sendo desordenado.
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Capitulo 3

Vidro de Spin Quantico com

Anisotropia Biaxial

3.1 Introducao

Os comportamentos coletivos e isolados dos dtomos em materiais magnéticos sao
observados, experimentalmente, a partir das respostas destes materiais, quando sao sub-
metidos a variagoes de temperatura e/ou do campo magnético, como, por exemplo, do
calor especifico e/ou da susceptibilidade magnética [1]. Enquanto que, no tratamento
tedrico podemos usar o auxilio dos diagramas de fase, das energias livres, etc.

Inicialmente, os pesquisadores buscaram compreender como se dava as interacoes co-
letivas. Vérios modelos foram propostos para justificar observagoes experimentais ( como
a divergéncia na susceptibilidade no caso do sistema ferromagnético, indicando uma mu-
danga de fase), entre esses modelos podemos citar o de Heisenberg, de Ising, etc. Sao
ainda usadas aproximagoes matematicas, como, por exemplo, Campo Molecular de Weiss
2], e também as técnicas do Grupo de Renormalizagao [3] foram propostos para tratar
esses modelos. Porém, outros pesquisadores procuravam entender o comportamento dos
datomos de forma isolada. Entao passaram a investigar como ocorrem, individualmente,

as interagoes entre os sitios magnéticos [4,5]. Para isso é necessério isold-los, de modo a
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impedir efeitos cooperativos. Foram entao desenvolvidas ligas a partir de dtomos mag-
néticos (impurezas) diluidos em matrizes ndo magnéticas, ligas como, por exemplo, CuFe,
AuCr, AgMn, AuFe, CuMn, etc.

E interessante saber, que sistemas magnéticos puros apresentam o grau de desordem
desprezivel na rede cristalina. Porém, os materiais reais sempre apresentam algum tipo de
desordem, o que modifica as propriedades do material hospedeiro. Experimentalmente,
a desordem pode ser introduzida num material magnético substituindo, aleatoriamente,
atomos magnéticos do cristal, por d4tomos magnéticos de outro tipo ou ainda nao mag-
nético na rede cristalina. O resultando deste processo é conhecido como diluicao por
sitios. A dilui¢ao faz com que as interacoes de troca J;;, entre pares de momentos mag-
néticos, variem aleatoriamente a cada par. No caso ideal as interacgoes de troca para difer-
entes pares possuem valores independentes, distribuidos probalisticamente segunda uma
determinada lei, que é comum a todas interacoes que geram uma desordem “congelada”
[1]. Quando os dtomos diluidores ndo sdo magnéticos diz-se que o composto formado é um
magneto diluido, como, exemplos tipicos, podemos citar os cristais antiferromagnéticos
aleatoriamente diluidos, tais como Fe,Zn;_,F5, Mn,7Zn;_,F5 e Fe,Mg;_,Cl,. Entretanto,
se os dtomos diluidores sao magnéticos o composto formado é denominado magneto misto,
tais como os compostos cristalinos Fe,Mn;_,Fy e Fe,Mn;_,TiOs.

A partir de resultados experimentais da liga CuFe magnética, estudada por Bitter
e Kaufmann-1939 [4], foi observada que a susceptibilidade exibia uma ctspide em altas
temperaturas, o que é diferente do comportamento Curie-Weiss a campo externo nulo.
Estas observagoes precisavam ser cuidadosamente analisadas, despertando o interesse de
grande parcela da comunidade cientifica. Buscaram conhecer, por exemplo, o efeito da
concentracao de sitios magnéticos nas respostas das amostras.

Experimentalmente, isto é obtido procurando tornar o composto mais homogéneo
possivel, submetendo os constituintes a uma alta temperatura, e depois de determinado
tempo de “cozimento” (annealing) baixa-se a temperatura bruscamente. Este tempo de

“cozimento” é fundamental para o grau de homogeneidade, aumentando a aleatoriedade
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da localizacao das impurezas magnéticas. O baixar brusco da temperatura torna o sis-
tema “temperado” (quenched). Desta forma, no sistema quenched as impurezas estao
fixas e distribuidas aleatoriamente por todo o cristal, gerando desordem magnética [6].

Zimmermann e Hoare [7] perceberam em seus experimentos, que da adigdo de man-
ganés numa matriz de cobre aparece uma cuspide na susceptibilidade linear para uma
certa temperatura 7,, que denpende da concentracao da impureza. E ainda mais abaixo
desta temperatura T,, a susceptibilidade apresenta um valor finito em baixa temper-
atura. Outras experiéncias foram feitas, inclusive para algumas outras ligas como o caso
de Cannella e Mydosh [8] que realizaram experiéncias usando a liga AuFe, apresentando
os mesmos resultados qualitativos, e ainda neste caso foi observado que na presenca de
um campo externo o pico em 7T, ficava arredondado. A justificativa mais aceita era a
existéncia de uma transicao gradual, para um novo tipo de antiferromagnetismo, ja que
nao havia magnetizagao no sistema [9,10,11,12].

Em todos estes resultados o mais surpreendente ¢ a reproducao de T, para a suscepti-
bilidade obtida a partir da A.C. (corrente alternada), independentemente da frequéncia
de oscilagao do campo externo aplicado. Este mesmo resultados é também observado
por Rivera [1]. Ficando caracterizado entdo, um comportamento critico observado em
transicoes de fase ordindrias. Acreditou-se entao, na existéncia de um fenémeno coletivo,
como uma transi¢ao para uma fase inteiramente diferente do que até entao se conhecia.

No final da década de sessenta é que surgem as primeiras certezas de que os momentos
magnéticos das impurezas nestas ligas, abaixo de T,, estariam orientados aleatoriamente,
nao havendo qualquer tipo de ordenamento antiferromagnético. Bryan Coles fez a com-
paracao entre o desordenamento magnético das impurezas, com a estrutura dos vidros
ordindrios. Sendo que no vidro as posicoes de seus constituintes nao tem uma ordem
espacial definida, como ocorre em outros sélidos, e desta forma Bryan Coles sugeriu
o termo vidro de spin (spin glass) para este tipo de composto magnético. A temper-
atura de mudanga para esta fase ficou conhecida como temperatura de congelamento

Ty (freezing temperature), abaixo da qual os spins estariam congelados com orientacoes
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completamente aleatérias.

As teorias que viessem explicar as observacoes experimentais, a respeito de compostos
que possuem ordem vidro de spin, devem levar em consideracao os seguintes resultados
obtidos em experiéncias [1] :

1. A susceptibilidade exibe um pico na temperatura 7. Tal pico se torna cada vez
mais redondo & medida que o valor da frequéncia do campo aumenta.

2. Para T >> T}, altas temperaturas, na fase paramagnética a susceptibilidade sofre

desvio da lei de Curie, que é dada por

X=77 (3.1)

de onde C' = Dg*u%J(J + 1)/3kg, tal que D ¢ densidade de dtomos magnéticos e 6 &
temperatura de Curie.

3. Nenhuma anomalia forte pode ser observada no calor especifico préximo ou em
outra temperatura, que indique a existéncia de uma transicao de fase convencional,

observa-se apenas a existéncia de um méaximo arredondado em 1" < T}.

3.1.1 Modelos tedricos para explicar o vidro de spin

Primeiramente, devemos observar que a grandeza apropriada para dar a resposta
do sistema na regiao de transicao vidro de spin é a susceptibilidade nao linear. Esta
susceptibilidade é obtida da expansao obtida da magnetizacao, tal que a mesma ¢é o

coeficiente da parcela k3 como mostra a seguinte expressao:
M = xh — x, h* + - - (3.2)

A partir desta susceptibilidade néo linear (x,,;) encontra-se a singularidade em 7 sim-
ilar & observada na susceptibilidade linear na transicao de fase ferromagnética, e assim
indicando uma transicao de fase. Historicamente deve ter sido a maior evidéncia de uma

nova transicao [6].
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Edwards e Anderson [13], apresentaram uma proposta tedrica, usando a teoria de
campo molecular, de um modelo de interagao de alcance infinito (Modelo EA). Tendo
em vista a desordem que certamente estd presente no sistema, esses autores propuseram

um modelo regido pelo seguinte Hamiltoniano

Hpa=—Y Ji;SiS; —HY S; (3.3)

i#j i
onde (77) indica um par de interagoes, J;; ¢ aleatéria e H ¢ o campo externo. As ligacoes
Jij sao tomadas como independentes entre si, com distribuicao de probabilidade idénticas
e simétricas, de modo que seu valor médio (J;;). (média configuracional) seja nulo. Ou

seja, se P(J;;) é a distribuicao de probabilidade, temos que

(i) = / Py iddis — 0 (3.4)

o0

Para fins de discussoes tedricas é mais conveniente usar a distribuicao de probabilidade
gaussiana dada a seguir

P(Jy;) = exp(—Ji;/2J?) (3.5)

1
VornJ
onde a varidngia J determina a largura da distribuicao.

O parametro que caracteriza a fase vidro de spin proposto para o Modelo EA, leva

em conta a aleatoriedade da orientacao individual dos spins. Este parametro é definido

por

ams = (D50 (3.6)

onde (...)7 é a média térmica e (...), a média configuracional. Em altas temperaturas o
sistema se torna paramagnético com ¢ = 0, e para T' < T temos g # 0.

Este modelo no entanto apresentava um problema matematico para os autores, que
era de calcular médias de logaritmos de fungoes, obtidas a partir da fungao de particao

que é a conexao com a termodindmica. Eles entao propuseram a aplicagao do truque das
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réplicas, que consiste na construcao de n réplicas do sistema original com n funcoes de

particao, usando a seguinte expressao

InZ = lima3 (exp (nlnZ2)) = lim3 (Z™) (3.7)

oon n—00nN

O Modelo EA apresenta um problema de simetria up-down quando o campo ¢é nulo,
ou seja, Hga{S;} = Hga{—95;}. Entdo o nimero de spins para cima (up) ¢ o mesmo
que para baixo (down). Assim (S;) é nulo e consequentemente o parametro gp4 também
o serd. Para um ferromagneto contorna-se este problema aplicando um campo externo
pequeno, tornando invilido o argumento de simetria, de modo que o sistema se define
no estado fundamental. Os resultados encontrados por Edwardas e Anderson foi o fato
da susceptibilidade linear apresentar um valor finito em 7" = 0, e também observar uma
cuspide no calor especifico que nao era confirmada experimentalmente.

Sherrington e Kirkpartrick [14] propuseram um modelo de campo médio com alcance
infinito (Modelo SK) utilizando o método de réplicas simétricas, onde as n réplicas eram
suposta como equivalentes. Este modelo consiste na aplicacao das idéias do Modelo EA
a um sistema de spins de Ising, com interagoes de troca entre os spins de alcance infinito,

aleatodrias e obedecendo a uma distribuicao de probabilidade gaussiana dada por

P(Ji;) = (TNﬁ) " [—N (J - %)2 /2J2] (3.8)

onde a presenca do termo N tem como objetivo evitar problemas de ordem técnica no

limite termodinamico (N — o0). O modelo SK ¢é dado a partir do seguinte Hamiltoniano
1
Hpa=—5) JiSiS, (3.9)
i#]

Como ocorre nos modelos de alcance infinito, os cdlculos se tornaram mais simples
e se espera que houvesse um grande melhoramento no conhecimento teérico dos vidro

de spins, e também a cerca dos resultados obtidos a partir do Modelo EA. De fato os
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resultados obtidos a partir do Modelo de SK foram melhores, pois a campo nulo é possivel
obter ordem vidro de spins. Porém, este modelo apresenta uma entropia negativa para a
fase vidro de spin a T' = 0, indicando assim um comportamento nao fisico para o modelo.
Os mesmos autores do modelo propuseram que esse comportamento era proveniente da
troca dos limites N — oo e n — 0. Posteriormente van Hemmen e Palmer [15] provaram
que a proposta era falsa, mostrando que o responsédvel era a nao unicidade do limite
n — 0.

Em 1978, de Almeida e Thouless [16] estudaram a estabilidade da solugao encontrada
por SK e provaram que o modelo SK ¢é instdvel para baixa temperatura, tanto na fase
vidro de spin quanto na fase ferromagnética. Entao permutaram o limite termodinamico
pelo limite n — 0, obtendo o resultado da instabilidade das fases citadas em baixa
temperatura. Apesar do trabalho desses autores nao resolverem o problema do modelo
SK, demonstram a existéncia de uma linha que estabelece o limite da estabilidade da
solugao do modelo SK, conhecida como linha de Almeida-Thouless (AT).

De Almeida e Thouless chegam a conclusao de que nao é adequado caracterizar a fase
vidro de spins através de um simples parametro de ordem q. Essa fase deve entao ser
caracterizada por uma grandeza dependente do par de réplicas, sugerindo que a simetria
no grupo de permutacao das réplicas deveria ser quebrada na fase vidro de spins. Para
esta quebra de simetria muitos esquemas foram sugeridas [17,18,19,20], mas o melhor
sucedido foi o sugerido por Parisi [21,22,23,24], que transforma o parametro ¢ em uma
fungao ¢(x), com x variando no intervalo [0,—1] e dessa forma a entropia para 7" = 0 foi
obtida como sendo nula. Os resultados obtidos por Parisi também confirmam a linha de
Almeida e Thouless. Resultado semelhante foi obtido por Sompolinsky [25] que estudou
as propriedades estdticas do modelo SK através de uma aproximacao dindmica.

A sofisticacao da matemadtica da teoria proposta por Parisi impediu sua plena inter-
pretacao e isto perdurou por alguns anos. Em meio a estas sugestoes tao complicadas,
matematicamente, alguns autores propoem modelos mais simples, com solucao exata,

como, por exemplo, Mattis [26] propos um modelo de campo médio definido pelo seguinte
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Hamiltoniano:

Hu = —> JiSiS;—HY _S; (3.10)
i#j i

onde S; sao as varidveis de Ising, S; = £1 e J;; = J(R;j)ei€j, €; = £1, sendo R;; € a
distancia que separa os sitios i e j. Os célculos indicam uma descontinuidade na segunda
derivada da energia livre em relacao ao campo H, mostrando uma transicao de fase a
temperatura finita. Mattis sugere em seu trabalho uma transformacao, conhecida como

a transformacao de Mattis, dada a seguir

Isto foi determinante pois com H = 0 o Hamiltoniano passa a representar um ferro-
magneto simples, com transicao de fase conhecida. Na realidade este modelo apresenta
apenas uma desordem regular [26], pois a transigdo ocorre de uma fase paramagnética
para uma fase desordenada regular, onde ligagoes positivas e negativas estao dispostas
aleatoriamente na rede. Contudo esta desordem nao gera um efeito fundamental para a
existéncia de ordem vidro de spin que é a frustragao.

Para entender o que é frustracao, vamos fazer o seguinte comentdrio: é notdvel que
a distribuicdo para interac@o aleatéria J;; é formada por ligagoes positivas (ferromag-
néticas) e negativas (antiferromagnéticas), isto é, interagoes competitivas. Neste caso
h& possibilidade que essas interacoes J;; do sistema nao sejam todas, simultaneamente,
satisfeita. Esta propriedade é denominada de frustracao, conceito que foi introduzido
por Toulouse [27] para fenomenologia de vidros de spins. Na Fig.(3.1) temos a ilustragao
para uma rede quadrada. Sistema que exibem desordem e frustracao nas interacoes de
troca entre os spins sao chamados vidro de spin. A combinacao de desordem e frustracao
leva ao surgimento de multi-degenerescéncia no estado fundamental, isto é, varias con-
figuragoes de quase equilibrio associadas & minimos de energia separados por barreiras
energéticas que podem eventualmente ser superadas pelo efeito da energia térmica [1].

Toulouse discutiu o problema da frustracao e apresentou uma proposta com interpre-
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Figura 3.1: Rede quadrada com ligacoes de sinais aleatérios para os vizinhos mais préxi-
mos. (a), temos uma plaqueta nao frustrada. Nela podemos orientar os momentos magn
éticos e todas as ligagbes sao satisfeitas. (b) a plaqueta é frustrada. Neste caso nem
todas as ligacoes foram satisfeitas, existe um spin frustrado. (c) temos uma configuracao
de equilibrio de uma plaqueta frustrada no caso dos momentos poderem se orientar ao
longo de qualquer direcao no plano da figura.

tacao geométrica, definindo a fungao ®, denominada de funcao frustracao, dada por
o =1[% (3.12)
c

onde C é um contorno fechado escolhido na rede, os J;; sao ligacoes que fazem parte deste
contorno. Se ® > 0 nao ha frustragao nos dois sentidos do contorno, caso contrério se
® < 0 existe frustragao. No primeiro caso o nimero de ligagoes negativas deve ser par, e
no segundo caso esse nimero deve ser impar. Apenas neste iltimo caso, existe entao a
possibilidade de haver a fase vidro de spin.

Seguindo as caracteristicas de um vidro de spin, J. L. van Hemmen [28,29] sugere
um modelo de alcance infinito com solucao exata, que contém aleatoriedade e frustracao.
Parte desta tese é justamente baseado neste modelo, e faremos uma explanacao a respeito
do mesmo no capitulo-3. Este modelo apesar de apresentar frustracao, nao satisfaz o
conceito de metaestabilidade, que ¢ bem discutido no trabalho de Choy e Sherrington

[30]. O mérito do modelo de van Hemmem se deve ao fato do processo mateméatico
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utilizado ser mais simples do que o processo utilizado nos Modelos de SK e de Parisi,
obtendo como resultados uma susceptibilidade finita da fase vidro de spin em T = 0, e
uma cuspide na transi¢ao de fase vidro de spin e fase paramagnética. Este modelo ainda
apresenta um comportamento qualitativo da magnetizacao da fase vidro de spin em
relacdo a temperatura, semelhante aos resultados experimentais obtidos na liga AuFe
[1], por exemplo. Além de uma entropia positiva em T = 0, fato que nao ocorre no
Modelo de SK, o modelo de van Hemmem é extremamente eficiente para descrever as

propriedades estaticas dos vidros de spins.

3.1.2 Teorias e experimentos sobre compostos vidro de spin

anisotropico

Blume e Capel [31,32] foram os pioneiros a desenvolver trabalhos tedricos para sis-
temas magnéticos com anisotropia uniaxial no modelo Ising ferromagnético. Um aspecto

atual do modelo proposto por Blume e Capel é dado pelo seguinte Hamiltoniano:

H=-J> SiS;—HY Si+A> (S7)?, (3.13)
i#j i i

sendo que este Hamiltoniano é referente a um sistema de spins S = 1, onde J é o

termo de interacao de troca entre os primeiros vizinhos, H é o campo magnético externo

longitudinal e D é o pardmetro da anisotropia de cada spin .

O termo biquadrado que aparece na Eq.(3.13) é tipico nos Hamiltonianos que usam a
influéncia da energia da interacao spin-érbita (fl . gi) do sitio i, sendo que desta interagao
aparece um campo cristalizado A = (Agy, Ay, A,) do préprio sistema. Os pardmetros
A, A, e A, componentes da anisotropia sao relacionados as componentes S?, SY e S7 do
spin §: No caso do modelo de Blume e Capel é tomado somente a componente A, = A,
caracterizando o modelo com anisotropia uniaxial, se tomar duas componentes temos um

modelo anisotrépico biaxial e trés componentes triaxial.

Um dos méritos do modelo de Blume-Capel é de obter uma transicao de fase de
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primeira ordem no estado fundamental. Este fator ja era observado, experimentalmente,
por Frazer [33] para o composto UO, na transicao de fase ferromagnética-paramagnética
numa temperatura critica 7, = 30 K. A transicdo de fase de primeira ordem ocorre
devido ao fato de que na temperatura critica (7;), o sistema se encontra no equilibrio
termodinamico (ET) com um minimo de energia triplamente degenerado, ou seja, a ordem
magnética apresenta trés valores com minimo de energia.

Na Fig.(3.2) temos o comportamento da energia livre em fun¢ao da magnetizacao (a),
e o diagrama de fase da temperatura critica em funcao da anisotropia, para um sistema
ferromagnético, obtida dos trabalho originais de Blume [31] (a) e [34] (b). Na figura (a)
podemos observar os minimos de energia relacionados com valores da magnetizacao, que
determinam o ET do sistema para cada temperatura 7', sendo que aqui é tomado 7 =
ksT/A . E obeservado que fixando o valor de A # 0, obtemos para 7 = 0.58 o estado com
minimo de energia dupleto (M ~ +0.76) e, portanto, ordenado, neste caso existe um gap
de energia entre os estados ordenados (M # 0) e desordenados (M = 0). A criticalidade
do sistema ocorre no ponto 7. = 0.6 que estd relacionada a temperatura critica 7, onde
podemos observar o estado com minimo de energia triplamente degenerado (M = 0
e M ~ £0.7). Desta forma a magnetizacdo apresenta descontinuidade na temperatura
critica, o que caracteriza uma transicao de segunda ordem. Para 7 >7., ou seja, para T" >
T., o estado com minimo de energia é completamente desordenado (M = 0). Na figura
(b) podemos observar que a criticalidade ¢ composta de uma linha mista de transigoes
de primeira e segunda ordem, sendo que o ponto A(A;,T;) é um ponto tricritico, e ainda
no estado fundamental temos o valor critico da anisotropia (A/J). = 0.5 que ¢ exato.

No modelo de Bluem-Capel, se o parametro da anisotropia for A > 0 o mesmo
funciona como um agente de destruicao da ordem magnética, de tal forma que para A =
+00 os estados S = £1 sao suprimidos e o sistema se comporta como um paramagnético,
qualquer que seja a temperatura. Porém, se A < 0 este parametro se comporta como um
agente que reforca a ordem ferromagnética, de modo que para A = —oo o estado S =0

é suprimido, tornando o modelo de Blume-Capel equivalente ao modelo de Ising de spin
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Figura 3.2: (a) Comportamento da energia livre em fun¢ao da magnetizagdo para varios
valores de temperatura, sendo observados os minimos de energia em que o sistema se
encontra em equilibrio termodinamico [31]. No ponto 7. = 0.6 o sistema sofre uma
transigao de fase de primeria ordem.(b) diagrama de fase no plano 7'/J — A/J, o ponto
A éum ponto tricritico e o ponto A/J = 0.5 é o valor critico da anisotropia A/.J, as linhas
conftinuas e descontinuas sao de transicao de primeira e segunda ordem, respectivamente.
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1/2.
Recentemente, Zhang e colaboradordes [35] tém estudado o modelo de Ising ferro-
magnético com anistropia biaxial de fon tinico, aplicando as anisotropias transversais D,

e D, no modelo, resultando no seguinte Hamiltoniano:

M= =Ty 0Si8 = 3 | De (80" + Dy (51 (314
1#] i
sendo que o caso uniaxial ¢ mapeado para quando D, = D, = —D,. Os resultados deste

trabalho foram obtidos a partir de uma rede honeycomb, sendo que o desenvolvimento
do modelo foi feito a partir do formalismo da teoria de campo efetivo (EFT). Foi obtido
diagramas de fases que apresentam transicoes de fase de primeira e segunda ordem,
dependendo dos valores das anisotropias D, e D,,.

Para o vidro de spin, as propriedades magnética com anisotropia uniaxial de fon
tnico, foram amplamente estudadas por Albrecht e colaboradores [36] para os compostos
diluidos ZnMn, CdMn e MgMn. Neste trabalho foi concluido que o comportamento de
um composto diluido depende do parametro D, que corresponde ao campo cristalizado
do material, de tal forma que se D > 0 temos um comportamento tipo Ising (com-
posto ZnMn), se D < 0 o comportamento ¢ do tipo XY (composto CdMn), enquanto
que se D ~ 0 temos um comportamento tipo Heisenberg isotrépico (composto MgMn).
Murayama [37] desenvolveu um trabalho experimental referente aos compostos ZnMn e
CdMn, onde a partir da observagao da ctispide da susceptibilidade sao observadas susces-
sivas transigoes de fases para estes compostos. Na Fig.(3.3) temos o comportamento do
pardmetro de anisotropia D em fun¢ao da temperatura de congelamento 7', referentes
ao resultados obtidos experimentalmente por Murayama [37] para os compostos diluidos
ZnMn e CdMn do tipo vidro de spin .

Recentemente, Kopec [38] fez o estudo do modelo de vidro de spin com anisotropia

biaxial, mostrando haver uma equivaléncia entre os modelos para anisotrépico biaxial
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Figura 3.3: Diagrama de fase experimental no plano D/J — T'/J obtido a partir dos
pontos das cuspides referentes aos compostos ZnMn e CdMn obtido por[37]. Tamb ém
sao incluidos os resultados obtidos por [36]. As linhas continuas servem como guia de
referéncia nos ltimos anos.
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dado por

N N
1
H=—5> JiSisi= [DI (S7)% + D, (53)2] , (3.15)
i#j i
e o modelo anitrépico uniaxial dado por
1 N N
Z Q7 2\2
i#j i
fazendo D, = D, = —D,. O Hamiltoniano dado pela 3.16 foi, inicialmente, desenvolvido

por Sherrington [39].
Jiang e Wang [40] desenvolveram um estudo sobre o modelo de Ising ferromagnético
de spin S = 1 com anisotropia biaxial, na presenca de um campo transverso. Esse

trabalho foi baseado no seguinte Hamiltoniano:

H=—JY oioci—D,» (07)°=D,> (¥)* - Q) ot (3.17)

i#j
Esse modelo foi desenvolvido a partir da teoria do campo efetivo para uma rede honey-
comb. Neste trabalho sdo obtidos vdrios diagramas de fase nos planos T'/J — D, /J e
T/J —Q/J, onde sao observadas somente transi¢oes de segunda ordem.

O trabalho desenvolvido por Jiang e Wang [40] serviu de motivagdo como tema
deste capitulo. Neste capitulo vamos estudar o modelo anisotrépico biaxial com campo
transverso para um sistema vidro de spin puro, na generalizacao do modelo de van Hem-
men . O objetivo serd determinar diagramas de fases nos planos T’/ J— D, ,/J, T/J—§Q/J
e Q/J — D,,/J no estado fundamental a fim de verificar o comportamento das linhas
de transigoes entre as fases SG e P, como, por exemplo, se as linhas sao de primeira ou
segunda ordem, se existem pontos tricriticos, nas transicoes entre as fases SG e P. Além
do que verificar, quais as influéncias da anisotropia D, e D, nas linhas criticas obtidas
nos diagramas, principalmente, nas transicoes de fases no estado estado fundamental.

Ao contrério das transigoes de fases tradicionais (cldssicas) que sdo governadas por

flutuacoes térmicas, uma transicao de fase quéntica estd relacionada a flutuacoes quan-
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ticas, associadas aos estados com minimos de energia que o sistema fisico se encontra no
equilibrio termodinamico no estado fundamental (T = 0). Este tipo de transigao ocorre
quando algum parametro nao térmico alcanca um certo valor critico. Uma realizacao
experimental de transicao de fase quantica é no composto dipolar LiHoF4, que pode
ser representado pelo modelo de Ising aleatério na presenca de um campo transverso
e anisotropia de fon unico. A transicao de fase neste composto ocorre por causa da
anisotropia positiva, mesmo em baixas temperaturas (7' ~ 1 mK), mas para o caso da
anisotropia negativa havera uma competicao com os spins da ordem vidro de spin, desta
forma a temperatura de transicao de fase sofre diminuicao.

Recentemente, Viana e colaboradores [46,47], estudaram o modelo de van Hemmen
[28] na presenga de um campo transverso. Com o objetivo de descrever a termodinamica e
criticalidade do vidro de spin quantico, tomando como referéncia o resultado experimental
obtido por Wu e colaboradores [41], que obteve resultados termodindmicos para o material
LiHog 167 Y0.833F4 na presenca de um campo transverso §2.

Na Fig.(3.4) temos o resultado experimental obtido por Wu e colaboradores, a curva
continua apresentada nessa figura ¢ a curva fitada a partir da seguinte expressao T, (H;) =
T,(0) |1 — (H,/H.)"|, sendo que no caso 3 = 1.7+ 0.1, com T,(0) = 0.133 + 0.005 K e
H.=12.0£0.4 kOe para T,(H.) = 0.025 K. Porém, o Hamiltoniano adotado para obter

este resultado experimental é da forma

H==) Jyoio; —Q) of, (3.18)
i#j i
tal que Q oc HZ.

Varios autores, como, por exemplo, Continentino e colaboradores [42] usando grupo
de renormalizacao no modelo de Ising aletatério com campo transverso, Goldschmidt
[43] usando o modelo com interagoes entre p-spins na presenca de um campo transverso
e Viana e colaboradores [46] usando o modelo de van Hemmen Quéntico, desenvolveram

trabalhos como o objetivo de simular o resultado obtido, experimentalmente, por Wu e
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Figura 3.4: Comportamento da temperatura de congelamento versus o campo transverso,
obtido experimentalmente para o composto LiHog 167 Yo.s33F4 [41].

colaboradores. Na Fig.(3.5) temos vérios resultados, obtidos para sistemas vidro de spin
na presenca de um campo transverso.

Neste capitulo, vamos analisar os comportamentos termodindmicos a partir de diagra-
mas de fase, no modelo de van Hemmem Quéantico Anisotrépico Biaxial para um sistema
de spin S = 1, tendo como objetivo simular os comportamentos dos materiais vidro de
spin. Infelizmente, pela extensao deste tese, nao é discutido aqui os comportamentos a
respeito da susceptibilidade magnética, assim bem como do calor especifico, ficando para
futuros trabalhos. Contudo, no trabalho desenvolvido por Viana [48], temos uma grande
nocao do que esperar a respeito dos comportamentos dessas grandezas na presenca de
um campo transverso aplicado no modelo de van Hemmen. Além é claro, de podermos

comparar os nossos resultados com aqueles obtidos em outros trabalhos.
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Figura 3.5: Resultados do diagrama de fase no plano 7" — €2 obtidos para modelos ref-
erentes a sistemas vidro de spin que sao comparados comparados com o resultado ex-
perimental para o composto LiHog 167 Y0s33Fs [41]. (a) Resultados obtidos por Viana e
colaboradores [46] (linha), Goldschmidt [3] (pontos circulares) e os pontos experimentais
(pontos triangulares). (b) Resultados obtidos por Continentino e colaboradores [42] e o
resultado experimental obtido por Wu e colabodores [41].
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3.2 Modelo de Van Hemmen Quantico Anisotrépico
Biaxial

A partir do modelo de van Hemmen original [28], acrescentamos os termos de energia
referentes ao campo transverso ) (adotado na diregao x) e das duas anisotropias de fon
tnico (D, e D,) transversais & dire¢do da magnetizacao do sistema magnético, que aqui
denotamos de modelo de van Hemman Quéntico Anisotrépico Biaxial, que é descrito pelo

seguinte Hamiltoniano:

—%ZO’?O’;—ZJ Topton —HZO’ —QZO’ -D Z Z (3.19)
i#j i#j

onde J, é o acoplamento de exchange ferromagnético e antiferromagnético, J, > 0 e
J, < 0, respectivamente, o7, 0¥ e 0¥ sdo as matrizes operadoras de spin S = 1 nos sitios i,
H & a magnitude do campo externo, J;; = % (fmj +¢ jm‘) é o termo da interacao aleatéria
entre os sitios que compoem o sistema, sendo que &, e 7, sao varidveis aleatorias sujeitas
a uma dada distribui¢do de probabilidade P (§;,n;), cujo valor médio desta varidvel seja
nula, isto &, (§;) = (n;) = 0, Q é a intensidade do campo transverso orientado na diregao-z

e D, e D, sao os parametros das anisotropias transversais do sistema.
A base de cédlculos das propriedades termodinamicas na Mecénica Estatistica, consiste
na obtencao da funcao de particao do sistema fisico estudado, que é expressa como
funcao de um dado Hamiltoniano, que simula microscopicamente as interacoes entre as

particulas. O modelo de van Hemman utiliza a funcao de particao canoénica, desta forma
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a partir da Eq.(3.19) ficaremos com seguinte expressao:

Zn = Trexp(—OHn) (3.20)
ky 2. ke
Zxy = Trexp N;aiaj N - (fnj—kfm oo +kgza+
i#j i#j

k4Zaf + kg,z (6%)* + kzﬁz (ay)2] , (3.21)

onde ky = BJ,, ke = BJ, ks = BH, ky = 8 Q, ks = 8D, e k¢ = 8D,. Na aproximagao de
interacao de longo alcance, normalmente, é usado para o processo de desacoplamento do

sistema, os procedimentos dado a seguir:
. 2
0= | (o) - | 822
i#j

e ainda

1#£j i

ii)Z(gijrfjm)UfU? = % [Z(S +mn;) o ] (Z& )
(ZW?> —2Z€mi (09) ¢ - (3.23)

Neste procedimento adotado para o desacoplamento do sistema, infelizmente a topolo-
gia da rede nao pode ser definida, pois nenhum parametro aparece neste processo para
indicar a quantidade de vizinhos de cada sitio do sistema (tipo campo médio). Apli-
cando os resultados do processo de desacoplamento na Eq.(3.21) vamos obter a seguinte

exXpressao:
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2 2
Zy = Trexp % (ZUf) —Z(Uf)Q +2k—]i] (Z(éﬁm)ff?)

i A

B (Z{pf) - (Zmﬁ) - 2252‘771‘ (Uf)z + k3ZUf +
k4Z‘7f + k5z (Uf)Q + kﬁz (ay)2} ) (3.24)

Os operadores o7 e 07 nao comutam, desta forma devemos tomar cuidado com as pro-
priedades operacionais da exponencial que aparece na Eq.(3.24). Portanto, é necessério
usarmos alguma aproximagao para resolucao de exponenciais com operagoes de oper-
adores quanticos. Varias aproximacoes tém sido propostas como a feita por Overhauser
[49], onde expansoes espectrais sdo muito utilizadas, como, por exemplo, a aproximagao

de Suzuki [50]], ou seja:

exp (zA)exp (zB) =exp |z (A+ B) + %2 [A,B] + ...| . (3.25)

Desta expressao temos que para alguns sistemas, quanto mais termos é utilizado
da expansao piores sao os resultados obtidos, no caso do modelo de van Hemmen isto
também acontece. Contudo usando esta expansao até a primeira ordem os resultados

obtidos no modelo original de van Hemmen sao muito bons. Aplicando a expansao de
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Suzuki até a primeira ordem na Eq.(3.24), ficaremos com a expressao dada por

2
k
exp ﬁ (Zaf )

)

Zn =~ Trexp [ZLi(Uf)2

)

eXp 276_;[ [Z (& +77i)‘7§] exp —% (Zﬁpf)
o[ ()
exp <k5z (Uf)2> exp <kﬁz (ay)2> (3.26)

onde L; = —216—]{[ — k—ﬁfmi.Os termos quadréticos da expressao acima podem ser reescritos

usando a identidade gaussiana dada por

oo 2
exp(Aa?) = \/%_7?/ exp (—% + a\/ﬁx> dx, (3.27)

assim sendo, a Eq.(3.26) ficard reescrita na forma

N2 e = N o, 2, 2, 2
In R/_oo~~/_ooexp {—5 (x +y +z —l—v)
Trexp [ZMH] dxdydzdv, (3.28)
sendo que a matriz (3x3) que os termos My, dado por
My = Li(07)* + K07 + kao? + ks (0%)° + kg (oY), (3.29)

onde
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Ky

L= k= e, Ki= Vhe + VRIE -+ m)y+ i (6 +no) +hs 3.30)

i o= V-1 (3.31)

Do trago da exponencial exp(My) que aparece na Eq.(3.28) podemos reescrevé-lo da

seguinte forma:

Tr exp (ZMH> HT’/’ exp(My) = HZ exp (A (3.32)

i n=1
onde ), sdo os autovalores da matriz My, . Utilizando as propriedades exp(In(a)) = a

eln (Hb,-) = > In(b;) vamos obter da Eq.(3.32) a seguinte expressao:

Trexp [ZMH

— exp [ln (HZeXp )] = exp [Z In (gexp ()\n)>] , (3.33)

i n=1

substituindo a Eq.(3.33) na Eq.(3.28), obtemos o seguinte resultado para a funcdo de
partigdo dada a partir da Eq.(3.28):

~ 47r2/ / exp [—— 2+ + 2 —l—v)}

exp [Z In (Z exp (A, )] dxdydzdv. (3.34)

Nos modelos referentes a sistemas de vidro de spins devemos fazer um tratamento
probabilistico do modelo usado, devido a necessidade da resolucao das variaveis aleatorias.
No caso do presente modelo, as varidveis £; e 1, podem ser tratadas como continuas ou
discretas, dependendo da distribuicao de probabilidade aplicada. Desta forma vamos
tomar a média configuracional no modelo a partir da Eq.(3.34), que consiste na seguinte

definicao:
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<f(ac1,x2,...,xn)>cz/ / f(x1, 29, ... x,) P (21,22, ..., ) dx1dxs, ...dx,, (3.35)

onde z; sdo as varidveis aleatoérias e P (x1, za, ..., ) corresponde a distribuigao de prob-
abilidade. Estamos trabalhando com um sistema de muitos corpos, vamos entao limitar
o sistema a uma quantidade de N sitios i. Como cada sitio i estd relacionada com as
varidveis aleatérias &, e n;, teremos NN integrais duplas em relacao as varidveis &; e 7;,
no calculo da média configuracional na funcao de particao. Desta forma, aplicando a

transformacao dada a seguir

St =N [ [ fenrendsan (3.36)

i

na Eq.(3.34) teremos a média configuracional de Zy dada pela seguinte expressao:

~ 472/ / exp[—— oy + 22 +v)}

exp [ / / In (Z exp (A ) (&,m) dfdn] dxdydzdv.  (3.37)

Para resolver as integrais para as varidveis x, y, z € v acima vamos usar o método do

ponto de sela, que é dado pela seguinte expressao:

| cossuiy e mis fesp(b£). (339

Portanto, da Eq.(3.37) obtemos que

= N? Noio, 2, 2, 2
Iy ~ 4—7T270077<1§L(x<ooexp [—5 (:E Ty +z —I—v)

exp[ / / In (Zexp ) §n)d§dn] (3.39)
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onde X; =z, y, z e v. Tomando + In (Zy) e usando a relagio In [ max (bf(X))} =

—oco< X <00

mg’z{:c Inbf(X), obtemos da Eq.(3.39) a seguinte expressao:
—oo< X <00

N 47 —00< X ;<00

/ / In (Zexp ) §n)d§dn]} (3.40)

No limite termodinamico (N — o0) ficaremo com a seguinte expressao:

2
%hl(?]\f) ~ i{hq(ﬁ) +  mdx N{—%(z2+y2+22+vz)+

%ln (7N) = ;(ZE + 92 + 22 —l—v / / In (Zexp ) (&,m) dédn. (3.41)

Da definicao da energia livre de Helmholtz por spin dado por

1
f= N In (Zy) , (3.42)

para este caso obtemos

f:% ;(m +y° + 27+ 07) / / In (Zexp ) §n)d§dn] (3.43)

Vamos agora calcular a magnetizacao por spin definida por

TT‘ZO‘ exp (—FHnN)

1
_ - 2 3.44
NEZ:<UZ N TT exp (—OHy) (3.44)
que pode ser reescrita como derivada da funcao de particao, ou seja,
1 0
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a partir da Eq.(3.43) com a seguinte expressao para a magnetizagao m:

m= / /OO L0 P (e.n)dedn,

onde I' = Zexp( n)-

(3.46)

De acordo com trabalho original do modelo de van Hemmen, temos que os parametros

de ordem da fase vidro de spin sao definidos pelas seguintes expressoes:

) 1 1 TTZfiaf exp (_6HN) o
L DR ES DDA I e NIl
(§
) 1 1 TTZUZ'U;;Z exp (—BHn) o
R P s )

onde ¢, = vk (y + jz) e 5 = Vk2 (y + jv). Sendo

or  or 9Kk _ or
dp, 0K Oy, OK

obtemos

¢ = //fa—Kan)dfdn,

e sendo

ar  ar 9K ar
oy,  O0KO8p, 0K

ficaremos com

0= //{15}; ) dédy.
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Para determinar as relacoes das varidveis x, y, w e v, devemos considerar a condi¢ao
de equilibrio termodindmico do sistema, isto é, de que a energia livre deve ser minima.
Desta forma, vamos tomar a derivada da energia livre do modelo dada pela Eq.(3.43) em

relagao as varidveis x, y, w e v, ou seja,

) D@ = - VEm=0 > z=Em (3.53)
it) a%(ﬁf) = gy Vh@+e) =0 = y=Vi(a-+ae). (3.54)
i) 2@ = i =0 = z=jvVka (3.55)
) 2B = v V=0 = v=jViae (3.56)

A partir destes resultados das Egs.(3.53),(3.54),(3.55),(3.56) a Eq.(3.43) ficrd reescrita
por

f= 6[ (kim® + 2kaq12) / / §n)d§dn} (3.57)

onde K = kym + k2 [(€ 4+ 1) (g1 + ¢2) — (€1 + 1g2)] + k3. Temos ainda, de acordo com
andlise feita no trabalho original de van Hemmen a energia livre serd minina se q; = ¢ =

q, portanto a Eq.(3.57) serd simplificada na forma

f= ; B (kym? + 2ksq?) / / P(&n) dé‘dn] (3.58)

O parametro de ordem de vidro de spin serd dado pela soma das Eqgs.(3.50) e (3.52),

obtendo desta forma a seguinte expressao:

TN

Enquanto que, e a magnetizacao do sistema continua sendo determinada pela Eq.(3.46),

P (&) dédn. (3.59)

porém agora temos uma nova expressao para o termo K dada por
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sendo

I = Zexp U'(m,q,T,J,, J, H, Dy, Dy, Q). (3.61)

3.3 Resultados e discussoes

Os resultados obtidos do modelo estudado neste trabalho é referente a um sistema
magnético anisotropico de spin S = 1. Uma das consequéncias obtidas do modelo é que
a matriz My dada na Eq.(3.29) nao estd diagonalizada, logo devemos usar o processo
de diagonalizacao dessa matriz, sendo que o processo de diagonalizacao da matriz My, é
desenvolvido no apéndice-A. Todos os resultados foram obtidos a partir das expressoes da
energia livre dada pela Eq.(3.58) e dos parametros de ordem ¢ e m dados pelas Eqgs.(3.59)
e (3.46). Lembrando que o cdlculo da média configuracional serd desenvolvido a partir
de duas distribuigoes de probabilidades: a densidade bimodal (DPB) e a densidade

gaussiana (DPG), que sao dadas pelas seguintes expressoes, respectivamente:

Po(en = o (©) Po () = {5666 - D+ e+ D {5 0= 0+ 11
(3.62)

~ 7 () e ()
PG (57 77) - m eXp < 2¢1 \/% eXp 2¢% : (363)

a) Distribuigdo bimodal
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Usando a distribuigao dada pela Eq.(3.62) nas Eqs.(3.58) e (3.59) ficaremos com

;o= ﬁ[ (kim? + 2kag? ——/ / In (T

PE-D)+6E+[6(n—1)+6(n+1)]1)]ddn] (3.64)

m = //Oolfgf{ (E—1)+6E+1][80—1)+6+D]dedy  (3.65)

7 0 (E =1 +6(E+ D[ (n—1)+6(n+1)] d&dif3.66)

NS

Para resolugoes das Eqs.(3.64,3.65,3.66) é necessario usar a propriedade da fungao

delta de Dirac

/ F(@)6 (2 — 20) de = f(xs). (3.67)

b) Distribuigao gaussiana

Usando a distribuigao dada pela Eq.(3.63) nas Eqs.(3.58) e (3.59) ficaremos com

1(1 1o
F= B {5 (k1m2 " 2kQQQ) N 21 h1 0, /oo /oo il
exp [ E (5 4+ )} dgdn} (3.68)
3

B © 100 1/ 7
m = 27r¢1¢2/ / TOK exp l—§ (¢1 ¢2)1 d&dn (3.69)

— 1 52 772
qQ = 4W¢1¢2/ / F G_Kt anh (K)exp[ ( %)] dédn (3.70)

A aplicacao da distribuicao de probabilidade gaussiana, necessita de ser usado proces-

sos numéricos (solugdes de equagdes integrais) para obtermos resultados a partir das
equagoes da energia livre, da magnetizagao e do pardmetro de ordem da fase vidro de
spin. A implementacao numérica estd descrita no apéndice-A desta tese.

Todos os resultados de diagramas de fases, do comportamento da grandezas magnéti-
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cas e termodinamicas, obtidos neste capitulo, sao dadas a partir da resolucao de sistema
de equagoes composto pela equagoes da magnetizacao, do parametro ¢ e da energia livre
tomando o campo longitudinal como H = 0. Sendo tomado o caso do vidro de spin puro

(J, =0), ou seja a presenca de ordem ferromagnética.

3.3.1 Discussoes dos resultados
A) Caso da anisotropia uniaxial

Inicialmente, vamos analisar os resultados obtidos para um sistema vidro de spin
quantico anisétrépico uniaxial, com a anisotropia do sistema sendo dado pelo parametro

D, . Desta forma o Hamiltoniano para este caso pode ser dado por

Hy ==Y Jijoio; — DZZ (07)? — QZa‘f. (3.71)

i#]

A Eq.(3.71) descreve o Hamiltoniano de um sistema magnético frustrado com anisotropia
uniaxial de fon tinico na presenca de um campo transverso. Sendo que para D, > 0 a
ordem do sistema é reforgada favorecendo o estado ordenado (g # 0) do sistema no estado
fundamental. Enquanto que, se D, < 0 a ordem do sistema diminui, pois desta forma
D, < 0 funciona como um agente de destruigao da ordem do sistema, elevando a energia
do sistema para o estado desordenado (¢ = 0).

No caso do modelo de van Hemmen com anisotropia uniaxial dado pela Eq.(3.71),
para o caso em que 2 = 0, teremos que o Hamiltoniano (denotamos modelo VH
axial) é diagonalizado sendo que os estados 07 = +1 correspondem aos autovalores
A = (D,/Jxk)/t,comt=KgT/Jek=q({+n). Enquanto que o estado o7 = 0 cor-
responde ao autovalor A\, = 0. Realizando o mesmo procedimento usado no caso biaxial,

obtemos o seguinte resultado para o termo I'" dado pela Eq.(3.61):

' =2exp(D,/T)cosh(—q (£ +n)/T)+1 (3.72)
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A partir energia livre de Helmholtz do sistema, podemos determinar o minimo global
de energia em que o sistema magnético se encontra no equilibrio termodinamico. Sendo
assim, vamos utilizar a equacdo da energia livre dada pelas Eqs.(3.64) e (3.68), para
as devidas andlise para o modelo VH quéantico axial dado pela Eq.(3.71) usando as dis-
tribuigdes de probabilidade bimodal e gaussiana para o vidro de spin puro (J, = 0).

Assim sendo, o sistema apresenta-se no estado fundamental ordenado (¢ # 0) e é
duplamente degenerado, e também apresenta o estado desordenado (¢ = 0). Os minimos
de energia dos estados ordenados e desordenados dependem da intensidade da anisotropia
D./J, onde o estado do sistema é correspondente ao estado que apresentar o minimo

global. Estes fatores sdo observados na Fig.(3.6).

0.4

0.3
0.2
0.1
0.0
fl3 |
-0.1-

-0.2 +

-0.3 1

Figura 3.6: Comportamento da energia livre da fase SG em T = 0, para o modelo VH
axial, em funcdo do pardmetro de ordem ¢ para vérios valores de anisotropia D,. (a)

D,/J=-0.7,(b)D,/J=-0.5,c)D,/J=-03,d) D,/J=0.0e (e) D,/J = 0.1, para
a DPB aplicada no modelo.
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Na Fig.(3.6) temos o comportamento da energia livre da fase SG em fungao do
parametro g no estado fundamental (7' = 0) para o modelo dado pela Eq.(3.71). As
curvas sao dadas para os seguintes valores da anisotropia D,/J: (a) D,/J = —0.7, (b)
D./J=-05,(c)D,/J=-0.3,(d) D,/J =0.0e(e) D,/J = 0.1, com campo transverso
nulo (€2 = 0) usando distribuigao de probabilidade bimodal (DPB).

Observamos que para D./J > 0 o minimo de energia do sistema ¢ duplamente de-
generado (em g = +0.5), haja visto que de acordo com trabalho original de van Hemmen
[28], somente a metade dos spins que compoem o sistema magnético geram ordem da fase
vidro de spin. Portanto, para D,/J > 0 a ordem magnética é reforgada, pois os minimos
de energia do sistema diminuem (ou ainda se deslocam para niveis mais estdveis), com
aumento da intensidade de D,/J. No limite D,/J — oo o estado ordenado (¢ # 0) ¢é
privilégiado, que é um resultado semelhante ao obtido por Blume-Capel para um sistema
ferromagnético anisotrépico.

No caso D,/J < 0 podemos observar que o minimo de energia do sistema tende
a aumentar (ou tende para niveis menos estdveis), tal que no valor critico (D,/J). =
—0.5 o0 minimo de energia tem valor nulo. O estado com minimo de energia no ponto
critico (D,/J). = —0.5 é um estado triplamente degenerado (¢ = +0.5 ¢ ¢ = 0.0),
proporcionando ao sistema magnético uma transicao de fase SG-P de primeira ordem no
estado fundamental, caracterizado pelo fato de que na transicao de fase o parametro de
ordem (g) nao ser aboslutamente nulo. Para D,/J < —0.5 é observado que o minimo
de energia permanece nulo, favorecendo o estado desordenado (¢ = 0), este resultado
também é semelhante ao obtido por [31,32] para um sistema ferromagnético.

A funcao da anisotropia negativa (D,/J < 0) é proporcionar a destrui¢ao da ordem do
sistema vidro de spin. Sendo que no estado fundamental a transi¢ao de fase SG-P, ocorre
devido ao fator cldssico referente a diminuigao do gap de energia (g = f, — fsa), entre o
minimo de energia do estado ordenado e o estado desordenado, como podemos observar
na Fig.(3.7). Na criticalidade do sistema (ponto (D,/J), = —0.5) temos a igualdade das

energias (fsq = fp), tornando g = 0, e desta forma acontecendo a transi¢ao de fase SG-P
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no estado fundamental.
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Figura 3.7: Comportamento dos minimos das energias livres das fase SG e o nivel de
energia do primeiro estado excitado (estado P) em fungao da anisotropia D, /J no estado
fundamental. Para o modelo VH axial com DPB.

Na Fig.(3.8) temos o comportamento da energia livre da fase SG em fungao do
pardmetro ¢, quando o sistema é submetido as seguintes intensidade de campo transverso:
(a) Q/J = 0.0, (b) Q/J = 0.5, (¢) Q/J = 0.7 e (d) Q/J = 1.0, com a anisotropia
D./J = 0.0 no estado fundamental (denotamos de modelo de VH transverso). Os resul-
tados obtidos na Fig.(3.8) sao referentes a aplicacdo da DPB no modelo. Observamos
que o campo transverso destréi a ordem do sistema magnético, de modo completamente
diferente da forma como acontece com a anisotropia D,/J < 0. A diferenca de com-
portamento pode ser observada, primeiramente, no comportamento do valor minimo da

energia livre, isto é, enquanto que o campo transverso {2 desloca o minimo da energia
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Figura 3.8: Comportamento da energia livre da fase SG em 7' = 0, para o modelo de VH
transverso, em funcdo do parametro g. (a) /J = 0.0, (b) /J = 0.5,(c) Q/J = 0.7 ¢ (d)
2/J = 1.0. Para o caso da DPB.

livre, gradativamente, para um valor mais negativo (ou mais estdveis), a anisotropia neg-
ativa desloca o minimo de energia do sistema para maiores valores (ou menos estaveis).
Outra diferenca de comportamento, refere-se & diminuigdo da ordem magnética (q) nos
pontos minimos de energia, a medida que o campo transverso aumenta, o que é diferente
do que ocorre com o aumento da intensidade da anisotropia D,/J < 0, onde a ordem
magnética permanece congelada até a anisotropia critica (D,/J). = —0.5.

A explicacao para o comportamento do campo transverso diminuir a ordem mag-
nética, gradativamente, com aumento de sua intensidade, é pelo fato de que os spins
do sistema magnético sentem, fortemente, a presenca deste campo, de tal forma que os
seus momentos magnéticos sofrem uma reorientagao na direcao deste campo. Os spins

reorientados na direcao do campo {2 passam a configurar uma magnetizacao induzida

101



(my) por este campo, sendo que esta magnetizacao é definida por

]' T
My = NZ:((;Z. ), (3.73)

de onde resulta que

oo
my = %ai InZy) = / / %g—kFP (&,m) d&dn, (3.74)
onde ky; = B9.

Na Fig.(3.9) temos os comportamentos do parametro de ordem ¢ e da magnetizagao
induzida m,,, onde a curva em superior refere-se & magnetizacao m, e a curva inferior
refere-se a ordem vidro de spin g. Observamos que no campo critico €2./J = 1.0 a ordem
vidro de spin é destruida, enquanto que a magnetizacao induzida é saturada, e o sistema
sofre uma transicao de fase SG-P de segunda ordem, pois a ordem magnética do sistema
se anula absolutamente no ponto critico. Os spins que caracterizam a ordem induzida na
dire¢ao do campo transverso tunelam, gradativamente, para o estado desordenado (¢ = 0)
a medida que aumenta a intensidade do campo transverso, e os niveis de energia em que
se encontram esses dois estados sao dependentes da intensidade do campo transverso,
como podemos observar na Fig.(3.8).

Portanto, o campo transverso €2 aplicado num sistema vidro de spin, cria novos niveis
de energia na regiao proibida entre o minimo de energia do estado ordenado (¢ # 0) e
desordenado (¢ = 0). A consequéncia da criacdo de novos niveis de energia é que os
minimos de energia dos estados ordenado e desordenado sao deslocados para niveis mais
estaveis, e o gap de energia (¢ = f, — fsc) entre esses dois estados diminui, gradati-
vamente, com o aumento da intensidade do campo transverso. Diminuindo esse gap de
energia os spins do estado ordenado tunelam para um novo nivel de energia (que é o novo
estado desordenado), de tal forma que na criticalidade do sistema (€2./J = 1.0) todos
os spins tunelaram para o estado desordenado (¢ = 0). Vale ressaltar que os spins que

tunuleram nao ficam desordenados no novo nivel de energia, os mesmos ficam ordenados
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Figura 3.9: Comportamentos da magnetiza ¢ao induzida transversa (m,,) e do parametro
vidro de spin (¢) em fungao do campo transverso no estado fundamental, para o modelo
VH transverso usando a DPB.
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na direcao do campo transverso e desta forma nao configuram mais a ordem vidro de spin.
A influéncia do campo transverso em diminuir o gap de energia, entre os estados ordena-
dos e desordenados, pode ser observada na Fig.(3.10). Para campo 2/J > ./J =1.0 0
sistema se encontra com minimos de energia referente ao estado paramagnético, porém
fortemente induzido pelo campo, sendo que esses minimos continuam se deslocando para

menores niveis a medida que o campo transverso cresce.

0.0

-0.2 1

-0.4-

-0.6

-0.8

AR AN

-1.0 1

-1.2 T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

A/

Figura 3.10: Comportamento dos minimos das energias livres das fase SG e o nivel de
energia do primeiro estado excitado (estado P) em fungao do campo transverso no estado
fundamental, para o modelo VH transverso com DPB.

Os resultados qualitativos obtidos usando a DPG no modelo sao os mesmos que
foram obtidos usando a DPB para o caso em que Q2/J # 0 e D,/J = 0 no estado
fundamental. Todavia, os resultados obtidos para o caso em que /J =0 e D,/J # 0
sao diferentes nas aplicagoes das duas distribui¢oes de probabilidades. Na Fig.(3.11)
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Figura 3.11: Comportamento da energia livre da fase SG em T'= 0 para o modelo VH
axial em fungdo do parametro de ordem ¢ para v drios valores de anisotropia D,. (a)

D./J=-07,(b) D,/J =-0.413, (¢c) D,/J = =03, (d) D,/J =0.0e (e) D,/J = 0.1,
para o caso da DPG.

temos o comportamento da energia livre do sistema em funcao do parametro de ordem
magnética ¢ no estado fundamental para as seguintes intensidades de anisotropia: (a)
D./J=-0.7,(b) D,/J = —0.413 (intensidade critica), (c) D,/J = —0.3, (d) D,/J = 0.0
e (e) D,/J = 0.1, usando DPG. Observamos que a medida que aumenta a intensidade
da anisotropia negativa (D,/J < 0), os minimos de energias do sistema sao deslocados
para maiores niveis, contudo a ordem magnética ¢ diminui, fato que nao acontecia com
a aplicacdo da distribuigdo bimodal (DPB).

O comportamento da Fig.(3.11) nos informa que a partir dos novos niveis de energia

criados pela influéncia da anisotropia, permite que spins do estado ordenado (¢ # 0)
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Figura 3.12: Comportamento da energia livre da fase SG para o modelo VH axial em
funcao do parametro de ordem ¢ para o caso anisotropia critica no estado fundamental,
usando a DPG.

tunelam para os novos niveis de energia do estado desordenado (¢ = 0). Contudo, para
o valor da anisotropia critica (D,/J), ~ —0.41325 o sistema sofre uma transicao de fase
SG-P de primeira ordem, como podemos observar na Fig.(3.12). Na Fig.(3.12) temos o
estado com minimo de energia triplamente degenerado, indicando que nem todos os spins
do estado ordenado tunelaram para o estado desordenado na criticalidade do sistema, no
estado fundamental.

Na Fig.(3.13) temos o diagrama de fase no estado fundamental no plano 2 — D,
para o modelo VH quéntico axial. Nesta figura as linhas criticas sao obtidas a partir da
aplicac@o das distribui¢do de probalidades bimodal (linha superior) e gaussiana (linha
inferior). Sao observados os pontos criticos para anistropia (D,/J), = —0.5 para o caso

da DPB e (D,/J), ~ —0.413 para o caso DPG, e para o campo transverso (£2/J), =
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1.0 em ambas distribuigoes de probabilidade. Também observamos os pontos tricriticos
PTC(D,/J ~ —0.29; Q./J ~ 0.6)ppp € PTC(D,/J ~ —0.294; Q./J ~ 0.596)ppg que
diferem muito pouco entre si. As linhas continuas correspondem a transicao de segunda
ordem, enquanto as linhas descontinuas correspondem a transicoes de primeira ordem.

Na Fig.(b) temos o detalhe da reetrancia observada no caso da aplicacao da DPG.

B) Caso da anisotropia biaxial simétrica (D,/J = D,/J)

Vamos fazer uma anélise a respeito dos resultados obtidos para o caso em que D, =
D,. De acordo com o trabalho realizado por Kopec e Domanski [38], é demonstrado que

quando D, = D, os modelos para casos com anisotropia unixial e biaxial dados a seguir:

HunraxiaL = —ZJz‘jUfaj + DZZ (07)* — Qzaf, (3.75)
it i :

Hpraxrar = —ZJz‘jdej - D:cz (Uf)2 - Dyz (U?)Q - QZJ?, (3.76)

i#j
sao equivalentes.

Os resultados obtidos nesta secao irao nos permitir comprovar, a equivaléncia entre
os modelos dados pelos Hamiltonianos dos casos unixial Eq.(3.75) e biaxial Eq.(3.76),
observado analicamente por Kopec e Domanski [38]. Esta andlise é bastante impor-
tante, pois as anisotropias D, e D, sao orientadas no espago em diregoes transversais
em relagao as orientagoes do spins, que caracterizam a ordem magnética do vidro de
spin. Deste foma, a presenca dessas anisotropias no sistema magnético, num primeiro
momento nos levaria a afirmar que sempre funcionariam como agentes de destruicao da
ordem magnética. Porém, no caso em que D, = D,, dependendo do valor que ambas
assumam, essas anisotropias funcionam no sistema como agentes que aumentam a ordem
magnética. Este fato se deve a uma influéncia quéantica, que é comprovada teoricamente

a partir de um formalismo quéntico realizado por Kopec e Domanski [38]. Portanto, o
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Figura 3.13: Fig.(a) Diagrama de fase do estado fundamental do modelo VH quéantico
axial no plano 2/J — D, /J obtida a partir das aplica ¢des das distribuigoes de probabil-
idades bimodal (linha superior ) e gaussiana (linha inferior). As linhas continuas sao de
transicao de segunda ordem e que as linhas descontinuas sao de transicoes de primeira
ordem. Na Fig.(b) temos em detalhe a reentr ancia observada na linha de transi¢ ao
obtida a partir da DPG.
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estudo realizado nesta capitulo é bastante oportuno, para que possamos compreender
melhor a respeito da orden magnética de compostos observados na natureza, devido a
influéncia de anisotropias ou campo internos que esses compostos possuam.

Na Fig.(3.14) temos o diagrama de fase no estado fundamental no plano Q —d (d =
D,/J = D,/J), para o modelo VH quéntico biaxial. Observamos uma linha de transicao
de fase entre as fases vidro de spin (SG) e a paramagnética (P), a partir das aplica¢oes
das distribuicoes de probabilidade DPB e DPG. Temos dois tipos de transicoes, uma
dada pelas linhas continuas que sao de transicoes de segunda ordem, enquanto que as
linhas descontinuas sao de transicoes de primeira ordem !.

Podemos observar que os resultados apresentados na Fig.(3.14) estao de acordo com
aqueles obtidos na Fig.(3.13), bastando fazer a mudanca D, — —D.,2. O que confirma a
equivaléncia entre os modelos dados pelas Eqs.(3.75) e (3.76) para os casos anisotrépicos
unixial e biaxial. Nesta figura temos os pontos criticos d. = 0.5 paraa DPB e d. = 0.41325
para a DPG, enquanto que para o campo transverso temos (€2/J), = 1.0. Temos, ainda,
os mesmos pontos tricriticos PTC(d; ~ 0.29; Q./J =~ 0.6)ppp ¢ PTC(d; ~ 0.294;
0./J ~ 0.596) ppg. Podemos observar que para d > 0 é necessdrio menor intensidade
de campo transverso, porém para D,/J = D,/J < 0 é necessério maior intensidade do
campo transverso, para que o sistema sofra a transi¢ao de fase SG-P. Isto indica que

na faixa de valores d > 0 essas anisotropias se comportam como agentes de destruicao

LA transicdo de fase de primeira ordem é caracterizada pela presenca de calor latente sendo determi-
nado por Qp =T, - AS, onde AS é a variacao da entropia na temperatura de transi¢do. Esta transicao
pode também ser verificada pelo comportamento do parametro de ordem magnética, quando o mesmo
se anula de modo descontinuo em 7T,. J4 a transicao de segunda ordem é caracterizada pela auséncia de
calor latente na temperatura de transicao de fase e o parametro de ordem magnética se anula de forma
continua.

2Esta transformacdo ¢ necessdria porque o modelo do qual foi obtido a Fig.(3.13) ¢ dado por

2 T

H= —ZJi_jafaj - DZZ (67)" — QZU;’,
i£j i i

enquanto que, o modelo unixial que é equivalente para o modelo biaxial no caso em que D, /J = D, /J,

é dado por
H=-Y Jijoioi+D.> (07)* = Q) o7,
i#£] 7 7
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da ordem vidro de spin, enquanto que se d < 0 essas anisotropias se comportam como
agentes que aumenta a ordem magnética do vidro de spin.

Na Fig.(3.15) temos o comportamento do parametro de ordem vidro de spin ¢ em
T = 0 em fungao ao campo transverso, para varios valores de anisotropia do sistema
magnético, indicados na figura. As cuvas foram obtidas para o caso D,/J = D,/J na
aplicagdo da DPB. Esta Fig.(3.15) refere-se a Fig.(3.14), onde podemos observar o fato
de que em transicoes de primeira ordem o parametro da ordem vidro de spin ¢ se torna
nulo de forma descontinua no valor critico do campo, como pode ser observado nos casos
(a), (b), (c) e (d).

No caso (e) a intensidade da anisotropia é relacionada com um campo critico na regiao
de transi¢ao de segunda ordem, de acordo com a Fig.(3.14), e observamos que o parametro
g se torna nulo de forma continua no campo critico. Os resultados obtidos para o caso
da aplicacao da DPG sao semelhantes na questao da descontinuidade e continuidade do
parametro de ordem magnética na regioes de primeira e segunda ordem, respectivamente,

portanto, omitimos aqui discutir os resultados.

C) Efeito da temperatura

Conforme foi mostrado anteriormente a equivaléncia entre os modelos VH quéntico
axial e biaxial com D,/J = D, /J, bastando fazer uma simples inversao da anisotropia,
entao estudaremos a seguir apenas um dos casos para T' # 0.

Na Fig.(3.16) temos o diagrama de fase no plano 7' — d, para vdrias intensidades do
campo transverso usando a DPB. Os resultados foram obtidos a partir da normalizacao
kg = 1. As linhas descontinuas sao referentes as transicoes de primeira ordem, enquanto
que as linhas continuas sao de segunda ordem, e os circulos pretos sao os pontos tricriticos
(PTC).

Para anisotropia positiva d > 0 a temperatura de congelamento (7)) diminui, pois
neste caso a anisotropia é um agente de destruicao da ordem magnética. Agora para

a anisotropia d < 0 temos que a anisotropia neste regime de valores se comporta como
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tamento reentrante da linha de transicao para o caso DPG.
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Figura 3.15: Comportamento do pardmetro de ordem vidro de spin ¢ em fungao do campo
transverso no estado fundamental para varios valores de D, /J = D,;/J usando DPB. As
linhas tracejadas sao solucoes instaveis.
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um agente que reforca a ordem magnética, desta forma a medida que aumenta a in-
tensidade da anisotropia nesta faixa de valores é necessdrio mais energia térmica para
destruir a ordem magnética do sistema. Fixando o valor da anisotropia, podemos obser-
var que é necessario menor energia térmica, quando aumentamos a intensidade do campo
transverso, para que ocorra a transicao de fase SG-P. Este efeito é o esperado, haja visto
que aumentando a intensidade do campo transverso a ordem magnética diminui, como
podemos observar na Fig.(3.15), sendo entdo necessario menor energia térmica para que
a criticalidade do sistema seja atingida.

Observamos que, fazeando d — —oo o resultado obtido corresponde ao limite do
modelo Ising de spin S = 1/2, ou seja, temperatura de congelamento tende para T,/J =
1.0 para todas as linhas de transicao. FEste é o resultado obtido do modelo de van
Hemmen para spin S = 1/2 com Q/J = 0.0. Este resultado ¢ semelhante ao obtido por
Blume-Capel [31,32] para um sistema ferromagnético anisotrépico. Nossos resultados
estao de acordo também, com os resultados obtidos experimentalmente na Fig.(3.3), que
é referente a compostos do tipo vidro de spin anisotrépico uniaxial, na qual temos que
quando D/J — oo a temperatura de congelamento do sistema tende a convergir para
um unico valor, do modelo de Ising-1/2 .

Dependendo do valor do campo transverso, na regiao de baixas temperaturas temos
a presenga de comportamento reentrante. Na Fig.(3.16b) podemos observar o fenomeno
da reentréncia na linha de transi¢cao para campo transverso €2/J = 0.5. Este fen6meno
é observado quando o campo transverso é aproximado do ponto tricritico no estado
fundamental observado na Fig.(3.14). A medida que o campo transverso se afasta deste
ponto critico (2./J ~ 0.6) as linhas criticas nao apresentam reentrancia, como podemos
observar para os casos §2/J = 0.3 e Q/J = 0.0.

Na Fig.(3.17) temos o comportamento da energia livre do sistema em fungao do
parametro magnético ¢, referente a Fig.(3.16). Nosso objetivo é analisar o comportamento
dos minimos de energia do sistema, a partir de védrias temperaturas. Na Fig.(a) adotamos

d=10.0e Q/J = 0.0 para verificar a influéncia da temperatura no comportamento dos
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Figura 3.16: (a) comportamento da temperatura de congelamento 7, em funcao da
anisotropia d para diversos valores de campo transverso, indicados na figura, para o
modelo VH quéantico biaxial DPB.As linhas continuas e tracejada sao de transi¢ oes de
segunda e primeria ordem, respectivamente.(b) ampliagdo do comportamento 7,/J em

funcao da anisotropia d na regiao de baixa temperatura, onde é observado a reentrancia
na linha de transicao para §2/J = 0.5.
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minimos de energia, variando a temperatura nos seguintes valores: (a) 7'/J = 0.01, (b)
T/J=02,(c)T/J=04,(d) T,/J=2/3e(e) T/J=0.28.

Observamos que a medida que a temperatura aumenta os minimos de energia se tor-
nam, gradativamente, menores (niveis mais estdveis), diminuindo também a intensidade
da ordem magnética (¢q) do sistema. Quando é atingida a temperatura de congelamento
(T,/J) = 2/3 o sistema sofre uma transicao de fase SG-P de segunda ordem, pois o estado
com minimo de energia é desordenado (¢ = 0), o que estd de acordo com a Fig.(3.16).
Este processo de transicao de fase é semelhante ao que acontece com a acao do campo
transverso, como foi visto, anteriormente, no estado estado fundamental.

Na caso da Fig.(3.17.b) escolhemos d = 0.48 e¢ 2/J = 0.0, e que de acordo com
a Fig.(3.16) a transicao de fase se dd na temperatura de congelamento 7,/J ~ 0.229,
sendo uma transicao de primeira ordem. Observamo que ao variar a temperatura nos
valores (a) 7'//J = 0.001, (b) T'/J = 0.1, (¢) T/J = 0.2, a ordem magnética do sistema é
atenuada, até que na temperatura de congelamento (d) 7,/J ~ 0.229 o sistema sofre uma
transicao de fase de primeira ordem, haja visto que o estado com minimo de energia em
T, ¢ um estado triplamente degenerado (dois estado simétricos ¢ # 0 e o estado ¢ = 0).
Portanto, a energia térmica nao foi capaz de desorientar todos os spins que configuram
a ordem magnética, na temperatura de congelamento, e desta forma a ordem do sistema
cai a zero de modo descontinuo, o que caracteriza que o sistema sofreu uma transicao de
primeira ordem. No caso da curva (e) o minimo de energia apresenta apenas o estado

desordenado (¢ = 0).

Na Fig.(3.18) temos os comportamentos da entropia na Fig.(3.18-a) e do parametro
de ordem vidro de spin na Fig.(3.18-b) em funcao da temperatura. Estas curvas foram
obtidas a partir de dois valores para as anisotropias d = 0.4 e d = 0.48 com o campo
transverso 2/J = 0.0. A determinagao destas curvas é importante para reforcar os
argumentos a respeito das transicoes de fase de primeira e segunda ordem apresentadas
na Fig.(3.16).

No figura (3.18-a) temos que a seta indica a temperatura de congelamento 7,/J,
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Figura 3.17: (a) comportamento da energia livre da fase vidro de spin em funcao do
parametro de ordem ¢ para vdrias temperaturas.(a) 7'/J = 0.01, (b) T'/J = 0.2, (c)
T/J=04,()T,/J=2/3¢e(e) T/J=0.8, para o caso em que d =0 e 2 = 0. (b) para
ocaso d =048 e §/J =0, para as temperaturas a) 7//J = 0.001, (b) T'/J = 0.1, (c)
T/J=02,(d) T/J=0.229, (e) T/J = 0.3, usando a DPB.
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para d = 0.48 & observado T,/J ~ 0.229 que corresponde a uma transicdo de primeira
ordem, pois nesta temperatura temos uma descontinuidade da entropia com AS # 0
(logo existe calor latente na transigao de fase que é dado por @, = T'AS), enquanto que
para d = 0.4 temos T,/J ~ 0.452 que corresponde a uma transi¢do de segunda ordem,
pois temos uma transi¢ao de fase com AS = 0. Este comportamento a respeito do tipo de
transigdo (primeira ou segunda ordem) para estes dois pontos de transi¢ao, corresponde
ao observado na Fig.(3.18).

Na figura (3.18-b) temos outro fator que caracteriza os comportamentos das transigoes
de fase de primeira e segunda ordem referente a Fig.(3.16), que ¢ o comportamento do
pardametro de ordem magnética vidro de spin. Podemos observar na curva dada para
d = 0.4, que o parametro de ordem se anula de modo continuo na temperatura de
congelamento T,/J ~ 0.452, o que caracteriza uma transigao de segunda ordem, enquanto
que para d = 0.48 o pardmetro se torna nulo de modo descontinuo na temperatura de
congelamento T,/J ~ 0.229, caracterizando uma transigao de primeira ordem.

Na Fig.(3.19) temos o diagrama de transi¢ao SG-P no plano T' — €2 para diferentes
intensidades de anisotropia d. Nas linhas criticas (d) e (e) sdo observados pontos triticos,
indicando que as linhas de transicoes sao mistas, ou seja, existem transi¢oes de primeira
(linhas descontinuas) e de segunda ordem (linhas continuas). As linhas de primeira ordem
s6 sao observados para intensidades de anisotropia abaixo do valor da anisotropia critica
d. ~ 0.29, observado na Fig.(3.14). Observamos que independente do regime dos valores
das anisotropias positivas d > 0, teremos que a medida que a intensidade do campo
transverso aumenta, a temperatura de congelamento diminui para cada anisotropia que
o sistema magnéticaoapresente, que é um resultado esperado.

No casos das linhas (a) e (b) podemos perceber, novamente, que para d < 0, & medida
que a intensidade dessas anisotropias aumentam ¢é necessdrio mais energia térmica ou
entao maior intensidade do campo transverso para que o sistema sofra a transicao de fase

SG-P, como j4 haviamos argumentado, anteriormente, em relagao a Fig.(3.16).
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Figura 3.18: (a) Comportamento da entropia S em fun ¢ao da temperatura T7'/J para
campo §2/J = 0 e anisotropias D/J = 0.48 e D/J = 0.4, a seta indica a temperatura
de congelamento 7,/J.(b) Comportamento do pardmetro de ordem vidro de spin g em
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(a) D/J=-4.0
(b) D/J=-1.0
(c) D/J3=0.0
(d) D/J=0.3
(e) D/J=0.48

T/

3.0

Q/

Figura 3.19: Comportamento da temperatura de congelamento em fungao do campo
transverso para diferentes intensidades de anisotropia. As linhas continuas e tracejadas
indicam transicoes de segunda e primeira ordem, respectivamente
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D) Caso da anisotropia biaxial assimétrica (D,/J #0 e D,/J =0)

Na Fig.(3.20) mostramos o comportamento da temperatura de congelamento em
fungao da anisotropia D, /J. As linhas de transigoes sao determinadas a partir de vérias
intensidades do campo transverso €2/J, com a condigao de que a anisotropia D, = 0.0 na
aplicacao da DPB. Este tratamento foi feito, a fim de investigar o que este modelo nos
informa, a respeito da influéncia de uma anisotropia transversal uniaxial na criticaliade
da ordem vidro de spin. Os resultados obtidos sao completamente diferentes do caso
simétrico em que D,/J = D, /J, pois como pode-se observar nesta figura, independen-
temente, se D,/J > 0 ou D,/J < 0, a medida que a intensidade da anisotropia D,/J
aumenta a temperatura de congelamento diminui. Isto acontence porque a anisotropia D,
reorienta os momentos magnéticos do sistema na direcao x, porém essa reorientacao pode
ocorrer nos dois sentidos da diregao x, de tal forma que o primeiro momento (¢7) = 0 com
D,/J # 0e Q/J = 0, ndo havendo magnetizagao induzida na diregdo =, porém temos
que o segundo momento < > # 0 para D,/J # 0. Sendo que o segundo momento da

magnetizagao é dado por

TT’E (0F)" exp (—Hy)

2 1
7)) == 3.77
{(@0)) = N Tr exp(—fHy) (8:77)
que apo6s algumas manipulagoes algébricas encontramos
1 <100
¢ (InZ =——P( :
(00 = gz = [ [~ 55P e dedn (379

No estado estado fundamental (" = 0) podemos observar na Fig.(3.20) que as
anisotropias criticas (D, /J). nao sdo simétricas, nos regimes D,/J < 0 e D,/J > 0,
qualquer que seja a intensidade do campo transverso aplicada no sistema magnético.
Essa mundanca nos valores das anisotropias criticas positivas e negativas, sao influenci-
adas pelos minimos de energia que o sistema se encontra no equilibrio termodinamico.

E observado que dependendo se a anisotropia D, /J for positiva ou negativa, a energia
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Figura 3.20: Comportamento da temperatura de congelamento em funcao da anisotropia
transversa D, /J no modelo VH quéntico biaxial com D, = 0 para diversos valores do
campo transverso. Fixando em D, = 0, a temperatura diminui com aumento do campo
transverso.
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livre do sistema assumird comportamento diferentes, como podemos observar nas fig-
uras (3.21) e (3.22). Estes resultados foram obtidas para a condigdo em que o campo
transverso 2/J = 0.0, para que pudesse ser feito uma andlise mais precisa do sistema
anisotrépico sem influéncia de outros agentes fisicos.

No caso quando D, /J > 0 temos o comportamento apresentado na Fig.(3.21), onde
podemos observar que a medida que a anisotropia aumenta de intensidade os minimos de
energia diminuem gradativamente, esses minimos apresentam estados ordenados, porém
essa ordem magnética diminui também com o aumento de D, /J > 0. Contudo, para a
anisotropia critica (D,/J). ~ 1.94 temos que um estado com minimo de energia tripla-
mente degenerado, como pode ser melhor observado na Fig.(3.21b), esta degenerescéncia
do estado com minimo de energia indica que o sistema magnético sofre uma transicao
de fase de primeira ordem. Portanto, com o aumento de intensidade da anisotropia
D, /J > 0 o sistema tende a apresentar estados com minimos de energia, gradativamente,
mais estdveis.

Quando D,/J < 0 temos o comportamento dado na Fig.(3.22), onde podemos ob-
servar que na medida que a intensidade da anisotropia aumenta, os minimos de energia
também aumentam de valor. Sendo que esses minimos tendem para o nivel de ener-
gia f/J = 0, quando a anisotropia for (D,/J). ~ —2.0 que corresponde a anisotropia
critica. A ordem magnética do sistema diminui & medida que a intensidade de D,./J < 0
aumenta, como podemos observar nos minimos de energia. Para a anisotropia critica
(D,/J)c ~ —2.0 o estado com minimo de energia é singleto com ordem magnética nula
(¢ = 0), desta forma o sistema magnético sofre uma transigao de fase de segunda ordem.
Para anisotropias no regime D,/J < 0 o sistema tende a apresentar estados com min-
imos de energia menos estdveis & medida que aumenta a intensidade desta anisotropia.
Perceba que para D,/J < (D,/J). o estado com minimo de energia ¢ desordenado.
Este comportamento para anisotropia negativa é observado para qualquer intensidade do
campo.

Portanto, essas mudancgas bruscas de comportamentos do sistema magnético no estado
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Figura 3.21: (a) Comportamento da energia livre f/J do sistema magnético em fungao
do parametro de ordem ¢, para varias intensidades de anisotropias D, /J positivas e com
) = 0 usando a DPB no estado fundamental. (b) Detalhe em menor escala para a
anisotropia critica D, /J = 1.94, sendo observado um estado triplamente degenerado o
que indica uma transicao de primeira ordem.
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Figura 3.22: Comportamento da energia livre f/J do sistema magnético em fungao do
parametro de ordem ¢, para varias intensidades de anisotropias D, /J negativas, 2 =0 e
D,/J = 0 usando a DPB no estado fundamental.
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fundamental, dependendo do regime de valores da anisotropia D, /.J, é que nos permite
compreender o porqué das anisotropias criticas nao serem simétricas mesmo com campo
transverso nulo. Zhang e colaboradores [35] obtiveram resultados para um sistema fer-
romagnético de spin S = 1 com anisotropia biaxial numa de rede honeycomb, em que as
anisotropias também nao sao simétricas na auséncia de campo transverso, onde foi usado
o formalismo da técnica do operador diferencial na teoria de campo de efetivo. Vérios
trabalhos tém sido propostos sobre modelos magnéticos com anisotropias biaxial, como
os desenvolvidos por Jiang [57,58,59] para um sistema ferromagnético de spin S = 1 e
S = 3/2, Kopec [38] que trata do sistema vidro de spin, Htoutou [54] que trata de um
sistema magnético diluido, Baberschke [55], Usadel [56], que tratam das propriedade de
um sistema vidro de spin anisotrépico.

Infelizmente, em nenhum desses trabalhos sao feitas andlises mais minuciosas para
explicar a razdo do comportamento da nao simetria da anisotropia critica D, /J, no
estado fundamental. Todavia, a partir dos trabalhos desenvolvidos por Blume e Capel
[31,32] para um sistema ferromagnético anisotrépico uniaxial, serviu como motivagao
para explicar esses comportamentos das anisotropias, a partir da andlise dos estados de
minimos de energia do sistema.

Outro fator importante, como podemos observar na Fig.(3.23) referente ao diagrama
de fase em T' = 0 no plano 2/ J—D,./J, de onde observamos que se a intensidade do campo
transverso cresce, a intensidade da anisotropia critica diminui no regime D,/J > 0, o
que é esperado, pois tanto o campo transverso, quanto a anisotropia D, /J destroem a
ordem magnética. Contudo, no regime D, /J < 0 a medida que a intensidade do campo
transverso aumenta, a intensidade (médulo) da anisotropia critica também aumenta.

Este resultado obtido a partir do modelo estudado neste trabalho parece gerar um
paradigma, haja visto que nos sugere que o campo transverso estd criando ordem mag-
nética vidro de spin. Podemos explicar este aparente paradigma, a partir da anélise feita
em torno dos comportamentos dos estados com minimo de energia, referentes ao sistema

magnético na presenca de um campo transverso, como mostra a Fig.(3.8). Observamos
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que a medida que o campo transverso aumenta, os estados com minimo de energia fi-
cam mais estdveis (diminui¢do dos minimo de energia). Enquanto, que a anisotropia
D, /J < 0 proporciona um aumento dos minimos de energia, de tal forma que a transigao
de fase SG-P ocorre com minimo de energia correspondente a f/J = 0 como podemos
observar na Fig.(3.22). Desta forma, na presenga do campo transverso, o sistema mag-
nético precisa de maior anisotropia negativa, para deslocar o minimo de energia até o
nivel f/J =03, onde o sistema vidro de spin sofre a transi¢ao de fase SG-P de segunda
ordem no estado fundamental.

Para (D,/J). > 0 temos uma linha mista tal que a linha continua corresponde a
transicao de segunda ordem, enquanto que a linha descontinua ¢ de transi¢ao de primeira
ordem e o circulo preto ¢ um tricritico PT'C(0.498;0.501). Em detalhe temos este com-
portamento para (D,/J)c < 0, onde podemos observar o aumento da intensidade da
anisotropia critica em funcao do aumento do campo transverso, cuja a razao desse com-

portamento ja foi anteriormente discutido, a linha é toda de segunda ordem.

E) Caso biaxial em que D, #0 e D, # 0

Na Fig.(3.24) temos o comportamento da temperatura de congelamento em funcao da
anisotropia D, /.J, as linhas criticas foram obtidas a partir de vdrios valores da anisotropia
D, /J com campo transverso €2/J = 0 usando a DPB. Os resultados obtidos apresentam
linha de primeira ordem (descontinua) e linha de segunda (continuas), os circulos corre-
spondem aos pontos tricriticos. Quanto a relacao de proporcionalidade entre as grandeza,
os resultados sdo os esperados, haja visto que fixando D, /J, podemos verificar que a
medida que aumenta a intensidade de D,/J, a temperatura de congelamento diminui.
Fixando a temperatura de congelamento 7,, podemos observar que a medida que au-
menta a intensidade de D,/J, a intensidade da anisotropia D,/J deve ser menor para

que o sistema atinja a criticalidade. Zhang [35] obtém resultados semelhante para um

3Para qualquer que seja a intensidade do campo transverso 2/J o sistema sofre uma transicao de
fase SG-P para uma anisotropia critica, que proporciona um estado com minimo de energia singleto
desordenado (¢ = 0) no nivel f/J = 0.
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Figura 3.23: Diagrama de fase do estado fundamental no plano Q/J — D, /J para o
modelo de VH quéntico biaxial com D, = 0 usando a DPB. As linhas continuas e
tracejadas correspondem a transicoes de segunda e primeira ordem, respectivamente. A
figura menor corresponde ao caso em D, /J < 0.
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Figura 3.24: Comportamento da temperatura de congelamento em funcao do anisotropia
transversal D, /J para v arias intensidades de anisotropias D,/J e €2/J = 0 usando a
DPB.

sistema ferromagnético de spin S = 1 com anisotropia biaxial numa rede honeycomb.

No estado fundamental temos o comportamento da anisotropia critica (D, /J). em
funcao da anisotropia D,/J apresentado na Fig.(3.25). Esse comportamento ¢é referente
a Fig.(3.24). Observamos que para (D,/J). > 0 a linha é toda de primeira ordem,
enquanto que para (D,/J). < 0 a linha ¢ toda de segunda ordem. Nao hd nenhuma
surpresa de comportamento na relacao entre as anisotropias D, /J e D,/ J, devido ambas
apresentarem o mesmo comportamento, no que diz respeito aos estados com minimos de
energia em que o sistema magnético se encontra no equilibrio termodindmico.

Os resultados obtidos para o caso da aplicagao da DPG no modelo tomando D, # D,

sao semelhantes aos obtidos na aplicacao da DPB. Desta forma os resultados obtidos
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para DPG nao adicionam nenhum novo comportamento nos diagramas de fase.
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1.5 P \\\\ P

D /J 1.0
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Figura 3.25: Diagrama de fase do estado fundamental no plano D,/J — D,/J para o
modelo VH quéantico biaxial com €2 = 0 usando a DPB. As linhas cont inua e tracejada
correspondem a transi¢ oes de segunda e primeira ordem, respectivamente.
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Capitulo 4

Modelo de Heisenberg quantico

anisotroépico

4.1 Introducao

O estudo de sistemas de spins quanticos frustrados em baixa dimensionalidade tem
sido tema atual de grande interesse. O conceito de frustragao, introduzida inicialmente
por Thoulosse [1], estd associada ao conflito de ordenamento (competicao) de um dado
fon magnético distribuido sobre uma matriz de um dado cristral magnético. Por exemplo,
seja o caso do modelo de Ising numa rede triangular, se a interagao de troca for positiva
(ferromagnética), o estado fundamental (7' = 0) corresponde a todos os sitios apontando
numa unica dire¢ao (para cima ou para baixo), o que representa, termodinamicamente,
a ter uma entropia nula. Por outro lado, para o caso antiferromagnético (interagao de
troca negativa) um dado sitio em 7' = 0, apontado para cima, ndo podera satisfazer
simultaneamente com todos os seus vizinhos um ordenamento dos spins antiparalelo,
pois esta configuracao dos spins nao corresponde ao estado fundamental. Desta forma,
teremos uma infinidade de estados em 7" = 0 que satisfaz o minimo de energia, e con-
sequentemente teremos uma densidade de entropia (s = S/N, N — 00) ndo nula. Este

resultado para a entropia e outras propriedades termodindmicas no modelo de Ising na
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rede triangular tem sido apresentado, de forma exata, por Wannier [2].

Do ponto de vista tedrico, e da mecanica estatistica classica, o fendmeno da frustracao
por si s6 ja representa um fator bastante atraente, levando ao sistema apresentar novos
ordenamentos magnéticos, como, por exemplo, vidro de spin. Outro sistema frustrado,
que serd estudado neste capitulo, é o modelo de Ising com interagoes de primeiro (J) e
segundo (J;) vizinhos. Para este tipo de modelo teremos frustragdo apenas quando Jo
for do tipo antiferromagnética. Este resultado é independente do tipo de acoplamento
Ji (ferromagnético ou antiferromagnético), desde que nao tenhamos campos magnético
externo longitudinal (diregao das componentes de spins) *.

Dependendo do valor do parametro o = J;/Jo (parametro de frustracao), em T =
0 (estado fundamental) teremos dois tipos de ordenamento. Abaixo de um determi-
nado valor critico a, (o < «.), o estado fundamental corresponde ao ordenamento
ferromagnético-F (ou antiferromagnético-AF) cujo os spins estdo orientados paralela-
mente (antiparalelamente) sob toda a rede cristalina. Para a > «. temos um orde-
namento chamado de superantiferromagnético. Na rede quadrada, denotamos a ordem
superantiferromagnética de fase colinear, que corresponde aos spins orientados ferromag-
neticamente numa dada cadeia na diregao vertical (ou horizontal) e interagindo antiferro-
magneticamente, ou seja, o estado colinear é caracterizado pelo orientagao ferromagnética
alternada entre as direcoes de um plano. Na Fig.4.1 temos os esquemas das ordens anti-
ferromagnético e colinear numa rede quadrada.

No caso da rede cubica, o estado SAF é caracterizado pela orientagao ferromagnética
dos spins que compoem cada plano, alternando a orientacao dos spins entre dois planos
consecutivos. Neste caso, o estado SAF ¢ denominado de fase laminar (L), a ilustracao
desta fase é observada na Fig.(4.2), onde podemos observar que nos planos xz uma
alternancia da orientagao ferromagnética dos spins que compoem os planos consecutivos,

enquanto que nos planos xy o comportamento colinear continua sendo observado.

I'No préximo capitulo introduzimos um campo transverso no modelo J; — Jo de Ising e os resultados
das propriedades termodinamica e digramas de fases sdo independentes do sinal de J;.
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Figura 4.1: Ordenamento magnético de um modelo de Ising frustrado numa rede
quadrada. (a) ordem de Néel ou antiferromagnética, (b) ordem colinear.

Comparando a energia do estado fundamental AF (ou F) com energia da fase SAF,
mostramos que existe um valor critico a. = z1/225, onde 27 e z3 sdo as quantidades de
primeiros e segundos vizinhos, respectivamente. Rigorosamente falando, no ponto a = a.
temos uma transicao de fase de primeira ordem e, portanto, este ponto nao corresponde
a um ponto critico. Desta maneira vamos nos referir a este ponto a = a,. como sendo
apenas um ponto de coexisténcia entre as fase AF (ou F) e SAF, ou ainda como um
ponto de transicao.

Em temperatura finita este modelo de Ising frustrado nao apresenta solucao exata.
Para a rede quadrada, o diagrama de fase no plano T — « na regiao o < a, = 1/2
(F ou AF) é bem conhecido. A temperatura critica T.(«) decresce a medida que o
parametro de frustracdo cresce, se anulando em a. = 1/2. Neste regido os expoentes
criticos relacionados ao parametro renormalizado ¢t = [T'— T.(«)] /T. (i.e. £ =~ [t|7%,
m =~ (—t)%, ...) sao iguais ao do modelo de Ising 2d (mesma classe de universalidade).

Por outro lado, para a > 1/2 (fase SAF) os expoentes criticos variam continuamente
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Figura 4.2: Tlustragao do estado fundamental do modelo de Ising frustrado, numa rede
cibica simples, onde temos planos ordenados ferromagneticamente e alternados em di-
recoes opostas da magnetizacao ao longo do eixo y. Este estado é denominado de laminar
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com o aumento do parametro de frustragao, violando assim a hipdtese de universalidade.
Estes resultados tém sido analisados por diversos métodos, como, por exemplo, teoria da
perturbacao [3], expansao em série [4], simulagao de Monte Carlo [5], método da anomalia

coerente (CAM) [6], grupo de renormalizagao [7] e o método do cluster variacional (CVM)

8].

kg T/M,|

Figura 4.3: Comportamento da temperatura critica em fungao do pardmetro de frus-
tracao J/J; para o modelo de Ising com intera ¢des entre primeiros (.J;) e segundos (.J5)
vizinhos numa rede quadrada. A linha continua ¢ obtida pelo método CVM [8], os pontos

triangulares pelo método de Monte Carlo[5] e os pontos circulares pela expansao em série
[4].

Na Fig.(4.3) apresentamos o diagrama de fase no plano 7' — « para o modelo de
Ising frustrado numa rede quadrada obtido pelos métodos CVM [8] e Monte Carlo [5]. O
resultado de CVM indica que na regiao 0.5 < o < 1.144 temos uma transicao de primeira
ordem e para « > 1.144 uma transicao de segunda ordem, onde a conexao entre estas
duas linhas de transigao de fase ¢ denominado de ponto tricritico (o = 1.144). Simulagao

de Monte de Carlo de alta precisdo [12] tem previsto um ponto tricritico no diagrama
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de fase com valor «; inferior ao obtido por CVM. Recentes simulagées de MC [13] tém
mostrado uma transicao de segunda ordem para o = 1, diferente do que foi obtido
com CVM que prevé uma transicao de primeira ordem. Usando o método da anomalia
coerente (CAM) [6], que é muito eficiente na determinacdo de expoentes criticos [14], é
obtida uma transicao de fase entre as fases SAF e P de segunda ordem para todo valor
de a > 1/2.

Apesar de conhecermos razoavelmente as propriedades criticas do modelo de Ising
frustrado (ou modelo de Ising J; — J3) numa rede quadrada, muito pouco se conhece
para o caso de redes tridimensionais. Calculos de campo médio [10] mostraram que este
modelo exibe um rico diagrama de fase, porém a verdadeira dimensao do sistema fica
suprimida pelo tipo de aproximacgao usada, que é exata quando usada para descrever a
fisica deste modelo em dimensao infinita. Assim sendo, campo médio nao é apropriado
para descrever o verdadeiro comportamento qualitativo do diagrama de fase. Usando o
método variacional em aglomerado finito Pelizzola [11], com a inclusao de uma interagao
de quatro spins (J3), o diagrama de fase no T'— « foi obtido para a rede cibica simples.
No caso J3 = 0, que corresponde ao modelo de Ising J; — Jo 3d, foi observado que para
a < a. = 0.25 a transicdo entre as fases F(ou AF) e P ¢ de segunda ordem e para
a > . temos uma transicao de primeira ordem entre as fases laminar e paramagnética.
Foi mostrado, também, que entre as fases F (ou AF) e laminar a transi¢ao de fase é de
primeira ordem. Quando J3 # 0 temos uma transicao mista de primeira e segunda ordem
entre as fases F' (ou AF) e P, com a presenca de um ponto tricritico no diagrama de fase.

Os diagramas de fase no plano 7" — o do modelo de Ising J; — J> em duas e trés
dimensoes nao sao conhecidos exatamente, onde apenas métodos aproximativos tém sido
aplicados para elucidar a criticalidade em 7" # 0. O estado fundamental (7" = 0) ¢é
exatamente conhecido, ou seja, para a < a, temos um ordenamento F(AF), enquanto que
para « > a, temos um ordenamento SAF para as redes quadrada e ciibica simples. Temos
que o valor critico do parametro de frustracao para estas redes é dado por . = z1/225,

que é obtido de modo exato. Assim sendo o estudo do diagrama de fase deste modelo
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de spins frustrados cldssico em T' # 0 representa um tema, ainda, bastante motivante
para ser analisado por outros métodos aproximativos, com o objetivo de desvendar o “
verdadeiro” comportamento qualitativo para este diagrama de fase. Neste capitulo este
serd um dos temas a ser investigado.

A aproximacao de campo médio nao é adequada para o tratamento dos diagramas de
fases de modelos frustrados, haja visto que esta aproximacao desconfigura a dimensao da
rede no tratamento do modelo. Portanto, um método para tratar o modelo J; — J; deve
levar em consideracao na sua metodologia a dimensao topoldgica da rede. Numa primeira
abordagem, estaremos apenas interessados nos aspectos qualitativos dos diagramas de
fases, com isto, usaremo a técnica do operador diferencial desenvolvida por Hommura
e Kaneyoshi [51], e que sera aprimorado nesta tese para aglomerados finitos (andlise
de “finite size scaling”). Esta técnica aliada com algum desacoplamento nas fungoes
de correlacoes, tem sido mostrado para vérios outros sistemas um formalismo bastante
eficiente nas andlises qualitativas dos diagramas de fases e propriedades termodinamicas.

Apés a descoberta dos novos compostos supercondutores de altas temperaturas for-
mados por planos de CuQOsz, por Bednorz e Muller [15], tem estimulado a estudar, do
ponto de vista tedrico, as propriedades termodindmicas e a criticalidade do modelo de
Heisenberg quantico de spin 1/2 em baixa dimensao [16]. Segundo o teorema de Mermin
e Wagner [17], este modelo nao apresenta ordem de longo-alcance em 7' > 0 para redes
bidimensionais, o que significa uma temperatura critica nula (7. = 0)?. A presenga da
anisotropia induz uma ordem magnética no modelo, apresentando assim uma transicao
de fase em T, # 0. Por exemplo, seja A o pardmetro de anisotropia na interacao de troca,
de tal forma que A = 0 e 1, correspondem os limites dos casos Heisenberg isotrépico e
Ising 2d, respectivamente. No limite A — 0T, a temperatura critica T, apresenta um
comportamento assintético do tipo T, ~ A/log(1/A) (onde A é uma constante depen-

dente da aproximagao usada no tratamento do modelo). No caso antiferromagnético, a

2Em temperatura nula (T' = 0), o modelo de Heisenberg 2d apresenta ordem de longo alcance, onde
para o caso ferromagnético temos que m(T = 0) = S (spin), e devido as flutuagdes quénticas o caso
antiferromagnético apresenta o parametro de ordem m(T = 0) < S.

140



temperatura de Néel T ¢ menor que 7., onde tem sido observado um comportamento
reentrante ao redor de A = A., com Ty ~ B/log(1/(A. — A)), quando A — A7 . Estes
resultados para T, e Ty foram previsto recentemente usando diversas métodos de grupo
de renormalizacao [18]. A presenga da ordem antiferromagnética no composto isolante
LayCuQy é atribuida a pequena interagao entre os planos de CuQ,, onde cada fon de
cobre Cu™? tem um spin 1/2, e pode ser descrito teoricamente através do modelo de
Heisenberg quase-2d. Virias propriedades termodindmicas do composto LasCuQO,4 foram
descritas através deste modelo quase-2d [19].

Anderson [20] tem proposto que para pequeno valor do spin, as flutuagées quénticas
no modelo de Heisenberg 2d (rede triangular) pode gerar um novo estado fundamental,
sem ordem de longo-alcance, que ele denominou de spin-liquido (ou resonating valence
bond - RVB). Este estado RVB foi proposto, independentemente, por Kivelson, Rokhsar
e Sethna [21], onde a principal diferenga esta nas formas das ligagoes (dimeros) que sao
neste ultimo caso do tipo de curto alcance. Temos que a auséncia da ordem em 7' = 0
numa rede triangular deve-se sobretudo a existéncia da frustracao, que acrescida das
flutuagbes quanticas pode levar o sistema a um novo estado desordenado (RVB), que é
diferente do paramagnetismo previsto no caso caso do modelo de Ising (cldssico). O
estado RVB é importante na descricao das propriedades dos supercondutores em altas
temperaturas, devido a existéncia de um gap de energia ocasionado por formacao de
estruturas de dimeros e plaquetas correlacionados.

Muitos estudos tém indicado uma ordem magnética (AF) em 7" = 0 para o modelo
de Heisenberg -1/2 numa rede quadrada [16],][22], o que torna relevante estudar o orde-
namento AF nos planos de CuO, nos compostos supercondutores de altas temperaturas.
Foi mostrado que a diferenga de energia entre os estados antiferromagnético (AF) e para-
magnético (P) é muita pequena (aproximadamente 0,2%), portanto, é de grande interesse
testar a estabilidade da ordem AF neste tipo de modelo introduzindo novos parametros
que destroem a ordem magnética, como, por exemplo, dopagem, campo magnético, frus-

tragao, etc. Medidas recentes [24] tém mostrado que o estado RVB é o responsével pelo

141



transporte de carga nos planos de CuO; no composto supercondutor Lay_,Sr,CuQO,4, onde
o ponto critico quantico (PCQ), que separa a fase AF do estado RVB, est4 associado ao
efeito de dopagem.

Chandra e Doucot [25] foram os primeiros pesquisadores a investigar o estado spin-
liquido, onde os spins se comportam com uma onda de spin, no qual usaram como
protétipo o modelo de Heisenberg antiferromagnético frustrado numa rede quadrada,

baseado no seguinte Hamiltoniano:

H=0> Si-8;+hY> 8- Set+hY 5,5, (4.1)
(4,3) (i) (5,4")

sendo que J; e J; sao as interacoes de primeiro e segundo vizinho, respectivamente e os

indices 7 e j denotam os sitios das sub-redes A e B, de acordo com as configuracoes de

ordenagao do sistema de spins mostradas pela Fig.(4.4).

Usando a teoria de ondas de spin convencional (linear), calcularam as flutuacoes
quanticas em T' = 0 dos parametros de ordem das fases antiferromagnética (AF) e colinear
(C), como uma func¢ao do spin S e do parametro de frustragdo dado por a = Jo/Ji.
Observaram que para spin finito (S < co) existe um estado intermedidrio, denotado de
RVB, entre as fases AF e C. No limite clédssico (S — o0) o estado RVB ¢ destruido por
causa da auséncia de flutuacées quénticas , sendo apenas observado uma transicao de
fase entre as fases AF e C para o valor critico a, = 1/2 do parametro de frustracao.

Kohmoto e Friedel [26] obtiveram um diagrama de fase onde a fase spin-liquido aparece
como uma fase intermedidria entre as fases antiferromagnética e a fase supercondutora
no estado fundamental, obtido a partir de um modelo de Heisenberg antiferromagnético
para uma rede quadrada. Neste trabalho foram obtidas duas fases spin liquido (SL1 e
SL2) em baixa e altas temperaturas, sendo que em baixa temperatura a fase spin-liquido
¢é intermedidria entre entre as fases antiferromagnética e supercondutora.

Recentemente, Bergman e colaboradores [27] estudaram o modelo de Heisenberg an-

tiferromagnético frustrado numa rede pyrochlore, que é uma rede tridimensional com
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Figura 4.4: Exemplo de esquema da proposta de ordem spin-liquido dadas pela config-
uragao das subredes A e B. Caso (a) subrede A; caso (b) subrede B e no caso (c) a
configuracao com as redes A e B.

uma estrutura bdsica tetraédrica, como ilustra a Fig.(4.5). Neste trabalho, foi proposto
a existéncia de uma transicao da fase antiferromagnética para o estado spin liquido.

Os compostos 6xidos de vanddio Li; VO(Si,Ge)Oy4 sao candidatos para serem descritos
pelo modelo de Heisenberg de spin 1/2 com interagoes entre primeiros e segundos viz-
inhos (modelo J; — J5) numa rede quadrada [28]. Através de medidas experimentais de
ressonancia magnética nuclear (RMN), Melzi e colaboradores [29] encontraram evidéncia
para o estado ordenado dos spins na fase colinear. Do comportamento da susceptibili-
dade x(7T), a temperatura critica de Curie-Weiss dada por T, = J; + J; foi estimada
em T, ~ (8.2 + 1)K [30]. Combinando esta informacdo com a posi¢do do ponto max-
imo do calor especifico do composto Lia VOSiO4, Melzi e colaboradores [29] estimaram
o parametro de frustracdo em o ~ 1.1. Estes ¢xidos de vanddio sao caracterizados por
apresentar estruturas de camadas contendo fons V4t (3d') com spin localizado de valor
S =1/2. Na Fig.(4.6) apresentamos a estrutura destes ¢xidos, que sdo formados por fons

V4 numa rede quadrada, com a ~ 1.1 e estado fundamental colinear [29]. Célculos de
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Figura 4.5: Esquema de uma rede pyrochlore. Os sitios sao localizados nos vértices dos
tetraedros.
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Figura 4.6: A esquerda temos o diagrama de fase esquematico do modelo J; —.J; para uma
rede quadrada. Na regido 0.35 < a < 0.65 a natureza do estado fundamental (RVB?)
nao é bem estabelecido. A direita temos a estrutura dos compostos de 6xidos de vanadio
projetado ao longo da diregao [001].

estrutura de banda [31] tem estimado para o composto Li;VOSiO4 os seguintes valores
Ji+Jo~95+15ea=Jy/J; ~12.

Usando expansao em série am altas temperaturas [32] para o modelo J; — J; numa
rede quadrada, a susceptibilidade x(7") e o calor especifico C(T') foram calculados. Com-
parando os resultados tedricos com as medidas experimentais do composto Lis VOSiOy,
obtido pela técnica RMN [30], foram estimadas J; = (1.254+0.5)K e J, = (5.95+0.2) K,
ou seja, a =~ 5 que difere significamente do valor o = 12 previsto por cédlculos de teoria de
banda [31]. Apesar das discrepancias dos valores obtidos para o parametro de frustragao
a referentes a estes compostos de 6xido de vanddio, todos indicam que o« > 1, o que
corresponde teoricamente no modelo J; — J5 a fase colinear. Em T = T, temos uma tran-
sicao de fase de segunda ordem entre as fases colinear (fase ordenada) e paramagnética
(desordenada). A andlise de RMN no espectro dos fons “Li e ?Si abaixo de T, mostra
que a ordem é colinear [29] e, portanto, a aplicacdo do campo externo H destréi este
estado ordenado, conforme mostramos na Fig.(4.7). A dependéncia da magnetizagao
de sub-rede em funcao da temperatura e campo nulo é caracterizado por um expoente

critico # ~ 0.236, muito semelhante ao valor obtido por Bramwell e Hodsworth [33] para
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o modelo XY quase-2d, ou seja, podemos tratd-lo numa rede quadrada com uma pequena

anistropia no exchange XY.

104 =

Collinear Phase

H (Tesa)

T (K)

Figura 4.7: Diagrama de fase no plano T'— H para o composto Li; VOSiO,4. A temperatura
critica T, foi estimada da medida susceptibilidade (circulos brancos) ou da relaxag o de
RMN (circulos pretos) [29].

O comportamento da magnetizacao em baixas temperaturas pode ser comparado
com os resultados tedéricos do modelo J; — Js, com uma pequena interagao entre planos
J1. Analisando as medidas experimentais de m(7") em baixas temperaturas estima-
se que 107* < J;/(J1 + Jo) < 1072, Na Fig.(4.8) apresentamos o comportamento da
magnetizagao normalizada com o valor do ponto zero em funcao da temperatura reduzida
para os compostos de 6xido de vanddio [33].

Do ponto de vista teérico, dependedo do valor do pardmetro de frustracao a do
modelo J; — Jo numa rede quadrada, o calor especifico C'(T') em baixas temperaturas
apresenta dois tipos de comportamentos: i) lei de poténcia do tipo C(T) =~ T? nas
regioes ordenadas AF (a < 0.38) e colinear (« 2 0.6); ii) comportamento exponencial do

tipo exp(—A/T) na regiao 0.38 < a < 0.6 (estado supostamente identificado como spin-

3Para uma revisao geral sobre modelos frustrados, recomendamos os artigos do volume 16, N°11 do
periédico Journal of Physics: Condensed Mutter (2004), onde em particular, o estado spin-liquido foi
discutido. Este periddico representa os resultados da conferéncia Highly frustrated magnetism, realizado
em 2003, Grenobre, Franca.
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Figura 4.8: Dependéncia da magnetiza ¢ao normalizada de sub-rede com a temperatura
reduzida T'/T, para os compostos VOMoQ,, Li; VOSiO, e Lis VOGeQOy. A curva continua
mostra o comportamento da magnetizacao para um expoente critico f = 0.235 do modelo
J1 — Jo quase-2d.

liquido ou RVB) [34], onde A é proporcional ao gap de energia entre o estado fundamental
e o primeiro estado excitado. No limite o« — a7, 0 gap vai a zero com uma lei de poténcia
A~ (a— Oqc)e, onde 0 é um expoente dependente do modelo.

No modelo de Heisenberg AF em 1d as propriedades, em baixa temperaturas, apre-
sentam comportamentos distintos quanto ao valor do spin. No caso de spin inteiro temos
um gap no seu espectro de excitagao, enquanto o spin semi-inteiro nao existe gap. Este
resultado ¢ conhecido como conjectura de Haldane [35]. Read e Sachdev [36] tem estu-
dado o modelo de Heisenberg AF em 2d prevendo um estado desordenado dependente
do valor do spin. Moukourni [37] tem estudado recentemente o modelo J; — J; de spin
S =1, onde o estado com gap RVB foi previsto. No limite cléssico (S — o0) o estado
RVB ¢ destruido [25].

Para um sistema tridimensional, em particular para uma rede ciibica simples, Pinettes
e Diep [38] estudaram o modelo de Heisenberg frustrado J; —J» cldssico, usando simulagao
de Monte Carlo. Deste estudo ¢ obtido diagrama de fase apresentado na Fig.(4.9). Neste

diagrama sdo observados transi¢oes de segunda ordem, entre as fases AF e P (Jo/J; <
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Figura 4.9: Diagrama de fase no plano T' — Jy/J;. As regioes I, 11, e IIT correspondem
as fase antiferromagnética (AF), laminar (L) e paramegnética (P). Os pontos vazados
para Jy/J; < 0.25 indicam transi¢do de segunda ordem, enquanto que os pontos pretos
indicam transi¢do de primeira ordem na regiao Jo/J; > 0.25. A linha pontilhadao valor
critico Jy/J; = 0.25 da transigao entre as fases AF e L.

0.25), de primeira ordem na transi¢do L-P (J>/J; > 0.25). O ponto critico na transigao
entre as fases AF e L é observado o ponto critico a = 0.25, que é exato dado por a =
21/225, onde zje z3 sdo as quantidades de primeiros e segundos vizinhos, respectivamente.

Recentemente, Schmidt e colaboradores [39] estudaram a influéncia da frustracao e
flutuacoes quanticas, na ordem magnética do modelo de Heisenberg antiferromagnético
frustrado, no estado fundamental, numa rede ctibica de corpo centrado, usando o método
da diagonalizagao exata (ED). Deste trabalho é obtido o ponto critico o, = Jo/J; =
0.7, sendo que para a > 0.7 é observada uma regiao do estado laminar. Porém, em
nenhuma literatura é feito o tratamento para uma rede ctibica do modelo de Heisenberg
antiferromagnético frustrado. Diante disso é que se propoem o estudo deste modelo neste
capitulo, para uma rede cubica simples, a fim de investigar a termodinamica desse sistema
magnético a partir da determinagao de diagramas de fases.

Vérios trabalhos experimentais desenvolvidos por Coldea [40] e Kenzelmann [41] ref-

erentes a dindmica de spins de baixa energia baseado no material Cs,CuCly, que é um
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Figura 4.10: Diagrama da temperatura critica em fungao da intensidade do campo ex-
terno. E proposto a existéncia do estado spin liquido, a partir dos resultados experimen-
tais para o material CsoCuCly[41].

sistema antiferromagnético, ver Fig.(4.10), tém mostrado a possibilidade da existéncia
da fase spin liquido para este material em duas dimensoes. Estes recentes resultados
experimentais tém motivado varios novos trabalhos.

Como podemos observar existem vérios trabalhos que estudam o modelo de Heisen-
berg antiferromagnético, que propoem a existéncia do estado spin liquido. Neste trabalho
também vamos estudar a criticalidade do modelo de Heisenberg antiferromagnético em
duas e trés dimensoes, contribuindo também para o questionamento da existéncia de um
estado com as caracteristicas do spin-liquido, haja visto que neste trabalho é observado
nos diagramas de fase uma fase intermedidria entre as fases antiferromagnética e superan-
tiferromagnética para uma rede quadrada, a qual propomos que seja a fase spin-liquido.

Porém para o sistema numa rede ciibica nao é observado o estado spin-liquido.
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4.1.1 Técnica do operador diferencial

A aproximacao de campo médio (MFA), nas suas diversas formas (campo molecular,
desigualdade de Bogoliubov, interagao de longo-alcance, Bragg-Williams), é a primeira
e mais simples metodologia utilizada para estudar fenémenos criticos, onde o conceito
de campo molecular foi introduzido inicialmente por Weiss [42] para o ferromagnetismo
e posteriormente por Néel [43] para o antiferromagnetismo. MFA encontra certas in-
consisténcias nas propriedades magnéticas quando comparamos com resultados exper-
imentais, sobretudo por causa do “desprezo” das funcoes de correlacoes presentes no
tratamento de muitos corpos interagentes. Por exemplo, MFA prediz erroneamente uma
transi¢ao de fase para o modelo de Ising 1d (T # 0); obtém expoentes criticos universais®
{=1/2,y=1,6 =3,a = 0,7 =0,v = 1/2} independentes da dimensao-d e simetria
do Hamiltoniano.

Virias outras técnicas tem sido usada para estudar modelos magnéticos, entre essas
podemos citar a Teoria de Campo Efetivo (Effective-Field Theory - EFT). Esta teoria é
baseada em aglomerados finito com N sitios centrais, com uma quantidade de n vizinhos
que indica a topologia da rede e também a dimensao d espacial. Os spins da vizin-
hanca, em relagao aos sftios centrais, apresentam uma orientacao espacial bem definida,
sendo usada uma diregao privilegiada para os spins da vizinhanga (aproximacao axial),
enquanto que as varidveis de spins dos sitios centrais tém a liberdade de usar todas as

suas componentes espaciais.

No ensemble canoénico, a média térmica de uma dada grandeza O é calculada por

Tr [(5 exp(—ﬂ?‘?)]
7 ;

(©0) = (4.2)

onde Z =Tr exp(—ﬂﬁ) é a funcgao de particao, Oéo operador associado ao observavel

O, B =1/kgT (kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta) e Tr{- - - }

4 A medida que a dimensdo espacial cresce, as flutuacoes térmicas decresce e dizemos que para d > 4
as flutuagbes sdo irrelevantes, tornando a solugdo MFA exata.
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é o funcional trago no espaco dos spins associado ao Hamiltoniano H.

Dado o Hamiltoniano H com N spins é sempre possivel separar o sistema em duas
partes: uma representando o aglomerado (cluster) finito 2 com n < N spins, que descreve
as interagoes dentro do aglomerado e sua vizinhanca, e a parte restante )’ que nao possui
spins deste aglomerado. Assim sendo, podemos rescrever o Hamiltoniano H na forma
fatorada

ﬁ = ﬁg + 7/'29/, (4.3)

onde ﬁg representa o Hamiltoniano do aglomerado €2 e ﬁgf representa a parte do Hamil-
toniano restante (£').

Escolhendo uma grandeza que contenha apenas varidveis de spin do aglomerado €2,
ou seja, O(1). Caso Ha e Ho comutem, isto é, [7‘79, 7/'29/] = 0, o trago da Eq.(4.2) pode
ser efutado em dois passos: primeiramente o traco sobre o aglomerado finito Tro e em
seguida sobre os spins da vizinhanca nao pertencentes ao aglomerado 7'rg,,, acompanhado

da fatoracao
exp [-ﬁ(ﬁg + 71\{9/)} = exp |:—ﬁ7/'291| exp [—ﬁﬁ&,} , (4.4)

segundo podemos defeinir o traco Trq = TryTrq, e desta maneira, obtemos o valor
médio a partir da Eq.(4.3) por
Tré exp (—ﬁﬁ’g,> Trq [@(Q) exp (—ﬁﬁg)}

(0(@) = y . (45)

onde separamos os tragos para termo. Multplicando o numerador da Eq.(4.5) por um

fator unidade do tipo

Trexp <—ﬁ7/-(\) B Trexp <—ﬂﬁ>

Tr exp (—ﬁH) N Tre, exp (—67'7’ ,> Trqoexp <—ﬁﬁg>

1
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ficaremos com

R e A

, (4.7)

combinando adequadamente mediante as propriedades de separagao do trago e do Hamil-
toniano, obtemos
1 [Tra[O@)exp (—570)]

N = ETT Trqoexp <—ﬂﬁg>

exp (—ﬁ?—?) ) (4.8)

Comparando a Eq.(4.8) com a defini¢io dada pela Eq.(4.2), teremos que o valor médio

da grandeza O () fica reduzido ao célculo parcial no aglomerado finito, ou seja,

o <Tm [0(52) exp(—Ho)| > o
B Trqoexp (—ﬁﬁg) . .

Podemo ainda generalizar a Eq.(4.9) para obter a fun¢ao de correlacao (A(QY)B(2)),
onde A(€) é uma grandeza que nao contém varidveis de spin do aglomerado 2, que

seguindo os mesmos procedimentos anteriores obtemos

Tr [B(Q) exp(—ﬂﬁﬂ)} > (4.10)

(A()B(Q)) = <A(Q') —
Trqexp (—57‘(9)

A Eq.(4.10) é exata para sistemas cldssicos, pois neste limite as varidveis de spin pre-
sentes no Hamiltoniano comutam. Por outro lado, para modelos quanticos, a Eq.(4.10)
nao ¢ mais exata uma vez que [ﬁg,ﬁg/} # 0. Sa Barreto e Fittipaldi [44] tem apli-
cado de forma aproximada a Eq.(4.10) para estudar as propriedades termodinamicas e a
criticalidade do modelo de Ising -1/2 com campo transverso.

Vamos considerar como protétipo de estudo o modelo de Ising descrito pelo seguinte
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Hamiltoniano:

HN = —JZOiO'j, (411)
(i73)

onde J (J > 0 e J < 0 corresponde aos sistemas ferromagnético e antiferromagnético,
respectivamente) é a interacdo de troca, o; = £1 para um sistema de spins S = 1/2
denota as varidveis de spin e a notacdo (i # j) representa a soma sobre os primeiros
vizinhos (z) numa rede cristalina.

A fim de ilustragao usaremos um aglomerado com um spin (ou aglomerado com um
sitio central), onde da Eq.(4.11) reescrevemos o Hamiltoniano para este aglomerado na

forma

H, = —JaleHg’, (4.12)
r

—

onde & representa o vetor primeiros vizinhos ao redor do spin o;. Para o sistema
ferromagnético, a magnetizagao por spin m = (o) é obtida a partir da Eq.(4.9), usando
O = 04, ou seja,

m=(01) = <tanh KZUH? > , (4.13)

5
sendo que K = [3J.

Esta identidade ficou sendo conhecida como identidade de Callen e Suzuki [45],[46],
onde temos no lado direito uma meédia estatistica de varidveis de spins (vizinhos ao
sitio 01) do argumento da fungao tangente hiperbdlica. A aproximagao de campo mé-
dio (MFA) equivale a reescrever a Eq.(4.13) como uma média no argumento, obtendo
assim uma expressao auto-consistente para a magnetizacao tipo Curie-Weiss. A identi-
dade de Callen-Suzuki foi, primeiramente, usada para se obter fungoes de correlagoes e
temperatura critica do modelo de Ising 2D usando o método da expansao em série de
altas temperaturas. Diversos autores, tais como: Matsudaira [47], Frank e Mitran [48],
Tanaka e Uryt [49], Zhang [50], tém usado a identidade de Callen-Suzuki para se obter
as propriedades criticas do modelo de Ising de spin S = 1/2.

A técnica do operador diferencial (TOD) desenvolvida por Honmura e Kaneyoshi [51],
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tem como ponto de partida o uso a identidade
exp(aD,)F(z) = F(x + a), (4.14)

onde D, = £ ¢ denominado de operador diferencial em relagio a varidvel z e F(z) é
uma funcgao analitica.

Definindo F(z) = tanh(x), a Eq.(4.13) ficara reescrita na forma

m = <Hexp(Kal+?Dx)> F(z)|,_,- (4.15)

s
Usando a identidade de van der Waerdan para a varidvel de spin o, = 41, dado por
e?? = cosh(y) + o;sinh(yp), (4.16)

a Eq.(4.15) ficard

—

6

m = <H [cosh(KDx) +o,,7 sinh(KDw)} > F(z),_,- (4.17)

Vamos desenvolver a Eq.(4.17) para uma rede quadrada (z = 4) e denotemos por
{09, 03, 04, 05} 0s spins vizinhos ao sitio o1, assim sendo ficaremos com a seguinte ex-

pressao para a magnetizacao:

m = <1j [am + aH;ﬁx] > F(x)],—q (4.18)

onde a, = cosh(KD,) e §, = sinh(KD,). Sendo F(x) uma funcdo impar, ou seja,
F(—z) = —F(z), a apliacdo de qualquer operador @par na fungao F'(x) no ponto z =0 o

resultado é nulo, ou seja, @par F(x)|,_o = 0. Desta maneira, a Eq.(4.18) ficara reduzida
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a forma

m = Ay(K) <% (02 +03+U4+U5)> + As(K) <i (020304 +  (419)

090305 + 030405 + 0204075)) ,

sendo

1
A =408, F(x)|,_, = 5(154 + 2t5) (4.20)

1
Az = 4,32 F(2)|,_, = 5(154 — 2ty), (4.21)

onde t, = tanh(nk). Para obter as expressoes de A;(K) e A3(K) usamos a identi-
dade do operador diferencial dado pela Eq.(4.14). Aplicando a propriedade da simetria

translacional, a Eq.(4.19) ficard sendo dada por
m = A;(K)+ As(K)T, (4.22)
onde I' é a fungao de correlacao de trés spins dada por
I' = (00,0 (4.23)

comi#j#1=23,4,5.

A Eq.(4.22) é exata, mas de dificil manipulagao, pois envolve no segundo membro o
célculo da funcao de correlacao, gerando assim um sistema infinito de equacoes acopladas,
de vérias fungoes de correlagoes. Este fato é semelhante ao que acontece no formalismo
da funcdo de Green de Zubarev. Assim sendo, algum tipo de aproximacdo (para o
desacoplamento da fungoes de correlagoes) deve ser usada. A aproximagao mais simples
consiste em desprezar as correlagoes entre os spins (RPA-random phase aproximation),
ou seja,

(0i0j - 01) = (03) (o5) - {o1), (4.24)
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sendo ¢ # j # L.

Usando a aproximagao dada na Eq.(4.24) na Eq.(4.22) ficaremos com seguinte resul-

I1— A(K)
m= 2w (4.25)

A temperatura critica é obtida da Eq.(4.25) fazendo m — 0, resultando na expressao

tado para a magnetizacao:

dada por

da qual encontramos, a partir de um processo numeérico, o seguinte resultado T, = K1 ~
3.09 (=4, MFA) que pode ser comparada com a solucao exata T, = 2.27 .
Para uma rede com niimero de coordenacao arbitrdrio z, podemos aplicar a aproxi-

magao dada pela Eq.(4.24) e obter a equacao de estado dado por
m = o, + mf,]” F(z)|,_,- (4.27)

No limite m — 0, da Eq.(4.27) encontramos 7, resolvendo numericamente a expressao
dada por
Ay =zaZ B, F(x)|,y = 1. (4.28)

Para a rede cibica simples (z = 6) obtemos da Eq.(4.28) a temperatura critica
T. ~ 5.07, que podemos comparar com os resultados de simulagao de Monte Carlo
T, ~ 4.51. Devido o uso da propriedade de cinemética de spin ¢? = 1, na teoria de
campo efetivo em aglomerado com um spin (EFT-1), descrito acima, os resultados quan-
titativos sao superiores aos obtidos por campo médio (MFA). Em particular, o valor
exato T, = 0 para a rede unidimensional (z = 2) obtida pela Eq.(4.28) representa um
grande avanco em relagago MFA. A medida que o nimero de coordenagao z cresce, temos
um aumento gradual no valor de 7., como é esperado fisicamente por tornar os spins
mais correlacionados. No limite z — oo temos que t. = T./z converge para o resultado

de campo médio t. = 1, onde agora em dimensao infinita (2 — oco) MFA representa a
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solugao exata.
Outros tipos de desacoplamentos tém sido aplicados na Eq.(4.23). Por exemplo,
Kaneyoshi e colaboradores [53] propuseram um desacoplamento, em que se leva em con-

sideracao as flutuacgoes dos spins ao redor do spins ¢; na forma dada por

o; = (04) + (o1 — (04)) (4.29)

onde A representa uma reacao (denominada de campo de Onsager) de um spin devido
a presenca dos vizinhos. Usando esta nova aproximacao, Kaneyoshi e colaboradores

obtiveram uma temperatura critica igual a da aproximacao de Bethe-Peierls, ou seja,

T,=—" . (4.30)

Desejando obter melhores valores de 7., mas mantendo a simplicidade de desacopla-
mento da aproximagao RPA, vamos aumentar o tamanho do aglomerado para dois spins,
desta maneira teremos o seguinte Hamiltoniano para o caso Ising

z—1

z—1
Hy = —Joi09 — JUlZUH?l - JUQZU%?Q, (4.31)
Ef D

logo a magnetizacao definifa por m = % (o1 + 09) serd dada por

~ \cosh(C} + Cy) + exp(—2K) cosh(C; + Cy) / '
sendo .
C, = Kzap 5, (P=12). (4.33)
5y
Definindo a funcao
inh
G(7y,29) = Sioh{z, + ) (4.34)

cosh(x1 + z2) + exp(—2K) cosh(xy + z3)’
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generalizamos a propriedade do operador diferencial, ou seja,
exp(a1 Dy, + a2 Dy, )G (21, 22) = G(x1 + a1, 22 + az), (4.35)

onde D, = Z (v =z, 25) é o operador diferencial. Aplicando a Eq.(4.35) na Eq.(4.32)

ficaremos com a seguinte expressao para a magnetizagao:
z—1 z—1
m = <HeXp(KDmlaH?l)HeXp(KDx202+3>2)> G(21,72)|y, 2y - (4.36)
54 5

Uma anélise mais cuidadosa na Eq.(4.36) evidencia logo a presenga de dois tipos

z—1 z—1
de vizinhos, expressos através dos produtérios [[ e []. Dependendo da topologia da
81 be

rede os spins centrais o; e 0o podem admitir vizinhos comuns 2’ desta maneira podemos

expandir a Eq.(4.36) resultando

z—2'—1

z—2'—1
m = < H exp(KDy,0 . ) H exp(KDy,0,, 7 )
51 8y
Hexp [K (Dy, + Dy,) aﬂ> G(21,%2) |4, 4p—o - (4.37)
K

Claramente, a forma explicita de vizinhos, comuns ou nao aos sitios 1 e 2, no aglom-
erado com dois spins centrais assegura a distincao da topologia da rede. Para ilustrar
a topologia da rede no aglomerado com dois spins, na Fig.(4.11) apresentamos a rede
kagomé (z =4 e 2/ = 1), quadrada (z =4 e 2/ = 0), triangular (z = 6 e 2’ = 2) e cibica
simples (z =6 e 2/ = 0).

Usando a identidade de van der Waerden e aproximacao linear na Eq.(4.37) obtemos

a expressao

!

1
(awlxz + mﬁmlxg)z G(l.l? x2)|m1,m2=0 ?

(4.38)

z—z'—

= (a4 ) (g + i)
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(a)

(d)

Figura 4.11: Estrutura topolégica das redes: (a) kagomé, (b) quadrada, (c) triangular e

(d) ctibica simples.
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onde o, = cosh(KD,), B, = sinh(KD,), 05, = cosh(K (D, + D,,)) € B, =
sinh(K (Dy, + Da,)).

No limite m — 0, podemos determinar a temperatura critica a partir da Eq.(4.38),
na teoria de campo efetivo com aglomerado de dois spins (EFT-2), resolvendo numerica-

mente a seguinte expressao:

AV (K,) =1, (4.39)
sendo
AP = 20— = 1)ai s T8, + Yok s el
G(I‘l, ‘r2)|x1,x2:0 . (440)

Da Eq.(4.39) obtemos T, para diversas topologias de redes. Na tabela-4.1 apresenta-
mos os resultados de T, obtido por EFT-1 e EFT-2, que sao comparadas com solucoes
exatas em redes bidimensionais (2d) e simulagdo de Monte Carlo para a rede cibica
simples (3d). Observamos claramente a superioridade de EFT-2, do ponto de vista qual-
itativo, quando a andlise é feita em torno da topologia da rede. Porém os resultados
quantitativos para 7T, nao estao ainda em boa concordiancia com os valores rigorosos
(exatos e simulagdes de Monte Carlo). Uma anélise de finite-size-scaling pode também
ser desenvolvida, mas a convergéncia dos valores é muito lenta em direcao aos resultados
rigorosos, o que a priori, nao justifica o desenvolvimento do presente formalismo para
aglomerado com N > 2.

Anos atrds um eficiente e simples esquema de grupo de renormalizacao no espaco
real, para tratar sistema de spins, foi proposto por Indekeu, Maritan e Stella [54]. Em
constraste com os métodos similares pré-existentes, este “novo” esquema utiliza conceitos
tipicos das teorias cldssicas de transi¢ao de fase (aproximagao de campo médio), contudo
dentro de uma estratégia moderna baseada em procedimento de scaling a luz da teoria de
grupo de renormalizacao. Este esquema assemelha-se, em espirito, ao método do grupo

de renormalizagao Nightingale [55], o qual tem por base a comparagao de sistema fini-
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Rede z 7z EFT-1 EFT-2 Exato/Monte Carlo
Kagomé 4 1 3.089 2.923 2.143
Quadrada 4 0 3.089 3.025 2.269
Triangular 6 2 5.073 4.950 3.641
Ctbica Simples 6 0  5.073 5.039 4.511

Tabela 4.1: Valores da temperaturas critica para vdrias redes em 2d e 3d no modelo de
Ising-1/2 obtidas via teoria de campo efetivo com aglomerados de 1 spin (EFT-1) e 2
spins (EFT-2) . Os resultados EFT sao comparados com a solugao exata (2d) e simulagao
de Monte Carlo (3d).

tos de tamanhos diferentes. Diante de sua conexao com aproximagao cldssica de campo
médio, o método proposto por Indekeu e colaboradores [54] recebeu a denominagao de
grupo de renoramalizagdo de campo médio (MFRG - mean field renormalazation group).
Em particular, além de sua simplicidade, o método MFRG oferece grande vantagem
de fornecer bons resultados para os pardmetros criticos, sem grandes esforcos computa-
cionais. Temos ainda que o método MFRG remove restricoes e limitacoes inerentes as
teorias de campo médio, como, por exemplo: i) prevé o correto comportamento critico de
sistema unidimensionais (7. = 0); ii) obtém valores (nfo cldssicos) fisicamente aceitdveis
para os expoentes criticos.

Por outro lado, como o método MFRG baseia-se na aproximagao de campo médio
usual, onde auto-correlacao e flutuagoes de spins sao desprezados, a estrita criticalidade
do sistema ¢é perdida e a dimensao real do modelo é apenas, parcialmente, incorporada,
através do nimero de coordenagao da rede. Assim sendo o método MFRG quando
aplicadas em redes com mesmo niimero de coordenacao, mas topologias diferentes, revela-
se inadequado. Baseado no esquema de MFRG, mas fazendo uso da aproximacao de
campo efetivo, Fittipaldi [56] propos um novo esquema de grupo de renormalizacdo na
aproximacao de campo efetivo (EFRG - effective-field renormalization group). Como foi
mostrado, anteriormente, o uso da teoria de campo efetivo em aglomerado com dois spins
(EFT-2) ja é capaz de fazer distingdo da topologia da rede.

Na metodologia EFRG, para os spins externos ao aglomerado com NN spins é assumido

ser igual a um campo de quebra de simetria (magnetizagdo de superficie) denotado por
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by. Para exemplificar, vamos considerar aglomerados com N’ =1 e N = 2 spins, cujas

equagoes de estados para o modelo de Ising-1/2 sao dadas, respectivamente, por
my (K" V) = [0}, + V3,]" F(@)l,— (4.41)

e ainda

/

mn(K,b) = (g +08,,) 7" 7 (ay +680,) " (s + VBras)” Gl 2)ly, 0o s

(4.42)
onde K'(K) é o acoplamento com N’ = 1(N = 2) spins. Proximo da temperatura critica
os campos b(b') — 0, sendo assim, as Eqs.(4.41),(4.42) ficardao reescrita até a primeira

ordem em relagao ao campos de simetria, nas formas

mN:(K', b’) = AlN/(K,)b/ (443)

my(K,b) = Ay (K)b. (4.44)

Das Eqs.(4.43),(4.44) obtemos T, usando EFT-1 e EFT-2 fazendo / = mpy/, b =my
e K' = K = K.. Das idéias de grupo de renormalizacdo, as magnetizagoes se escalam na
forma

mN/(K', b/) = ld_Ythl(K, b), (445)

onde | = (N/N’ )1/ 6 o fator de escala. Assumindo que os campos de simetria se escalam
(hip6tese) da mesma forma que a Eq.(4.45), obtemos a equagao de fluxo (relagao entre

K' e K), substituindo as Eqs.(4.43),(4.44) na Eq.4.45,que serd dada por

Observe que a Eq.(4.46) é independente do valor do expoente critico magnético Yj.

Da Eq.(4.46) obtemos a temperatura critica (ponto fixo) fazendo K’ = K = K., desta
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Rede z 7 MERG EFRG Exato/Monte Carlo
Hexagonal 3 0 1.820 1.588 1.519
Kagomé 4 1 2.882 2.083 2.143
Quadrada 4 0 2.882 2.974 2.269
Triangular 6 2 4.926 4.101 3.641
Cibica Simples 6 0  4.926 4.852 4.511

Tabela 4.2: Valores da temperatura critica obtidas por MFRG [54] EFRG [56] para o
modelo de Ising-1/2 em diversas topologias de redes, que sdo comparadas com solugoes
exatas e de Monte Carlo.

forma

A (K. = Ain(KL). (4.47)

O expoente critico térmico é dado por

In [ | o)
— __LdK IKel 4.48
sendo
/ [aAlN(K)]
dK oK |
= . 4.4
e (4.49)

Resolvendo numericamente a Eq.(4.47) para cada topologia de rede (z, z’), obtemos
a temperatura critica T, = K_! através do método do EFRG em aglomerados com
N'"=1e N = 2 spins. Comparando com os resultados de MFRG, e confrontando com os
valores exatos (ou Monte Carlo), é observado que os resultados de EFRG para T, dados
na Tabela-4.2 sao qualitativamente e quantitativamente melhores do que os de MFRG,
revelando a superioridade do método. Quando comparamos com os resultados rigorosos,
a aproximagao EFRG demonstra um excelente performance em comparacao com outros
métodos, principalmente quando se leva em consideragao sua simplicidade.

A partir da Eq.(4.48) encontramos o expoente critico do comprimento de correlagao

v = 1/y; para diversas redes que também sao confrontadas com os valores fornecidos por

163



Rede d z z MERG EFRG Exato/Monte Carlo
Hexagonal 2 3 0 1.43 1.53 1.00
Kagomé 2 4 1 1.67 1.99 1.00
Quadrada 2 4 0 1.67 1.39 1.00
Triangular 2 6 2 2.31 2.66 1.00
Cubica Simples 3 6 0 2.31 1.37 0.63

Tabela 4.3: Valores do expoente critico obtidas por MFRG [54] EFRG [56] para o modelo
de Ising-1/2 em diversas topologias de redes, que sdo comparadas com solugoes exatas e
de Monte Carlo.

MFRG e exatos (ou Monte Carlo). Os valores dados na Tabela-4.3 previstos por EFRG
para v, revelam que a exemplo de MFRG, o método viola a hipétese de universalidade.
Contudo, os valores obtidos para as redes hipercubicas (quadrada e cubica simples; d =
z/2) sao superiores aos resultados de MFRG. Tais resultados sao esperados uma vez
que EFRG tem por base equacoes de estado de campo efetivo, que, para o cdlculo dos
expoentes criticos sao inadequados, quando se deseja uma boa descricao da criticalidade
do sistema. Para contornar essa inconsisténcia, somente um esquema de aglomerados
maiores numa perspectiva de finite size scaling levard a resultados satisfatérios. Por
outro lado, resultados superiores podem ser obtidos, mantendo os aglomerados pequenos,

1/d :
/ , como enfatizado por

pela simples redefini¢ao do fator de escala dado por | = (N/N')
Slotte [57]. No novo fator de escala, o tamanho do aglomerado ¢ medido através do
nimero de interagoes com os spins da vizinhanca do aglomerado. Tal procedimento leva,
surpreendetemente, a excelentes resultados para o expoente critico v. Para aglomerados
com N' =1 e N = 2 spins, Slotte sugeriu o fator de escla | = \/m e com
isto para d = 3 foram obtidos v = 0.66 e v = 0.61 nos formalismo MFRG [57] e EFRG
[56], respectivamente, que estdo em excelente concordancia com os resultados rigorosos
de Monte Carlo do qual é obtido v = 0.63.

A principal dificuldade inerente aos métodos de grupo de renormalizagao no espago
real, estd associada aos critérios de escolha dos aglomerados, de forma a garantir a con-

vergéncia do método. Como regra geral, procura-se escolher a geometria de aglomer-

ados de modo a refletir a simetria da rede em estudo, o que de alguma forma, intro-
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N/N/ MFRG EFRG
2/1 T.=2885 T,=2.794
v =1.67 v=1.39
4/1  T,=2771 T.=2.697
v =145 v=117
4/2 T.=2.704 T,=2.640
v=128 v=1.01

Tabela 4.4: Valores da temeperatura critica e expoente critico obtidas por MFRG [54]
EFRG [56]para o modelo de Ising-1/2 numa rede quadrada usando tamanhos de aglom-
erados diferentes.

duz certo grau de arbitrariedade na escolha. A escolha da geometria dos aglomerados
nao garante a priori a convergéncia do método. Contudo, visando exemplificar a apli-
cacao para aglomerados maiores, bem como exibir um teste de convergéncia, aplicamos
o presente método numa rede quadrada, escolhendo um aglomerado de forma quadrada
contendo quatro spins (N = 4). A generalizagdo do formalismo para este aglomerado
se faz obtendo-se, inicialmente, a expressdo aproximada (EFT-4) para a magnetizagao
m = (3 (014 02+ 03+ 04)) usando a condi¢ao de contorno adequada para o campo
de quebra de simetria b na fase ferromagnética (b; = b V 7). Em primeira ordem no
campo de quebra de simetria b, é obtido o coeficiente linear Ax(K) e aplicando EFRG

em aglomerados com N’ e N (com N > N’) spins, a equacao de fluxo é dada por
An/(K') = An(K). (4.50)

Resolvendo numericamente a Eq.(4.50), a temperatura critica e o expoente critico
v sao obtidos. Na tabela-4.4 apresentamos os resultados de T, e v obtidos por MFRG
[54] para fins de comparagao, sendo que os resultados sdo referentes a rede quadrada.
No esquema EFRG (e também MFRG), os resultados indicam convergéncia na direcao
dos valores exatos. Como esperado para um esquema de grupo de renormalizacao, os
melhores resultados sao obtidos na comparacao de aglomerados maiores, como revelam

os resultados para N/N' = 4/2.
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O desenvolvimento do formalismo EFRG deve-se ao fato de que para o estudo do
modelo de Ising frustrado na rede quadrada, a linha de transicao entre as fases ferromag-
néticas (F) (ou antiferromagnética (AF)) e paramagnética (P) apresenta, espuriamente
uma transicao de fase de primeira ordem, para alto valor do parametro de frustracao
a < 0.5, quando usamos EFT-1 e EFT-2, enquanto que EFRG (na relacaio N/N' = 2/1)
encontra o resultado qualitativamente correto. Uma primeira tentativa de eliminar esta
discrepancia foi adotar o esquema de finite size scaling em aglomerado com N = 4 spins,
o que de certa forma acarretard um considerdvel aumento de tempo computacional no cal-
culo das raizes de T, e também no desenvolvimento da obtengao do coeficiente Ay (K)y—4
obtido da expansao da magnetizacao.

O método EFRG tem sido generalizado por de Sousa e colaboradores [58] para tratar
a criticalidade do modelo de Heisenberg quéntico de spin 1/2 anisotrépico com interagao
F e AF. Os resultados obtidos na rede cibica simples para T, e v usando EFRG sao
satisfatorios, quando comparados com os métodos mais rigorosos (série e Monte Carlo).
Devemos salientar que, EFRG s6 descreve transicao de fase de segunda ordem, isto porque
no seu formalismo é usado o fato de que a magnetizacao vai a zero continuamente, quando
atingimos a temperatura critica. Assim sendo, devido a boa performance do método
EFRG em relagao a MFRG em sistema quanticos, serviu de grande motivagao para usar

o formalismo EFRG no modelo J; — Js, que serd estudado a seguir.

4.2 Modelos J; — J5 numa rede quadrada

Nesta secao iremos estudar diagramas de fases obtidos de modelos que apresentam

Hamiltoniano com o seguinte aspecto:

H=—A> [(1-A) (5787 +SVSY) +575:] + Y 5, - 5; (4.51)
(i:73) (5:74)
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onde J; e Jy sao os termos de interacoes entre os primeiros e segundos vizinhos, respec-
tivamente, numa rede quadrada (z; = z; = 4), para sistemas com spin 1/2. Usaremos
a teoria de campo efetivo em aglomerados finitos (N = 1, 2, e 4). Nossos principais
objetivos serdo: i) analisar o comportamento tricritico do modelo de Ising (A = 1); ii)
investigar a influéncia da anisotropia (A) sobre a fase quantica paramagnética no modelo
de Heisenberg frustrado (diagrama de fase do estado fundamental no plano A — «). Os
resultados a serem discutidos a seguir serao publicados na Physical Review B, tanto o

caso do limite Ising” como o caso Heisenberg [67].

4.2.1 Aglomerado com N =1 sitio central

Vamos representar o spin do sitio deste aglomerado por S7, e dependendo da fase
que analisaremos teremos condigoes de contorno apropriadas. Inicialmente, vamos de-
senvolver os modelos para os estados ferromagnético, superantiferromagnético para este

tamanho de aglomerado.

A) Estado ferromagnético (F)

Para o caso do aglomerado de spin com N = 1 sitio central sé podemos fazer a
andlise do modelo de Ising, haja visto que a magnetizacao da vizinhanga, em torno deste
sitio central, serd tomada em numa unica diregdo (aproximacao axial), sendo que neste
trabalho vamos adotar a direcao z sem perda de generalidade. Desta forma podemos
usar a seguinte relacio Yo - ?C% > 0%S? entre os spins da vizinhanga e o spin do sitio

(2 7

2

central, tal que S? é a componente operadora z do sitio central ?C. Na Fig.(4.12) temos
os esquema de uma rede quadrada para um sistema ferromagnético, onde adotamos por
0; o spin ao redor (1° e 2° vizinhos) do spin central S;. O Hamiltoniano para este
aglomerado ¢ dado por

—BHE = (C, — C,) S, (4.52)

50 diagrama de fase do modelo de Ising com interacdo de primeiro e segundos vizinhos fez parte da
dissertagao de mestrado da estudante Rosana dos Anjos [66].
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Figura 4.12: Configuragoes dos spins no estado fundamental do estado ferrromagnético
numa rede quadrada para aglomerado com N = 1 sitio central.

sendo
4

8
C.=K» 0i e Cy=aK) o (4.53)
1=5

i—1
onde K = f.J;, 6 =1/KgT e a = Jy/J;. O operador de spin de Pauli S? é um operador

diagonalizado dado por

1 0
S =57 = (4.54)
0 -1
sendo que os autovalores sao A\, = —1 e 1. Da mecéanica estatistica temos que a funcao
de particao canonica é dada por
7§ =2cosh(C, — C,). (4.55)

Usando a identidade de Callen dada pela seguinte expressao:

_/Tr{g} Siexp(=fH{)\ _ TrS, exp(—BHY)
0150 = (S )~ ety 0
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fazendo {g} = 1 e observando que a magnetizagdo do sistema é dado por m = (Sy),

ficaremos entao com a magnetizagao sendo dada por

TrS? exp(—BHY)
= 4-
m = (oo o
ou em funcio da funcao de particao Z{
m={2 In(Z{) (4.58)
=33 5 _
e finalmente
m = (tanh(C, — Cy)) (4.59)

onde ¢ = C, — C,,.
Aplicando a técnica do operador diferencial proposto por Honmura e Kaneysohi [51],

ficaremos com a seguinte expressao:
m = (exp(Cy D, + C,D,)) f(2,Y) lzy=0 (4.60)

sendo f(x,y) = tanh(z —y), D, = a% e D, = a%' Tomando a identidade de van der

Waerdan para spin 1/2, isto é:
e??t = cosh(y) + o, sinh(yp), (4.61)

sendo que o; = *+1, ficaremos com

m = <H [cosh(K D,) + o;sinh(K D,)] H [cosh(aK D,) + o; sinh(aKDy)]>

f(l'a y) ‘m,yzO . (462)

Ao desenvolver os produtérios da Eq.(4.62) surgem termos da forma (o;0;), (0,0;04),

(0i0;04,0y), ..., onde os spins o; estdo acoplados, entao é necessério aplicar alguma técnica
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para desacoplar esse sistema. No contexto deste trabalho, vamos usar a aproximacao

linear para desacoplar o sistema, isto é:

(0:0j00w0y) = (04) (05) (Tw) (00) (4.63)

que é um razoavel desacoplamento (tipo RPA usado em teoria de muitos corpos, em
particular no formalismo da fungao de Green). Uma outra aproximagcao diferente, como
a de Zernike [52], usada por Kaneyoshi e Fittipaldi[53] no tratamento do modelo de
Ising ferromagnético, melhora o resultado quantitativo para a temperatura critica em
comparagao com a aproximacao linear, porém, o processo de solu¢ao dos modelos do
ponto de vista de equagoes torna o processo mais trabalhoso, ficando como proposta
de aplicacao em futuros trabalhos nos modelos aqui estudados. Tomando a condicao
de contorno (o;) = m, V i, vamos obter uma expressdo a partir da Eq.(4.62) do tipo
m = f(m,T,a). No contexto deste trabalho, dependo do tamanho do aglomerado de
sitios, poderemos obter expressoes, relativamente grandes do tipo m = f(m, T, «), para
contornar essa dificuldade é que se propéem no apéndice-B um algoritmo para resolver,
computacionalmente, esses modelos, onde é feita a proposta de trabalhar com produtérios
em que as parcelas sejam constituidas de dois estados exponenciais (positiva e negativa).

Portanto, a partir dessas propostas metodoldgicas teremos a seguinte expressao para

Eq.(4.62):

m = [exp(KD,)a + exp(—KD,)b|* [exp(aK D,)a + exp(—aK D,)b]*
f(@,9) ley=0 (4.64)
sendo
I+m 1—-m
a=—5 eb—T. (4.65)

No desenvolvimento da Eq.(4.64) serd obtida uma expressao do tipo
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8
m=Ag+ Am++Asm?+ Asm® + -+ A,m8 = ZApmp. (4.66)

p=0
Para o caso em que o campo longitudinal for nulo, teremos que os coeficientes dos
termos da magnetizacao de expoente par sao nulos, isto acontece devido a simetria da
Eq.(4.66), ou seja, quando é feito a mudanga m — —m os dois membros devem respeitar
essa condi¢ao, o que s6 acontece se os coeficientes de indice par forem nulos. Desta forma

ficaremos com a seguinte expressao compactada:

3
m=> Agypam>*! (4.67)
p=0

Esses coeficientes A, = A,(T, ) sao dados por expressoes muito grande, o que pro-
porciona um grande esforco computacional, como, por exemplo, programas com muitas
linhas acarretando uma demora na compilacao, e que também dificultam na anélise de
certos erros que venham a ser detectados na execucao do programa. Como jé foi men-
cionado acima, no apéndice-B sao apresentadas propostas metodolégicas avangadas para
a implementagao computacional e determinagao desses coeficientes, o que diminui em
muito o esforco computacional. Todos os modelos deste capitulo terao as suas conclusoes
analiticas com expressoes da forma dada pela Eq.(4.67).

A equagao de estado Eq.(4.66) é obtida a partir do processo de minimizagao de uma
energia livre U(m) (i.e. 2 = 0). A importancia de se obter a equagdo da energia
livrte W(m) é para podermos fazer uma andlise mais precisa do tipo de transigdo de
fase existente entre os estados F (ou AF) e paramagnético (P). Através da construgao
de Maxwell da termodinamica (igualdade entre as energias livres das fases envolvidas na
transigao de fase), podemos resolver, simultaneamente, a Eq.(4.66) com a expressao dada
por

Up(m #0) = Up(m = 0). (4.68)

Desta maneira serd obtida a temperatura de transicdo como fungao do parametro
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de frustracdo, ou seja, T.(a). Se a transicao de fase for de segunda ordem (continua),
o parametro de ordem magnética (m) se torna nula quando for atingida a temperatura
critica T.(cr). Por outro lado, caso m # 0 teremos uma transicao de fase de primeira
ordem e o valor obtido m, da solu¢do numérica das Eqgs. (4.66) e (4.68), corresponderd
a descontinuidade da magnetizacao em 7' = T,(«). Segundo os resultados de simulacao
de Monte Carlo, a transicao de fase F-P ¢é de segunda ordem, entao a priori, nao seria
necessdrio obter uma expressao para a energia livre ¥(m), haja visto que da Eq.(4.66)

no limite m — 0 obtemos 7, («) resolvendo, numericamente, a expressao
A (T, o) = 1. (4.69)

Do ponto de vista computacional, resolver apenas uma equacao nao linear, como no
caso da Eq.(4.69), é muito mais simples. Porém, esta metodologia, Eq.(4.69), seria apro-
priada se realmente o formalismo EFT-1 obtivesse a transicao de fase F-P de segunda
ordem. Esta suposicao nao pode ser dada de imediata, isto porque estamos tratando de
um modelo complexo, através de método aproximativo (EFT-1), que poderd a principio
induzir erroneamente uma transicao de fase de primeira ordem. Desta forma, para in-
vestigar a natureza da transicao de fase necessitamos de uma expressao para a energia
livre.

Na técnica do operador diferencial nao tem sido proposto uma expressao de energia
livre, sendo feito apenas a andlise do comportamento tricritico em modelos de spins,
como, por exemplo, o modelo de Blume-Capel [59] e Heisenberg com campo aleatério
[60]. Neste trabalho vamos propor um funcional para a energia livre ¥(m) de tal forma
que a partir da condlgao = 0 seja obtida a equagao de estado Eq.(4.66). Assim sendo,

integrando a Eq.(4.66) encontramos

A
U(m, T, a) = M(T, ) + Xo(T, ) | = Z 2;7_’:12 m+2| (4.70)
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onde \,—1 (7, ) é uma fungdo arbitrédria irrelevante na andlise da transigdo de fase,
A,(T,a) sao os coeficientes ndo nulos. Igualando as energias livres das fases F e P

(construcao de Maxwell), ficaremos com a seguinte expressao:

3

Z@m%’ = 1. (4.71)

p:Op+1

Resolvendo, simultaneamente, as Eqs. (4.66) e (4.71) encontraremos 7, e m para um
dado valor de a.. Na criticalidade se m = 0 teremos uma transigao de fase de 2* ordem,

mas se m # 0 (m = m,) teremos uma transi¢ao de 1* ordem.

B) Sistema superantiferromagnético (SAF)

Na Fig.(4.13) temos o estado fundamental da fase SAF numa rede quadrada, onde
o aglomerado de um sitio central, representado por S; apresenta os spins orientados na
mesma direcao ao longo do eixo x e antiparelelo entre cadeias vizinhas ao longo do eixo
y. Por conveniéncia (sem perda de generalidade) adotamos o spin central S; apontando
para cima (subrede A). Denota-se, também, a fase SAF como sendo um estado colinear
para uma rede quadrada.

O Hamiltoniano nesta fase deve ser decomposto em duas subredes, dado pela seguinte

exXpressao:

2 4 8
i = (S 3o ) s YAt (112
=1 1=3

=5

B

onde o e o8 sdo os spins das subredes A e B no sitio i. Desta forma ficaremos com a

seguinte expressao:

—BHA = (C, — C,) Sy, (4.73)

onde X A .
C,=K (Zaf + Zaf) e Cy = aKZaf. (4.74)
i=1 =3 i=5

Este Hamiltoniano possui a mesma forma para o caso ferromagnético, sé mudando os
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Figura 4.13: Configuragdes dos spins no estado fundamental da fase SAF numa rede
quadrada para aglomerado com N = 1.

termos C, e Cy. A magnetizacao da subrede A serd dada por

TrS? exp(—ﬁHfAF)> _ < 0

ma = (57) = (ot ) = (o m(Z) ) = tanb(C. ~ C,) . (475)

Usando as identidades do operador diferencial e de van der Werden, a Eq.(4.75) ficard

reescrita na forma

2 4
<H (cosh(K D,) + o7 sinh(K D,) H (cosh(K D,) + o7 sinh(K D,))
i=1

=3
8
H (cosh(aK Dy) + o} sinh(aK D) )> Z,Y) |ay=0 - (4.76)
1=5
Aplicando a aproximacao linear e a condi¢ao de contorno my = —mp = m para a

fase SAF (na auséncia de campo magnético axial), teremos a seguinte expressao para a

equacao de estado
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m = lexp(KD,)a+ exp(—KD,)b)’ [exp(K D,)b+ exp(—K D,)a)’
lexp(aK D,)b + exp(—aKDy)a]4 f(x,9) |zy=0 (4.77)

sendo que a e b sdo dados pela Eq.(4.65). Expandindo em série de poténcia de m, a
equacao de estado pode ser compactada ficando semelhante a Eq.(4.67). Os coeficientes
A, sao obtidos via algoritmo desenvolvido no apéndice B.

Assim como foi feito para o estado ferromagnético, propomos o seguinte funcional

Ugar(m) para a energia livre na fase SAF

A2 1
\IISAF<m7 T, Oé) = )‘fAF(Tu Oé) + AgAF(Tv Oé m - ZQP 1_):2 2p+2 ) (478)

onde mais uma vez as fungoes )\S AF(T, a) sdo arbitrarias e irrelevantes na determinacéo da
linha de transicao de fase entre as fase superantiferromagnética (m # 0) e paramagnética
(m = 0). De tal forma que usando a construgao de Maxwell (igualdade das energias livres
das fases SAF e P) obtemos uma expressao semelhante a Eq.(4.71). Devemos salientar
que os coeficientes A, na fase SAF sao distintos na equacao de estado na fase F (ou AF),
apesar de usarmos as mesmas notacoes. Lembrando, ainda, que estes coeficientes sao
demasiadamente grandes para expresséd-los nesta tese.

Outra observagao importante, e que nao ocorrerd quando usarmos aglomerados com
dois ou mais sitios, é que para aglomerado com um tnico spin (qualquer dimensao), o
Hamiltoniano escrito na aproximagao axial apresenta uma simetria tipo Ising, portanto,
na auséncia de campo externo longitudinal os sistemas F e AF apresentam as mesmas

propriedades termodinadmicas e consequentemente mesmo diagrama de fase (i.e. T.(a) =

Tn(a)).
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4.2.2 Aglomerado com N = 2 spins

Para um sistema finito com aglomerado de N > 2 sitios centrais devemos tomar o
cuidado com a presenca de vizinhos comuns as interacoes de primeiro e segunda vinhanga,
quando aplicarmos o formalismo da EFT. Por exemplo, no caso para aglomerado com
N = 2 sitios centrais, como mostra a Fig.(4.14), temos alguns sitios que s@o primeiros
vizinhos ao sitio S;, porém sao segundos vizinhos para sitio Sy(e vice-versa). Desta
maneira, quando aplicamos a técnica do operador diferencial aparecem termos do tipo
o? no desenvolvimento dos produtérios nas expressoes das magnetizagoes dos modelos a
serem estudados, que segundo propriedades da matriz de Pauli corresponde a uma matriz
identidade, i.e., 07 = 1.

Um outro fator importante é que para esta quantidade de sitios centrais pode-se tra-
balhar com o modelo de Heisenberg, devido a interagao entre estes sitios ser levado em
consideracao no Hamiltoniano, desta forma teremos entao que desenvolver o formalismo
para os casos dos estados ferromagnético (F), antiferromagnético (AF) e superantiferro-
magnético (SAF), pois os resultados para os sistemas ferromagnético e antiferromagnético
sdo diferentes para o modelo de Heisenberg. A fim de ilustracdo na Fig.(4.14) apresen-
tamos o aglomerado com com dois spins para o estado fundamental SAF numa rede
quadrada. Outros estados F e AF sao obtidos apenas com a inversao apropriada dos
spins nas suas respectivas condicoes de contorno, e omitiremos as suas ilustracoes por

achar desnecessdrio.

A) Estado ferromagnético

Tomando como referéncia a Fig.(4.14) e orientando todos os spins para cima, teremos

o seguinte Hamiltoniano para um sistema ferromagnético:

—BHLY = K[(1 - A) (S7S% + SYSY) + SiS5) + C1S7 + O,S%, (4.79)
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Figura 4.14: Configuragao dos spins da fase SAF no estado fundamental para um aglom-
erado com N = 2 sitios centrais numa rede quadrada.

sendo

Cp = Cpg—Chy, n=1,2 (4.80)
3

Olm = KZO'Z', Oly:OéK Z i, (481)
i=1 1=4,5,7,8
6

0233 = KZO'Z', ng =ak Z g;. (482)
1=4 1=2,3,9,10

Escrevendo o operador SHZ na base onde S7 e S sao diagonais, i.e.,
base = {|m17m2> ) |++> ) |+_> ’ |_+> ’ |__>}7
e diagonalizando a matriz (4 x 4) encontraremos a fungao de partigao, que é dada por.

Zy = 2[exp(K) cosh (Cy + Cy) + exp(—K) cosh ()] (4.83)

177



sendo

I = \/(01 — Cy)? +4K2(1 - A (4.84)

Usando a identidade de Callen dada pela Eq.(4.56), definindo m = (S§) e usando a
identidade para o traco parcial neste aglomerado finito com dois spins, ficaremos com o

seguinte resultado:

m = (87) = <T7”Sf exp(— Ty )> _ <i 1n(zf)> , (4.85)

Trexp(—FHLY) oC,

ou seja,

B <sinh (C1 + Cy) + exp(—2K) sinh (I') @ > (4.86)

cosh (Cy + Cs) + exp(—2K) cosh (T")

Generalizando a técnica do operador diferencial para quatro dimensoes, ou seja,
- = — - =
exp(a - D)F(7)=F(7T +7a), (4.87)

—_
onde 7 = (21,1, %2,%2), @ = (a1,a2,a3,a4) € D = (D,,, Dy, Dy,,D,,) (com D, =

0/0x,)°. Desta forma reescrevemos a Eq.(4.86) na forma

m = <exp

6Devido a necessidade de organizacio dos termos sdo usadas as notacdes x e y que sio relacionados
a primeira e segunda interagao dos spins, respectivamente. Enquanto, que os indices 1 e 2 sdo referentes
ao primeiro e segundo sftio central, respectivamente.

2
chann + CynDyn] > f(7>> |7>:0 . (488)

n=1
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Desenvolvendo o somatério acima aplicando a identidade de var de Waerden ficaremos

m = <H [eXp(KDm)ai+6Xp(—KDw1)Bi] H lexp(aK D, )a;+

i=1 i=4,5,7,8

6
exp(—aK D,, )/Z;Z} H [exp(KDm)a,- + exp(—KDxZ)/l;i}

i=4
[I [exo(@KDy.)ai +exp(—ak Dy)bi| > F7) o (4.89)
i=2,3,9,10
sendo
£(7) = sinh (ry + 72) 4+ exp(—2K) sinh (T') (ry — r2)/T (4.90)
cosh (r; + 73) + exp(—2K) cosh (I")
onde
"m =1 — U € Ty = T2 — Yo, (491)
e
e 1 —+ g; ~ 1-— g;
= b = : 4.92
a 5 e 5 (4.92)

sendo que agora I' é dado por

I = \/ (ry —r9)* + 4K2 (1 — A)?. (4.93)

Observe que os sitios ¢ = 2, 3,4, 5 se repetem nos produtérios, desta forma devemos,
primeiramente, aplicar a propriedade 0? = 1 dos spins na Eq.(4.89) nas parcelas dos
produtdrios que contenham os sitios citados. E oportuno mencionarmos que ao desen-
volvermos os produtos entre as diversas parcelas que contenham os mesmos sitios, a idéia

dos dois estados exponenciais continuam sendo respeitada, alids de um modo geral é facil
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verificar que:

A = f[ (eXp p;)a; + exp(— soj)@)

7j=1
= exp (Zg0j> a; + exp (—Zgoj) b;
j=1 j=1
= H exp (gpj) a; + H exp (—90]-) Bi, (4.94)
j=1 j=1

Aplicando o processo dado pela Eq.(4.94), a Eq.(4.89) ficard reescrita da seguinte

forma

8
[exp(KDml)al + exp(—KD,,)b } H [exp aK D, )a; + exp(—aK D, )/b\z}

=7

—

10
[exp(K D,,)as + exp(—K D,, bﬁ} [exp (aKDy,)a; + exp(—aKD,, )E}

=9

3
H [exp(KDml) exp(aK Dy, )a; + exp(—KD,, ) exp(—aK D,, )/b\l}

5
H [eXp(Ksz) exp(aK Dy, )a; + exp(—K D,,) exp(—aK D,, )/l;,} >

:(7’) [#=0 » (4.95)

Aplicando a aproximagao linear (RPA) e a condigao de contorno na fase ferromagnética

(0;) = m, ficaremos

m

= [exp(K Dy, )a + exp(—K D,,)b] [exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b]*

(KD,,)

[exp(K Dy, )a + exp(—K D,,)b] [exp(aK Dy, )a; + exp(—aK Dy, )b’
( )exp(aK Dy, )a + exp(—K D,,) exp(—aK D,,)b]”
(KDs,)

KD,,)exp(aK Dy, )a+ exp(— K D,,) exp(—aK D,, )b]*

F(7) l7=0 (4.96)
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onde a e b sdo dados pela Eq.(4.65). Mais uma vez na auséncia de campo magnético
longitudinal, a expansao da equacao de estado s6 terd termos de poténcias impares do

parametro de ordem (m), ou seja,

4
_ 2p+1
m = E Agpiam™PT, (4.97)
p=0
onde adotamos a mesma nomenclatura para os coeficientes da expansao das usadas ante-
riormente, mas para caso analisado esses coeficientes sao diferentes. Um funcional, para

a energia livre U (m) semelhante aos casos anteriores é também obtida

B) Estado antiferromagnético

Tomando como referéncia a Fig.(4.14) invertendo as orientacoes dos spins: oy, 04, 05,
o7, 0g, € S1, teremos o aglomerado com dois spins na fase antiferromagnética numa rede
quadrada. Nesta fase iremos substituir K por —K no Hamiltoniano de Heisenberg, que

para este aglomerado finito com dois spins e duas subredes A e B serd dado por

—BHy" = —K [(1— A) (7S5 + SY53) + S755] + C1.S} + G255, (4.98)
sendo
Cp = —Cpp—Cry, n=1,2 (4.99)
3
Ci. = K» o, Ciy=aK Y o}, (4.100)
i=1 i=4,5,7,8
6
Cop = KY o, Cyy=aK Y ol (4.101)
i=4 i=2,3,9,10

Semelhante ao processo de diagonalizagao feito para o sistema ferromagnético, apenas
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fazendo a troca K — —K, a magnetizagao da subrede A m4 = (S7) serd dada por

. <sinh (Cy + Cy) + exp(2K) sinh (I") {4222 > £102)

cosh (C; + Cy) + exp(2K) cosh (T')

Aplicando a técnica do operador diferencial e a identidade de Waerden para spin com

dois estados, a Eq.(4.102) ficard

3
ms = <H <exp(KDw1 yarl + exp(—Kle)bf> H (exp(aK D, )ai* +
i=1 i=4,5,7,8
—~ 6 —~
exp(—aK Dy, )b [ [(exp(K Dy, )a! + exp(—K Dy, )b!)
i=4

(exp<aKDy2)a§ + exp(—aKD,, )’b‘?) > 9(7) |0 (4.103)

i=2,3,9,10

sendo

o(7) = sinh (r; + 72) + exp(2K) sinh (T") (”—;T?‘), (4.104)
cosh (ry + 13) + exp(2K) cosh (I')

temos que agora r; e ro sao dados por

rL=—I — Y1 e To = —Iy — Yo, (4.105)
e
1+ o0 -~ 1— o
att = +TU R (4.106)

Aplicando a propriedade o2 = 1 para os sitios o; = 2,3,4 e 5 no desenvolvimento dos
produtdrios, e posteriormente usando a aproximacao linear e a condi¢ao de contorno AF

(na auséncia de campo longitudinal) my = —mp = m teremos a seguinte equagao de
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estado para a fase AF:

ma = [exp(K Dy, )b+ exp(—K Dy, )a] [exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b]>
a + exp(—K Dy, )b] [exp(aK Dy,)b + exp(—aK D,,)a)’

exp(aK Dy, )b+ exp(— K D,, ) exp(—aK D,,)a)’

)
”
o
>
S
S~— S~— S~— S~—

exp(aK Dy, )a + exp(— K Dy,,) exp(—aK D,, )b’
9(7) ¥ =0 (4.107)

sendo que a e b sdo dados pela Eq.(4.65). Expandindo em série de poténcia em relagao
a m a Eq.(4.107) obtemos uma expressao semelhante dada pela Eq.(4.97) do caso F,
com a diferenga apenas nas expressoes dos coeficientes A,. A energia livre para a fase
AF U, p(m) é semelhante a forma da energia livre determinadas para outros caso ja
visto, sendo que essa expressao da energia livre serd importante para analisar o tipo de

transicao nos diagramas de fases.

C) Estado superantiferromagnético

Apesar da fase SAF bidimensional apresentar o mesmo aspecto colinear, como mostra
a Fig.(4.14), independentemente, se a fase SAF ¢ originado de um sistema ferromagnético
ou antiferromagnético, todavia os resultados para o modelo de Heisenberg sao diferentes e
portanto dependem do sistema origindrio. Desta forma vamos utilizar dois Hamiltonianos

para a fase SAF de acordo com a Fig.(4.14) e dado pela seguinte expressao:

—BHIAT = +£K[(1—A)(STS? 4+ 5YSY) + 5757 +

3
(iK (of + Zaf) Cok Y af> 5+

i=2 i=4,5,7,8
5

(iK <ag‘ + Zﬁ) —aK Y~ a?> Sz, (4.108)
i=4 i=2,3,9,10

ou de forma compacta
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—BHEAT = £K[(1 — A) (575% + SYSY) + S757) + C1.57 + (5.3, (4.109)

sendo

Cp = +Cpy—Chy, n=1,2 (4.110)
3

C. = K (a{‘+zaf> , Cy=aK Y of, (4.111)
i=2 i=4,5,7,8
5

Cow = K <o—g‘+zo—i3>, Cy=aK Y  of. (4.112)
i=4 i=2,3,9,10

onde os sinais (+) e () correspondem as interagoes do tipo ferromagnético e anti-
ferromagnético, respectivamente, entre os primeiros vizinhos. Aplicando a técnica do

operador diferencial obtemos que

3
my = <[exp(KDml)?i’14+eXp —~KD,, bA} I [exp(KD.,)a
=2

exp(—KD,, )Bf] H [exp(aKDy1 )ay + exp(—aK D, )/b\ﬂ
i=4,5,7,8

5
H [exp(KDm2 Ya? + exp(—K D,, )/b\f] lexp(K D,, Yag+

i=4

exp(—KD,, )Bg?} H [exp(aKDy2 )a? + exp(—aK D, )Bﬂ >
i=2,3,9,10

Fe(7) |20 (4.113)

~ AB _;AB
sendo que nesta expressao os termos a; " e b;

sao dados pela Eq.(4.106) e ainda temos
funcdo f.(7) = f(7) e f_(7T) = g(7). Portanto, r; e 7y, dependendo do caso, sdo
dados por

=4z — e ro=Ex9— Yo (4.114)

Aplicando a propriedade o? = 1, a aproximacao linear e a condicao de contorno

(3
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my = —mp = m, ficaremos

= [exp(KD,,)a + exp(—KD,,)b| [exp(aK D,, )b+ exp(—aKDyl)a]2

)
lexp(K Dy, )a + exp(—K D,, )b] [exp(aK Dy, )b + eXp(—aKDyz)oa]2
lexp(K Dy, ) exp(aK Dy, )b+ exp(—KD,, ) exp(—OzKDyz)a]2

)

lexp(K D,, ) exp(aK Dy, )b+ exp(—KD,,) exp(—aKDyl)a]2

Fe(7) |3= (4.115)

onde a e b sao dados pela Eq.(4.65). Expandindo em série de poténcia a Eq.(4.115)
obtemos uma equacao auto-consistente para a magnetizacao, semelhante a Eq.(4.97) em
funcao dos coeficientes A, obtidos para este caso. Temos ainda que a energia livre para
a fase SAF Wgap(m) é semelhante a forma da energia livre determinadas para outros

Ccaso.

4.2.3 Aglomerado com N = 4 sitios centrais

Apesar de nao ter sido discutido os reultados numéricos, adiantamos que o uso de
EFT-1 e EFT-2 encontram espuriamente transicao de primeira ordem entre as fases
F(AF) e P. Na tentativa de eliminar essa discrepancia iremos fazer a seguir uma anélise

alternativa para o caso do modelo de Ising em aglomerado com N = 4 spins (EFT-4).

A) Estado ferromagnético

Tomando como referéncia a Fig.(4.15) e tomando o arranjo, em que todos os spins
estao orientandos no mesmo sentido, teremos a configuracao do estado fundamental do

ferromagnético. Desta forma, o Hamiltoniano para este estado no caso do modelo de
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Figura 4.15: Configuracao para os spins da fase colinear (SAF) numa rede quadrada para
um aglomerado com N = 4 sitios centrais.
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Ising é dado pela seguinte expressao:

—BHY = K (S7S;+ S55; + S;S; + S;S7) — Ka(S;S; + S557) +

C1.S% + CuS5 + C355 + C4S; (4.116)
sendo
Cp = Cpo—Chyy n=12314 (4.117)
2
Clx = KZO'Z', Cly =ak Z g;, (4118)
i=1 1=3,8,9
4
ng = KZO’Z', ng = akK Z g; (4119)
=3 1=2,5,10
6
ng = KZO'Z', ng =akK Z ag; (4120)
=5 1=4,7,11
8 9
C4£ = KZO'Z', C4y =ak Z g;. (4121)
=7 1=1,6,12

Temos oito sitios o; (i = 2,3,4,5,6,7,8,9), que sdo primeiros e segundos vizinhos
em relacao aos sitios centrais Sy, S3, S3 e Sy, sendo necessdrio aplicar a propriedade da
cinemética de spins (02 = 1) nesses sitios. Tomando da magnetizagao dada por m = (S7)
e ainda aplicando a técnica do operador diferencial e a propriedade, conforme discutimos

anteriormente para aglomerados com N=1, 2 spins, obtemos a seguinte expressao para a
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magnetizagao:

m

< [exp(KDxl) exp(aK Dy, )a; + exp(—KD,,) exp(—aKDy4)Zl}

exp(K Dy, ) exp(aDy,)as + exp(—K D, ) exp(—aK D,, )32]

exp(K D,,) exp(aK D, )as + exp(—K D,, ) exp(—aK D,, )Ag
exp(K Dy, ) exp(aK Dy, )as + exp(—K D,,) exp(—aK D,, )A
exp(K D,,) exp(aK Dy, )as + exp(—K D,,) exp(—aK D,, )b
exp(K D,,) exp(aK D, )as + exp(—K D,,) exp(—aK D,, )bg
exp(KD,,) exp(aK Dy, )a; + exp(—K D,, ) exp(—aK D,, )A
exp(K D,,) exp(aK Dy, )as + exp(—K D,, ) exp(—aK D,, )Ag

-exp(ozKDyl )ag + exp(—aK D, )/b\g]

[exp(OzKDy3 a1 + exp(—aK D, )311

h(?) ‘7:0 )

onde 7 = (z1,y1, T2, Y2, T3, Y3, T, Ya), G € b; dados pela Eq.(4.92). A funcdo h(7)

exp(aK Dy, )aio + exp(—aK D,, )/b\lo}

[
} [exp(aKDm )Ja12 + exp(—aK D,, )/b\u] >

(4.122)

—
r

¢ determinada facilmente para o caso Ising, pois o Hamiltoniano para este caso ja é

diagonalizado, ou seja,

sendo

Fy =

(4.123)

exp(4K — 2K a)sinh(ry + 7o +r3 +r4) + exp(2K )

[sinh(ry +re — 13 — ry) +sinh(ry —ro — 73+ 14)] +

sinh(ry + 79 + 73 — r4) + sinh(ry +re — r3 +1r4) +

sinh(ry — rg + 73 + r4) — sinh(—r; +ro +r3 +r4) +

exp(—4K — 2K a)sinh(ry — ry +r3 — ry),
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Fp = exp(4K —2Ka)cosh(ry + 1y + 13+ 14) + exp(2Ka)
[cosh(ry 4+ 1y — 13 — 14) + cosh(ry —ry — 75 +14)] +
cosh(ry +re +1r3 —ry) + cosh(ry +ro —r3 +14) +
cosh(ry — 7o + 13+ 1y4) + cosh(—ry + 1o+ 15 +714) +
exp(—4K — 2K a) cosh(ry —rg + 13 — 1), (4.125)

onder; =x; —y;, 1t=1,2,3¢ed4.

Usando a aproximacao de Zernike, a magnetizagao ficara reescrita na forma

= lexp(KD,,)exp(aKD,,)a+ exp(—KD,,) exp(—aKD,,)b]
lexp(K D,, ) exp(aDy,)a + exp(—K D, ) exp(—aK D, )b
lexp(K Dy, ) exp(aK Dy, )a + exp(—K D,,) exp(—aK D, )b|
lexp(K D,,) exp(aK Dy, )a + exp(—KD,,) exp(—aK D,,)b]
lexp(K D,,) exp(aK Dy,)a + exp(—K D,,) exp(—aK D, )b
lexp(K D,,) exp(aK Dy,)a + exp(—K D,,) exp(—aK D, )b
lexp(K D,,) exp(aK Dy, )a + exp(—K D,, ) exp(—aK D, )b
lexp(K D,,) exp(aK Dy, )a + exp(—KD,,) exp(—aK D,,)b]
lexp(aK Dy, )a + exp(—aK D, )b] [exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b]
lexp(aK Dy,)a + exp(—aK D,,)b] [exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b]
h(7T) |50 , (4.126)

onde os termos a e b sao iguais os da Eq.(4.65). Expandindo em série de poténcia de m,
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a equacao de estado Eq.(4.126) assume a seguinte forma:
5
m = ZA2P+1m2P+1, (4.127)
p=0
onde os coeficientes sao dados por expressoes bastantes grandes, determinados a partir
da metodologia proposta no apéndice B desta tese.
B) Estado superantiferromagnético

Na Fig.(4.15) temos estado fundamental superantiferromagnético, o Hamiltoniano

para este estado SAF ¢é dado pela seguinte expressao:

—BHIAY = K (S7S:+ S;S:+ S:2Si 4 S:S7) — Ka (S7S% + SiS7%)

C1ST + 0385 + C355 + C4Sy (4.128)
sendo

Cn = Cnp—Cyy, n=1,234 (4.129)

Ci. = K (0‘14 +07), Ciy=aK Z of, (4.130)
=3,8,9

Cor = K (o) +0Y), Cyy=aK Z o? (4.131)
=2,5,10

Cyw = K (0§ +00), C3y=0aK Z o (4.132)
i=4,7,11

9

Ciw = K(of+0f), Cly=aK ) ol (4.133)

i=1,6,12

Aplicando a técnica do operador diferencial e a cinemdtica dos spins para os sitios

1=12,3,4,5,6,7,8, 9 ficaremos com a seguinte expressao para a magnetizagao da subrede

A (ma = (51)):
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msg = < [exp(KDxl) exp(aK Dy, )a; + exp(—KD,,) eXp(—aKDy4)Bf]
-exp(KDml) exp(aD,,)al + exp(— KDml)exp(—aKDyZ)gﬂ

(
_exp(KDxZ) exp(aK Dy, )ay + exp(—K Dy,) exp(—aK D, )/533}
:exp(KDm) exp(aK Dy, )a; + exp(—KD,,) exp(—aK D,, )/b\f]
:exp(KDm) exp(aK D,,)as + exp(—K D,,) exp(—aK D, )/553}
:exp(KDms) exp(aK Dy, )ag + exp(—K D,,) exp(—aKD,, )/b\é]
[exp(K D,,) exp(aK Dy, )a; + exp(—K D,,) exp(—aK Dy, )bs]
_exp(KDM) exp(aK D,,)ay + exp(—KD,,) exp(—aKD,, )Z)\f}
[exp(ak D, Ja? + eXp(—aKDyl)bﬂ [exp(aKDyz)alo +exp(—aK D, )Bfg]

exp(@ Dy )it + exp(—ak Dy, )b | [exp(alk Dy, ity + exp(—ak Dy, )b )
A7) o (4.134)

onde " e Bf’B sao dados pela Eq.(4.106). Aplicando a aproximacao de Zernike e tam-

bém a condigdo de contorno my = —mp = m (védlida para campo longitudinal nulo)

ficaremos com o seguinte resultado
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= [exp(K Dy, )exp(aK Dy, )a+ exp(—KD,,) exp(—aKD,,)b|
lexp(K Dy, ) exp(aDy, )b+ exp(—K D, ) exp(—aK D, )a]

lexp(K D,, ) exp(aK Dy, )b+ exp(—KD,,) exp(—aK D, )al

lexp(K D,,) exp(aK Dy,)a + exp(—K D,,) exp(—aK D, )b

lexp(K D,,) exp(aK Dy,)b+ exp(—K D,,) exp(—aK D, )a]

lexp(K D,,) exp(aK Dy,)a + exp(—K D, ) exp(—aK D, )b|

lexp(K D,,) exp(aK Dy, )a + exp(—KD,, ) exp(—aK D,,)b]

lexp(K D,,) exp(aK Dy, )b+ exp(—K D,, ) exp(—aK Dy, )a]
lexp(aK Dy, )b+ exp(—aK D, )a] [exp(aK Dy, )b + exp(—aK D,,)d]

[(exp(aK Dyy)a + exp(—aK D,y,)b)] [exp(aK D, )a + exp(—aK D, )b
(7)) |50 (4.135)

onde os termos a e b sao dados pela Eq.(4.65). Ao expandir a Eq.(4.135) em poténcia de
m obtemos uma expressao auto-consistente para a magnetizagao desta fase, semelhante
a expressao dada na Eq.(4.127). Para este tamanho de aglomerado podemos usar a
expressao da energia dada pela Eq.(4.70), tanto para a fase F, quanto para a fase SAF,

onde os coeficientes A, sao caracteristicos para cada fase.

4.3 Modelos J; — J, anisotrépico numa rede ciibica
simples

Como discutimos na introducao, a topologia da rede é uma propriedade marcante nas
grandezas termodindmicas de modelos de spins frustrados, o que de certa forma induz
transicao de primeira ordem entre as fases laminar e paramagnética para todos os valores

de a@ > ay.. Por exemplo, no caso do modelo de Heisenberg (J; — J3) muito pouco se
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conhece a respeito do diagrama de fase deste sistema, portanto, € um tema que motiva

aplicar o formalismo desenvolvido, anteriormente, para a rede quadrada.

4.3.1 Aglomerado com N=1 sitio central

Nesta se¢ao ¢ usada somente uma figura como referéncia para os modelos das fases
ferromagnética e superantiferromagnética. Essa figura ilustra o comportamento da fase
SAF no estado fundamental, porém com a reorientacao de alguns spins podemos obter a

configuracao de spins que caracteriza a ordem ferromagnética.

A) Estado superantiferromagnético

No caso tridimensional, o sistema SAF apresenta uma caracteristica bem interessante,
como mostra a Fig.(4.16), onde nos planos xy e xz temos o comportamento de um sistema
SAF em duas dimensoes (ordem colinear), enquanto que nos planos yz temos uma ordem
do tipo ferromagnética. Estes fatores caracterizam um sistema SAF em trés dimensoes,
por isso que este sistema é também denominado de fase laminar, pois a ordem do sistema
se apresentam nos planos. Esta ordenacao dos spins do estado SAF acontece por uma
questao de energia de interagao, ou seja, a quantidade de energia de interagao entre o
sitio central e os primeiros e segundos vizinhos proporciona esta configuracao mais estdvel
para o sistema de spins.

O Hamiltoniano para o estado SAF tridimensional é dado pela seguinte expressao:
—BHIAT = (C, — C,) S, (4.136)

sendo

C, = K(ia?+§:a;‘> e (4.137)

i=1 =3
=1

10 18
C, = ok (Za;‘ + Zﬁ) : (4.138)
=7

=11
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Figura 4.16: Configuragoes dos spins no estado fundamental da fase superantiferromag-
nético numa rede cibica simples para aglomerado com N = 1 sitio central.
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Realizando os mesmos procedimentos realizados para o caso SAF numa rede quadrada,
vamos obter o seguinte resultado para a magnetizacao da subrede A usando a condigao

de contorno m4 = —mp = m:

m = lexp(KD,)b+ exp(—KD,)a)’ [exp(K D,)a + exp(—K D,)b]"
lexp(aK D,)a + exp(—aK D,)b]* [exp(a K D,)b + exp(—aK D,)a)®

f(@,9) |zy=0 (4.139)

onde a e b sdo dados pela Eq.(4.65) e f(z,y) = tanh(z — y). Expandindo a Eq.(4.139)

em poténcias de m, obtemos uma expressao da forma

8
m=> Agym™, (4.140)

p=0

e consequentemente encontraremos um funcional para a energia livre integrando a Eq.(4.140).

B) Estado ferromagnético

Tomando como referéncia a Fig.(4.16), porém orientando todos os spins do sistema
num mesmo sentido, teremos a configuracao do estado fundamental ferromagnético para
um aglomerado com N = 1 sitio central numa rede ctibica simples. Como é observado
nesta figura, o sitio central possui seis primeiros vizinhos e doze segundos vizinhos, desta

forma temos o Hamiltoniano para este sistema dado pela seguinte expressao:

—BHI = (C, — Cy) Sy, (4.141)
sendo
6 18
C, = KZ@- e Cy = @KZ%- (4.142)
i=1 =7

Os resultados para a fungao de particao e para a magnetizacao sao os andlogos aos

obtidos para o caso ferromagnético no EFT-1 bidimensional, diferenciando nas expressoes
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dos termos C, e Cy, desta forma teremos que

m = [(exp(KDx)a + exp(—K Dx)b)]® [exp(aK Dy)a + exp(—aK Dy)b]™

(@, 9) ley=o0 , (4.143)

onde a e b sdo dados pela Eq.(4.65). Ao expandir a Eq.(4.143) encontramos uma equagao
auto-consistente para m semelhante a Eq.(4.140), com os coeficientes A, diferentes do

caso SAF.

4.3.2 Aglomerado com N = 2 sitios centrais

Para todos os modelos vamos tomar como referéncia a Fig.(4.17) que é original para o
estado fundamental SAF (laminar), sendo usada também para os estados ferromagnético
e antiferromagnético, contudo alterando as orientacoes de alguns spins do aglomerado de

modo a configurar as ordens destes estados.

A) Estado ferromagnético

Da Fig.(4.17) tomando os spins orientados no mesmo sentido, teremos a configuracao
para o estado fundamental ferromagnético. O Hamiltoniano para esta fase é dado, de

acordo com a Fig.(4.17), pela seguinte expressao:
—BHY = K[(1 - A) (S7Sy + S7S¥) + S;S35] + C1S7 + C253, (4.144)
sendo

Cp = Cpo—Chy, n=1,2 (4.145)

5 17 22
Cio = K» 01, Cyy=aK (Zai + Zo—i> , (4.146)
=1

=10 =19

18 9 26
Cow = K 05, Cy=aK (Zai + ZUZ) : (4.147)
1=2

i=14 1=23
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Figura 4.17: Configuracao da fase SAF no estado fundamental para um aglomerado de

2 sitios centrais numa rede cibica simples.

N =
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A partir do mesmo procedimento de desenvolvimento usado no modelo ferromagnético
para rede quadrada com N = 2 sitios, para determinacao da funcao de particao e da

magnetizagao, vamos obter a seguinte expressao para a magnetizacao:

5 17
m = <H [exp(KDml)?ii + eXp(—KDxl)Zi} H [exp(OzKDy1 )a; + exp(—aKD,, )/b\l]
=10
2 18 R
[exp aK D, )a; + exp(— aKDyl)bz} H [exp(Ksz Ja; + eXp(—KDm)bi}

=14

N

—

1

-.
I
©

©

26
[exp aKD,,)a; + exp(—aKD,,) b} H [exp aK Dy, )a; + exp(—ak Dy, )b, }>

2 1=23

:(?) [7=0 » (4.148)

~.

onde @; e b; sdo dados pela Eq.(4.92) e f(7') ¢ dado pela Eq.(4.90). Aplicando a pro-
priedade da cinemdtica dos spins (0? = 1) para os sitios i = 2,3,4,5,14,15,16, 17,

7

comuns a condi¢ao de primeiros e segundos vizinhos em relacao aos sitios centrais S; e

Sy, obtemos a seguinte expressao para a magnetizacao do sistema:

13
m = < [exp(Kle)EZl + exp(—KDml)/b\l] H [exp(c)zKDy1 )a; + exp(—aK Dy, )E]
=10
22
H [eXp(ozKDy1 )Ja; + exp(—aK D, )/l;,} [exp(KDgc2 Jais + exp(—KD,, )/518}
i=19
9 26

H [exp(aKDw )a; + exp(—aKD,, )E} H [eXp(aKDy2 )a; + exp(—aKD,, )B,}
; i=23

-
o |l
o

[exp(KDxl) exp(aK Dy,)a; + exp(—KD,,) exp(—aK D,, )/b\z}
=2

17
H [exp(KDwQ) exp(aK Dy, )a; + exp(—K D,,) exp(—aK D,, )ZZ} >
i—14

=

(7) =0 - (4.149)

A partir do desenvolvimento dos produtérios e aplicando a aproximacao de Zernike

ficaremos com a seguinte expressao:
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m = [exp(KD,,)a+ exp(—KD,,)b] [exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b
lexp(aK D, )a + exp(—aK D, )b]* (exp(K D,,)a + exp(—K D,,)b)

(
(
lexp(aK Dy,)a + exp(—aK D,,)b|* [exp(aK D,,)a + exp(—aK D,,)b]*
lexp(K D,,) exp(aK Dy,)a + exp(—K D,,) exp(—aK D,,)b]*

(

D
lexp(K D,,) exp(aK Dy, )a + exp(—KD,,) exp(—aKDyl)b]4
F7) =0 (4.150)

onde os termos a e b sdo iguais aos dados na Eq.(4.65). Ao expandir a Eq.(4.150) ficaremos

com um expressao auto-consistente para a magnetizacao m dada por

12
m = ZA2p+1m2p+1, (4151)

p=0

e também podemos obter a energia livre de imediato.

B) Estado antiferromagnético

Tomando como referéncia a Fig.(4.17) e reorientando no sentido opostos os spins oy,
03, 04, 05, 06, 07, 08, 09, 010, 011, 012, 013, 014, 015, 016 € 017, teremos a Conﬁguragao de
spins que caracteriza o estado antiferromagnético tridimensional, tendo duas subredes A

e B. Portanto, o Hamiltoniano desse sistema é dado pela seguinte expressao:

—BHAT = K [(1— A) (S7S% + SYSY) + S7SZ] + C1.S% + Cu5%, (4.152)

sendo
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C, = —Cm —Cpyy n=1,2 (4.153)

Ci. = KZO’Z , Cy=aKk (ZO’ +Za ) , (4.154)

=10 =19
Cop = Kgaz, Cyy = aK (Za +§a ) (4.155)

A Eq.(4.152) ¢é semelhante a obtida na Eq.(4.98) para o caso AF bidimensional,
desta forma os resultados para as expressoes da fungao de particao e da magnetizacao da
subrede A sao os mesmos para o caso AF bidimensional para o aglomerado com N = 2
sitios centrais. Portanto, a expressao da magnetizacao, apés aplicar a técnica do operador

diferencial, ¢ dada pela seguinte expressao:

i=1 =10
eXp(—aKDyl)bﬂ H [exp(ozKDy1 yad + eXp(—ozKDyl)bf‘]

1=19

5 17
my = <H [exp(KDxl)ZZlB +exp(—KDx1)3f] H [exp(aKDyl)EL\f+

18 9
H [exp(K Dy, )a:t + exp(—K Dg,)b } H exp(aKD,y,)a
=2

i=14
26
exp(—aKD,, )Ef;] H [exp(aKDw)af + exp(—aK D,, )/b\ﬂ >
=23
9(7") 7 =0 (4.156)

sendo a;"? eEA " dados pela Eq.(4.106) e a funcéo g(7) € dada pela Eq.(4.104). Desenvol-

vendo os produtoérios e aplicando a cinemética dos spins nos sitios i = 2, 3,4, 5,14, 15,16, 17
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ficaremos com a seguinte expressao:

13
my = < [exp(KD;,;1 Yat + exp(—K D,, )Bﬂ H [exp(OzKDy1 )5;4+
i=10
exp(—aKDyl)bf‘} H [eXp(aKDy1 yal + eXp(—OzKDyl)bﬂ
i=19
A~ 9 ~
[exp(Ksz)Zifg + exp(—Ksz)bfg} H [exp(aKDyz ya? + exp(—aKDyz)bf]
=6

26 5

H [exp aK D,,)al + exp(—aKD,,)b } H exp(K D,,) exp(aK D,,)a?

1=23 1=2

17

exp(—KDml)exp(—aKDw)Zf] H [exp(K D,,) exp(aK Dy, )a; +

i=14
exp(~K Da,) exp(—aK Dy, o] ) 9(7) =0 (4.157)
aplicando a aproximagcao de Zernike e a condi¢ao de contorno my = —mp = m ficaremos

com expressao dada por

m = [exp(K Dy, )b+ exp(—KD,,)a] [exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b’
[(exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b)]* [exp(K Dy, )a + exp(—K D,, )b]
[exp(aK Dyy)b + exp(—aK Dy, )a]* [exp(aK D,,)b + exp(—aK D,,)a]*

lexp(K D,.,) exp(aK D,,)b + exp(—K D,,) exp(—aK D,,)a]’

lexp(K D,.,) exp(aK Dy, )a + exp(—K D,,) exp(—aK Dy, )b]*

)

9(7") |7 =0 (4.158)

onde os termos a e b sdo iguais aos da Eq.(4.65). Ao expandir a Eq.(4.158) em termos de
m obtemos uma equagao auto-consistente para a magnetizagao semelhante a Eq.(4.151),

porém os coeficientes A, sao relacionados a cada caso.
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C) Estado superantiferromagnético

Da Fig.(4.17) temos o esquema do estado fundamental para a fase laminar (SAF)
tridimensional. A fase laminar depende da interacao entre os primeiros vizinhos, ou
seja, se € do tipo ferromagnética (—) ou antiferromagnética (+), entao é necessério dois

Hamiltonianos para a fase laminar que é dado pela expressao a seguir:

—BHM = LK [(1 — A) (S7S5 + S7SY) + S7S5] + C1.Sf + CS3, (4.159)
sendo

Co = £Cny—Chy, n=1,2 (4.160)

5 17 22
C. = K (0’13 + ZO’?) , Ciy=aKk (Zaf + ZU?) , (4.161)

i—2 =10 =19

17 9 26
Cor = K (Uﬁg + Zo?) , Oy =ak <ZU§4 + ZO’?) . (4.162)

=14 i=2 =23

A forma da Eq.(4.159) é semelhante a Eq.(4.109), desta forma os resultados obtidos
para a funcao de partigdo é a mesma. A partir da magnetizagao da subrede A definida

por m4 = (S7) e aplicando a técnica do operador diferencial ficaremos com a seguinte
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expressao:

[exp(K D,, )5;4+

—

||
N

map = < |:eXp(KDI1>ZL\1B + eXp(_KD:m)ng]
17

exp(—Kle)giA] H [exp(aKDy1 )Ja? + exp(—aKD,, )EB}
i=10
22 R
H [exp(aKDy1 yad + exp(—aKDyl)biA] [exp(K D, )ais+
i=19
exp(—K Dy )bis | [T [exp(K D2y)af + exp(~K D, )5F |
i=14
26

9
H [exp(OzKDyQ)EZ;4 + exp(—aKD,, )/b\ZA} H lexp(aK D, a7 +

i=2 1=23

exp(—aK D,,)b! Dfi( ) (4.163)

onde aF e P sdo dados pela Eq.(4.106) e ainda temos que f4(7) = f(7) e f_(T7) =
g(?), como foi proposto no caso da rede quadrada. Aplicando a cinemadtica dos spins

para os spins i = 2,3,4,5,14, 15,16, 17 na Eq.(4.163) ficaremos com

13
my = < [e}x:p(_K'Dml)/djlB + exp(—KDml)Z?] H [exp(aKDy1 )a? + exp(—aKD,, )/b\ZB}
=10
22

H [exp (aKD,,)a: + exp(—aK D, )/b\f] [exp(K D,,)aik 4 exp(—K D,, )/b\fg}

=19
9 2

[exp aK D,,)a; + exp(—aKD,,) bA} H exp(aK Dy, )al + exp(—aKD,,)
1=6 1=23

5
58] 1 [(exp(K D) exp(aE Dy, )il + exp(~ K Ds, ) exp(—ak Dy, )i
=2

17
H exp(K D,,) exp(aK D,,)a? + exp(—KD,,) exp(—aK D,, )/b\ﬂ >
=14

Fo(7) |7 (4.164)
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aplicando a aproximacao de Zernike e a condi¢ao de contorno my = —mp = m obtemos

m = [(exp(K D, )b+ exp(—K D,,)a)] [(exp(aK Dy, )b+ exp(—aK Dy, )a)]*
[(exp(aK Dy, )a + exp(—aK Dy, )b)]* [exp(K D,,)a + exp(—K D,, 0]
lexp(aK Dy,)a + exp(—aK Dy,)b|* [(exp(aK Dy,)b + exp(—aK Dy,)a)]’
lexp(K D,,) exp(aK D,,)a + exp(—K D, ) exp(—aK D,,)b]*
lexp(K D,.,) exp(aK Dy, )b + exp(—K D,,) exp(—aK Dy, )a]’

Je(7) |72 (4.165)

onde os termos a e b sdo dados pela Eq.(4.65). Expandindo a Eq.(4.165) em relagio a
m obtemos uma expressao semelhante a Eq.(4.151) para a magnetizacao da fase SAF,
diferenciando somente os coeficientes A,,.

Para o caso da rede cibica simples sao observados transicoes de primeira ordem nos
diagramas de fases para os casos F-P, AF-P e SAF-P. Desta forma é necessério utilizar
a expressao da energia livre para as fases F, AF, SAF e P. A forma da energia livre para
cada uma dessas fases é semelhante a expressao dada pela Eq.(4.70), sendo que para cada

fase os coeficientes A, sao diferentes.

4.4 Discussao dos resultados

Iremos a seguir apresentar os resultados numéricos para o diagrama de fase no plano
T — a, como uma funcao da anisotropia A e da dimensao espacial d. A dificuldade para
se obter a temperatura de transicao de fase de primeira ordem, torna o estudo do modelo
J1 — Jo muito dificil, mas neste trabalho desenvolveremos um formalismo geral capaz de

localizar esta temperatura de transigao.
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4.4.1 Caso Ising (A =1)

Na Fig.(4.18) temos o diagrama de fases no plano kg7,./J — a para o modelo de Ising
numa rede quadrada na teoria de campo efetivo (EFT) em aglomerados com N = 1,2 e 4
sitios centrais. As linhas continuas correspondem a transicao de segunda ordem, enquanto
as linhas descontinuas sao referentes a transicao de primeira ordem. No tratamento da
criticalidade entre as fases SAF-P, as linhas de transigoes sao obtidas a partir da igualdade
das energias livres nestas duas fases e resolvendo a equagao de estado da fase SAF. Na
transigao entre as fase F(AF) e P usamos o mesmo procedimento.

Usando EFT-1 e EFT-2, entre as fases F(AF) e P temos encontrado espuriamente
uma linha de primeira ordem, e também um ponto tricritico foi observado no diagrama
de fase. A temperatura de transicao de primeira ordem é caracterizada pela existéncia
de uma descontinuidade do parametro de ordem (m # 0 para T = T.). E observado
que a medida que aumenta o pardmetro de frustracao «, 7. diminui se anulando no
ponto critico a. = 0.5. Para a > a, esperamos um ordenamento do tipo SAF, onde
T, cresce a medida que o parametro de frustracao o aumenta, passando por uma linha
de transi¢do de primeira ordem (linha descontinua) para pequeno valor de «, e uma
linha de segunda ordem (linha continua) para grandes valores de «, estas duas linhas
se encontram num ponto tricritico (PTC). Para pequenos aglomerados (N = 1,2), o
presente formalismo (EFT-1 e EFT-2) encontra o estado fundamental SAF apenas para
a > o > 0.5, onde atribuimos este resultado esptrio ao efeito do tamanho finito. Na
tentativa de eliminar estes resultados inconsistentes, estenderemos o formalismo para
aglomerado com N = 4 spins (EFT-4). Na Fig.(4.18) observamos que EFT-4 apresenta
resultados qualitativamente corretos quando comparados com outros formalismo [9].

Como a temperatura de transicao SAF-P tende para a. = 0.5 somente com N = 4
sitios centrais para o caso Ising, isto acarreta um grande problema no tratamento do
modelo de Heisenberg com N = 4 sitios centrais, pois teremos que fazer uma diagonal-
izagao numérica para o Hamiltoniano que representa esse modelo, sendo que esse processo

de diagonalizagao ¢é feito para uma matriz de ordem n = 16. Este processo de diago-

205



1.6

Figura 4.18: Diagrama de fase no plano T'— a para o modelo de Ising frustrado numa rede
quadrada. As linhas tracejadas representa transi¢coes de primeira ordem, as continuas
transicao de segunda ordem e os pontos correspondem a pontos tricriticos. As linhas
foram obtidas a partir da EFT-1, EFT-2 e EFT-4.
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nalizacao numérica e a implementacao computacional para calcular os coeficientes das
equacoes de estado, torna a execucao computacional muito demorada e bastante instavel
devido o fato de ocorrer divergéncia na determinacao das raizes. Para contornar essa difi-
culdade propomos neste trabalho, no tratamento dos modelos referente a rede quadrada,
que seja usada a aproximacao dada a partir da derivada da funcao magnetizacao da fase

SAF. Desta forma fazendo

m = ZAngme“ = F(m,T,«) (4.166)

p=0

Derivando parcialmente a Eq.(4.166) em relagdo a m ficaremos com a seguinte ex-

(8—F) _1 (4.167)
om o

> @2+ 1) Agpm® =1 (4.168)

p=0

pressoes fixando a e T

e, portanto,

O resultado dado na Eq.(4.167) é exato quando a criticalidade do sistema ¢ referente a

uma temperatura critica, ou seja, a transicao de fase é de segunda ordem, onde temos

que
dm
— — = fi 4.1
(dT)C 00, sea = firo (4.169)
dm = o0, seT = fixo (4.170)
da ), B '

Para transigoes de fase de primeira ordem, as divergéncias dadas pelas FEqs.(4.169),(4.170)
normalmente ocorrem no ponto de transicao P(Tp, ap), onde esses valores diferem dos
valores do ponto P(T,, ) obtidos pela igualdade de energias livres. Fixando, por exem-
plo, um valor de e obtemos Tp > T.. A Fig.(4.19) ilustra bem estes comportamentos da
magnetizacao em fungao da temperatura para este dois tipos de transicao de fase.

Da Fig.(4.19) temos que a temperatura (1), onde ocorre a divergéncia da derivada
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% = 00, ¢ maior que a temperatura de transicao 7i¢, onde as energias livres sao iguais
referentes a fases envolvidas na transicao de fase. Desta forma é de se esperar que
a linha de transicao de primeira ordem, obtida usando a igualdade das energia livres,
seja diferente da linha de transicao obtida pela pela expressao dada pela derivada da
magnetizagao. Contudo, nos modelos estudados neste capitulo os resultados obtidos a
partir desta aproximagao dada pela Eq.(4.168) sdo muito bons quando comparados com

o resultado obtido a partir da igualdade das energias livres, como podemos observar na

Fig.(4.20).

Figura 4.19: Comportamento da magnetizagao em funcao da temperatura para tran-
sicoes de primeira e segunda ordem. T7i. e T5. representam as temperaturas de transicao
de primeira e segunda ordem. Tp é temperatura de transicao de primeira ordem via
divergéncia da derivada da magnetizacao em relacao a temperatura.

Da Fig.(4.20) podemos observar que sao obtidas as mesmas temperaturas criticas
na regiao de transicdo de segunda ordem para os dois métodos utilizados em EFT-4.
Na regiao de transicao de primeira ordem, a temperatura Tp > T, mas relativamente
préoximas e ainda no estado fundamental os dois métodos encontram o valor critico a, =
0.5. A partir destes resultados obtidos temos a motivagao para utilizar a aproximacao

dada pela Eq.(4.168) para determinar as linhas de primeira ordem dos diagramas de fase
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para uma rede quadrada para aglomerado com N < 4 sitios. Desta forma, podemos fazer
o tratamento do modelo de Heisenberg para uma rede quadrada tomando o tamanho
do aglomerado com N = 2 sitios centrais, o que acarreta uma diagonalizacao exata do

Hamiltoniano que representa o modelo estudado.

4.0
: (a) METODO DA ENERGIA LIVRE
3.5 1 (b) METODO DA DERIVADA
3.0 1
2.5
2 2.0+ P e
= .’
m ¢¢
X 15 7
10- /;;’/ SAF
054 ® ()
[/
0.0 a T T T T T T T T T T
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

Figura 4.20: Diagrama de fase no plano 7' — a do modelo de Ising frustrado na rede
quadadra obtido via EFT-4. A linha de transicao de fase de primeira ordem SAF-
P encontrada pela energia livre é menor que a obtida da divergéncia da derivada da
magnetizagao.

Do ponto de vista computacional, a andlise do estado fundamental (7" = 0) é um
problema bastante complexo, por causa das divergéncias existentes do tipo exponencial
(exp (a/T)). Em baixa dimensionalidade (d = 2), percebemos que o problema torna-
se mais marcante, uma vez que tivemos que obter diagrama de fase qualitativamente
correto apenas quando utilizamos aglomerado com N = 4 spins (EFT-4). As linhas

de primeira ordem foram obtidas para N = 4 spins usando o método da energia livre
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(construgao de Maxwell dado pela Eq.(4.68)), apresentando resultados sub-estimados em
comparacao com o método da derivada (ver Fig.(4.20)). Ambos os métodos descrevem
adequadamente o diagrama de fase. Devemos mencionar, ainda, que EFT-1 e EFT-2
mostram resultados inconsistente para a linha de transi¢ao entre as fases F(AF)-P, cuja
a previsao é de uma transicao de segunda ordem [9]. Usando EFRG com aglomerados
com N' =1e N = 2 spins é encontrado apenas transicao de fase continua entre essas
fases, que é qualitativamente correta. Com o aumento da dimensionalidade, por exemplo,
d = 3 a convergéncia numérica torna-se mais atenuada, o que certamente nos levara a
usar pequeno aglomerados para obter o comportamento qualitativamente correto para o
diagrama de fase.

Na Fig.(4.21) apresentamos os resultados do diagrama de fase no plano 7' — « para
o modelo de Ising frustrado numa rede cibica simples. Usamos EFT-1 Fig.(a) e EFT-2
Fig.(b), onde as linhas de primeira ordem séo obtidas via igualdades das energias livres.
No caso EFT-1 (a), a transi¢cdo de primeira ordem entre as fases a laminar (SAF) e
paramagnética (P) estd de acordo com o resultado obtido por Emilio e colaboradores [10]
usando o método variacional (CVM), ou seja, a linha ¢ toda de primeira ordem. Por outro
lado, no caso da fase F(AF) (a < 0.25) temos previsto um resultado diferente para o dia-
grama em comparacao ao obtido por Emilio, onde sao observados transicoes de primeira
e segunda ordem com a presenga de um ponto tricitico P;(ay = 0.19;7;/J = 2.1). Na
andlise de finite size scaling, temos aplicado EFT-2 (b) e os resultados qualitativamente
corretos foram obtidos para o diagrama de fase em todo o intervalo do pardmetro de
frustracao a, nao sendo mais apresentado um ponto tricritico na linha de transicao de
fase F(AF)-P. A linha de transi¢cao F(AF)-SAF é determinada a partir da igualdade de

energia livres das fases F(AF) e SAF, resultando na seguinte expressao:

n n

1 5 Agpr1 opya 1 4 A1 opto
3T 2 gy g e T 2 g, g 1)

Resolvemos simultaneamente trés equagoes nao lineares mp = Fy(mp, T, @), mgar =

Fy(mgar, T, ) e a expressao 4.171. Dos resultados numéricos tivemos uma previsao de
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Figura 4.21: Diagrama de fase no plano 7' — a para o modelo de Ising frustrado numa
rede cibica simples obtido por EFT-1 (a) e EFT-2 (b). As linhas continuas representam
transicoes de segunda ordem e as linhas tracejadas transi ¢oes de primeira ordem.



transicao de fase de primeira ordem entre as fases F(AF) e SAF.

4.4.2 Caso Heisenberg

A partir do aglomerado com N = 2 sitios centrais podemos fazer o tratamento do
medelo do Heisenberg, do qual podemos tomar os casos especiais para os modelos de Ising
(A = 1) e Heisenberg Isotrépico (A = 0), além dos diagramas para o caso Heisenberg
Anisotrépico. Para A # 1, os comportamentos dos estados ferromagnéticos e antiferro-

magnéticos sao diferentes.

1.4

Figura 4.22: Comportamento da temperatura critica em fungao do parametro de frus-
tragao para o modelo J; — Js anisotrépico ferromagnético num rede quadrada, para
diferentes valores do parametro A.

Na Fig.(4.22) apresentamos a dependéncia da temperatura critica em relagdo ao

pardmetro de frustragdo « para o modelo J; — Jo anisotrépico ferromagnético numa
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rede quadrada. Como foi visto anteriormente, na anélise usando EFT-2 no limite Ising
(A =1) a transicao de fase F(AF)-P apresenta um ponto tricritico, que ndo é um resul-
tado qualitativamente correto, pois a linha deve ser toda de segunda ordem. Resolvemos
este problema aplicando a aproximacao do grupo de renormalizacao na teoria de campo
efetivo em aglomerados com N =1 e N = 2 sitios centrais (EFRG).

Para obter a linha de primeira ordem entre as fases SAF e P, usamos a metodologia
desenvolvida anteriormente, que ¢ baseada na divergéncia da derivada da magnetizacao
em relagdo a temperatura (i.e. (%) p, — 00 para um dado valor de ). Quando com-
paramos esta linha de transicao com a obtida usando a igualdade de energias livres para
o caso EFT-4, observamos uma boa concordancia qualitativa. Por outro lado, EF'T-2 nao
encontra linha de primeira ordem adequada, usando o método da igualdade da energia
livres das fases SAF e P na regiao de baixas temperaturas, onde o estado fundamental
(T'" = 0) fica completamente desconfigurado na transi¢do de fase. Apesar de ndo ter
sido discutido anteriormente, a obtencao da linha de primeira ordem usando EFT-2 na
transicao SAF-P com o método da derivada para o caso Ising, devemos mencionar que
a regiao SAF do diagrama de fase apresenta resultados qualitativamente corretos. Dev-
ido as instabilidades computacionais em sistema de baixa dimensionalidade préximo do
estado fundamental (7" = 0), o efeito de tamanho finito na aproximagao usada ¢ mais
atenuante na rede quadrada. Na rede cibica simples o aglomerado com N = 2 spins
(EFT-2) j4 ¢ suficiente, por causa de menor instabilidade, e observamos pouca diferen-
ciagdo dos resultados da linha de primeira ordem usando os dois métodos (derivada e
energia livre).

Para o sistema ferromagnético podemos observar da Fig.(4.22) que a linha de transigao
F-P no caso Ising (A = 1) é superior a linha de transi¢do (A = 0.5), ou seja, para um
mesmo valor de « é necessario mais energia térmica no sistema Ising do que no sistema
Heisenberg para que seja destruida a ordem ferromagnética. A explicacao para isto, se

deve ao fato de que um sistema Ising apresenta menor grau de liberdade do que um

sistema Heisenberg, pois no sistema Ising os spins sé possuem um dire¢ao de orientacao,

213



enquanto que num sistema Heisenberg o spins possuem trés direcoes de orientacoes. Entao
o sistema sistema Ising é mais fortemente ordenado do que um sistema Heisenberg, de
tal forma que a ordem de um sistema Heisenberg é mais rapidamente destruida com
energia térmica. No estado fundamental podemos observar que os valores criticos a.
diminuem a medida que o parametro de anisotropia A diminui, ou seja, af (A = 1) = 0.5,
af(A = 05) ~ 048 e af (A = 0) ~ 0.42, indicando que é necessdrio uma menor
intensidade do parametro o para desordenar a fase ferromagnética que apresenta ordem,
gradativamente, mais fraca com a diminuicao da anisotropia A.

Por outro lado, na transicao SAF-P temos linhas de transigao de primeira (linha de-
scontinua) e segunda (linha continua) ordem, separadas através de um ponto tricritico
que varia continuamente com o paradmetro de anistropia A do modelo, onde esses pontos
correspondem a Pro(ap ~ 1.0;T,/J ~ 2.27)a-1, Pre(oy ~ 1.02; T,/ J ~ 2.28)a—¢5 €
Pro(ay ~ 1.13; T;/J ~ 2.28)a—. Observe que no limite isotrépico (A = 0) na rede
quadrada, o parametro de frustracao o quebra a simetria rotacional e induz um orde-
namento SAF em T # 0, apresentando assim uma transi¢ao de fase em 7' = T, # 0.
Este resultado aparentemente em contradicao com o teorema de Mermin e Wagner, é
fisicamente correto e tem sido previsto em anos atrds por Weber e colaboradores [64].

No estado fundamental sdo observados os seguintes pontos multicriticos aS4f (A =
1) = 0.5, a34F (A = 0.5) = 0.5 e a34F (A = 0) ~ 0.56. Este valores criticos de a nos
dizem que, a medida que diminui a anisotropia do sistema é necessdrio mais intensidade
de a para destruir a ordem da fase superantiferromagnética (SAF).

Na literatura o caso ferromagnético nao tem sido discutido, apenas o J; — Jo anti-
ferromagnético foi bastante analisado. No estado fundamental (7" = 0) existe uma fase
paramagnética quantica na regiao af (A) < a < aS4F(A), que desaparece no limite
classico (A = 1). Nao sabemos a natureza deste estado desordenado, pois apenas os
limites da instabilidade das fase F e SAF foram analisados via parametro de ordem que

caracteriza cada fase. Este novo estado pode vim a ser um spin-liquido (SL), mas esta ¢

apenas uma suposicao nossa que nao podemos provar por falta de parametros que possa
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caracterizar este estado quantico paramagnético.

Na Fig.(4.23) temos o diagrama de fase no plano T — « para o caso do modelo
J1 — Jo Heisenberg antiferromagnético numa rede quadrada. A medida que o aumenta,
a temperatura critica da fase AF decresce se anulando no ponto o' (A). Este ponto
cresce gradativamente com o aumento do parametro de anisotropia A, de tal forma
que aAF(A = 0) ~ 0.28, o2 (A = 0.5) ~ 0.35 e F(A = 1) = 0.5. Para A # 1
temos observado um comportamento reentrante na regiao de baixas temperaturas, que
é caracterizada por apresentar duas temperaturas criticas para um dado valor de a.. As

linhas critica entre as fases AF e P foram obtidas pela aproximacao EFRG.

Figura 4.23: Comportamento da temperatura critica em funcao do pardmetro de frus-
tragao para o modelo J; — Jy anisotrépico antiferromagnético numa rede quadrada para
diferentes valores do pardmetro de anisotropia A.

Na regiao da fase SAF, assim como no caso ferromagnético, temos a presenca de
transicao de primeira e segunda ordem, conectadas por pontos tricriticos, o qual depende

dos valores da anisotropia A. Da anélise numérica, encontramos Pr¢(ay ~ 1,00,T;/J ~
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22N a=1, Pro(oy ~ 1,15, Ty/J =~ 2.76)a—05 € Pro(ay ~ 1,29,T,/J ~ 2.92)ao—o. A
previsao do comportamento reentrante na fase AF pode ser a priori, um artefato da
aproximacao usada, onde o efeito de tamanho finito se manifesta na regiao de baixas
temperaturas. No estado fundamental (7" = 0) temos observado outras vez uma regiao
(@4F(A) < a < aS4F(A)) desordenada, que desaparece no limite Ising (A = 1). As

linhas de transicao SAF-P foram obtidas usando EFT-2.

1.0+

0.8+

SAF

0.6

0.4 1

0.2

0.0

0.6 0.7

Figura 4.24: Diagrama de fase no estado fundamental no plano A — a, para o modelo
J1 — Jo anisotrépico na rede quadrada. As linhas continuas e tracejadas correspondem
as transi ¢oes de primeira e segunda ordem, respectivamente.

Na Fig.(4.24) apresentamos os resultados numeéricos do diagrama de fase no estado
fundamental no plano A —«, para os modelos J; — J5 ferromagnético e antiferromagnético
numa rede quadrada. Assumiremos sem argumento fisico que o estado desordenado é do
tipo spin-liquido, como foi proposto por Anderson no modelo de Heisenberg numa rede
triangular. Este modelo anisotrépico nao tem sido tratado na literatura, apenas o limite

isotrépico (A = 0) foi discutido, onde os pontos aF(A = 0) e aS4F(A = 0) foram
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obtidos por diversos métodos, porém, nao apresentam resultados definitivos (rigorosos)
que possamos adotar como referéncia. O resultado da reentrancia na fase AF obtida
neste trabalho, pode ser comparada com o caso da reentrancia na fase SAF, no qual
a anisotropia foi colocada na interacao de segundo vizinhos e foi usado simulagao de
Monte Carlo quantico [65], o que de alguma forma pode garantir a veracidade dos nossos
resultados.

Temos investigados em T' = 0 a influéncia do efeito quantico simulado pelo parametro
de anistropia A, sobre o estado paramagnético quantico (spin-liquido) onde verificamos
que o limite Ising (A = 1) esta fase intermedidria (SL) é destruida. Esta auséncia do
estado SL deve-se sobretudo pela falta de flutuagoes quanticas no sistema. A segunda
maneira de se eliminar as flutuagoes quanticas é aumentar o valor do spin S, sendo que
para valor finito (S < co) o estado SL estd presente. Chandra e Docout [25] foram os
primeiros a mostrar que o estado SL desaparece quando S — o0, e atualmente tem sido
confirmado através de simulagdo de Monte Carlo [64].

Sistemas quanticos de baixa dimensionalidade manifestam-se efeitos quénticos com
maior intensidade, a medida que a dimenséao espacial (d) diminui. Schmit e colaboradores
[39] estudaram o modelo J; — J2 quantico antiferromagnético numa rede ctibica de corpo
centrado (bcc), concluiram que em 7" = 0 o estado SL estd ausente e uma transigao de
fase ocorre em o = a, passando do estado AF (o < a.) para o estado SAF ou laminar
(o > ). Estes autores ndo foram capazes de identificar o tipo de transicao da fase que
ocorre em « = a.., que a principio eles assumiram ser de primeira ordem. Portanto, um
estudo mais aprimorado da transicao de fase do modelo J; —J; quéantico 3d nao tem sido
realizado e a seguir apresentaremos os primeiros resultados para este modelo quantico
frustrado em 3d.

As linhas de primeira e segunda ordem que calcularemos a seguir foram obtidas
por EFT-2, usando o método da energia livre. Inicialmente, o diagrama de fase (T
versus a) do modelo anisotrépico ferromagnético numa rede cuibica simples é discutido

na Fig.(4.25). O resultado qualitativo do limite quantico (A = 0) ¢ semelhante ao modelo
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Figura 4.25: Comportamento da temperatura critica em funcao do par ametro de frus-
tragao para o modelo J; — J; anisotrépico antiferromagnético numa rede ciibica simples.
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Ising (A = 1), isto é, teremos uma transigao de segunda ordem entre as fase F e P, e de
primeira ordem entre as fases SAF e P.

Na fase F quando o parametro de frustracao a cresce a temperatura de transicao
decresce se anulando no ponto critico @ = a.(A). Surpreendentemente, temos encontrado
que a.(A) = 0.25 ¢ independente do parametro de anisotropia A. O estado spin-liquido
¢é ausente, mostrando que o aumento da dimensionalidade enfraquece os efeitos quanticos

que é um ingrediente fundamental para o surgimento do estado SL.

5
4+ P
31 A=1.0
-
\Z ) /A =0
I_co )
Y
1 SAF
0 T T T T i T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
o

Figura 4.26: Comportamento da temperatura critica em funcao do pardmetro de frus-
tragao para o modelo J; — J, anisotrépico antiferromagnético numa rede cibica simples.

O estado ferromagnético (F) é bem conhecido em T' = 0, que corresponde aos spins
orientados na diregao do eixo-z (escolha arbitréria), o valor médio da energia ¢ indepen-
dente do pardmetro A e consequentemente uma possivel transicao de fase encontra um
ponto de transicao a,. também independente de «.

Por outro lado, na Fig.(4.26) apresentamos os resultados do diagrama de fase para
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o caso do antiferromagnético. Devido aos efeitos quanticos, em T = 0 o estado AF
nao correspondem ao estado de Néll com spins antiparalelos na rede. Este fato reflete
drasticamente na dependéncia do ponto a.(A) com a anisotropia, apresentando um com-
portamento reentrante em baixas temperaturas para A # 1, com linhas de transigoes
semelhantes ao sistema F. A extensao para spin cldssico (S — oo) deve apresentar um
valor para a.(A) = 0.25, como podemos observar nos resultado de Monte Carlo [38] para

o limite isotrépico (A = 0).

1.0

0.8 /

0.6 -
AF -7

0.4 1 -7

e SAF
0.2 1 /

0.0 T T T T T T T T T
0.20 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25

Figura 4.27: Diagrama de fase no estado fundamental no plano A — a, para o modelo
J1 — Jy anisotrépico antiferromagnético numa rede cibica simples. A linha tracejada
corresponde a transicao de primeira ordem.

Finalmente, na Fig.(4.27) apresentamos o comportamento de a.(A) em fungdo do
pardmetro de anistropia A para o modelo J; — J, antiferromagnético na rede ctibica
simples. Do ponto de vista numérico, temos usado 7'/J = 0.02 para descrever o estado
fundamental por causa de T' = 0 apresenta divergéncia nas grandezas termodindmicas.

Os resultados obtidos nesta tese foram aceitos para serem publicados na Physical Review
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B [66,67].
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Capitulo 5

Modelo de Ising frustrado com

campo transverso

5.1 Introducao

Varios trabalhos tém sido desenvolvidos para estudar o comportamento da estabili-
dade da ordem de sistemas magnéticos tipo Ising na presenca de um campo transverso
(MICT). O MICT ¢ um sistema quéantico proposto inicialmente por de Gennes [1], que
corresponde a uma formulagao de pseudo-spin, usada para estudar transicoes de fase de
segunda ordem com efeito de tunelamento, referente a um sistema ferroelétrico.

Posteriormente, Elliott e Pfeuty [2] desenvolveram um estudo sobre sistema ferro-
magnético em uma dimensao na presenga de um campo transverso, onde foi usada a
transformacao de Jordan-Wigner para operadores de férmions. No estado fundamental
(T ~ 0) quando o sistema magnético é submetido a um valor critico do campo transverso,
o sistema sofre um transicao de fase de segunda ordem. Outros trabalhos foram desen-
volvidos para sistemas magnéticos submetidos a um campo transverso, como por exem-
plo, Goldschmidt [3] que tratou de um sistema magnético de vidro de spin. O sistema
vidro de spin quantico também foi tratado por Viana e colaboradores [4,5], onde o mod-

elo de van Hemmen foi generalizado e uma transicao de fase quantica de primeira ordem
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foi observada.

O MICT tem sido objeto de muitos estudos, nao sé pelo fato de ser um dos problemas
de muitos corpos quantico, que pode ser resolvido exatamente em d = 1, mas também
devido a sua utilidade em descrever outros sistemas.

Temos observado, que dependendo do modelo estudado, as transicoes de fase no estado
fundamental podem ser de primeira ou de segunda ordem, quando o sistema magnético é
submetido a um campo transverso. Por exemplo, nos trabalhos desenvolvidos por Elliot-
Pfeuty [2], Viana [4], Bitko-Rosenbaum [6], a ordem do sistema magnético é destruida por
dois agentes a temperatura e o campo transverso, e no estado fundamental sao obtidas
transicoes de fase de segunda ordem em todos esses trabalhos citados. Por outro lado
nos trabalhos desenvolvidos por Viana [5], Htoutou [7], Moessner [8], entre outros, sao
observados transigoes de fase de primeira ordem no estado fundamental. Sendo que nos
modelos que sao obtidas transicoes de primeira ordem, além do campo transverso e da
temperatura existem outros agentes que destroem a ordem do sistema magnético, como
por exemplo, campo internos cristalizados (anisotropias uniaxial, biaxiais transversais),
frustracao magnética, etc.

Um outro tipo de Hamiltoniano Ising que se tem estudado, onde atencao especial é
dada na regiao de baixas temperaturas, sao os modelos com interacoes de primeiro e se-
gundo vizinhos, ocasionando no sistema o fendbmeno da frustragao. A presenca do campo
transverso torna o diagrama em 7" = 0 mais rico, pois sao observadas transicoes de fases
quanticas com diversos pontos multicriticos dependentes da dimensao espacial (d) e do
parametro de frustracdo o = Jy/J; (onde J; e Jy sdo as interagoes de primeiros e segun-
dos vizinhos, respectivamente). Quando J; < 0 (interacao antiferromagnética) teremos a
presenca de frustragao e novas ordens magnéticas sao criadas. O principal objetivo deste

capitulo é estudar a criticalidade do seguinte Hamiltoniano de Ising quéntico frustrado.

Hy =—NY oio; +hY o0;—Q> of, (5.1)

(i.9) (i.3)
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onde J; (Js) é a interagao entre primeiros (segundos) vizinhos, que assumiremos serem
positivas!, a primeira soma ¢é feita sobre os pares z; de primeiros vizinhos, a segunda soma
é feita sobre os pares z; de segunda vizinhancga, €2 é o campo transverso responsédvel pelos
efeitos quanticos em T'= 0 e o (u = x, z) é€ a componente 1 da matriz de Pauli no sitio
1 da rede cristalina.

O Hamiltoniano referente a um rede unidimensional (d = 1) nao apresenta ordem de
longo alcance em temperatura finita (7" > 0), mas 7' = 0 temos uma transicao de fase
quéantica e que no plano (2 —«) o diagrama de fase apresenta duas fases ordenadas. Para
T =0 e a < 0.5 temos uma linha critica do tipo (a.) que separa a fase ferromagnética
(ou antiferromagnética) da paramagnética. Este modelo quantico frustrado em d = 1
tem sido estudado por vérios autores [9], [10], [11], [12] e [13]. Para o > 0.5 o estado
fundamental do sistema corresponde ao estado modulado (TT/[1T]] --+) e, & medida que
o campo transverso aumenta, outras modulagoes aparecem até que finalmente, ocorre
uma transicao de fase de primeira ordem para a fase paramagnética induzida pelo campo
2. Este modelo apresenta solu¢do para os limites de campo nulo (2 = 0) [14] e na
auséncia de frustragao (J; = 0) [7], e, portanto, qualquer método aproximativo que se
proponha a estudar a criticalidade e a termodindmica do MICT frustrado em d = 1 tem
estes dois limites como guia.

Neste capitulo, vamos fazer estudos referentes aos limites de instabilidades das fases
F(AF) e SAF, referente ao Hamiltoniano dado pela Eq.(5.1) usando os métodos EFT-2
e EFRG para obtermos as linhas de transicao de fase. Motivado pelos estudos realizados,
como, por exemplo, Colares [17], Arizmendi [18], Sen [19] e Tanatar [20], entre outros.
Esses autores estudaram o modelo de Ising quantico frustrado Eq.(5.1) numa rede unidi-
mensional. Na Fig.(5.1) sdo apresentados os resultados obtidos por Colares [17] (linhas
continuas, pontilhada e tracejadas), usando grupo de renormalizacao e escala de tamanho

finito, Arizmendi [18] (circulos) usando simulagao de Monte Carlo e Sen [19] (triangulos)

!Com esta escolha para J; e J, positivos teremos acoplamentos ferromagnético e antiferromagnético
para as interagoes entre primeiro e segundo vizinhos, respectivamente.
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usando a aproximacao de interfaces encontrou resultados semelhantes. A linha continua
corresponde a uma transicao de segunda ordem entre as fases F e P, assim como os trian-
gulos e os circulos. O comportamento da transicao de fase de primeira ordem entre as

fases SAF e P também ¢ observado por Arizmendi [18] e San [19].

1.0 |

06 |
BT,

0.2

00— : : : : :
0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1

Figura 5.1: Diagrama de fase no plano do campo transverso em funcao do parametro
de frustracao, para o MICT com interagoes competitivas numa rede unidimensional em
T = 0. Sendo que F correspondente a fase ferromagnética e A (ou SAF) e a anti-fase,
que corresponde dois spins para cima dois para baixo, etc.

Temos estudado no capitulo-4 o diagrama de fase do modelo de Ising com interagoes
entre primeiros e segundos vizinhos nas rede quadrada (2d) e cibica simples (3d), onde
foi analisado a influéncia da dimensionalidade no diagrama de fase. Neste capitulo é
incluido um campo transverso nos modelos J; — J; para investigar os efeitos quénticos e

de frustrugao, tomando como referéncia o modelo dado pela Eq.(5.1).
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5.2 Modelos numa rede quadrada

5.2.1 Aglomerado com N =1 sitio central

A) Estado ferromagnético

Baseado na Fig.(4.12) referente a um sistema ferromagnético numa rede quadrada.

O Hamiltoniano para aglomerado com N = 1 spin na presenca campo transverso é dado

por:

—BHY = (C, — C,) S; + KwSY,

sendo

4 8
Cm:KZO'l € Cy:OéKZO'i,
=1 =5

onde K = 3J; e w = Q/J;.0 Hamiltoniano 5.2 tem a seguinte forma matricial:

C; —Cy Kw

—BHE =
Kw —(C,—C))

diagonalizando essa matriz obtemos a funcao de particao dada por

2
ZF = Z exp(An),
n=1

onde )\, sao os autovalores, desta forma a funcao de particao fica sendo dada por

ZF = 2COSh(\/(Cx —C,)* + K2uw?).

(5.2)

(5.3)

(5.5)

(5.6)

Usando a relacao (aproximada) Eq.(4.56) encontraremos a magnetiza¢ao por spin

dada por m = (S7) que pode ser expressa por

m={gm(zD)).
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derivando ficaremos com

< C,—C,
V(Co = O + K2

m =

tanh(y/(C — C,)* + K2w2)> (5.8)

onde ¢ = C, — C,,.

Aplicando a técnica do operador diferencial a Eq.(5.8) ficara reescrita na forma

m = (exp(C; Dy + CyDy)) f(2,9) |zy=o , (5.9)
sendo a funcao f(z,y) é dada por
Flay) = ———L—tanh(y/ (s — )" + K?5), (510

\/(x —y)” + K2w?

e ainda desenvolvendo a Eq.(5.9)

m = <H [cosh(K D, ) + o;sinh(K D,)] H [cosh(aK Dy) + o; sinh(aKDy)]>

f(#,9) lzy=0 » (5.11)

A expressao Eq.(5.11) é a mesma expressao dada pela Eq.(4.62), mudando apenas
a forma da fungdo f(x,y), assim sendo o processo metodolégico serd o mesmo desen-
volvido para o caso do sistema ferromagnético com transverso nulo, ou seja, aplicando
a aproximacao linear no desenvolvimento dos produtérios obtemos uma equacao com
mesma forma da Fq.(4.64), e consequentemente a partir da expansao em relagdo a m é

obtida a equagdo com a mesma forma da Eq.(4.67).

B) Estado superantiferromagnético

Seguindo os mesmos procedimentos realizados no capitulo-4, para o modelo de Ising

sem campo transverso na teoria de campo efetivo em aglomerados com com N = 1 sitio na
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fase SAF, cuja a equagao de estado corresponders a mesma expressao dada Eq.(4.77) com

a simples modificagao da fungao f(x,y), passando neste caso a ser dada pela Eq.(5.10).

5.2.2 Aglomerado com N = 2 sitios centrais
A) Estado ferromagnético

Da Fig.(4.14) referente ao estado superantiferromagnético e adequando-a para um
sistema ferromagnético vamos obter o seguinte Hamiltoniano para aglomerado com N = 2

sitios na presenca campo transverso:

—BHE = KS;S; + C1S; + Cy8; + Kw (SF + 53), (5.12)
sendo
C, = Om —Chyy n=1,2 (5.13)
Ci, = KZO’Z, Ciy =aK Z oi, (5.14)
1=4,5,7,8
Chw = KZJZ, Cy=aK > o (5.15)
1=2,3,9,10

Escrevendo o Hamiltoniano dado pela Eq.(5.12) na base onde S} e S5 sdo diagonais
usadas no capitulo-3, ficaremos com uma matriz 4 x 4. Diagonalizando numericamente
essa matriz encontraremos os autovalores ), e consequentemente a funcao de particao

serd dada por.

ZF¥ = Trexp(—BHLY) = Z exp(A (5.16)

onde os autovalores A, sao determinados numericamente, e o procedimento numérico é
estudado no apéndice-A. Desta forma nao vamos aqui apresentar uma expressao analitica
para a funcao de particio ZI" e para a magnetizacdo do sistema. Contudo, no caso

da magnetizacao podemos também utilizar recursos numérico para determind-la, pois
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a partir da definigdo da magnetizagdo dada por m = (S}) podemos usar a seguinte

m— <a‘z,1 (22)> < ZngZ> (5.17)

Aplicando a técnica do operador diferencial e a propriedade da cinemética dos spins

expressao:

(0? = 1) ficaremos com a seguinte expressao:

8
[exp(KDxl)al + exp(—KD,,)b } H [exp aK D, )a; + exp(—aK D, )/l;z}

=7

3
I
—

10
[exp(K D,,)as + exp(—K D,, bﬁ} [exp (K Dyy)a; + exp(—aK D,, )/b\@]

=9

3
H [exp(KDxl) exp(aK Dy, )a; + exp(—K D,, ) exp(—aK D,, )/b\l}

5
[exp(Ksz) exp(aK Dy, )a; + exp(—K D,,) exp(—aK D,, )/b\,} >

:(?) [#=0 » (5.18)

onde a equagao de estado (5.18) apresenta a mesma forma da Eq.(4.95). Contudo, a
funcdo f(7) = f(x1,y1, T2, y2) é diferente da Eq.(4.90), pois a mesma é obtida por pro-
cedimento da derivagdo numeérica a partir da Eq.(5.17). Aplicando a aproximagao linear
na Eq.(5.18), ficaremos com uma expressao semelhante a Eq.(4.97), diferindo apenas na

expressdo da funcio (7).

B) Estado superantiferromagnético

Seguindo os mesmos procedimentos realizados no capitulo-4 para o modelo J; — J,
anisotrépico na teoria de efetivo em aglomerado com N = 2 sitios (EFT-2) nas condigoes
de contorno do estado SAF, obteremos uma equagao de estado semelhante a Eq.(4.115)
com a simples modificacio da funcdo f(7°) pela equacdo obtida numericamente, pelos

procedimentos descritos no apéndice-A.
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5.3 Modelos J;-J; numa rede cibica simples

5.3.1 Aglomerados com N = 2 sitio centrais

A) Estado ferromagnético

A partir da Fig.(4.17) referente ao estado superantiferromagnético, e adequando-a

para um sistema ferromagnético teremos o seguinte Hamiltoniano para este aglomerado

Na presenca de um campo transverso:

sendo

—BHE = KS75; + €157 + 0285 + Kw (SF + 52) (5.19)
Ch = Cpo—Chy, n=1,2 (5.20)
5 17 22
Clx = KZO’Z‘, Cly =akK (ZO’Z + ZO‘Z> y (521)
i=1 =10 =19
18 9 26
ng = KZO'Z', ng =ak (ZO’Z + ZO‘Z> . (522)
=14 =2 1=23

Seguindo os mesmos procedimentos numéricos feitos anteriormente usando EFT-2

numa rede quadrada com campo transverso nulo, encontraremos a seguinte expressao

para equacao da magnetizagao:

m

lexp(K D,,)a + exp(—K D, )b [exp(aK D,, )a + eXp(—ozKDyl)b]8

lexp(aK D, )a + exp(—aK Dy, )b]* (exp(K Ds,)a + exp(—K D,,)b)

(
(
lexp(aK D, )a + exp(—aK D,,)b]* [exp(aK Dy, )a + exp(—aK D,,)b]*
lexp(K D,,) exp(aK Dy, )a + exp(—K D,, ) exp(—aK D,, )b]4

(KD

lexp(K D,,) exp(aK Dy, )a + exp(—KD,,) exp(—aKDyl)b]4

f : (5.23)
r =0
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Esta equagao apresenta o mesmo formato da Eq.(4.151). Expandindo a Eq.(5.23) em
poténcia de m obteremos uma expressao compactada como forma final da equacao de

estado.

B) Estado superantiferromagnético

Repetindo o mesmo procedimento metodolégico realizado no capitulo-4 referente ao
modelo J; — J5 na teoria de campo efetivo EFT-2 na fase SAF, cuja a equacgao de estado
corresponderd a mesma expressao dada pela Eq.(4.165), sendo realizado a simples modi-
ficacdo da funcdo f(7), onde neste caso ¢ obtida a partir de um procedimento numérico

estudado no apéndice A.

5.4 Resultado e discussoes

Discutiremos a seguir os diagramas de fase para o modelo de Ising quéantico frustrado.
Na Fig(5.2) temos o comportamento da temperatura critica em fungao do parametro de
frustracao «, para o sistema quantico numa rede quadrada, submetido a vérias inten-
sidade de campo transverso. As linhas de transicoes de fase F-P sao todas de segunda
ordem, sendo que as mesmas foram obtidas a partir da aproximacao EFRG. Esta aproxi-
magao ¢ dada pela seguinte equacao A (T, a, Q)y=1 = A1 (T, @, ) n—2, onde o coeficiente
A (T, o, ) y=2 sao determinado por métodos numéricos (ver apéndice-A).

As linhas de transicoes entre as fases F e P sao determinadas para as seguintes in-
tensidades de campo transverso: (a) Q/J =0, Q/J = 1.0, Q/J =2.0e Q/J = 3.0.
Observamos que a medida que a intensidade do campo transverso aumenta as linhas
de transicao F-P diminuem, ou seja, é necessdrio menos energia térmica para maior in-
tensidade do parametro de frustracao a. Este resultado é esperado, haja visto que o
campo transverso é um agente de destruicao da ordem ferromagnética, assim como a
temperatura e o parametro de frustracao. Desta forma, a medida que a intensidade

deste campo aumenta o sistema fica menos ordenado, sendo assim é necessdrio menos
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intensidades de outros agentes de destruicao da ordem do sistema magnético. Sao ob-
servados os seguintes valores criticos no estado fundamental: «a.(2/J = 0.0) = 0.5,
a.(Q2/J = 1.0) ~ 041, a.(Q/J = 2.0) ~ 0.23 e a.(Q/J = 3.0) ~ —0.01, esses pontos

criticos «,. s@o inversamentes proporcionais com o campo transverso /.J.

{ SAF |

 (b) i) ()

0 — T T T T T T T T T

-04 -02 00 02 04 06 08 10 12 14 16
(04

Figura 5.2: Comportamento da temperatura critica em fun¢ao do paradmetro de frustracao
para o modelo de Ising quantico frustrado numa rede quadrada na.(a) Q/J = 0, (b)
Q/J=1.0,(c)Q/J=2.0e(d)2/J = 3.0. Aslinhas continuas e tracejadas correspondem
as linhas de segunda e primeira ordem, respectivamente. O circulo corresponde ao ponto
tricritico.

O tltimo resultado do pardmetro de frustracao negativo é compreendido fisicamente.
A destruicao da ordem F é causada pelos aumentos dos parametros « e 2. Assim sendo,
quanto maior valor do campo {2 menor frustragao « é necessdrio para destruir a ordem
em T = 0. Para Q/J > 2.8 o ponto critico torna-se negativo (a. < 0) ndo existindo

mais frustracao para destruir a ordem ferromagnética, pois nesta regiao aumentando a
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Figura 5.3: Diagrama de fase do estado fundamental no plano {2—a para o modelo de Ising
quantico frustrado numa rede quadrada. As linhas continua e tracejada correspondem as

transicoes de segunda e primeira ordem, respectivamente. O circulo representa o ponto
tricritico (PTC).

intensidade de v a ordem ferromagnética é reforgada. O ponto 2/J ~ 2.8 corresponde ao
ponto critico do modelo sem interagdo competitiva (Jo = 0), o que acarretard na nossa
analise no ponto critico a, = 0.

Nas transi¢oes SAF-P sdo observados linhas de primeira (linha descontinua) e se-
gunda ordem (linha continua) até um certo limite de intensidade do campo transverso.
Para campos maiores que €2/J ~ 2.58, os pontos tricriticos desaparecem, e as linhas que
representam a transicao SAF-P passam a ser somente de segunda ordem. Observamos
a medida que a intensidade do campo aumenta as linhas de transicao apresentam pon-
tos com menor intensidade de temperatura, no entanto a intensidade do pardmetro de

frustracao aumenta. Este resultado é explicado pelo fato de que o pardmetro a é um
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agente que gera ordem SAF, e portanto, a medida que o campo transverso aumenta vérios
spins do sistema sao reordenados na direcao deste campo, sendo entao necessario maior
intensidade de a para reordenar esses spins de modo a configurar a ordem SAF. Sao ob-
servados os seguintes pontos multicriticos no estado fundamental: «.(€2/J = 0.0) = 0.5,
a.(Q2/J =1.0) ~ 0.81, a.(Q2/J =2.0) ~ 1.14 e a.(Q/J = 3.0) ~ 1.43. A determinacao
das linhas obtidas na transicao entre as fases SAF e P sao obtidas por EFT-2 via o método
da derivada da magnetizagao. Para 2 = 0, em 7" = 0 temos um estado paramagnético
quantico com um gap de energia induzido pelo campo transverso que difere do estado
RVB previsto no modelo J; — Js.

Na Fig.(5.3) temos o diagrama de fase do estado fundamental no plano 2 — « relativo
aos resultados obtidos a partir da Fig(5.2). Entre as fases F e P temos sempre transigao
de segunda ordem, que é caracterizada pela magnetizacao se anulando continuamente ao
longo da linha de critica. No caso entre as fases SAF e P teremos transi¢oes de primeira
e segunda ordem separadas por um ponto tricritico PT'C(a; ~ 1.31;€,/J ~ 2.58). Para
) # 0 o estado quantico paramagnético é também observado com a presenga de gap de
energia induzido pelo campo (). As linhas criticas F-P sao obtidas pela aproximagcao
EFRG. Enquanto que, para a transicao SAF-P as linhas de transi¢ao sao obtidas usando
EFT-2 via aproximacao da derivada da magnetizacao.

Na Fig.(5.4) temos o comportamento da temperatura de transigao de fase em fungao
do parametro de frustracao a para o sistema Ising quantico numa rede ciibica simples.
As linhas de transigoes SAF-P e F-P sao determinadas para as seguintes intensidades de
campos transverso: (a) 2/J = 0.0, (b) Q/J = 1.0, (c¢) Q/J = 2.0, (d) ©/J = 3.0. Os
comportamentos da fase F na presenca do campo transverso sao semelhantes aos obtidos
para o caso da rede quadrada, mudando apenas os resultados quantitativos. Ja a esta-
bilidade da fase SAF (laminar) apresenta alguns resultados qualitativos bem diferentes
do caso bidimensional, pois todas as linhas da transicao SAF-P sao de primeira ordem,
independente da intensidade do campo transverso aplicado neste sistema magnético. As

linhas de transigao entre as fase F-P e F-SAF e SAF-P foram obtidas usando EFT-2 via
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Figura 5.4: Comportamento da temperatura cr itica em fungao do par ametro de frus-
tracao para o modelo de Ising quantico frustrado numa rede cibica simples. (a) 2/J =0,
(b) Q/J = 1.0, (c) 2/J = 2.0, e (d) ©2/J = 3.0. As linhas continuas e tracejadas cor-
respondem as transi¢oes de segunda e primeira ordem, respectivamente. O circulo preto
representa o ponto critico terminal.

igualdade de energias livres das fases envolvidas na transi¢ao de fase.

Para pequenos valores de campo transverso (£2/J < 0.5 ) temos uma transigao de
primeira ordem entre as fases F e SAF, porém para 2/J > 0.5 esta transi¢ao é destruida,
sendo observadas transicoes de fase de segunda ordem entre as fases F-P e SAF-P em
quanquer temperatura, inclusive no estado fundamental (7' = 0), onde temos um estado
paramagnético quantico. com gap de energia induzido pelo campo. O presente resultado
do diagrama de fase para o modelo de Ising quéantico frustrado 3d, difere do caso do
modelo J; — J5 quéantico frustrado 3d analisado no capitulo-4, onde o gap de energia nao

foi observado ocorrendo apenas transicao de primeira ordem entre as fases SAF e F para
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Figura 5.5: Diagrama de fase do estado fundamental no plano {2 — a para o modelo
de Ising quantico frustrado numa rede cubica simples. As linhas continua e tracejada
correspondem as transicoes de segunda e primeira ordem, respectivamente. O circulo
representa o ponto critico terminal.

qualquer valor do parametro de anisotropia A.

O resultado do diagrama de fase em 7" = 0 ¢é apresentado na Fig.(5.5). Observamos
que aumentando a dimensionalidade do sistema, a presenca do campo transverso nao con-
segue destruir o estado paramagnético quantico (gap de energia), conforme é mostrado
na Fig.(5.5). Um outro fator importante observado na Fig.(5.5) é que o campo transverso
nao consegue destruir completamente a ordem SAF, haja visto que a linha de transicao
SAF-P é sempre de primeira ordem e desta forma a magnetizacao nao é absolutamente
nula nos pontos de transicao de fase. Este resultado comprova o que ja tinhamos argu-
mentado no capitulo-4, ou seja, o fato de que aumentando a dimensionalidade da rede o

estado SAF se torna fortemente ordenado. Na transicao F(AF)-SAF temos ponto critico

241



terminal PT'(a ~ 0.246;/J ~ 0.497) que indica o limite da transicao F(AF)-SAF.
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Capitulo 6

Consideracoes finais e perspectivas

Apresentamos neste trabalho um estudo sistemético de transicao de fase quantica
em modelos de spins com interagoes competitivas. Novos ordenamentos (spin-liquido,
colinear e vidro de spin) e comportamentos multicriticos foram observados nos diagramas
de fases. Efeitos de anisotropia e dimensionalidade foram investigados.

No capitulo-3 estudamos o modelo de van Hemmen na presenca de um campo transverso
e anisotropias de fon tinico com spin S = 1. Usando aproximagao de ordem zero para de-
sacoplar exponencial de soma de operadores quanticos (i.e. exp(A.B) = exp(A) exp(B)).
Calculamos a energia livre e o pardmetro de ordem vidro de spin em funcao da temper-
atura 7', do campo transverso {2, e das anisotropias D, , . de fon tnico.

As anisotropias transversais D, e D, e o campo transverso {2 no modelo de van
Hemmen permitiu observar novos comportamentos nos diagramas de fase SG-P, como,
por exemplo, estudar transicoes de fase quanticas de primeira e segunda ordem. O
campo transverso é um agente destruidor da ordem magnética em qualquer temperatura,
inclusive no estado fundamental. Se o campo transverso for nulo, existe um gap de
energia entre o minimo de energia do estado ordenado (¢ # 0) e o minimo de energia do
primeiro estado excitado desordenado (¢ = 0). Contudo, para € # 0 o gap de energia
entre esses dois estados diminui, gradativamente, proporcionando que os spins tunelem

do estado ordenado para o estado desordenado, de tal forma que no estado desordenado
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(¢ = 0) esses spins sao reorientados na dire¢ao do campo transverso gerando uma ordem
induzida nesta direcao.

As anisotropias transversais podem ser agentes de destrui¢ao ou de aumento da ordem
magnética. No caso em que D, = D, = D temos que o modelo com anisotropia biaxial
corresponde ao modelo com anisotropia uniaxial D,, que é uma anisotropia que atua
na mesma direcao da magnetizagao do sistema. Nesta condicao temos que se D > 0 as
anisotropias transversais se comportam como agentes de destruicao da ordem magnética
do sistema, porém para D < 0 essas anisotropias funcionam como agentes de fortaleci-
mento da ordem magnética, sem contudo aumentar a intensidade da ordem magnética,
s6 mantendo congelada a ordem magnética com minimos de energia mais estaveis. Para
D — oo o fica favorecido o estado o7 = 0 desordenado (paramagnético) com minimo de
energia nulo (f/J =0), e D — —oo temos os estados 07 = +1 com minimos de valores
mais estdveis comportando-se como um sistema de spin S = 1/2. Quando aplicamos a
DPB no modelo, o sistema sofre uma transi¢ao de fase SG-P para a anisotropia critica
D./J = 0.5, enquanto que para a DPG temos o valor D./J ~ 0.41325, no estado fun-
damental. Para ambas distribuicoes de probabilidade, o sistema sofre uma transicao de
primeira ordem, ou seja, o parametro de ordem vidro de spin se torna nulo de modo
descontinuo nos valores das anisotropias criticas.

Observamos que diferente da forma como o campo transverso destréi a ordem mag-
nética, a anisotropia D < 0 eleva o estado com minimo de energia até o nivel f/J =0
para que o sistema sofra a transicao de fase, onde esse minimo é menos estéavel em relagao
ao minimo de energia quando D = (. Na aplicagao da DPB os resultados indicaram que a
ordem magnética ficou congelada com o aumento da intensidade da anisotropia D/J < 0
até que o valor critico da mesma seja atingido, com um minimo de energia apresentando
um estado triplamente degenerado (¢ = +0.5 e ¢ = 0), indicando assim uma transigao de
fase de primeira ordem. Este resultado indica que nenhum spin tunela entre os niveis de
minimo de energia dos estados ordenado (¢ # 0) e desordenado (¢ = 0) mesmo dimin-

uindo o gap de energia entre esses estados com o aumento da intensidade da anisotropia
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D < 0. Ja no caso da aplicagaio da DPG a medida que aumenta a intensidade da
D < 0, a ordem vidro de spin sofre uma diminuicao, porém nao sendo o suficiente para
se anular no valor critico da anisotropia. Este resultado nos permite concluir que para
esta distribuicao de probabilidade alguns spins, que compoem a ordem magnética do
sistema, tunelam do estado ordenado para o estado desordenado a medida que aumenta
a intensidade de D < 0. Contudo no aspecto qualitativo, referente ao transicao de fase
de primeira ordem que o sistema sofre no estado fundamental, as duas distribuicoes de
probabilidade proporcionam o mesmo resultado para o modelo estudado.

Por outro lado, para o caso assimétrico D, # D, ambas anisotropias se comportam
como agentes de destruicao da ordem magnética. Foram obtidos resultados diferenciados
do caso simétrico D, = D,, se D, , > 0 o sistema atinge o equilibrio termodinamico com
minimos de energia que diminuem, gradativamente, a medida que cresce a intensidade
dessa anisotropia, enquanto que se D,, < 0 os estados com minimos de energia do
sistema aumentam a medida que a intensidade das anisotropias aumentam (em maédulo).
Esses comportamentos das anisotropias transversais independem se o sistema magnético
¢ submetido a um campo transverso ou nao. O sistema nao apresenta anisotropias
criticas D, /J simétricas nos regimes D,/J > 0 e D,/J < 0 no estado fundamental.
Esse resultado é justificado pela diferenca de comportamento dos minimos de energia do
sistema obtidos nos regimes de valores para D,/J > 0e D, /J < 0. Este comportamento
também modifica o tipo de transicao de fase no estado fundamental, pois quando o campo
transverso é nulo na anisotropia critica D,/J ~ 1.94 temos uma transi¢ado de primeira
ordem, enquanto que para o valor critico D, /J ~ —2.0 temos um transicao de segunda
ordem. Se D,, — —oo o sistema continua apresentando um mifnimo de energia nulo
para um estado desordenado (paramagnético), enquanto que para D, , — 0o o sistema se
encontra em equilibrio termodindmico com minimo de energia mais estavel que variam,
independentemente, da intensidade do campo transverso.

As anisotropias transversais D, , proporcionam resultados bem interessantes na crit-

icalidade do sistema, pois no confronto entre as mesmas e o campo transverso foram
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obtidos resultados que num primeiro momento parecem ser contraditérios, como, por
exemplo, a situagao em que aumentando a intensidade do campo transverso é necessario
uma intensidade de anisotropia critica no regime de valores para D, , < 0 no estado fun-
damental. Lembramos que tanto o campo transverso {2 quanto as anisotropias D, , < 0
sao agentes de destruicao da ordem magnética, desta forma se aumentarmos a intensi-
dade do campo transverso seria necessdria menor intensidade das anisotropias D, , < 0.
A explicagao para isto se deve aos comportamentos dos minimos de energia que o sistema
se encontra quando é submetido ao campo transverso, que proporciona um deslocamento
para niveis menores ou niveis mais estdveis dos minimos de energia do sistema. No caso
das anisotropias negativas esses minimos de energia sao deslocados para niveis maiores
(niveis menos estéveis), desta forma na aplicagdo de um campo transverso no sistema
magnético ¢ necessario maior intensidade de anisotropias D, , < 0 para que os minimos
de energia sejam deslocados até o nivel de energia igual a zero, onde o sistema sofre
transicao de segunda ordem.

O modelo de van Hemmen nao simula um verdadeiro vidro de spin, pois nao reproduz
o fenomeno da histerese, contudo é um modelo que reproduz determinados comporta-
mentos observado experimentalmente em materiais vidro de spin, como a ctispide da
susceptibilidade. Contudo, ¢ um modelo que nos permite fazer o tratamento de sistema
que apresentam interacoes aleatérias entre os sitios que compoem esse sistema magnético.
Podemos através de generalizacoes, incluindo efeitos quanticos, analisar aspectos gerais
de transicao de fase quantica. A partir do qual podemos obter resultados qualitativos
bastante ricos em informagoes a respeito da criticalidade do sistema.

No capitulo4 estudamos modelos de spins magnéticos com interacoes competitivas
entre primeiros e segundos vizinhos. Usamos teoria de campo efetivo (EFT) aliada a
técnica do operador diferencial em aglomerados com N = 1, 2 e 4 spins. Propomos
um funcional para a energia livre (expansao de Landau) para analisar transi¢ao de fase
de primeira ordem (e também de segunda ordem). Devido ao efeito de tamanho finito e

dimensionalidade da rede, o método da energia livre para obter a linha de primeira ordem,
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nao foi satisfatério para alguns sistemas em baixas temperaturas, portanto formulamos
um método aproximativo para encontrar esta linha de transi¢ao, baseada na divergéncia
da derivada da magnetizacao em relacao a temperatura, o que fez estimar um valor
correto para T.(«).

Inicialmente, estudamos o limite Ising (A = 1) nas redes quadrada (2d) e ctibica (3d).
Na auséncia de campo magnético longitudinal o sistema ferromagnético é equivalente ao
sistema antiferromagnético. A medida que o parametro de frustracdo o aumenta, a
temperatura critica 7., = Ty diminui gradativamente, se anulando no ponto o, = 0.5
para a rede quadrada. Usando EFT-1 e EFT-2 temos encontrado resultados espirios
(quando comparamos com simulagoes de Monte Carlo) na transigao de fase F(AF)-P, onde
¢é observado transicao de primeira ordem em baixas temperaturas. Para contorna essa
inconsisténcia, usamos duas metodologias: a primeira consiste em aumentar o aglomerado
para N = 4 spins na teoria de campo efetivo e segundo aplicamos o método do grupo
de renormalizacdo (EFRG) em aglomerados com N’ = 1 ¢ N = 2 spins. Para a >
a. observamos um estado estado fundamental denominado de superantiferromagnético
(SAF), sdo obtidas transi¢oes de fase SAF-P de primeira e segunda ordem dependendo do
valor do parametro a. Nos formalismos EFT-1 e EFT-2 usamos o método da derivada
da magnetizacao para determinar a linha de primeira ordem correta para a transicao
SAF-P. Enquanto que, para EFT-4 tanto o método da energia livre quanto o método
da derivada da magnetizacao apresentam resultados qualitativos corretos e quantitativos
ligeiramente diferentes. Estes resultados foram recentemente aceitos para publicacao na
Physical Review B. No caso da rede ctibica simples, usamos apenas o formalismo EFT-2 e
o método da energia livre para encontrar a linha de transi¢oes de fase F(AF)-P, SAF-P e
F(AF)-SAF. Na transigao de fase F(AF)-P ¢ observado uma linha de transigao de fase de
segunda ordem, enquanto que na transi¢ao SAF-P é obtida uma linha de primeira ordem.
Contrério a alguns métodos utilizados para estudar este modelo, no presente trabalho
fomos capazes de calcular a linha de primeira ordem entre as fases F(AF), onde T, é

nula no ponto a,. = 0.5. Nossos resultados sao qualitativamente corretos e observamos
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que a dimensionalidade é um fator importante na criticalidade do sistema, induzido, por
exemplo, transicao de primeira ordem.

Introduzindo efeitos quanticos através do pardmetro de anisotropia A # 1, as pro-
priedades criticas do sistema em baixa temperaturas apresentam resultados completa-
mente diferentes do limite cldssico (A = 1). Desta maneira estudamos os efeitos da
anisotropia (A) e a dimensionalidade na transi¢do de fase quantica. No caso do mod-
elo J; — Jy anisotrépico 2d, em T = 0 temos uma fase ordenada para a < a;.(A) e
a > ag.(A). Na regiao ai.(A) < a < as.(A) temos um estado desordenado paramag-
nético quantico que é aceito ser denominado de estado spin-liquido, que é caracterizado
por apresentar gap de energia. Dependendo do sinal da interagao de troca dos primeiros
vizinhos (J;) os sistemas F(J; > 0) e AF(J; < 0) ndo s@o equivalentes devidos os aspectos
quanticos da dlgebra do spins. Portanto o valor do ponto critico quantico a;.(A) depende
fortemente do sinal da interacao J;, que na nossa andlise, usando EFRG, encontramos
al (A) > afif(A). O ponto of,(A) corresponde a transicio entre as fases F(ou AF) e
spin-liquido. Para o > ap.(A) temos um ordenamento colinear (semelhante a fase SAF
no modelo de Ising frustrado 2d), sendo que agora aff(A) > ol (A). O ponto ah,(A)
corresponde a uma transicao de fase de primeira ordem entre as fases spin liquido e col-
inear. Em temperatura finita observamos uma transicao de fase de segunda ordem entre
as fase F(ou AF) e P, onde a temperatura critica (7, e Ty) diminui a medida que aumen-
tamos o parametro o parametro « se anulando no ponto critico quantico of,(A). Na fase
colinear teremos a presenca de transi¢oes de primeira e segunda ordem. Os resultados
qualitativos do diagrama de fase no plano T'— «, do ponto de vista dos tipos de transicao
de fase, para o modelo J; — J5 2d sao independentes do parametro de anisotropia A, onde
no limite cldssico (A = 1) a fase spin-liquido (7" = 0) ¢ destruida. No caso AF observamos
um comportamento reentrante em baixas temperaturas, resultado este que pode ter sido
ocasionado pelo efeito tamanho finito na aproximagao usada (EFT) e também devido
as competicoes entre do efeito da frustragao, da temperatura e flutuacoes quénticas. Por

outro lado, resultado de reentrancia também foi observado recentemente na fase colinear
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usando simulagao de Monte Carlo quéntico, sendo que a anisotropia se fez presente na
interacao de segundo vizinhos, portanto os nossos resultados na fase AF pode vim a estd
correto por esta analogia. Na rede 3d, a fase spin-liquido nao esta presente e o digrama
de fase no plano T' — « é qualitativamente o mesmo para qualquer valor A € [0, 1].

Finalmente, no capitulo 5 o limite da estabilidade da ordem magnética do modelo de
Ising frustrado na presenga de um campo transverso foi estudado, usando os métodos
EFT-2 e EFRG.

Foi verificado que para rede quadrada a ordem magnética do estado colinear (SAF)
¢ destruida de modo continuo ou descontinuo, para determinados valores do campo
transverso. No estado fundamental no plano {2 — a é observado um ponto tricritico
PTC(ay = 1.31;(2/J); = 2.58), e nos informa que a linha de transi¢ao entre as SAF
e P apresenta regices de transi¢ao de primeira (o < ;) e segunda (o > «;) ordem. O
estado paramagnético quéntico existente entre as fase F e SAF obtido no modelo de Ising
quantico, nao é o mesmo estado observado a partir do modelo quantico anisotrépico para
a rede quadrada.

No caso da rede cibica simples nao observamos um ponto tricritico, e ainda mais
a transicao de fase entre as fases SAF-P e SAF-F é toda de primeira ordem no estado
fundamental. Entre as fases F e P a transicao de fase é de segunda ordem e o diagrama
de fase apresenta uma regiao intermedidria com gap de energia, tanto para a rede 2d
como para 3d, que é dependente do campo transverso.

O desenvolvimento dos capitulos 4 e 5 foi bastante trabalhoso, principalmente, porque
a aplicacao da técnica do operador diferencial acarreta um grande problema, ou seja, as
equagoes de estados sao bastantes grandes (devido o tamanho dos coeficientes) a medida
que o tamanho do aglomerado aumenta. Desta maneira os programas gerados para fazer
a solucao computacional dos modelos, sao complexos o que dificultou a compilacao e ex-
ecucao dos programas. Contudo, este problema se transformou num grande desafio para
realizacao desta tese, de tal forma que fizemos uma proposta metodologia para implemen-

tacao desses modelos, tornado mais eficiente o processo computacional. Qutro desafio foi
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diagonalizar numericamente os Hamiltonianos em aglomerados com N = 2 spins, onde
se fez necessédrio o desenvolvimento de uma, proposta para diagonalizar, numericamente,
os Hamiltonianos que nao possuem uma solucao analitica, como no caso do capitulo-5
em que os modelos com N = 2 sitios centrais apresentam Hamiltonianos que nao podem
ser diagonalizados analiticamente.

Como perspectivas futuras desta tese teremos:

1) Estudar as propriedades termodinamicas dos modelos quanticos frustrados de-
scritos nesta tese;

2) Desenvolver o formalismo do operador diferencial para o modelo J; — J de spin
cléssico;

3) Investigar a fase spin-liquido para spin S > 1/2;

4) Calcular o gap de energia no modelo J; — J quantico e consequentemente obter
o expoente dindmico z;

5) Introduzir impurezas magnéticas e analisar esta influéncia sobre a fase spin-liquido;

6) Estudar o efeito do campo longitudinal nas fases colinear e laminar nos modelos

frustrados.
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Apéndice A
Procedimentos Numéricos

Os resultados dos graficos apresentadas neste trabalho foram obtidos a partir da
utilizagao de alguns procedimentos numéricos, como, por exemplo, o método de Newton-
Raphson para solucoes de sistema de equacoes nao lineares e o método da Integracao
por Quadratura Gaussiana, sendo que para implementacao computacional foi utilizada a
linguagem fortran. Vamos, entao, fazer uma pequena abordagem da forma como foram
utilizados estes métodos numéricos neste trabalho, sem nos determos ao programa pro-

priamente dito.

1.1 Meétodos Numeéricos de Newton-Raphson

A fim de ilustracao de um problema fisico real, consideremos o caso do modelo de
Ising-1/2 na presenga de um campo transverso discutido no capitulo2 desta tese. Na
aproximagcao de campo médio encontramos uma expressao auto-consistente para a mag-
netizacdo em funcdo da temperatura (7') e do campo transverso (2) dada Eq.(2.15) e

que na forma de cédlculo de raizes pode ser reescrita por

F(m,Q/)J,3) = \/m? + (Q/J)* — tanh (ﬁJ\/m2 + (Q/J)Q) = 0. (1.1)
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O processo a ser realizado consiste em determinar as raizes m da fungao F(m,Q2/J,3) =0
para cada valor da temperatura 7'/J e o campo €)/J, normalizados. Para isto usamos o

método iterativo de de Newton Raphson (MNR), que neste caso é expresso por

_ F(m,,Q/J,5)
Mpy1 = My — F’(mn, Q/J, B) (12)
sendo
F (0, 9/1,0) = 5 (13

onde m,, ¢ um valor inicial (“chute”) para a magnetizacao. O processo iterativo termina
quando o “zero” da funcao F(m,Q/J,3) for satisfeita. As vezes a maior dificuldade
é especificar o valor inicial m,,, por outro lado, se for conhecido a solucao fisica, como,
por exemplo, para baixa temperatura, a magnetizacao de um sistema ferromagnético é
m = 1 que é uma condicao inicial que satisfaz a funcao F', e desta forma a medida que
T/J varia outras raizes m sao obtidas mais rapidamente.

Nao vamos nos aprofundar a respeito do método, caso o leitor queira se informar mais
ver as refs. [2] e [1], que apresentam uma excelente explanacdo sobre esse assunto. Este
método em relagao aos outros (bissecao, cordas,...), que resolvem equagoes nao lineares é
o mais eficiente, pois converge rapidamente para a solugao, ou seja, precisa de um menor
niimero de iteracoes para determinar as raizes da equacao.

No capitulo 3, a fig.(3.8) para ser obtida foi utilizado o método de Newton-Raphson
Modificado para resolver sistema de equagoes nao lineares. A determinacao do diagrama
de fase fig.(3.8), foi determinado para baixa temperatura fixada em 7'/J = 0.001 para o
caso vidro de spin puro (J, = 0). Contudo, sobram trés varidveis /J, D/J = D,/J =
D,/J e o parametro de ordem ¢. Tomamos como varidvel independente o campo €2/.J
na implementacao do programa que trata deste modelo, desta forma sobram D/J e ¢
para serem determinados. Portanto, a linha de transicao de fase da fig.(3.8) para ser
obtida precisa determinar as raizes das varidveis D/J e ¢, desta forma é necessdrio um

sistema de duas equacoes nao lineares acopladas. No caso foram utilizadas as equagoes
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do parametro de ordem ¢ e também a igualdade das energias livres das fase vidro de spin

(SG) e paramagnética (P), dadas a seguir em forma de fungoes nulas:

Fi(q, T, Dy, D,, ) ——/ / u aK P(e,n)dedn =0,  (14)

F2(Q7 Tv Dwa Dy7Q) - fSG(Q7 Ta Dwa DyaQ) - fP(q = O,T, D:chyvﬂ) = 07 (15)

sendo que

[kaq - / / P (&,) dedn] . (1.6)

A partir dessas equagbes, as iteracoes para cada incognita sao dadas pelas seguintes

expressoes:
det(M,)
det(J)

det(MD)
det(J)

Gn+1 = Gn + (17)

DTL+1 == Dn + (1.8)

sendo que

_F, 9Aa
det(My)=| = P (1.9)

oF:
-1 55

or —F
det(Mp) =| (1.10)
OF, —F

OF  OF

det(.J) = 3852 ;{’ : (1.11)
8¢ 8D

O dltimo determinante ¢ conhecido como Jacobiano (J). Este método apresenta um
grande problema de divergéncia, a medida que o valores iniciais tomados se distanciam

das solucoes. Entao é necessério encontrar uma forma de obter esses valores iniciais para
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essas grandezas. Existem softwares que podem resolver esse problema, como o Maple que
apresenta o camando fsolve que tem por funcao determinar a solugao para um sistema de
equagoes lineares e nao lineares. Usamos este software para estimar as raizes (“chutes”) e
implementar na linguagem fortran. Das Egs.(1.3) e (1.5) vemos que necessitamos calcular
uma integral ao mesmo tempo obter raizes, dizemos que neste caso temos um sistema de
equagoes-integrais a serem resolvidas. Assim sendo, vamos a seguir descrever o método

da quadratura gaussiana para resolver integrais.

1.2 Meétodo da Quadratura Gaussiana

Neste trabalho foi usado a distribuicao de probabilidade gaussiana, o que acarreta
a necessidade de resolver integrais definidas. Para a resolu¢ao numérica vamos usar o
Método da Quadratura (MQ) de Gauss. Este método proposto por Gauss, consiste em

fazer a seguinte transformagao:
b 1
I= / f(x)dz = / F(w)dw, (1.12)
a -1
onde foi feito a mudancga de varidvel
1 1
xzi(b—a)w—l—i(b—l—a), (1.13)
e a fungao F(w) é dada por
1 1 1
F(w)za(b—a)f[xza(b—a)w+§(b+a)} : (1.14)

A integral dada na Eq.(1.12) ¢ dada pela férmula geral para a quadratura gaussiana,

ou seja,
1 m—1
I:/Fwdw: A F(w;), 1.15
[ Flwyde = X A w) (115

que consiste numa soma de m termos (pontos), sendo baseada nas propriedades dos
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polinémios de Legendre, tal que, A; corresponde a um peso da fungdo F'(w;) e w; sdo as
raizes do polindmio de Legendre. Os termos A; e w; sao as incégnitas a serem determi-
nadas e independem da fungao f(x) escolhida. O polinémio de Legendre é representado

pela seguinte somatéria:

T

B (2n — 2k)!
Py(w) = ZQ”k!(n —2k)!(n — k)!

k=0

w2k (1.16)

sendo que r = n/2 se n for par our = (n—1)/2 se n for impar. Caso o leitor deseje mais
informagoes sobre este polindmio ver [3]. Podemos obter todas as raizes deste polonémio
usando o método de Newton-Raphson junto com o método da divisao sintética, que sera
abordado na préxima secao.

Apé6s determinarmos as raizes do polinébmio de Legendre, podemos determinar os

coeficientes da série de Legendre na Eq.(1.15), a partir da seguinte expressao:

2

A= T P

(1.17)

Infelizmente, nas vérias literaturas que pesquisamos nao encontramos o desenvolvi-
mento deste método de Quadratura para integrais muiltiplas, deste forma fizemos um
tratamento da generalizagao do método de Quadratura. Para ilustrar, vamos comecar

este tratamento verificando, por exemplo, para o caso da integral dupla , obtendo

I:/ab/cdf(:v,y)da:dy:/_ll /_11 F(w,v)dwdy, (1.18)

sendo

1 1
r = §(b—a)w+§(b+a) (1.19)
v = Lot (o) (1.20)
Flw,v) - i(b—a)(d—c)f(x,y). (1.21)
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Como sempre sao as mesmas raizes do polinomio de Legendre de grau n e por conse-
quéncia os mesmos coeficientes obtidos para a série de Legendre, entao as raizes w; = v;
para as solugoes das integrais da Eq.(1.18). Desta forma, para resolver a integral dupla,

primeiramente, para a varidvel w a partir da aplicagao do MQ obtemos

1
[ / AoF (o, v) + A F (w1, 0) + AsF(ws, ) + .. + A Flwg, o) dv,  (1.22)

1

e, finalmente, aplicando o MQ para a varidvel v é obtido o seguinte resultado:

I = Ay [AoF(wo,vo) + ArF(wo, v1) + AsF(wo,v2) + ... + Ay F(wo, v,)] +
Aj [AgF (wy,vg) + A1 F(wy,v1) + AsF(wy,v2) + ... + A F(wy, v,)] +
Ay [AgF (wg, vg) + A1 F(wa, v1) + AsF(wa,v2) + ... + Ay F(wa, vy)] + -+ - +
A [AoF (Wi, v0) + A1 F (Wi, v1) + AgF (Wi, v2) + . .. + A F (Wi, 0], (1.23)

resumindo o processo acima obtemos

—1m—1

3
3

s
I
=)

<.
Il
<)

A partir desta mesma linha de raciocinio podemos obter uma expressao geral para

integral miltiplas com ¢ varidveis, dada por

bl b2 bg
I = / / f(x1, 29, ... ,xy)dx1dxs - - - dxy (1.25)

m—1 m—1 m—1

I = ZZZ ZAMAZQ oF (Wi, wi, . . ., wyy), (1.26)

11=0 2=0 ¢3=0 1q=0
onde
1
E, ainda, a funcdo F'(wj1, ws, ..., w;,) fica sendo dada por
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1 q
F(wibwiQa cee 7wiq> - %H(bk - ak) f(mla T, ... 71'11)‘ (128)
k=1

Saber qual a quantidade necessdria de pontos m para a implementacao numérica da
integral, ¢ um fator que deve ser levado em consideracao, quanto maior for a quantidade
de ponto melhor serd a convergéncia do procedimento numérico para o valor exato da
integral. O problema é que para obter uma quantidade de pontos, devemos resolver
polinémios com grau n cada vez maior, sendo que valor de n determina, diretamente, a
quantidade de ponto m = n a ser usado no método. No caso dos modelos estudados no
capitulod os diagramas de fase apresentaram flutuacoes numéricas, quando foi adotado
n = 20, porém para valores n > 34 as flutuagoes numéricas desaparecem das linhas de

transicoes de fase obtidas para os modelos estudados.

1.3 Solucao Analitica para Polindmio de grau 3

No capitulo-3 é necessdrio diagonalizar o Hamiltoniano representado pela seguinte

matriz:

My = Ko* + kyo™ + ks (0%)? + kg (%), (1.29)

processo esse que consiste na determinacao dos autovalores dessa matriz. Como o modelo

estudado neste capitulo é referente a um sistema magnético de spins igual S = 1, devemos
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usar os seguintes operadores matriciais:

10 0

o = [0 0 0 (1.30)
00 —1
[0 2 o

ot = |2 o £ (1.31)
02 0
[0 —82 g

o = |82 o -2 |, (1.32)

Moo

O polinémio caracteristico associado a matriz 1.29 é dado por:

2k + 2k k2 — k2 — k2 + k2 — 3kshk
— 3 5 6 2 5 6 4 56
P(\) = A—(—jj—)A—( - )A—

(—%H—%H+@%+@%—%ﬁ>
3 ’

(1.33)

onde utilizamos o fato de que K = 1/t. Definindo, apropriadamente, os coeficientes a,
as e ag na Eq.(1.33), podemos reescrever o polindmio caracteristico na forma de uma

equacao do 3° grau, ou seja,

P()\) = )\3 + CL1/\2 + CLQ)\ + as (134)
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definindo as novas varidveis

Q = (3a2—a3) /9 (1.35)
R = (9ajas — 27as — 2a§) /54 (1.36)
S = (R+ Q% + R2> (1.37)
T - (R-V@+ ) v (1.38)

Vamos utilizar as solucgoes para o caso do discriminante A = Q3+ R? < 0, a partir do
qual sao obtidas solucoes reais o que ¢ adequado para My que é uma matriz Hermitiana,

essas solugoes sao dadas pelas seguintes expressoes:

M = —a1/3—2v/—Qcos (6/3) (1.39)
Ay = —a1/3—2y/—Qcos(0/3+2m/3) (1.40)
A3 = —a1/3—2+/—Qcos (/3 +4m/3) (1.41)

sendo que

§ = arccos (—R\/—_Q?’> . (1.42)

1.4 Meétodos de Newton-Raphson e de Briot-Ruffini

O método de Newton-Raphson é o método numérico mais eficiente para determi-
nacao de raiz de uma equacao linear e nao linear, pois o0 mesmo converge, rapidamente,
para uma das raizes da equagao dada, mesmo que a condigao inicial usada nao seja tao
préxima da raiz. Estes fatores sao superiores a outros métodos conhecidos. Contudo,
o método apresenta o problema de determinar uma tnica raiz, deste forma para uma
equagao polinomial, por exemplo, de grau g > 2, o método sozinho nao determina, facil-
mente, todas as g raizes da equacao polinomial. No caso desta tese, no capitulo-4 foram

obtidas matrizes que representam os Hamiltonianos para um sistema magnético para um
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aglomerado com N = 2 sftos centrais na presenca de um campo transverso.

Este modelo resulta em matrizes nao diagonalizdveis exatamente. Desta maneira
¢ necessdrio utilizar algum processo numérico para diagonalizacao dessa matriz. Esta
questao nos motivou a propor uma processo para determinacao de todas as raizes de
um polinémio P(z) de grau g, sendo que este processo é baseado nos métodos de Briot-
Ruffini, usado para calcular o valor do polindémio para P(z = x,,), e o método de Newton-
Raphson, que é usado para realizar o processo de convergéncia para raiz desejada. O
método de Newton-Raphson jé conhecemos, entao vamos verificar do que trata o método
de Briot-Ruffini.

O método da divisao sintética ou o Método de Briot-Ruffini [1] ¢ um método iterativo
que consiste na determinagao do valor do polinomio P(x,,), por exemplo, seja o polindmio
dado a seguir

P(z) = asx® + apz® + a1z + ao. (1.43)

vamos calcular P(z,). Para isto é usada o seguinte procedimento iterativo:

bs = as (1.44)
by = ag+ asxr, = as + by, (1.45)
by = a1+ asx, +asr: = a; + by, (1.46)
by = agp+arx, + agxi + (131;2 =ay+ biz,. (1.47)

tal que by é o valor do polinémio para x = x,,. Se o polinémio for de grau g este método
pode ser generalizado, sendo que cada termo é obtido a partir da seguinte expressao
interativa:

bi:ai+bi+1xn, 1= (m—l)(m—2),...,3.,2,1,0. (148)

Outro fator bastante importante deste método é que os coeficientes b; com i # 0

correspondem aos coeficientes de um polindémio que determina o mesmo valor derivada
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de P(x) para x = x,, ou seja, o polinomio derivada de P(x) aplicado em x,, dado por
P'(z = x,) = 3azz? + 2a32,, + ai, (1.49)
é facil ver que este polindmio corresponde ao seguinte polinomio:
P'(z = x,) = bsx? + byx,, + by. (1.50)

Desta forma podemos aplicar, novamente, este método para determinar P'(x = z,,).
Portanto, conhecendo P(z,) e P'(z,) podemos utilizar o método de Newton-Raphson,

ou seja,
P(zy)
P'(z,)’

(1.51)

Tpni1 = Tp —

para determinar cada raiz =, de P(x). A determinacdo de uma das raizes para o polindmio
P(z), a partir do método iterativo de Briot-Ruffini dado por eq.(1.48), deve parar somente
quando P(z, = x,) < abs(e), onde € é o zero adotado para a fungdo. Outro fator,
extremamente, importante obtido deste método é que sendo determinado uma das raizes
de P(z), imediatamente, sdo obtidos os coeficientes para o polinomio de grau reduzido
de grau g — 1, dado por

P(x),-1 = b3z® + byx + by. (1.52)

A partir deste polinomio reduzido podemos aplicar, novamente, o método de Briot-
Ruffini para determinar uma das raizes para este novo polinomio. Repetindo os mesmos
procedimento até que todas as raizes sejam obtidas.

A verificacao desta proposta foi, inicialmente, comparada com os resultados exatos
para o caso do modelo estudado no capitulo-3, que como ji vimos na secao anterior a
diagonalizacao é exata. O resultado obtido a partir do processo numérico é surpreendente,
quando comparado com o resultado exato como pode ser observado nas figuras fig.(1.1)
e fig.(1.2). Desta maneira, este teste serve de garantia de convergéncia para matrizes que

nao apresentam solucao exata para os autovalores.
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® Soluc&do Numérica

Solucédo Exata

: — :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
D /J

X

Figura 1.1: Comportamento da temperatura de congelamento em funcao da anisotropia
D,/J para intensidade de campo transverso €2/J = 0.2 e D,/J = 0 aplicando a DPB no
modelo. Resultados obtidos a partir de solugoes numérica (pontos) e exata (linha).
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1.0

® Solugdo Numérica
Solucéo Exata
0.8
0.6
- P
~~
C 0.44
0.2 H SG
0.0 T T T T T T T >
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(D,/J),

Figura 1.2: Comportamento do campo transverso em fun¢ao da anisotropia D,/J no
estado fudamental com D,/J = 0 aplicando a DPB no modelo. Resultados obtidos a
partir de solugbes numérica (pontos) e exata (linha),

Nas figuras (1.1) e (1.2) temos que os pontos representam a solugdo numérica, en-
quanto que a linha preta a solucao exata, ambos os diagramas de fase sao realtivos a apli-
cagao da distribuigao de probabilidade bimodal (DPB), como os descritos no capitulo-3.

No capitulo-5 foram obtidos diagramas de fase com linhas de segunda ordem da
transigao F(AF)-P usando a aproximagao do grupo de renormalizacao na teoria de campo

efetivo (EFRG). Sendo que esta aproximagao ¢é feita partindo da expressao
A1<T704,Q)N:1 == Al(T,Oé, Q)N:2, (153)
tal que A1 (T, o, Q) n=1 € A1 (T, o, Q) y—2 sd0 0s coeficientes de primeira odem da expansao
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da magnetizacao para aglomerados com N =1 e N = 2 sftios centrais, respectivamente.
O Hamiltoniano do qual é obtido A; (T, «,Q)n-1 é diagonalizado exatamente como é
observado no capitulo-5, ja o coeficiente A; (T, o, Q) y—2 € obtido a partir de um Hamil-

toniano dado por
—BHE = KS575% + 0157 4 C59; + Kw (57 + 52), (1.54)

cuja a sua diagonalizacao nao é exata, sendo utilizado o processo numérico proposto neste
apéndice.

Algumas questoes devem ser observadas nesta proposta da implementacao numérica
de diagonalizacao dos Hamiltonianos a que se propoem diagonalizar:

1%) Em todos os modelos aplicados é usada a fungao de partigao canoénica dada por

ZN = iexp()\k), (155)

sendo Ay os autovalores do Hamiltoniano em estudo, e que sao determinados a partir do
procedimento numérico proposto neste apéndice. A magnetizagdo m do sistema mag-

nético ¢ dado por um processo de derivacao do tipo

0
m; = (57) = 5 In(Zn), (1.56)

09;
onde ¢; € um parametro que esta associado a componente do spin S? na fungao de
particao. No processo de determinacao dos autovalores \; a partir do método numérico

aqui proposto, a magnetizacao é obtida a partir da derivada numérica que consiste em

utilizar a seguinte expressao:

0 1

%ZN(¢1> ¢za ) ¢z) = ﬁ [ZN<¢17 ¢27 ) ¢z + A) - ZN(¢17 ¢2> ) ¢z - A)] ) (1-57)

que é determinada a apartir de um ponto centralizado. Para esta derivada numérica

266



temos verificado um problema com o valor de A, que nao pode ser grande e nem muito
pequeno, pois em ambos os casos a derivada diverge, normalmente em todos os modelos e
para vérias funcoes verificadas o melhor valor a ser usado ¢ A ~ 1073, Mesmo assim, em
alguns modelos estudado nesta tese esta proposta de derivada nao foi adequada, quando
comparada com a solugao exata. Desta forma foi necessdrio usar outra aproximacao

numérica dada no caso por ponto nao centralizado, cuja a expressao é dada por:

0 _ L L
sendo
h = ZN(¢17¢27 7¢z + A) - ZN(¢17¢27 7¢z - A) (159)

A grande vantagem de usar a derivada proposta pela Eq.(1.58) é que podemos utilizar
maiores valores de A , proporcionando um convergéncia para o valor correto da derivada.

2%) Um outro fator é referente ao zero das fungées (g) no procedimento de determi-
nacgao das raizes do Hamiltoniano estudado, onde foi usado o zero da fungao ¢ = 1073
obtendo raizes muito préxima ou igual as exatas, quando verificamos o método numérico
com a solucao exata no caso do modelo estudado no capitulo-3.

3%) Quanto as raizes complexas, que é algo indesejdvel para os modelos estudados,
haja visto que o Hamiltoniano que representam os modelos estudados s6 admitem raizes
reais, temos observado que a partir do método numérico proposto as raizes obtidas do
polinémio reduzido de grau g = 2, normalmente, sao reais ou entao quando sao complexas
o termo imagindrio ¢ muito pequeno quando comparado o termo real, prevalecendo a

parte real desta raiz imagindria.
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Apéndice B

Determinacao dos Operadores

Componentes de Spin

Quando utilizamos a Teoria do Campo Efetivo para um aglomerado com N sitios
centrais devemos determinar os operadores componentes de spin correspondentes a S7,
S? e S7 sendo que i = 1,2,.... refere-se ao sitio central. Para um sistema magnético de
spin S = 1/2 com N = 2 sitios centrais, por exemplo, temos a seguinte base seguinte
base formado pelos seguintes estados:|1,1) = [+,+), |1,-1) = |[+,—), |-1,1) = |—,+)
e |—1,—1) = |—,—), ou seja, temos uma base formado por dos estados do tipo |ni,ns),
sendo que n; = +1. Para um aglomerado com N = 4 sitios centrais temos a base formado

por estados do tipo |ni, nons,ng) com n; = £1. A determinagao dos operadores SY ¢é

realizado a partir do do seguinte processo para o caso, por exemplo, de N = 2:

syl (1syl2)  (ASy[3)  (1157[4)
2|S¥[1) (21S¥[2) (21S¥(3) (2|S¥]4
5 sy = | CISID CSR s Qs |
@BI57I1) (315712)  (3[5713)  (3[SF[4)
sy @l st (st |
sendo que 1) = |[+,+), |2) = |+, —), [3) = |—,+) e |4) = |-, —). Cada operador S} atua

somente no estado referente ao sitio ¢, a partir das seguintes relagoes para um sistema de
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spin S =1/2:

Sx |:|: No = |:F,n2) 2.2
Sg |n17 = |n17 :F> 23
SY|E£,ne) = i|F,ng 24

= m |n1,n2

)
+)
)
S3|m,£) = =i|m,
ST 1, me)
)

)
¥)
)
)

52 |n1,n2 = MNo |n1,n2 .

O mesmo processo ¢ realizado para outra quantidade N de sitios centrais. A seguir
temos as matrizes que representam modelos estudados nos capitulos 4 e 5 na Teoria de
Campo Efetivo em aglomerado com N = 2 sitios centrais.

1°) Hamiltonianos para N = 2 sitios centrais para o sistema Heisenberg ferromag-

nético de spin 1/2, estudado no capitulo 4.
—BHE = K[(1 —A)(S£S5 + SYSY) 4 S75Z] 4+ C187 4 (S5, (2.8)

a matriz que representa este Hamiltoniano ¢ dada por

K+Ci+ 0y 0 0 0
0 —K+C; —C: 2(A—1 0
M’ng ' ’ ( ) 9 (29)
0 2(A-1) —K-C+Ch 0
0 0 0 K—01+02

sendo que a mesma ¢ diagonalizada exatamente.
2°) Hamiltonianos para N = 2 sitios centrais para um sistema Ising ferromagnético

com campo transverso de spin 1/2; estudado no capitulo 5.
—BHLY = KS7S; + C187 + CoS; + Kw (SF + 5%, (2.10)
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onde a matriz que representa este Hamiltoniano é dada por

K+C,+Cy Kw Kuw 0
Kw —K—|—Cl—02 0 Kuw
My = . (2.11)
Kw 0 —K—Cl+02 Kuw
0 Kw Kw K_Cl+02

esta matriz nao apresenta diretamente solucao analitica para os seus autovalores.
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Apéndice C

Proposta de Implementacao da

Técnica do Operador Diferencial

A técnica do operador diferencial desenvolvida por Honmura e Kaneyoshi [4] consiste

na determinacao da seguinte expansao de uma exponencial:

1
exp(aD,) = ZEO‘HDQ(UH)’ (3.1)

n=1
onde D, = a% ¢ o operador diferencial em relacdo a varidvel x, portanto, na Eq.(3.1)
temos uma expansao em torno de operadores derivadas de ordem n. Seja F'(z) uma
funcao continua definida para qualquer valor de z, quando aplicamos a expansao da

eq.(3.1) neste funcao f(x) ficaremos com o seguinte resultado:

1 1
exp(aD,)F(z) = Zﬁa”D;”)F(m) = ZHO&”F(M (x), (3.2)
n=1 n=1 "

onde F(™(z) corresponde a derivada de orden n da funcdo F(z) em relagio a . Usando

a defini¢ao de série de Taylor para F'(x 4+ «) em torno de a, mostramos a equivaléncia
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com a expressao na Eq.(3.2), portanto ficaremos com:
exp(aD,)F(z) = F(x + a), (3.3)

no limite de = 0 obtemos

exp(aD,)F(z) 0 = F(a). (3.4)

Se a func@o depender de outras varidveis, ou seja, F' = F(z1, 22, ..., %), podemos

generalizar a técnica do operador diferencial a partir da seguinte relacao:

%
eXp(E-D)F(xl,xQ,...,xp) S, = F(o,ag,...,0p), (3.5)
Tr =

e
onde @ = (ay, s, ...,a), D = (D1, Dy, ..., D)), D, = 8/0z, com T = (1,72, ..., Tp)-
Kaneyoshi e Fittipaldi [6] desenvolveram um trabalho sobre sistema ferromagnético
de spin 1/2 na Teoria de Campo Efetivo para um aglomerado com N = 1 sitio central

no modelo de Ising, representado pelo seguinte Hamiltoniano:

H=|-JY ol | (3.6)
3

—
onde 6 representa o vetor primeiro vizinho, que apresenta z vizinhos em relagao ao sitio

central of. Neste trabalho foi utilizada a Identidade de Callen-Suzuki [5], ou seja,

m = (o]) = <tanh KZU’LF? > . (3.7)

Um dos problemas desta equagao é como trabalhar com a varidvel O";r? que aparecem
no argumento da fungao hiperbdlica. Definindo F(z) = tanh (x) e usando a identidade

dada pela Eq.(3.4), reescrevemos a Eq.(3.7) na forma

272



m = <1:[ exp (K0i+7Dx>> F(x) o (3.8)

s
Como estamos tratando um modelo spin S = 1/2 podemos aplicar a seguinte identidade

de van der Waerdan:

exp(po;) = cosh(p) + o; sinh(yp), (3.9)

portanto aplicando a identidade da eq.(3.9) na eq.(3.8) ficaremos com a seguinte ex-
pressao:
m = <H cosh(K'D,) + 0% sinh(KDw)> F(x) : (3.10)

- x=0

5
Ao desenvolver o produtério da eq.(3.10) sao obtidos termos do tipo <Jza§ >, <O’i0’§0‘; ,
<OzO'§O';O'Z , etc.... Sao usadas véarios aproximagcoes de desacoplamento do sistema de
spins o7, no contexto desta tese e de outros trabalhos é usada a aproximacao lin-
ear, que consiste na seguinte expressao <J§JJZ-...J;> ~ (0}) <U§> <0;>, onde é usada
a defincado m = (o7). Portanto ao aplicar a definigdo das fungbes hiperbdlicas, isto
é: cosh(KD,)4,sinh(KD,)_ = 3 (exp(KD,) + exp(—KD,)), aparecem termos do tipo
exp(vKDzx), comv =—n,—n+1,..,—1,0,1,,...,n — 1, n. Finalmente, aplicando nova-

mente a técnica do operador diferencial ficaremos com termos do tipo
exp(VKDx)F(x) |,—0 = F(VK) (3.11)

na eq.(3.10). Da aplicagao da expressao dada na eq.(3.11) no desenvolvimento da eq.(3.10)

é obtida uma expressao que apresenta a seguinte forma:

m = Ag+ Aym + Agm® + ... + A,m" = ZApmp, (3.12)

p=0

sendo que os termos A, = tanh((vK)). Para este tamanho aglomerado (N = 1 si-
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tio central) em que a rede cristalina do sistema seja quadrada, ou cubica simples, etc,
nao ¢ dificil obter os coeficientes A,, porém quando crescemo o sistema aumetando o
tamanho do aglomerado ou ainda tomando um sistema com interagoes competitivas,
como estudado nesta tese, o processo para determinacao dos coeficientes A, fica bastante
complicado para ser feito manualmente, talvez seja por isso que a maioria dos trabalhos
que utilizam esta técnica sao referentes a sistemas pequenos. Para se ter uma idéia da
dificuldade da resolucao do simples modelo de Ising para um sistema competitivo com

aglomerado contendo 1 sitio central , ou seja:

A Za
Hf - —leO'iSl -+ JQZU’L'SD (313)
i=1 i=5

seriam necessérias 28 = 256 multiplicagoes entre termos do tipo exp(f(Dz)) para obter
cada coeficiente A, para uma rede quadrada (Z; = 4 e Z, = 4), enquanto que para
uma rede ctibica simples (Z; = 6 e Z, = 12) 2!8 = 262144 multiplicagoes. Para este
sistema com tamanho de aglomerado para N = 2 sitios centrais é necessdrio para uma
rede quadrada (Z;; = 3 e Z;z = 4 com i = 1,2), apds aplicar a dindmica dos spins,
sao necessarias 2!9 = 1024 multiplicagoes, enquanto que para uma rede ctibica simples
(Ziy =5 e Zip = 12 ) sdo necessdrias 2% = 67108864 multiplicagoes!

A dificuldade para determinacao dos coeficientes A, quando o aumenta tamanho do
sistema, ¢ um desafio e ao mesmo tempo uma motivagao para o desenvolvimento de
metodologias para resolucao da técnica do operador diferencial. Para o desenvolvimento
dos capitulos 4 e 5 desta tese, foi desenvolvida uma proposta metodolégica para a imple-
mentagao da técnica do operador diferencial, quando aplicada em cada modelo estudado.
Esta proposta foi, gradativamente, evoluindo a medida em que o modelo ficava mais
complexo, até obter uma versao mais geral.

Vamos utilizar o modelo de Ising para um sistema antiferromagnético para o aglom-
erado com N = 1 sitio central para uma rede ctibica simples, com objetivo de apresentar

a metodologia proposta de modo mais geral possivel. De acordo com o capitulo-4 para
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este modelo teremos é obtida a seguinte expressao:

m = <H (cosh(K Dz) + o sinh(K Dz)) H (cosh(aK Dy) + o7 sinh(aKDy))>

f(il?, y) |:r,y:0 ) (314)

aplicando a aproximacao linear <a§o— q> ~ (0%) < > <o* > tomando que m = (o%)

e as defini¢oes das fungoes hiperbdlicas ficaremos com o seguinte resultado:

6 18
H exp(K Dz)a + exp(—K Dx)b) H (exp(aK Dy)b + exp(—aK Dy)a)
=1

=7
f(ma y) |x,y =0, (315)
onde
1
g = (3.16)
2
1 _
b = Tm (3.17)

Esta forma da eq.(3.15) jd nos permite implementar direto numa linguagem de progra-
magcao para obter os coeficientes A,, desta forma evitando carregar expressoes enormes
para os programas determinam os diagramas de fase obtidos nesta tese. Para isto basta

utilizar estados erponenciais, ou seja, podemos convencionar que

exp(KDzx) =1
exp(—KDz) = -1
exp(aKDy) =1
| exp(—akDy) = -1,

(3.18)

Desta forma seria facil desenvolver uma subrotina onde varidveis do tipo P, assumem
os estados 1 ou —1 e, posteriormente, o valores assumidos por P, seriam usados nesta

subrotina para substituir (z = P,K;y = P,aK) nas func¢ao fungdo f(z,y), em todas as
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combinagoes possiveis de termos obtidos dos produtérios dados na eq.(eq.(3.15). Contudo
este procedimento s6 foi eficiente para aglomerado em redes bidimensionais, j& para redes
tridimensionais além da execucao do programa ser demorado no caso com N = 1 sitio
central, no caso para o aglomerado com 2 sitios centrais nos terfamos um outro problema
ao tamanho do programa que ficaria com mais de 10° linhas, que contraria a proposta
metodoldgica. Para solucionar esses problemas em redes tridimensionais a metodologia
foi aperfeicoada, sendo esta versao o objetivo deste apéndice. Esta metodologia sao
baseadas nos seguintes passos:

1 - Expandir todos os produtérios que apresentem os mesmos estados exponenciais,

desta forma ficaremos com seguinte expressao na forma binomial:

6

!
mo= Zﬁ exp [(6 — w)K Dx] exp [-wK Dz aff_w)bj

w=0
212:1—2‘ exp [(12 — r)aK Da) exp [-raK Dz] ali ",
—w!(12 —r)! P P BB
m = 26:6—' exp [(6 — 2w) K Dz alt by

“=w!(6 — w)!
12 191 -

S———— 12 -2 KD =)y 1
;_Ow!(12 ol exp [( r)a xlay by (3.19)

2 - Na eq.(3.19) temos a presenca de vdrios estados exponenciais que apresentam a
seguinte forma: exp [(6 — w)K Dz, exp [-wK Dzx], exp [(12 — r)aK Dx] e exp [-raK Dz|.
Os termos a e b sdo dados pela equagoes eq.(3.16) e eq.(3.17). O processo da metodolo-
gia comega guardando os coeficientes de cada poténcia da magnetizacao m a partir

dos polinémios gerados pelos termos af_w)bff{

e ag_r)bg. Esses coeficientes seriam de-
notado por C(ey,eq,€3,¢€4,€,) que sdo caracterizados pelos expontes (e, g, €3, €4, €)
referente aos termos a4, ba, ap, bp e também o expoente da magnetizacao m gerado
pelo polindémio P = a5 0% a3by , respectivamente. Observando que ey, es = 0,1,2,...,6
ees,eq=0,1,2...,12.

3 - Desenvolvendo uma subrotina para efetuar todas as combinagoes possiveis dos
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produtos dos termos da eq.(3.19). Sendo que nessa subrotina devem usadas duas var-
idveis p1 = 0,1,2...,6 e po = 0,1,2,...,12 que assumem os valores de w e r, respecti-
vamente, nas parcelas de cada somatoério dados na eq.(3.19). Nesta subrotina séo recu-
perados os expoentes (eq, g, €3, €4, €,,) € desta forma podendo ser chamdo os coeficientes
C(eq, e, €3,€4,€,). Contudo os estados exponenciais, de acordo com a eq.(3.19), sao
do tipo exp[¢, KDx] e exp [p,aK Dz|, sendo que ¢; = —6,—4,-2.0,2,4,6 e ¢, =
—-12,-10,...,—2,0,2,...,10,12. Para recuperar os valores de ¢, ep, devemos usar a

seguinte relacao com as varidveis p; e ps:

$10 =1n12 — 2p12. (3.20)

Posteriormente, sao aplicadas as relagoes © = ¢, K e y = ¢,aK na fungdo f(z,y).
Finalmente, é guardado os valores para cada coeficiente da magnetizacao a partir do
produto C(ey, ez, €3, €4, ) f(x = ¢ K,y = p,aK), para cada interagdo da subrotina.

Esta metodologia diminui em muito a quantidade de interacoes da subrotina que gera
os coeficientes, quando comparado com o caso de ser utilizado somente dois estados expo-
nenciais proposto na eq.(3.18), haja visto que enquanto na proposta de dois estados sdo
necessdrias 28 interacoes, j4 na proposta de varios estados sao necessarias 819 interacoes,
para o sistema antiferromagnético no modelo de Ising com N = 1 sitio central numa rede
cuibica simples.

Para o sistema antiferromagnético Heisenberg em aglomerado com 2 sitios centrais

numa rede cuibica simples, seriam necessério 226

interagoes na subrotina principal, e
ainda uma quantidade aproximadamente de 10° de coeficientes do tipo C(ey, ez, .., €)
relacionadas as poténcias impares e,, da magnetizagdo (gerados no programa Maple),
quando usamos a proposta de dois estados exponenciais. Sendo que posteriormente
esses coeficientes C'(eq, ea, .., €,,) devem ser ”colados” no programa referentes ao modelo
implementado na linguagem FORTRAN . Enquanto que na proposta para vérios estados

sao necessdrias 8100 interagoes na subrotina e 2548 coeficientes do tipo C'(eq, es, €3, €4, €,,)

com poténcia e,, impar. Portanto, a proposta da utilizacao de varios estados exponenciais
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é muito mais eficiente para implementar computacionalmente os modelos mais complexos
desta tese e de futuros trabalhos, que venham a ser estudados usando a técnica do

operador diferencial.
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