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Resumo

Ao longo das últimas décadas, diversos métodos de aprendizado de máquina vêm sendo
propostos com o intuito de classificar dados. Entre os modelos candidatos, procura-se
selecionar um que se ajuste bem aos dados de treinamento, criando uma hipótese que
faça boas predições em amostras não analisadas anteriormente. Um dos maiores desafios é
selecionar um modelo, cuja hipótese não seja sobre-ajustada aos dados conhecidos, sendo
genérica o suficiente para boas predições futuras. Neste trabalho, é apresentado um método
de classificação baseado no princípio da descrição mais simples que efetua uma troca
benéfica entre a complexidade do modelo e o ajuste aos dados. O método proposto é
multiclasse, incremental e pode ser usado em dados com atributos categóricos, numéricos e
contínuos. Experimentos conduzidos em bases reais de diversas características mostraram
que o método proposto é estatisticamente equivalente à métodos clássicos na literatura
para o cenário o�ine e superior a alguns métodos no cenário de aprendizado incremental.
Além disso, o método mostrou-se robusto ao sobre-ajustamento e à normalização dos
dados, apresentando características benéficas para um método de classificação que pode
ser aplicado nos dias atuais.

Palavras-chaves: Princípio da descrição mais simples. Mistura Gaussiana. Classificação.
Aprendizado de máquina.





Abstract

For the last decades, many Machine Learning methods have been proposed aiming catego-
rizing data. Given many tentative models, those methods try to find the one that fits the
dataset by building a hypothesis that predicts unseen samples reasonably well. One of the
main concerns in that regard is selecting a model that performs well in unseen samples not
overfitting on the known data. In this work, we introduce a classification method based
on the minimum description length principle, which naturally o�ers a tradeo� between
model complexity and data fit. The proposed method is multiclass, online and is generic in
the regard of data representation. The experiments conducted in real datasets with many
di�erent characteristics, have shown that the proposed method is statiscally equivalent to
the other classical baseline methods in the literature in the o�ine scenario and it performed
better than some when tested in an online scenario. Moreover, the method has proven
to be robust to overfitting and data normalization which poses great features a classifier
must have in order to deal with large, complex and real-world classification problems.

Key-words: Minimum Description Length Principle. Gaussan Mixture. Classifiers. Ma-
chine Learning.
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1

Prefácio

A categorização automática de dados por meio de métodos de classificação tem
sido alvo de grande interesse nas últimas décadas. Por tal motivo, diversos métodos foram
propostos em um curto período de tempo. Dentre estes métodos, destacam-se aqueles que,
por terem sido utilizados com sucesso, são tidos como tradicionais; a saber: Naïve Bayes –
NB (DUDA; HART, 1973), máquinas de vetores de suporte – SVM (CORTES; VAPNIK,
1995) – SVM, e redes neurais artificiais (ROSENBLATT, 1958).

Os métodos de classificação baseiam-se na seleção de um modelo, dada uma hipótese,
que tem como objetivo ajustar-se a um conjunto de dados para que possa computar uma
saída (classe) para uma amostra nunca observada. Além disso, é desejável que o modelo
escolhido tenha uma alta capacidade de generalização, isto é, seja capaz de produzir
uma saída considerada adequada e consistente à solução do problema, tanto para as
amostras utilizadas no conjunto de dados de treinamento, quanto para amostras ainda
não observadas.

Dado o grande número de possíveis modelos que podem descrever o conjunto de
dados de treinamento, os métodos utilizam critérios de seleção distintos (e.g., probabilidade,
otimização, distância) para tentar selecionar o melhor modelo possível. William Occam,
filósofo e frade inglês, cunhou o conceito conhecido como Navalha de Occam, o qual
dita que “entidades não devem ser multiplicadas além do necessário” – uma crítica à
filosofia escolástica que tratava a realidade com teorias muito complexas. No contexto
de aprendizado de máquina, a Navalha de Occam é utilizada para que na escolha de um
modelo, na presença de múltiplas opções que descrevem o mesmo problema, aquele que
comprime mais os dados deve ser selecionado (DOMINGOS, 1999).

Rissanen (1978) definiu o Princípio da Descrição mais Simples (Minimum Descrip-
tion Length – MDL), enraizando-se nas ideias da complexidade de Komolgorov (KOL-
MOGOROV, 1963) e formalizando a Navalha de Occam para o problema de seleção de
modelos. Tal princípio define que o modelo que melhor se adapta aos dados e possui
tamanho de descrição menos complexo, deve ser selecionado. Deste modo, o MDL elege
modelos que preservam um equilíbrio favorável entre a capacidade de descrever os dados
de treinamento e a complexidade do mesmo. Esta característica evita naturalmente o
sobreajuste (overfitting) e, portanto, é favorável para um método de classificação. Nos
dias atuais, é desejável que métodos de classficação se adaptem bem à mudanças e sejam
aptos a escalarem bem os dados. Métodos tradicionais, no geral, falham em um ou nesses
dois quesitos, sendo muito restritos às bases treinadas, e podendo ter seu desempenho
prejudicado a longo prazo. Deste modo, a teoria do MDL apresenta a vantagem de ser
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naturalmente incremental e escalável, além de ser relativamente simples de se implementar.

Objetivos

Esta dissertação de mestrado oferece um método de classificação genérico, multi-
nomial e incremental baseado no Princípio da Descrição mais Simples. O método é uma
extensão do método MDLText proposto por Silva, Almeida e Yamakami (2016a) para classifi-
cação de textos. O método é multiclasse e naturalmente robusto em relação à normalização
e ao sobreajuste dos dados. Ele foi testado com bases públicas conhecidas do repositório
da UCI (LICHMAN, 2013) e comparado com métodos considerados estado-da-arte em
classificação.

Em resumo, esta dissertação procura responder as seguintes questões de pesquisa:

1. É possível estimar de maneira incremental uma função de distribuição de probabili-
dade de um atributo contínuo, para assim evitar discretização o�ine?

2. Como podemos adaptar o método apresentado em Almeida (2010) e Silva, Almeida
e Yamakami (2016a), Silva, Almeida e Yamakami (2016b) para que seja capaz de
processar amostras representadas também por atributos contínuos?

Organização

Este manuscrito foi estruturado da seguinte maneira:

• No Capítulo 1, são apresentados os conceitos e bases teóricas do MDL e Teoria da
Informação. Neste capítulo, discute-se também relações entre a Teoria da Informação
e Estatística que criam a ponte entre o método proposto e o princípido do MDL.

• No Capítulo 2, é apresentada uma revisão da literatura explorando os diversos
campos nos quais o MDL foi utilizado com sucesso e a forma no qual sua essência
foi aplicada na solução dos problemas.

• No Capítulo 3, é apresentado o método proposto. Este capítulo é subdivido de
maneira a construir o método a partir das pequenas partes que o compõe, apontando
suas origens na Teoria da Informação e Estatística, até o método final de forma mais
ampla.

• No Capítulo 4, são apresentadas as configurações utilizadas para a avaliação e
comparação do método proposto.

• Finalmente, são apresentadas as conclusões e direcionamentos para trabalhos futuros.
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1 O Princípio da Descrição Mais Simples

Rissanen (RISSANEN, 1978; RISSANEN, 1983), inspirado no conceito da Navalha
de Occam, formalizou o princípio da descrição mais simples (do inglês, Minimum Des-
cription Length – MDL), o qual dita que no problema de seleção de modelos, aquele que
possuir menor tamanho de descrição deve ser priorizado. Este princípio, oriundo da Teoria
da Informação, delineia que quanto mais se sabe sobre os dados, maior será a regularidade
descoberta e, portanto, mais pode-se comprimi-los (GRÜNWALD, 2005).

O MDL possui raízes na complexidade de Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1963),
definida como o menor tamanho de um programa que imprime uma dada sequência
e finaliza. Portanto, quanto menor a complexidade de Kolmogorov mais conhecimento
há sobre a sequência sendo codificada. Deste modo, é possível codificar tal sequência
mais efetivamente, e este programa deve ser selecionado para representá-la (BARRON;
RISSANEN; YU, 1998). Para exemplificar, considere as sequências binárias mostradas na
Figura 1.

1. 110110110110110110110110110110 . . . 110110110110110110110110110110

2. 111010101001010100010111101001 . . . 101001010100101000101101110010

Figura 1 – Sequências binárias originais antes de uma codificação (GRÜNWALD, 2000).

É possível perceber um certo padrão na sequência 1, onde 110 se repete por n

vezes, enquanto a sequência 2 aparenta ser totalmente aleatória. Pode-se, então, eleger uma
linguagem de programação como Ruby, para representar a sequência 1, como mostrado
na Figura 2. Nesta representação, é possível notar que houve uma redução do tamanho
da sequência. A sequência 2, no entanto, só pode ser representada por um programa que
a imprima e termine (GRÜNWALD, 2005); logo, representá-la através de um programa
aumentaria sua descrição. A inclusão dos conceitos tanto da Navalha de Occam quanto
da complexidade de Kolmogorov, provêem ao Princípio da Descrição mais Simples um
equilíbrio benéfico entre a seleção da complexidade do modelo e seu ajuste aos dados, o
que evita, portanto, um modelo complexo (GRÜNWALD, 2000).

(1..n).each{|x| print ‘110’}; exit!

Figura 2 – Programa em Ruby que imprime a sequência binária 1 apresentada na Figura 1.

Este capítulo está estruturado da seguinte forma: a Seção 1.1 apresenta a termi-
nologia e definições utilizadas. Na Seção 1.2, conceitos de codificação são introduzidos e
posteriormente explorados na Seção 1.3 que interrelaciona conceitos de probabilidade e
Teoria da Informação. Finalmente, a Seção 1.4, aborda uma extensão do MDL.
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1.1 Terminologia e Definições

Ao decorrer deste capítulo, alguns símbolos e definições serão utilizados para a
derivação do MDL. Esta seção, define-os e introduz conceitos que permitem uma abordagem
mais concisa.

Seja X um alfabeto finito de símbolos. X n o conjunto de todas as sequências
finitas de n símbolos. A notação xn é adotada para representar uma sequência de símbolos
(x1, x2, . . . , xn), onde cada xi œ X . Xn é um conjunto de sequências de n símbolos; onde
ficar claro pelo contexto em que é utilizado, se usará X ao invés de Xn. Uma fonte de
probabilidade P é uma sequência P (1), P (2), . . . em X 1, X 2, . . ., tal que P (n) é igual a
probabilidade marginal de P (n+1); onde ficar claro pelo contexto em que é utilizado, se
usará P ao invés P (n)(x), com x œ X n. Seja P uma distribuição de probabilidade definida
em X , P (x) é chamada de probabilidade de x. Se q

x P (x) < 1, P é dita imperfeita. Se
os dados são independentemente e identicamente distribuídos, então, dada uma fonte P ,
para cada n, xn œ X n, segue que P (xn) = r

i P (xi).

No MDL, procura-se por uma codificação C de um conjunto de dados (símbolos,
em uma analogia matemática) D que consiga descrevê-lo de maneira única da menor forma
possível. Isto é, procura-se por um C na qual LC(D) seja a menor possível, sendo LC uma
função que descreve o tamanho dos dados codificados com o auxílio de C. No contexto
desta pesquisa, dentre todas as codificações possíveis em C : X æ N, são utilizadas aquelas
em que C : X æ t

nØ1{0, 1}n, ou seja, aquelas descritas na base binária, usando, portanto,
o bit como medida de informação. Com tal medida de informação, log é utilizado para
respresentar o logaritmo de base 2.

1.2 Codificações

Uma codificação é uma função que mapeia um conjunto de dados em outro conjunto,
usualmente em outro domínio de forma mais compacta (para uma definição de compacto).
Não é difícil notar que o número máximo de sequências que podem ser codificadas com n

bits é 2n. Apesar de ser interessante conhecer limiares máximos, saber os limitantes de uma
codificação é uma informação mais relevante: o maior número de sequências que podem
ser codificadas com até n bits é dado por qn

i=1 2i < 2n+1. Segue desta observação que a
razão entre sequências que podem ser reduzidas por até k bits é definida por 2n≠k

2n = 2≠k.
Fica claro que apenas um número pequeno de símbolos pode, portanto, ser reduzido
a uma codificação de tamanho razoavelmente pequeno. Note que é possível estabelecer
uma relação entre o tamanho máximo do código com uma distribuição de probabilidade
no conjunto, i.e., no máximo 2 códigos podem ser codificados com 1 = ≠ log 1

2 bits, 4
com 2 = ≠ log 1

4 bits, e generalizando, n com ≠ log 1
n bits. De modo análogo, dada uma

probabilidade P , no máximo 2 códigos podem possuir probabilidade P (z) Ø 1
2 , no máximo
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4 com P (z) Ø 1
4 , e generalizando, no máximo k podem ter probabilidade P (z) Ø 1

k .

Codificações livre de prefixos

Codificações unicamente decodificáveis

Todas as codificações

Figura 3 – Relação entre diferentes classes de codificação.

Uma codificação C é dita livre de prefixos se nenhum código em C é prefixo
de outro código, deste modo a decodificação pode ser feita no mesmo momento que é
recebida. Uma codificação C é unicamente decodificável, se para todo código xn, yn vale
que C(xn) ”= C(yn), ’xn, yn œ X n. A Figura 3 mostra graficamente estas relações em C.
Pelas relações obtidas entre probabilidade de um código em um conjunto e o tamanho do
mesmo, é possível inferir que possa haver uma equivalência entre tamanho de código e
probabilidade de uma dada codificação C, dada uma função LC . Kraft (KRAFT, 1949)
descreveu uma relação entre codificação e tamanho de códigos, enunciada a seguir.

Teorema 1.1 (Inequalidade de Kraft) Existe uma codificação livre de prefixos de
aridade D com tamanho de códigos l1, . . . , ln se e somente se qn

i=1 D≠li Æ 1.

Caso a inequalidade apresentada no Teorema 1.1 seja estritamente menor que um,
dizemos que a codificação utilizada possui redundância, isto é, há como utilizar menos bits
para codificar um símbolo; caso seja igual a um, o código C é chamado de completo, isto é,
’C Õ œ C, LC(x) Æ LCÕ(x); se a inequalidade não for mantida, então C não é unicamente
decodificável.

A Proposição 1.1 mostra que a codificação de símbolos em binários onde todos os
códigos possuem tamanhos idênticos é redundante.

Proposição 1.1 Seja X := {0, 1} o alfabeto usado por uma codificação livre de prefixos
C. Se Xm œ X m, então C é redundante.

Prova: Como C é livre de prefixos, segue do Teorema 1.1 que
|X|ÿ

i=1
2≠m Æ 1

2≠m·|X| Æ 1

< 1
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⇤

Pode-se definir o conjunto de funções de tamanho de código L, sob um espaço de
símbolos Z, baseado no Teorema 1.1, mostrado pela Equação 1.1.

LZ :=
I

L : Z æ [0, Œ)
-----

ÿ

zœZ

2≠lz Æ 1
J

(1.1)

Formalmente, LC representa o tamanho esperado dos dados codificados por C.
Como C induz uma distribuição de probabilidade P num conjunto de dados, então
LC := q

i xi · p(xi), onde xi é um símbolo a ser codificado por C. A esperança de uma
distribuição de massa P para uma variável aleatória X é definida como EP [X] = qŒ

i=1 xi ·pi,
isto é, o valor esperado dado as probabilidades de um evento ocorrer atrelado a seu
respectivo valor. Diz-se, então, que LC é a esperança de X em P . No MDL, a codificação
C não é o fator de maior importância: o tamanho da codificação gerada por C é o valor
que importa na codificação de uma mensagem. Deste modo, procura-se por um L que
represente a menor codificação dentre todas as possíveis em um espaço Z ™ X n como a
mostrada pela Equação 1.2.

L := arg min
LœLZ

EP [L(Z)] (1.2)

1.3 Teoria da Informação

O MDL possui suas raízes na Teoria da Informação (RISSANEN, 1978; RISSANEN,
1983; COVER; THOMAS, 1991), que é intimamente relacionada à Teoria da Probabili-
dade. A Teoria da Informação lida com a transferência e recepção de mensagens e como
compreendê-las eficientemente. Em probabilidade, pode-se estimar a média da distribuição
utilizando o Teorema 1.2.

Teorema 1.2 (Lei dos grandes números) Se Y é uma variável aleatória, em uma
distribuição P , então

lim
|Y |æŒ

1
|Y |

|Y |ÿ

i=1
Yi = EP [Y ]

A noção de esperança está intimamente relacionada àquela de entropia da Teoria
da Informação, portanto, pode-se reescrever o Teorema 1.2 baseando-se na entropia
oriunda de uma variável aleatória Y . A entropia de uma variável aleatória Y é definida
como H[Y ] := qn

i=1 P (yi) · I(yi) = ≠ qn
i=1 P (yi) log P (yi). I é chamado de conteúdo de

informação ou surpresa e é representado por unidades de informação, como bits ou nats.
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O conteúdo de informação mede a relevância de eventos pouco esperados – um evento
com baixa probabilidade de ocorrer possui muita informação – e é formalmente definido
como I(Y ) = log 1

P (Y ) = ≠ log P (Y ). Portanto, pode-se enxergar a entropia como o valor
esperado do conteúdo de informação. A relação entre entropia e conteúdo de informação
é mostrada na Figura 4. Como mostrado por Cover e Thomas (1991), o equivalente ao
Teorema 1.2 é conhecido por Propriedade da Equipartição Assintótica, enunciada a seguir.

0 0 2 0 4 0 6 0 8 1

0

2

4

6

p(X = x1)

I(
x
)

bi
ts

(a) Conteúdo de Informação.

0 0 2 0 4 0 6 0 8 1

0

0 2

0 4

0 6

0 8

1

p(X = x1)

H
(x

)
bi

ts

(b) Entropia.

Figura 4 – Gráficos do comportamento do conteúdo de informação e entropia de uma
variável aleatória X para o símbolo x1 no alfabeto X = {x1, x2}.

Teorema 1.3 (Equipartição Assintótica) Se Y é uma variável aleatória independen-
temente e identicamente distribuída, então

lim
næŒ

1
n

log 1
P (Y1, Y2, . . . , Yn) = H[Y ].

Possui-se, portanto, um guia não muito preciso de qual L procuramos, mas ainda
é necessário definir qual o tamanho mínimo ideal para L com base nas informações
apresentadas pelo Teorema 1.1. É possível mostrar que o tamanho ótimo é limitado
inferiormente por ≠ log P (x) para uma dada sequência de símbolos x, afirmado pelo
Teorema 1.4. Para tal, o método dos multiplicadores de Lagrange é utilizado para encontrar
o extremo da função. Tal método baseia-se na otimização de uma função �(x, c) =
f(x) + ⁄(g(x) ≠ c), minimizando f(x) sujeito a g(x) = c.

Teorema 1.4 Seja C uma codificação de uma sequência de símbolos xn. Seja P a
distribuição associada a C e li o tamanho da codificação do símbolo xi. A menor codificação
possível para um símbolo xk é limitada inferiormente por ≠ log P (xk).

Prova: Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange com f(x, P, l) = qn
i=1 P (xi)·li

e g(x, l) = qn
i=1 2≠li ≠ 1, obtido a partir do Teorema 1.1, a derivada é igualada a zero para
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encontrar seu extremo.

�(x, P, l) =
nÿ

i=1
P (xi) · li + ⁄

A
nÿ

i=1
2≠li ≠ 1

B

ˆ

ˆlk
�(x, P, lk) = P (xk) ≠ ⁄2≠lk log 2 Derivando para cada k œ {i, . . . , n}

2≠lk = P (xk)
⁄

Igualando a zero

Pelo Teorema 1.1 sabe-se que:
ÿ

k

2≠lk Æ 1

ÿ

i

P (xi)
⁄

Æ 1

1
⁄

Æ 1

E, portanto:

2≠lk = P (xk) · 1
⁄

Æ 1 · P (xk)

2≠lk Æ P (xk)

log 2≠lk Æ log P (xk)

≠lk Æ log P (xk)

l̂k Ø ≠ log P (xk)

⇤

Note que uma consequência direta do Teorema 1.4 é que L̂ = E[l̂(X)] = q
xœX P (x)·

l̂(x) Ø ≠ q
xœX P (x) · log P (x) = H[X]. Ou seja, o tamanho esperado de uma codificação

livre de prefixos é delimitada pela entropia da fonte. No entanto, ainda não se foi decidida
a distribuição para tal codificação. Não é difícil notar que se uma distribuição gera uma
dada codificação, então sua entropia é a menor dentre qualquer outra distribuição que
tente descrever a mesma codificação. Tal propriedade é conhecida como Inequalidade da
informação, enunciada a seguir.

Proposição 1.2 (Inequalidade da informação) Se P e Q são distribuições de pro-
babilidade tal que P ”= Q, então EP [P (Y )] < EP [Q(Y )], para uma variável aleatória
Y .

A partir do Teorema 1.1 pode-se garantir a existência de uma codificação livre
de prefixos C, com uma distribuição de massa de probabilidade P associada. Pelo Teo-
rema 1.2, LC se aproxima do ótimo ao aumentar-se o número de amostras. Finalmente,
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a Proposição 1.2 garante que, caso P seja de fato a distribuição que tenta-se aproximar,
então LC(z) = Á≠ log P (z)Ë para todo z em um conjunto de sequências de símbolos Z

definida por P .

O MDL foi originalmente cunhado como um método de duas partes – também
chamado de MDL primitivo (do inglês crude MDL), como mostrado pela Equação 1.3.
Nesta versão, dado um conjunto de fontes de probabilidade (modelos candidatos) M, o
modelo M que deve ser escolhido é aquele que minimiza tal equação.

MMDL := arg min
MœM

[L(M) + L(D|M)] (1.3)

1.4 MDL Refinado

Pelo Teorema 1.4, tem-se uma boa estimativa para L(D|M), uma vez que sabemos
que existe uma codificação C, com LC associado, tal que para todo xn œ X n, L(xn) =
Á≠ log P (xn | M)Ë, onde P (· | M) é a probabilidade associada a uma função de código
para X n. Este método, para a segunda parte da equação é aceitável uma vez que (i) a
log-semelhança é um método estatístico padrão para a medida de o quão bem ajustado um
modelo está à hipótese e (ii) se P gera X n, então LC é ótima (GRÜNWALD, 2005). No
entanto, ainda não é claro como codificar o próprio M . Barron e Cover (1991) propuseram
uma maneira de encontrar uma função de densidade estimada p̂ para uma distribuição
utilizando conceitos da complexidade de Kolmogorov, mostrada pela Equação 1.4.

p̂ © min
“œ�

L(“) + log 1
r

i “(Y1, . . . , Yn) (1.4)

Neste método, os autores consideram � como um conjunto de funções de densidade
de probabilidade candidatas, no qual amostras aleatórias de uma variável Y são aplicadas;
e L(“) representa o menor programa que consegue descrever “, utilizando a complexidade
de Kolmogorov como uma noção algorítmica de entropia. Note que ainda não é claro como
criar codificações para hipóteses; além disso, não há uma maneira única de escolher uma
função de probabilidade para descrever uma dada codificação (GRÜNWALD, 2005).

Rissanen (1983), Barron e Cover (1991), Barron, Rissanen e Yu (1998), Hansen e
Yu (2001) deram os primeiros passos para refinar o MDL a caminho do que é chamado
de codificação universal (GRÜNWALD, 2005), abandonando o MDL de duas partes em
favor de uma descrição mais formal e direta. L̄L é chamada de codificação universal se
comprime todo símbolo quase tão bem quanto a codificação em L que mais comprimiria
tal sequência. Idealmente, espera-se encontrar uma codificação que seja universal. Isto
é, uma codificação que comprima ao máximo todas as sequências dado o conjunto das
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funções de tamanho de código. No entanto, não é possível obter tal função como mostrado
no Teorema 1.5.

Teorema 1.5 Se L é uma função de tamanho de código livre de prefixos associada a
uma distribuição não imperfeita P̄ , então não existe uma função de tamanho de codificação
L̂ tal que L̂(Xn) = minLœL L(Xn), ’Xn œ X n.

Prova: Suponha por absurdo que L̂ exista e comprima ao máximo todas as sequências
de um espaço Z ™ X n. Então, existe uma função de probabilidade P̄ associada a L̂.
Esperar-se-ia que L̄(Xn) = ≠ log P̄ (Xn), mas, por definição, para toda sequência Xn œ
X n, L̄(Xn) Æ L̂(Xn) = ≠ log P (Xn | ◊(Xn)). Segue então que:

L̄(Xn) Æ L̂(Xn)

≠ log P̄ (Xn) = L̄(Xn) Æ L̂(Xn) = ≠ log P (Xn | ◊(Xn)) (Equação 1.2)

≠ log P̄ (Xn) Æ ≠ log P (Xn | ◊(Xn))

P̄ (Xn) Ø P (Xn | ◊(Xn)),

onde P (· | ◊) é a probabilidade de um valor parametrizada por um conjunto de atributos
◊, isto é, a distribuição definida por P possui parâmetros ◊. Uma vez que considera-se o
conjunto L sendo não-vazio, segue que:

ÿ

Xn

P̄ (Xn) Ø
ÿ

Xn

P (Xn, ◊̂(Xn)) =
ÿ

Xn

max
◊

P (Xn, ◊)

Dado que para quaisquer dois ◊1 e ◊2, tal que ◊1 ”= ◊2, P (Xn | ◊1) > P (Xn, ◊2)
para algum Xn, tem-se que q

Xn max◊ P (Xn, ◊) > 1, uma contradição. ⇤

Uma vez que o Teorema 1.5 mostra que não é possível obter uma codificação
universal que seja ótima para todas as codificações, procura-se por uma que seja aproxi-
madamente tão boa quanto a melhor, que comprime todas as sequências possíveis. Isto é,
procura-se por L̄(Xn) ¥ minLœL L(Xn).

Para mitigar os problemas do MDL primitivo, então, torna-se necessário definir
uma medida do quão boa uma distribuição é dado um conjunto de fontes. A partir
deste conceito pode-se definir uma versão do MDL conhecida como MDL refinado que
sana a necessidade de codificar duas partes e encontrar uma codificação para a hipótese.
Chama-se de arrependimento (do inglês, regret) a diferença entre as codificações ótima
para uma distribuição e uma P arbitrária. Formalmente, define-se o arrependimento
como R(P̄ ) := ≠ log P̄ (xn) ≠ minP œM{≠ log P (xn)}, dado um conjunto de fontes de
probabilidade M. É importante que consiga-se medir o quão bom um modelo universal é;
para tal, define-se como arrependimento máximo aquele que tem maior diferença dentre
todos os símbolos a serem codificados xn œ X n, isto é, Rmax(P̄ ) := maxxnœX n R(P̄ ).
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Portanto, utilizando Rmax como medida de ajustamento, busca-se agora pelo P̄ que
contemple minP̄ Rmax(P̄ ).

É possível encontrar tal P̄ definindo primeiramente o conceito de complexidade de
um modelo M como Cn := log q

xnœX n P (xn | ◊̂(xn)), onde P (· | ◊) é uma distribuição
parametrizada por ◊ e ◊̂ é o ◊ que maximiza a probabilidade (e.g., numa distribuição
normal ◊ = È‡, µÍ) (GRÜNWALD, 2005). Note que, quanto mais sequências são melhores
definidas por P , maior é sua complexidade C. Considere a probabilidade de Shtarkov
definida como (GRÜNWALD; HARREMOËS, 2009):

P̄ (xn) := Ï(xn)
s

X n Ï(xn) ˆP (xn) (1.5)

onde Ï(xn) := ˆP (xn | ◊̂(xn))
ˆP̄

. Se P é discreta, como no caso que abordamos, e C finito,
então pode-se reescrever a Equação 1.5 como segue.

P̄ (xn) := P (xn | ◊̂(xn))
q

ynœX n P (yn | ◊̂(yn))
(1.6)

A partir da Equação 1.6, é possível encontrar um único P̄ . Uma prova para esta
afirmação pode ser encontrada em Grünwald (2005, Proposição 2.14). Pelo Teorema 1.5, é
sabido que algumas das probabilidades devem ser maior que zero, mas é possível normalizá-
las obtendo uma distribuição para X n dividindo-a pela soma das probabilidades. P̄ é,
então, chamada de probabilidade máxima normalizada. Deste modo, obtemos o MDL
refinado, enunciado a seguir.

Proposição 1.3 Dado um conjunto de dados D e um conjunto de fontes de probabilidade
M, a distribuição P̄ que mais se ajusta ao conjunto D é dada pela maximização da
probabilidade máxima normalizada de M.

Como mostrado por Grünwald (2005), maximizar P̄ como descrito pela Proposi-
ção 1.3 é equivalente a minimizar a Equação 1.7.

≠ log P̄ (D|M) = ≠ log P (D | ◊̂(j)(D)) + C(M) (1.7)

onde M é uma fonte de probabilidade em M e P (· | M) é a distribuição de probabilidade
máxima normalizada em X n correspondente à fonte M . Note que a primeira parte da
soma da Equação 1.7 provê a garantia de não haver sobreajuste dos dados utilizando
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a log-semelhança negativa, enquanto a segunda parte garante que o modelo não seja
demasiado complexo. Deste modelo surge o MDL refinado, mostrado na Equação 1.8.

MMDL := arg min
MœM

L̄(D|M) (1.8)

Codificações universais são computacionalmente inviáveis de serem utilizadas, e
portanto, é mais viável obter o próprio modelo e não a codificação (Van Leeuwen; SIEBES,
2008). Por este motivo, grande parte da literatura do MDL é focada no MDL em duas
partes, definindo-se uma função de complexidade de modelo.

O MDL está presente em vários trabalhos na literatura, em especial naqueles relaci-
onados diretamente à Teoria da Informação. O Princípio do MDL é, por vezes, interpretado
sob uma perspectiva Bayesiana (MACKAY, 2003, Capítulo 28.3) ou comparado com o
método maximum a posteriori (RUSSELL et al., 1995, Capítulo 20).

1.5 Considerações Finais

Neste capítulo, foram introduzidos os fundamentos elementares do MDL, Teoria
da Informação e sua interrelação. O capítulo derivou conceitos que foram utilizados para
obter o MDL em duas partes. Foram mostrados os limiares de tamanho de codificação, e a
fórmula do MDL foi derivada seguindo os Teorema 1.1, o Teorema 1.2 e a Proposição 1.2,
mostrando que com um número crescente de amostras, e uma boa estimativa da distribuição
original, é possível utilizar o MDL como um método para estimativa de tamanhos de
codificação.

Também, foram explorados os aspectos negativos do MDL em duas partes e foi
apresentado o MDL refinado. O MDL refinado apresenta barreiras para implementação
no mundo real como mostrado por Van Leeuwen e Siebes (2008), e, deste modo, esta
dissertação se baseia na versão em duas partes, assim como outros trabalhos na literatura.
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2 Aplicações do MDL em Aprendizado de

Máquina

O MDL é um método de seleção de modelos muito versátil e poderoso. A consolida-
ção da Navalha de Occam em um modelo matemático é atrativo para diversos contextos na
computação. Desde sua criação, o MDL vem sendo utilizado em diversas pesquisas. Neste
capítulo, um panorama da utilização do MDL em aprendizado de máquina é apresentado
e organizado em diferentes áreas.

2.1 Árvores de Decisão

Quinlan e Rivest (1989) foram um dos primeiros a descrever uma aplicação prática
do conceito do MDL em aprendizado de máquina. Os autores o utilizaram na geração
de árvores de decisão, uma vez que uma árvore extremamente complexa, mesmo que
com boa acurácia nos dados de treinamento, pode não possuir um bom desempenho em
um conjunto de dados reais. Os autores propuseram, então, um método de construção
bottom-up: nós folha são substituídos por nós de decisão se esta troca não aumenta o custo
de transmissão da informação da árvore – baseado no MDL e definido pelos autores. No
mesmo âmbito, Kononenko (1998) utilizou o MDL em duas partes para poda de árvores
de decisão. O autor propôs a remoção de um nó de decisão e sua substituição por um nó
folha, O critério adotado foi: se a descrição de amostras avaliadas por tal nó, caso este
fosse folha, fosse menor que a soma da descrição das estruturas das sub-árvores do nó de
decisão mais a descrição do subconjunto de amostras que seriam avaliadas pelas mesmas.

2.2 Decisão e Representação de Incerteza

Lam e Bacchus (1994) aplicaram o MDL no treinamento de redes Bayesianas para
decisão sob incertezas, descobrindo estruturas na rede sem nenhuma informação sobre as
probabilidades subjacentes do modelo. Friedman, Geiger e Goldszmidt (1997a) descreveram
como utilizar o MDL para o treinamento de redes Bayesianas. Seu trabalho foi focado em
classificação, elegendo a rede bayesiana que minimiza a soma do tamanho de descrição da
rede e o tamanho do conjunto de dados codificados por ela.

Hinton e Zemel (1993) utilizaram o MDL juntamente com redes neurais artificiais.
Os autores propuseram uma função para treinamento de auto-codificadores que minimiza o
tamanho da informação requerida para codificar tanto o codificador quanto a reconstrução
dos dados. Os autores comparam o método a dois comunicadores trocando informações
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codificadas sob uma distribuição acordada por ambos – no caso, os autores utilizaram a
distribuição de Boltzmann para determinação estocástica dos vetores de decodificação.
Gregor et al. (2014) trabalharam em um viés muito similar, propondo um treinamento de
auto-codificadores auto-regressivos baseado em retro-propagação ao invés de maximização
de esperança, escolhendo, dentre os codificadores possíveis, aqueles que diminuem a soma
de sua descrição e dos documentos codificados com o mesmo.

2.3 Processamento de Imagens

O MDL foi aplicado com sucesso em problemas relacionados com imagens e seu
processamento. Potapov (2012) propôs uma representação diferente do MDL para trabalhar
com imagens, nomeado pelos autores de MDL representacional (do inglês, RMDL -
representational minimum description length). Tal método permite utilizar o MDL no
problema de selecionar o critério de decisão em inferência indutiva na segmentação de
imagens.

Tataw, Rakthanmanon e Keogh (2013) cunharam um método de clusterização de
glifos – representando imagens como letras – que, suportado pelo MDL, obtém resultados
positivos ignorando glifos desconhecidos e/ou espúrios na base treinada. Na mesma linha de
pesquisa, Li, Mouchère e Viard-Gaudin (2014) propuseram um arcabouço para aprendizado
não supervisionado e interativo de classificação de glifos escritos à mão. A abordagem
utiliza-se do MDL para determinar a segmentação dos glifos de modo que os sub-grafos,
empregados para representação dos mesmos, tenham menor tamanho de descrição.

2.4 Seleção de Atributos

A seleção automática de atributos é um problema clássico na área de aprendizado
de máquina. Sheinvald, Dom e Niblack (1990) reportaram um método baseado no MDL
que é capaz de eliminar atributos que sejam totalmente irrelevantes. Para isto, os autores
utilizaram o critério de seleção de modelos do MDL em vetores de atributos previamente
treinados representando a base alvo.

Bosin, Dessì e Pes (2006) utilizaram o MDL para a seleção de atributos de
microarranjos em um cenário de alta dimensionalidade e poucas amostras. Como resultado,
os autores mostraram que o MDL é equiparável a outros métodos baseados em entropia.

2.5 MDL como Técnica Auxiliar

O MDL também vem sendo amplamente empregado como técnica auxiliar, como no
trabalho de Begum et al. (2013), onde os autores derivaram um critério de parada livre de
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parâmetros para um aprendizado semi-supervisionado usado em séries temporais. Tataw,
Rakthanmanon e Keogh (2013) descreveram um método de segmentação de símbolos
em documentos antigos utilizando o MDL, onde foi possível descartar palavras raras e
caracteres mal formatados. Miettinen e Vreeken (2014) descreveram uma técnica para a
fatorização matricial de elementos binários. Mais recentemente, Hu et al. (2015) utilizaram
o MDL para descobrir a dimensionalidade de séries temporais como uma ferramenta de
representação de modelos temporais.

2.6 Categorização de Textos

O MDL foi utilizado também na categorização de textos, com aplicação na detecção
de spam. Um método utilizando compressão dinâmica de Markov com MDL, e outro
combinando entropia mínima cruzada com MDL foram propostos por Bratko et al. (2006).
Em contraste, uma abordagem utilizando MDL e uma codificação adaptativa de Hu�mann
foi abordada por Braga e Ladeira (2008), que obtiveram resultados comparáveis àqueles
considerados estado-da-arte.

Almeida (2010) e Almeida e Yamakami (2012b), Almeida e Yamakami (2012a),
Almeida e Yamakami (2016) propuseram um método para detecção de spams baseado
no MDL e fatores de confidência, chamado de MDL-CF, onde tais fatores representam a
relevância dos termos nas amostras textuais para cada classe, o que faz com que termos
(tokens) mais importantes para a classificação de spam e não-spam tenham um peso maior.
Segundo os autores, tal método obteve resultados superiores àqueles presentes na literatura
e amplamente utilizados para a mesma finalidade. Silva, Almeida e Yamakami (2016b)
estenderam tal método, cunhando o MDLText. Os autores utilizaram a associação de pesos
TF-IDF para atributos textuais e modificaram o método apresentado por Almeida (2010),
tornando o método multiclasse e aplicável em qualquer problema de categorização de texto.
Silva, Almeida e Yamakami (2017) propuseram uma extensão capaz de processar dados
contínuos. No entanto, os autores discretizaram os atributos antes do treinamento, fazendo
com que o método não pudesse ser treinado de forma incremental. Tal abordagem não
foi tão eficiente quanto a utilizada para textos. Esta deficiência, naturalmente levanta a
questão da possibilidade de que a discretização tenha sido uma variável problemática para
a extensão do método original.

2.7 Considerações Finais

Neste capítulo, foram apresentados aplicações do MDL em diferentes áreas do
conhecimento. O MDL mostrou-se uma ferramenta muito versátil, tendo sido utilizado
tanto como fator principal da solução, como no caso das contruções de árvores de deci-
são (QUINLAN; RIVEST, 1989), tanto como uma técnica auxilixar, como quando utilizado
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para seleção de critério de parada de um método semi-supervisionado (BEGUM et al.,
2013).

Em especial, este capítulo apresentou o trabalho de Silva, Almeida e Yamakami
(2017), que propôs uma extenção do trabalho de Almeida (2010), generalizando o método
para trabalhar também com dados contínuos. No entanto, a discretização proposta pelos
autores mostrou-se pouco efetiva e o desempenho ficou claramente prejudicado. A partir
desta observação, uma questão natural que surge é se a normalização dos dados possa ter
causado esta queda de desempenho.
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3 Aprendiz de Descritores de Mistura Gaussi-

ana

Métodos de classificação tradicionais baseiam-se, em sua maioria, na suposição de
que um conjunto de dados está previamente disponível para treinamento de sua hipótese
de predição, e que tais dados respeitam algum tipo de normalização prévia. No entanto, é
muito comum o cenário onde há um fluxo de dados contínuo e ruidoso, no qual deseja-se que
a hipótese original não só tenha um poder de generalização o suficiente para prever amostras
novas não-rotuladas, como também se adaptar e melhorar de desempenho enquanto novas
amostras são apresentadas. Além disso, métodos como o SVM e redes neurais, possuem
um alto custo de treinamento, sofrendo pelo aumento da dimensionalidade mesmo em
cenários onde o treinamento ocorre uma única vez (KRISTAN; LEONARDIS, 2014).

O MDL, como abordado no Capítulo 1, delineia a escolha de um modelo de
descrição partindo do pressuposto de que quanto mais se conhece sobre um documento,
mais é possível comprimi-lo. O MDL também busca por aquele modelo que tem baixa
complexidade de descrição. Portanto, ele remonta a escolha de hipóteses em um cenário
de aprendizado de máquina, onde procura-se idealmente por uma hipótese simples que
descreva bem um conjunto de dados.

Neste capítulo, é apresentada a proposta de um novo método de classificação
genérico, multinomial e de aprendizado incremental, sem necessidade de discretização dos
dados, baseado no princípio do MDL: o Aprendiz de Descritores de Mistura Gaussiana
(do inglês, Gaussian Mixture Descriptors Learner). Este método tem como foco mitigar as
deficiências encontradas na tentativa de extensão proposta por Silva, Almeida e Yamakami
(2016b) e dar mais um passo em direção à utilização do MDL como principal componente
para classificação.

Este capítulo está estruturado da seguinte forma: a Seção 3.1 aborda a ideia geral
do GMDL e seus componentes; as Seções 3.2, 3.3 e 3.4 tratam destes componentes e a
base matemática do método. A Seção 3.5 delineia os algoritmos de treinamento e predição
do GMDL.

3.1 Motivação

O MDL enuncia que se há dois modelos que descrevem um dado, aquele que o
descreve de modo mais compacto deve ser escolhido (RISSANEN, 1978). Isto é, modelos
mais simples são preferíveis sobre modelos mais complexos (GRÜNWALD, 2005). O MDL
formaliza ideias da complexidade de Komolgorov (KOLMOGOROV, 1963) e da Navalha
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de Occam (DOMINGOS, 1999) para o problema de seleção de modelos. Deste modo, elege
modelos que preservam um equilíbrio favorável entre a capacidade de ajustar aos dados de
treinamento e a complexidade do mesmo, evitando naturalmente o sobreajuste (overfitting)
e, portanto, contendo características favoráveis para um método de classificação.

Codificações universais são computacionalmente proibitivas e aparecem em número
diminuto de trabalhos na literatura (Van Leeuwen; SIEBES, 2008). Na versão em duas
partes do MDL, em contrapartida, define-se também o tamanho da complexidade do
modelo sendo aplicado, como enunciado a seguir:

MMDL := arg min
MœM

[L(M) + L(D|M)] (3.1)

Pode-se interpretar essa fórmula como a busca pelo modelo M que mais comprima
D com o menor modelo M . Como abordado no Capítulo 1, cada modelo M induz uma
distribuição de probabilidade P para uma dada codificação de dados. Pelo Teorema 1.4,
sabe-se que a menor codificação possível para uma determinada codificação induzida por
uma distribuição de probabilidade P é definida por Á≠ log P Ë.

Idealmente, sabendo de antemão a distribuição de probabilidade real que descreve
um conjunto de dados, sob uma perspectiva Bayesiana, seria possível prever com perfeição
uma amostra não rotulada. No entanto, em problemas reais, este não é o caso e uma
estimativa de tal distribuição é necessária. Procura-se então por alguma estimativa de
distribuição de probabilidade que (i) evite discretizações, como aquelas apresentadas
por Silva, Almeida e Yamakami (2016b) e (ii) seja incremental, para que se possa manter
a habilidade do método aprender com novas amostras em um fluxo contínuo de dados.
Deste modo, seria possível reescrever a Equação 3.1 como um método de classificação
baseado em distribuições de probabilidade, onde cada modelo induz uma distribuição para
cada uma das classes do problema sendo avaliado.

3.2 Função Densidade

Uma mistura Gaussiana é definida como a soma ponderada de G componentes
Gaussianas. Cada uma destas componentes possui suas próprias médias e matrizes de
covariância. Formalmente, uma mistura Gaussiana p(X), para uma variável aleatória X é
definida como segue.

p(X) :=
Gÿ

i=1
wi · N (X | µi, �i), (3.2)

sendo que w é um vetor de pesos para cada componente, tal que qG
i=1 wi = 1, com wi > 0.

A atribuição de pesos distintos para cada wi permite uma maior flexibilidade na predição
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em uma mistura Gaussiana, uma vez que determinada combinação de média e covariância
podem ser mais descritivas que as demais, tendo assim, maior influência na computação
do valor da densidade para a variável aleatória.

Um método clássico e paramétrico de se estimar uma função de densidade de
probabilidade para um conjunto de dados, é assumir que a distribuição é uma mistura
Gaussiana (MCLACHLAN; PEEL, 2004). No entanto, tais técnicas dependem da definição
prévia dos parâmetros da mistura (MCLACHLAN; PEEL, 2004; ZIVKOVIC; HEIJDEN,
2004). Estimar tais parâmetros não é uma tarefa trivial. Por exemplo, o uso do número
errado de componentes pode fazer com que o método não represente bem a função
real (KRISTAN; LEONARDIS; SKO�AJ, 2011).

Silverman (1986) cunhou um método não-parametrizado para estimar a função de
densidade de probabilidade de variáveis aleatórias chamado de estimativa de densidade de
Kernel (EDK). Formalmente, dada uma variável aleatória Y e amostras (Y1, Y2, . . . , Yn)
tomadas a partir da distribuição p de Y , procura-se por uma função de distribuição de
probabilidade aproximada p̂ tal que:

p̂(x) := 1
N

Nÿ

i=1
�b(Y, Yi), (3.3)

onde � é uma função chamada de kernel, que integra a um e tem média zero. É utilizado,
também, um parâmetro b chamado de largura de banda, cujo papel é suavizar a soma dos
kernels de p̂. A seleção do kernel e também da largura de banda tem grande influência na
estimativa da função (SILVERMAN, 1986). Existem várias funções de kernel na literatura,
sendo que quatro exemplos clássicos são mostrados na Figura 5. Uma escolha clássica é o
kernel Gaussiano (Equação 3.4), principalmente pela simplicidade de matemática.

�gauss
� (x, µ) := 1

Ò
2fi · |�|2

· e≠ (x≠µ)·(x≠µ)T

2�≠1 (3.4)

A EDK já foi utilizado na literatura na tentativa de estender métodos Bayesianos
de inferência (LANGLEY; JOHN, 1995; LU; YANG; WEBB, 2006), obtendo uma troca
entre acurácia de classificação e curva de aprendizado. Além disso, a EDK possui uma das
características que se deseja para a distribuição apresentada na Seção 3.1: não necessitar
discretizar os dados a priori. Com isto, pode-se estimar distribuições de probabilidade sem
sofrer as perdas de informação oriundas de discretizações, além de manter uma estimativa
da distribuição real dos dados.
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(a) Função de kernel triangular.
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(b) Função de kernel Epanechnikov.
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(c) Função de kernel tricúbico.
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(d) Função de kernel Gaussiano.

Figura 5 – Gráficos do comportamento de diferentes funções de kernel no mesmo domínio.

3.2.1 Estimativa de Densidade de Kernel Online

Uma das grandes dificuldades em se transformar a EDK em um método incremental
é que o número de componentes que ele utiliza para a estimativa da distribuição cresce
linearmente para cada nova amostra apresentada (KRISTAN; LEONARDIS; SKO�AJ,
2011). Isso por que ele precisa manter informações o suficiente para generalizar para novas
amostras sem rebuscar nas já vistas anteriormente (FERREIRA; MATOS; RIBEIRO,
2016). Recentemente, Kristan, Leonardis e Sko�aj (2011) propuseram um método de
estimativa de densidade de kernel totalmente incremental, chamado de oKDE. Portanto,
esta abordagem é ideal para contemplar a segunda característica que se deseja para uma
estimativa de função de distribuição de probabilidade, conforme citado na Seção 3.1.

A ideia principal por trás do oKDE é manter uma distribuição amostral não
parametrizada. Tais distribuições, são construídas por um conjunto de amostras tratadas
como funções Delta-Dirac, que podem ser definidas pela Equação 3.5. Funções Delta-Dirac
possuem toda a densidade da distribuição em um único ponto, como mostrado pela
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Figura 6 – Gráficos de uma função Delta-Dirac (azul sólido) de µ = 0 e uma distribuição
Gaussiana (vermelho cerrilhado) de ‡2 = 1

2 e µ = 0.

Figura 6, fato que as torna interessante no estudo de limitantes estatísticos.

pDD(x) := lim
‡æ0

1Ô
2fi‡2

· e≠ (x≠µ)2
2‡2 (3.5)

Cada distribuição amostral é, portanto, um conjunto de funções de densidade
infinita em um único ponto. Pode-se considerar uma distribuição amostral como uma
mistura Gaussiana, formalmente definida pela Equação 3.6. Neste caso, a largura de banda
é dada pela matriz de covariância da distribuição.

ps(x) :=
Nÿ

i=1
wi · ��si(Y, Yi), (3.6)

onde � é o kernel Gaussiano e w é um vetor de pesos de importância para cada distribuição
da mistura. Note que a Equação 3.3 é uma versão específica da Equação 3.6, quando
�si = b, ’ (s, i) e wi = 1

N , ’ i.

Uma vez que manter uma função Delta-Dirac para cada observação não é adequado
para o cenário incremental, os autores comprimem o número de componentes utilizando
um algoritmo de agrupamento que aproxima uma distribuição Gaussiana dados outros
pontos. Esse agrupamento se dá pela redução de um conjunto n-dimensional para um
nÕ-dimensional, tal que nÕ < n, onde procura-se por uma estimativa de distribuição que
não ultrapasse uma dada taxa de erro Dth. Em seus experimentos, a taxa de 0,1 foi a que
atingiu os melhores resultados.

Durante a estimativa do oKDE, também é utilizado um parâmetro f chamado de
fator de esquecimento. Tal fator é utilizado para atribuir um peso a amostras antigas,
fazendo com que possuam menos impacto em um fluxo de dados – ideal para cenários
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onde o fluxo é temporal. Um fator de esquecimento igual a 1, significa que não há peso
diferente entre as amostras temporalmente.

O segundo ponto importante na descrição do oKDE é a estimativa da largura de
banda ótima. Como abordado na Seção 3.2, a qualidade da estimativa de banda tem
impacto direto na qualidade da distribuição aproximada. Pode-se enxergar a estimativa da
largura de banda como um problema de otimização onde procura-se minimizar a distância
da distribuição aproximada para a distribuição real (LÜTHKE, 2013). Usualmente, neste
cenário, utiliza-se a divergência de Kullback-Leibler como medida de distância (KRISTAN;
LEONARDIS; SKO�AJ, 2011). No entanto, a distribuição original não está disponível. Para
tais cenários, uma abordagem tradicional é utilizar o erro quadrádico médio assintótico
integrativo (do inglês, asymptotic mean integrated squared error – AMISE) (WAND;
JONES, 1994), utilizada pelo oKDE para definir a melhor largura de banda.

Ferreira, Matos e Ribeiro (2016) cunharam uma versão do oKDE, chamada de
xokde++. Este trabalho é uma extensão da proposta original focando em sanar problemas
de inconsistência numérica e propor uma abordagem computacional mais robusta em
termos de uso de memória e processamento. Nesta abordagem, mantém-se uma distribuição
normalizada, isto é, todas as estimativas tem densidade limitada superiormente por um –
uma propriedade extremamente útil, uma vez que pode ser mapeada para uma estimativa de
probabilidade. Esta dissertação utiliza-se desta implementação. Por simplificação, “oKDE”
será utilizado intercambiavelmente.

3.2.2 Predição Incremental de Amostras

Uma vez que o oKDE provê uma maneira não-parametrizada e incremental de
estimar uma função de densidade dado um conjunto de dados, naturalmente temos um
candidato para os modelos a serem considerados. A Proposição 1.2 garante que nenhuma
distribuição aproxima tão bem um conjunto de dados como a distribuição no qual eles
são definidos. Portanto, obtendo uma aproximação desta distribuição pelo oKDE, pode-se
esperar que com o número crescente de amostras, pelo Teorema 1.2, obtenha-se uma
estimativa cada vez mais fidedigna da distribuição real. Deste modo, pode-se definir a
função de tamanho de descrição L̂ de dados como a soma das descrições de seus atributos
quando codificados pela aproximação de suas funções densidades pÕ para cada classe,
formalizada pela Equação 3.7.

L̂(x̨|c) :=
nÿ

i=1
Á≠ log pÕ

(i,c)(x̨i)Ë, (3.7)

tal que x̨ é um vetor (x̨1, · · · , x̨n) de atributos e c œ K, a classe avaliada. Note que
L̂(x̨|c) œ N, e que pÕ pode tender a infinito no caso onde uma função Delta-Dirac seja
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avaliada; e pode ser avaliada a zero, caso não haja amostras o suficiente para medir a
densidade em um ponto. Portanto, a Equação 3.7 pode ser reescrita como:

L̂(x̨|c) :=
nÿ

i=1
Á≠ log p(i,c)(x̨i)Ë (3.8)

onde

p(i,c) :=

Y
_]

_[

2≠� pÕ
(i,c) æ Œ ‚ pÕ

(i,c) = 0

pÕ
(i,c) c.c.

(3.9)

tal que � é um meta-parâmetro que funciona como regularizador nos casos onde não
há informação o suficiente para computar-se uma probabilidade. Tal meta-parâmetro
assemelha-se àquele de mesmo nome utilizado por Silva, Almeida e Yamakami (2017).
É possível também alterar o fator de esquecimento f original no oKDE como um meta-
parâmetro de pÕ; mas este será omitido por simplicidade de notação.

Uma vez que pÕ
(·,c) é uma função de densidade aproximada pelo oKDE, ela é uma

mistura Gaussiana. Portanto, é composta por um número finito de distribuições que quanto
menos relacionadas, maior número de funções Delta-Dirac possuirão e, consequentemente,
maior número de componentes. Esta observação torna |pÕ

(·,c)| = Gc (isto é, o número de
componentes da mistura Gaussiana para a classe c) um bom candidato para representar a
complexidade do modelo, uma vez que quanto maior o número de componentes, maior
a descrição do modelo. Temos, então, um candidato para L(M) de um dado modelo M .
Portanto, pode-se definir o GMDLÕ como:

GMDLÕ(x̨, K) := arg min
cœK

[L̂(x̨|c) + Gc] (3.10)

É possível normalizar a Equação 3.10 provendo melhor estabilidade numérica
e, convenientemente, uma pseudo-probabilidade quando avaliada como 1 ≠ GMDL(x̨).
Pode-se, finalmente, obter a primeira versão do GMDL:

GMDL(x̨) :=

S

WWWWWWU

GMDLÕ(x̨, {c1})
GMDLÕ(x̨, {c2})

...
GMDLÕ(x̨, {ck})

T

XXXXXXV

M |K|ÿ

k=1
GMDLÕ(x̨, {ck}) (3.11)

Como apontado por Grünwald (2005), a otimização proposta pela Equação 3.11 é
muito similar ao método de estimativa de verossimilhança máxima. Note que, no entanto,
esta estimativa está limitada por logaritmos e também por uma normalização entre
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classes. Deste modo, pode-se considerar que esta base do GMDL é uma estimativa de
verossimilhança máxima normalizada.

3.2.3 Suavização de Funções Delta-Dirac e Distribuições Degeneradas

Originalmente, o método proposto por Kristan, Leonardis e Sko�aj (2011) era
suscetível a distribuições degeneradas. Uma distribuição degenerada é, em linhas gerais,
uma distribuição com baixa variância, formalmente definida a seguir.

Definição 3.1 Seja X ≥ N (µ, �) uma variável aleatória sob uma distribuição pX . Se
Îdiag(�)ÎŒ ¥ 0, então pX é uma distribuição degenerada.

O método refinado por Ferreira, Matos e Ribeiro (2016) tentou mitigar além da
estabilidade numérica, este problema em dimensões degeneradas. No entanto, os autores
utilizaram o logaritmo da matriz de covariância para suas computações. Utilizar-se de
logaritmos é uma técnica amplamente conhecida em Ciência da Computação para evitar
problemas multiplicativos, uma vez que log (ab) = log a+log b, o que mantém a estabilidade
numérica na operação. Porém, log 0 tende a infinito, uma indefinição teórica que faz com
que o método seja propenso a erros. A técnica proposta por Ferreira, Matos e Ribeiro (2016)
para minimizar o problema de distribuições degeneradas é computar sua decomposição em
autovalores e auto-vetores, e analisar seus autovalores procurando por aqueles menores
que 10≠9, os quais são corrigidos por 1% da média dos autovalores. No entanto, essa
técnica é prejudicial quando se tem apenas uma dimensão, uma vez que fica extremamente
dependente da ordem em que as amostras são apresentadas. Por exemplo, caso um sequência
de amostras de mesmo valor seja apresentada, sua variância seria zero e o método não
conseguiria se autocorrigir, dado que o autovalor da matriz de covariância também seria
zero.

Para mitigar este problema, um ruído Gaussiano é adicionado à entrada na estima-
tiva de uma densidade de probabilidade. Essa adição pode interferir diretamente na forma
de uma distribuição. No entanto, é possível mostrar que a adição de um ruído Gaussiano
mantém a suposição que as densidades podem ser expressas por uma mistura Gaussiana.

O momento de uma variável aleatória X é definido como sua esperança em sua
n-ésima potência. Por exemplo, o momento um representa a média de X, enquanto seu
momento dois representa sua variância. É possível definir uma função de distribuição de
probabilidade com base em seu momento; tal função é chamada de função geradora de
momento, definida a seguir.

Definição 3.2 Seja X uma variável aleatória sob uma distribuição pX , a função geradora
de momento define unicamente pX e é definida como MX(s) = E[esX ].
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Com base no conceito de função geradora de momento, pode-se mostrar que a
adição de um ruído Gaussiano não altera a propriedade de que a mistura oriunda do oKDE
é, também, Gaussiana. Tal afirmação é provada pelo Teorema 3.1.

Teorema 3.1 Se X ≥ N (µX , ‡2
X) e Y ≥ N (µY , ‡2

Y ) são duas variáveis aleatórias
independentes, então (X + Y ) ≥ N (µX + µY , ‡2

X + ‡2
Y ).

Prova: Pela Definição 3.2, a função geradora de momento da distribuição normal N ≥
N (µ, ‡2) é dada por:

MN(s) = E[esN ]

=
⁄ Œ

≠Œ
esN · 1Ô

2fi‡2
· e≠ (N≠µ)2

2‡2 dN

= esµ+ s2‡2
2

Portanto, tem-se que as função geradoras de momento de X e Y são, respectiva-
mente,

MX(s) = esµX+ s2‡2
X

2

e
MY (s) = esµY + s2‡2

Y
2 .

Uma vez que X e Y são independentes, pode-se definir a distribuição obtida por
sua soma como a multiplicação de suas funções geradoras de momento. Isto é,

M(X+Y )(s) = esµX+ s2‡2
X

2 · esµY + s2‡2
Y

2

= es(µX+µY )+ s2(‡2
X +‡2

Y )
2

Não é difícil de notar que M(X+Y ) é uma função geradora de momento de uma
distribuição normal com média (µX + µY ) e desvio padrão (‡2

X + ‡2
Y ). ⇤

Portanto, a adição de ruído N (0, ‡̃2) mantém o centro da distribuição e altera
apenas seu desvio padrão. A primeira característica é muito útil, uma vez que, por exemplo,
para funções Delta-Dirac não altera o fato que o ponto central de tal função é onde há
o maior acúmulo de densidade. No entanto, alterar o desvio padrão também altera a
densidade dos 68% dos dados em volta da média. Deste modo, o ruído é usado seletivamente
quando a variância de um atributo em uma dada classe ficaria menor do que o limiar de
10≠9 definido por Ferreira, Matos e Ribeiro (2016). Este processo, dado o meta-parâmetro
‡̃2, pode ser definido por

pÕ
(i,c) :=

Y
_]

_[

x̨i ‡2
ic Ø 10≠9

x̨i + q
n≥N (0,‡̃2) n, ‡2

ic > 10≠9 c.c.
.
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A computação incremental da variância é feita por uma aproximação baseada no
acúmulo da média. Este método foi criado por Welford (WELFORD, 1962) e posteriormente
refinado por Ling (1974) e Chan, Golub e LeVeque (1983). Ele se baseia em um fluxo
contínuo de dados de uma variável aleatória. No caso específico do GMDL, esse fluxo é
dado pelas amostras para cada atributo i da classe c. O cálculo é definido pela seguinte
recorrência:

M2,nic = M2,nic≠1 + (xnic ≠ x̄nic≠1) · (xnic ≠ x̄nic)

x̄nic = x̄nic≠1 + xnic ≠ x̄nic≠1
nic

‡2
ic = M2,nic

nic

onde M2,nic é a soma das diferenças quadráticas em relação a média até a nic-ésima amostra.
Deste modo, guarda-se os valores da quantidade de amostras nic, M2,nic e x̄nic para cada
atributo i de cada classe c, para então computar ‡2

ic a fim de determinar quando aplicar o
ruído.

3.3 Ponderação da Importância dos Atributos

Seleção de atributos é uma técnica clássica da área de aprendizado de máquina.
Ela é usada, por vezes, para se combater a maldição da dimensionalidade. Tal fenômeno
teve sua primeira aparição na literatura por Bellman (1957), em seu estudo de otimização
dinâmica. Em linhas gerais, este problema ocorre ao analizar-se conjuntos de dados onde
os atributos estão em uma ordem de grandeza considerável. Neste cenário, são necessárias
muitas amostras para que o poder preditivo dos métodos não se degrade, ao mesmo tempo
que, dado o número de atributos, o processamento escala exponencialmente no número de
combinações possíveis entre amostras e atributos.

A seleção de atributos é, também, empregada na tentativa de reduzir a variância
em um conjunto de treinamento para encontrar modelos mais simples que descrevem um
conjunto de dados. A engenharia de atributos, como é chamado tal processo, parte do
pressuposto que existem dados que podem ser redundantes – por exemplo, uma variável
contínua de baixa variância – ou extremamente preditivos, neste caso apelidados de
atributos dourados (do inglês, golden features).

Muitos trabalhos neste âmbito vêm sido estudados. O método da Análise de Com-
ponentes Principais (PCA), criado por Pearson (1901), é um método muito utilizado na
literatura para redução de dimensionalidade. Seu funcionamento baseia-se numa transfor-
mação linear ortogonal que mapeia os dados de sua dimensionalidade original para outra
dimensionalidade menor, onde suas componentes os descrevem em ordem decrescente de
variância. Outras técnicas também são comuns na literatura na tentativa de encontrar
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atributos mais preditivos, como o ganho de informação e a informação mútua, ambos
baseados em entropia, e a estatística ‰2 que calcula a dependência entre um atributo e a
classe.

Métodos baseados em predição Bayesiana assumem que os atributos de uma amos-
tra são independentes, e assim podem relaxar a fórmula Bayesiana – daí o nome de Bayes
Ingênuo (do inglês, Naïve Bayes). Esta suposição é uma maneira de combater a alta
dimensionalidade que geralmente aparece em bases de dados. No entanto, na maioria dos
casos essa suposição é violada, o que leva os métodos a uma predição subótima (ZAIDI et
al., 2013). Na literatura, existem, principalmente, duas abordagens para tentar melhorar
a preditividade de tais métodos: métodos semi-Naïve Bayes e métodos de ponderação de
atributos (ZAIDI et al., 2013). Os primeiros, como abordados por Langley e Sage (1994)
e Friedman, Geiger e Goldszmidt (1997b), tentam aliviar a suposição de independência de
atributos inserindo fatores e selecionando um conjunto de atributos que sejam potenci-
almente independentes. Os últimos foram pouco explorados na literatura e foram vistos
mais como métodos de seleção de atributos importantes. No entanto, pesquisas recentes
mostraram que tal estratégia pode prover resultados equivalentes ou melhores que os
demais de forma menos custosa (ZAIDI et al., 2013; XIANG et al., 2014).

A Equação 3.11 é baseada na soma das densidades de probabilidade, que chamamos
de tamanho de descrição. No entanto, a estimativa oriunda do oKDE baseia-se na premissa
de que as distribuições dos atributos para uma dada classe são independentes, uma vez que
as mesmas são estimadas separadamente. Portanto, ao invés de tentar utilizar coeficientes
de preditividade de atributos, pesos nos atributos são utilizados para a limitação de tal
suposição, como feito por Zaidi et al. (2013). Esta técnica se baseia na otimização desses
pesos, cujo objetivo é melhorar o desempenho do método de classificação como um todo.

Inicialmente, a Equação 3.8 é alterada adicionando um peso ◊ para cada atributo,
como mostrado a seguir.

L̂(x̨|c) :=
nÿ

i=1
Á≠ log p(i,c)(x̨i)Ë◊i (3.12)

onde � é um vetor de n elementos representando pesos nos atributos. Por simplicidade de
notação, L̂(x̨|c) será usado como:

L̂(x̨|c) ,
nÿ

i=1
Ï◊i

ic . (3.13)

Procura-se, então, encontrar valores para � que minimizem alguma função de erro.
Assim como empregado por Zaidi et al. (2013), o erro quadrádico médio é utilizado como
função de erro, e deste modo, é possível tratá-lo como um problema de otimização. Para
isto precisa-se, primeiramente, definir a função de custo J(�), como segue.
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J(�) = 1
2

mÿ

j=1

|K|ÿ

k=1
(”y(j)ck

≠ L(x̨(j)|ck) ≠ Gck
)2 (3.14)

onde ” é o delta de Kronecker. Isto é, uma função ”ij que tem valor 1 se i = j e 0, caso
contrário. Antes de calcular a derivada da função de custo, é útil encontrar as derivadas
das componentes ˆL̂(x̨|cj)

ˆ◊i
e ˆL(x̨|cj)

ˆ◊i
.

A derivada de ˆL̂(x̨|cj)
ˆ◊i

para a matriz Jacobiana ˆL̂(x̨)
ˆ� é:

ˆL̂(x̨|cj)
ˆ◊i

= ˆ

ˆ◊i

nÿ

iÕ=1
Ï◊i

iÕj

= Ï◊i
ij · ln ◊i

De modo similar, a derivada de ˆL(x̨)
ˆ� para a matriz Jacobiana ˆL(x̨)

ˆ� é:

ˆL(x̨|cj)
ˆ◊i

= ˆ

ˆ◊i

qn
i=1 Ï◊i

ij
q|K|

k=1
qn

iÕ=1 Ï
◊iÕ
iÕk

=
Ï◊i

ij · ln ◊i · (q|K|
k=1

qn
iÕ=1 Ï

◊iÕ
iÕk) ≠ Ï◊i

ij · ln ◊i · L̂(x̨|cj)
(q|K|

k=1
qn

iÕ=1 Ï
◊iÕ
iÕk)2

= Ï◊i
ij · ln ◊i ≠ Ï◊i

ij · ln ◊i · L(x̨|cj)

= Ï◊i
ij · ln ◊i · (1 ≠ L(x̨|cj))

Com estes resultados parciais, pode-se encontrar o gradiente da função de custo,
como mostrado a seguir.

ÒJ◊i = ˆ

ˆ◊i

1
2

mÿ

j=1

|K|ÿ

k=1
(”y(j)ck

≠ L(x̨(j)|ck))2

= ≠
mÿ

j=1

|K|ÿ

k=1
(”y(j)ck

≠ L(x̨(j)|ck)) · ˆL(x̨(j)|ck)
ˆ◊i

= ≠
mÿ

j=1

|K|ÿ

k=1
(”y(j)ck

≠ L(x̨(j)|ck)) · Ï◊i
ik · ln ◊i · (1 ≠ L(x̨(j)|ck)) (3.15)

Com base no gradiente da Equação 3.15, pode-se então computar, em tempo de
execução, os valores para � que minimizam o erro da predição. Inicialmente, pondera-se
todos os pesos a 0, 9̄. Note que, � œ (0, 1), uma vez que log 1 = 0, e, portanto, o método
teria custo zero inicialmente e log 0 æ Œ é um valor que não faz sentido teórico para o
problema.
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É possível otimizar � utilizando-se de qualquer método de otimização. Um método
clássico na literatura é o gradiente descendente. A ideia do método é dada uma função f(x),
se ela é definida e diferenciável em uma vizinhança de um ponto v, então f decresce mais
rápido se seguir na direção do gradiente negativo de f em v. Isto é, se vn+1 = vn ≠÷Òf(vn),
para um ÷ suficientemente pequeno, então o valor de f em vn+1 é menor que em vn. O
valor ÷ é popularmente chamado de taxa de aprendizado e é um meta-parâmetro a ser
ajustado. Este processo é ilustrado pela Figura 7.

v0

v1

v2

v3

v4

Figura 7 – Ilustração do funcionamento do Gradiente Descendente em um conjunto de
pontos v.

O método do gradiente descendente não é apropriado no cenário onde as amos-
tras vem de um fluxo contínuo de dados, uma vez que baseia-se na otimização dado
um conjunto de amostras. No entanto, o método conta com uma variação chamada de
gradiente descendente estocástico que, ao invés de computar o gradiente exato com base
em um conjunto de amostras, estima-o com base em uma única amostra. No entanto,
esta formulação do gradiente descendente pode acarretar baixa precisão e convergir em
situações de escolha de ÷ moderadas (BOTTOU, 2010). A ideia de momento foi descrita
por Rumelhart, Hinton e Williams (1986) para o caso de redes neurais. Assim como o
momento da física, o momento na função gradiente tende a fazer com que o gradiente sofra
menos alterações em suas atualizações. A atualização do � é dada então por ◊i = ◊i ≠ �◊i,
com �◊i := ÷ÒJ◊i + –�◊i. Nesta última equação, a variável – é o meta-parâmetro de
momento do gradiente descendente. Note que �◊i é computado no início de cada iteração,
para que o método possa ajustar seus pesos dado uma amostra e sua predição.
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3.4 Protótipo de Fronteira de Separação de Classes

Em problemas de classificação, a fronteira de uma barreira de decisão é a distância
da barreira até os dados separados. O SVM é um método amplamente conhecido que
busca aumentar a fronteira de separação entre os dados, atingindo assim, predições mais
confiáveis (SARAVANAN; SIDDABATTUNI; RAMACHANDRAN, 2008). Na definição do
método baseado no MDL para classificação de textos de Silva, Almeida e Yamakami (2017),
chamado de MDLText, os autores propuseram um fator de penalidade Ŝ para distanciar as
classes menos prováveis para uma dada amostra baseada na similaridade de cosseno. Isto
é possível uma vez que os autores conseguem um protótipo de classe baseado na contagem
de termos; então a distância de cosseno é uma escolha apropriada para a distância de
ponto a ponto.

Dada a eficiência das predições do MDLText, uma característica interessante de se
possuir no GMDL seria também a penalização de classes mais distantes para a computação
do tamanho de descrição. No entanto, como o GMDL está baseado em estimativa de função
de densidade, não é possível utilizar a distância de cosseno. Sendo assim, é necessária a
utilização de uma função de distância entre ponto e distribuição. Uma escolha comum neste
cenário é a distância de Mahalanobis (MAHALANOBIS, 1936), que é uma generalização
da métrica da quantidade de desvios padrões que um ponto está da média da distribuição
sendo avaliada, variando no domínio [0, Œ). Esta medida é dada pela equação a seguir.

D(x̨, f) :=
Ò

(x̨ ≠ µf ) · �≠1
f · (x̨ ≠ µf )T

A ideia geral é que não só se está medindo a distância de um ponto ao centro de
uma distribuição, mas também considera-se a esparsidade dos dados em relação à média.
A matriz de covariância mede o quão espalhados estão os dados em relação às suas médias
e como variam em conjunto com as demais dimensões. A inversa da matriz de covariância
mede, então, o quão próximos à média das componentes estão os dados, isto é, quanto mais
próximos estiverem de suas respectivas médias – ou o quão mais próximo da identidade
está �≠1 – maior o impacto na distância de Mahalanobis.

Ainda é necessário definir o protótipo de classe para cada uma das classes com-
putadas. Uma aproximação pode ser feita definindo-se uma distribuição multivariada
para cada classe, baseando-se em todos os conjunto de atributos ao invés de considerá-los
individualmente, como feito para calcular o tamanho de descrição. Deste modo, mantém-se
também |K| misturas Gaussianas multivariadas como protótipos de classes obtidas com o
oKDE. É possível definir, então, um protótipo de classe como a 2-tupla c̃ := Èµ̄c, �̄cÍ para
uma dada classe c.

Como tratam-se de misturas, é necessário encontrar seus vetores de média e matriz
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de covariância antes de aplicar a distância de Mahalanobis. A média é simplesmente o
valor esperado das distribuições, isto é:

µ̄c :=
Gcÿ

i=1
wi · µi

c.

A variância, em contraste, pode ser definida em condição à relação das médias
como:

�̄c :=
Gcÿ

i=1
wi · �i

c +
Gcÿ

i=1
wi · (µi

c ≠ µ̄i
c) · (µi

c ≠ µ̄i
c)T .

Uma vez computado os valores a todos os protótipos, uma normalização entre zero
e um dos dados é feita, tal que D igual a zero representa baixa similaridade e D igual a
um, a classe mais similar. Assim, pode-se definir Ŝ de modo semelhante a Silva, Almeida
e Yamakami (2017), como:

Ŝ(x̨, c̃) := ≠ log
A

1 ≠ D(x̨, c̃) + 2—

2

B

Note que, para evitar inconsistência, um meta-parâmetro — é adicionado. Ele
é necessário dada a normalização efetuada, já que sempre que Ŝ é computado, este
valor tenderia a infinito para a classe mais semelhante. Deste modo, pode-se redefinir a
Equação 3.12 como:

L̂(x̨|c) := Ŝ(x̨, c̃)· ·
nÿ

i=1
Á≠ log p(i,c)(x̨i)Ë◊i (3.16)

Assim, penaliza-se diretamente o tamanho da descrição de um vetor de atributos
dada sua similaridade às distribuições das classes: a classe que mais difere da amostra sendo
classificada terá seu tamanho de descrição multiplicado por —, enquanto a mais semelhante
não sofrerá alteração no tamanho de código. Diferentemente da metodologia adotada
por Silva, Almeida e Yamakami (2017), foi adicionado também um meta-parâmetro · , que
permite um ajuste fino no peso dado à distância aos protótipos.

3.5 Visão Geral do Método Proposto

O método proposto apenas necessita de estimativas de densidade de funções de
probabilidade na fase de treinamento. Estas estimativas são feitas de maneira incremental e
sem discretização pelo oKDE. Para cada uma das classes, são estimadas suas distribuições
multivariadas chamadas de protótipos, e distribuições individuais para cada atributo.

A fase de predição do método baseia-se, principalmente, nos seguintes blocos:
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Amostra de treino Èx̨, cÍ

EDK EDK

Protótipos de Classes p(1,c) · · · p(n,c)

Treinamento

Predição

Distância ao protótipo Ponderação dos atributos

Tamanhos de descrição

È·, —Í È�, ‡̃2, fÍ

arg mincÕœK [L(x̨|cÕ) + GcÕ ]

Predição ĉ

Ajuste da ponderação

È÷, –Í
’i Èx̨i, cÍÈx̨, cÍ

ÒJ�

Dado

Estrutura interna

Metaparâmetro

Processamento

Figura 8 – Diagrama de bloco do funcionamento das fases de treinamento e predição do
GMDL.

1. Na avaliação de densidade para cada atributo da amostra;

2. Na distância do conjunto de atributos aos protótipos de classes;

3. Na ponderação dos atributos.

A interação destes processos é ilustrada pela Figura 8 na forma de um diagrama
de blocos: Dada uma amostra, são estimados diferentes funções densidade tanto para o
cálculo da distância ao protótipo quanto para cada atributo; com tais densidades, calcula-se
então o tamanho da descrição da amostra em cada classe, e a classe com menor descrição
é escolhida como rótulo para a amostra; tal rótulo é utilizado para o cálculo do peso
dos atributos. Note que, apesar do ajuste de ponderação fazer parte do treinamento, ele
somente pode ser computado dado o rótulo que o método previu para uma determinada
amostra, como explicitado pela Equação 3.15.

Os Algoritmos 1 e 2 ilustram, respectivamente, os passos para os estágios de
treinamento e predição do GMDL.

O código fonte do GMDL, escrito na linguagem de programação C++, está dispo-
nível publicamente na plataforma GitHub1.

1
Código fonte do GMDL. Disponível em <https://github.com/brenolf/gmdl>, acessado em 25 de

Novembro de 2017.

https://github.com/brenolf/gmdl
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Algoritmo 1 Estágio de treinamento do GMDL.
Entrada: Amostra Èx̨, cÍ, classe prevista ĉ, se houver, e metaparâmetros È�, ‡̃2, f, ÷, –Í

1: c̃ Ω pc(x̨; f)
2: para i œ {1, . . . , n} faça
3: se pÕ

(i,c) æ Œ ‚ pÕ
(i,c) = 0 então

4: p(i,c) Ω 2≠�

5: senão
6: enquanto ‡2

ic Ø 10≠9 faça
7: x̨i Ω X1, X ≥ N (0, ‡̃2)
8: fim enquanto
9: p(i,c) Ω pÕ

(i,c)(x̨i; f) Û Equação 3.9
10: fim se
11: nic Ω nic + 1
12: M2,nic Ω M2,nic≠1 + (x̨i ≠ x̄nic≠1) · (x̨i ≠ x̄nic)
13: x̄nic Ω x̄nic≠1 + x̨i≠x̄nic≠1

nic

14: ‡2
ic Ω M2,nic

nic

15: fim para
16: para i œ {1, . . . , n} faça
17: Ïiĉ Ω Á≠ log p(i,ĉ)(x̨i)Ë
18: ÒJ◊i Ω (”iĉ ≠ L(x̨)|ĉ)) · Ï◊i

iĉ · ln ◊i · (1 ≠ L(x̨)|ĉ))
19: �◊i Ω ÷ÒJ◊i + –�◊i

20: ◊i Ω ◊i ≠ �◊i

21: fim para

Algoritmo 2 Estágio de predição do GMDL.
Entrada: Amostra x̨ e metaparâmetros È·, —Í
Saída: Classe prevista ĉ

1: para c œ K faça
2: para i œ {1, . . . , n} faça
3: L̂(x̨, c) Ω L̂(x̨, c) + Á≠ log p(i,c)(x̨i)Ë◊i

4: fim para
5: L̂(x̨, c) Ω (L̂(x̨, c) + Gc) · Ŝ(x̨, c̃; —)·

6: fim para
7: para c œ K faça
8: L(x̨, c) Ω L̂(x̨,c)q|K|

k=1 L̂(x̨|ck)
9: fim para

10: retorna ĉ Ω arg mincœK L(x̨|c)
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3.5.1 Análise de Complexidade Assintótica

O estágio de treinamento do GMDL baseia-se na computação de estimativas de
densidades para uma única classe em seus n atributos. A complexidade do oKDE é limitada
por O(G2≠G

2+G ), onde G é o número de componentes da mistura Gaussiana avaliada. Deste
modo, o treinamento tem complexidade quadrática em relação ao número de componentes
na mistura, que foi validada experimentalmente baixa por Kristan, Leonardis e Sko�aj
(2011), na ordem de O(101).

O estágio de predição possui uma etapa pseudo-linear para a estimativa de tama-
nhos de descrição, com complexidade O(n · |K|). Além desta etapa, o algoritmo realiza
multiplicações vetor-matriz para calcular as distâncias aos protótipos de classes. Este
cálculo adiciona a complexidade de O(n2·(1≠”0· )), que se sobressai em relação à primeira
quando · não é zero. Isto é, o método proposto possui complexidade quadrática de predição
quando · ”= 0 e pseudo-linear quando Ŝ = 1.

3.6 Considerações Finais

Neste capítulo, foi introduzido o GMDL. O método proposto é multiclasse, in-
cremental e pode ser usado em dados com atributos categóricos e numéricos. Dado sua
natureza baseada no princípio do MDL, o GMDL provê uma troca benéfica entre a
complexidade do modelo e o ajuste aos dados.

O GMDL seleciona uma classe para uma determinada amostra computando des-
critores para cada um dos atributos da base, que são então utilizados para obter um
valor de descrição. Tais descritores são baseados em um método incremental de esti-
mativa de densidade de probabilidade chamado oKDE. Considerando-se apenas estes
componentes, o GMDL é muito similar a uma estimativa de verossimilhança máxima
normalizada (GRÜNWALD, 2005).

O GMDL também permite que sejam utilizados fatores de penalidade na construção
do tamanho da descrição. Um descritor multivariado é estimado para cada classe e é
considerado seu protótipo, o qual pode ser utilizado para medir o quão longe uma amostra
avaliada está de uma distribuição de uma classe. Além disso, é possível utilizar pesos
nos atributos que são ajustados incrementalmente com gradiente descendente estocástico,
permitindo que atributos de pouca relevância sejam automaticamente desconsiderados.
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4 Avaliação Experimental

Neste capítulo, são apresentados os detalhes dos experimentos conduzidos para
a avaliação do método proposto, os resultados obtidos e a discussão dos mesmos. Para
avaliação do método, foram considerados dois grandes cenários: o�ine, onde os métodos
treinam com uma porcentagem das amostras e classificam a parte restante; e o cenário
incremental, onde amostras são apresentadas uma a uma e correções podem ou não
serem apresentadas para o método. Este capítulo, está estruturado da seguinte maneira: a
Seção 4.1 apresenta as bases de dados utilizadas nos dois grandes cenários de avaliação.
A Seção 4.2 apresenta as medidas de desempenho utilizadas para avaliar os métodos.
Finalmente, as Seções 4.3 e 4.4 apresentam os resultados dos experimentos nos cenários
o�ine e incremental, respectivamente.

4.1 Bases de Dados e Metodologia de Avaliação

Foram empregadas dezesseis bases de dados reais, disponíveis publicamente no site
da UCI (LICHMAN, 2013)1. A Tabela 1 apresenta a quantidade de amostras em cada
classe, bem como a distribuição de amostras por classe. O conjunto de bases selecionadas
possui características distintas que visam avaliar a robustez do método proposto mediante
diferentes aspectos, tais como: quantidade e tipos de atributos (categórico, discreto,
contínuo), balanceamento, quantidade de classes e quantidade de amostras.

As bases 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10 e 13 foram utilizadas no extensivo trabalho
de Fernández-Delgado et al. (2014). Algumas dessas bases também foram utilizadas
anteriormente por Kristan e Leonardis (2014), além das bases 3, 11, 14, 15 e 16. As
bases 6 e 12 foram selecionadas pelo seu alto número de amostras, o que as fazem boas
representantes de cenários reais onde há um número massivo de dados.

Neste trabalho, as bases foram pré-processadas tendo todos os atributos categóricos
codificados com one-hot encoding e o atributo classe movido para a última coluna.

4.2 Medidas de Desempenho

A matriz de confusão, originada a partir dos resultados de predição de um classifica-
dor em um determinado problema, é uma fonte de dados para diversas métricas utilizadas
para mensurar a qualidade de um classificador. Uma matriz de confusão C é uma matriz
de tamanho |K| · |K|, onde cada linha e cada coluna representa um rótulo de K, e cada
1

Base de Dados da UCI. Disponível em <https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html>, acessado em

25 de Novembro de 2017.

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html
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Tabela 1 – Informações das bases de dados utilizadas nos experimentos.

Tamanho Composição das classes
# Base de dados m n |K| Amostras por classe
1 adult 32.561 109 2 7.841; 24.720
2 contrac 1.473 21 3 333; 511; 629

3 covertype 581.012 10 7 2.747; 9.493; 17.367; 20.510; 35.754;
211.840; 283.301

4 fertility 100 40 2 12; 88
5 hill-valley 1.212 100 2 600; 612
6 ht-sensor 928.991 11 3 276.967; 305.444; 346.580
7 iris 150 4 3 50; 50; 50

8 letter 20.000 16 26

734; 734; 736; 739; 747; 748; 752; 753;
755; 758; 761; 764; 766; 768; 773; 775;
783; 783; 786; 787; 789; 792; 796; 803;
805; 813

9 libras 360 90 15 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24;
24; 24; 24; 24; 24

10 miniboone 130.064 50 2 36.499; 93.565
11 skin 245.057 3 2 50.859; 194.198
12 susy 5.000.000 18 2 2.287.827; 2.712.173
13 wdbc 569 30 2 212; 357
14 wine 178 13 3 48; 59; 71
15 wine-red 1.599 11 6 10; 18; 53; 199; 638; 681
16 wine-white 4.898 11 7 5; 20; 163; 175; 880; 1.457; 2.198

item Cc1c2 representa o número de amostras classificadas como c1, sendo que seu rótulo
real é c2.

Idealmente, procura-se por uma matriz de confusão onde apenas a diagonal esteja
preenchida, isto é, o classificador não cometeu nenhum erro. Como este geralmente não é
caso, é útil avaliar o desempenho do classificador com base nos rótulos atribuídos para
cada amostra. Os verdadeiros positivos (vp) são as amostras pertencentes à classe c1 que
foram corretamente classificadas como pertencentes à classe c1; os falsos positivos (fp)
são as amostras não pertencentes à classe c1, que foram atribuídas à classe c1; e os falsos
negativos (fn) são as amostras pertencentes à classe c1, que não foram atribuídas à classe
c1. Com tais medidas, é possível calcular diversas métricas de eficiência de um classificador,
descritas a seguir.

1. Sensitividade ou recall: proporção de amostras da classe analisada, identificada
corretamente. Pode ser calculada pela seguinte equação:

si := vpi

vpi + fni

2. Precisão: proporção de amostras da classe analisada, que realmente pertencem àquela
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classe. Pode ser calculada pela seguinte equação:

pi := vpi

vpi + fpi

3. F-medida: média harmônica da precisão e sensitividade. Varia de 0 a 1, onde valores
mais próximos de 1 demonstram melhor desempenho. Pode ser calculada pela seguinte
equação:

F := 2 ◊ pi ◊ si

pi + si

Para problemas multiclasse, é comum se utilizar medidas que consideram a média
dos resultados obtidos para cada uma das classes avaliadas. Neste trabalho, foi empregada
a média macro, onde o resultado é a obtido pela média dos resultados para cada classe
do problema, considerando que todas as classes tem a mesma importância (SOKOLOVA;
LAPALME, 2009). As equações para tais médias são apresentadas a seguir.

1. Macro sensitividade: média entre todas as sensitividades dentre todas as classes do
problema. Pode ser calculada pela seguinte equação:

macros := 1
|K| ◊

|K|ÿ

i=1
si

2. Macro precisão: média entre todas as precisões dentre todas as classes do problema.
Pode ser calculada pela seguinte equação:

macrop := 1
|K| ◊

|K|ÿ

i=1
pi

3. Macro F-medida: média harmônica da macro precisão e macro sensitividade. Pode
ser calculada pela seguinte equação:

macro ≠ F := 2 ◊ macrop ◊ macros

macrop + macros

Para garantir que os resultados não foram obtidos por acaso, este trabalho utiliza o
teste de Friedman para comparar os métodos avaliados, seguindo a metodologia apresentada
em Zar (2009, Seção 12.7). Esse teste avalia se a hipótese nula – que neste caso afirma não
haver diferenças entre os resultados obtidos – pode ser rejeitada. Isto se dá com base no
ranqueamento computado através do desempenho obtido por cada método de classificação
para cada base de dados. A Equação 4.1 mostra como computar a medida ‰2

F , utilizada
para avaliar a hipótese nula.

‰2
F :=

C
12

DM(M + 1)

Mÿ

i=1
R2

i

D

≠ 3D(M + 1), (4.1)
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onde M é a quantidade de métodos avaliados, D é o número de bases de dados e R a
soma dos rankings de cada método. Caso ‰2

F seja menor que o valor crítico para um dado
grau de confiança, então a hipótese nula deve ser rejeitada. Este valor crítico é obtido pelo
número de bases, número de métodos avaliados e um fator de confiança –.

Os métodos de classificação foram ranqueados de acordo com a macro F-medida. O
método com melhor desempenho recebe a posição 1 de ranking, enquanto o método com
pior desempenho recebe a posição M .

Caso a hipótese nula seja rejeitada, é necessário avaliar os métodos par-a-par. De
acordo com Benavoli, Corani e Mangili (2016), o teste de Wilcoxon deve ser empregado
para evitar problemas conhecidos com métodos baseados em média de ranks. Similarmente
ao método de Friedman, um valor T é calculado com base na distribuição do ranking
dos dois métodos avaliados. A hipótese é rejeitada da mesma forma que no método de
Friedman, comparando T com um valor crítico baseado num fator de confiança – e o
número de bases.

Para calcular T , é computada a diferença di entre as medidas de desempenho dos
dois métodos avaliados em cada base i. As diferenças são então ranqueadas de acordo com
seus valores absolutos, utilizando médias quando há empate (DEMäAR, 2006). Então,
define-se R+ e R≠ como:

R+ :=
ÿ

di>0
rank(di) + 1

2
ÿ

di=0
rank(di), R≠ :=

ÿ

di<0
rank(di) + 1

2
ÿ

di=0
rank(di).

Isto é, R+ é a soma dos ranks onde o segundo algoritmo foi melhor que o primeiro;
e R≠ é seu complemento. T é, então, definido como o menor valor entre R+ e R≠.

4.3 Cenário O�ine

Este capítulo descreve os experimentos conduzidos para a avaliação do GMDL no
cenário o�ine. Este cenário é um caso clássico, onde amostras rotuladas são apresentadas
para o método de classificação em batelada e então, amostras não rotuladas são apresentadas
para a avaliação do modelo gerado. Esta seção está estrutarada da seguinte maneira: a
Seção 4.3.1 apresenta os métodos de classificação avaliados, a Seção 4.3.2 apresenta detalhes
sobre a realização do experimento e a Seção 4.3.3 apresenta os resultados obtidos.

4.3.1 Métodos

Para avaliar a eficiência do método proposto, o GMDL foi comparado com métodos
clássicos na literatura para aprendizado o�ine. Estes métodos representam a hipótese
de maneiras diferentes, tais como otimização, árvores e probabilidade. Além disso, são
considerados como base para experimentos do tipo. Eles são:
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1. Naïve Bayes gaussiano (GNB) (DUDA; HART, 1973);

2. Florestas aleatórias (RF) (BREIMAN, 1996);

3. Máquinas de vetores de suporte (SVM) (CORTES; VAPNIK, 1995);

4. k-vizinhos mais próximos (kNN) (SALTON; MCGILL, 1986).

4.3.2 Avaliação

Para validação do método, foi utilizada a técnica de validação cruzada aninhada com
5-fold. Esta técnica primeiramente separa a base em 5 fold. Depois, é iniciado um processo
composto por 5 rodadas, onde cada fold é usado exatamente uma vez como conjunto de
teste e a cada rodada, os 4 fold que não foram selecionados para formarem o conjunto de
teste, são usados para formar o conjunto de treinamento; esse conjunto também é dividido
em 5 fold, sendo que um deles é usado para validação de metaparâmetros em uma busca
em grade. Depois deste processo, uma métrica final é computada com base na média
dos resultados obtidos em cada fold. Isto permite que cada amostra esteja exatamente
uma vez na partição de teste, fazendo com que eventuais tendências da base não afetem
demasiadamente o desempenho do modelo gerado. Além disso, todas as amostras foram
ordenadas aleatoriamente, utilizando a semente 1234567890.

A seleção dos melhores parâmetros foi feita considerando a macro F-medida. Os
atributos utilizados na busca em grade são mostrados a seguir. Os métodos implementados
na biblioteca Scikit-learn, são apresentados com os nomes dos parâmetros utilizados
em suas interfaces.

1. GMDL

a) ‡̃2: 2; 5; 10;

b) · : 0; 5; 10.

2. RF

a) n_estimators: 10; 20; 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90; 100;

b) criterion: “gini”; “entropy”.

3. SVM

a) C: 0,0001; 0,001; 0,01; 0,1; 1; 10; 100; 1000.

4. kNN

a) n_neighbors: 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15; 17; 19.
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Os parâmetros –, f e ÷ do GMDL foram mantidos como 0,001, 1 e 0,9, respecti-
vamente. Os valores do gradiente foram mantidos como valores padrões encontrados na
literatura (SRIVASTAVA et al., 2014), onde – foi reduzido ainda mais em detrimento do
tamanho das bases utilizadas. O fator de esquecimento f foi mantido como 1, uma vez que
as bases públicas utilizadas não contém fator temporal envolvido, como tendência e ruído
temporal. Além disso, o SVM utilizado nos experimentos foi o linear, uma vez que o SVM
com kernel Gaussiano é computacionalmente inviável de ser utilizado mesmo em bases
relativamente pequenas (KRISTAN; LEONARDIS, 2014). Todos os outros parâmetros
dos demais métodos foram mantidos com os valores padrões da biblioteca.

O parâmetro · do GMDL foi utilizado somente nas bases iris, wine, fertility, wdbc.
Tal fato deve-se à lentidão da computação na busca em grade para bases maiores. Portanto,
apesar dos benefícios que podem ser obtidos pela utilização da distância em protótipo,
foi-se escolhido a não utilização neste experimento devido ao alto custo computacional.

As bases de dados utilizadas no experimento foram previamente normalizadas,
considerando o fold de treinamento, para possuírem média zero e desvio padrão um.

Todos os experimentos foram realizados no servidor da Universidade Federal de
São Carlos – campus Sorocaba, disponibilizado pelo Laboratório de Sistemas Distribuídos
e Inteligentes. Este servidor conta com 40 núcleos Intel de sexta geração de 2.3Mhz e 4Mb
de cache. Os métodos que não concluíram o trabalho de classificação dentro de 48h, foram
terminados e reportados com F-medida zero.

4.3.3 Resultados

A Tabela 2 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificação para cada
base de dados. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro F-medida obtida na
validação cruzada aninhada. Para facilitar a comparação, os resultados são apresentados
em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a célula, melhor
o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em negrito.

Os resultados apontam que o método RF obteve o melhor desempenho na maioria
dos experimentos. No entanto, os demais métodos também mostram bom desempenho em
algumas bases. Além disso, é possível notar o problema que bases com muitas amostras
(como a susy) causa em alguns dos métodos, uma vez que RF, SVM e kNN não terminaram
a computação em 48 horas. Isto deve-se principalmente pela maneira que estes métodos
funcionam, seja otimizando um grande conjunto de dados, como RF e SVM, seja analisando-
os extensivamente, como o kNN. O GMDL e o GNB mostram-se mais robustos para
problemas em uma escala deste tamanho. Em especial, é possível notar a influência do
Teorema 1.2 no GMDL: um maior número de amostras permite uma melhor estimativa de
densidade das distribuições.
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Tabela 2 – F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenário o�ine.

GMDL GNB RF SVM kNN
adult 1,000 1,000 1,000 1,000 0,916

contrac 0,477 0,468 0,489 0,484 0,445
covertype 0,411 0,401 0,629 0,273 0,492
fertility 0,567 0,656 0,688 0,599 0,468

hill-valley 0,480 0,521 0,582 0,726 0,532
ht-sensor 0,549 0,537 0,480 0,499 0,458

iris 0,948 0,953 0,940 0,954 0,967
letter 0,703 0,648 0,962 0,694 0,936
libras 0,586 0,603 0,741 0,623 0,628

miniboone 0,847 0,556 0,920 0,885 0,871
skin 0,917 0,880 0,999 0,887 0,999
susy 0,745 0,737 0,000 0,000 0,000
wdbc 0,938 0,928 0,960 0,962 0,970
wine 0,979 0,957 0,962 0,984 0,958

wine-red 0,299 0,305 0,274 0,251 0,268
wine-white 0,267 0,279 0,281 0,238 0,242

O GMDL mostrou-se pouco efetivo nas bases hill-valley e libras. Ambas são bases
de alta cardinalidade de atributos, onde os erros das estimativas do oKDE podem se
agregar quando estimando o tamanho de descrição de classe. Além disso, como apontado
por Kristan e Leonardis (2014), a computação do protótipo de classe como uma distribuição
multivariada sofre uma grande suavização pelo alto número de variáveis envolvidas.

É possível notar que todos os métodos tiveram ótimo desempenho na base adult,
que é uma base desbalanceada. Tal resultado pode ser explicado pela alta capacidade
preditiva dos atributos desta base, que pode ser notado pelo alto desempenho do kNN,
que depende diretamente da similaridade entre amostras.

A fim de obter-se uma análise mais confiável dos resultados, foi realizado o teste
estatístico não-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento é mostrado pela Tabela 3. Para um intervalo de confiança – = 0,05, com
16 bases de dados e 5 métodos, o valor crítico é 0,711. Os ranks médios neste intervalo
crítico são mostrados pela Figura 9. Uma vez que ‰2

F = 6, a hipótese nula foi rejeitada,
e conclui-se que há uma diferença significativa nos resultados obtidos. Deste modo, foi
conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada um dos métodos, par-a-par,
comparando com o GMDL. Nenhum deles teve a hipótese rejeitada, o que indica que não
há evidência estatística para dizer que são, par-a-par, superiores ao GMDL.

Apesar do GMDL não apresentar uma vantagem estatística em comparação aos
demais métodos avaliados neste experimento, considerando a natureza de tais méto-
dos, pode-se afirmar que o GMDL possui uma vantagem sobre eles sendo naturalmente
incremental, o que o torna flexível a outros cenários, além de escalável.
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Tabela 3 – Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenário o�ine.

GMDL GNB RF SVM kNN
adult 2,5 2,5 2,5 2,5 5,0

contrac 3,0 4,0 1,0 2,0 5,0
covertype 3,0 4,0 1,0 5,0 2,0
fertility 4,0 2,0 1,0 3,0 5,0

hill-valley 5,0 4,0 2,0 1,0 3,0
ht-sensor 1,0 2,0 4,0 3,0 5,0

iris 4,0 3,0 5,0 2,0 1,0
letter 3,0 5,0 1,0 4,0 2,0
libras 5,0 4,0 1,0 3,0 2,0

miniboone 4,0 5,0 1,0 2,0 3,0
skin 3,0 5,0 1,5 4,0 1,5
susy 1,0 2,0 4,0 4,0 4,0
wdbc 4,0 5,0 3,0 2,0 1,0
wine 2,0 5,0 3,0 1,0 4,0

wine-red 2,0 1,0 3,0 5,0 4,0
wine-white 3,0 2,0 1,0 5,0 4,0

Soma 49,5 55,5 35,0 48,5 51,5

Figura 9 – Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenário o�ine.

4.4 Cenário Incremental

Este cenário é mais próximo à utilização de métodos de classificação em aplicações
reais. Os métodos são treinados com poucas amostras rolutadas, e então recebem tanto
amostras não rotuladas para classificação, quanto amostras de correção para que possam
ajustar o modelo ao decorrer do tempo. Existem diversas situações que podem ser simuladas
neste cenário, variando quantidade de amostras corrigidas, tempo para correção, dentre
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outras. Esta seção está estrutarada da seguinte maneira: a Seção 4.3.1 apresenta os
métodos de classificação avaliados, a Seção 4.3.2 apresenta detalhes sobre a realização dos
experimentos e a Seção 4.3.3 apresenta os resultados obtidos.

4.4.1 Métodos

Para avaliar a eficiência do método proposto, o GMDL foi comparado com métodos
tradicionais disponíveis na literatura para treinamento incremental, que não necessitam
da discretização dos atributos. Além disso, são considerados como base para experimentos
do tipo. São eles:

1. Perceptron multinível (MLP) (ROSENBLATT, 1958);

2. Passivo-Agressivo (PA) (CRAMMER et al., 2006);

3. Gradiente Descendente Estocástico (SGD) (BOTTOU, 2010).

4.4.2 Avaliação

Para validação do método, 10% da base foi disponibilizada ao método para trei-
namento, assim como realizado por Kristan e Leonardis (2014). O restante das amostras
são, então, apresentadas uma a uma para classificação, havendo retroalimentação para
aprendizado incremental. Como explorado anteriormente, é possível simular ambientes
mais próximos aos reais alterando fatores como o atraso e a quantidade de amostras
apresentadas. Foram simulados três cenários diferentes:

1. Correção imediata: quando uma amostra é classificada com o rótulo errado, o método
recebe a amostra para treinamento com seu rótulo correto imediatamente;

2. Correção limitada: quando uma amostra é classificada com o rótulo errado, o método
recebe a amostra para treinamento com seu rótulo correto com uma probabilidade
de 50%. Para isto, um gerador de números aleatórios foi utilizado com a semente
1234567890;

3. Correção atrasada: quando uma amostra é classificada com o rótulo errado, o método
recebe a amostra para treinamento com seu rótulo correto em um tempo que
cresce exponencialmente em 1,1, arredondado para baixo. Isto é, as amostras são
apresentadas com atraso de {Â1,1Ê0, Â1,1Ê1, Â1,1Ê2, . . .}, fazendo com que quanto mais
um método erre, mais demore para que ele receba uma correção.

Cada um destes cenários foi testado tanto com dados normalizados quanto não
normalizados. Os dados foram normalizados de forma incremental, utilizando a base de
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treinamento como referência, para terem média zero e desvio padrão um. Foram, então,
consideradas as melhores F-medidas dentre os cenários com e sem normalização para
reportar os resultados.

Todos os parâmetros dos métodos implementados na biblioteca Scikit-learn
foram mantidos com seus valores padrões. Os parâmetros utilizados no SGD com regu-
larização L2 e função de custo hinge, tornam o método similar a um SVM linear com
aprendizado incremental (BOTTOU, 2010). O GMDL, por sua vez, utilizou os seguintes
parâmetros:

1. ‡̃2: 2;

2. · : 0;

3. –: 0,001;

4. f : 1;

5. ÷: 0,9.

Os valores de –, f e ÷ seguiram os mesmos preceitos expostos na Seção 4.3.2 para
serem determinados. O valor de · foi definido como zero para permitir uma computação
mais rápida. E finalmente, foi-se escolhido o menor valor de ‡̃2 dos experimentos o�ine, a
fim de causar menos perturbações nas amostras.

Todos os experimentos foram realizados no servidor da Universidade Federal de
São Carlos – campus Sorocaba, disponibilizado pelo Laboratório de Sistemas Distribuídos
e Inteligentes. Este servidor conta com 40 núcleos Intel de sexta geração de 2.3Mhz e 4Mb
de cache.

4.4.3 Resultados

Esta seção apresenta os resultados dos experimentos de aprendizado incremental
considerando diferentes cenários de correção.

4.4.3.1 Correção Imediata

A Tabela 4 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificação para
cada base de dados no cenário onde correções são efetuadas no mesmo instante que uma
classificação incorreta é realizada. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro
F-medida obtida nas amostras de teste. Para facilitar a comparação, os resultados são
apresentados em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a
célula, melhor o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em
negrito.



4.4. Cenário Incremental 45

Tabela 4 – F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenário de correção imediata.

GMDL MLP PA SGD
adult 1,000 0,989 1,000 0,999

contrac 0,465 0,449 0,393 0,410
covertype 0,400 0,526 0,294 0,377
fertility 0,537 0,477 0,626 0,650

hill-valley 0,492 0,487 0,639 0,528
ht-sensor 0,587 0,943 0,463 0,482

iris 0,947 0,590 0,795 0,843
letter 0,670 0,726 0,446 0,569
libras 0,514 0,471 0,373 0,291

miniboone 0,817 0,833 0,756 0,765
skin 0,835 0,996 0,811 0,802
susy 0,687 0,667 0,677 0,703
wdbc 0,924 0,906 0,938 0,944
wine 0,969 0,755 0,947 0,934

wine-red 0,299 0,251 0,238 0,251
wine-white 0,243 0,232 0,199 0,200

Os resultados apontam que o GMDL obteve o melhor resultado na maioria das
bases de dados, não tendo a menor F-medida em nenhuma delas. No entanto, é possível
notar que o MLP também mostrou bom desempenho em algumas bases como miniboone e
letter. Essas bases tem um número consideravelmente grande de amostras, o que permite
que a otimização dos parâmetros da rede, convirjam de modo mais preciso. Tal fato pode
ser observado também pelo desempenho do SGD na base susy, onde o método alcançou a
melhor F-medida.

Neste experimento, o GMDL apresentou resultados consistentes com o cenário
o�ine, tendo desempenho tão bom quanto ou melhor em bases como ht-sensor, hill-valley e
adult. Na base adult, o GMDL alcançou uma predição perfeita no cenário incremental, assim
como o PA. Tal resultado para o PA explica-se numa base onde atributos são altamente
preditivos, uma vez que erros na classificação fazem o modelo se adaptar rapidamente às
demais amostras, que compartilham de características semelhantes.

Para as demais bases, o GMDL foi consistentemente pior que no cenário o�ine.
Isso pode ser influenciado pelo ajuste dos parâmetros dado a normalização incremental que
as amostras sofreram. É possível notar também, que o MLP e o SGD tiveram desempenho
mais baixo em várias bases, especialmente as bases com menos amostras e desbalanceadas.
Esta deficiência ilustra os problemas de tais métodos para otimização em cenários reais.

A fim de obter-se uma análise mais confiável dos resultados, foi realizado o teste
estatístico não-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento é mostrado pela Tabela 5. Para um intervalo de confiança – = 0,05, com 16
bases de dados e 4 métodos, o valor crítico é 0,352. Os ranks médios neste intervalo crítico
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Tabela 5 – Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenário de correção
imediata.

GMDL MLP PA SGD
adult 1,5 4,0 1,5 3,0

contrac 1,0 2,0 4,0 3,0
covertype 2,0 1,0 4,0 3,0
fertility 3,0 4,0 2,0 1,0

hill-valley 3,0 4,0 1,0 2,0
ht-sensor 2,0 1,0 4,0 3,0

iris 1,0 4,0 3,0 2,0
letter 2,0 1,0 4,0 3,0
libras 1,0 2,0 3,0 4,0

miniboone 2,0 1,0 4,0 3,0
skin 2,0 1,0 3,0 4,0
susy 2,0 4,0 3,0 1,0
wdbc 3,0 4,0 2,0 1,0
wine 1,0 4,0 2,0 3,0

wine-red 1,0 2,5 4,0 2,5
wine-white 1,0 2,0 4,0 3,0

Soma 28,5 41,5 48,5 41,5

são mostrados pela Figura 10. Uma vez que ‰2
F = 7,838, a hipótese nula foi rejeitada, e

conclui-se que há uma diferença significativa nos resultados obtidos.

Deste modo, foi conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada
um dos métodos, par-a-par, comparando com o GMDL. Para um conjunto de 16 bases,
considerando um intervalo de confiança – = 0,05, o valor crítico é 30. O valor dos
coeficientes T para o MLP, SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 54, 27 e 24,
respectivamente. Portanto, pode-se afirmar que o GMDL foi superior ao SGD e ao PA, em
uma análise par-a-par. No entanto, não há evidência estatística o suficiente para afirmar
que o GMDL foi superior ao MLP.

4.4.3.2 Correção Limitada

A Tabela 6 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificação para
cada base de dados no cenário onde amostras incorretas são corrigidas imediatamente
com uma probabilidade de 50%. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro
F-medida obtida nas amostras de teste. Para facilitar a comparação, os resultados são
apresentados em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a
célula, melhor o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em
negrito.

Os resultados apontam que o GMDL obteve o melhor resultado em diversas bases
de dados, obtendo a menor F-medida somente na base skin, onde empatou com o SGD e
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Figura 10 – Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenário de correção imedi-
ata.

Tabela 6 – F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenário de correção limitada.

GMDL MLP PA SGD
adult 1,000 0,989 1,000 0,999

contrac 0,453 0,383 0,375 0,396
covertype 0,413 0,521 0,283 0,315
fertility 0,492 0,477 0,607 0,518

hill-valley 0,497 0,493 0,627 0,525
ht-sensor 0,563 0,943 0,430 0,459

iris 0,939 0,566 0,789 0,747
letter 0,670 0,710 0,402 0,560
libras 0,392 0,392 0,328 0,258

miniboone 0,770 0,831 0,749 0,762
skin 0,800 0,995 0,801 0,800
susy 0,690 0,672 0,668 0,703
wdbc 0,924 0,906 0,929 0,944
wine 0,932 0,755 0,947 0,934

wine-red 0,306 0,252 0,231 0,240
wine-white 0,235 0,208 0,198 0,226

foi muito próximo ao desempenho do PA. O MLP teve um resultado muito superior aos
demais métodos nesta base, e apenas ligeiramente pior que seu desempenho no cenário
de correção imediata. Isto demonstra que o MLP possui um desempenho muito bom em
bases com menor número de atributos.

Ambos o GMDL e o PA atingiram predição perfeita na base adult. Isso mostra
que eles conseguiram representar de forma efetiva as nuâncias de uma base com amostras
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semelhantes. De um ponto de vista matemático, isto demonstra que o GMDL conseguiu
estimar a distribuição dos atributos reais de forma fidedigna, mesmo no cenário onde nem
sempre há correção para consolidar ainda mais o modelo.

Tabela 7 – Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenário de correção
limitada.

GMDL MLP PA SGD
adult 1,5 4,0 1,5 3,0

contrac 1,0 3,0 4,0 2,0
covertype 2,0 1,0 4,0 3,0
fertility 3,0 4,0 1,0 2,0

hill-valley 3,0 4,0 1,0 2,0
ht-sensor 2,0 1,0 4,0 3,0

iris 1,0 4,0 2,0 3,0
letter 2,0 1,0 4,0 3,0
libras 1,5 1,5 3,0 4,0

miniboone 2,0 1,0 4,0 3,0
skin 3,5 1,0 2,0 3,5
susy 2,0 3,0 4,0 1,0
wdbc 3,0 4,0 2,0 1,0
wine 3,0 4,0 1,0 2,0

wine-red 1,0 2,0 4,0 3,0
wine-white 1,0 3,0 4,0 2,0

Soma 32,5 41,5 45,5 40,5

A fim de obter-se uma análise mais confiável dos resultados, foi realizado o teste
estatístico não-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento é mostrado pela Tabela 7. Para um intervalo de confiança – = 0,05, com 16
bases de dados e 4 métodos, o valor crítico é 0,352. Os ranks médios neste intervalo crítico
são mostrados pela Figura 11. Uma vez que ‰2

F = 3,338, a hipótese nula foi rejeitada, e
conclui-se que há uma diferença significativa nos resultados obtidos.

Deste modo, foi conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada
um dos métodos, par-a-par, comparando com o GMDL. Para um conjunto de 16 bases,
considerando um intervalo de confiança – = 0,05, o valor crítico é 30. O valor dos
coeficientes T para o MLP, SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 55, 28 e 27,5,
respectivamente. Portanto, pode-se afirmar que o desempenho do GMDL foi superior ao
SGD e ao PA. No entanto, não há informação estatística o suficiente para afirmar que o
GMDL obteve desempenho melhor que o MLP.

4.4.3.3 Correção Atrasada

A Tabela 8 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificação para
cada base de dados no cenário onde a correção torna-se mais atrasada quanto mais o
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Figura 11 – Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenário de correção limitada.

classificador comete erros. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro F-medida
obtida nas amostras de teste. Para facilitar a comparação, os resultados são apresentados
em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a célula, melhor
o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em negrito.

Tabela 8 – F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenário de correção atrasada.

GMDL MLP PA SGD
adult 1,000 0,907 1,000 0,999

contrac 0,444 0,403 0,402 0,432
covertype 0,307 0,382 0,288 0,401
fertility 0,482 0,480 0,568 0,565

hill-valley 0,520 0,525 0,541 0,507
ht-sensor 0,347 0,714 0,522 0,549

iris 0,947 0,468 0,767 0,740
letter 0,308 0,074 0,493 0,537
libras 0,207 0,159 0,310 0,271

miniboone 0,558 0,810 0,756 0,779
skin 0,917 0,911 0,684 0,456
susy 0,672 0,734 0,656 0,782
wdbc 0,940 0,908 0,930 0,936
wine 0,906 0,713 0,947 0,928

wine-red 0,281 0,221 0,235 0,236
wine-white 0,232 0,174 0,145 0,251

Os resultados mostram que todos os métodos avaliados tiveram uma distribuição
quase uniforme de melhor desempenho pelas bases. Como neste cenário erros constantes
diminuem a chance do método aprender, espera-se que bases onde os métodos tiveram
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um desempenho pior anteriormente, tenham um desempenho pior ainda neste teste, e
vice-versa.

Pode-se notar que o GMDL e o PA obtiveram predição perfeita na base adult, o que
demonstra que os modelos gerados para representação dos dados foi obtido com perfeição
já no começo do treinamento, uma vez que nenhum erro foi cometido.

A maioria dos piores desempenhos foram obtidos pelo MLP. É possível que a falta
de correção impediu que o peso dos neurônios fossem atualizados eficientemente. Esta é
uma deficiência conhecida das redes neurais. É possível notar, em contraste, que o GMDL,
apesar do impacto, não sofreu do mesmo mal cosistentemente. Na base hill-valley, o GMDL
obteve uma F-medida melhor que no teste o�ine.

Para mostrar que o GMDL é pouco sensível a normalização dos dados, a Tabela 9
apresenta as F-medidas obtidas neste cenário quando as amostras não são normalizadas.
Quando comparado apenas com entradas não normalizadas, é notória a diferença de
desempenho do GMDL sobre os demais métodos: o MLP e o PA sofrem demasiadamente
pela falta de normalização e atraso na correção. Este fato demonstra a robustez do GMDL
a amostras não normalizadas.

Tabela 9 – F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenário de correção atrasada
onde as amostras não foram normalizadas.

GMDL MLP PA SGD
adult 1,000 0,492 0,508 0,506

contrac 0,444 0,403 0,358 0,358
covertype 0,307 0,145 0,194 0,264
fertility 0,435 0,477 0,568 0,497

hill-valley 0,481 0,507 0,541 0,507
ht-sensor 0,347 0,383 0,429 0,495

iris 0,947 0,468 0,471 0,677
letter 0,308 0,064 0,359 0,410
libras 0,207 0,094 0,048 0,038

miniboone 0,558 0,514 0,684 0,697
skin 0,917 0,658 0,684 0,439
susy 0,672 0,734 0,656 0,782
wdbc 0,940 0,535 0,470 0,530
wine 0,906 0,354 0,321 0,258

wine-red 0,281 0,205 0,150 0,177
wine-white 0,232 0,121 0,134 0,146

A fim de obter-se uma análise mais confiável dos resultados, foi realizado o teste
estatístico não-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento é mostrado pela Tabela 10. Para um intervalo de confiança – = 0,05, com 16
bases de dados e 4 métodos, o valor crítico é 0,352. Os ranks médios neste intervalo crítico
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são mostrados pela Figura 12. Uma vez que ‰2
F = 3,994, a hipótese nula foi rejeitada, e

conclui-se que há uma diferença significativa nos resultados obtidos.

Figura 12 – Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenário de correção atrasada.

Deste modo, foi conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada
um dos métodos, par-a-par, comparando com o GMDL. Para um conjunto de 16 bases,
considerando um intervalo de confiança – = 0,05, o valor crítico é 30. O valor dos
coeficientes T para o MLP, SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 50, 46 e 55,
respectivamente. Portanto, não existe uma diferença estatística considerável entre o GMDL
e os demais métodos no cenário de correção atrasada. No entanto, quando considera-se
apenas o cenário onde as amostras não foram normalizadas os valores de T para o MLP,
SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 13, 37 e 27, respectivamente. Pode-se
afirmar, portanto que o GMDL é estatisticamente superior a tanto o MLP quanto ao PA
quando considera-se apenas as amostras não normalizadas.

4.5 Considerações Finais

Neste capítulo, foram apresentados os experimentos conduzidos para a comparação
do GMDL com outros métodos em diferentes cenários. Tais métodos são amplamente
utilizados como base de comparação na literatura.

A análise estatística dos resultados mostrou que o método proposto é equivalente
aos métodos GNB, RF, SVM, kNN no cenário o�ine. No entanto, é importante notar
que o GMDL é naturalmente incremental, robusto a normalização dos dados, e capaz de
processar dados inteiros e também contínuos. Tais características o tornam um método
mais flexível que os demais. Além disso, a análise dos métodos no cenário incremental
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Tabela 10 – Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenário de correção
atrasada.

GMDL MLP PA SGD
adult 1,5 4,0 1,5 3,0

contrac 1,0 3,0 4,0 2,0
covertype 3,0 2,0 4,0 1,0
fertility 3,0 4,0 1,0 2,0

hill-valley 3,0 2,0 1,0 4,0
ht-sensor 4,0 1,0 3,0 2,0

iris 1,0 4,0 2,0 3,0
letter 3,0 4,0 2,0 1,0
libras 3,0 4,0 1,0 2,0

miniboone 4,0 1,0 3,0 2,0
skin 1,0 2,0 3,0 4,0
susy 3,0 2,0 4,0 1,0
wdbc 1,0 4,0 3,0 2,0
wine 3,0 4,0 1,0 2,0

wine-red 1,0 4,0 3,0 2,0
wine-white 2,0 3,0 4,0 1,0

Soma 37,5 48,0 40,5 34,0

mostrou que o GMDL foi superior aos métodos SGD e PA nos cenários de correção imediata
e limitada. No cenário de correção atrasada, o GMDL foi equivalente aos demais métodos,
mas mostrou-se superior ao MLP e ao PA quando considera-se apenas os resultados onde
as amostras não são normalizadas.
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Conclusão

Em problemas de classificação é muito comum obter-se vários modelos – ou hipóteses
– para um mesmo problema. Cada hipótese descreve os dados como um conjunto de
parâmetros a serem utilizados pelo método de classificação utilizados para rotular amostras
não vistas. O problema de determinar qual modelo melhor generaliza a base sem causar
sobreajuste é um problema muito investigado na área de aprendizado de máquina.

Nesta dissertação, foi apresentado um novo método de classificação multinomial
baseado no princípio do MDL, o GMDL. O método proposto é multiclasse, multinomial,
naturalmente incremental e robusto ao sobreajuste e normalização dos dados. Tais ca-
racterísticas tornam-o um bom candidato a aplicações em grande escala e em tempo
real.

O GMDL baseia-se no princípio do MDL, que é uma formalização da ideia da
Navalha de Occam. Este princípio provê ao método uma troca benéfica entre acurácia e
sobrejuste dos dados. O GMDL toma como base a interpretação de codificação do MDL,
utilizando-se de estimativas de densidade de distribuições para computar os tamanhos
de descrição das amostras. Essas estimativas são realizadas utilizando-se o oKDE como
estimador incremental, o que permite não só que amostras de quaisquer tipo sejam
estimadas, como também permite que o método seja totalmente incremental e possa
melhorar seu desempenho com o passar do tempo.

Para avaliar o método proposto, foi comparado o seu desempenho em dois grandes
cenários: o�ine e incremental. No cenário o�ine utilizou-se validação aninhada em 5-fold
e busca em grade para encontrar-se os melhores parâmetros dos métodos avaliados. O
GMDL foi comparado com outros 4 métodos considerados base na literatura, em 16 bases
com características distintas. No cenário incremental, considerou-se ainda três cenários
distintos no que tange à correção de rótulos errados pelos métodos: correção atrasada,
correção imediata e correção limitada. Todos os cenários foram ainda considerados para o
caso de amostras serem ou não normalizadas, trazendo características de um ambiente
real à simulação. Além disto, utilizou-se de técnicas estatísticas para validar os resultados
obtidos.

A análise mostrou que o GMDL é equivalente aos métodos GNB, RF, SVM, kNN
no cenário o�ine. Nos cenários incrementais, o GMDL se mostrou superior aos métodos
SGD e PA no cenários de correção imediata e limitada. No entanto, o GMDL obteve
resultados consistentes com aqueles vistos no teste o�ine, o que corrobora o fato do
GMDL ser versátil em comparação aos outros métodos. No cenário de correção atrasada,
o GMDL foi equivalente aos demais métodos, mas superior ao MLP e ao PA no cenário
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não normalizado. Neste cenário, é possível notar o impacto que a falta de normalização
causa nos métodos comparados; o GMDL mostrou-se, apesar disso, resiliente a este mal.
Além disso, o GMDL se mostrou particularmente eficiente para bases onde amostras são
boas representantes da distribuição subjacente, estimando distribuições que permitiram
predição perfeita em uma das bases.

O GMDL mostrou-se robusto e eficiente nos cenários testados, sendo um bom
candidato a casos onde há um grande fluxo de dados e/ou a computação com métodos
tradicionais pode ser custosa. Além disso, o GMDL apresenta uma interpretação nova sobre
o princípio do MDL aplicado à classificação, estendendo o método MDLText introduzido
por Silva, Almeida e Yamakami (2017), permitindo que não só amostras textuais sejam
rotuladas, mas amostras de qualquer tipo. Este fato torna o GMDL um candidato a
grandes problemas do mundo real.

Limitações e Trabalhos Futuros

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram verificados pontos de extensão e
melhoria da proposta apresentada. A seguir, são apresentados direcionamentos a trabalhos
futuros:

• O desempenho positivo do protótipo de classe dá indícios de que o cálculo do tamanho
da descrição possa ser puramente dependente de uma distribuição que estime todos
os atributos de uma única vez. No entanto, problemas de suavização demasiada pela
projeção dos atributos na variedade n-dimensional, deve ser considerada;

• A demora na computação da distância ao protótipo, demonstra que seria possível
propor um método de aproximação de distância de ponto a uma distribuição mais
eficiente: possivelmente aproximando-se candidatos representantes de uma distribui-
ção, como os protótipos de classse do MDLText ou oKDE. Este cálculo pode ser feito
a partir de clusterização de pontos aleatórios na distribuição computados a partir de
uma distribuição uniforme;

• O tamanho de descrição da classe impactou negativamente no desempenho do GMDL
em alguns casos. Uma vertente de pesquisa seria validar novas complexidades de
modelo, avaliando o desempenho de diferentes L(M);

• Dado o grande número de hiperparâmetros do GMDL, seria interessante investigar a
sensibilidade dos mesmos;

• Outro viés de pesquisa seria utilizar o GMDL em outros problemas, como classificação
de textos e de imagem.
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