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RESUMO

CARVALHO, S. O. Distribuicoes k-Modificadas da Familia Série de Poténcia Uniparamé-
trica. 2017. 98 p. Dissertagdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de
P6s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universi-
dade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

Neste trabalho € proposta a familia de distribuicdes Série de Poténcia k-Modificadas para modelar
conjuntos de dados de contagem que apresentam ou nio alguma discrepancia na frequéncia da
observacdo k em relacdo a distribuicdo Série de Poténcia associada. E importante ressaltar que o
emprego do termo Modificada(s) ndo possui 0 mesmo contexto ao empregado por Gupta (1974),
o qual introduziu a classe de distribui¢cdes Série de Poténcia Modificadas representada pela sigla
MPSD. Neste trabalho, entende-se por modificacdo, a inclusdo de um parametro na funcdo massa
de probabilidade da distribui¢ao Série de Poténcia tornando essa nova familia de distribui¢cdes
capaz de modelar adequadamente conjunto de dados para os casos em que ha excesso (inflagdo),
falta (deflacdo), auséncia ou até mesmo quando a frequéncia da observacgdo k estiver de acordo
para a suposi¢ao de uma distribuicdo Série de Poténcia. Para esta nova familia de distribuicdes
sdo apresentadas propriedades como Fung¢do de distribuicdo, Funcao caracteristica, Fun¢ao
geradora de momentos, Estatistica de Ordem dentre outras, além de contextualiza-la como
modelo de mistura. As distribui¢cdes consideradas para a constru¢io dessa nova familia serdo as
distribui¢des uniparamétricas pertencentes a familia Série de Poténcia, cuja fun¢do massa de

probabilidade pode ser escrita em funcao de sua média.

Palavras-chave: Dados de Contagem; Dados k-Inflacionados; Dados k-Deflacionados; Distribui-

coes Série de Poténcia; Distribuicdes Série de Poténcia k-Modificadas.






ABSTRACT

CARVALHO, S. O. K-Modified Distributions of the Family Uni-parametric Power Series.
2017. 98 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pds-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

This paper proposes a family of distributions Power Series k-Modified from to model sets of
count data which have or not any discrepancy in the frequency of observation k in relation to the
distribution associated Power Series. Is understood as a modification, inclusion of a parameter
in the mass function of probability of the distribution Power Series, making this new family
of distributions able to adequately model the data set in cases where there is excess (inflation),
poor (deflation) the absence or even when the frequency of the observations k is according to
the distribution power series. For this new family of distributions are presented some properties
as the distribution functions, Statistics Order among others, besides contextualizes it as mixing

model and place it in the context of regression models.

The distributions considered for the construction of this new family will be uni-parametric
distributions belonging to the Power Series family, whose probability mass function can be

written in terms of their average.

Keywords: Count Data; k-inflated data; k-Deflated data; Distributions Power Series; Distribu-

tions Power Series k-Modified.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em estatistica, a andlise de dados de contagem € objeto de estudo de muitos pesquisadores,
que buscam através de formula¢des matemdticas encontrar modelos estatisticos capazes de
proporcionar aos dados uma representacido adequada de sua ocorréncia. Alguns pesquisadores
consideravam que para obter um bom ajuste para dados de contagem bastava considerar a
distribui¢do de Poisson tradicional, como pode ser visto, por exemplo, em Frome e Checkoway

(1985) e Bayarri et al. (2008). No entanto, em muitos casos verificou-se as seguintes situacoes:

1) sobredispersdo dos dados, quando a variancia da amostra é maior do que a média, ou

subdispersao dos dados, quando a variancia € menor que a média;

i1) em conjunto de dados reais a frequéncia de zeros era maior (ou menor) do que a frequéncia

esperada em relacao a distribui¢do Poisson tradicional.

Em ambos os casos ndo é adequado considerar a distribui¢do de Poisson tradicional como
um bom ajuste aos dados. Este fato levou pesquisadores como Patil (1962), Gupta (1974), Jani
(1978), Cordeiro, Andrade e Castro (2009) entre outros a considerarem a familia de distribuicdes
Série de Poténcia como uma alternativa para modelar dados com essas e outras caracterisicas.
H4, atualmente, na literatura muitas propostas de solu¢des para modelar conjuntos de dados de
contagem com variancia amostral diferente da média e com excesso ou falta da observagao zero.

Tais solugdes geralmente sdao apresentadas no contexto de modelos de mistura.

Em Conceicao (2013) € apresentada uma soluc¢do interessante que vai além dos modelos
de mistura. Utilizando as distribui¢des Série de Poténcia Zero-Modificadas, a autora consegue
modelar adequadamente a discrepancia na frequéncia de zero, independentemente de se ter
conhecimento prévio sobre o tipo de modificacdo (inflacao ou deflacdo de zero no conjunto de
dados).
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Também € possivel observar distribui¢des na qual a inflagdo ocorre em algum ponto k
da reta suporte diferente de zero. Por exemplo, em Rodrigues (2011) é descrito um processo
no qual ha duas filas, sendo uma delas infinita e a outra fila comecando com apenas um cliente.
Observa-se, entdo, que o ndimero de clientes atendidos em um periodo de pico dessas duas
filas, sem saber qual deles é servido, € inflacionado em um ponto k diferente de zero. Neste
contexto, se considerarmos uma populacdo mista constituida por dois grupos de individuos,
sendo que no primeiro grupo, a varidvel de contagem associada aos individuos segue uma
distribuicdo da familia Série de Poténcia; e no segundo grupo, a mesma varidvel associada
aos individuos assume o valor k com uma frequéncia significativamente mais alta do que a
esperada com base na distribuicao Série de Poténcia. Neste caso teremos, entdao, que o cojunto
de dados formado pelas observacdes extraidas da populacdo formada por esses dois grupos
de individuos, sem distin¢do a qual grupo eles pertencem, € inflacionada no ponto k. Como
exemplo de situagdes reais, podemos citar o experimento descrito por Pandey (1965) no qual se
utiliza a distribui¢do de Poisson Inflacionada para modelar o nimero de flores produzida por
plantas Primula veris. Ele mostrou que devido ao nimero excessivo de plantas com 8 flores,
este conjunto de observagdes resultou em uma distribui¢ao de Poisson inflacionada no ponto
k = 8. Murat e Szynal (1998) estenderam os resultados de Gupta, Gupta e Tripathi (1995) para

distribuicOes discretas inflacionadas em qualquer ponto k.

No artigo publicado por Saito e Rodrigues (2005), os autores fezem uso de uma mistura
de modelos, distribuicdo ZOIP (Zeros and Ones Inflated Poisson), e o aplicam para modelar o
numero de visitas ao dentista de cidaddos suecos, observando que além do conjunto de dados ter

excesso de zero (zero inflacionado), havia também o excesso de um (um inflacionado).

Conjuntos de dados deflacionados de algum valor k s@o obtidos a partir de experimentos
em que este valor € observado com uma frequéncia significativamente mais baixa do que a
esperada com base em uma distribui¢io Série de Poténcia. Em Conceicao (2013) € usado como
exemplo um conjunto de dados de notificagdes de leptospirose das cidades de risco com IDH
menor que 0,66 do estado da Bahia em 2004, o qual ap6s o ajuste considerando as distribuicdes de
Poissson Zero-Modificada e Binomial Negativa Zero-Modificada, mostrou-se ser deflacionado no
ponto k = 0. Outro exemplo € o processo de contagem do niimero de filhos em familias carentes,
em que algumas destas familias participam de algum programa social no qual recebem auxilio
pelo nimero de filhos. Este beneficio pode induzir um processo no qual as familias carentes sao
incentivadas a terem mais de um filho, causando no processo original uma deflacdo na observagdo
k =1 (um unico filho). Também podemos citar como exemplo de dados deflacionados, o processo
de contagem da quantidade de um determinado produto comprado por um cliente em uma rede
de supermercados quando € feito uma oferta que propde a diminui¢cdo do preco na unidade deste
produto caso o cliente opte por levar uma quantidade acima de k unidades (k > 1), também pode
resultar na deflacdo da observagao no ponto k de itens vendidos. Além destes, muitos outros
exemplos podem ser encontrados na pratica, justificando a proposta das distribuicdes discretas

com inflagdo ou deflacio em uma observacao k.
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A principio qualquer conjunto de dados de contagem com distribui¢do de frequéncia
bimodal, que podem ser modelados com uma mistura de distribui¢des Série de Poténcia, podem
ser modelados por uma distribuicdo Série de Poténcia modificada no ponto k, k # 0, identificado
previamente. A vantagem em utilizar esta distribuicdo estd no fato de que o nimero de parametros

a ser estimado € menor.

1.1 Objetivo

O principal objetivo deste trabalho € estender a ideia da modifica¢do na probabilidade
de zero das distribui¢des Série de Poténcia Zero-Modificadas (ZMPS) proposta por Conceicao
(2013), para qualquer observacéo k, tornando a distribui¢do ZMPS um caso particular desta
nova familia de distribui¢des, denominadas por distribui¢cdes Série de Poténcia k-Modificadas
(k-MPS'). Aqui iremos considerar as distribui¢cdes Série de Poténcia uniparamétricas cuja
fun¢do massa de probabilidades pode ser escrita em fun¢do de sua média para o contexto da k-
modificacdo. Com isso, iremos mostrar que ao flexibilizar o espaco paramétrico do parametro de
modificacdo, proporcionamos que as distribui¢des k-modificadas sejam ajustadas adequadamente

a qualquer conjunto de dados de contagem.

Neste trabalho serd feita a modificagdo em um ponto k das distribui¢des uniparamétricas
pertencentes a familia Série de Poténcia: Poisson, Geométrica, Binomial, Borel, Borel-Tanner e
Haight.

A pesquisa foi desenvolvida utilizando dos recursos computacionais do Centro de Ci-
éncias Matematicas Aplicadas a Industria (CeMEAI) financiados pela FAPESP e todos os

programas foram implementados no software R Core Team (2016).

! E utilizada a sigla k-MPS, do inglés k-Modified Power Series, referindo-se as distribuicdes Série de

Poténcia k-Modificadas.
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CAPITULO

CONCEITOS E NOTACOES PRELIMINARES

2.1 Distribuicoes Séries de Poténcia Uniparamétricas

Considere Y uma varidvel aleatéria definida sobre os inteiros ndo negativos. Se Y tem
distribuicio Série de Poténcia (PS') uniparamétrica com média p > 0, entdo sua funcio massa
de probabilidade é definida por:

7y GAS7 (21)

em que:

i) Ag={s,s+1,5+2,...} tal que A; C N;
ii) a(y) é uma fung@o positiva;
iii) f(u)e g(u) sdo fungdes positivas, finitas e duas vezes diferencidveis; e

v) flu)=Y a(y)g(u).

YEAs

Proposicao 2.1. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicao PS. Entdo, sua média u e

variancia o2 sio dadas, respectivamente, por:

em que f (1) e g (1) sdo, respectivamente, as derivadas das fungdes f e g em relagdo a .

I E utilizada a sigla PS, do inglés Power Series, referindo-se as distribuicdes Série de Poténcia.
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Demonstragdo. Considere f(u) = Z a(y)g(u)”. Diferenciando ambos os lados dessa equagdo
YEA;
em relacdo a U, obtemos a seguinte relagao de igualdade.

gl(.u) o
<(1D) ygsya(Y)g(ﬂ)y—f(N)-

g(u)
g'(n)

a(y)g(p)  f(w)g(p)
yésy )

Multiplicando os dois lados dessa igualdade por

e dividindo por f (i), obtemos que:

em que o termo do lado esquerdo da equacdo € a esperanca da varidvel aleatdria ¥ cuja notacao

€ dada por:

_ f(u)g(u)
El= f(u)g'(u)

Ao considerar o resultado para a média, podemos obter a variancia usando a seguinte

‘LL:

expressao.

Y ya(y)g(u)' = f(p)u.

YEAS

Diferenciando os dois lados da equagdo em relagdo a u, obtemos a igualdade.

CB) 3 ot —
<(10) ygsy gy = f'(m)u+ f(u).

g(1)
g (1)

Multiplicando a igualdade acima por e dividindo por f (1), obtemos que:

ca(y)g(m)” _ g(M)
LW e VR R,

em que o termo do lado esquerdo da equacgdo € a esperanca do quadrado da varidvel aleatéria Y,

cuja notacdo € dada por:

E[Y?] =

a qual pode ser reescrita da seguinte forma.

2 2
ElYY =u Ty
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Uma vez que Var[Y] = E[Y?] — E?[Y], temos que:

A Tabela ?? exibe as fungdes f (1), g(it) e a(y) das distribui¢des da familia PS.

Tabela 1 — Algumas distribuicdes da familia PS uniparamétrica.

PS | Distribuigdes fu) g(u) a(y) A

P Poisson et u % {0,1,2,...}

G | Geométrica 14+pu ﬁ 1 {0,1,2,...}

B | Binomial )" m‘%“ ('y”) {0,1,2,...,m}

-1 1 y—2
Bo | Borel 1-1 (1fﬁ>e R 1,2,..}
m\" m —1+4 myy—m-1

BT | Borel-Tanner <l_ﬁ> (l—ﬁ)e =) {m,m+1,..}
. p—1 p(p—1) (2y-2)!

H | Haight T T ScE {1,2,...}

Para maiores detalhes sobre as distribui¢cdes PS, ver artigo do Gupta (1974).

2.2 Distribuicoes Série de Poténcia k-Subtraidas

Teorema 1. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribui¢ao Série de Poténcia k-Subtraida (k-SPS

%). A sua fungdo massa de probabilidade é dada por:

T SPS(y [,L) FL}]‘:)H)
)

y
—_dOBW 2.2)

f(p) —a(k)g(p)

Tps (

em que Ag_y) € o suporte formado pelo subconjunto dos inteiros, tal que A;_;) = As — {k}.

Demonstragdo. Para provar que 7,_,(v; i) € uma fungdo massa de probabilidade, precisamos

mostrar que as seguintes propriedades sao verdadeiras:

2 Usaremos a sigla k-SPS, do inglés k-Subtracted Power Series, referindo-se as distribui¢des Série de
Poténcia k-Subtraidas.
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i) Ek—sps()’;“) >0,Vy EA{—k}

if) Z T gps(i1t) =1

YEA[ 1}

No caso (i), temos que:

>0

(v 1)
Tps (V5 U
T sps (Vi 1) :#(k'#) >0,Vy €A g
ps\'*s

>0

Ja para o caso (ii), temos que:

) — a(y)g(u)”
yeAZ{’_k} T _sps (Vs 1) = yeAZ’{_k} () —ak)g(p)

_ f(w) y a(y)g(u)
fp) —a(k)g(p) i~ f(1)

f(u)
= (1= T (ks 1))
o) (1= 557
1

C 1-m(ksp)

(1= My (k) = 1.
]

Proposi¢ao 2.2. Seja Y uma varidvel aleatoria tal que Y ~ k-SPS(u). Entdo, a sua média U, g,

e varidncia 0

~ pg S0 dadas, respectivamente, por:

.u_knps(k;.u}
=FlY| =—— 7
uk*SPS [ ] l_nps<k;u) 9
2 1— k: . —k 2 k:
GI(Z_SPS:VCIF[Y] :G ( jtPS( ’ILL)) (‘LL ) jtPS( ’IL")'

(1 - 7%("2#))2

Demonstracdo. Considere a igualdade Z a(y)g(n)’ = f(u). Subtraindo os dois lados dessa
V€A
igualdade por a(k)g(u)*, obtemos.

Y a(y)g(n) —a(k)g(n)* = f(w) —alk)g(n)".

YEA
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Diferenciando os dois lados dessa equacdo em relacdo a p, obtemos.

¢w) (Z ya(y)g(my—ka(k)g(u)k) =f'(w) —ka(k)g(u)kg/(“ :
g(u) yeAs

g(u)
g (u)’

obtemos.

Multiplicando os dois termos da igualdade acima por

Y va()g) — ka®g) = ¥ F ) ka(kyg(u),
YEAg 8 ([l)

e finalmente, dividimos os termos dos dois lados da equacdo por f(u) —a(k)g(u)*.

y A0S0~ kalK)gla) S F' (1) — ka(k)g(p)*
a0 flu)—alk)g(p)* f(u) —a(k)g(u)*

Com isso, o termo do lado esquerdo da equacdo € a esperanca da varidvel aleatdria Y, o qual serd

substituido por:

E[Y] = g(t)f () __ ka(k)g(p)*
g f()(1=my(ksp))  f()(1—myg(ks 1))
u kg (k; 1)
£l = L= Tg(kip) 1= my(ksp)
_ _H _knps(k;:u)
nuk—SPS_E[Y]_TS(k;u)'

Considerando o resultado da média u, (,, podemos obter a varidncia o’ usando a

k—SPS’
expressao.

Y va()g(u) —ka()g(1)* =t g (1)~ ali)g(w)")

YEAS

() p—ka(k)g(u)*
f(pw)—a(k)g(u)*

Substituindo Y, ., = na equagdo acima, temos:

. Yt « _S(u)p —ka(k)g(p)*
ygsy (v)g(u) —ka(k)g(p) () — a2 ()"

=f (1) — ka(k)g(p)".

(#(w) —atirg(u)*)
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Diferenciando os dois lados dessa equacdo em relacao a i e posteriormente dividindo
por f(u) —a(k)g(u)¥, obtemos:

Y ya(y)g(u) — Ka(k)g(u)*

2 _yGAs
T ety
. g(u) / —2a 4
T e )~ Ratst
_ f(Ws(u)u N f(u)g(p) _ Ralk)g(w)
g’(u)f(u)(l —TCPS(k;Au)) g’(u)f(u)(l —TCPS(k;Au)) f(‘LL)(l —TCPS(k;Au))
B u? N o? Ky (ksp)
_(I_TCPS(k;.u)) (l_nps(k;“)) (1_nps(k;.u)).
Como a variancia é dada por Var[Y] = E[Y?] — E%[Y], temos:
I o> Bmykp)  (p—km(kp)\?
Ve = o) T U= A le) (1= (ki) ( [ Ty (ki) )

02 (1 = g (k3 1)) — WP Ty (ks J) — K2 (s ) + 2K T, (K 1)
(1= 7,5 (ks )

P mlbia) — (= R kiR)
Vel = O = (1= s ) |

]

O termo k-Subtraida é empregado para representar a remog¢ao ou auséncia da observagdo
k do suporte da varidvel aleatéria Y, com isso, a probabilidade do evento Y = k € zero. Este € um
conceito diferente daquele empregado as distribui¢des truncadas, em que a probabilidade zero

ocorre para um conjunto de observagdes menores ou iguais a k, ou seja, P(Y < k) = 0.
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CAPITULO

DISTRIBUICOES SERIE DE POTENCIA
k-MODIFICADAS

Neste capitulo, mostraremos que a partir das distribuicdes PS, é possivel construir distribui¢des

discretas com modificac@o na probabilidade de uma observagao k de sua reta suporte.

Teorema 2. Seja a fungdo &, ..(y; i, p) dada por:

T aips Vs, P) = (1= )iy (0) + g (Vi 1), ¥ € As, (3.1)

em que A; é o suporte formado pelo subconjunto dos inteiros {s,s+ 1,...}; p é o parAmetro
responsavel pela modificacdo das probabilidades em relacdo as distribui¢des PS tradicionais,

satisfazendo a restricao:

1
0<p<———7—3 (3.2)
1 —7,(k; )
e Iy () € a fungdo indicadora definida por:
1, sey=k
I (y) = :
0, sey#k

A equacido dada em (3.1) € uma funcdo massa de probabilidade.

Prova. Se &

. ups (Vi L, p) € uma fungdo massa de probabilidade, as seguintes propriedades de-

vem ser verdadeiras:
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i) T s (i, p) >0V y €A

Z MPSy‘U,p)—l
VEA;

No caso (1), temos que:

Sey =k, temos que :

ﬂk—MPs(k;uap) =1 _P(l _ﬂps(k ‘LL)) >0=m_ Mps(k;“7p) > 0; paray =k.

Sey # k, temos que :

T yps Vil p) = pT,o(yi) >0, Vy€Asey #k.
——

>0

No caso (ii), temos que:

Y w s it p) =Y {(1=p) iy () + P, (yiu) }

YEA; YEAs
=(l-p)+p Z Tps (V3 L)
YEA;
=l=p+p
=1.

Logo, 7,_,,s(y; 1L, p) € uma fungdo massa de probabilidade.

]

Definicdo 1. Definimos a fung¢do &, . (v; i, p) dada em (3.1) por distribui¢do Série de Poténcia
k-Modificada (k-MPS ).
Notacdo: k-MPS(u,p).

Ressaltamos que o parametro p da distribuicdo k&-MPS pode assumir valor maior que 1,

este fato torna distribuicdo diferente da distribuicdo de mistura tradicional.

' Usaremos a sigla k-MPS, do inglés k-Modified Power Series, referindo-se as distribui¢des Série de

Poténcia k-Modificadas.
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3.1 Casos Particulares da distribuicao k~-MPS(u,p)

Para conjunto de dados de contagem cuja varidvel aleatéria tem distribuicao k-MPS,
diferentes propor¢des das observagdes k na amostra levam a diferentes valores do parametro de
modificacdo p e, como consequéncia, a diferentes distribui¢des ao avaliarmos a diferenca entre

as probabilidades da observacgao k:

T yips (ks by p) = Tpg (ks ) = 1= p + pryg (ks ) — 7 (ks )
— (1-p) - By (ki) (1 - p)
= (1=p)(1 = mys(k; 1)) (3.3)

Uma vez que a restri¢do dada em (3.2) € satisfeita, temos os seguintes coroldrios:

Corolario 3.1. Se p =0, entdo 7

. ups Vi lk,p) € a distribuicdo degenerada em que toda sua

massa estd no ponto k.

Prova. Fazendo p =0 em (3.3), temos que:

ﬂk—MPS(k;nu7p) - ﬂps(k;.u) =1—1my, (k;.u) = ﬂk—MPS(k;‘u?p) =L
O]

Corolario 3.2. Para todo 0 < p < I, entdo 7, ,,,.(v; 4, p) € a distribui¢do Série de Poténcia
k-Inflacionada (k-IPS?).

Prova. Paratodo 0 < p <1 em (3.3), temos que:

T yps (ks b, p) = Tpg (ks pt) = (1= p) (1 = o (ks 1)) > 0 = 7, e (ks 0, p) > Mg (ks ).

>0 >0
]
Corolario 3.3. Se p =1, entdo w_ . (y; i, p) ¢ a distribui¢do Série de Poténcia usual.
Prova. Fazendo p = 1 em (3.3), temos que:
”k_Mps(k;Map) - ﬂps(k;#) =0= n-k—MPS(k;.u?p) = ﬂps(k;“)'
]

2 Usaremos a sigla k-IPS, do inglés k-Inflated Power Series, referindo-se as distribui¢des Série de

Poténcia k-Inflacionadas.
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Corolario 3.4. Paratodo 1 < p < % T (y;u, p) é a distribuicdo Série de Poténcia

Tpg (ksp)? ““k—MPS
k-Deflacionada (k-DPS?).

Prova. Paratodo 1 < p < #(ku) em (3.3), temos que:
PS\

nkaPS(k;nuﬂp) - TEPS(k;nu) =(1-p)(1- nps(k;“)) <0= ”kaps(k;#,P) < EPS(k;[J).
0
< >0

]

Corolario 3.5. Se p = #(k'u)’ entdo m,_,,(y:l,p) € a distribuigdo Série de Poténcia k-
ps\'

Subtraida, a qual tem uma probabilidade nula de ocorréncia da observacao k.

Prova. Se p = W em (3.3), temos que:

1
_Ts(k;u))(l — mtps (ks 1))

1 7ps (k; 1)

kg, p) =1—

L T M rom Ty
1 — 7pg (ks ) — 1+ 7ps (k; 1)

n’kaPs(k;uvp) = 1— ﬂps(k,u) =0

Ek—MPS(k;uap) - TEPS(k;»u) = (1

]

Na Figura 1 temos um diagrama representando os casos particulares da distribui¢do

k-MPS apresentados nos Corolarios 3.1 - 3.5.

Distribuicao
k-MPS
p=0 0<p<l1 p=1 l<p<#5(k;#) P:W
Distribui¢ao Distribui¢ado Distribui¢ao Distribuigao Distribuigao
k-Degenerada k-IPS PS k-DPS k-Subtraida

Figura 1 — Diagrama dos casos particulares da distribui¢dao k-MPS.

Na Figura 1 verificamos que o parametro de modificacdo p ao assumir valores no
S S
’ lfnps (kvﬂ)
3 Usaremos a sigla k-DPS, do inglés k-Deflated Power Series, referindo-se as distribui¢des Série de
Poténcia k-Deflacionadas.

intervalo [0 |, vao se configurando os casos particulares da distribui¢do k-MPS. Este
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fato proporciona grande vantagem no uso da distribui¢do k-MPS, pois, uma vez realizado o
ajuste do modelo, para determinada observacao k, basta verificar a estimativa de p para entao
estabelecer em qual desses casos particulares pertence o conjunto de dados em andlise e, assim,

caracteriza-la.

3.2 A Familia de Distribuicées k-MPS(u,p)

Nesta secdo apresentaremos as distribuicdes que conpdem a familia k.-MPS, além de

descrever suas particularidades em relagdo as modificagdes.
3.2.1 Distribuicdo Poisson k-Modificada (k-MP)

Considere Y uma varidvel aleatdria tendo distribui¢do de Poisson com parametro de

média u > 0, cuja funcdo massa de probabilidade é dada por:

ety
7, (v ) = yf‘ y=0,1,2,... (3.4)

A distribui¢io k-modificada de Y, dita distribuicdo Poisson k-Modificada (k-MP?*) é

definida a partir de (3.4) e sua funcdo massa de probabilidade € dada por:

T Vs, p) = (1= p)la (v) + pr, (y; 1), y=0,1,2,...,

sob arestricio de 0 < p < , em que 7, (k; i) € a distribui¢do de Poisson tradicional

. | —m, (k; .u)
avaliada no ponto k.

Casos particulares da distribuicao k-MP:

(1) Para p =0, a distribui¢do k-MP configura-se como distribui¢do de Poisson k-Degenerada.

(i) Para0 < p < 1, adistribui¢do k-MP configura-se como distribuicdo de Poisson k-Inflacionada
(k-IP).

(i1) Para p = 1, a distribui¢do k-MP configura-se como distribui¢ao de Poisson tradicional.

(iv) Paral <p< T(k'ﬂ)’ a distribuicdo k-MP configura-se como distribuicio de Poisson
P s

k-Deflacionada (k-DP).

4 Usaremos a sigla k-MP, do inglés k-Modified Poisson, referindo-se a distribui¢io Poisson k-Modificada.
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(v) Para p= , a distribui¢do k-MP configura-se como distribui¢cao de Poisson

1 -7 (k)
k-Subtraida (k-SP).

3.2.2 Distribuicao Geométrica k-Modificada (k-MG)

Considere Y uma varidvel aleatdria tendo distribuicdo Geométrica com parametro de

média u > 0, cuja funcdo massa de probabilidade € dada por:

r o= (1- ) L (AL o 3.5)
Gy,[l— 1+“ 1—|—[.L_ 1—|—[.L 1+‘u7y_777"“ .

A distribuicio k-modificada de Y, é dita distribui¢io Geométrica k-Modificada (k-MG”)
¢ definida a partir de (3.5) e sua funcdo massa de probabilidade é dada por:

nkaG(y;nu7p) = (1 _P)I{k}<y)+l77rc(y,ﬂ)a y= 0;1727“'7

sob arestricio de 0 < p < , em que 7, (k; 1) € a distribuigdo Geométrica avaliada

- e (k; ,LL)
no ponto k.

Casos particulares da distribuicao k-MG:

(i) Para p =0, a distribuicdo k-MG configura-se como distribui¢do Geométrica k-Degenerada.

(1) Para 0 < p < 1, a distribuicdo k-MG configura-se como distribuicio Geométrica k-
Inflacionada (k-1G).

(ii1) Para p =1, a distribui¢do k-MG configura-se como distribuigdo Geométrica tradicional.

(iv) Paral < p< , a distribui¢do k-MG configura-se como distribuicio Geomé-

1
- g (k; ,LL)
trica k-Deflacionada (k-DG).

1

1 — 7, (ks )
k-Subtraida (k-SG).

(v) Parap= , a distribui¢do k-MG configura-se como distribuicdo Geométrica

> Usaremos a sigla k-MG, do inglés k-Modified Geometric, referindo-se a distribui¢io Geométrica

k-Modificada.
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3.2.3 Distribuicao Binomial k-Modificada (k-MB)

Considere Y uma varidvel aleatdria tendo distribui¢do Binomial com parametro de média

0 < u < m, cuja funcdo massa de probabilidade ¢ dada por:

. (m w [ m \"
B(ynu“)_(y) (WL—,U) (m—u) ,y_ovlaza"'7m7 (36)

em que m é um numero inteiro positivo, conhecido e maior que 1, correspondente ao nimero de

ensaios de Bernoulli.

A distribuicdo k-modificada de Y, é dita distribui¢io Binomial k-Modificada (k-MB®) é

definida a partir de (3.6) e sua funcdo massa de probabilidade € dada por:
n-kaB(y;‘u’p) = (1 _p)l{k}(y) +p7r8(y"u)7 y= {07 1727 te am}v

sob arestriciode 0 < p < , em que 7, (k; i) € a distribui¢do Binomial avaliada no

o k 11—, (k; )
ponto k.

Casos particulares da distribuicao k-MB:

(i) Para p =0, a distribui¢ao k-MB configura-se como distribuicao Binomial k-Degenerada.

(i) Para0 < p < 1, adistribuicdo k-MB configura-se como distribuicdo Binomial k-Inflacionada
(k-1B).

(iii)) Para p = 1, a distribui¢do k-MB configura-se como distribui¢do de Binomial tradicional.

(iv) Paral <p< , a distribui¢do k-MB configura-se como distribui¢do Binomial

1
. | —m, (k; “)
k-Deflacionada (k-DB).

1

1 — 7, (k; )
k-Subtraida (k-SB).

(v) Para p = , a distribuicdo k-MB configura-se como distribui¢ao Binomial

6 Usaremos a sigla k-MB, do inglés k-Modified Binomial, referindo-se a distribui¢do Binomial k-

Modificada.
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3.2.4 Distribuicao Borel k-Modificada (k-MBo)

Considere Y uma varidvel aleatéria tendo distribuicdo Borel com parametro de média

u > 0, cuja fung@o massa de probabilidade € dada por:

»-
y=1)! 1=

y
EB()(y;u):( :| 7y:O71727"" (3'7)

A distribuicdo k-modificada de Y, € dita distribuicdo Borel k-Modificada (k-MBo') é

definida a partir de (3.7) e sua funcdo massa de probabilidade é dada por:

T sipe Vs, 2) = (1= Py (v) + p7g, (s 1), y=0,1,2,...,

1

sobarestriciode 0 < p < —————
1 - TEBU (k’lu)

,em que 7, (k; i) € a distribui¢do Borel avaliada no

ponto k.

Casos particulares da distribuicao k-MBo:

(i) Para p =0, a distribuicao k-MBo configura-se como distribui¢do Borel k-Degenerada.

(i) Para 0 < p < 1, a distribuicdo k-MBo configura-se como distribuicao Borel k-Inflacionada
(k-1Bo).

(i11) Para p =1, a distribui¢do k-MBo configura-se como distribuicao Borel tradicional.

1
(iv) Paral <p< m, a distribui¢do k-MBo configura-se como distribuicdo Borel
— , (k;

k-Deflacionada (k-DBo).

(v) Para p = T(k'ﬂ)’ a distribuicdo k-MBo configura-se como distribuicao Borel k-
— m, (k;

Subtraida (k-SBo).

7 Usaremos a sigla k-MBo, do inglés k-Modified Borel, referindo-se a distribui¢do Borel k-Modificada.
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3.2.5 Distribuicdo Borel-Tanner k-Modificada (k-MBT)

Considere Y uma varidvel aleatéria tendo distribui¢ao Borel-Tanner com parametro de

média y > 0, cuja funcdo massa de probabilidade é dada por:

TCBT(y’Au): 7y:m7m+17m+277 (38)

em que m € um ndmero inteiro conhecido. Se m = 1, temos a distribui¢do Borel.

A distribui¢ao k-modificada de Y, € dita distribuicao Borel-Tanner k-Modificada (k-
MBT?) é definida a partir de (3.8) e sua fun¢iio massa de probabilidade é dada por:

T sy s, P) = (1= Py (0) + g (3 1), y=mym+1,m+2,...,

1

sobarestriciode 0 < p < —————
1 — 7, (ks i)

,em que 7, (k; i) é a distribui¢do Borel-Tanner avaliada

no ponto k.

Casos particulares da distribuicao k-MBT:

(i) Para p =0, adistribuicdo k-MBT configura-se como distribui¢ao Borel-Tanner k-Degenerada.

(i) Para 0 < p < 1, a distribuicdo k-MBT configura-se como distribui¢do Borel-Tanner k-
Inflacionada (k-IBT).

(ii1)) Para p =1, a distribui¢do k-MBT configura-se como distribui¢do Borel-Tanner tradicional.

1
(iv) Paral <p < T(k'u)’ a distribui¢do k-MBT configura-se como distribui¢do Borel-

Tanner k—Deﬂaciongaa (k-DBT).

(v) Parap= T(k'ﬂ), a distribui¢do k-MBT configura-se como distribui¢ao Borel-Tanner
— . (k;

k-Subtraida (k-SBT).

8 Usaremos a sigla k-MBT, do inglés k-Modified Borel-Tanner, referindo-se a distribui¢do Borel-Tanner

k-Modificada.
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3.2.6 Distribuicdo Haight k-Modificada (k-MH)

Considere Y uma varidvel aleatéria tendo distribuicdo Haight com parametro de média

u > 0, cuja fung@o massa de probabilidade € dada por:

(2y-2)! {H(M—l)r@”_l) y=1,2,3,.... (3.9)

a0 ) = T (e 12 (1)

A distribuicio k-modificada de Y, é dita distribui¢iio Haight k-Modificada (k-MH?) é

definida a partir de (3.9) e sua funcdo massa de probabilidade é dada por:
n.kaH(y;.uap) = (1 _p)l{k}(y) +p7rH(yuu)7 y= 172337' )

sob a restricdo de 0 < p < ,em que 7, (k; i) é a distribui¢ao Haight avaliada no

0 k l—ﬂH(k;[,L)
ponto k.

Casos particulares da distribuicao k-MH:

(i) Para p =0, a distribui¢ao k-MH configura-se como distribui¢do Haight k-Degenerada.

(i) Para 0 < p < 1, a distribuicdo k-MH configura-se como distribui¢cdo Haight k-Inflacionada
(k-TH).

(i11) Para p =1, a distribui¢do k-MH configura-se como distribui¢cao de Haight tradicional.

(iv) Paral <p< , a distribuicao k-MH configura-se como distribui¢cao Haight

1
1 —m, (k)
k-Deflacionada (k-DH).

1

1— Ty (k; .u)
Subtraida (k-SH).

(v) Para p = , a distribuicdo k-MH configura-se como distribui¢ao Haight k-

® Usaremos a sigla k-MH, do inglés k-Modified Haight, referindo-se a distribui¢io Haight k-Modificada.
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3.3 Caracterizacao da distribuicao k-MPS

Nesta secdo mostraremos algumas propriedades da familia de distribuicdes k-MPS,
apresentando suas caracteristicas em funcdo das mesmas caracteristicas da distribui¢cdo PS
associada. Pretendemos com isso colaborar com a vasta literatura das distribui¢des discretas,
como feito em Consul (1990); Consul e Famoye (2006); Consul e Shenton (1973); Gupta (1974);
Khatri (1959).

Considere Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo de probabilidade k-MPS(u,p),
cuja funcdo massa de probabilidade foi definida em (3.1). A seguir sdo apresentadas algumas

caracteristicas de Y de acordo com a teoria de probabilidades.

3.3.1 Funcao de Distribuicao

Define-se a funcdo de distribuicao da varidvel aleatéria ¥ por:

Fy(b)=P(Y <b) =Y {(1—p)ly(y)+ pys(vi) }

yiy<b
=Y (1=pu )+ Y, pr(y: )
yiy<b y:y<b

=(1-p) Y Iy (y)+pF(b), b €R.

yiy<b

Logo,
0, seb < s
Fy(b) = pF(b), ses< b <k
1—p(1—=F(b)), seb > k

em que F(b) é a funcéo de distribui¢do da PS associada a Y no ponto b.

3.3.2 Estatistica de Ordem

Considere que (Y(l),Y(z), e ,Y(n)) seja uma amostra aleatéria ordenada de n realizagoes
da variavel aleatdria Y, tal que Y( )< Y(z) <...< Y(n). Os elementos desta amostra sdo deno-
minados estatisticas de ordem da amostra aleatéria de Y e a sua i-ésima estatistica de ordem ¢é
representada por Y;), parai = 1,2,...,n. As funcGes de distribui¢des das estatisticas de ordem

do minimo (¥()) e do méaximo (¥,)) podem ser obtidas da seguinte forma.
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A fung@o de distribui¢do do minimo da amostra, ¥(y), € dada por:

Fy

(1)(b) :P(Y(l) Sb) = 1_P<Y(1) >b)

=1-P(Y; >b,Y,>b,....Y, > D)

n

=1-[]P¥;>b)
i=1
zl—ﬁ(l—P(Yigb))
i=1
—1—(1—P(Y <b))"
=1-(1-F(b))"
Logo,
0, seb < s
Fy,,(b) = 1—(1—pF(b))", ses < b <k .
1—(p(1=F()))", seb > k

Fy, (b) = P(Y(,) <b)
:P(YlgbaYZSba 7Yn§ )
=P <b)P(Y,<b),....,P(Y, <b)
n
~TIPvi<b)
i=1
= (Fy(b))"
Logo,
0, seb < s
Fy,, (b) = (pF(b))", ses< b <k .

(1—p(1—=F(b)))" seb > k
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3.3.3 Funcao Geradora de Probabilidade

A fungdo geradora de probabilidade de Y, Gy(z), com |z| < 1, é dada por:

= st 2T e (Vi 1L, D)

- izy {(1= )y (0) + ey (v 1) }
_ZZ”— P (v +ZZp

= (1-p)?* +p2zyp (y: )

y=s
= (1-p)& +pG(z),

para todo z tal que G(z) exista, em que G(z) é a fungdo geradora de probabilidade da distribui¢do

PS associada aY.

3.3.4 Funcao Caracteristica

A fung@o caracteristica de Y, @y (¢), é dada por:

¢y (1) = E[e"]

= Zellyﬂ'k MPS y ,U,p)
_ Z ¢ {(1= )y () + Py (v 10) }

—Ze”y 1— I{k} —{—pZe”}ﬂ' )

=e”k(1—p)+p</>(t),

em que @(t) é a fungdo caracteristica da distribui¢do PS associada a Y.
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3.3.5 Funcao Geradora de Momentos

A fungdo geradora de momentos de Y, .#y (t), é dada por:

My (1) = Ele"]

(o)

Z T ps (Vi 1 D)

_ Z & { (1= Py () + pps (v ) }

—Zetyl— I{k} —I—pZelyTL'
=k (1—p)+pa(t),

para todo 7 tal que . (t) exista, em que . (t) é a fun¢do geradora de momentos da distribui¢do

PS associadaaY.

Ao derivar .y (t) sucessivamente em relag@o a ¢, obtemos

My (1) = (1 - p)ke* + p.a (1)
My (1) = (1 - p)e* +p.at’ (1)
My (1) = (1= p)k*e*+p.at” (1)

A (1) = (1= p) e+ p.at Vo),
que, de forma geral, temos:

dr.%y(t)

40 ==

= (1—p)Ke*+p.at") (1), (3.10)

em que (r) indica a derivada de r-ésima ordem de .#y(t) e .# (t) em relagdo a t.

Uma vez que a equacao (3.10) depende de ¢, conseguimos obter o r-€simo momento

populacional, ,u( ) =E[Y'], r>1, fazendo t = 0:

MPS

1 s = (1= )K"+ p”, (3.11)

em que (" é o momento de ordem r da distribui¢do PS associada a Y. Desta forma, podemos
obter a média e a variancia da varidvel aleatéria Y a partir do primeiro e segundo momento

populacional.
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Proposicao 3.1. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo k-MPS, entdo a sua média

e a sua variancia 62

My yips ~ ps SA0 dadas respectivamente por:

W yps = (1= p)k+pu e sz_MPSZP{(l—p)(k—[J)z—f-Gz}.

Prova. As demonstracdes destas medidas sdo obtidas diretamente utilizando a equacido dada em
(3.11). [

Nota: Utilizando a Desigualdade de Jensen € possivel mostrar que, para todo valor de p, a

N . 2
varidncia o, > 0.

Na Tabela 2 sdo apresentadas as variancias das distribui¢des da familia k-MPS e das distribuicdes

PS associadas. Nota-se que a varidncia ¢

~ ps tem ordem quadratica para valores de k e Ul e,

além disso, nos casos em que k = U, a variancia o2

-~ ps Atinge seu menor valor.

Tabela 2 — Variancia das distribui¢ées PS e k-MPS.

Distribuicoes c? O',iMPS

Poisson u p{(1—p)(k—p)*+pu}
Geométrica n(l+p) p{(1—p)k—p)*+u(l+pn)}
Binomial ,u(l—%) P{(l_P)(k—N)Z‘Hi( _%)}
Borel p(u—1) P{(I_P)(k—ﬂ)z"‘.uz(ﬂ_l)}
Borel-Tamner (A2 (u—m)  p{(1—p)(k—p)>+ (L (u—m)}
Haight ot p{0-pk-p+ s}

por:
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Uma ilustracdo do comportamento da variancia G]iMP . para as distribui¢oes k-MP, k-MG
e k-MB em funcio do parametro p, para os seguintes valores de t =0,5;1,1,5;2e 2,5 e para os
respectivos pontos de modificagdo k = 0,2,5 e 7, s@o apresentadas nas Figuras 2 - 5, em que no
caso da distribuicdo k-MB o parametro m, referente ao nimero de ensaio de Bernoulli, foi fixado
em 10. Nestes gréficos, a linha tracejada em p = 1 corresponde aos valores das variancias das
distribuicdes PS. Para valores de p a esquerda desta linha, temos valores das variincias G]i P
de varidveis aleatdrias com distribuicdes distribui¢des k-IPS. J4 para valores de p a direita desta

linha, temos valores das varidncias ¢

~ ps e varidveis aleatorias com distribui¢oes k-DPS.

K-MP (k=0) K-MG (k=0) K-MB (k=0)

v A b
~
o4
— T T 1
00 05 10 15 20 25 3.0
p p p
Figura 2 — Valores da variancia no ponto de modificacdo k=0.
K-MP (k=2) K-MG (k=2) K-MB (k=2)
© o T T T T
® ! ' u=25 g 4 ! @ ! ! u=25
o | ' ' S '
o ' ! =2 4 \ |
. | = ° s 29 =
: : : : t/ u=1s
. 9 ; ; p=15 ! © - ; g @ ; :
% o i ; b ' ) ' f
: : ] : 29 !
o | | ' ' |
- 1 0 1 1 1
! ! o ! 0 | !
o | : : 2
s . , , ,
S ' : o ¢ : = I :
T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 00 02 04 06 08 10 12 0.0 05 1.0 15
P P p

Figura 3 — Valores da variancia no ponto de modificagdo k=2.
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K-MP (k=5) K-MG (k=5) K-MB (k=5)

u=05

u=0.5

oﬁmps
4
1
Oﬁmps

o-imps

3
1

L— T L—
00 02 04 06 08 10 12 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 12

p p p

Figura 4 — Valores da variancia no ponto de modificacio k=5.

K-MP (k=7) K-MG (k=7) K-MB (k=7)

10
1
10
1

2
kmps
2
kmps
2
kmps

O,
g,
O,

f T T T T f f T T T T f f T T T T f
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

p p p

Figura 5 — Valores da variincia no ponto de modificacdo k=7.

Das Figuras 2 - 5 € possivel observar que a variancia da distribui¢do k-MPS tem ordem
quadrética. Além disso, como os valores para o parametro y sao baixos, a medida em que
aumenta-se os valores do ponto de modificagdo k, o valor do parametro de modificacdo p
limita-se ao valor mdximo 1. Isto ocorre pelo fato de que para valores grandes do ponto de
modificacdo k, dado esses valores de i, a fun¢do de massa da distribuicao PS tende a valores
muito pequenos proximos de zero, 7, (k; ) — 0, fazendo com que o valor de p se aproxime
do valor 1, p = Tl(k;u)
distribui¢des PS. Na Figura 5 este fato € ilustrado com clareza.

— 1, fazendo com que as distribui¢des k-DPS se aproximem das
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3.3.6 Gerador de Numeros Pseudo-Aleatorios

Em trabalhos que fazem uso de teorias estatisticas com aplicagdes em casos reais,
recomenda-se um estudo de simulagdo para validar o modelo proposto utilizado na anélise de

conjunto de dados.

Considere Y como uma varidvel aleatoria com distribui¢do k-MPS. Apresentaremos aqui
um algoritmo que gera valores para a varidvel aleatéria Y usando o método da inversa, levando

em consideracao as retri¢cdes pertinentes aos parametros [ e p e que y € A;.

O método da inversa:

(i) Seja U uma variavel aleatéria tal que U ~ Uniforme(0,1);

(ii) Entdo a varidvel aleatéria V. =min{y > s: U < Fy(y)} tem fungédo de distribui¢do Fy(y),
com suporte {s,s+ 1,s+2,...}.

O algoritmo para gerar nimeros aleatérios de uma distribui¢do k — MPS(u, p) é descrito

nas etapas a seguir.

Algoritmo 1 — Gerador de nimero aleatério (rkmps).

1: procedimento RKMPS

2: Entrada: s, k, u, p
3: Saida: Valor y gerado da distribui¢ao k-MPS.

4 Inicio:

5 y=s

6: calcular:

7 T wips Vil p) = (1= p) iy (v) + Ty (v ).
8 Fy(y) = nkaPS(%H,P)

9: gerar: u ~ U(0,1)

10: enquanto (u > Fy(y)) faca

11: y=y+1

12: FY()’):FY(Y_1)+nk7MPS(y;N7p)
13: fim enquanto

14: retorna y.

15: fim procedimento
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Nas Figuras 6 - 8 sdo apresentados os gréficos das distribuicdes de frequéncia dos
valores simulados da variavel aleatdria Y com distribui¢do k-MPS. Em cada gréfico, o titulo
k-MPS(k; i, p) refere-se, respectivamente, ao nome da distribui¢c@o, ao ponto de modificagao k,
ao parametro de média u da distribuicao PS associada e ao parametro de modificacio p. Foram
simulados valores para amostras de tamanho n = 200 das distribui¢des k-MP, k-MG e k-MB,
sendo que para cada distribui¢do consideramos dois valores para o ponto de modificacdo k =0¢ 5,
trés valores para o parametro de média u = 0,5;2 e 5, parametro de modificagdo p = 0,7 (caso
inflacionado) e para o caso deflacionado o valor para o parametro p foi determinado pela média

dos valores no intervalo (1 W) e o parametro m, para uso da k-MB, foi fixado em m = 10.

T =T

k—MP (0 ;0.5,0.7) k—-MG (0 ;0.5,0.7) k—MB (0 ; 0.5, 0.7)
g -
5_
o S -
g - g
8
& 8 = = 8
g g | g B g4
- I ) 5 I
o [ [— - . B
o 1 2 3 a o 1 2 3 o 1 2 3
k-MP (5;0.5,0.7) k-MG (5;0.5,0.7) k—-MB (5;0.5,0.7)

80
|
80
|

60
|

60
|
60
|

frequéncia
40
]
frequéncia
frequéncia

40
|

40
|

20
|

20
|
20

|

o 1 2 3 4 o 1 2 3

Figura 6 — Gréficos das distribuicdes de frequéncias para as distribui¢cdes k-MP, k-MG e k-MB nos pontos
de modificagdo k =0e k =5, parametro = 0,5 e parametro de modificagdo p =0,7.

5 5
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K—MP (O ;2 ,0.7) Kk—MG (O ;2 ,0.7) Kk—MB (0 ;2 ,0.7)
2 =7 2 -
g = - £ = - g
Er : I é— -
Il - I ) III
= -
= 1 = I-..-----— = .-——
o 1 2 = a s 6 7 o 2 a =Y s 10 o 1 2 3 a s 6 7
K—MP (5 ;2 ,0.7) Kk—MG (5 ;2 ,0.7) Kk—MB (5 ;2 , 0.7 )
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Figura 7 — Gréficos das distribuicdes de frequéncias para as distribuicdes k-MP, k-MG e k-MB nos pontos
de modificagdo k =0 e k = 5, pardmetro y = 2 e pardmetro de modificagdo p =0, 7.

k—MP (0 ; 5, 0.7 ) Kk—MG (O ;5 ,0.7) Kk—MB (0 ;5 , 0.7 )
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Figura 8 — Gréficos das distribuicdes de frequéncias para as distribui¢cdes k-MP, k-MG e k-MB nos pontos
de modificagdo k =0 e k =5, parametro 4 = 5 e pardmetro de modificacdo p = 0,7.
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Observando as Figuras 6 - 8, notamos o efeito que o valor do parametro de modificacdao
p € o parametro  causam na frequéncia do ponto de modificagd@o k. Nestes casos, como o valor
de p foi fixado em 0,7, ha uma inflacdo no ponto de modificacao k, ou seja, a probabilidade
de ocorréncia da observagdo k para essas distribui¢des sao maiores do que as probabilidade
das sua distribuicoes PS associadas. Além disso, a inflacdo € mais contundente quando o ponto
de modificagdo k estiver proximo do valor do pardmetro i, como nos grificos em que k =0
et =0,50uk=5eu=2>5.Nos casos em que o ponto de modificagdo k estiver distante
do valor do parametro u, como nos graficosem que k =0e u=5ouk=5e u=20,5,a
probabilidade de ocorréncia da observacao k serd necessariamente baixa, consequéntemente
sua frequéncia também serd baixa. No entanto, distribui¢des de frequéncias que apresentam
frequéncias elevadas em algum ponto k distante da média u, possivelmente serdo casos de

conjunto de dados inflacionados.

3.4 Distribuicoes k~-MPS e sua Versao Hurdle

Frequentemente os modelos propostos para analisar conjuntos de dados de contagem
com inflacdo de observacgdes em algum ponto k € A, sdo classificados como modelos de mistura,
ver artigo Murat e Szynal (1998)). Nesta secdo mostraremos uma forma de escrever e interpretar
as distribui¢coes k-MPS também como distribui¢cdes de mistura, a versdo hurdle, porém com
a vantagem de modelar os casos de inflacdo ou deflacdo de uma observacdo k em relagao as

distribui¢des PS.

Teorema 3. Se Y ¢ uma varidvel aleatéria com distribui¢ido k-MPS, entdo podemos reescreveé-la

como uma distribuicdo hurdle, cuja funcdo massa de probabilidade € dada por:

T aps (Vs 1, @) = (1 — wﬂ{k}()’) +OT,_gs (Vi 1),y € Ay, (3.12)

sendo @ o parametro de modificacdo da probabilidade da distribui¢do k-SPS associada, sob a

seguinte restricao:

0<w<1;

e I{1y(v) € uma fungdo indicadora definida por:

1, sey=k

Iy (v) = :
0, sey#k

Prova. A partir da fungdo 7, , . (v; i1, p), dada em (3.1), podemos escrevé-la da seguinte forma:

T aps (Vi M, p) = (1 _p+p7rPS(k;uu’))I{k}(y) + P (Vi 1) (1 _I{k}(y))
= (1= p(1 = 7ps (ks 1)) Iy () + pTeps (y3 1) (1 = Iggy () -
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Multiplicando e dividindo o segundo termo por (1 — 7, (k; 1)), temos:

(1 - nPs(k;“»

nkaPS(y;uu?p) = (1 —p(l _nps(k;“»)l{k}(y) +p(1 = (k;ﬂ))ﬂPS(y;‘u) (1 _I{k}<y>) .

Fazendo @ = p(1 — m,¢(k; it)), temos:

Ty s i, ®) = (1— 0) Iy (3) + w% (1 Iy ()

=(l1-o) I )+ om_gs (i)

]

Notamos que a distribui¢do k-MPS escrita como distribuicdo hurdle tem como distri-
buicao associada a distribuicdo k-SPS, o que a torna diferente das distribuicdes de misturas
tradicionais. Além disso, € facil verificar que a probabilidade de ocorréncia do evento y = k é
dado por 1 — w, e a probabilidade do evento y # k, ¢ dada por wm, ,.(y; ). Como consequén-
cia, temos que as distribuicdes hurdle podem ser interpretadas como a superposicao de dois

Processos:

1) o que ird produzir as observacdes diferentes de k, baseadas nas distribui¢des k-SPS;

ii) e um segundo processo em que somente serdo produzidas observacoes k.

Corolario 3.6. Seja Y uma varidvel aleatéria cuja funcdo massa de probabilidades é dada por

(3.12). Entdo a sua média e variancia sdao dadas, respectivamente, por:

He_mps = (1 - w)k T OU,

2
k-MPS 1— 7rp5<k§ﬂ) - ((1 - (D)k—f— wukfsps) :

2
em A, yps €O,

Prova. Ao substituir o valor de p por o PS

_— dadas pela proposi¢ao
| — 7, (ks )

3.1 a demonstragdo deste Coroldrio € obtida de forma imediata. ]
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CAPITULO

METODOS DE ESTIMACAO DE
PARAMETROS E SELECAO DE MODELOS

Considere Y = (¥1,Y5,---,Y,) uma amostra aleatdria da varidvel aleatéria ¥ com distri-

buicdo k-MPS(u,p) e y = (y1,y2,...,yn) 0 vetor de obervagdes associado a Y.

4.1 Método dos Momentos

Podemos obter os estimadores dos parametros u e p da distribuicao k-MPS através do
método dos momentos, relacionando os momentos populacionais e amostrais correspondentes.

Para uma amostra aleatéria ¥, o r—ésimo momento amostral, denotado por M (r ), ¢ definido por:

SI'—‘

Ao igualar cada momento populacional ;,Lk(f BWP , a0 respectivo r—ésimo momento amostral

M), r=1,2, obtemos um sistema de duas equagdes envolvendo os parametros do modelo:

s p) =MW, r =12,

De forma geral, temos as seguintes expressoes:

1

SIH

%

|
wl) =E

3

3 2
LY e ml,=E

Utilizando a relacio E(Y?) = Var(Y) + E*(Y), podemos obter os estimadores de mo-

mentos de i e p a partir da solucdo do sistema de equacoes:
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S| =
™=
=

N
Il
_

(1=p)k+pu=

S| =
=<
S

I
—_

p(u*+0%)+(1—p)k* =

sendo a variincia 6> uma funcio de  como pode ser visto na Tabela 2.

Considerando a parametrizacdo dada em (3.12), também podemos obter os estimadores

de momentos de 1 e @ a partir da solucdo do sistema de equacdes.

1
(1-o)k+ o g = - ZYi

iz
, oW —#) 1 21 >
k™4 l_ﬂps(k;ﬂ) ((1 CO)k—i—(O,LLHPS) - n;Y’

em que k € o ponto de modificagdo conhecido e U, ., € uma fungdo de U.

Se em cada uma destes sistemas de equacdes existir uma unica soluc¢ao, sendo estas
solug¢des denotadas, respectivamente, por [1,p ou @, dizemos que estes sdo os estimadores
de u, p e o obtidos pelo método dos momentos, sendo que I = hy, (M N (2)) estima U ,
p=h,(MY) M) estima p e & = by (M), M?) estima w.

4.2 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

Nesta secdo abordaremos o método de méxima verossimilhanca para estimar os parame-

tros 1 e p da distribui¢do k-MPS.

Reunimos as informagdes do vetor de observacdes y da seguinte forma.

9 = (y7n7nj)7

em que n; € o nimero de observagdes j no vetor y. Construiremos a fungao de verossimilhanga
levando em consideracdo a distribui¢do k-MPS dada em (3.1) e a sua forma alternativa dada em
(3.12).

4.2.1 Funcéo de Verossimilhanca para k-MPS(u,p)

A funcao de verossimilhanca € dada por:
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n

LUhmgﬁzllﬂl—MQu@0+P%J%N”

=TT{ (0= Pt P )00 (pr (i pe)) 00
i=1

(1—P+P7Tps(k§ﬂ))nk H (P”ps(j;u))"j,
JEAs; j#k

I s

em que n =n;+ Z nj.
jeAs;j7£k

A funcdo log-verossimilhanga é dado por:

E(H,p;@):nklog(l—p—}-pEPS(k;ﬂ))—f— Z ndOg(pTL'PS(j;[,L)).
JEA ;s jF#k
O vetor escore U, de dimensdo (2 x 1), € obtido a partir da primeira derivada parcial
da funcdo log-verossimilhanga em relacdo aos parametros p e U tal que U = (U U u) " Seus

elementos sdo dados por:

U :8€(u,p;_@) _ _nk(l_TcPS(k;nu)) S n: nPS(j;:u)
b ap L=ptpms(kitt) T pr,(jipt)
_ —m(1 =7, (ks i)  n—my

B 1—p+p7tps(k;u) p

I, p:7) _ iy (Fasi ) 5 (T (1))

8;1 N 1 —p+p7rps(k;u) jEA, s j#k Eps(j;‘l,l)

(4.1)

Seja a matriz J, denominada matriz de informagdo observada, obtida a partir da primeira

derivada de U e, definida por:

J—_ Upp Upu

Y

Unp Upn

cujos elementos sdo:

(1=p+ pm,g(k;pu))? p?

Uyp J (_”k(l — T (ks 1)) +n_”k> —ni(1 _nps(k;“))z (n_nk).

_% 1_p+p7tps(k;“) p
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2 (k1)) (1= ptpyg (i) — p (2 (o))
(1= pt P ep))?

_|_

i 2 (g 1)) Ty 1) — (e (i (Gi12)))
nj

JEAs ; j#k (nPs(j;.li))z

d
3 [ —n(1—m(k; - i (T (K3 1))
Upp=Upy = ( ni(1 = m,s (ks 1)) 4 n nk> du \"°ps

Ap \1—p+ pm,(k; 1) p (1=p+pry(ksp))?

Igualando a funcdo score U de cada parametro a zero obtemos os estimadores de maxima
verossimilhanca (EMVs). Somente para o parametro p o estimador de maxima verossimilhanga

pode ser obtido explicitamente:

n—ny

n(l - ﬂPS(k,[:l))'

p=

Nota: Note que para n; = 0, o estimador de maxima verossimilhanca de p, p, assume o valor
W, que € o limite superior de p. Este fato implica que o vetor y tem distribui¢do k-SPS.
Logo, a probabilidade do evento y = k € nula.

No caso do parametro U, sua estimativa de maxima verossimilhanga pode ser obtida
através de algum método iterativo para estimagdo de parametros, como por exemplo, 0 método

Newton-Raphson.

Substituindo p na equacio (4.2.1) obtemos:

Uﬂ :<n_nk)%(7fm(k;u)) + nj%(nm(j;.u)).

1 —m, (ks ) JEAs ;5 j#k Tops (J3 1)

A funcao Uu u € obtida através da primeira derivada de U, 1, em relagdo ao pardmetro U e,

¢ dada por:
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2 (gl ) (1 Ty ) + (5 lep)))

Opp =(n—my) (1= 7o (ks p))? ’

oo}

N 2 (g1 Ty (i bt) — (1))
jedti (s (5 10))?

Como as equagdes acima sdo ndo lineares, para obtermos a estimativa de maxima
verossimilhanga de tt, devemos recorrer a algum método iterativo para estimagdo de parametros.
Além disso, é importante observar que este procedimento ndo inclui as covariancias referentes ao

parametro p, sendo assim, ndo podemos utiliza-lo para realizar inferéncia sobre este parametro.

4.2.2 Funcéao de Verossimilhanca para k-MPS(u;®)

Para as distribuicdes escritas na versdo hurdle, a fungdo de verossimilhanga associada a

y € dada por:

L(u,0;7)

{(1 —0) Iy (vi) + (Dﬂk_sps(y,-;‘u)}
- { (1 -0+ WOT,_¢ps (k;.u))l{k}(yi) (wnkfsps (yl-;“» l_l{k}(Yi)}
{(1 - a))l{k} 0:) (wﬂ:k—SPS (yl"u)) lfl{k}()’i)}

[}

=(1-o)% o™ ] (mg(isn)”

].EAA‘;].#k
[eS] ., n;
=(1-w)"o" ™ J] (—EPS(]’“) ) g
€A 1 j#k 1 =7, (k; )

A sua funcdo log-verossimilhanca é dada por:

S Tps (J3 1)
U, 0;2) =nilog (1 — @)+ (n—ny)log(®) + n;log (PS—)
jEAsZ;j?ék BRSO

=l (u; 2)+ 0 (0;2),

em que,

- o5 (3 1)
1= 5 (2208
jeAsz;'ﬁék PN =k

0 (0;P) =nilog (1 — ) + (n—ng)log(w).



54 Capitulo 4. Métodos de Estimagdo de Parametros e Sele¢do de Modelos

Observando a equagdo acima verificamos que o seu segundo termo, ¢>(®; Z), é independente de
U, portanto, @ e U sdo ortogonais. Os elementos do vetor escore, U = (Uy, UM)T, sdo obtidos a

partir da primeira derivada da fungdo log-verossimilhanga e seus elementos sao dados por:

_ob(w:2) —n n—my

Vo = ow :1—a)+ o
av 7 d > .
U =TUED) 2| njtos(my k) — (= m)log(1 — iy Aik)
jEAS;j#k
=Y (log (T (1)) — (1 ) 2 (log(1 — 7y (ki 1))
i ]&‘u ps\J> k oL ps \I*s

s nj%(ﬂps(j;u)) n (”_”k)%(ﬂpg(k#l))
JEAs; jFk 7ZPS<j;[.L) (1_717135(](;“))

A matriz de informagdo observada J € dada por:

U, 0
J - (010 7
0 Uup
cujos elementos sdo:
U S (n—ng)
2T (1-w)? w?
Upp = Uy

Igualando a fung¢do score de cada parametro a zero, encontramos seus respectivos estima-
dores de médxima verossimilhanca (EMVs). Entretano, somente para o pardmetro @ conseguimos

obter o EMV explicitamente, o qual € dado por:

A R
W= ,
n

que corresponde a proporcao de observagdes diferentes de k em y.

4.2.3 Distribuicao k-MPS versus Distribuicao k-SPS

Teorema 4. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo k-MPS e Y (=%) uma outra varidvel

aleatoria com distribui¢@o k-SPS associada a Y. Os seus EMVs para o parametro (U sdo iguais.

Prova. Considere y um vetor de tamanho n das observagdes da varidvel aleatéria Y com dis-

tribuicao k-MPS. Considere y(_k) um vetor formado pelas observacdes de y diferentes de k.



4.2. Método de Mdxima Verossimilhanga 55

Considere ainda que n(_j) seja o nimero de elementos de y(=h) tal que n(_ = Z nj, e que
jeAs 5 ‘/7ék
n; € o nimero de observagdes j no vetor y(_k), portanto, n(_y) = n —ng, em que ng € 0 numero

de observagdes k presentes em y.

Suponha que y (k) seja uma varidvel aleatéria com distribui¢do k-SPS associada a
distribuicdo de Y e que y(=5) & o vetor de suas observagdes, entdo, Y (=%) t&m funcdo massa de
probabilidade dada por:

(—k) _nPs(y( ;»u)

; ——,V(fk)EA_.
1) l_ﬂps(k;“) g =4

k—SPS (y

Com isso sua funcdo de verossimilhanca € dada por:

%) - ﬁ {nPs(j;/vl)}nj-

A funcdo log-verossimilhancga é dada por:

[}

sy = Y njlog(mg(jip)) —ni_glog(l — (ks b))
JEAs ;s jFk

O vetor score U(¥) é obtido a partir da primeira de ¢( [.L;y(*k)) em relacdo a .

g (Mg (Js 1) () 4 (T (ki 1)
; + ,
JEAs ; j£k T (J5 1) (1 —mg(k;u))

Uyt =

COMO n(_g) = N — Ny, entdo Up(fk) = Uu- Desta forma conclui-se que os EMVs de yu de uma
distribui¢do k-MPS podem ser obtidos a partir da sua distribui¢do k-SPS associada, baseada
apenas nas observagoes diferentes de k presentes na amostra observada da varidvel aleatéria
Y. [
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4.3 Critérios de Selecao de Modelos

Ha na literatura inimeros métodos para selecionar modelos ajustados a um certo conjunto
de dados. Neste trabalho faremos uso dos conhecidos critérios para sele¢cdo de modelos AIC
(Akaike information criterion ), proposto por Akaike (1974) e BIC (Bayesian Information
Criterion), proposto por (SCHWARZ et al., 1978).

Para um nimero finito de modelos concorrentes ao ajuste de determinado conjunto de
dados, a selecao do modelo é determinada com base no menor valor de AIC e BIC. Considera-se
nesta tomada de decisdo um certo equilibrio entre a qualidade do ajuste do modelo estatistico,
a funcao de verossimilhanga e o nimero de parametros envolvidos. Neste caso, recomenda-se
selecionar o modelo mais parcimonioso, pois para modelos com uma quantidade razoavel de

parametros, ha a possibilidade do ajuste resultar em overfitting.

O critério AIC usa o conceito de teoria da informagao, fornecendo uma medida relativa
a informacdo perdida quando se € utilizado o modelo estatistico para descrever o conjunto de

dados. Seu valor € obtido pela seguinte férmula:

AIC = =20(f,p; D) + 24,

em que ¢ ([1, p; Z) é o valor do logaritmo da fungo de verossimilhanga avaliada nas estimativas

dos pardmetros, A é o nimero de pardmetros desconhecidos e estimados do modelo.

Ja o critério BIC, € mais rigoroso ao penalizar o modelo pela quantidade de parametros.

Seu valor € obtido pela seguinte férmula.

BIC = =2((f1, p; 2) + Aln(n),

em que n € o tamanho do vetor de observagdes.
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CAPITULO

ESTUDO DE SIMULACAO

Neste Capitulo, € apresentado um estudo de simulagdo com dados gerados considerando
o procedimento de mdxima verossimilhanca para obter as estimativas dos parametros ([ € p ou
® da distribuicao k-MPS.

Para o estudo de simulagdo consideramos trés distribuicdes: k-MP, k-MG e k-MB. Para
cada uma dessas distribui¢cdes geramos N amostras de tamanho n com diferentes pontos de
modificacdo e diferentes valores do parametro ( e apenas dois valores para o parametro de
modificacdo p. Feito isto, realizamos o ajuste das respectivas distribui¢des para cada uma das suas
N amostras correspondentes. Com isso, obtivemos N estimativas para cada um dos parametros u
e p, bem como os seus respectivos intervalos assintéticos e bootstrap com 95% de confianga.
Utilizando cada uma das N estimativas dos parametros u e p de cada distribui¢do, realizamos o
procedimento de bootstrap paramétrico considerando B réplicas, do qual obtivemos o intervalo
de bootstrap com 95% de confianca. De posse desses resultados, calculamos as estimativas de

Monte Carlo para os parametros.

O desempenho dos métodos assintético e de booststrap para cada parametro foi avaliado
através de medidas como a probabilidade de cobertura (PC). Ja a eficiéncia de cada estimador
foi avaliada através do vicio (A) e da razdo entre 0 EQM e Var. Tais medidas, foram obtidas
considerando o método de Monte Carlo. Pela teoria assintdtica, a medida que aumenta-se o
tamanho do conjunto de dados, espera-se que os estimadores sejam assintoticamente nao viciados
e, consequentemente, a razao entre o EQM e Var se aproxime de um e o vicio (%) se aproxime

de zero.

A seguir, apresentaremos as equacgdes utilizadas para a obtencdo das estimativas de

Monte Carlo e das medidas de eficiéncia dos estimadores:
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. A N
EQM(u):NZ(u,—u)z ; EQM(P)=NZ(P1'—P)2,
i=1 i=1
Var(@) = —— ¥ (=) . Var(p)=——3 (pi-p)
ar _ i — R ar\p) = —— pPi—pP) -
N-14 N-14
Em que
) 1§:A 1%’
[.L:— .ul ) p_:_ ﬁlv
N3 N =
1% 1%
Bp)=—=) |pi—ul , Bp) =) |pi—pl|
Ni:l Ni:l

Neste estudo de simulagdo geramos N = 500 amostras com tamanhos n = 200 e n = 500.

Para o procedimento de bootstrap consideramos B = 5000 réplicas.

Na Tabela 3 apresentamos os valores para o parametro de modificacdo p, o ponto de
modificacdo k e os valores do pardmetro u para as distribuicdes consideradas neste estudo, além

do valor de m utilizado na distribui¢do k-MB.

Tabela 3 — Valores dos parametros das distribuicdes k-MPS utilizados no estudo de simulagao.

Distribuicdo | p | k u m
0
07121 0,5;2¢5
k-MP 5
1,2 (1) 0,5;1el,5
0
0,712 0,5,2e5
k-MG 5
1,2 (1) 05;1el,5
0
0,712 0,5;2e5
k-MB 5 10
1,2 (1) 0,5;1el,5




5.1. Distribuicdo Poisson k-Modificada

5.1 Distribuicao Poisson k-Maodificada

Na Tabela 4 temos as probabilidades de cobertura dos intervalos com 95% de confianca.
De forma geral, os resultados obtidos das probabilidades de cobertura para os parametros u
e p pelos métodos assintético e de bootstrap ficaram proximos ao nivel nominal com 95% de

confianga, tanto para as amostras de tamanho 200 quanto para as amostras de tamanho 500.

Tabela 4 — Probabilidade de cobertura das estimativas dos pardmetros [ e p da distribuicao k-MP.

PCpu PCp

nolklou Assint.  Boot p Assint.  Boot
0,50 | 93,60 93,80 93,80 92,20
0200 96,40 96,20 93,40 94,80
5,00 | 93,40 93,80 93,60 94,60
0,50 | 93,40 94,40 93,60 96,20
212,00 | 9540 9500 |0,7| 9560 95,40
5,00 | 94,60 95,00 94,40 95,00
0,50 | 95,20 95,20 95,00 95,00
200 | 512,00 | 94,80 93,60 95,00 95,40
5,00 | 95,00 94,20 96,00 96,60
0,50 | 99,00 99,20 97,40 99,40
01,00 97,20 97,40 94,60 98,80
1,50 | 98,60 98,60 12 95,20 99,20
0,50 | 97,40 9740 | 96,80 98,40
11]1,00 | 96,60 96,20 95,40 94,80
1,50 | 95,80 95,60 97,00 98,00
0,50 | 96,80 97,00 95,40 97,00
02,00 96,00 96,00 93,20 95,00
5,00 | 94,60 94,60 95,80 95,60
0,50 | 96,40 96,20 93,80 95,20
21200 9540 9540 1|0,7| 9420 93,60
5,00 | 94,40 94,60 95,60 96,00
0,50 | 96,20 95,60 94,20 94,20
500 | 512,00 94,60 94,60 95,40 95,60
5,00 | 93,60 93,80 93,20 94,20
0,50 | 98,80 99,00 93,20 99,20
0] 1,00 | 98,60 98,40 95,40 99,80
1,50 | 97,80 97,80 12 93,80 98,80
0,50 | 96,80 96,40 | 97,20 98,40

1] 1,00 | 94,80 94,80 94,20 94,00
1,50 | 96,00 96,20 97,00 97,80

Na Tabela 5 estdo dispostos os resultados das médias das estimativas pontuais para os
parametros U e p obtidas por maxima verossimilhanca, além das médias das estimativas para
os limites inferior e superior dos intervalos de confiancga obtidos pelos métodos assintético e

de bootstrap. Notamos que em todos os casos, o verdadeiro valor do parametro estd contido no

intervalo médio.
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Tabela 5 — Média das estimativas dos pardmetros u e p e dos respectivos intervalos com 95% de confianga
da distribuicdo k-MP.

_ IC 1 (95%) _ IC p (95%)
nojkom Assint. Boot. p p Assint Boot.

0,5 | 0,50 (0,26;0,74) (0,26;0,75) 0,72 (0,58;0,92) (0,49;1,42)

0] 2,0 |2,00 (1,72;2,28) (1,7;2,24) 0,70 (0,62;0,78) (0,62;0,79)
50 1499 4,62;537) (4,62;5,37) 0,70 (0,63;0,76) (0,63;0,76)

0,5 0,50 (0,36;0,65) (0,37;0,66) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,78)
2120 201 (1,77;224) (1,76;2,23) | 0,70 | 0,70 (0,60;0,79) (0,60 ;0,79)
50 | 4,99 (4,58;5,39) (4,59;5,40) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,78)

0,5 | 0,50 (0,38;0,61) (0,39;0,62) 0,70 (0,64 ;0,76) (0,64 ;0,76)
200 |5 2,0 | 2,01 (1,75;227) (1,76 ;2,27) 0,70 (0,64 ;0,77) (0,63;0,77)
50 | 501 (4,63;5,38) (4,64;5,38) 0,70 (0,62;0,78) (0,62;0,78)
0,50 | 0,50 (0,31;0,68) (0,32;0,69) 1,22 (1,04;1,39) (0,90 ; 1,80)
01,00 1,00 (0,80;1,19) (0,80;1,19) 1,20 (1,11;1,30) (1,06 1,40)
1,50 | 1,51 (1,30;1,71) (1,30;1,71) 12 1,20 (1,15;1,24) (1,12;1,29)
0,50 | 0,50 (0,40;0,60) (0,39;0,60) ’ 1,20 (1,13;1,27) (1,10;1,29)
1]1,00| 1,00 (0,87;1,13) (0,87;1,13) 1,20 (1,10;1,29) (1,10;1,29)
1,50 | 1,50 (1,34;1,66) (1,34;1,67) 1,20 (1,12;1,28) (1,11;1,29)
0,50 | 0,51 (0,35;0,67) (0,39;0,67) 0,69 (0,60;0,79) (0,53;0,85)
0200|200 (1,82;2,18) (1,82;2,18) 0,70 (0,65;0,75) (0,65;0,75)
5,00 | 4,99 (4,75;5,23) (4,76 ;5,23) 0,70 (0,66;0,74) (0,66;0,74)
0,50 | 0,50 (0,41;0,59) (0,41;0,59) 0,70 (0,66;0,75) (0,65;0,75)
21200200 (1,85;2,14) (1,85;2,15)| 0,70 | 0,70 (0,64 ;0,76) (0,64 ;0,76)
5,00 | 5,00 (4,74 ;5,26) (4,75;5,26) 0,70 (0,65;0,74) (0,65;0,74)
0,50 | 0,50 (0,43;0,58) (0,43;0,58) 0,70 (0,66;0,74) (0,66;0,74)
500 | 5(2,00|200 (1,84;2,16) (1,84;2,16) 0,70 (0,66;0,74) (0,66;0,74)
5,00 | 4,99 4,76;5,23) (4,76;5,23) 0,70 (0,65;0,75) (0,65;0,75)
0,50 | 0,50 (0,38;0,62) (0,38;0,62) 1,21 (1,09;1,32) (1,00;1,52)
01,00 1,00 (0,88;1,13) (0,88;1,13) 1,20 (1,14;1,26) (1,10;1,31)
1,50 | 1,50 (1,37;1,63) (1,37;1,63) 12 1,20 (1,17;1,23) (1,15;1,26)
0,50 | 0,50 (0,44 ;0,56) (0,43;0,56) ’ 1,20 (1,15;1,25) (1,14;1,25)
1]1,00 1,00 (0,92;1,08) (0,92;1,08) 1,20 (1,14;1,26) (1,14;1,26)
1,50 | 1,50 (1,40;1,60) (1,40;1,60) 1,20 (1,15;1,25) (1,14;1,26)

Na Tabela 6 s@o apresentados os resultados das medidas de eficiéncia calculadas para

EOM

os estimadores dos pardmetros i e p. Observando os resultados da razdo =5 e do vicio (A),

VAR

notamos respectivamente, uma coluna com 1’s e outra coluna com valores préximos de zero,

indicando que os estimadores [l e p sdo assintoticamente ndo viciados.



5.2. Distribui¢do Geométrica k-Modificada

61

Tabela 6 — Resultados do desempenho dos estimadores i e p para distribuicio k-MP.

Q p

N IR i)
0,50 | 1,00 1,0x 107" 1,05 1,5x107!
0200 1,00 1,1x107! 1,00 3,0x 1072
500 | 1,00 1,6x107! 1,02 3,0x1072
0,50 | 1,00 6,0x 1077 1,00 3,0x 1072
21200| 1,00 1,0x107']0,70| 1,00 4,0x1072
500 | 1,00 1,7x107! 1,00 3,0x 1072
0,50 | 1,00 5,0x 1072 1,00 3,0x 1072
200 [ 52,00 | 1,00 1,1x107! 1,00 3,0x 1072
500 | 1,00 1,4x107! 1,00 3,0x1072
0,50 | 1,00 5,0x10772 1,02 9,0x 1072
01,00 1,00 6,0x1072 1,00 5,0x 1072
1,50 | 1,00 7,0x 1072 120 |_1.00 2,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x107 %] 1,00 3,0x 1072
1{1,00| 1,00 5,0x1072 1,00 4,0x 1072
1,50 | 1,00 6,0x 1072 1,00 3,0x 1072
0,50 | 1,02 6,0x 1072 1,00 7,0x 10772
0200 1,00 7,0x102 1,00 2,0x 1072
5,00 | 1,00 1,0x 107! 1,01 2,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x1072 1,00 2,0x 1072
212,00 1,00 3,0x1072]0,70| 1,00 2,0x1072
500 | 1,00 1,1x107! 1,01 2,0x1072
0,50 | 1,00 3,0x107? 1,00 2,0x 10772
500 [ 5(2,00| 1,00 6,0x1072 1,01 2,0x1072
5,00 | 1,00 9,0x 1072 1,00 2,0x 1072
0,50 | 1,00 3,0x 1072 1,0l 6,0x 1072
011,00 1,00 4,0x 1072 1,00 3,0x 1072
1,50 | 1,00 4,0x 1072 120 | 1:00 1,0 x 1072
0,50 | 1,00 2,0x1072 | 1,00 2,0x 10772
11,00 1,00 3,0x1072 1,00 2,0x1072
1,50 | 1,00 4,0x 1072 1,00 2,0x1072

5.2 Distribuicao Geométrica k-Modificada

No caso da distribuicdo k-MG geramos conjuntos de dados considerando os valores

dos parametros apresentados na Tabela 3, dos quais para cada parametro i € p obtivemos as

estimativas de maxima verossimilhancga, seus respectivos intervalos de confianga asssintético e

de bootstrap, ambos com 95% de confianga, as probabilidades de coberturas e as medidas de

eficiéncia. Os resultados deste estudo de simulacdo sdao apresentados nas Tabelas 7 - 9.

Na Tabela 7 temos as probabilidades de cobertura dos intervalos com 95% de confianca.

De forma geral, os resultados obtidos das probabilidades de cobertura para os parametros u

e p pelos métodos assintético e de bootstrap ficaram préximos ao nivel nominal com 95% de
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confianga, tanto para as amostras de tamanho 200 quanto para as amostras de tamanho 500,

indicando o bom desempenho deste método de estimacao.

Tabela 7 — Probabilidade de cobertura das estimativas dos pardmetros 1 e p da distribuicio k-MG.

PCu PCp

nolky)ou Assint.  Boot. p Assint.  Boot.
0,50 | 99,40 99,00 92,20 97,20
02,00 9540 95,00 92,80 94,00
5,00 | 93,80 94,80 93,20 94,40
0,50 | 94,00 94,00 92,20 93,20
212,00 | 9500 94,001|0,7| 97,60 97,40
5,00 | 93,80 94,20 95,40 95,60
0,50 | 95,60 96,80 92,40 92,00
200 | 512,00 | 93,00 93,20 95,80 95,60
5,00 | 96,80 97,00 93,40 92,80
0,50 | 97,80 98,20 95,00 99,60
0| 1,00 | 96,60 97,00 98,00 99,20
1,50 | 96,20 96,60 12 94,00 98,20
0,50 | 94,60 95,00 | ° 97,20 98,20
111,00 | 9500 94,60 94,80 94,80
1,50 | 93,40 93,60 96,20 96,40
0,50 | 95,80 96,40 95,60 97,40
012,00 9420 94,00 93,20 94,20
5,00 | 95,40 95,40 95,00 95,80
0,50 | 95,00 95,80 95,40 96,40
212,00 | 93,60 9420 1|0,7 | 9440 94,40
5,00 | 94,60 94,20 94,60 94,40
0,50 | 96,20 96,00 96,00 96,20
500 | 52,00 | 96,40 96,60 95,40 96,00
5,00 | 94,00 94,00 94,00 94,00
0,50 | 98,00 98,00 95,80 99,00
0] 1,00 | 97,00 96,80 96,60 98,60
1,50 | 96,00 96,20 12 93,20 98,20
0,50 | 96,80 96,40 | 97,40 98,80
11,00 94,80 94,60 93,20 94,60
1,50 | 95,80 95,60 97,20 97,40

Na Tabela 8 sdo apresentados os resultados das médias das estimativas pontuais obtidas
por méaxima verossimilhanca para os parametros U e p, além das médias dos limites inferior e
superior dos intervalos de confiancga obtidos pelos métodos assintético e de bootstrap. Analisando
esta Tabela, podemos notar que, em todos os casos, os valores das médias das estimativas pontuais
estdo proximos dos verdadeiros valores dos parametros U e p, além das médias das estimativas

dos intervalos com 95% confianga incluem os verdadeiros valores dos parametros.
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Tabela 8 — Média das estimativas dos parametros [ e p e dos respectivos intervalos com 95% de confianga
da distribuicdo k-MG.

_ IC 1 (95%) _ IC p (95%)
nolky)ou 1 Assint. Boot. p p Assint. Boot.

0,50 | 0,53 (0,27;0,79) (0,38;0,82) 0,69 (0,52;0,87) (0,46;0,95)
0]2,00]|202 (1,52;2,52) (1,54;2,52) 0,70 (0,60;0,80) (0,59;0,83)
5,00 | 4,97 (3,98;5,96) (4,02;6,00 0,70 (0,62;0,78) (0,62 ;0,79)
0,50 | 0,50 (0,33;0,66) (0,34;0,66) 0,70 (0,63;0,77) (0,62;0,77)
21200200 (1,59;2,41) (1,59;2,34)| 0,70 | 0,70 (0,62 ;0,78) (0,62;0,78)
5,00 | 5,01 (4,08;5,93) (4,12;5,98) 0,70 (0,63;0,78) (0,63;0,78)
0,50 | 0,51 (0,36;0,66) (0,40;0,67) 0,70 (0,64 ;0,76) (0,64 ;0,76)
200 | 512,00 | 1,98 (1,57;2,40) (1,58;2,41) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,77)
5,00 | 4,99 (4,09;5,90) (4,12;5,94) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,77)
0,50 | 0,50 (0,31;0,69) (0,32;0,70) 1,22 (1,01;1,42) (0,91;1,73)

0] 1,00 1,01 (0,75;1,26) (0,76;1,27) 1,20 (1,06;1,33) (1,01;1,44)
1,50 | 1,51 (1,19;1,83) (1,21;1,84) 1.20 1,20 (1,10;1,31) (1,07 ;1,36)
0,50 | 0,50 (0,38;0,61) (0,38;0,61) | 1,20 (1,15;1,24) (1,14;1,25)
1]1,00|100 (0,82;1,18) (0,83;1,18) 1,20 (1,14;1,25) (1,14;1,25)
1,50 | 1,51 (1,26;1,76) (1,27;1,77) 1,20 (1,15;1,25) (1,14;1,25)
0,50 | 0,51 (0,35;0,67) (0,38;0,68) 0,71 (0,60;0,82) (0,54 ;0,85)
012001201 (1,69;232) (1,70;2,33) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,78)
5,00 | 5,01 (4,38;5,64) (4,40;5,66) 0,70 (0,65;0,75) (0,65;0,75)
0,50 | 0,50 (0,39;0,60) (0,39;0,60) 0,70 (0,65;0,74) (0,65;0,74)
21200199 (1,74;2,25) (1,74;2,26) | 0,70 | 0,70 (0,65;0,75) (0,65;0,75)
5,00 | 5,01 (4,42;5,59) (4,44;5,61) 0,70 (0,65;0,75) (0,65;0,75)
0,50 | 0,50 (0,41;0,60) (0,41 ;0,60) 0,70 (0,66;0,74) (0,66 ;0,74)
500 | 52,00|200 (1,73;2,27) (1,74;2,27) 0,70 (0,66;0,74) (0,66 ;0,74)
5,00 | 4,98 (4,41;5,56) (4,42;5,57) 0,70 (0,65;0,74) (0,65;0,74)
0,50 | 0,50 (0,38;0,62) (0,39;0,63) 1,20 (1,08 ;1,33) (1,00;1,48)

0] 1,00 1,00 (0,84;1,16) (0,84;1,16) 1,20 (1,12;1,29) (1,08 ;1,34)
1,50 | 1,51 (1,30;1,71) (1,31;1,71) 120 1,20 (1,13;1,26) (1,11;1,30)
0,50 | 0,50 (0,43;0,57) (0,43:;0,57) | 1,20 (1,17;1,23) (1,17 ;1,23)
1{1,00|1,00 (0,89;1,11) (0,89;1,11) 1,20 (1,16;1,23) (1,16;1,23)
1,50 | 1,50 (1,35;1,66) (1,35:1,66) 1,20 (1,17;1,23) (1,16;1,23)

Na Tabela 9 sao apresentados os resultados das medidas de eficiéncia calculadas para

EOM

os estimadores dos pardmetros i e p. Observando os resultados da razao =5 e do vicio (£),

VAR

notamos respectivamente, uma coluna com 1’s e outra coluna com valores préximos de zero,

indicando que os estimadores [l e p sdo assintoticamente nao viciados.
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Tabela 9 — Resultados do desempenho dos estimadores (i e p para distribuicdo k-MG.

Q P
N L )

0,50 | 1,07 9,0x 1072 1,00 1,1x107T
0200 1,00 2,1x107! 1,00 5,0x 1072
500 | 1,00 4,1x107! 1,00 3,0x1072
0,50 | 1,00 7,0x 10772 1,00 3,0x 10772
21200 1,00 1,6x107']0,70 | 1,00 3,0x 1072
500 | 1,00 3,7x 107! 1,00 3,0x 1072
0,50 | 1,01 6,0x 1072 1,00 3,0x 1072
200 | 52,00 1,00 1,8x107! 1,00 3,0x 1072
500 | 1,00 3,5x107! 1,00 3,0x1072
0,50 | 1,00 6,0x 1072 1,01 1,0x10°T
01,00 1,00 9,0x1072 1,00 6,0x 1072
1,50 | 1,00 1,2x 107! 120 | 100 5,0 102
0,50 | 1,00 4,0x1072 | 1,00 2,0x 10772
11,00 1,00 7,0x1072 1,00 2,0x 1072
1,50 | 1,00 1,0x 107! 1,00 2,0x1072
0,50 | 1,00 7,0x 1072 1,01 8,0x 1072
0]200]| 1,00 1,3x107! 1,00 3,0x 1072
5,00 | 1,00 2,5x10°! 1,00 2,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x 1072 1,00 2,0x 10772
21200 1,00 1,0x107']0,70 | 1,01 2,0x 1072
500 | 1,00 2,3x107! 1,00 2,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x 10772 1,00 2,0x 10772
500 |5(200| 1,00 1,1x107! 1,00 2,0x 1072
500 | 1,00 2,4x107! 1,00 2,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x 1072 1,00 6,0x 1072
01,00 1,00 6,0x1072 1,00 4,0x 1072
1,50 | 1,00 8,0x 1072 100 | 100 3,0 1072
0,50 | 1,00 3,0x1072| 1,00 1,0x 1072
11,00 1,00 5,0x1072 1,00 1,0x 1072
1,50 | 1,00 6,0x 1072 1,00 1,0x 1072

5.3 Distribuicao Binomial k-Maodificada

No caso da distribui¢do k-MB, geramos conjunto de dados considerando os valores
presentes na Tabela 3, dos quais para cada parametro i € p obtivemos as estimativas de maxima
verossimilhanca, seus respectivos intervalos de confianca asssintético e de bootstrap, ambos com
95% de confianca, as probabilidades de coberturas e as medidas de eficiéncia. Os resultados

deste estudo de simulacao sdo apresentados nas Tabelas 10 - 12.

Na Tabela 10 temos as probabilidades de cobertura dos intervalos com 95% de confianga.
De forma geral, os resultados obtidos das probabilidades de cobertura para os parametros u

e p pelos métodos assintético e de bootstrap ficaram préximos ao nivel nominal com 95% de
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confianga, tanto para as amostras de tamanho 200 quanto para as amostras de tamanho 500.
Estes resultados indicam o bom desempenho que estes métodos tiveram nas estimativas de seus

intervalos de confianca.

Tabela 10 — Probabilidade de cobertura das estimativas dos pardmetros i e p da distribui¢do k-MB.

n k| u PCy D PC,
Assint.  Boot Assint.  Boot
0,50 | 93,40 93,60 92,20 92,00
012,00/ 96,80 96,80 93,00 94,00
5,00 | 9540 94,60 94,20 94,20
0,50 | 93,20 94,40 93,60 95,00
21200 93,40 92,80 | 0,7 | 94,80 95,20
5,00 | 96,80 96,80 95,40 95,60
0,50 | 95,00 96,00 94,80 95,00
200 | 512,00 | 96,20 96,40 9420 94,40
5,00 | 95,80 95,80 96,20 95,80
0,50 | 99,00 99,00 96,60 99,60
0] 1,00 | 99,40 99,20 94,20 98,80
1,50 | 99,00 99,40 12 98,00 98,60
0,50 | 96,80 96,20 | 96,80 99,20
1] 1,00 | 93,00 92,60 96,00 96,00
1,50 | 95,40 95,40 98,00 98,80
0,50 | 98,00 98,00 95,80 97,80
01200/ 9580 96,00 94,80 96,00
5,00 | 97,00 97,00 95,00 95,60
0,50 | 95,20 95,80 92,20 94,00
21200 9420 93,801| 0,7 | 94,60 94,40
5,00 | 96,60 96,80 93,60 94,40
0,50 | 94,20 94,00 96,60 96,00
500 | 512,00| 96,40 96,20 94,40 95,00
5,00 | 95,80 95,40 93,60 93,00
0,50 | 98,60 98,80 93,80 99,20
0] 1,00 97,60 97,60 93,20 98,20
1,50 | 99,60 99,60 12 97,40 99,80
0,50 | 96,60 96,60 | 96,60 98,60
11]1,00 | 94,80 93,80 94,40 94,60
1,50 | 94,80 95,40 97,20 98,00

Na Tabela 11 s@o apresentados os resultados das médias das estimativas pontuais obtidas
por maxima verossimilhanca para os parametros U e p, além das médias dos limites inferior e
superior dos intervalos de confianga obtidos pelos métodos assintético e de bootstrap. Analisando
esta Tabela, podemos notar que, em todos os casos, os valores das médias das estimativas pontuais
estdo proximos dos verdadeiros valores dos pardmetros u e p, além das médias das estimativas

dos intervalos com 95% confianc¢a incluirem os verdadeiros valores dos parametros.
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Tabela 11 — Média das estimativas dos parametros U e p e dos respectivos intervalos com 95% de confianga
da distribui¢ao k-MB.

_ IC 1 (95%) _ IC p (95%)
nojkom Assint. Boot. p p Assint Boot.

0,50 | 0,50 (0,25;0,74) (0,26;0,75) 0,72 (0,59;0,92) (0,49, 1,45)
012,00 (201 (1,75;2,26) (1,73;2,22) 0,70 (0,62;0,77) (0,62;0,79)
5,00 | 4,99 (4,73;5,26) (4,73;5,25) 0,70 (0,64 ;0,76) (0,64 ;0,76)
0,50 | 0,50 (0,36;0,65) (0,37;0,66) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,78)
21200200 (1,79;2,22) (1,79;2,21) | 0,70 | 0,70 (0,60 ; 0,80) (0,60 ; 0,80)
5,00 | 5,00 (4,72;5,29) (4,71;5,29) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,77)
0,50 | 0,50 (0,38;0,61) (0,39;0,62) 0,70 (0,64 ;0,76) (0,63;0,76)
200 | 52,00 2,00 (1,77;2,23) (1,78;2,23) 0,70 (0,63;0,77) (0,63;0,77)
5,00 | 5,00 (4,74 ;5,26) (4,74 ;5,26) 0,70 (0,61;0,80) (0,61;0,79)
0,50 | 0,51 (0,32;0,70) (0,32;0,70) 1,20 (1,02;1,37) (0,89;1,78)
01,00 1,00 (0,81;1,19) (0,81;1,19) 1,20 (1,11;1,29) (1,06, 1,39)
1,50 | 1,50 (1,31;1,69) (1,31;1,69) 1.0 1,20 (1,17;1,23) (1,13;1,28)
0,50 | 0,50 (0,40;0,60) (0,39;0,60) | 1,20 (1,12;1,28) (1,10;1,29)
1]1,00| 1,00 (0,88;1,12) (0,88;1,12) 1,20 (1,10;1,30) (1,10 1,30)
1,50 | 1,50 (1,35;1,66) (1,36;1,66) 1,19 (1,11;1,28) (1,10;1,29)
0,50 | 0,52 (0,36;0,67) (0,39;0,68) 0,69 (0,59;0,78) (0,52;0,85)
012001200 (1,84;2,15) (1,84;2,15) 0,70 (0,65;0,75) (0,65;0,75)
5,00 | 5,00 (4,83;5,16) (4,83;5,16) 0,70 (0,66;0,74) (0,66;0,74)
0,50 | 0,50 (0,41;0,59) (0,41;0,59) 0,70 (0,65;0,74) (0,65;0,75)
21200200 (1,87;2,13) (1,87;2,13) | 0,70 | 0,70 (0,64;0,76) (0,64 ;0,76)
5,00 | 499 (4,81;5,18) (4,81;5,17) 0,70 (0,66;0,74) (0,66;0,74)
0,50 | 0,50 (0,43;0,57) (0,43;0,57) 0,70 (0,66;0,74) (0,66;0,74)
500 | 52,00 |201 (1,86;2,15 (1,86;2,15) 0,70 (0,66;0,74) (0,66;0,74)
5,00 | 5,00 (4,84 ;5,17) (4,84;5,17) 0,70 (0,64 ;0,76) (0,64 ;0,76)
0,50 | 0,50 (0,38;0,62) (0,38;0,62) 1,20 (1,10;1,31) (0,99;1,52)

0] 1,00 1,00 (0,88;1,12) (0,88;1,12) 1,20 (1,14;1,26) (1,11;1,31)
1,50 | 1,50 (1,38 ;1,62) (1,38;1,62) 1.20 1,20 (1,18;1,22) (1,16;1,25)
0,50 | 0,50 (0,44 ;0,56) (0,43;0,56) | ° 1,20 (1,15;1,25) (1,13;1,26)
1{1,00 1,00 (0,92;1,07) (0,92;1,07) 1,20 (1,14;1,26) (1,13;1,26)
1,50 | 1,50 (1,40;1,59) (1,40;1,59) 1,20 (1,15;1,26) (1,14;1,26)

Na Tabela 12 sdo apresentados os resultados das medidas de eficiéncia calculadas para

EOM

os estimadores dos pardmetros i e p. Observando os resultados da razdo =5 e do vicio (A),

VAR

notamos respectivamente, uma coluna com 1’s e outra coluna com valores préximos de zero,

indicando que os estimadores [l e p sdo assintoticamente ndo viciados.



5.4. Trabalhando com Dados Artificiais 67

Tabela 12 — Resultados do desempenho dos estimadores [i e p para distribui¢ao k-MB.

Q p

N IR i)
0,50 | 1,00 1,0x 107" 1,05 1,5x107!
0200 1,00 1,0x107! 1,00 3,0x 1072
500 | 1,00 1,1x107! 1,00 3,0x 1072
0,50 | 1,00 6,0x 1077 1,00 3,0x 1072
21200| 1,00 9,0x1072]0,70 | 1,00 4,0x1072
500 | 1,00 1,1x107! 1,00 3,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x1072 1,00 3,0x 1072
200 | 5{2,00| 1,00 9,0x1072 1,00 3,0x 1072
500 | 1,00 1,1x107! 1,01 4,0x1072
0,50 | 1,02 5,0x107? 1,00 9,0x 10772
01,00 1,00 6,0x1072 1,00 5,0x 1072
1,50 | 1,00 5,0x 1072 120 | 101 2,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x107 %] 1,00 3,0x 1072
1{1,00| 1,00 5,0x1072 1,00 4,0x 1072
1,50 | 1,00 6,0x 1072 1,02 3,0x 1072
0,50 | 1,05 6,0x 1072 1,03 7,0x 1072
0200/ 1,00 6,0x102 1,00 2,0x 1072
5,00 | 1,00 2,0x 1072 1,00 2,0x 1072
0,50 | 1,00 4,0x1072 1,00 2,0x 1072
212,00 1,00 50x1072]0,70| 1,00 3,0x1072
500 [ 1,00 7,0x1072 1,00 2,0x1072
0,50 | 1,00 3,0x107? 1,00 2,0x 10772
500 [ 5(200| 1,01 6,0x1072 1,00 2,0x1072
5,00 | 1,00 7,0x 1072 1,00 2,0x 1072
0,50 | 1,00 3,0x 1072 1,00 3,0x 1072
011,00 1,00 4,0x 1072 1,00 3,0x 1072
1,50 | 1,00 3,0x 1072 120 | 1:00 1,0 x 1072
0,50 | 1,00 2,0x1072 | 1,00 2,0x 10772
11,00 1,01 3,0x1072 1,00 3,0x 1072
1,50 | 1,00 4,0x 1072 1,00 2,0x1072

5.4 Trabalhando com Dados Artificiais

Nesta secdo temos o interesse em verificar se os critérios de selecdo de modelos AIC e

BIC sao capazes de selecionar adequadamente modelos cujos dados tenham distribuicao k-MPS.

Inicialmente foram gerados amostras de dados artificiais das distribui¢oes k-MP, k-MG
e k-MB todas de tamanho n = 200. Consideramos ainda, diferentes pontos de modificacao
k=0, 1e2 além de diferentes valores para o parametro it = 0,5 e 2. No caso do parametro de
modificacdo p, este foi fixado em 0,7.

O ajuste da distribuicdo aos dados foi feito da seguinte forma: para cada conjunto de
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dados artificiais com modificagdo em um ponto k realizamos o ajuste considerando o proprio
ponto de modificacdo k além de outros dois pontos diferentes. Os resultados destes ajustes para

essas distribui¢des sdo apresentados nas Tabelas 13 - 15.

Tabela 13 — Teste sobre a selecao de modelos para a distribui¢do k-MP.

k-MPS [ k| p | ktest| @ | ICu(95%) | p | IC,(95%) | AIC BIC
0 |0,53](0,30,0,77) | 0,75 | (0,59, 0,90) | 336,19 | 342,79

05| 1 |044](033,0,54) | 1,07 | (0,98,1,15) | 336,35 | 342,94

0 2 038 (0,28,049) | 0,99 | (0,95, 1,02) | 337,75 | 344,34

0 | 1,90 (1,62,2,19) | 0,69 | (0,61,0,77) | 619,24 | 625,84

2 | 1 | 125|,11,1,39) | 1,26 | (1,18,1,35) | 632,21 | 638,80

2 1,36 (1,20, 1,53) | 1,07 | (1,00, 1,14) | 655,67 | 662,27

0 |0,13 ] (0,04,021) 530 | (4,73,5,87) | 329,59 | 336,18

05| 1 |040|(026,0,55)|0,56 | (0,47,0,65) | 328,54 | 335,14

e | 1 2 1083](0,69,097) | 1,14 | (1,11, 1,17) | 36546 | 372,06
0 | 1,32 (1,12,1,52) | 124 [ (1,19, 1,30) | 586,10 | 592,70

2 | 1 | 1,97 (1,70,2,23) | 0,66 | (0,57,0,76) | 569,61 | 576,20

2 | 1,68 | (1,51,1,85) | 1,12 | (1,05, 1,19) | 602,82 | 609,42

0 | 1,19 (0,96,1,42) | 0,87 | (0,77,0,97) | 52221 | 528,81

05| 1 |1,03](090,1,15) | 1,28 | (1,20,1,37) | 495,34 | 501,94

5 2 1052 (037,0,68) | 0,65 | (0,58,0,73) | 450,11 | 456,71

0 | 1,94 (1,71,2,17) | 1,02 | (0,96, 1,07) | 650,56 | 657,16

2 | 1 [ 1,80 (1,62,1,99) | 1,21 | (1,14, 1,28) | 630,17 | 636,77

2 1,96 | (1,72,2,19) | 0,67 | (0,58,0,77) | 599,46 | 606,05

Tabela 14 — Teste Sobre a Selecdo de Modelos para a distribui¢do k-MG

kMPS [ k[ u [ktest| @ | IC4(95%) | p | IC,(95%) | AIC BIC
0 |058](0.31,0,86) | 0,65 | (0,49,0,81) | 324,46 | 331,06

05| 1 [044](033,0,55) | 1,10 | (1,04,1,16) | 321,01 | 327,61

0 2 1030 (0,20,041) | 0,95 | (0,91,099) | 324,21 | 330,81

0 |202](1,52,252) 071 (0,61,0,81) | 645,19 | 651,78

2 | 1 | 1,38 (1,14,1,62) | 1,14 | (1,08,1,21) | 649,13 | 655,72

2 | 1,45 (1,19,1,71) | 1,03 | (0,98, 1,08) | 662,16 | 668,75

0 |024](0,14,034) | 2,93 | (2,57,328) | 415,16 | 421,76

05| 1 ]055](039,0,71) | 0,67 | (0,58,0,76) | 406,91 | 413,51

G |1 2 10,79 | (0,62,0,96) | 1,08 | (1,05,1,11) | 453,36 | 459,95
0 | 1,56 | (1,25,1,88) | 1,26 | (1,17, 1,36) | 747,98 | 754,57

2 | 1 |226](1,82,2,70) | 0,77 | (0,69,0,86) | 733,78 | 740,37

2 1197 (1,64,231) | 1,00 | (0,95,1,06) | 763,73 | 770,32

0 |0,73](0,52,094) | 1,32 | (1,15, 1,48) | 540,30 | 546,89

05 1 096/ (0,78,1,15) | 1,09 | (1,01, 1,16) | 542,46 | 549,06

5 2 | 049 |(0,33,0,66) | 0,69 | (0,62,0,76) | 454,93 | 461,52

0 | 1,59 | (1,27,1,91) | 1,23 | (1,13, 1,33) | 748,31 | 754,91

2 | 1 | 1,9 |(1,58,2.22) | 1,06 | (0,99, 1,13) | 758,02 | 764,61

2 1,94 (1,55,2.33) | 0,72 | (0,64,0,80) | 693,49 | 700,09
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Tabela 15 — Teste Sobre a Selecdo de Modelos para a distribuicdo k-MB

k-MPS [ k| i | ktest| @ | ICu(95%) | p | IC,(95%) | AIC BIC
0 |045](0,22,0,68) | 0,80 | (0,63,0,97) | 313,48 | 320,07

05| 1 ]039](029,0,50) | 1,05 (0,97,1,13) | 313,32 | 319,92

0 2 1 033](0,23,043) | 0,98 | (0,95, 1,01) | 31335 | 319,95

0 | 1,95 (1,70,2.21) | 0,69 | (0,61, 0,76) | 602,88 | 609,48

20 1 126 (1,13,1,38) | 1,34 | (1,26, 1,43) | 608,81 | 615,41

2 | 1,37 | (1,21,1,52) | 1,03 | (0,95, 1,11) | 651,78 | 658,38

0 | 0,24 |(0,11,0,36) | 2,70 | (2,38, 3,02) | 362,42 | 369,01

05| 1 |048](034,0,61) 068 | (0,58,0,78) | 359,12 | 365,71

ME | 1 2 1080 (0,67,094) | 1,13 | (1,10, 1,16) | 369,66 | 376,26
0 | 1,48 (1,29,1,68) | 1,13 | (1,07, 1,18) | 599,82 | 606,42

2 | 1 | 1,88 (1,66,2,10) | 0,76 | (0,66, 0,86) | 589,04 | 595,64

2 | 1,69 (1,53,1,86) | 1,08 | (1,00, 1,16) | 606,09 | 612,69

0 | 1,18 ] (0,96, 1,41) | 0,82 | (0,73,0,92) | 505,37 | 511,96

05| 1 098] (086,1,10)| 1,27 | (1,18, 1,37) | 485,61 | 492,20

5 2 053] (0,38,0,68) | 0,70 | (0,62,0,77) | 454,11 | 460,70

0 | 1,91 | (1,70, 2,11) | 1,02 | (0,97, 1,07) | 613,13 | 619,72

2| 1 | 1,82 (1,64,1,99 | 1,15 | (1,07, 1,23) | 604,27 | 610,87

2 | 1,92 | (1,72,2,12) | 0,76 | (0,66, 0,86) | 588,53 | 595,12

Nas Tabelas 13, 14 e 15 verificamos que os menores valores obtidos pelos critérios
AIC e BIC sao aqueles nos quais os pontos de modificagcdo considerados no ajuste (4° coluna)
coincidem com os pontos de modifica¢do dos quais os dados artificiais foram gerados (2° coluna),
com excecao das distribui¢cdes k-MG e k-MB no ponto de modificacdo kK = 0 com parametro

uw =0.5¢e k.test =0 em que os valores de AIC e BIC ficaram levemente maiores que os demais.

Observamos também que para os pontos de modificagdo considerados no ajuste (4°
coluna) que sao diferentes dos pontos de modificacdo dos dados artificiais (2° coluna), em todos
0s casos o valor estimado para o parametro de modifica¢do p por p estdo diferentes, além de seus
respectivos intervalos de confianga ndo compreendem o verdadeiro valor do parametro. Desses

fatos, podemos concluir que.

1- Os critérios de selecdo de modelos AIC e BIC sdo capazes de selecionar adequadamente

modelos cujos dados possuem distribuicao k-MPS.

ii - Uma vez que ndo se tem o conhecimento prévio de qual é o ponto de modificacdo em
uma amostra com distribuicido k-MPS, é possivel realizar ajustes considerando diferentes

pontos de modificagao.
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CAPITULO

APLICACOES COM DADOS REAIS

Neste capitulo realizamos andlises de seis conjunto de dados reais, dos quais seus resul-
tados foram apresentados nas Tabelas 16 - 32 com as estimativas de maxima verossimilhanca
para os parametros [ € p bem como os seus respectivos intervalos com 95% de confianca, o

nimero esperado de observacdes, denotado por 71, , identificando as quantidades das observacdes

(k)?
k estruturais provenientes da distribui¢do PS associada, junto com a quantidade de observa-

coes k modificadas (k-M) e os resultados obtidos pelos critérios de selecdo de modelos AIC e BIC.

Além disso, serdo apresentadas Tabelas referentes ao teste de aderéncia Kolmogorov-

Smirnov, no qual utilizamos com um nivel de significincia @ = 5% sob as hipdteses:

Hp : Os dados sdo provenientes da distribuigdao k-MPS

H; : Os dados ndo sdo provenientes da distribuicdo k-MPS '

sendo que, se a estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov D,, for maior do que o valor critico
tabelado para uma amostra de tamanho n e o nivel de significancia pré-estabelecido, rejeitamos a

hipétese Hp.

6.1 Notificacoes de Leptospirose no Estado da Bahia

A contamina¢do humana por leptospirose ocorre através do contato com dgua contami-
nada com urina, principalmente, de ratos. Regides que sofrem com a falta de saneamento basico
e com restri¢cdes de acesso a servicos como saide e educacdo, sdo regides em que a populacao

possui maior risco de contaminagao.

Neste sentido, consideramos um conjunto de dados de notificacdes de leptospirose das
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cidades do Estado da Bahia (Brasil), em 2004 (SEL,2004). A Tabela 16! apresenta a distribui¢ao
de frequéncia das notificagdes de leptospirose das 415 cidades do Estado da Bahia consideradas

no estudo.

Tabela 16 — Distribui¢o de frequéncia de notificacdes de leptospirose das cidades do Estado da Bahia em
2004.

y,-‘O 1 2
7

6 11 12 14 16 111
fi | 365 29 1

2 1 1 1 1

Na Figura 9% (A) vemos o mapa do Estado da Bahia, no qual sdo identificadas 50 cidades
que apresentaram notificacdes de leptospirose em 2004. Observamos a grande frequéncia de
zeros no conjunto de dados corresponde a auséncia de notificagdo da doenca em questdo, o
que nao implica na auséncia da doenca. Como pretendemos mensurar a probabilidade de nao-
notificacido da doenca, definimos um grupo de cidades que estdo em risco de notificacdo da
doenca dentre todas as cidades consideradas no estudo, de modo que, esse grupo é composto por
cidades que registraram notificagdes da doenca em 2004 e/ou no ano de 2003 e, que possuam
indice de desenvolvimento humano (IDH) inferior a 0,66.

(A) (B)
¢ 4 <

i L.;‘e, ' ; -.4',!}

r

-
- - P~
g
Il Cidades com notificacbes de
leptospirose em 2004

Il Cidades com notificacdes de
leptospirose em 2004
(IDH < 0.66)
Cidades com notificacbes de ‘
leptospirose em 2003, mas sem
notificacao em 2004 (IDH = 0.66).

q( i“{lﬂ

Figura 9 — Mapa do Estado da Bahia. (A) Cidades que apresentarém notificacdes em 2004. (B) Cidades
do grupo de risco em 2004.

Como consequéncia, é possivel mensurar a probabilidade de uma cidade em risco de
notificar ou ndo a doenga. Desta forma, obtemos uma sub-amostra de notificacdes de leptospirose
ocorridas em cidades de risco com baixo IDH em 2004, no qual os zeros estdo relacionadas
apenas as cidades que tiveram casos no ano de 2003, mas ndo apresentaram casos no ano seguinte.

Na Figura 103, é apresentado o diagrama ilustrando a obtengio da sub-amostra.

Cojunto de dados da Tabela 16 foi obtido da tese de doutorado de Conceicao (2013)
A Figura 9 foi obtido da tese de doutorado em Concei¢ado (2013).

3 A Figura 10 foi obtida da tese de doutorado em Conceicdo (2013).
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Cidades em 2003 Cidades em 2004
(IDH < 0.66) (IDH < 0.66)

+ Com notificactes de leptospirose

0 Sem notificacao de leptospirose

Cidades em risco
(IDH < 0.66)

Figura 10 — Diagrama da obten¢@o da sub-amostra.

Na sub-amostra, temos 13 cidades que apresentaram notificagcdes em 2003, 30 cidades
em 2004 e apenas 4 cidades em ambos os anos, resultando em um conjunto de dados com
notificacdes de 39 cidades. Na Tabela 174 temos a distribuicdo de frequéncia dos dados da

sub-amostra. Na Figura 9 (B), s@o identificadas as cidades do grupo de risco com IDH<0,66.

Tabela 17 — Distribuicdo de frequéncia de notificacdes de leptospirose das cidades em risco do Estado da
Bahia em 2004.

yi|0 1 2 3
fil9 25 4 1

Na andlise descritiva dos dados completos detectamos uma possivel observagao discre-
pante: a observacao 415, correspondente a 111 notificacdo de leptospirose na cidade de Salvador,
capital do Estado da Bahia. Consideramos a distribui¢do 0-MP para o ajuste aos dados, com e
sem a observacdo 415. Na Tabela 18 sdo apresentados as estimativas de mdxima verossimilhanca
para os parametros U € p, a frequéncia esperada das observagdes resultante do processo de
k-modificadas (k-M), a frequéncia esperada das observacdes estruturais oriundas da distribuicdo

Poisson tradicional (P), além dos resultados dos critérios de selecdo de modelos AIC e BIC.

Tabela 18 — Resultados das estimativas dos parametros da distribuicao 0-MP.

N . A(k=0)
Dados 1} p M P AIC BIC
4,98 0,12
Completos 4.36:5.61) | (0.09:0.15) 362 3 1117,98 | 1126,03
2,66 0,13
Sem a obs. 415 (2.16 : 3.15) | (0.09 : 0.16) 336 29 | 571,92 579,97

Na Tabela 18, notamos que a retirada da observagao 415 do conjunto de dados impactou
bastante a estimativa do parametro (. No entanto, essa observagdo retirada pouco afetou na

estimativa do parametro p, de modo que, em ambos os casos, o conjunto de dados configura-se

4 Os dados da Tabela 17 foram obtidos da tese de doutorado em Conceicdo (2013).
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como uma distribui¢do 0-IP. Embora a retirada da observagao 415 nio alterou a classificacio da
distribuicdo quanto a sua modificagdo, os resultados dos critérios de selecao de modelos AIC e
BIC, apontam que o ajuste sem a observacao 415 € o mais adequado, uma vez que seus valores

sdo menores em relagcdo ao ajuste com os dados completos.

Observamos que a estimativa para o parametro p foi p = 0, 12, evidenciando que a amos-
tra € inflacionada de zero. Segundo a distribuicao ajustada O-IP, o valor da frequéncia estimada
de zero € de 365 observagdes, isso implica que a quantidade de zero estrutural proveniente da

distribui¢do Poisson tradicional com média I = 4,98, é dado por:

A=) (P) =n-7,(0,f1) = 415-¢ B 3.

Desta forma, podemos concluir que o processo de zero-modificacdo (0-M) contribuiu
com a adicdo de 362 observagdes no processo original de contagem, ocasionando inflacao de
observacdes zero no conjunto de dados. Equivalentemente podemos interpretar os resultados
para a andlise do conjunto de dados sem a observacdo 415. Na Figura 11 temos a comparacao
grafica das frequéncias observadas e esperadas para as observacdes da amostra com e sem a

observacdo 415.

k-MP (0;4.98,0.12) k-MP (0 ; 2.66 , 0.13)

. Freq Observada i Freq Observada
—eo— k-MP —e— k-MP

300
1
300
1

frequéncia
200
1
frequéncia
200
|

0 50 100
0 50 100

i Ewem e -

J B - = -

Sem a obs. 415 Sem a obs. 415

Figura 11 — Comparacéo entre a frequéncia observada e a esperada segundo a distribui¢cdo O-IP con-
siderando o conjunto de dados das notificacdes de leptospirose com e sem a observagdo
415.

Na Tabela 19 sdo apresentados os resultados do teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov
considerando o ajuste da distribui¢do 0-IP ao conjunto de dados de notificacdes de leptospirose

com e sem a observacao 415.

Tabela 19 — Teste de aderéncia Komolgorov Smirnov do ajuste da distribui¢do 0-IP aos dados de notifica-
¢oes de leptospirose com e sem a observagdo 415.

Distribuigdo Dados o p D,
0-IP Completos 498 | 0,12 | 0.06
i Sem a obs. 415 | 2,66 | 0,13 | 0.04
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Da Tabela 19 observamos que os valores obtidos pela estatistica D,, para a distribui¢do
0-IP considerando o conjunto de dados de notificagdes de leptospirose com e sem a observacao
415 sao menores do que 0,07 que é aproximadamente o valor critico tabelado para uma amostra
de tamanho n > 50 e nivel de significincia & = 5%. Portanto, nos dois casos ndo rejeitamos a

hipétese de que os conjuntos de dados sdo provenientes das distribuicdes O-1P.

Para a sub-amostra de notificacdes de leptospirose das cidades em risco e com baixo
desenvolvimento as distribui¢cdes 0-MP e 1-MP foram ajustadas. Na Tabela 20 sdo apresentadas
as estimativas de mdxima verossimilhanga para os parametros U e p, a frequéncia esperada
das observagdes resultante do processo de k-modificacdo (k-M), a frequéncia esperada das
observagdes estruturais oriundas da distribui¢ao Poisson tradicional, bem como os resultados

dos critérios de selecdo de modelos AIC e BIC.

Tabela 20 — Resultados do ajuste da distribui¢des k-MP para a sub-amostra.

R R Aix

k i p i | AIC | BIC
0,38 245

0 | 0.08:0.67) | (2.03:287 | 18 27| 7864 | 81,96
0,86 0,56

U | 0473125 | 033.080) | 1114|7878 | 8211

Para o ponto de modificacdo k = 0, a estimativa para o parametro p foi p = 2,45,
evidenciando que a sub-amostra é deflacionada de zero. Segundo a distribui¢do ajustada 0-DP, o
valor da frequéncia estimada de zero € de 9 observagdes, isso implica que a quantidade de zero

estrutural proveniente da distribui¢do Poisson tradicional com média i = 0,86, é dado por:

Desta forma, podemos concluir que o processo de zero-modificagdo (0-M) contribuiu
com a retirada de 18 observacgdes no processo de contagem original, ocasionando deflacdo de

observacdes zero no conjunto de dados.

Para o ponto de modificacdo k = 1 a estimativa para o parametro p foi p = 0,56, eviden-
ciando que a sub-amostra € inflacionada de 1 (um). Segundo a distribui¢do ajustada 1-IP, o valor
da frequéncia estimada de 1 (um) é de 25 observagdes, isso implica que a quantidade de 1 (um)

estrutural proveniente da distribui¢ao Poisson tradicional com média i = 0,86, é dado por:
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Desta forma, podemos concluir que o processo de 1-modificacdo (1-M) contribuiu com a
adicdo de 11 observagdes no processo de contagem original, ocasionando inflagdo de observacgoes

1 (um) no conjunto de dados.

Ainda na Tabela 20 podemos observar que os resultados dos critérios de selecao de
modelos AIC e BIC, indicam que ndo hd diferencas significativas entre os distribuicdes 0-DP e
1-IP no ajuste ao conjunto de dados da sub-amostra. Na Figura 12 é apresentada a comparagao
grafica entre a frequéncia esperada segundo a distribui¢ao de Poisson, a frequéncia observada
dos dados e a frequéncia esperada segundo a distribui¢ido k-MP nos pontos de modificacio k =0
ek=1.

k—MP (0O ; 0.38, 2.45) k—MP (1 ; 0.86, 0.56)
o o
o~
P (0.92) P (0.92)
—e—  Freq Obs - —e— Freq Obs
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Figura 12 — Comparagao gréfica entre a frequéncia esperada segundo a distribui¢do de Poisson, frequéncia
das observacoes e a frequéncia esperada segundo a distribui¢do k-MP ajustada aos dados da
sub-amostra considerandos os pontos de modificagdo k =0e k = 1.

Na Tabela 21 s@o apresentados os resultados do teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov

considerando o ajuste da distribui¢do k-MP ao conjunto de dados da sub-amostra.

Tabela 21 — Teste de aderéncia Komolgorov Smirnov para a distribuicdo k-MP, considerando pontos de
modificagdo k=0e k= 1.

Distribui¢do | k | [ p D,
0,38 | 2,45 [ 0,026
k-MP 110,86 0,56 | 0,023

Da Tabela 21 observamos que os valores obtidos pela estatistica D,, para a distribui¢ao
k-MP considerando os pontos de modificacdo k = 0 e k = 1, sdo menores do que 0,22 que
€ aproximadamente o valor critico tabelado para uma amostra de tamanho n = 39 e nivel de
significancia o = 5%. Portanto, ndo rejeitamos a hipétese de que o conjunto de dados seja

proveniente da distribuicao 0-DP ou da distribuicao 1-IP.
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6.2 Nuamero de Gols em Partidas de Futebol

Esta aplicag@o consiste em analisar o experimento que reuniu o nimero de gols marcados
pelo Barcelona em todos os confrontos com o Real Madrid desde o ano de 1955 até 2015. Neste
periodo, foram realizadas 131 partidas, totalizando 68 vitdrias para Barcelona, 62 vitérias do
Real Madrid e apenas 1 empate. A Tabela 22 apresenta a distribui¢do de frequéncia do nimero

de gols marcados pelo Barcelona em todos os confrontos.

Tabela 22 — Niimero de gols marcados pelo Barcelona em todos os confrontos com o Real Madrid no
periodo de 1955 a 2015.

yil0 1 2 3 4 5 6]Total
fi]27 39 34 21 5 3 2] 131

A distribui¢ao k-MP com modificacdes nas observagdes k = 0, k = 1 e k = 2 foi conside-
rada para analisar este conjunto de dados. Na Tabela 23 sao apresentados os resultados destas
andlises, como as estimativas de médxima verossimilhanca para os parametros u e p, a frequéncia
esperada das observagdes resultante do processo de k-modificadas (k-M), a frequéncia esperada
das observagdes estruturais oriundas da distribui¢ao Poisson tradicional, bem como os resultados

dos critérios de selecao de modelos AIC e BIC.

Tabela 23 — Resultados das andlises para os dados do Nimero de Gols de Partidas de Futebol considerando
a distribuicdo k-MP nos pontos de modificacdo k =0, k=1, k =2.

7y

k fr p o p 1 AlC BIC

0 (1,41’;7(1),99) (0,88’;91,06) 3 24 | 42785 | 433,60
! (1,4(1)’;6?,86) (0’9;’??15) 3 42 | 427,94 | 433,69
’ (1,4;’;6?,8% (0,9(1{?(1),10) 0 3442817 | 433,92

Para o ponto de modificacdo k = 0 a estimativa para o parametro p foi p = 0,97, eviden-
ciando ndo hd modificacdo das observacdes zero na amostra. Segundo a distribui¢do ajustada
0-MP, o valor da frequéncia estimada de zero € de 27 observagdes, isso implica que a quantidade
de zero estrutural proveniente da distribuicdo Poisson tradicional com média it = 1,70, é dado

por:

(0,0) =131-¢ 170~ 24,

Desta forma, concluimos que ndo ha evidéncia do processo de zero-modificagdo (0-M) no
processo original de contagem para neste conjunto de dados. Para o ponto de modificagdo k = 1

a estimativa para o parametro p foi p = 1,03, evidenciando nao ha modificacio das observacdes
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1 (um) na amostra. Segundo a distribui¢ao ajustada 1-MP, o valor da frequéncia estimada de 1
(um) € de 39 observagdes, isso implica que a quantidade de 1 (um) estrutural proveniente da

distribui¢do Poisson tradicional com média fi = 1,63, é dado por:

y(P)=n-m,(1,0) =131-¢7"%.1,63 ~ 42.

Desta forma, concluimos que nao hé evidéncia do processo de 1-modificacdo (1-M)
no processo original de contagem para neste conjunto de dados. Uma vez que os resultados
das andlises para o ponto k = 2 ficaram bastante semelhantes aos dos pontos k =0ek =1, a
interpretacdo dos resultados deve ser a mesma. Ou seja, como a estimativa para o parametro de
modificacdo p foi p = 1, podemos considerar que para as observagdes 2 (dois), ndo ha evidéncia

de modificacdo na probabilidade de sua ocorréncia.

Ainda na Tabela 23, notamos que todas as distribui¢es ajustadas evidenciaram que os
dados podem ser representados pela distribuicao de Poisson tradicional, uma vez que os valores
estimados de p ficaram proximos de 1 (um), além de seus respectivos intervalos com 95% de
confiang¢a incluirem o valor 1 (um). Os resultados obtidos pelos critérios de selecdo de modelos

AIC e BIC nao apresentaram diferencas significativas.

Na Figura 13 sdo apresentados trés graficos do comparativo das frequéncias esperadas

das distribui¢des ajustadas Poisson tradicional, k-MP e da frequéncia observada dos dados.
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Figura 13 — Grafico comparativo entre as frequéncias das distribuicdes Poisson e k-MP, considerando os
pontos de modificacio k=0, k=1e k=2.

Na Tabela 24 sdo apresentados os resultados do teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov,

considerando o ajuste da distribui¢des k-MP ao conjunto de dados do nimeros de gols.
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Tabela 24 — Teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov para a distribuicdo k-MP, considerando pontos de
modificagio k=0, k=1ek =2.

Distribui¢ao | k | [ p D,
Poisson - | 1,66 - 0,024
011,70 | 0,97 | 0,024
k-MP 11,63 1,030,024
211,65 1,00 | 0,024

Da Tabela 24 observamos que os valores obtidos pela estatistica D,, para a distribui¢do
de Poisson e k-MP considerando os pontos de modificagdo k =0, k = 1 e k = 2, sdo menores do
que 0,119 que € aproximadamente o valor critico tabelado para uma amostra de tamanho n > 50

e nivel de significancia & = 5%. Portanto, ndo rejeitamos a hipétese Hy.

Observacao: Ressaltamos através desta andlise a grande flexibilidade da familia de distribui¢do
k-MP, pois como vimos, a distribui¢cao k-MP ajustada com diferentes pontos de modificacao
(k=0,1,2), apontaram para a distribui¢do mais simples, a distribui¢ao Poisson tradicional, que

€ um caso particular da distribuicdo k-MP (p ~ 1 para todos os casos).

6.3 Variacao Global da Temperatura

A Figura 14 refere-se ao estudo realizado em 1978 pelos pesquisadores (ANGELL;
KORSHOVER, 1978) no qual publicaram um trabalho sobre suas andlises referente a variacao

da temperatura (em graus Celsius, C°) média global entre os anos de (1958 a 2008).

Varagio da Temperra e Gt )

1960 1970 1980 1990 2000 2010

Figura 14 — Gréfico da Variagdo Global de Temperatura.

Realizamos um experimento com o objetivo de verificar se em determinado ano ocorreu
uma variacao positiva, a qual denominamos por sucesso, referindo-se ao aumento relativo da
temperatura média anual, ou uma varia¢do negativa, a qual denominamos por fracasso referindo-

se a diminuicao relativa da temperatura média anual. Denotamos por 0 a probabilidade de
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sucesso no processo de Bernoulli (6 = ~——, com 6 € (0,1)), de modo que para valores de 6

(1-p)
proximos de um, maiores serdo as chances de ocorrer variagdes positivas da temperatura em
determinados anos, ja quando os valores de 6 estiverem mais proximos de zero, menores sao

essas chances.

Do processo de Bernoulli definimos a varidvel aleatéria Y que representa o nimero
de anos consecutivos que houve variacdo negativa de temperatura média anual (fracasso) até
a ocorréncia de uma variacdo positiva (sucesso), possibilitando a suposi¢do de um processo
geométrico. Na Tabela 25 € apresentado a distribuicdo de frequéncia dos dados obtidos deste
experimento, na qual observamos indicios de inflacdo da observagao zero.

Tabela 25 — Distribuicao de frequéncia do nimero de anos consecutivos com variacao negativa da tem-

peratura média anual até a ocorréncia de uma variacdo positiva no periodo entre 1958 e
2008.

yi‘Ol
fi]34°3

3 5| Total
1 1] 39

Ajustamos a distribui¢do 0-MG a este conjunto de dados. Na Tabela 26 sdo apresentados
as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros U e p, a frequéncia esperada
das observacoes resultante do processo de k-modificadas (k-M), a frequéncia esperada das
observacdes estruturais oriundas da distribuicio Geométrica tradicional, bem como os resultados

dos critérios de selecao de modelos AIC e BIC.

Tabela 26 — Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros.

i 5 At=0)
k H p S AIC | BIC
1,20 0,24
0 (0,00 ;2,62) | (0,04 ;0,43) 16 18 | 49,03 | 52,36

Temos que a estimativa para o parametro p foi p = 0,24, evidenciando que a amostra
¢ inflacionada de zero. Segundo a distribuicio ajustada 0-IG, o valor da frequéncia estimada
de zero € de 34 observagdes, isso implica que a quantidade de zero estrutural proveniente da

distribui¢do Geométrica tradicional com média I = 1,20, é dado por:

(1,20)° 18
(1+1,20)0 ©

ﬁ(k:o) (G) =n-7; (Oaua) =39

Desta forma, podemos concluir que o processo de zero-modificagdo (0-M) contribuiu
com a adicao de 16 observacdes no processo de original contagem, ocasionando inflagdo de

observacdes zero no conjunto de dados.

Na Figura 15 € apresentado o comparativo das frequéncias esperadas das distribuicdes

ajustadas Geométrica tradicional e distribuicdao 0-IG com a frequéncia observada dos dados.
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Observamos que hd maior proximidade entre a frequéncia observada com frequéncia esperada

da distribuicao 0-1G ajustada.

k—MG (O ; 1.2, 0.24)

= G (0.28)
- Freq Observada
] - - k—MG

frequéneia
0 5105225

| [ e — e

(o] a 2 3 a4 5

amostra

Figura 15 — Grafico comparativo entre as frequéncias da distribuicio Geométrica, observadas e a distribui-
cao 0-IG.

Na Tabela 27 é apresentado o resultado do teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov,
considerando o ajuste da distribui¢cdo k-MG ao conjunto de dados sobre a variacdo global da

temperatura.

Tabela 27 — Teste de aderéncia Komolgorov Smirnov para a suposi¢do da distribuicao 0-1G.

Distribui¢ao | k | fi p D,
k-MG 01,20 | 0,24 | 0,051

Da Tabela 27 observamos que o valor obtido pela estatistica D,, para a distribui¢cdo 0-1G,
¢ menor do que 0,22, que é aproximadamente o valor critico tabelado para uma amostra de
tamanho n = 39 e nivel de significancia @ = 5%. Portanto, ndo rejeitamos a hipétese de que os

dados sejam provenientes da distribui¢do 0-IG.

6.4 Significado de Palavras Técnicas de Estatistica

Esta aplicag@o analisa o um conjunto de dados referente a um experimento no qual foram
selecionados 59 alunos de Graduacdo em Estatistica de uma universidade, com pelo menos 1
ano de curso. A fim de verificar seus conhecimentos sobre inglés técnico relacionados a termos
estatisticos, foi-lhes entdo solicitado o significado das seguintes palavras em inglés “Average” e

“Standard Deviation”.

Considerando que o nimero de acerto de cada palavra por um aluno consiste em um
ensaio de Bernoulli em que a probabilidade de sucesso é dada por 0 tal que 6 € (0, 1), definimos
Y como sendo uma varidvel aleatéria de interesse que representa o nimero total de acertos
obtidos por um aluno. A distribuicdo de frequéncia do nimero de acerto pelos 59 alunos é

apresentada na Tabela 28.
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Tabela 28 — Distribuicdo de frequéncia do niimero de acertos por aluno nas traducdes das palavras.

yi|]| 0 1 2| Total
fil]18 15 26| 59

Consideramos o ajuste da distribui¢cdo k-MB aos dados nos pontos de modificacdo
k=0,k=1,k=2em="2. Na Tabela 29 sdao apresentados os resultados deste ajuste, como
as estimativas de mdxima verossimilhanga para os parametros Ul e p, a frequéncia esperada
das observagdes resultante do processo de k-modificadas (k-M), a frequéncia esperada das
observacoes estruturais oriundas da distribuicdo Binomial tradicional, bem como os resultados

dos critérios de selecao de modelos AIC e BIC.

Tabela 29 — Resultados da andlise para a distribui¢do k-MB.

~

k f p k_Mnk g1 AIC BIC

’ (1,3;;5?,77) (0,6(1)’;73,86) 15 3 | 13043 | 134,59
! (0,9411’;0?,24) a ,2é’??’70) -14 29 | 13043 | 134,59
? (0’38,;53,87) (0,4(7)’;6(1),75) 21 5 | 13043 | 134,59

Considerando k = 0, temos que a estimativa para o parametro p foi p = 0,73, evidenci-
ando a possibilidade do ajuste pela distribui¢do 0-1B. Da suposicdo de que as observagdes sao
oriundas da distribui¢do 0-IB, o valor da frequéncia estimada de zero € de 18 observagdes, isso
implica que a quantidade de zero estrutural proveniente da distribuicdo Binomial tradicional com

média I = 1,55, é dado por:

(2—1,55)>0~3.

. 2\ 1,55°
(k=0) (B) = n'TCB(Onu) =59 (O) 2

Desta forma, podemos concluir que o processo de O-modificacao (0-M) contribuiu com a
adicdo de 15 observacdes no processo de contagem original, ocasionando inflacdo de observacdes

zero no conjunto de dados.

Ainda na Tabela 29, observamos que a estimativa para o parametro p considerando o
ponto de modificacdo k = 1 foi p = 1,48, indicando que os dados podem ser representados pela
distribuicdo 1-DB. Admitindo que as observagdes sdo oriundas da distribui¢do 1-DB, o valor
da frequéncia estimada de 1 (um) € de 15 observacdes, isso implica que a quantidade de 1 (um)

estrutural oriundos da distribuicdo Binomial tradicional com [l = 1,09, é dada por:

(2—1,09)>"1 ~29.

2\ 1,09!
1) 22

e (B) = 7,1, =59
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Desta forma, podemos concluir que o processo de 1-modificagdo (1-M) contribuiu
com a retirada de 14 observagdes no processo de contagem original, ocasionando deflagdao de

observacdes 1 (um) no conjunto de dados.

Considerando ainda que a distribuicao 2-MB foi ajustada aos dados, observamos que a
estimativa para o parametro de modificacao p foi p = 0,61, evidenciando que os dados podem
ser representados pela distribui¢cdo 2-IB. Sob a suposicdo de que os dados sdo provenientes da
distribuicao 2-IB, o valor da frequéncia estimada de 2 (dois) é de 26 observagdes, isso implica
que a frequéncia esperada de dois estruturais oriundos da distribuicdo Binomial tradicional com

o =0,59, é dada por:

2) 0,592

_ ) — 2-2
(kZ)(B)—n-ﬂB(Z,u)—59-(2 5 (2-0,59)""~5.

Desta forma, podemos concluir que o processo de 2-modificacdo (2-M) contribuiu com a
adi¢cdo de 21 observagdes no processo de contagem original, ocasionando inflagdo de observacdes

2 (dois) no conjunto de dados.

Os resultados obtidos pelos critérios de selecao de modelos AIC e BIC indicam que ndo
ha diferencas significativas entre os modelos ajustados. Dessa forma, podemos considerar que os

trés modelos ajustados representam adequadamente a distribuicdo deste conjunto de dados.

Na Figura 16 sdo apresentadas trés graficos do comparativo das frequéncias esperadas
das distribui¢cdes Binomial tradicional e k-MB considerando os pontos de modificagdo k = 0,

k=1 e k =2 com a frequéncia das observacoes.

k-MB (0;1.55,0.73) k-MB (1;1.09,148) k-MB (2;0.59,0.61)

B(114) B(1.14) B(1.14)
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frequéncia
frequéncia
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Figura 16 — Gréifico comparativo das frequéncias esperadas das distribuicdes Binomial tradicional e k-MB
com a frequéncia das observagdes.

Na Tabela 30 sdo apresentados os resultados do teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov,
considerando o ajuste da distribuicdo k-MB para os pontos de modificacio k =0, k=1e k=2

ao conjunto de dados sobre o significado de palavras técnicas de estatistica.
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Tabela 30 — Teste Komolgorov-Smirnov de aderéncia para a distribui¢do k-MB para os pontos de modifi-
caciok=0,k=1ek=2.

Distribuicio [k | & | p | Da
0] 1,55]0,73

kMB | 1] 1,09 1,48 0,00
210,59 | 0,61

Da Tabela 30 observamos que o valor obtido pela estatistica D,, para a distribuicao k-MB
considerando os pontos de modificacdo k =0, k = 1 e k = 2, sdo menores do que 0,18 que
¢ aproximadamente o valor critico tabelado para uma amostra de tamanho n > 50 e nivel de
significancia @ = 5%. Portanto, ndo rejeitamos a hipdtese Hy de que os dados sejam provenientes
da distribuicao k-MB.

6.5 Estudo que Caracteriza o Estilo de um Autor.

Em estudos para caracterizar o estilo da escrita de autores, sdo amostradas n palavras
e entdo conta-se o numero de vezes em que determinadas palavras aparecem. Os dados deste
exemplo referem-se ao nimero de ocorréncias combinadas dos artigos "the", "a" e "an" em
amostras de 5 palavras de Macaulay no "Ensaio sobre Milton", retirada da edi¢ao Oxford de
Macaulay ensaios literarios de Bailey. Das palavras, foram retiradas amostras sem reposi¢do em
duas linhas escolhidas aleatoriamente de um texto impresso com 50 pédginas. Neste contexto,
definimos Y como sendo a varidvel aleatdria que representa o nimero de ocorréncia combinada

dos artigos em inglés "the", "a" e "an"a cada 5 palavras. Na Tabela 31 € apresentada a distribui¢do

de frequéncia dos dados deste experimento.

non_n

Tabela 31 — Distribuicdo de frequéncia da ocorréncia combinadas dos artigos "the", "a" e "an".

y,"O 1 2
fi]45 49 6

A distribui¢ao k-MB foi ajustada a este conjunto de dados considerando os pontos de
modificacdo k =0, k =1, k = 2 e o parAmetro m referente ao nimeros de ensaios de Bernoulli
igual a 5.

Na Tabela 32, sdo apresentados os resultados das estimativas de médxima verossimilhanca
dos parametros u e p da distribuicao k-MB, a frequéncia estimada das observacgdes referente
ao processo de modificacdo (k-M), a frequéncia estimada dos k-estruturais considerando a

distribui¢cao Binomial tradicional, além dos critérios de selecdo de modelos AIC e BIC.
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Tabela 32 — Estimativas para o conjunto de dados que Caracteriza o Estilo de um Autor.

k it p k_N?k 51 AIC | BIC

0 (0,02’38’46) (1’9421’;32’77) -32 77 | 180,21 | 18542
1 (0,38’;43’66) (0’6(1)’;7(5)’90) 17 32| 180,83 | 186,04
2 (0,53’7(1)’90) (1’0;’??13) 7 13| 186,30 | 191,51

Observamos que para o ajuste da distribuicdo 0-MB, a estimativa para o pardmetro de
modificacdo p foi p = 2,36, evidenciando que os dados podem ser representados pela distribuicdo
0-DB. Considerando a suposi¢ao de que os dados sdo provenientes da distribuicao 0-DB, o valor
da frequéncia estimada de zero € de 45 observacdes, isso implica que a quantidade de zeros

estruturais oriundos da distribui¢do Binomial tradicional com fi = 0,26, é dada por:

(5—-0,26)°"9~177.

0,26°
B):n.nB@,a):loo-(S) ,26

0) 5°

Desta forma, podemos concluir que o processo de zero modifica¢ao (0-M) contribuiu
com a retirada de 32 observacgdes do processo original de contagem, ocasionando deflacdo de

observacdes zero no conjunto de dados.

Considerando o ajuste da distribuicdo 1-MB aos dados, observamos na Tabela 32 que a
estimativa para o parametro p foi p = 0,75, evidenciando que os dados podem ser representados
pela distribui¢do 1-IB. Admitindo que os dados sdo provenientes da distribui¢dao 1-IB, o valor da
frequéncia estimada de 1 (um) € de 49 observagdes, isso implica que a frequéncia esperada de 1

(um) estrutural oriundos da distribui¢do Binomial tradicional com fi = 0,48, é dada por:

4 1
?) 0.9 (50,48 '~ 32

Ay, (B) =n-m,(1,ft) = 100- ( =

Desta forma, podemos concluir que o processo de 1-modificacdo (1-M) contribuiu com a
adi¢cdo de 17 observagdes do processo original de contagem, ocasionando inflagdo de observacdes

1 (um) no conjunto de dados.

Ainda da Tabela 32, considerando o ajuste da distribuicao 2-MB aos dados, observamos
que a estimativa para o parametro p foi p = 1,08, indicando que os dados podem ser represen-
tados pela distribuicao 2-DB. Admitindo que os dados sdo provenientes da distribui¢dao 2-DB,
o valor da frequéncia estimada de 2 (dois) € de 6 observacdes, isso implica que a frequéncia
esperada de 2 (dois) estrutural oriundos da distribui¢ao Binomial tradicional com 1 = 0,71, é

dada por:
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(5—-0,71)°" 2~ 13.

5) 0,712

(k=2) (B)=n- TEB(zha) = 100- (2 55

Dessa forma, podemos concluir que no processo de modificacdao das observacdes dois
(2-M) contribuiu com a retirada de 7 observagdes do processo original de contagem, ocasionando

deflacdo de observagdes 2 (dois) no conjunto de dados.

Analisando os critérios de selecao de modelos AIC e BIC, podemos observar que ndo ha
diferencas significativas entre os ajustes considerando os pontos de modificacio k =0e k=1,
porém os valores de AIC e BIC considerando o ponto de modifica¢do k = 2 ficaram maiores em
relacdo aos obtidos pelos pontos de modificacdo k = 0 e k = 1. Desta forma, concluimos que
para representar este conjunto de dados o uso da distribui¢do 0-DB ou da distribui¢ao 1-1B é

adequado.

Na Figura 17 sdo apresentados trés graficos do comparativo das frequéncias esperadas
obtidas pela distribuicdo Binomial tradicional e distribuicdo k-MB considerando os pontos de

modificacdo k =0, k = 1 e k = 2 com a frequéncia dos dados observados.

k-MB (0;0.26,2.36) k-MB (1;0.48,0.75) k-MB (2;0.71,1.08)

B (0.56) B (0.56)
—e— Freq Observada ) —e— Freq Observada
- k-MB

frequéncia

i

o 1 2 o 1 2 o 1 2

aaaaaaa amostra amostra

Figura 17 — Gréfico comparativo entre as frequéncias das distribuicdes Binomial tradicional, dos dados
observados e da distribuicao k-MB considerando os pontos de modificacdo k=0,k=1¢
k=2.

Na Tabela 33 sdo apresentados os resultados do teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov,
considerando o ajuste da distribuicdo k-MB considerando os pontos de modificacdo k =0, k =1

e k = 2 ao conjunto de dados do estudo que caracteriza o estilo de um autores.

Tabela 33 — Teste de aderéncia Komolgorov Smirnov para a distribuicdo k-MB.

A~

Distribui¢ao | k | [ p D,
010,26 | 2,36 | 0,009
k-MB 11048 0,75 | 0,009
210,71 | 1,08 | 0,065

Na Tabela 33 observamos que os valores obtidos pela estatistica D,, para a distribui¢ao

k-MB considerando os pontos de modificacdo k =0, k = 1 e k = 2, sdo menores do que 0, 14
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que é aproximadamente o valor critico tabelado para uma amostra de tamanho n = 100 e nivel

de significancia o = 5%. Portanto, ndo rejeitamos a hipdstese H.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Neste trabalhos, apresentamos a familia de distribuicao série de poténcia k-modificadas
cujo principal objetivo foi o de estender a ideia da modificag@o na probabilidade de observacao
zero, adotada nas distribuicdes ZMPS em Concei¢do (2013), para modificar a probabilidade
da observacao de qualquer ponto do suporte da familia de distribui¢cdo PS uniparamétrica cuja

fun¢do massa de probabilidade possa ser escrita em funcdo de sua média.

A vantagem de utilizar esta familia de distribui¢do para modelar conjunto de dados de
contagem, € o fato de sem o conhecimento prévio podermos modelar conjuntos de dados que
apresentam qualquer tipo de modificacao (inflacdo ou deflac@o) na frequéncia de determinada

observacao k em relacdo a familia de distribui¢do PS.

No Capitulo 3 apresentamos as Distribui¢des Série de Poténcia k-Modificadas através
de sua funcdo massa de probabilidade juntamente com um estudo sobre seus casos particulares,

suas caracterizagOes além das propriedades tedricas relacionadas a teoria das probabilidades.

No Capitulo ?? foram apresentados o Método dos Momentos e o Método de Méaxima
Verossimilhanga para estimacao dos parametros da distribui¢do k-MPS(t;p). Quanto ao Método
dos Momentos, podemos dizer que: pela sua simplicidade, optamos apenas por apresentar o
sistema de equacdes que torna o processo de estimagdo possivel. Em relagdo ao método de
maxima verossimilhanga, além de apresentarmos todo o desenvolvimento tedrico, optamos por
implementé-lo, por ser o método mais utilizado na literatura, a fim de obter as estimativas de
maxima verossimilhanca para os parametros [ e p, bem como seus respectivos intervalos com

95% de confianca.

Do processo de simulacao apresentado no Capitulo 5, consideramos que de forma geral,
os resultados obtidos para as estimativas pontuais e intervalares, considerando o procedimento
assintético e de bootstrap, mostraram-se satisfatorios. Neste sentido, os resultados obtidos para
a probabilidade de cobertura (PC) e medidas de eficiéncia demonstram respectivamente que o

nivel de confianca esteve, de forma geral, préximo do nivel nominal de 95% confianca e que os
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estimadores fl e p sdo consistentes.

Na andlise de dados reais, trabalhamos com conjuntos de dados inflacionados, defla-
cionados e também com conjunto de dados que nao apresentaram qualquer modificacdo na
frequéncia da observagdo de interesse. Para estas anélises, foram plotados graficos de barras
dos ajustes obtidos pelas distribui¢des PS e k-MPS em comparacio com a frequéncia dos dados
observados. De forma geral, notamos que para as observacdes cuja frequéncia havia algum tipo
de modificagdo, o ajuste considerando a distribuicdo k-MPS ficou adequado, ou seja, apds o

ajuste, a frequéncia esperada ficou bastante proxima da frequéncia observada.

Em suma, temos que esta nova familia de distribui¢des k-Modificada é uma alternativa
dentre as existentes para modelar conjunto de dados de contagem, com a vantagem de ser capaz de
modelar conjuntos de dados em que hd modificacdes nas frequéncias de suas observacdes. Neste
sentido, podemos dizer que a familia de distribui¢cdes k-MPS teve seu objetivo alcancado, uma
vez que os resultados apresentados pelo desenvolvimento tedrico da k-MPS, suas caracterizacoes,
o estudo de simulagao e os resultados obtidos pela aplicacdo em conjunto de dados reais, tiveram

um bom desempenho em relagdo as medidas estatisticas adotadas.

7.1 Trabalhos Futuros

Como propostas de trabalhos futuros elencamos os seguintes topicos como sugestao de

pesquisa.

1 - Incluir as distribuicdes k-Modificadas no contexto dos Modelos de Regressao.

2 - Procedimento para identificar o ponto(s) de modificacao.

3 - Abordagem Bayesiana para o procedimento de estimacao dos parametros.

4 - Incluir as distribui¢des de Série de Poténcia Biparamétricas.

5 - Incluir procedimento de modificacdo conjunta (dois ou mais pontos, k; € kp por exemplo).
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CAPITULO

APENDICE

~

.1 Derivada de Ordem Primeira da PS

S (u)
ka(k)g(n) ' (1) f(1) —a(k)g(u) g(u)f (1)
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.2 Derivada de Segunda Ordem da PS
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.3 Cadigo

# Fungdes de massa das distribuigoes PS escrita em fungdo da média (mu).
PS<-function(y,mu,ps,m){

erro.ps(mu)

if (ps==’pois’){ p.s<-dpois(y,mu)}

if (ps=="geom’){ p.s<-dgeom(y,1/(1+mu))}

if (ps==’binom’){ p.s<-dbinom(y,m,mu/m)}

return(p.s)

# Varidncia da PS escrita em fungdo da média (mu)

var.ps<-function(mu,m,ps){
erro.ps(mu)
if (ps==’pois’){ sigma.2<-mu }
if (ps=="geom’){ sigma.2<-mux(1+mu) }
if (ps=="binom’){ sigma.2<-mu*(m-mu)/m }
return(sigma.2)
# Funcdo para calcular a varidncia da k-MPS
var.kmps<-function(mu,m,ps,p,k){
erro.ps(mu)
if(ps==’pois’){ sigma.2.kmps<- p*( (1-p)*(k-mu) 2+ mu) }
if(ps=="geom’){ sigma.2.kmps<- p*( (1-p)*(k-mu) "2+ muwk(l+mu) ) }

if (ps=="binom’){ sigma.2.kmps<- p*x( (1-p)*(k-mu) "2+ mu*x(l-mu/m) ) 7}

return(sigma.2.kmps)
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# Funcdo de massa da k-MPS
dkmps<-function(y,k,mu,p,ps,m){

d.v<-vector()

for(i in length(y)) d.v<-c(d.v,(1 - p)*Ik(y,k) + p*PS(y,mu,ps,m))

return(d.v)

}

# --- Gerador de Nimero Pseudo-Aleatério da Distribuigdo k-MPS(mu,p) -----
# n : Tamanho da Amostra

# k : Ponto de modificacgdo

# p : Par@metro de modificacgéo

# mu: Par@metro de Média da PS

# m : Pardmetro referente a distribuigdo Binomial

rkmps<-function(n,k,p,mu,ps,m){
f.erro(k,mu,p,ps,m) # verifica as restrigles para mu, kX , pem
s<-s.start(ps) # inicia s como o menor valor da reta suporte.
v.kmps<-vector ()
for(i in 1:n){
y<-s ; py<-dkmps(y,k,mu,p,ps,m) ; FY<-py
u <- runif (1)

while(u > FY){

y=y+1
FY = FY + dkmps(y,k,mu,p,ps,m)

v.kmps<-c(v.kmps,y)



3. Cdédigo
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return(v.kmps)
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