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Abstract

We study the Tjurina transforms of determinantal singularities and its properties.





Resumo

Estudamos as transformadas de Tjurina de singularidades determinantais apresentada em

[20], e algumas de suas propriedades.
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Introdução

Em Teoria de Singularidades, estamos sempre interessados em estudar as propriedades

de uma variedade em uma vizinhança de seu conjunto singular. Nem sempre é possível

fazer isso olhando diretamente para a variedade, uma maneira de resolver esse problema é

trabalhar na transformada da variedade singular, isto é, em uma outra variedade que pode

ser �mais simples� e que está relacionada à variedade inicial. Uma maneira de estudar

propriedades de variedades singulares é relacionar invariantes aos seus pontos críticos.

O número de Milnor é um invariante bem conhecido de variedades singulares. Esse

número está de�nido para germes de hipersuperfície com singularidade isolada [15], curvas

com singularidades isolada [4] e interseção completa com singularidade isolada [8]. As

variedades que generalizam as interseções completas são as singularidades determinantais,

que são de�nidas por menores de matrizes e têm a codimensão apropriada. Recentemente,

uma generalização do número de milnor foi de�nida para variedades determinantais com

singularidade isolada [19], [21], [5].

As propriedades desse número são um assunto muito atual em Teoria de

Singularidades. Muitos autores têm trabalhado nisso, por exemplo [18] e [22]. Uma

ferramenta para esse estudo é a transformada de Tjurina de uma singularidade

determinantal. Por exemplo [22] exibe os módulos de homologia da suavização de

uma Singularidade Determinantal Isolada (IDS) cuja transformada de Tjurina é uma

interseção completa.

Sendo assim, é importante estudar a transformada de Tjurina de uma singularidade

determinantal e suas propriedades. Essa dissertação é baseada em [20]. O Trabalho

foi organizado em 6 capítulos: o primeiro capítulo é uma breve apresentação dos

conceitos que serão utilizados ao longo da dissertação; o segundo capítulo apresenta a

de�nição de singularidade determinantal genérica, singularidade determinantal e algumas

propriedades de tais conjuntos; o terceiro capítulo é uma inspiração para o quarto,

pois nele de�nimos a transformada de Tjurina, Tjurina Transposta e de Nash para

singularidades determinantais genéricas; o quarto capítulo de�ne a transformada de

Tjurina de uma singularidade determinantal e apresenta algumas consequências dessa

de�nição; O quinto capítulo apresenta condições de quando a transformada de Tjurina

de uma Singularidade Determinantal Essencialmente Isolada (EIDS), é uma interseção

completa local; por �m, o capítulo 6 exempli�ca como a transformada de Tjurina pode

ser utilizada para resolver singularidades do tipo An e E7.
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Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capítulo apresentamos resultados preliminares que foram necessários na leitura de

[20].

1.1 Alguns Resultados de Topologia

Lema 1.1. [12] Seja f : X → Y , uma aplicação contínua e fechada.

Se f−1(y) é compacto para todo y ∈ Y , então f é uma aplicação própria.

Lema 1.2. Sejam X, Y espaços topológicos.

Se f : X → Y é homeomor�smo, então f(A) = f(A).

Demonstração: Sejam y ∈ f(A) e U ⊂ Y aberto tal que y ∈ U . Então existe x ∈ A tal

que y = f(x), segue da continuidade de f que A∩f−1(U) ̸= ∅. Tomemos z ∈ A∩f−1(U),

então f(z) ∈ f(A) e f(z) ∈ U , o que implica f(z) ∈ f(A) ∩ U e portanto f(A) ∩ U ̸= ∅ e

consequentemente y ∈ f(A).

Para a outra inclusão note que f(A) é o menor fechado que contém f(A), mas A ⊂
A, o que implica f(A) ⊂ f(A) e como f é homeomor�smo, temos que f é fechada e

consequentemente f(A) ⊂ f(A).

�

Proposição 1.3. Caracterização de continuidade por sequências[16]

Seja X espaço topológico com base enumerável, f : X → Y uma aplicação.

f é contínua se, e somente se, para toda sequência xi, em X, convergindo para x

tivermos que f(xi) converge para f(x).

Proposição 1.4. [16]

Seja f : X → Y , bijeção contínua.

Se X é compacto e Y é Hausdor�, então f é homeomor�smo.
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1.2 Conjuntos Algébricos

Essa seção foi baseada em [15].

Sejam C o corpo dos números complexos e C[x1, ..., xn] o anel de polinômios nas

variáveis x1, ..., xn com coe�cientes em C.

De�nição 1.5. Um subconjunto V de Cn é um conjunto algébrico quando existe um

conjunto, não vazio, de funções polinomiais J ⊂ C[x1, ..., xn] tal que

V = {(x1, ..., xn) ∈ Cn; f(x1, ..., xn) = 0 para todo f ∈ J}.

Exemplo 1.6. V1 = {(x, y) ∈ C2; x2 − y2 = 0}, V2 = {(x, y) ∈ C2; x2 − y3 = 0} e

V3 = {(x, y, z) ∈ C3; x2 + z2 = 4, y = 0} são conjuntos algébricos.

Figura 1.1: Conjuntos algébricos V1, V2 e V3, respectivamente.

Com a �nalidade de obtermos uma correspondência entre conjuntos algébricos e ideais

em C[x1, ..., xn] enunciamos o:

Teorema 1.7. Teorema da base de Hilbert[15]

Todo ideal em C[x1, ..., xn] é gerado por uma quantidade �nita de polinômios.

Agora somos capazes de estabelecer uma correspondência natural entre conjuntos

algébricos de Cn e ideais em C[x1, ..., xn], tal correspondência é dada por:

V ⊂ Cn 7→ I(V ) = {f ∈ C[x1, ..., xn]; f(x1, ..., xn) = 0 para todo (x1, ..., xn) ∈ V }

I ⊂ C[x1, ..., xn] 7→ v(I) = {(x1, ..., xn) ∈ Cn; f(x1, ..., xn) = 0 para todo f ∈ I}

De�nição 1.8. Seja V ⊂ Cn um conjunto algébrico não vazio, f1, ..., fk polinômios que

geram I(V ) e ρ o maior rank que a matriz jacobiana[ ∂fi
∂xj

(x)
]
k×n

assume com x ∈ V.



1.2. Conjuntos Algébricos 3

Um ponto x ∈ V é chamado ponto singular de V quando

rank
[ ∂fi
∂xj

(x)
]
< ρ.

Caso contrário, x é simples ou não singular.

De�nição 1.9. O Conjunto Singular de um conjunto algébrico V é o conjunto Vsing cujos

elementos são todos os pontos singulares de V .

O Conjunto Regular de V é dado por Vreg = V \ Vsing, ou seja, o conjunto de todos os

pontos não singulares de V .

Exemplo 1.10. Considere a variedade algébrica

V = v(⟨f1, f2⟩) ⊂ C3,

onde f1(x, y, z) = x2 − y3, f2(x, y, z) = z2 − x5. Temos

J(f1, f2)(x, y, z) =

(
2x −3y2 0

−5x4 0 2z

)
,

mas (1, 1, 1) ∈ V e rank(J(f1, f2)(1, 1, 1)) = 2, ou seja, ρ = 2. Desta maneira (x, y, z) ∈
Vsing se, e somente se, (x, y, z) ∈ V e rank(J(f1, f2)(x, y, z)) < 2, o que acontece se, e

somente se,

x2 − y3 = 0, z2 − x5 = 0, −15x4y2 = 0, −6y2z = 0, 4xz = 0,

ou seja,

Vsing = {(0, 0, 0)} e Vreg = V \ {(0, 0, 0)}.

Seja V uma variedade algébrica e I(V ) = ⟨f1, ..., fk⟩, o ideal correspondente, o qual é

gerado por f1, ..., fk. Dessa maneira temos

V = ϕ−1(0),

com

ϕ : Cn → Ck,

x 7→ (f1(x), ..., fk(x))

De�nição 1.11. Seja ϕ : Cn → Cp e V = ϕ−1(0), de�nimos

codim(V ) = max{rank(Jϕ(x)); x ∈ V }
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e

dim(V ) = n− codim(V ).

Exemplo 1.12. Os conjuntos algébricos do exemplo 1.6 são tais que dim(V1) =

dim(V2) = dim(V3) = 1.

De�nição 1.13. Seja ϕ : Cn → Cp, dizemos que ϕ−1(0) é uma interseção completa

quando

dim(ϕ−1(0)) = n− p.

Lema 1.14. Sejam A e B matrizes tais que o número de colunas de A é igual ao número

de linhas de B, em outras palavras, tais que o produto AB faça sentido, então

rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.

Teorema 1.15. Sejam ϕ : Cn → Cp, ψ : Cp → Cq aplicações holomorfas.

Se Y = ψ−1(0), X = ϕ−1(Y ) tais que codimCp(Y ) = codimCn(X), então

ϕ−1(Ysing) ⊂ Xsing.

Demonstração: Seja x0 ∈ ϕ−1(Ysing), ou seja, ϕ(x0) ∈ Ysing e consequentemente

rank(Jψ(ϕ(x0))) < codimCp(Y ).

Por hipótese X = ϕ−1(Y ) o que implica X = ϕ−1(ψ−1(0)) = (ψ ◦ ϕ)−1(0), logo

x ∈ Xsing se, e somente se,

rank(J((ψ ◦ ϕ)(x))) < codimCn(X),

mas

rank(J(ψ ◦ ϕ)(x0)) = rank((Jψ)(ϕ(x0))(Jϕ)(x0))

≤ min{rank((Jψ)(ϕ(x0))), rank((Jϕ)(x0))}

< codimCp(Y )

= codimCn(X),

assim concluímos que x0 ∈ Xsing. Portanto ϕ
−1(Ysing) ⊂ Xsing.

�

Proposição 1.16. Seja ϕ : Cn → Cp holomorfa e V = ϕ−1(0). Então

Vreg é um subconjunto aberto e denso de V.
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Demonstração: Vamos mostrar primeiro que Vreg é denso em V . Para obtermos Vreg ⊂
V basta notarmos que V é fechado, pois é a imagem inversa de um conjunto fechado por

uma função contínua. Vamos mostrar agora que V ⊂ Vreg, para todo x ∈ V temos dois

casos para considerar, x ∈ Vreg ou x ∈ Vsing, no primeiro não há nada para mostrarmos,

consideremos então o caso x ∈ Vsing, ou seja

rank(J(ϕ)(x)) < ρ, sendo ρ = max{rank(J(ϕ)(x));x ∈ V }.

Notemos que J(ϕ)(x) é uma matriz p × n, seja l a quantidade de submatrizes que uma

matriz A ∈ Mp,n possui e estabeleçamos uma ordenação A1, ..., Al para tais matrizes,

desta maneira podemos de�nir

ψ :Mp,n → Cl,

A 7→ (det(A1), ..., det(Al))

e considerar a composição

ψ ◦ J(ϕ) : Cn → Cl

x 7→ ψ(J(ϕ)(x))

Como a composta, ψ ◦ J(ϕ), é não nula temos que para todo ϵ > 0 existe xϵ ∈ B(x, ϵ) tal

que ψ ◦ J(ϕ)(xϵ) ̸= (0, ..., 0), ou seja xϵ ∈ Vreg e V ⊂ Vreg.

Por �m resta mostrarmos que Vreg é aberto em V , mas isso segue de

Vreg = V ∩ ((ψ ◦ J(ϕ))−1(Cl \ {0})).

O que completa a demonstração.

�

De�nição 1.17. Seja V ⊂ Cn um conjunto algébrico.

V é uma variedade algébrica (ou conjunto algébrico irredutível) quando não existem

subconjuntos algébricos próprios V1, V2 de V tais que V = V1 ∪ V2. É comum dizermos

também que V é uma variedade.

Se V = V1 ∪ V2, V1 e V2 são chamadas componentes de V .

Exemplo 1.18. No exemplo 1.6 temos que V2 e V3 são variedades algébricas enquanto

V1 não é uma variedade algébrica, e se decompõe em duas componentes irredutíveis.

De�nição 1.19. Um conjunto algébrico é equidimensional quando todas as suas

componentes irredutíveis possuem a mesma dimensão.

Exemplo 1.20. No exemplo 1.6 temos que V1 é equidimensional.

Lema 1.21. [11] Se X é interseção completa, então X é equidimensional.
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Teorema 1.22. Teorema de Whitney

[15]Seja V ⊂ Cn um conjunto algébrico.

Vreg é uma variedade algébrica de dimensão n− ρ, onde ρ é dado na de�nição 1.8.

Lema 1.23. [15] Se W é uma variedade algébrica, e V é subvariedade própria de W ,

então dim(V ) < dim(W ).

1.3 Aplicação Racional

Essa seção foi baseada em [9].

Seja X ⊂ Cn variedade algébrica.

De�nição 1.24. Uma função f : X → C é regular em p ∈ X, se existem g, h ∈
C[x1, ..., xn] e uma vizinhança U de p em X tal que

f
∣∣
U
=
g

h
.

Dizemos que f é regular quando f é regular em todo ponto p ∈ X.

De�nição 1.25. Sejam X e Y duas variedades algébricas.

Um mor�smo ϕ : U → Y , U ⊂ X aberto, é uma aplicação contínua tal que para todo

aberto W ⊂ Y e para toda função regular f : W → C a função f ◦ ϕ : ϕ−1(W ) → C é

regular.

Proposição 1.26. [9] Sejam X e Y variedades, ϕ, ψ : X → Y , mor�smos.

Se existe U ⊂ X aberto tal que ϕ
∣∣
U
= ψ

∣∣
U
, então ϕ = ψ.

Sejam ψ : U → Y, e ϕ : V → Y , mor�smos, com U e V abertos de X. Dizemos que ψ

e ϕ estão relacionadas, ϕ ∼ ψ, quando,

ϕ
∣∣
U∩V = ψ

∣∣
U∩V .

Temos que ∼ é uma relação de equivalência.

De�nição 1.27. Sejam X e Y variedades algébricas.

Uma aplicação racional ϕ : X → Y é a classe de equivalência de um mor�smo ϕ :

U → Y , U ⊂ X aberto.

De�nição 1.28. Um isomor�smo é uma aplicação racional com inversa também racional.

Exemplo 1.29. Seja Y = v(x2 − y3) = {(t3, t2); t ∈ C},

f : Y \ {(0, 0)} → C \ {0},

(x, y) 7→ x

y
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f−1 : C \ {0} → Y \ {(0, 0)}

t 7→ (t3, t2)

São aplicações racionais.

1.4 Transformada

De�nição 1.30. Sejam X um conjunto algébrico e A ⊂ X um subconjunto algébrico

fechado de X. Uma transformada de (X,A) é um conjunto Y com uma aplicação própria

Ψ : Y → X tal que:

1. Ψ : Ψ−1(X \ A) → X \ A isomor�smo.

2. Ψ−1(X \ A) = Y

Exemplo 1.31. Seja V = {(x, y) ∈ C2; x2 − y3 = 0} = {(t3, t2); t ∈ C}.
{(0, 0)} ⊂ V é uma subvariedade algébrica fechada. De�na

Ψ : C → V,

t 7→ (t3, t2)

Observemos que Ψ é uma aplicação própria.

Vamos considerar agora Ψ
∣∣
Ψ−1(V \{(0,0)}) : Ψ

−1(V \ {(0, 0)}) → C \ {0}, pelo exemplo

1.29 seque que Ψ
∣∣
Ψ−1(V \{(0,0)}) é isomor�smo.

Por �m, temos

Ψ−1(V \ {(0, 0)}) = C \ {0} = C.

Dessa maneira concluímos que C e Ψ são uma transformada de (V, {(0, 0)}).

Figura 1.2: Exemplo de Transformada

Proposição 1.32. Seja Y tal que Ψ : Y → X é transformada de (X,A). Então

dim(Ψ−1(A)) < dim(X).
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Demonstração: Como, Y = Ψ−1((X \A)∪A) = Ψ−1(X \A)∪Ψ−1(A), e por hipótese

Y = Ψ−1(X \ A), ou seja Ψ−1(A) ⊂ Ψ−1(X \ A), mas Ψ−1(X \ A) ∩ Ψ−1(A) = ∅ o que

implica Ψ−1(A) ⊂ ∂(Ψ−1(X \ A)), resultando dim(Ψ−1(A)) < dim(Y ). Juntando com

dim(Y ) = dim(Ψ−1(X \ A)) = dim(Ψ−1(X \ A)) = dim(X \ A) ≤ dim(X).

Obtemos

dim(Ψ−1(A)) < dim(Y ) ≤ dim(X),

e o resultado segue.

�

De�nição 1.33. Uma resolução de (X,Xsing) é uma transformada com Y suave.

Exemplo 1.34. O exemplo 1.31 nos dá que C e Ψ são uma resolução de (V, {(0, 0)}),
pois C é variedade diferenciável, portanto suave.[15]

De�nição 1.35. Sejam T1, Ψ1 : (T1, A1) → (X,A) e T2, Ψ2 : (T2, A2) → (X,A),

transformadas distintas de um mesmo espaço e subespaço. Dizemos que f é uma aplicação

entre transformadas quando Ψ1 = Ψ2 ◦ f .

T1

f
��

Ψ1

��@
@@

@@
@@

T2 Ψ2

// X

Quando uma aplicação entre transformadas f é um isomor�smo entre variedades

(analíticas ou algébricas), dizemos que f é um isomor�smo.

1.5 Grassmanniana

Nessa seção vamos de�nir a Variedade Grasmanniana, a qual é muito utilizada ao longo

do texto.

Para mais detalhes sobre a Variedade Grassmanniana pode-se consultar [2], [13], [14]

ou [20].

De�nição 1.36. Considere o espaço vetorial Cn.

De�niremos a Variedade Grassmanniana de ordem k ≤ n de Cn, Gr(k, n), como sendo

o conjunto de todos os subespaços vetoriais de Cn cuja dimensão é k.

A topologia de Gr(k, n) é dada pela topologia quociente que vem da seguinte relação

de equivalência: sejam X e Y subespaços vetoriais de dimensão k de Cn, consideramos

as matrizes X e Y , k × n, cujas linhas formam uma base dos subespaços X e Y ,
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respectivamente. Dessa maneira as matrizes X e Y possuem rank máximo, ou seja

rank(X) = rank(Y ) = k dizemos que

X ∼ Y ⇔ existe matriz não singular, A, de ordem k tal que

X = AY.

Proposição 1.37. [13] A Grassmanianna Gr(k, n) é uma variedade diferenciável de

dimensão k(n− k).

Proposição 1.38. [13] A Variedade Grassmanniana é compacta.

Como é feito em [20] vamos considerar as seguintes cartas em Gr(k, n). Seja I =

i1, ..., ik ⊂ 1, ..., n, sem perda de generalidade suponha i1 < i2 < ... < ik e de�na a

aplicação:

AI :Mk,n−k →Mk,n,

(xij) 7→ AI(xij)

Sendo a matriz AI(xij) composta pelas seguintes colunas

Cj =


x1j
...

xkj

 se j /∈ I e Cil =



0
...

0

1

0
...

0


se il ∈ I,

a l-ésima entrada de Cil , é não nula.

A partir de agora identi�caremos a matriz AI(xij) com o subespaço, ÃI(xij), gerado

pelas linhas de AI(xij), o qual é um elemento do Gr(k, n).

Dessa maneira consideramos:

ÃI :Mk,n−k → Gr(k, n)

(xij) 7→ ÃI(xij)

Proposição 1.39. [14] A aplicação T : Gr(k, n) → Gr(n− k, n) dada por T (V ) = V ⊥ é

homeomor�smo.
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Proposição 1.40. Seja (Xi) uma sequência convergente com Xi ∈ Gr(k, n) para todo

i ∈ N.

Se X é o limite da sequência (Xi), então para todo x ∈ X existe sequência (xi)

convergindo para x tal que xi ∈ Xi ∀ i ∈ N.

Demonstração: Seja (Xi) sequência de elementos de G(k, n), que converge para X.

Como a Variedade Grassmanniana é compacta temos que X ∈ Gr(k, n), desta maneira

podemos tomar um representante para X, de tal forma que esse representante possua uma

submatriz identidade de ordem k, sejam Cl1 , ..., Clk as colunas dessa submatriz. Considere

agora o conjunto I = {l1, ..., lk} ⊂ {1, ..., n}, logo temos que X ∈ Im(ÃI) o qual é aberto,

pois ÃI é homeomor�smo, então existe i0 ∈ N tal que se i ≥ i0 então Xi ∈ Im(ÃI), ou

seja, as matrizes Xi possuem colunas do tipo

Ci
j =


xi1j
...

xikj

 se j /∈ I e Ci
ls =



0
...

0

1

0
...

0


se ls ∈ I.

Assim segue do fato de Xi convergir para X e ÃI ser homeomor�smo que xikj converge

para xkj. De onde segue o resultado.

�

Proposição 1.41. Sejam F : Cn → Mm,n holomorfa, (xk), e Wk =

⟨(fi1(xk), ..., fin(xk)), i = 1, ...,m⟩, sequências em CN e Gr(t− 1, n), respectivamente.

Se xk converge para x, e Wk converge para W , então ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i =

1, ...,m⟩ ⊂ W.

Demonstração: Como W ∈ Gr(t − 1, n), existe I = {l1, ..., lt−1} ⊂ {1, ..., n} tal que

W ⊂ Im(AI). Mas Wi converge para W , então existe k0 ∈ N tal que para todo

k > k0, Wk ∈ Im(AI).

Dessa maneira podemos escolher um representante W ′
k de Wk tal que as colunas de W ′

k
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são da seguinte forma

Ck
j =


xk1j
...

xkmj

 se j /∈ I e Ck
ls =



0
...

0

1

0
...

0


se ls ∈ I.

Notemos que as linhas Lks , s = 1, ...,m de F (xk) pertencem a W ′
k, ou seja,

Lks = a1L
′k
1 + ...+ amL

′k
m,

sendo L′k
r a linha r de W ′

k mas Lks converge para Ls, sendo Ls a linha s de F (x). O que

implica ⟨(fi1(x), ..., fin(x), i = 1, ...,m)⟩ ⊂ W .

1.6 Homotopia

Essa seção foi baseada em [17].

Sejam X, Y espaços topológicos.

De�nição 1.42. Uma aplicação contínua g : X → Y é homotópica a uma aplicação

contínua f : X → Y quando existe uma aplicação contínua H : X × [0, 1] → Y , tal que:

H(x, 0) = f(x) para todo x ∈ X e

H(x, 1) = g(x) para todo x ∈ X.

De�nição 1.43. Uma aplicação contínua g : Y → X é chamada homotopia inversa

da aplicação contínua f : X → Y se as composições f ◦ g, g ◦ f são homotópicas a

IdY : Y → Y , IdX : X → X, respectivamente.

Aplicações contínuas que possuem homotopia inversa são chamadas equivalência de

homotopias.

Os espaços X e Y são homotopicamente equivalentes quando existe uma equivalência

de homotopia entre eles.

De�nição 1.44. Sejam X, Y espaços topológicos tais que Y ⊂ X, a aplicação contínua

f : X → Y é uma retração quando f
∣∣
Y
= Idy

De�nição 1.45. Seja ρ : X → Y uma retração, quando a composta i◦ρ, sendo i : Y ↪→ X

a inclusão, é homotópica à identidade, dizemos que ρ é um retrato por deformação.
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Proposição 1.46. Uma deformação por retração f : X → Y e a inclusão i : Y ↪→ X são

um par de homotopias inversas.

Demonstração: De fato, f ◦ i : Y → Y é tal que para todo x ∈ Y , f(i(x)) = f(x) = x,

pois f
∣∣
Y
= IdY , e assim f ◦ i = IdY e consequentemente f ◦ i é homotópica à IdY .

Consideremos agora i◦ f : X → X, como f é uma deformação por retração temos que

i ◦ f é homotópica à IdX , o que concluí a demonstração.

�
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Capítulo 2

Singularidades Determinantais

Neste capítulo vamos introduzir nosso principal objeto de estudo, Singularidades

Determinantais. Singularidades Determinantais são uma generalização do conceito

de interseção completa, para de�ni-las precisamos primeiramente do conceito de

Singularidades Determinantais Genéricas. Com essa �nalidade consideramos Mm,n, com

m,n ∈ N, o conjunto das matrizes m× n com entradas em C.

2.1 Singularidade Determinantal Genérica

De�nição 2.1. Sejam m,n, t ∈ N, 0 < t ≤ min{m,n}, o conjunto

M t
m,n = {A ∈Mm,n; rank(A) < t},

é a singularidade determinantal genérica do tipo (m,n, t).

Exemplo 2.2. Seja M2,2 = (aij), daí temos

M2
2,2 =

{(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2,2; a11a22 − a21a12 = 0

}
.

Pela referência [1]M t
m,n é uma variedade algébrica de dimensãomn−(m−t+1)(n−t+1)

cujo conjunto singular é M t−1
m,n.

Observação:

O conjunto {(M i
m,n \M i−1

m,n), i = 1, ..., t}, sendo M0
m,n = ∅, forma uma partição de

M t
m,n. Cada conjunto (M i

m,n \M i−1
m,n) é chamado estrato de M t

m,n.

Lema 2.3. [1] Seja A ∈ (M t
m,n \M t−1

m,n), então o espaço tangente

TAM
t
m,n = {B ∈Mm,n; B(Ker(A)) ⊂ Im(A)}.
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2.2 Singularidade Determinantal

De�nição 2.4. Seja F : U ⊂ CN →Mm,n uma aplicação com entradas holomorfas.

X = F−1(M t
m,n)

é uma singularidade determinantal do tipo (m,n, t) quando

dim(X) = N − (m− t+ 1)(n− t+ 1).

Como X = F−1(M t
m,n) = F−1

( t∪
s=1

(M s
m,n \ M s−1

m,n )
)

=
t∪

s=1

F−1(M s
m,n \ M s−1

m,n ),

de�niremos

Xs := F−1(M s
m,n \M s−1

m,n ),

o qual nos dá uma partição de X.

Observação: Toda interseção completa é uma singularidade determinantal.

De fato, seja ϕ : Cn → Cp aplicação holomorfa tal que ϕ−1(0) é interseção completa, ou

seja, dim(ϕ−1(0)) = n− p = n− (1− 1+1)(p− 1+1), dessa maneira ϕ−1(0) = ϕ−1(M1
1,p)

e dim(ϕ−1(M1
1,p)) = n− (1− 1 + 1)(p− 1 + 1), portanto toda interseção completa é uma

singularidade determinantal do tipo (1, p, 1).

Interseções completas podem ser vistas, também, como singularidades determinantais

do tipo (p, 1, 1), pois podemos identi�car Cp com Mp,1.

Exemplo 2.5. Seja

F : C4 →M2,3,

(x, y, z, w) 7→

(
x y z

y z w

)

e X = F−1(M2
2,3) = v(xz − y2, yw − z2, xw − zy).

Utilizando o Singular, ver apêndice, obtemos dim(X) = 2 = 4−(2−2+1)(3−2+1),

portanto X é singularidade determinantal do tipo (2, 3, 2).

Seja F : U ⊂ CN → Mm,n aplicação holomorfa com X = F−1(M t
m,n) singularidade

determinantal do tipo (m,n, t), se F (0) ̸= 0, ou seja, existe s ∈ N, 0 < s ≤ min{m,n},
tal que rank(F (0)) = s. Dessa maneira podemos encontrar outra aplicação F ′ : U ′ →
Mm−s,n−s tal que F

′(0) = 0 com X = (F ′)−1(M t−s
m−s,n−s) singularidade determinantal do

tipo (m− s, n− s, t− s).

Exemplo 2.6. Seja F : CN → M2,3 aplicação holomorfa dada por F = (fij)2×3, X =
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F−1(M2
2,3) singularide determinantal do tipo (2, 3, 2) com

F (0) =

(
0 1 0

0 0 0

)
,

como f12 ̸= 0 existe vizinhança U ′ do zero tal que f12(x) ̸= 0 para todo x ∈ U ′, dessa

maneira considere G : U ′ ⊂ CN →M2,2 e H : U ′ ⊂ CN →M3,3 tais que

G =

(
1
f12

0

−f22
f12

1

)
, e H =

 0 1 0

1 −f11
f12

−f13
f12

0 0 1

 ,

cálculos simples mostram que

GFH =

(
1 0 0

0 f21 − f11f22
f12

f23 − f13f22
f12

)
,

logo,

F ′ : U ′ →M1,2,

x 7→
(
(f21 −

f11f22
f12

)(x), (f23 −
f13f22
f12

)(x)

)
é tal que X = F−1(M2

2,3) = (F ′)−1(M1
1,2), e como codim(X) = codim(M2

2,3) = 2 =

codim(M1
1,2) concluímos que X é singularidade determinantal do tipo (1, 2, 1) = (2 −

1, 3− 1, 2− 1).

O exemplo acima mostra que não há perda de generalidade em supor F (0) = 0.

Observação:

X tem estrutura de conjunto analítica cujo conjunto singular é dado por

Xsing = {x ∈ X; rank(J(g1, ..., gk)(x)) < codim(X) = (m− t+ 1)(n− t+ 1)},

sendo gi, i = 1, ..., k, os menores de ordem t de F .

Exemplo 2.7. Ainda considerando

F : C4 →M2,3,

(x, y, z, w) 7→

(
x y z

y z w

)
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e X = F−1(M2
2,3) = v(xz − y2, yw − z2, xw − zy). Temos que

g1(x, y, z, w) = xz − y2;

g2(x, y, z, w) = yw − z2;

g3(x, y, z, w) = xw − zy.

Então

J(g1, g2, g3)(x, y, z, w) =

z −2y x 0

0 w −2z y

w −z −y x


Utilizando o Singular mais uma vez, ver apêndice, obtemos

Xsing = v(w2, zw, yw, xw, z2, yz, xz, y2, xy, x2)

= {(0, 0, 0, 0)}

O próximo resultado é um corolário do Teorema 1.15

Corolário 2.8. Seja F : CN →Mm,n holomorfa tal que X = F−1(M t
m,n) é singularidade

determinantal do tipo (m,n, t), então F−1(M t−1
m,n) ⊂ Xsing.

Demonstração: Seja l a quantidade de submatrizes de ordem t que uma matriz A ∈
Mm,n, possui, dê uma ordenação A1, ..., Al, para tais matrizes e de�na

ϕ :Mm,n → Cl.

A 7→ (det(A1), ..., det(Al))

Notemos que M t
m,n = ϕ−1(0), por hipótese X = F−1(M t

m,n) e codimCN (X) =

codimMm,n(M
t
m,n), logo pelo teorema 1.15 temos

F−1(M t−1
m,n) ⊂ Xsing.

�

Observação Em geral temos Xsing ̸⊂ F−1(M t−1
m,n).

Exemplo 2.9. Seja

F : C2 →M2,2,

(x, y) 7→

(
2x 27(y3 − xy)

y3 − xy 2x2

)

X = F−1(M2
2,2) = {(x, y) ∈ C2; f(x, y) := 4x3 − 27(y3 − xy)2 = 0},



2.2. Singularidade Determinantal 17

Utilizando o Singular, ver apêndice, obtemos codim(X) = 1 = (2 − 2 + 1)(2 − 2 + 1),

ou seja, X é singularidade determinantal do tipo (2, 2, 2). Mas

J(f(x, y)) =
(
12x2 + 54y(y3 − xy) −54(y3 − xy)(3y2 − x)

)
o que resulta

Xsing = v(⟨4x3 − 27y(y3 − xy)⟩) + I1(Jf(x, y))

= v(4x3 − 27y(y3 − xy), 2x2 + 9y(y3 − xy)), (y3 − xy)(3y2 − x))

= v(2x2 − 9xy2 + 9y4, xy(3y2 − x), x2(3y2 − x)),

logo Xsing = {(x, y) ∈ C2; x = 3y2} ̸= {(0, 0)} = F−1(M1
2,2).

De�nição 2.10. Seja F : U ⊂ CN →Mm,n holomorfa.

x ∈ U é essencialmente não singular quando F intersecta o estrato (M s
m,n \M s−1

m,n )

transversalmente em F (x).

De�nição 2.11. Seja X uma singularidade determinantal do tipo (m,n, t) de�nida pela

aplicação F : CN →Mm,n.

X é chamada singularidade determinantal essencialmente isolada (EIDS) quando

todos os pontos x ∈ X \ {0} são essencialmente não singular.

Teorema 2.12. Seja F : CN →Mm,n.

Se X = F−1(M t
m,n) é EIDS, então Xsing = F−1(M t−1

m,n).

Demonstração: Pelo corolário 2.8 temos que F−1(M t−1
m,n) ⊂ Xsing. Mostremos então

que Xsing ⊂ F−1(M t−1
m,n). De fato, seja x ∈ F−1(M t

m,n \M t−1
m,n), ou seja F (x) ∈ (M t

m,n \
M t−1

m,n), como X é EIDS temos que F intersecta (M t
m,n\M t−1

m,n) transversalmente em F (x),

então F−1(M t
m,n\M t−1

m,n) é uma variedade diferenciável de dimensãoN−(m−t+1)(n−t+1),

ou seja, F−1(M t
m,n\M t−1

m,n) é suave e portanto x ̸∈ Xsing. O que implicaXsing ⊂ F−1(M t−1
m,n)

�

Exemplo 2.13. Consideremos

G : C4 →M2,2,

(x, y, z, w) 7→

(
x y

z w

)

X = F−1(M2
2,2) = {(x, y, z, w) ∈ C4; xw − zy = 0}.

Utilizando o Singular, ver apêndice, obtemos dim(X) = 3 = 4−(2−2+1)(2−2+1),

e X é singularidade determinantal do tipo (2, 2, 2).
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Vamos mostrar que X é EIDS, ou seja, que para todo (x, y, z, w) ∈ X \ {(0, 0, 0, 0)},
F intersecta (M2

2,2 \M1
2,2) transversalmente em F (x, y, z, w), ou seja,

DF(x,y,z,w)(T(x,y,z,w)C
4) + TF (x,y,z,w)(M

2
2,2 \M1

2,2) = T(x,y,z,w)(M2,2).

Como

DF(x,y,z,w)(h1, h2, h3, h4) =

(
h1 h2

h3 h4

)
,

temos,

DF(x,y,z,w)(T(x,y,z,w)C
4) =

⟨(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)⟩
.

Logo F intersecta (M2
2,2 \M1

2,2) transversalmente em todo (x, y, z, w) ∈ X \ {(0, 0, 0)},
como desejávamos.

Exemplo 2.14. Retomemos o exemplo 2.9.

Como Xsing ̸= F−1(M1
2,2), segue que X não é EIDS, mas faremos a conta

explicitamente.

Lembremos que

F : C2 →M2,2

(x, y) 7→

(
2x 27y3 − 27xy

y3 − xy 2x2

)

Vamos mostrar que existe (x, y) ∈ X \ {(0, 0)} tal que

DF(x,y)(T(x,y)C
2) + TF (x,y)(M

2
2,2 \M1

2,2) ̸= TF (x,y)(M2,2).

Sabemos que

DF(x,y)(h1, h2) =

(
2h1 81y2h2 − 27xh2 − 27yh1

3y2h2 − xh2 − yh1 4xh1

)
.

Consideremos o ponto (3y2, y) ∈ X, então:

1) DF(3y2,y)(T(3y2,y)(C
2)) =

⟨(
2 −27y

−y 12y2

)⟩
;

2) TF (3y2,y)(M
2
2,2 \M1

2,2) = {B ∈M2,2; B(ker(F (3y2, y))) ⊂ Im(F (3y2, y))};

3) ker(F (3y2, y)) = ⟨(9y, 1)⟩, e Im(F (3y2, y)) = ⟨(6y2,−2y3)⟩.

Logo

B =

(
b1 b2

b3 b4

)
∈ TF (3y2,y)(M

2
2,2 \M1

2,2),
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se, e somente se,

(9b1y + b2, 9b3y + b4) ∈ Im(F (3y2, y)),

ou seja

det

(
9b1y + b2 9b3y + b4

6y2 −2y3

)
= 0,

o que acontece se, e somente se, b4 = −1
3
b2y − 9b3y − 3b1y

2, consequentemente

B =

(
b1 b2

b3 −1
3
b2y − 9b3y − 3b1y

2

)
.

Portanto

TF (3y2,y)(M
2
2,2 \M1

2,2) =

⟨(
1 0

0 −3y2

)
,

(
0 1

0 −1
3
y

)
,

(
0 0

1 −9y

)⟩
.

Mas

dim(DF(3y2,y)T(3y2,y)C
2 + TF (3y2,y)(M

2
2,2 \M1

2,2)) = 3,

o que prova

DF(x,y)(T(x,y)C
2) + TF (x,y)(M

2
2,2 \M1

2,2) ̸= TF (x,y)(M2,2).
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Capítulo 3

Resoluções de Singularidades

Determinantais Genéricas

Neste capítulo, estudamos as transformadas de Tjurina e de Nash de uma singularidade

determinantal genérica. A escrita se baseia na seção 3 de [20].

De�nição 3.1. Dados números inteiros positivos, m, n e t, tais que t ≤ min{m,n}, a
transformada de Tjurina da singularidade determinantal genérica M t

m,n

Tjur(M t
m,n) := {(A, V ) ∈Mm,n ×Gr(n− t+ 1, n); A(V ) = 0}, ou seja,

Tjur(M t
m,n) := {(A, V ) ∈Mm,n ×Gr(n− t+ 1, n); V ⊂ ker(A)},

considerando A : Cn → Cm, a aplicação linear cuja matriz nas bases canônicas é A.

De [1] temos que a aplicação

π : Tjur(M t
m,n) →Mm,n

(A, V ) 7→ A

faz de Tjur(M t
m,n) uma transformada. Ainda da referência [1] temos que Tjur(M t

m,n) é

uma resolução de (M t
m,n,M

t−1
m,n).

Assim como de�nimos a Transformada de Tjurina, podemos de�nir também a

transformada de Tjurina Tansposta de uma singularidade determinantal genérica M t
m,n.

De�nição 3.2. A transformada de Tjurina transposta é dada por

TjurT (M t
m,n) := {(A,W ) ∈Mm,n ×Gr(m− t+ 1,m); AT (W ) = 0}, ou seja,

TjurT (M t
m,n) := {(A,W ) ∈Mm,n ×Gr(m− t+ 1,m); W ⊂ ker(AT )}.

Observemos que TjurT (M t
m,n) = Tjur(M t

n,m), ou seja, a Tjurina transposta deM
t
m,n é

a Tjurina deM t
n,m, portanto segue também de [1] que a aplicação que faz de TjurT (M t

m,n)
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uma transformada é

πT : TjurT (M t
m,n) →Mm,n,

(A,W ) 7→ A

e TjurT (M t
m,n) é uma resolução de (M t

m,n,M
t−1
m,n).

Vejamos agora outras caracterizações da Transformada de Tjurina Transposta, para

isso precisaremos dos seguintes conceitos:

De�nição 3.3. Seja A ∈Mm,n, a qual será vista como aplicação linear A : Cn → Cm.

O cokernel de A, é o núcleo de AT , em símbolos:

coker(A) = ker(AT ).

Dessa maneira, temos

TjurT (M t
m,n) = {(A,W ) ∈Mm,n ×Gr(m− t+ 1,m);W ⊂ coker(AT )}.

Para obtermos uma segunda caracterização, observemos que dados (A,W ) ∈
TjurT (M t

m,n), se (w1, ..., wm) ∈ W então o produto escalar entre (w1, ..., wm) e

(a1j, ..., amj) é zero para todo j = 1, ..., n, ou seja, W ⊂ (Im(A))⊥, pois ⟨(a1j, ..., amj); j =
1, ..., n⟩ = Im(A). Considerando o homeomor�smo f : Gr(m− t+ 1,m) → Gr(t− 1,m)

dado por f(W ) = W⊥, obtemos

TjurT (M t
m,n) = {(A,W ) ∈Mm,n ×Gr(t− 1,m); Im(A) ⊂ W}.

Proposição 3.4. Não existe aplicação contínua entre as transformadas Tjur(M t
m,n) e

TjurT (M t
m,n)

Demonstração: Antes de começarmos a demonstração determinaremos os conjuntos

π−1(M t
m,n \M t−1

m,n) e π
−1
T (M t

m,n \M t−1
m,n), se A ∈ (M t

m,n \M t−1
m,n) então rank(A) = t − 1,

assim a dimensão da imagem de A é t− 1 e a dimensão do núcleo de A é n− t+ 1. Logo

π−1(M t
m,n \M t−1

m,n) = {(A, ker(A)) ∈Mm,n ×Gr(n− t+ 1, n); rank(A) = t− 1} e

π−1
T (M t

m,n \M t−1
m,n) = {(A, Im(A)) ∈Mm,n ×Gr(t− 1, n); rank(A) = t− 1}.

Vamos mostrar, primeiramente, que não existe aplicação contínua f : Tjur(M t
m,n) →

TjurT (M t
m,n).

Seja f : Tjur(M t
m,n) → TjurT (M t

m,n), aplicação entre transformadas, mostraremos

que existem sequências (Ai, Vi), (Bi,Wi) em Tjur(M t
m,n) que convergem para um mesmo

ponto com f(Ai, Vi) e f(Bi,Wi) convergindo para pontos distintos, assim f não é contínua.
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Tomemos β1 = {e1, ..., en}, β2 = {ẽ1, ..., ẽm} bases de Cn e Cm, respectivamente, a

partir de agora representaremos as coordenadas nessas bases. De�namos

A : Cn → Cm.

(x1, ..., xn) 7→ (x1, ..., xt−2, 0, ..., 0)

Temos rank(A) = t− 2, logo A ∈M t−1
m,n.

Seja V o subespaço gerado por {et, ..., en}, assim V ⊂ ker(A), pois A(xtet + ... +

xnen) = A(0, ..., 0, xt, ..., xn) = (0, ..., 0). Consideremos as aplicações Ai : C
n → Cm e

Bi : C
n → Cm dadas por Ai(x1, ..., xn) = (x1, ..., xt−2,

1
i
xt−1, 0, ..., 0) e Bi(x1, ..., xn) =

(x1, ..., xt−2, 0,
1
i
xt−1, 0, ..., 0).

A�rmamos que ker(Ai) = ker(Bi) = V , de fato, temos que V ⊂ ker(Ai) e V ⊂
ker(Bi), mostraremos somente a inclusão contrária.

Seja (x1, ..., xn) ∈ ker(Ai), então Ai(x1, ..., xn) = (0, ..., 0), ou seja x1 = ... = xt−2 =

xt−1 = 0, portanto (x1, ..., xn) ∈ V e ker(Ai) ⊂ V . De maneira análoga concluímos que

ker(Bi) ⊂ V .

Assim obtemos duas sequências (Ai, ker(Ai)) = (Ai, V ), (Bi, ker(Bi)) = (Bi, V ) ambas

convergindo para (A, V ).

Como f é aplicação entre transformadas temos que o diagrama

Tjur(M t
m,n)

π
((QQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQ

f // TjurT (M t
m,n)

πT

��
Mm,n

é comutativo, ou seja πT ◦ f = π, logo C = πT ◦ f(C,W ) = π(f1(C,W ), f2(C,W )) =

f1(C,W ), então para todo C ∈ (M t
m,n \M t−1

m,n) temos f2(C,W ) = Im(C). Assim seque

que

f(Ai, ker(Ai)) = f(Ai, V ) = (Ai, Im(Ai)),

f(Bi, ker(Bi)) = f(Bi, V ) = (Bi, Im(Bi)).

Mas a imagem de Ai e Bi são geradas por W1 = {ẽ1, ..., ẽt−2, ẽt−1} e W2 =

{ẽ1, ..., ẽt−2, ẽt}, respectivamente. Pelas dimensões segue que

Im(Ai) = ⟨W1⟩, Im(Bi) = ⟨W2⟩,

f(Ai, ker(Ai)) = (Ai, Im(Ai)) = (Ai, ⟨W1⟩) e

f(Bi, ker(Bi)) = (Bi, Im(Bi)) = (Ai, ⟨W2⟩).

Portanto f(Ai, ker(Ai)) = (Ai, Im(Ai)) = (Ai, ⟨W1⟩) converge para (A, ⟨W1⟩) e

f(Bi, ker(Bi)) = (Bi, Im(Bi)) = (Bi, ⟨W2⟩) converge para (A, ⟨W2⟩), como ⟨W1⟩ ≠ ⟨W2⟩
temos que f não é contínua.
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Utilizaremos a mesma técnica para mostrar que não existe aplicação contínua g :

TjurT (M t
m,n) → Tjur(M t

m,n).

Seja A : Cn → Cm como anteriormente e W o subespaço de Cm gerado por

{ẽ1, ..., ẽt−1} consideremos as seguintes de aplicações A′
i : C

n → Cm, B′
i : C

n → Cm dadas

por A′
i(x1, ..., xn) = (x1, ..., xt−2,

1
i
xt−1, 0, ...0), B

′
i(x1, ..., xn) = (x1, ..., xt−2,

1
i
xt, 0, ...0).

A�rmamos que Im(A′
i) = Im(B′

i) = W .

Evidentemente temos que W ⊂ Im(A′
i) e W ⊂ Im(B′

i), e como dim(Im(A′
i)) =

dim(Im(B′
i)) = dim(W ) = t− 1 temos que Im(A′

i) = Im(B′
i) = W e assim as sequências

(A′
i, Im(A′

i)) = (A′
i,W ), (B′

i, Im(B′
i)) = (B′

i,W ) convergem para (A,W ).

Mas ker(A′
i), ker(B

′
i) são gerados por V1 = {et, ..., en}, V2 = {et−1, et+1..., en},

respectivamente.

Como g é aplicação entre transformadas temos que o diagrama

TjurT (M t
m,n)

πT
((QQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQ

g // Tjur(M t
m,n)

π

��
Mm,n

é comutativo, ou seja, π◦g = πT , logo C = π◦g(C,Z) = π(g1(C,Z), g2(C,Z)) = g1(C,Z),

então para todo C ∈ (M t
m,n\M t−1

m,n) temos g2(C,Z) ∈ Gr(n−t+1, n), e g2(C,Z) ⊂ ker(C),

ou seja, g2(C,Z) = ker(C). Portanto

g(A′
i, Im(A′

i)) = (A′
i, ker(A

′
i)) = (A′

i, ⟨V1⟩) e

g(B′
i, Im(B′

i)) = (B′
i, ker(B

′
i)) = (B′

i, ⟨V2⟩),

consequentemente g(A′
i, Im(A′

i)) converge para (A, ⟨V1⟩) e g(B′
i, Im(B′

i)) converge para

(A, ⟨V2⟩), como ⟨V1⟩ ̸= ⟨V2⟩ temos que g não é contínua.

�

Com o objetivo de introduzirmos a transformada de Nash, de�niremos a aplicação de

Gauss sobre a parte regular de M t
m,n.

De�nição 3.5. A aplicação de Gauss sobre a parte regular de M t
m,n é dada por

ψ : (M t
m,n \M t−1

m,n) →Mm,n ×Gr(mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1),mn).

A 7→ (A, TA(M
t
m,n \M t−1

m,n))

gerando o seguinte diagrama:

Mm,n ×Gr(mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1), mn)

π1

��
(M t

m,n \M t−1
m,n) i

//

ψ
33ffffffffffffffffffffff

Mm,n
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sendo π1 a projeção e i a inclusão.

De�nição 3.6. A transformada de Nash de M t
m,n, Nash(M

t
m,n), é de�nida como o fecho

da imagem da aplicação de Gauss ψ em Mm,n ×Gr(mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1),mn).

Em [3] vemos que a aplicação que faz de Nash(M t
m,n) uma transformada é

πN : Nash(M t
m,n) →Mm,n,

πN(A, V ) 7→ A

Proposição 3.7. Para singularidades determinantais genéricas a transformada de Nash

é:

Nash(M t
m,n) ={(A,W1,W2) ∈Mm,n ×Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m); W1 ⊂ ker(A)

e Im(A) ⊂ W2}.

Demonstração: Faremos a demonstração em 3 partes: primeiramente de�niremos uma

aplicação α : Gr(n− t+1, n)×Gr(t−1,m) → Gr(mn− (m− t+1)(n− t+1),mn), a qual

será um homeomor�smo sobre a sua imagem; na parte dois de�niremos duas aplicações,

β : (M t
m,n \M t−1

m,n) → M t
m,n × Gr(n − t + 1, n) × Gr(t − 1,m) e γ : Mm,n × Gr(n − t +

1, n)×Gr(t− 1,m) → Gr(mn− (n− t+ 1)(m− t+ 1),mn), tais que γ ◦ β é a aplicação

de Gauss na parte regular de M t
m,n, por �m mostraremos

γ ◦ β(M t
m,n \M t−1

m,n) = {(A,W1,W2) ∈Mm,n ×Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m);

W1 ⊂ ker(A) e Im(A) ⊂ W2}.

Parte 1:De�namos

α : Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m) → Gr(mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1),mn).

(W1,W2) 7→ {B ∈Mm,n; B(W1) ⊂ W2}

(W1,W2) ∈ Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m) ⇒ α(W1,W2)

é subespaço vetorial de Cmn de dimensão mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1), sejam (W1,W2) ∈
Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m).

i) A aplicação nula pertence α(W1,W2) logo α(W1,W2) ̸= ∅;

ii) Se B1, B2 ∈ α(W1,W2) e λ ∈ C temos que B1+B2 ∈ α(W1,W2) e λB1 ∈ α(W1,W2),

iii) A dimensão de α(W1,W2) é mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1): Notemos que dim(W1) =

n− t+ 1, dim(W2) = t− 1 e sendo W⊥
2 o complemento ortogonal de W2 temos que

dim(W⊥
2 ) = m− t+1, tomemos as bases {x1, ..., xn−t+1}, {y1, ..., yt−1} e {yt, ..., ym}

deW1, W2 eW
⊥
2 , respectivamente. Se B ∈ α(W1,W2) então B(xi) ̸= yt+j para todo



26 Capítulo 3. Resoluções de Singularidades Determinantais Genéricas

i = 1, ..., n − t + 1 e j = 0, 1, ...,m − t. Completemos {x1, ..., xn−t+1} a uma base

{x1, ..., xn−t+1, xn−t+2, ..., xn} de Cn, temosmn possibilidades para de�nir aplicações

lineares B : Cn → Cm, mas como B ∈ α(W1,W2) teremos apenas mn − (m −
t + 1)(n − t + 1) possibilidades para de�nir a aplicação B ∈ α(W1,W2), portanto

dim(α(W1,W2)) = mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1).

Mostraremos agora que α é injetiva, para isso sejam (V1, V2), (W1,W2) ∈ Gr(n − t +

1, n)×Gr(t− 1,m) com (V1, V2) ̸= (W1,W2).

Suponhamos que V1 ̸= W1, então, como dim(V1) = dim(W1), existe v1 ∈ V1 tal que

v1 /∈ W1. Tomemos v2 ∈ Cn \ V2 e de�namos B : Cn → Cm linear tal que B(v1) = v2 e

B(x) = 0 se x não pertence ao espaço gerado por v1, segue que B(W1) ⊂ W2 e portanto

B ∈ α(W1,W2), mas também temos que B(V1) = ⟨v2⟩ ̸⊂ V2, logo B /∈ α(V1, V2) e assim

α(V1, V2) ̸= α(W1,W2).

Se V1 = W1 então temos necessariamente que V2 ̸= W2, como anteriormente existe

v2 ∈ V2 tal que v2 /∈ W2, consideremos v1 ∈ V1 = W1 e de�namos A : Cn → Cm,

linear, dada por A(v1) = v2 e A(x) = 0 para todo x ̸= av1 com a ∈ C, assim segue que

A(V1) = ⟨v2⟩ ⊂ V2 e A(W1) = A(V1) = ⟨v2⟩ ̸⊂ W2 e consequentemente B ∈ α(V1, V2) e

B /∈ α(W1,W2), portanto α(V1, V2) ̸= α(W1,W2), e α é injetiva, ou seja α é bijeção sobre

sua imagem.

Vamos mostrar agora que α é contínua, notemos que α está de�nida em espaço

hausdor� com base enumerável, o que nos permite utilizar a caracterização de continuidade

por sequências.

Sejam ((Vi,Wi)) sequência convergente em Gr(n − t + 1, n) × Gr(t − 1,m)

com lim(Vi,Wi) = (V,W ). Consideremos agora Bi = α(Vi,Wi) sequência em

Gr(mn − (n − t + 1)(m − t + 1),mn), mas como Gr(mn − (n − t + 1)(m − t + 1),mn)

é compacto segue que, existe uma subsequência B′
i de Bi convergente, seja limB′

i = B.

Tomemos B ∈ B, Bi ∈ Bi
′, v ∈ V e vi ∈ Vi tais que Bi converge para B e vi converge para

v, consideremos agora wi = Bi(vi), então wi converge para B(v) = w ∈ W pois wi ∈ Wi

para todo i e como Wi converge para W temos que w ∈ W . Assim para todo v ∈ V ,

B ∈ B temos B(v) ∈ W , logo B ⊂ α(V,W ), mas dimB = dimα(V,W ) o que implica

B = α(V,W ). Desta maneira mostramos que qualquer subsequência convergente de Bi

converge para α(V,W ), logoBi converge para α(V,W ), ou seja, lim(α(Vi,Wi)) = α(V,W )

para toda sequência ((Vi,Wi)) em Gr(n−t+1, n)×Gr(t−1,m) convergindo para (V,W ).

Desta maneira concluímos que α é contínua.

Para �nalizarmos a parte 1, notemos que α é bijeção sobre a sua imagem, está de�nida

em um conjunto compacto e contra-domínio Hausdor�, assim α é homeomor�smo sobre

sua imagem.
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Parte 2: De�namos

β : (M t
m,n \M t−1

m,n) →M t
m,n ×Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m)

A 7→ (A, ker(A), Im(A))

e

γ :Mm,n ×Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m) →Mm,n ×Gr(mn− (n− t+ 1)(m− t+ 1),mn).

(A, V,W ) 7→ (A,α(V,W ))

γ está evidentemente bem de�nida, veri�quemos que β também está. Sabemos que ker(A)

é subespaço de Cn e Im(A) é subespaço de Cm, assim basta veri�carmos as dimensões.

Como A ∈ (M t
m,n \M t−1

m,n) temos que rank(A) = t− 1, ou seja dim(Im(A)) = t− 1 e pelo

teorema do núcleo e da imagem segue que dim(ker(A)) = n− t+1 e β está bem de�nida.

Observemos agora que γ ◦β(A) = (A,α(ker(A), Im(A)), como α(ker(A), Im(A)) = {B ∈
Mm,n; B(ker(A)) ⊂ Im(A)} = TAM

t
m,n, temos que γ ◦ β é a aplicação de Gauss na parte

regular de M t
m,n, logo Nash(M

t
m,n) = γ ◦ β((M t

m,n \M t−1
m,n)). Mas γ é continua e possui

inversa γ−1 = (π1, α
−1◦π2), no qual π1 :Mm,n×Gr(mn−(m−t+1)(n−t+1),mn) →Mm,n,

π2 :Mm,n×Gr(mn−(m−t+1)(n−t+1),mn) → Gr(mn−(m−t+1)(n−t+1),mn) são

dadas por π1(A, V ) = A, π2(A, V ) = V , desta maneira obtemos que γ é homeomor�smo

sobre sua imagem, pelo lema 1.2 Nash(M t
m,n) = γ(β(M t

m,n \M t−1
m,n)).

Parte 3: Vamos mostrar que

Nash(M t
m,n) = {(A, V,W ) ∈ Mm,n × Gr(n − t + 1, n) × Gr(t − 1,m); V ⊂ ker(A),

e Im(A) ⊂ W} = N . Suponhamos que exista (A, V,W ) ∈ β(M t
m,n \M t−1

m,n) tal que

(A, V,W ) /∈ N , logo V ̸⊂ ker(A) ou Im(A) ̸⊂ W .

Se V ̸⊂ ker(A), então existe v ∈ V tal que A(v) ̸= 0, mas (A, V,W ) ∈ β(M t
m,n \M t−1

m,n),

então existe uma sequência (Ai, Vi,Wi) em β(M t
m,n \M t−1

m,n) convergindo para (A, V,W ).

Assim existe vi ∈ Vi tal que vi converge para v, e portanto Ai(vi) converge para A(v),

mas Ai(vi) = 0 para todo i, desta maneira A(v) = 0 e v ∈ ker(A), o que contradiz nossa

suposição inicial.

Se Im(A) ̸⊂ W , então existe x ∈ Cn tal que A(x) /∈ W , mas (A, V,W ) ∈
β(M t

m,n \M t−1
m,n) logo existe uma sequência (Ai, Vi,Wi) em β(M t

m,n \ M t−1
m,n) tal que

(Ai, Vi,Wi) converge para (A, V,W ), sendo Vi = ker(Ai) e Wi = Im(Ai), daí Ai(x)

converge para A(x) e como Ai(x) ∈ Wi para todo i e Wi converge para W temos que

A(x) ∈ W . O que contradiz nossa suposição inicial.

Desta maneira concluímos que β(M t
m,n \M t−1

m,n) ⊂ N .

Para concluirmos a igualdade tome (A, V,W ) ∈ N , e seja r = rank(A). Como V ⊂
ker(A) e Im(A) ⊂ W temos que existem V ′ eW ′ subespaços de Cn e Cm, respectivamente,

tais que

V ⊕ V ′ = ker(A) e Im(A)⊕W ′ = W,



28 Capítulo 3. Resoluções de Singularidades Determinantais Genéricas

assim temos que dim(V ′) = t − r − 1 e dim(W ′) = t − r − 1. Construiremos agora uma

aplicação A′ : Cn → Cm.

Sejam {a1, ..., at−1−r}, {bt−r, ..., bn−r} e {d1, ..., dt−1−r} bases de V ′, V e W ′

respectivamente, então {a1, ..., at−1−r, bt−r, ..., bn−r} é uma base de ker(A), completando a

uma base de Cn obtemos {a1, ..., at−1−r, bt−r, ..., bn−r, cn−r+1, ..., cn}, de�namos A′ : Cn →
Cm, linear dada por A′(ai) = di e A

′(bj) = 0 = A′(ck) para todo i = 1, ..., t − 1 − r,

j = t− r, ..., n− r e k = n− r + 1, ..., n.

Consideremos agora a sequência Ai = A+ 1
i
A′, a�rmamos que ker(Ai) = V e Im(Ai) =

W . De fato, como V ⊂ ker(A′) e V ⊂ ker(A) temos que V ⊂ ker(Ai) para todo i.

Consideremos então x ∈ ker(Ai), então Ai(x) = A(x) + 1
i
A′(x) = 0, mas

x = σ1a1 + ... + σt−1−rat−1−r + σt−rbt−r + ... + σn−rbn−r + σn−r+1cn−r+1 + ... + σncn,

resultando em, A(x) = σn−r+1A(cn−r+1)+ ...+σnA(cn) e A
′(x) = σ1d1+ ...+σt−1−rdt−1−r,

assim temos que A(x) ∈ Im(A) e A′(x) ∈ W ′, mas A(x) + 1
i
A′(x) = 0 de onde vem que

A(x) = A′(x) = 0 e portanto ker(Ai) ⊂ ker(A) ∩ ker(A′) = V , pela forma como Ai foi

construída, assim resulta a primeira igualdade.

Para a segunda igualdade notemos que Im(Ai) ⊂ W , pois W = Im(A) ⊕W ′, basta

mostrarmos que W ⊂ Im(Ai). Seja w ∈ W , como W = Im(A) ⊕W ′ segue que w =

w1 + w2 com w1 ∈ Im(A) e w2 ∈ W ′ = Im(A′), desta maneira existem v1, v2 ∈ Cn

tais que A(v1) = w1 e 1
i
A′(iv2) = A′(v2) = w2, mas v1 = s1a1 + ... + st−1−rat−1−r +

st−rbt−r+ ...+sn−rbn−r+sn−r+1cn−r+1...+sncn, iv2 = z1a1+ ...+ zt−1−rat−1−r+ zt−rbt−r+

... + zn−rbn−r + zn−r+1cn− r + 1... + zncn, portanto A(v1) = A(sn−r+1cn−r+1... + sncn)

e A′(iv2) = A′(z1a1 + ... + zt−1−rat−1−r), assim tomemos u1 = sn−r+1cn−r+1... + sncn e

u2 = z1a1 + ... + zt−1−rat−1−r, daí seja u = u1 + u2, então Ai(u) = A(u1) +
1
i
A′(u2) = w,

logo w ∈ Im(Ai).

Assim construímos uma sequência (Ai, Vi,Wi) = (Ai, V,W ) em β(M t
m,n \ M t−1

m,n)

convergindo para (A, V,W ), logo N ⊂ β(M t
m,n \M t−1

m,n). O que completa a demonstração.

�

Corolário 3.8. Nash(M t
m,n) é suave.

Demonstração: Vamos mostrar que Nash(M t
m,n) = Tjur(M t

m,n)×Mm,n Tjur
T (M t

m,n),

daí como Tjur(M t
m,n), Tjur

T (M t
m,n) e Mm,n são suaves temos que Nash(M t

m,n) é suave.

Consideremos as aplicações: π :Mm,n×Gr(n−t+1, n) →Mm,n, π
′ :Mm,n×Gr(t−1,m) →

Mm,n, projeções da primeira coordenada, e,

ϕ : Nash(M t
m,n) → Tjur(M t

m,n), ϕT : Nash(M t
m,n) → TjurT (M t

m,n)

(A, V,W ) 7→ (A, V ) (A, V,W ) 7→ (A,W )
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Notemos que o diagrama

Nash(M t
m,n)

ϕT

��

ϕ // Tjur(M t
m,n)

π

��
TjurT (M t

m,n) π′
//Mm,n

é comutativo, portanto

Nash(M t
m,n) = TjurM t

m,n ×Mm,n Tjur
T (M t

m,n),

o que completa a demonstração.

�

Para demonstrar as próximas proposições utilizaremos 1.46

Proposição 3.9. Nash(M t
m,n) é homotópicamente equivalente a π−1

N (0).

Demonstração: Como πN : Nash(M t
m,n) →Mm,n é dada por πN(A, V,W ) = A, temos

que π−1
N (0) = {0} ×Gr(n− t+ 1, n)×Gr(t− 1,m).

De�namos

f0 : Nash(M
t
m,n) → π−1

N (0),

(A, V,W ) 7→ (0, V,W )

logo f0 é contínua, pois cada função coordenada é contínua, além disso como f0
∣∣
π−1
N (0)

=

Idπ−1
N (0), temos que f0 é uma retração.

Vamos mostrar que i ◦ f0 : Nash(M t
m,n) → Nash(M t

m,n) é homotópica a IdNash(Mt
m,n).

Para isso de�namos

F : Nash(M t
m,n)× C → Nash(M t

m,n),

(A, V,W, s) 7→ (s · A, V,W )

a qual está bem de�nida e é contínua, pois cada função coordenada é contínua.

Consideremos agora H = F
∣∣
Nash(Mt

m,n)×[0,1]
: Nash(M t

m,n)× [0, 1] → Nash(M t
m,n), então

H(A, V,W, 1) = (A, V,W ) para todo (A, V,W ) ∈ Nash(M t
m,n),

H(A, V,W, 0) = (0, V,W ) para todo (A, V,W ) ∈ Nash(M t
m,n),

ou seja, H(·, 1) = IdNash(M t
m,n) e H(·, 0) = i ◦ f0 e portanto Nash(M t

m,n) e π
−1(0) são

homotópicamente equivalentes.

�
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Proposição 3.10. Tjur(M t
m,n) é homotópicamente equivalente a π−1(0).

Demonstração: Sabemos que π : Tjur(M t
m,n) → Mm,n é dada por π(A, V ) = A,

logo π−1(0) = {0} × Gr(n − t + 1, n). De�namos g0 : Tjur(M t
m,n) → π−1(0) dada por

g0(A, V ) = (0, V ), g0 é contínua e g0
∣∣
π−1(0)

= Idπ−1(0), ou seja, g0 é uma retração.

Como anteriormente, vamos mostrar que i ◦ g0 : Tjur(M t
m,n) → Tjur(M t

m,n) é

homotópica a IdTjur(M t
m,n). De�namos

G : Tjur(M t
m,n)× C → Tjur(M t

m,n),

(A, V, s) 7→ (sA, V )

G está bem de�nida e é contínua, assim basta considerarmos H2 = G
∣∣
Tjur(Mt

m,n)×[0,1]
:

Tjur(M t
m,n)× [0, 1] → Tjur(M t

m,n), pois

H2(A, V, 1) = (A, V ) para todo (A, V ) ∈ Tjur(M t
m,n),

H(A, V, 0) = (0, V ) para todo (A, V ) ∈ Tjur(M t
m,n),

ou seja, H2(·, 1) = IdTjur(M t
m,n) e H2(·, 0) = i ◦ g0 e portanto Tjur(M t

m,n) e π
−1
T (0) são

homotopicamente equivalentes.

�

Proposição 3.11. TjurT (M t
m,n) é homotópicamente equivalente a π−1

T (0).

Demonstração: Como πT : TjurT (M t
m,n) →Mm,n é dada por π(A,W ) = A, segue que

π−1
T (0) = {0} ×Gr(t− 1,m).

De�namos então h0 : TjurT (M t
m,n) → Mm,n dada por h0(A,W ) = (0,W ), h0 é uma

retração. Mostraremos que i ◦ h0 é homotópica a IdTjurT (Mt
m,n)

. Para isso de�namos

K : TjurT (M t
m,n)× C → TjurT (M t

m,n),

(A,W, s) 7→ (s · A,W )

a qual está bem de�nida e é contínua. Por �m consideremos H3 = K
∣∣
TjurT (M t

m,n)×[0,1]
:

TjurT (M t
m,n)× [0, 1] → TjurT (M t

m,n), pois

H3(A,W, 1) = (A,W ) para todo (A,W ) ∈ TjurT (M t
m,n),

H3(A,W, 0) = (0,W ) para todo (A,W ) ∈ Tjur(M t
m,n),

ou seja, H3(·, 1) = IdTjurT (Mt
m,n)

e H3(·, 0) = i ◦ g0 e assim TjurT (M t
m,n) e π

−1
T (0) são

homotopicamente equivalentes.

�
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Capítulo 4

Transformada de Singularidades

Determinantais

Neste capítulo de�niremos a transformada de Tjurina e a transformada de Tjurina

transposta de singularidades determinantais. Para isso consideramos F : CN → Mm,n

holomorfa, X = F−1(M t
m,n) singularidade determinantal do tipo (m,n, t), ou seja,

codim(X) = codim(M t
m,n) = (m − t + 1)(n − t + 1). Toda a seção foi baseada em

[20].

4.1 Transformada de Tjurina

De�nição 4.1. A transformada de Tjurina de (X,Xsing), sendo X singularidade

determinantal do tipo (m,n, t) dada por F : CN →M t
m,n (F = (fij)m×n) é o conjunto

Tjur(X) = {(x,W ) ∈ Xreg ×Gr(t− 1, n); W = ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩},

com a aplicação πTj : Tjur(X) → X dada por πTj(x,W ) = x. Sendo

⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩ o subespaço gerado pelas linhas da matriz F (x).

Vamos mostrar que Tjur(X) com πTj satisfaz as condições da de�nição 1.30, para isso

será necessário o lema 1.1.

Notemos que πTj = π1|Tjur(X) : Tjur(X) → X sendo π1 a projeção na primeira

entrada, o que nos dá a continuidade de πTj. Para ver que πTj é fechada, tomemos

F ⊂ Tjur(X) fechado, e (xi) sequência em πTj(F ), tal que xi converge para x, vamos

mostrar que x ∈ πTj(F ). De fato, como xi ∈ πTj(F ) existe (xi,Wi) ∈ F tal que

πTj(xi,Wi) = xi, desta maneira obtemos uma sequência Wi em Gr(t − 1, n), como

Gr(t− 1, n) é compacto temos que Wi possui uma subsequência Wik convergente, seja W

o limite de tal subsequência. Assim temos a sequência (xik ,Wik) em F convergindo para

(x,W ), como F é fechado (x,W ) ∈ F , portanto x ∈ πTj(F ).
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Consideremos agora x ∈ X, então

(πTj)
−1(x) = {(x, ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩)},

se x ∈ Xreg, ou

(πTj)
−1(x) = {(x,W ) ∈ Tjur(X); ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩ ⊂ W}

= {x} × {W ; (x,W ) ∈ Tjur(X) e ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩ ⊂ W}

se x /∈ Xreg, os quais são compactos pois, se x ∈ Xreg então π−1
Tj (x) possui um único

elemento, e se x ∈ Xsing, temos que π−1
Tj (x) é fechado e assim

π−1
Tj (x) = π−1

Tj (x)

= {x} × {W ; (x,W ) ∈ Tjur(X) e ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩ ⊂ W}

= {x} × {W ; (x,W ) ∈ Tjur(X) e ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩ ⊂ W},

que é o produto de compactos, portanto compacto.

Resta veri�carmos as condições 1. e 2.:

1. Notemos que

α : Xreg → Xreg ×Gr(t− 1, n),

x 7→ (x, ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩)

é inversa de πTj|(πTj)−1(Xreg), como α é contínua e ambas são racionais, temos que a

condição 1. da de�nição 1.30 é satisfeita.

2. (πTj)−1(Xreg) = {(x, ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩)} = Tjur(X),

o que completa a demonstração.

A proposição seguinte nos dá outra caracterização da Transformada de Tjurina.

Proposição 4.2. Tjur(X) = {(x,W ) ∈ Xreg ×Gr(n− t+ 1, n); W = ker(F (x))}

Demonstração: Seja (x, ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩) ∈ {(x,W ) ∈ Xreg×
Gr(t− 1, n); W = ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩}, então rank(F (x)) = t− 1,

ou seja, dim(Im(F (x))) = t − 1. Consideremos {w1, ..., wt−1} base de Im(F (x)), então

existe vi ∈ Cn tal que F (x)vi = wi para todo i = 1, 2, ..., t−1. A�rmamos que {v1, ..., vt−1}

é linearmente independente. De fato, sejam α1, ..., αt−1 ∈ C tais que
t−1∑
i=1

αivi = 0, então

0 = F (x)(
t−1∑
i=1

αivi) =
t−1∑
i=1

αiwi,
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logo αi = 0 para todo i = 1, ..., t− 1 e {v1, ..., vt−1} é linearmente independente.

Dessa maneira temos que dado (x, ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩) ∈
{(x,W ) ∈ Xreg × Gr(t − 1, n); W = ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩}
existe {v1, ..., vt−1} ⊂ Cn tal que ⟨(fi1(x), fi2(x), ..., fin(x)), i = 1, 2, ...,m⟩ =

⟨F (x)v1, ..., F (x)vt−1⟩, assim considerando o homeomor�smo

f : Gr(t− 1, n) → Gr(n− t+ 1, n),

V 7→ V ⊥

temos ker(F (x)) = ⟨v1, ..., vt−1⟩⊥ = f(⟨v1, ..., vt−1⟩), e

Tjur(X) = {(x, ker(F (x))) ∈ Xreg ×Gr(n− t+ 1, n)}.

�

Se F : CN → Mm,m, dizemos que X é uma hipersuperfície do tipo (m,m,m), quando

X = F−1(Mm
m,m) = v(det(F )), sendo

det(F ) : CN → C,

x 7→ det(F (x))

e dim(X) = N − (m−m+ 1)(m−m+ 1) = N − 1. Nesse caso X é interseção completa.

Proposição 4.3. Seja F : CN → Mm,n holomorfa e X interseção completa de�nida por

F que não é uma hipersuperfície do tipo (m,m,m), então Tjur(X) = X.

Demonstração: Por hipótese temos X = F−1(M1
m,n) = F−1(0) e dim(X) =

N − (m − 1 + 1)(n − 1 + 1) = N − mn. Logo para todo x ∈ X temos F (x) = 0,

ou seja, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)); i = 1, ...,m⟩ = ⟨0⟩ ∈ Gr(0, n), assim podemos identi�car

{(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)); i = 1, ...,m⟩);x ∈ Xreg} com Xreg e consequentemente

Tjur(X) = {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)); i = 1, ...,m⟩);x ∈ Xreg}

= Xreg

= X.

�

Nesse momento, queremos analisar propriedades locais da transformada de Tjurina,

assim, de�niremos a seguinte aplicação:

F̃I : C
N × C(t−1)(n−t+1) →Mm+t−1,n,

(x, a) 7→

(
AI(a)

F (x)

)
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Sendo AI : C
(t−1)(n−t+1) →Mt−1,n como na seção 1.5.

Proposição 4.4. ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ ÃI(a) se, e somente se,

rank(F̃I(x, a)) = t − 1, onde ÃI(a) denota o subespaço gerado pelas linhas da matriz

AI(a).

Demonstração: Suponhamos que ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ ÃI(a), então as

linhas da matriz F (x) podem ser escritas como combinação linear das linhas de AI(a),

pois elas formam uma base de ÃI(a). Assim, como rank(AI(a)) = t − 1, segue que

rank(F̃I(x, a)) = t− 1.

Reciprocamente se rank(F̃I(x, a)) = t − 1 segue que a matriz

(
AI(a)

F (x)

)
tem

somente t− 1 linhas linearmente independente, mas AI(a) possui t− 1 linhas linearmente

independentes, o que implica que (fi1(x), ..., fin(x)) pode ser escrito como combinação

linear das linhas de AI(a) para todo i = 1, ...,m, o que implica ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i =
1, ...,m⟩ ⊂ ÃI(a).

�

Para F : CN →Mm,n e X = F−1(M t
m,n), singularidade determinantal, de�namos:

T̃ jurI(X) = (F̃I)
−1(M t

m+t−1,n), e

TjurI(X) = {(x,W ) ∈ Tjur(X); W ∈ Im(ÃI)}

Observemos que T̃ jurI(X) ⊂ CN ×C(t−1)(n−t+1) e TjurI(X) ⊂ X ×Gr(t− 1, n), mas

devido a identi�cação entre AI(a) ∈ Mt−1,n e ÃI(a) ∈ Gr(t − 1, n) vamos considerar,

então, T̃ jurI(X) ⊂ X ×Gr(t− 1, n).

Proposição 4.5. Para F : CN →Mm,n e X = F−1(M t
m,n), singularidade determinantal,

temos TjurI(X) ⊂ T̃ jurI(X).

Demonstração: Seja (x,W ) ∈ TjurI(X), então, (x,W ) ∈ Tjur(X) e W = AI(a) para

algum a ∈ C(t−1)(n−t+1). Consideremos dois casos:

1) Se (x,W ) ∈ {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩; x ∈ Xreg}, então

⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ = W = ÃI(a), para algum a ∈ C(t−1)(n−t+1),

consequentemente rank(F̃I(x, a)) = t− 1, de onde vem (x, a) ∈ (F̃I)
−1(M t

n+t−1,n).

2) Se (x,W ) ∈ {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩; x ∈ Xreg}\{(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)),
i = 1, ...,m⟩; x ∈ Xreg}, então existe uma sequência (xk,Wk) ∈
{(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩; x ∈ Xreg} tal que

(xk,Wk) converge para (x,W ),
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logo xk → x, Wk → W e como F é contínua segue que F (xk) → F (x), e assim

⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ W = ÃI(a) para algum a ∈ C(t−1)(n−t+1), ou seja,

(x, a) ∈ T̃ jurI(X), o que completa a demonstração.

�

O exemplo 4.11 mostra que em geral temos T̃ jurI(X) ̸= TjurI(X)

O que faremos de agora em diante tem a �nalidade de mostrar que T̃ jurI(X) não é

necessariamente uma singularidade determinantal, para isso sejam

π̃I : T̃ jurI(X) → X, πTjI = πTj

∣∣∣
TjurI(X)

.

(x, a) 7→ x

Proposição 4.6. (πTjI )−1(Xreg) = (π̃I)
−1(Xreg).

Demonstração: Notemos que

(πTjI )−1(Xreg) = {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩);x ∈ Xreg

e ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ∈ Im(ÃI)}

(π̃I)
−1(Xreg) = {(x, a) ∈ T̃ jurI(X); x ∈ Xreg}

= {(x, a);x ∈ Xreg e rank(F̃
Tj
I )(x, a) < t}

= {(x, a);x ∈ Xreg e rank(F̃
Tj
I )(x, a) = t− 1}

= {(x, a);x ∈ Xreg e ⟨(fi1(x), ..., fin(x)); i = 1, ...,m⟩ ⊂ ÃI(a)}

= {(x, a);x ∈ Xreg e ⟨(fi1(x), ..., fin(x)); i = 1, ...,m⟩ = ÃI(a)}.

Assim segue que (πTjI )−1(Xreg) = (π̃I)
−1(Xreg).

�

Como

T̃ jurI(X) = (F̃I)
−1(M t

m+t−1,n)

= {(x, a) ∈ CN × C(t−1)(n−t+1); rank(F̃I(x, a)) = t− 1}

= {(x, a) ∈ CN × C(t−1)(n−t+1); rank(F (x)) < t e

⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ ÃI(a)}

=
t∪

s=1

Zs,

sendo

Zs = {(x, a) ∈ CN × C(t−1)(n−t+1); rank(F (x)) = s− 1 e

⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ ÃI(a)}.
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Logo

dim(T̃ jurI(X)) = max{dim(Zs), s = 1, ..., t},

mas

Zt = {(x, a) ∈ CN × C(t−1)(n−t+1); rank(F (x)) = t− 1 e

⟨(fi1(x), ..., fim(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ ÃI(a)}

= {(x, a) ∈ CN × C(t−1)(n−t+1); rank(F (x)) = t− 1 e

⟨(fi1(x), ..., fim(x)), i = 1, ...,m⟩ = ÃI(a)}.

Dessa maneira podemos identi�car Zt com F−1(M t
m,n \M t−1

m,n), logo,

Xreg ⊂ F−1(M t
m,n \M t−1

m,n) ⊂ X,

e

dim(Zt) = dim(F (M t
m,n \M t−1

m,n)) = dim(X).

De onde vem

dim(T̃ jurI(X)) = max{dim(X), dim(Zs), s = 1, ..., t− 1}.

Analisemos a dimensão de Zs com s = 1, ..., t− 1. Seja x ∈ Xs, então

(x,W ) ∈ Zs se, e somente se, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ W,

logo existe um subespaço VF (x) de ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩⊥, sendo

⟨(fi1(x), ..., fim(x)), i = 1, ...,m⟩⊥ o complemento ortogonal de ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i =

1, ...,m⟩ em W , tal que

W = VF (x) ⊕ ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩.

Por outro lado temos que para todo V ∈ Gr(t− s, n− s+ 1)

dim(V ⊕ ⟨(fi1(x), ..., fim(x)), i = 1, ...,m⟩) = t− 1.

Dessa maneira para cada x ∈ F−1(M s
m,n \M s−1

m,n ) de�namos:

fx : Gr(t− s, n− s+ 1) → {W ∈ Gr(t− 1, n); ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ W}.

VF (x) 7→ VF (x) ⊕ ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩
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Pela discussão anterior temos que fx é bijeção, além disso

fx(VF (x)) = VF (x) ⊕ ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩

= (VF (x), ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩),

portando fx é contínua, pois cada função coordenada é contínua.

Como fx é bijeção contínua, de�nida em compacto e contra domínio Hausdor�, segue

que fx é homeomor�smo, e, consequentemente,

dim({W ∈ Gr(t−1, n); ⟨(fi1(x), ..., fim(x)), i = 1, ...,m⟩ ⊂ W}) = dim(Gr(t−s, n−s+1)).

Por �m

dim(Zs) = dim(Xs) + dim(Gr(t− s, n− s+ 1)), (4.1)

implicando

dim(T̃ jurI(X)) = dim(X)

se, e somente se,

dim(Xs) ≤ N − (m− s+ 1)(n− t+ 1)

para todo s = 1, ..., t− 1.

Se X tem singularidade isolada, então dim(Xsing) = 0 e como Xs ⊂ Xsing, para todo

s = 1, ..., t− 1 obtemos dim(T̃ jurI(X)) = dim(X) se, e somente se, N ≥ (m− s+1)(n−
t+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.

Proposição 4.7. Se dim(T̃ jurI(X)) = dim(X), então T̃ jurI(X) é uma singularidade

determinantal do tipo (m+ t− 1, n, t).

Demonstração: Basta veri�carmos se a codimensão de T̃ jurI(X) = codim(M t
m+t−1,n) =

m(n− t+ 1). De fato, como T̃ jurI(X) ⊂ CN × C(t−1)(n−t+1), temos que

codim(T̃ jurI(X)) = dim(CN × C(t−1)(n−t+1))− dim(T̃ jurI(X))

= N + (t− 1)(n− t+ 1)− dim(X)

= N + (t− 1)(n− t+ 1)−N + (m− t+ 1)(n− t+ 1)

= m(n− t+ 1).

�

Proposição 4.8. Se T̃ jurI(X) é singularidade determinantal, então dim(Xs) ≤ N −
(m− s+ 1)(n− t+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.
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Demonstração: Seja T̃ jurI(X) = (F̃I)
−1(M t

m+t−1,n) singularidade determinantal, ou

seja,

codim(T̃ jurI(X)) = codim(M t
m+t−1,n)

= (m+ t− 1− t+ 1)(n− t+ 1)

= m(n− t+ 1),

em outras palavras

dim(T̃ jurI(X)) = N + (t− 1)(n− t+ 1)−m(n− t+ 1)

= N − (m− t+ 1)(n− t+ 1)

= dim(X),

o que implica dim(Xs) ≤ N − (m− s+1)(n− t+1) para todo s = 1, ..., t− 1 e completa

a demonstração.

�

Como rank(F̃I(0, 0)) = t − 1 podemos encontrar pelo exemplo 2.6 uma aplicação

F ′
I : CN × C(t−1)(n−t+1) → Mm,n−t+1 tal que X é singularidade determinantal do tipo

(m,n− t+ 1, 1). Logo pela proposição 4.7 segue que T̃ jurI(X) é interseção completa.

A próxima proposição nos diz quando TjurI(X) = T̃ jurI(X),

Proposição 4.9. T̃ jurI(X) = TjurI(X) se, e somente se dim(Xs) < N − (m − s +

1)(n− t+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.

Demonstração: Suponhamos TjurI(X) = T̃ jurI(X) =
t⊔

s=1

Zs. πTj é aplicação de

transformada, logo

dim(π−1
Tj (Xsing)) < dim(X),

como Zs ⊂ π−1
Tj (Xsing) para todo s = 1, ..., t− 1, temos

dim(Zs) ≤ dim(π−1
Tj (Xsing)) < dim(X),

mas, de 4.1,

dim(Zs) = dim(Xs) + dim(Gr(t− s, n− s+ 1)),

logo

dim(Xs) < dim(X)− dim(Gr(t− s, n− s+ 1))

< N − (m− t+ 1)(n− t+ 1)− (t− s)(n− s+ 1− t+ s)

= N − (m− s+ 1)(n− t+ 1)
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o que completa a primeira parte da proposição.

Por outro lado, suponhamos dim(Xs) < N − (m − s + 1)(n − t + 1) para todo s =

1, ..., t− 1, logo dim(T̃ jurI(X)) = dim(X) = dim(TjurI(X)).

Como

(π̃I)
−1(Xs) = {(x, a) ∈ CN × C(t−1)(n−t+1); rank(F (x)) = s− 1 e rank(F̃I(x, a)) = t− 1}

= Zs,

temos

dim((π̃I)
−1(Xs)) = dim(Zs)

= dim(Xs) + dim(Gr(t− s, n− s+ 1))

< N − (m− s+ 1)(n− t+ 1) + (t− s)(n− t+ 1)

< N − (m− t+ 1)(n− t+ 1)

= dim(X)

mas TjurI(X) ⊂ T̃ jurI(X). Se TjurI(X) ̸= T̃ jurI(X), então existe uma componente

irredutível V tal que T̃ jurI(X) ⊃ TjurI(X)
∪
V , mas T̃ jurI(X) é interseção completa,

o que implica T̃ jurI(X) é equidimensional, como

(π̃I)
−1(Xreg) = (πTjI )−1(Xreg)),

temos que V ⊂ (π̃I)
−1(Xsing).

Mas Xsing =
( t−1∪
s=1

Xs
)∪

A, sendo A = {x ∈ Xsing; rank(F (x)) = t− 1}, então

dim(π̃I(Xsing)) = max{dim(π̃−1
I (A)), dim(π̃−1

I (Xs)); s = 1, ..., t− 1)},

e

π̃−1
I (A)) = {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)); i = 1, ...,m⟩);x ∈ A} = A.

Como Xreg = X segue que A ⊂ ∂Xreg, implicando dim(A) < dim(X) e

consequentemente dim(π̃−1
I (A)) < dim(X) resultando dim(π̃−1

I (Xsing)) < dim(X), e

dim(V ) < dim(X) = dim(TjurI(X)), o que é um absurdo.

�

Notemos que rank(F̃ Tj
I (0, 0)) = t − 1, como no exemplo 2.6 podemos encontrar uma

outra aplicação F ′
I : CN × C(t−1)(n−t+1) → Mm,n−t+1 tal que T̃ jur

Tj

I (X) = (F ′
I)

−1(0).

Como anteriormente, explicitaremos o método a partir de um exemplo. O processo nesse

caso é mais simples, pois F̃ Tj
I (x, a) possui uma submatriz identidade de ordem t− 1.
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Exemplo 4.10. Seja F : CN →M3,4, dada por F = (fij), e X = F−1(M3
3,4) singularidade

determinantal do tipo (3, 4, 3). Consideremos I = {1, 3}, então

F̃I : C
N × C4 →M5,4,

(x, a11, a12, a21, a22) 7→


1 a11 0 a12

0 a21 1 a22

f11(x) f12(x) f13(x) f14(x)

f21(x) f22(x) f23(x) f24(x)

f31(x) f32(x) f33(x) f34(x)


Chamaremos de Ck e Lk a k-ésima coluna e k-ésima linha de F̃I , respectivamente.

Façamos as seguintes operações com F̃I(x, a11, a12, a21, a22).

C ′
2 = −a11C1 − a21C3 + C2, C ′

4 = −a12C1 − a22C3 + C4,

dessa maneira obtemos:
1 0 0 0

0 0 1 0

f11(x) f12(x)− a11f11(x)− a21f13(x) f13(x) f14(x)− a12f11(x)− a22f13(x)

f21(x) f22(x)− a11f21(x)− a21f23(x) f23(x) f24(x)− a12f21(x)− a22f23(x)

f31(x) f32(x)− a11f31(x)− a21f33(x) f33(x) f34(x)− a12f31(x)− a22f33(x)


Por �m realizaremos as operações

L′
3 = L3 − f11L1 − f13L2, L′

4 = L4 − f21L1 − f23L2, L′
5 = L5 − f31L1 − f33L2,

na matriz anterior, obtendo
1 0 0 0

0 0 1 0

0 f12(x)− a11f11(x)− a21f13(x) 0 f14(x)− a12f11(x)− a22f13(x)

0 f22(x)− a11f21(x)− a21f23(x) 0 f24(x)− a12f21(x)− a22f23(x)

0 f32(x)− a11f31(x)− a21f33(x) 0 f34(x)− a12f31(x)− a22f33(x)


Dessa maneira, os menores de ordem três da matriz anterior ainda de�nem T̃ jurI(X), o

que é equivalente aos menores de ordem 1 da matriz f12(x)− a11f11(x)− a21f13(x) f14(x)− a12f11(x)− a22f13(x)

f22(x)− a11f21(x)− a21f23(x) f24(x)− a12f21(x)− a22f23(x)

f32(x)− a11f31(x)− a21f33(x) f34(x)− a12f31(x)− a22f23(x)


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O procedimento do exemplo 4.10 pode ser executado para qualquer F : CN →Mm,n e

I ⊂ {1, 2, ... n}.

Exemplo 4.11. Seja

F : C4 →M2,3,

(x, y, z, w) 7→

(
w3 y x

z w y3

)

e X = F−1(M2
2,3) singularidade determinantal do tipo (2, 3, 2) com Xsing = {(0, 0, 0, 0)}.

Utilizando o Singular, ver apêndice, veri�camos que T̃ jurI(X) = F̃−1
I (M2

3,3) é

singularidade determinantal para todo I, mas

T̃ jur{2}(X) ̸= Tjur{2}(X).

De fato, seja

F̃{2} : C
4 × C2 →M2,3,

(x, y, z, w, a1, a3) 7→

a1 1 a3

w3 y x

z w y3


então,

F ′
{2} : C

4 × C2 →M2,2

(x, y, z, w, a1, a3) 7→

(
w3 − ya1 x− ya3

z − wa1 y3 − wa3

)

Como T̃ jur{2}(X) = (F ′
{2})

−1(M1
2,2) segue que

T̃ jur{2}(X) = v(w3 − ya1, x− ya3, z − wa1, y
3 − wa3)

∼= v(w3 − ya1, y
3 − wa3) �zemos x = ya3 e z = wa1

= v(w8 − a31a3,−w3 + ya1, yw
5 − a21a3, y

2w2 − a1a3, y
3 − wa3) ∪ v(w, y),
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Utilizamos o Singular, ver apêndice, na última igualdade. Por outro lado

Tjur{2}(X) = {(x,W ) ∈ Tjur(X);W = ⟨(a1, 1, a3)⟩, para algum a1, a3 ∈ C}

= {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x))⟩); x ∈ Xe ⟨(fi1(x), ..., fin(x))⟩ ⊂

⟨(a1, 1, a3)⟩para algum a1, a3 ∈ C} \ {(0, 0, 0, 0)} × C2

∼= v(w3 − ya1, x− ya3, z − wa1, y3 − wa3) ∪ v(w, y) \ {(0, 0)} × C2

= v(w8 − a31a3,−w3 + ya1, yw
5 − a21a3, y

2w2 − a1a3, y
3 − wa3).

Desta maneira vemos que Tjur{2}(X) ̸= T̃ jur{2}(X).

Veri�quemos que TjurI(X) ̸= T̃ jurI(X) quando I = {1} ou I = {3}.

Como

F ′
{1} : C

4 × C2 →M2,2

(x, y, z, w, a2, a3) 7→

(
y − a2w

3 x− a3w
3

w − a2z y3 − a3z

)

então

T̃ jur{1}(X) = v(x− a3w
3, y − a2w

3,−a3z + y3, w − a2z)

= V1 ∪ V2,

sendo

V1 = v(w8a42 − a3,−w9a32 + za3, za2 − w,−w3a3 + x);

V2 = v(w, z, y − w3a2, x− w3a3).

Enquanto que

Tjur{1}(X) = {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, 2⟩); x ∈ Xreg e

⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, 2⟩ ⊂ ⟨(a1, a2, 1)⟩}

= v(I2(F ) + I2(F̃{1})) \ {(0, 0, 0, 0)} × C2

= (V1 ∪ V2) \ {(0, 0, 0, 0)} × C2

= V1

o que implica Tjur{1}(X) ̸= T̃ jur{1}(X).
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Por �m,

F ′
{3} : C

4 × C2 →M2,2

(x, y, z, w, a1, a2) 7→

(
w3 − xa1 y − xa2

z − y3a1 w − y3a2

)

então

T̃ jur{3}(X) = v(w3 − a1x, y − a2x, z − a1y
3, w − a2y

3)

= V3 ∪ V4,

sendo

V3 = v(w8a42 − a31,−wa1 + za2,−w9a32 + za21,−w10a22 + z2a1,−w11a2 + z3,−w3a2 + ya1,

yw5a32 − a21, yw
6a22 − za1, yw

7a2 − z2,−w4 + yz, y2w2a22 − a1, y
2w3a2 − z, y3a2 − w,

xa2 − y,−w3 + xa1,−y4 + xw,−y3w3 + xz)

V4 = v(x, y, z, w)

Enquanto que

Tjur{3}(X) = {(x, ⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, 2⟩); x ∈ Xreg e

⟨(fi1(x), ..., fin(x)), i = 1, 2⟩ ⊂ ⟨(a1, a2, 1)⟩}

= v(I2(F ) + I2(F̃{3})) \ {(0, 0, 0, 0)} × C2

= (V3 ∪ V4) \ {(0, 0, 0, 0)} × C2

= V3.

o que implica Tjur{3}(X) ̸= T̃ jur{3}(X).

Exemplo 4.12. Seja

F : C4 →M3,2

(x, y, z, w) 7→

w
3 z

y w

x y3

 ,

e X = F−1(M2
3,2) singularidade determinantal do tipo (3, 2, 2), com Xsing = {(0, 0, 0, 0)}.

Consideremos I = {1}.
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Assim,

F̃{1} : C
4 × C →M1,3,

(x, y, z, w, a2) 7→

z − w3a2

w − a2y

y3 − a2x


e consequentemente

T̃ jur1(X) = v(z − w3a2, w − a2y, y
3 − a2x) ∼= v(z − y3a42, w − a2y, y

3 − a2x).

Enquanto

Tjur{1}(X) = v(z − w3a2, w − a2y, y3 − a2x) \ {(0, 0, 0, 0)} × C}
∼= v(z − y3a42, y

3 − a2x) \ {(0, 0, 0)} × C2 �zemos w = a2y

= v(z − y3a42, y
3 − a2x)

Portanto Tjur{1}(X) = T̃ jur{1}(X).

Por �m, seja I = {2}.

Assim,

F̃{2} : C
4 × C →M1,3,

(x, y, z, w, a1) 7→

w
3 − a1z

y − a1w

x− a1y
3



e consequentemente

T̃ jur2(X) = v(w3 − a1z, y − a1w, x− a1y
3)

∼= v(w3 − a1z, x− a41w
3) �zemos y = a1w.

Enquanto

Tjur{2}(X) = v(w3 − a1z, y − a1w, x− a1y3) \ {(0, 0, 0, 0)} × C2

∼= v(w3 − a1z, x− a41w
3) \ {(0, 0, 0)} × C2

= v(w3 − a1z, x− a41w
3).

Portanto Tjur{2}(X) = T̃ jur{2}(X).
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4.2 Transformada de Tjurina Transposta

Dada a aplicação F : CN → Mm,n, de�nindo uma singularidade determinantal X =

F−1(M t
m,n), podemos considerar

G : CN →Mn,m

de�nida por G(x) = (F (x))T . Com essa identi�cação, teremos que TjurT (X) =

Tjur(XT ), onde XT = G−1(M t
n,m).

De�nição 4.13. Seja F : CN →Mm,n dada por F = (fij), holomorfa, e X = F−1(Mm,n)

singularidade determinantal do tipo (m,n, t),

TjurT (X) = {(x,W ) ∈ Xreg ×Gr(t− 1,m); ⟨(f1j(x), ..., fmj(x)); j = 1, ..., n⟩},

a aplicação πTjT : TjurT (X) → X, dada por πTjT (x,W ) = x, faz de TjurT (X) uma

transformada. Sendo ⟨(f1j(x), ..., fmj(x)); j = 1, ..., n⟩ o subespaço gerado pelas colunas

de F (x).

Lema 4.14. Sejam F : CN → Mm,n, G : CN → Mn,m dadas por F (x) = (fij(x)) e

G(x) = (F (x))T . Então X = F−1(M t
m,n) = (G)−1(M t

n,m) = XT , e consequentemente

Xreg = XT
reg, Xsing = XT

sing.

Demonstração: Basta notarmos que

X = F−1(M t
m,n) = v(It(F )) = v(It(F

T )) = v(It(G)) = (G−1(M t
n,m) = XT ,

o que completa a prova.

�

A partir dessa identi�cação é imediato que πTjT faz de TjurT (X) uma transformada de

(X,Xsing).

Como para a Transformada de Tjurina, a Transformada de Tjurina Transposta

também possui outra caracterização.

Proposição 4.15. TjurT (X) = {(x,W ) ∈ Xreg ×Gr(t− 1,m);W = Im(F (x))},
considerando F (x) : Cn → Cm transformação linear.

Demonstração: Basta observarmos que se A ∈ Mm,n, então ⟨(a1j, ..., amj), j =

1, ..., n⟩ = Im(A) considerando A : Cn → Cm.

�



46 Capítulo 4. Transformada de Singularidades Determinantais

Vamos de�nir agora T̃ jur
T

I (X), para isso consideremos

F
T

I : CN × C(t−1)(m−t+1) →Mm,n+t−1

(x, a) 7→
(
ATI (a) F (x)

)
Como esperado de�namos T̃ jur

T

I (X) = (F
T
)−1(M t

m,n+t−1).

Proposição 4.16. T̃ jur
T

I (X) = T̃ jurI(X
T ), sendo X = F−1(M t

m,n) e XT =

(G)−1(M t
n,m).

Demonstração: Notemos que

T̃ jur
T

I (X) = (F
T
)−1(M t

m,n−t+1)

= v(It(F
T

I ))

= v(It((F
T

I )
T ))

= v(It(G̃I))

= G̃−1
I (M t

n+t−1,m)

= T̃ jurI(X
T ).

�

Dessa maneira obtemos os seguintes resultados que correspondem a 4.7, 4.8 e 4.9.

Proposição 4.17. T̃ jur
T

I (X) é singularidade determinantal se, e somente se, dim(Xs) ≤
N − (m− t+ 1)(n− s+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.

Proposição 4.18. T̃ jur
T

I (X) = TjurTI (X) se, e somente se, dim(Xs) < N − (m − t +

1)(n− s+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.
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Capítulo 5

Quando Tjur(X) é Interseção Completa

O objetivo deste capítulo é obter condições gerais de quando a transformada de Tjurina

de uma EIDS é uma interseção completa local.

Vamos considerar F : CN → Mm,n holomorfa, X = F−1(M t
m,n) EIDS, ou seja,

para todo x ∈ X \ {0}, F intersecta o estrato (M s
m,n \ M s−1

m,n ), a que F (x) pertence,

transversalmente em F (x).

Lema 5.1. Se X é EIDS, então dim(Xs) = N − (m − s + 1)(n − s + 1) para todo

s = 2, ..., t

Demonstração: De fato, (M s
m,n \ M s−1

m,n ) é variedade diferenciável de dimensão (s −
1)(m+n−s+1) emMm,n. PorX ser EIDS temos que F intersecta o estrato (M s

m,n\M s−1
m,n )

transversalmente para todo s = 2, ..., t, logo Xs é subvariedade diferenciável de Mm,n, tal

que codim(Xs) = codim(M s
m,n\M s−1

m,n ) = mn−(s−1)(m+n−s+1) = (m−s+1)(n−s+1),

ou seja, dim(Xs) = N − (m− s+ 1)(n− s+ 1) para todo s = 2, ..., t.

�

De�nição 5.2. Seja F : Cn → Cp, dizemos que X = F−1(0) é interseção completa local,

quando para todo x ∈ X existe aberto U contendo x tal que X ∩U é interseção completa.

Proposição 5.3. Seja X EIDS.

1) Se dim(X1) < N −m(n− t+ 1), então Tjur(X) é uma interseção completa local.

2) Se dim(X1) < N − n(m− t+1), então TjurT (X) é uma interseção completa local.

Demonstração: 1) Vamos mostrar que TjurI(X) é interseção completa para todo

I. Para isso mostraremos que T̃ jurI(X) = TjurI(X), pois nesse caso teremos

dim(T̃ jurI(X)) = dim(TjurI(X)) = dim(X) e assim como foi comentado após

a proposição 4.8, T̃ jurI(X) é interseção completa, resultando que TjurI(X) é

interseção completa. Mostremos então que T̃ jurI(X) = TjurI(X), pela proposição
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4.9 basta mostrar que dim(Xs) < N−(m−s+1)(n−t+1) para todo s = 1, 2, ..., t−1,

mas por X ser EIDS temos que

dim(Xs) = N − (m− s+ 1)(n− s+ 1)

< N − (m− s+ 1)(n− t+ 1),

para todo s = 2, ..., t− 1. Juntando as desigualdades acima com a hipótese temos

dim(Xs) < N − (m− s+ 1)(n− t+ 1),

para todo s = 1, ..., t−1, assim segue pela proposição 4.9 que T̃ jurI(X) = TjurI(X),

o que completa a demonstração.

2) Segue do item anterior utilizando a identi�cação entre T̃ jur
T

I (X) e T̃ jurI(X
T ).

�

Lema 5.4. Seja F : CN →Mm,n holomorfa tal que X2 ̸= ∅, então dim(X1) < dim(X2).

Demonstração: Como F é holomorfa, temos que a restrição

G = F
∣∣
F−1(M2

m,n)
: F−1(M2

m,n) →M2
m,n,

x 7→ F (x)

é holomorfa e não nula, pois X2 ̸= ∅.
Desta maneira se x ∈ X1, segue que para todo ε > 0 existe xε ∈ B(x, ε) ∩ F−1(M2

m,n)

tal que G(xε) ̸= 0, ou seja,

X1 = G−1(M1
m,n) ⊂ G−1(M2

m,n \M1
m,n) = X2,

mas

X1 ∩X2 = ∅

o que implica,

X1 ⊂ ∂(X2),

e consequentemente

dim(X1) < dim(X2).

�

Proposição 5.5. Seja X uma EIDS do tipo (m,n, t), com t ≥ 3 e X2 ̸= ∅, então

Tjur(X) ou TjurT (X) é interseção completa local.

Demonstração: Vamos utilizar a proposição 5.3.
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1) Se m = max{m,n}, então temos por hipótese que t− 2 ≥ 1, o que implica,

m(t− 2) ≥ m ≥ n > n− 1.

Mas

dim(X1) < dim(X2)

= N − (m− 2 + 1)(n− 2 + 1)

= N −mn+m+ n− 1

< N −mn+m+m(t− 2) = N −m(n− t+ 1).

Logo pela proposição 5.3 segue que Tjur(X) é interseção completa local.

2) Se n = max{m,n}, então

n(t− 2) ≥ n ≥ m > m− 1,

mas

dim(X1) < dim(X2)

= N − (m− 2 + 1)(n− 2 + 1)

= N −mn+ n+m− 1

< N −mn+ n+ n(t− 2) = N − n(m− t+ 1).

Desta maneira TjurT (X) é interseção completa local, pela proposição 5.3.

�

A proposição 5.5 nos diz, com uma condição sobre t, quando a Transformada de

Tjurina ou a Transformada de Tjurina transposta de uma EIDS do tipo (m,n, t) é

interseção completa local. Notemos que se t = 1 temos F (x) = 0 para todo x ∈ X, logo

⟨(fi1, (x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩ = {0}, para todo x ∈ X, consequentemente

Tjur(X) = {(x, ⟨(fi1, (x), ..., fin(x)), i = 1, ...,m⟩); x ∈ Xreg}

= {(x, {0}); x ∈ Xreg}

= Xreg

= X,

e assim Tjur(X) é interseção completa.

Os exemplos 4.11 e 4.12 nos mostram que Tjur(X) ou TjurT (X) podem ser interseção

completa local com t < 3.
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Nas proposições anteriores mostramos que TjurI(X) = T̃ jurI(X) ou TjurTJ (X) =

T̃ jur
T

J (X) e por T̃ jurI(X) ou T̃ jur
T

J (X) serem interseções completas obtínhamos os

resultados desejados.

Exemplo 5.6. Esse exemplo nos mostra um caso em que TjurI(X) ̸= T̃ jurI(X),

TjurTJ (X) ̸= T̃ jur
T

J (X) para todo I, J mas Tjur(X) e TjurT (X) são interseções

completas locais.

Seja

F : C3 →M2,3,

(x, y, z) 7→

(
z y xk−3

0 x y

)

com k > 4 e X = F−1(M2
2,3) singularidade determinantal com Xsing = {(0, 0, 0)}.

Então T̃ jur{1}(X) = (F ′
{1})

−1(M1
2,2), sendo

F ′
{1} : C

3 × C2 →M2,2,

(x, y, z, a2, a3) 7→

(
y − a2z xk−3 − a3z

x y

)

ou seja,

T̃ jur{1}(X) = v(y − a2z, x
k−3 − a3z, x, y)

= v(x, y, z) ∪ v(x, y, a2a3),

enquanto

Tjur{1}(X) = v(x, y, z) ∪ v(x, y, a2a3) \ {(0, 0, 0)× C}

= v(x, y, a2, a3).

Dessa maneira

T̃ jur{1}(X) ̸= Tjur{1}(X),

mas dim(Tjur{1}(X)) = 1 = 5− 4 e portanto Tjur{1}(X) é interseção completa.

Tjur{2}(X) = (F ′
{2})

−1(M1
2,2), sendo

F ′
{2} : C

3 × C2 →M2,2,

(x, y, z, a1, a3) 7→

(
z − a1y xk−3 − a3y

−a1x y − a3x

)
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logo

T̃ jur{2}(X) = v(z − a1y, x
k−3 − a3y, −a1x, y − a3x)

= v(a1, z, y − a3x, x
k−3 − a3y) ∪ v(x, y, z)

enquanto

Tjur{2}(X) = (v(a1, z, y − a3x, xk−3 − a3y) ∪ v(x, y, z)) \ {(0, 0, 0)} × C2

= v(a1, z, y − a3x, x
k−3 − a23).

Logo Tjur{2}(X) ̸= T̃ jur{2}(X), mas codim(Tjur{2}(X)) = 5 − dim(Tjur{2}(X)) =

5− dim(X) = 4, ou seja, Tjur{2}(X) é interseção completa.

T̃ jur{3}(X) = (F ′
{3})

−1(M1
2,2), sendo

F ′
{3} : C

3 × C2 →M2,2,

(x, y, z, a1, a2) 7→

(
z − a1x

k−3 y − a2x
k−3

−a1y x− a2y

)

logo

T̃ jur{3}(X) = v(z − a1x
k−3, y − a2x

k−3, −a1y, x− a2y)

= v(a1, z, y − a2x
k−3, x− a2y) ∪ v(x, y, z),

enquanto

Tjur{3}(X) = (v(a1, z, y − a2xk−3, x− a2y) ∪ v(x, y, z)) \ {(0, 0, 0)} × C2

= v(a1, z, y − a2x
k−3, x− a2y).

Logo Tjur{3}(X) ̸= T̃ jur{3}(X), mas codim(Tjur{3}(X)) = 5 − dim(TjurI(X)) = 5 −
dim(X) = 4, ou seja, Tjur{3}(X) é interseção completa, e assim Tjur(X) é interseção

completa local.

Vamos calcular agora a Tjurina transposta de X.

Para isso vamos considerar:

F T : C3 →M3,2,

(x, y, z) 7→

 z 0

y x

xk−3 y


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logo X = (F )−1(M2
3,2) é singularidade determinantal e Xsing = {(0, 0, 0)}. Então

T̃ jur
T
(X) = T̃ jur(XT ) = (F ′T

{1})
−1(M1

1,3), sendo

F ′T
{1} : C

3 × C →M1,3,

(x, y, z, a2) 7→

 −a2z
x− a2y

y − a2x
k−3


ou seja,

T̃ jur
T

{1}(X) = v(−a2z, x− a2y, y − a2x
k−3)

= v(x, y, z) ∪ v(1− ak−2
2 yk−4, x− a2y, z) ∪ v(x, y, a2),

e

TjurT{1}(X) = (v(x, y, z) ∪ v(1− ak−2
2 yk−4, x− a2y, z) ∪ v(x, y, a2)) \ {(0, 0, 0)} × C

= v(1− ak−2
2 yk−4, x− a2y, z) ∪ v(x, y, a2)).

Como v(1− ak−2
2 yk−4, x− a2y, z) e v(x, y, a2) são interseções completas tais que

v(1− ak−2
2 yk−4, x− a2y, z) ∩ v(x, y, a2) = ∅

temos TjurT{1}(X) é interseção completa local.

Calculemos agora T̃ jur
T

{2}(X) = T̃ jur{2}(X
T ) = (F ′T

{2})
−1(M1

1,3), sendo

F ′T
{2} : C

3 × C →M1,3,

(x, y, z, a2) 7→

 z

y − a1x

xk−3 − a1y


ou seja,

T̃ jur
T

{2}(X) = v(z, y − a1x, x
k−3 − a1y)

= v(x, y, z) ∪ v(z, y − a1x, x
k−4 − a21),

e

TjurT{2}(X) = (v(x, y, z) ∪ v(z, y − a1x, xk−4 − a21)) \ {(0, 0, 0)} × C

= v(z, y − a1x, x
k−4 − a21).
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Logo T̃ jur
T

{2} ̸= TjurT{2}(X) e codim(TjurT{2}) = 4−dim(TjurT{2}(X)) = 4−dim(X) = 3,

portanto TjurT{2}(X) é interseção completa, e TjurT (X) é interseção completa local.

Na proposição 5.5, apresentamos condições para que a transformada de Tjurina de

uma EIDS do tipo (m,n, t), t ≥ 3 seja interseção completa local. A próxima proposição

nos mostra que mesmo quando t = 2 a transformada de Tjurina de X ainda pode ser uma

interseção completa local.

Proposição 5.7. Seja X uma EIDS do tipo (m,n, 2).

Se min{m,n} ≤ dim(X) − dim(X1), então Tjur(X) ou TjurT (X) é interseção

completa local.

Demonstração: Mais uma vez, basta mostrarmos que dim(X1) < N − m(n − 1) ou

dim(X1) < N − n(m− 1). Por hipótese temos que

dim(X1) ≤ dim(X)−min{m, n} = N − (n− 1)(m− 1)−min{m,n}.

1) Se min{m,n} = n, então

dim(X1) ≤ N − (n− 1)(m− 1)− n

< N − (n− 1)(m− 1)− n+ 1

= N −m(n− 1),

e portanto Tjur(X) é interseção completa local.

2) Se min{m,n} = m, então

dim(X1) ≤ N − (n− 1)(m− 1)−m

< N − (n− 1)(m− 1)−m+ 1

= N − n(m− 1),

e portanto TjurT (X) é interseção completa local.

�

Corolário 5.8. Seja X uma EIDS do tipo (m,n, 2) com singularidade isolada.

Se min{m,n} ≤ dim(X), então Tjur(X) ou TjurT (X) é interseção completa local.

Demonstração: De fato, como X = F−1(M2
m,n) é EIDS e tem singularidade isolada,

temos que Xsing = X1 e dim(X1) = 0, logo min{m, n} ≤ dim(X) = dim(X)−dim(X1),

e assim pela proposição anterior temos que Tjur(X) ou TjurT (X) é interseção completa

local.

�
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Capítulo 6

Exemplos

Neste capítulo vamos mostrar, através de exemplos, como a transformada de Tjurina pode

ser utilizada para obtermos resoluções de hipersuperfícies.

Exemplo 6.1. Singularidades do tipo An são hipersuperfícies X = f−1(0) dadas por

f : Ck → C,

(x1, ..., xk) 7→ xn+1
1 + P (x2, ..., xk)

com n ≥ 3 e P uma forma quadrática homogênea.

Consideremos a singularidade

An = {(x, y, z) ∈ C3; −zn+1 + xy = 0}.

Seja

F : C →M2,2,

(x, y, z) 7→

(
x zl

zn−l+1 y

)

com 0 < l ≤ n. Assim

X = F−1(M2
2,2) = An,

é singularidade determinantal, pois dim(X) = 2 = 3− (2− 2 + 1)(2− 2 + 1).

O objetivo é utilizar a proposição 5.3, para obtermos uma interseção completa e

analisarmos se a mesma é suave ou não.

Notemos que X1 = {(0, 0, 0)}, ou seja dim(X1) = 0 < 3 − 2(2 − 2 + 1). Resta

veri�carmos se X é EIDS, ou seja, se para todo (x, y, z) ∈ X \ {(0, 0, 0)}

DF(x,y,z)(T(x,y,z)C
3) + TF (x,y,z)(M

2
2,2 \M1

2,2) = TF (x,y,z)(M2,2).
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Seja (x, y, z) ∈ X \ {(0, 0, 0)}, em outras palavras rank(F (x, y, z)) = 1. Note que

DF(x,y,z)(h1, h2, h3) =

(
h1 lzl−1h3

(n− l + 1)zn−lh3 h2

)

Consideramos os três casos:

1) x = 0, y ̸= 0, z = 0. Logo

DF(0,y,0)(T(0,y,0)C
3) =

⟨(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)⟩

mas ker(F (0, y, 0)) = ⟨(1, 0)⟩, tomemos assim

B1 =

(
0 1

0 0

)
, B2 =

(
0 0

1 0

)
,

pois

B1

(
1

0

)
= (0, 0), B2

(
1

0

)
= (0, 1) = F (0, y, 0)

(
0
1
y

)

que pertencem a Im(F (0, y, 0)). Como

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
, B1, B2

}
é linear-

mente independente, temos que o resultado segue para os pontos (0, y, 0)

2) x ̸= 0, y = z = 0.

Logo

DF(x,0,0)(T(x,0,0)C
3) =

⟨(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)⟩
mas ker(F (x, 0, 0)) = ⟨(0, 1)⟩, tomemos assim

B1 =

(
0 1

0 0

)
, B2 =

(
0 0

1 0

)
,

pois

B1

(
0

1

)
= F (x, 0, 0)

(
1
x

0

)
, B2

(
0

1

)
= (0, 0)

que pertencem a Im(F (x, 0, 0)). Mas

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
, B1, B2

}
é linearmente

independente, e temos o resultado para os pontos (x, 0, 0)
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3) x ̸= 0, y ̸= 0, z ̸= 0, tais que −zn+1 + (xy) = 0 Logo

DF(x,y,z)(T(x,y,z)C
3) =

⟨(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 lzl−1

(n− l + 1)zn−l 0

)⟩

assim, ker(F (x, y, z)) = ⟨(y,−zn−l+1)⟩, e considere

B =

(
x
y

−z−n−1+2l

zn−l+1

y
− y
zn−l+1

)
,

pois

B1

(
y

−zn−l+1

)
= (x+ zl, zn−l+1 + y)

que pertencem a Im(F (x, y, z)).

Daí como {(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 lzl−1

(n− l + 1)zn−l 0

)
, B

}
é linearmente independente, temos que X é EIDS.

Assim pela proposição 5.3 temos

TjurI(X) = T̃ jurI(X) = (FI)
−1(M1

2,1),

para I = {1}, {2} sendo,

F{1} : C
3 × C →M2,1

(x, y, z, a2) 7→

(
zl − a2x

y − a2z
n−l+1

)

F{2} : C
3 × C →M2,1

(x, y, z, a1) 7→

(
x− a1z

l

zn−l+1 − a1y

)

Desta maneira obtemos uma singularidade do tipo Al−1 e An−l, ou seja, a transformada de

Tjurina simpli�cou a singularidade. Notemos ainda que podemos escrever os resultados

obtidas como singularidades determinantais para aplicarmos a transformada de Tjurina

novamente.

O próximo exemplo é um caso particular do anterior.

Exemplo 6.2. Consideremos

X = v(−z4 + xy),
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o qual é hipersuperfície, e possui conjunto singular Xsing = {(0, 0, 0)}. Utilizaremos a

transformada de Tjurina para resolver essa singularidade. Seja

F : C3 →M2,2,

(x, y, z) 7→

(
x z

z3 y

)

note que X = F−1(M2
2,2), dim(X) = 2 e portanto X é singularidade determinantal.

Utilizaremos, como no exemplo anterior a proposição 5.3. Veri�quemos as hipóteses,

dim(X1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1).

X é EIDS.

De fato, mostremos que para todo (x, y, z) ∈ X \ {(0, 0, 0)} temos que

DF(x,y,z)(T(x,y,z)C
3) + TF (x,y,z)(M

2
2,2 \M1

2,2) = TF (x,y,z)(M2,2).

Sabemos

DF(x,y,z)(h1, h2, h3) =

(
h1 h3

3z2h3 h2

)

Faremos em 3 etapas:

1) Consideremos x = 0, y ̸= 0, z = 0, então

DF(0,y,0)(T(0,y,0)C
3) =

⟨(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 1

0 0

)⟩
,

ker(F (0, y, 0)) = ⟨(1, 0)⟩,

Tomemos

B =

(
0 0

1 0

)
,

pois

B

(
1

0

)
= (0, 1) = F (0, y, 0)

(
1
1
y

)
,

logo B ∈ TF (0,y,0)(M
2
2,2 \M1

2,2), e{(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 0

1 0

)
, B

}

é linearmente independente, então para os pontos (0, y, 0) temos que F intersecta

M2
2,2 \M1

2,2 transversalmente.
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2) Consideremos x ̸= 0, y = z = 0, logo

DF(x,0,0)(T(x,0,0)C
3) =

⟨(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 1

0 0

)⟩
,

ker(F (x, 0, 0)) = ⟨(0, 1)⟩.

Consideremos

B =

(
0 0

1 0

)
,

pois

B

(
0

1

)
= (0, 0) ∈ Im(F (x, 0, 0)),

assim B ∈ TF (0,y,0)(M
2
2,2 \M1

2,2), e{(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 0

1 0

)
, B

}

é linearmente independente. Consequentemente para (x, 0, 0) temos que F intersecta

M2
2,2 \M1

2,2 transversalmente.

3) Considere x ̸= 0, y ̸= 0, z ̸= 0, tais que (x, y, z) ∈ X

DF(x,y,z)(T(x,y,z)C
3) =

⟨(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 1

3z2 0

)⟩
,

ker(F (x, y, z)) = ⟨(−z, x)⟩.

Seja

B =

(
−1 1

−z2 y
x

)
,

pois

B

(
−z
x

)
= (z + x, z3 + y) = F (x, y, z)

(
1

1

)
,

e assim B ∈ TF (x,y,z)(M
2
2,2 \M1

2,2), e{(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 1

3z2 0

)
, B

}

é linearmente independente, e �nalmente obtemos que F intersecta M2
2,2 \ M1

2,2

transversalmente.
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Logo X é EIDS, e as hipóteses do teorema 5.3 são satisfeitas, desta maneira segue que

TjurI(X) = T̃ jurI(X) = (F ′
I)

−1(M1
2,1),

para todo I = {1}, {2}, sendo

F ′
{1} : C

3 × C →M2,1

(x, y, z, a2) 7→

(
z − a2x

y − a2z
3

)

e

F ′
{2} : C

3 × C →M2,1

(x, y, z, a1) 7→

(
x− a1z

z3 − a1y

)

Assim

Tjur{1}(X) = v(z − a2x, y − a2z
3) ⊂ C4

∼= v(z − a2x) ⊂ C3, utilizamos a substituição y = a2z
3

= v(z − wx) �zemos a2 = w.

Tjur{2}(X) = v(x− a1z, z
3 − a1y) ⊂ C4

= v(z3 − a1y) ⊂ C3utilizamos a substituição x = a1z

= v(z3 − wy), �zemos a1 = w.

Observemos que (Tjur{1}(X))sing = ∅ e (Tjur{2}(X))sing = {(0, 0, 0)} pois,

J(z − wx) =
(
−w 1 −x

)
; J(z3 − wy) =

(
−w 3z2 −y

)
Consideremos agora

Tjur{2}(X) = v(z3 − wy),

Seja

G : C3 →M2,2

(y, z, w) →

(
z y

w z2

)

Assim segue que G−1(M2
2,2) = Tjur{2}(X) = Y , logo dim(Y ) = 2 portanto Y é

singularidade determinantal
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A�rmamos que dim(Y 1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1) e Y é EIDS.

Logo

Tjur{I}(Y ) = T̃ jurI(Y ) = (G′
I)

−1(M1
2,1),

com I = {1}, {2} sendo

G′
{1} : C

3 × C →M2,2,

(y, z, w, a2) 7→

(
y − a2z

z2 − a2w

)

G′
{2} : C

3 × C →M2,2,

(y, z, w, a1) 7→

(
z − a1y

w − a1z
2

)

ou seja

Tjur{1}(Y ) = v(y − a2z, z
2 − a2w) ⊂ C4

= v(z2 − a2w) ⊂ C3consideramos y = a2z

= v(z2 − xw), �zemos x = a2.

T jur{2}(Y ) = v(z − a1y, w − a1z
2) ⊂ C4

= v(z − a1y) ⊂ C3consideramos w = a1z
2

= v(z − xy), �zemos x = a1.

Observemos que (Tjur{1}(Y ))sing = {(0, 0, 0)} e (Tjur{2}(Y ))sing = ∅ pois,

J(z2 − xw) =
(
−w 2z −x

)
; J(z − xy) =

(
−y −x 1

)
Consideremos agora Z = Tjur{1}(Y ) = v(z2 − xw).

Seja

H : C3 × C →M2,2,

(x, z, w) 7→

(
z x

w z

)

logo H−1(M2
2,2) = Z, dim(Z) = 2 e Z é singularidade determinantal.

Daí como dim(Z1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1), e Z é EIDS, temos que

TjurI(Z) = T̃ jurI(Z) = (H ′
I)

−1(M1
2,1),
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para I = {1}, {2}, sendo

H ′
{1} : C

3 × C →M2,1

(x, z, w, a2) 7→

(
x− a2z

z − a2w

)

H ′
{2} : C

3 × C →M2,1.

(x, z, w, a1) 7→

(
z − xa1

w − a1z

)

Logo

Tjur{1}(Z) = v(x− a2z, z − a2w) ⊂ C4

= v(z − a2w) ⊂ C3consideramos x = a2z

= v(z − yw), �zemos y = a2.

T jur{2}(Z) = v(z − a1x, w − a1z) ⊂ C4

= v(z − a1x) ⊂ C3consideramos w = a1z

= v(z − yx), �zemos y = a1.

Logo (Tjur{1}(Z))sing = ∅ e (Tjur{2}(Z))sing = ∅ pois,

J(z − yw) =
(
−w 1 −y

)
; J(z − yx) =

(
−y −x 1

)
.

Desta maneira resolvemos a singularidade.

No próximo exemplo, utilizaremos a transformada de Tjurina para resolver uma

singularidade do tipo E7.

Exemplo 6.3. Seja A = v(y2+x(x2+ z2)), então dim(A) = 2, Asing = {(0, 0, 0)}. Como

anteriormente vamos utilizar a proposição 5.3. Notemos que

A = F−1(M2
2,2),

sendo

F : C3 →M2,2

(x, y, z) →

(
y x2 + z3

−x y

)

A�rmamos que dim(A1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1) e que A é EIDS, portanto
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TjurI(A) = T̃ jurI(A) = (F ′
I)

−1(M2
2,2),

para todo I = {1}, {2}, sendo

F ′
{1} : C

3 × C →M2,2

(x, y, z, a2) →

(
x2 + z3 − a2y

y + a2x

)

F ′
{2} : C

3 × C →M2,2.

(x, y, z, a1) →

(
y − a1(x

2 + z3)

−x− a1y

)

Logo

Tjur{1}(A) = v(x2 + z3 − a2y, y + a2x)

= v(x2 + z3 + w2x) �zemos y = −a2x e a2 = w.

Tjur{2}(A) = v(y − a1(x
2 + z3), −x− a1y)

= v(x+ w2(x2 + z2)) �zemos x = −a1y e a1 = w.

Como

J(x2 + z3 + w2x) =
(
2x+ w2 3z2 2wx

)
e

J(x+ w2(x2 + z2)) =
(
1 + 2xw2 2zw2 2w(x2 + z2)

)
segue que (Tjur{1}(A))sing) = {(0, 0, 0)} e (Tjur2(A))sing = ∅.

Considere B = Tjur{1}(A), então B = G−1(M2
2,2), sendo

G : C3 →M2,2

(x, z, w) 7→

(
x z2

−z x+ w2

)

A�rmamos que dim(B) = 2, dim(B1) = 0 < 3 − 2(2 − 2 + 1), e B é EIDS, então pela

proposição 5.3 temos

TjurI(B) = T̃ jurI(B) = (G′
I)

−1(M1
2,1)
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para I = {1}, {2}, sendo

G′
{1} : C

3 × C →M2,2,

(x, z, w, a2) 7→

(
z2 − a2x

x+ w2 + a2z

)

G′
{2} : C

3 × C →M2,2,

(x, z, w, a1) 7→

(
x− a1z

2

−z − a1(x+ w2)

)

Assim,

Tjur{1}(B) = v(z2 − a2x, x+ w2 + a2z)

= v(z2 + yw2 + y2z) �zemos x = −w2 − a2z e a2 = y.

T jur{2}(B) = v(x− a1z
2, −z − a1(x+ w2))

= v(−z − y(yz2 + w2)) �zemos x = a1z
2 e a1 = y.

e (Tjur{1}(B))sing = {(0, 0, 0)} e (Tjur{2}(B))sing = ∅, pois

J(z2 + yw2 + y2z) =
(
w2 + 2yz 2z + y2 2yw

)
e

J(−z − y(yz2 + w2)) =
(
−2yz2 + w2 −1− 2zy2 −2yw

)
Seja então C = Tjur{1}(B) = H−1(M2

2,2), com

H : C3 →M2,2

(y, z, w) 7→

(
y z

−z w2 + zy

)

Notemos que dim(C) = 2 e dim(C1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1) e além disso, a�rmamos que

C é EIDS, então

TjurI(C) = T̃ jurI(C) = H ′−1(M1
2,1),

com I = {1}, I = {2}, sendo

H ′
{1} : C

3 × C →M2,1,

(x, z, w, a2) 7→

(
z − ya2

w2 + zy + a2z

)
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H ′
{2} : C

3 × C →M2,1,

(x, z, w, a1) 7→

(
y − a1z

−z − a1(w
2 + zy)

)

logo

Tjur{1}(C) = v(z − ya2, w
2 + zy + a2z)

= v(yx2 + y2x+ w2) fizemos z = ya2 e a2 = x,

T jur{2}(C) = v(y − a1z, −z − a1(w
2 + zy))

= v(−z − x(w2 + xz2)) fizemos y = a1z e a1 = x,

de onde vem que (Tjur{1}(C))sing = {(0, 0, 0)} e (Tjur{2}(C))sing = ∅, pois

J(yx2 + y2x+ w2) =
(
2xy + y2 x2 + 2yx 2w

)
,

e

J(−z − x(w2 + xz2) =
(
−w2 − 2xz2 −1− 2zx2 −2wx

)
.

Trabalharemos então com D = Tjur{1}(C) = K−1(M2
2,2), sendo

K : C3 →M2,2

(x, y, w) 7→

(
xy w

−w x+ y

)

Como dim(D) = 2 e dim(D−1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1) e D é EIDS, então

TjurI(D) = T̃ jurI(D) = (K ′
I)

−1(M1
2,1),

com I = {1}, I = {2}, sendo

K ′
{1} : C

3 × C →M2,1,

(x, z, w, a2) 7→

(
w − a2xy

x+ y + a2w

)

K ′
{2} : C

3 × C →M2,1,

(x, z, w, a1) 7→

(
xy − a1w

−w − a1(x+ y)

)
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logo

Tjur{1}(D) = v(w − a2xy, x+ y + a2w)

= v(x+ y + z2xy) fizemos w = a2xy e a2 = z,

T jur{2}(D) = v(xy − a1w,−w − a1(x+ y))

= v(xy + z2(x+ y)) fizemos w = −a1(x+ y) e a1 = z,

de onde vem que (Tjur{1})sing = ∅ e (Tjur{2})sing = {(0, 0, 0)}, pois

J(x+ y + z2xy) =
(
1 + z2y 1 + z2x 2xyz

)
,

e

J(xy + z2(x+ y)) =
(
y + z2 x+ z2 2z(x+ y)

)
.

Seja E = Tjur{2}(D) = L−1(M2
2,2), sendo

L : C3 →M2,2

(x, y, z) 7→

(
x z(x+ y)

−z y

)

Note que dim(E) = 2 e dim(E1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1) e E é EIDS, então

TjurI(E) = T̃ jurI(E) = (L′
I)

−1(M1
2,1),

com I = {1}, I = {2}, sendo

L′
{1} : C

3 × C →M2,1,

(x, y, z, a2) 7→

(
z(x+ y)− a2x

y + a2z

)
,

L′
{2} : C

3 × C →M2,1,

(x, y, z, a1) 7→

(
x− a1z(x+ y)

−z − a1y

)
,

então

Tjur{1}(E) = v(z(x+ y)− a2x, y + a2z)

= v(xz − wz2 − wx) fizemos y = −a2z e a2 = w,
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Tjur{2}(E) = v(x− a1z(x+ y), −z − a1y)

= v(x+ w2y(x+ y)) fizemos z = −a1y e a1 = w,

de onde vem que (Tjur{1}(E))sing = {(0, 0, 0)} e (Tjur{2}(E))sing = ∅, pois

J(xz − wz2 − wx) =
(
z − w x− 2wz −z2 − x

)
,

e

J(x+ w2y(x+ y)) =
(
1 + w2y w2x+ 2w2y 2wyx+ 2wy2

)
.

Seja F = Tjur{1}(E) = N−1(M2
2,2), sendo

N : C3 →M2,2,

(x, z, w) 7→

(
z x

w x− wz

)

como dim(F ) = 2 e dim(F 1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1) e F é EIDS, então

TjurI(F ) = T̃ jurI(F ) = (N ′
I)

−1(M1
2,1),

com I = {1}, I = {2}, sendo

N ′
{1} : C

3 × C →M2,1,

(x, y, z, a2) 7→

(
x− a2z

x− wz − a2w

)
,

L′
{2} : C

3 × C →M2,1,

(x, y, z, a1) 7→

(
z − a1x

w − a1(x− wz)

)
,

então

Tjur{1}(F ) = v(x− a2z, x− wz − a2w)

= v(−wz − y(−z + w)) fizemos x = a2z e a2 = y,

T jur{2}(F ) = v(z − a1x,w − a1(x− wz))

= v(w − yx+ y2wx) fizemos z = a1x e a1 = y,
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de onde vem que (Tjur{1}(F ))sing = {(0, 0, 0)} e (Tjur{2}(F ))sing = ∅, pois

J(−wz − y(−z + w)) =
(
z − w y − w −z − y

)
,

e

J(w − yx+ y2wx) =
(
−y + y2w −x+ 2ywx 1 + y2x

)
.

Seja G = Tjur{1}(F ) = P−1(M2
2,2), sendo

P : C3 →M2,2,

(y, z, w) 7→

(
−y w

z w − z

)

como dim(G) = 2 e dim(G1) = 0 < 3− 2(2− 2 + 1) e G é EIDS, então

TjurI(G) = T̃ jurI(G) = (P ′
I)

−1(M1
2,1),

com I = {1}, I = {2}, sendo

P ′
{1} : C

3 × C →M2,1,

(x, y, z, a2) 7→

(
w + a2y

−z + w − a2z

)
,

P ′
{2} : C

3 × C →M2,1,

(x, y, z, a1) 7→

(
−y − a1w

z − a1(−z + w)

)
,

então

Tjur{1}(G) = v(w + a2y, −z + w − a2z)

= v(−z + x(y − z)) fizemos w = a2y e a2 = x,

T jur{2}(G) = v(−y − a1w, z − a1(−z + w))

= v(z + xz − y) fizemos y = a1w e a2 = x,

de onde vem que (Tjur{1}(G))sing = ∅ e (Tjur{2}(G))sing = ∅, pois

J(−z + x(y − z)) =
(
y − z x −1− x

)
,



69

e

J(z + xz − y) =
(
z −1 1 + x

)
.

Dessa maneira resolvemos a singularidade E7.
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Capítulo 7

Relação entre os Principais Resultados

Proposição 4.3: Seja F : CN → Mm,n holomorfa e X interseção completa de�nida por

F que não é uma hipersuperfície do tipo (m,m,m), então Tjur(X) = X.

Proposição 4.7: Se dim(T̃ jurI(X)) = dim(X), então T̃ jurI(X) é uma singularidade

determinantal do tipo (m+ t− 1, n, t).

Proposição 4.8: Se T̃ jurI(X) é singularidade determinantal, então dim(Xs) ≤ N −
(m− s+ 1)(n− t+ 1), para todo s = 1, ..., t− 1.

Proposição 4.9: T̃ jurI(X) = TjurI(X) se, e somente se, dim(Xs) < N − (m − s +

1)(n− t+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.

Proposição 4.17: T̃ jur
T

I (X) é singularidade determinantal se, e somente se, dim(Xs) ≤
N − (m− t+ 1)(n− s+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.

Proposição 4.18: Se T̃ jur
T

I (X) = TjurTI (X) se, e somente se, dim(Xs) < N − (m −
t+ 1)(n− s+ 1) para todo s = 1, ..., t− 1.

Proposição 5.3: Seja X EIDS.

1) Se dim(X1) < N −m(n− t+ 1), então Tjur(X) é uma interseção completa local.

2) Se dim(X1) < N − n(m− t+1), então TjurT (X) é uma interseção completa local.

Proposição 5.5: Seja X uma EIDS do tipo (m,n, t), com t ≥ 3 e X2 ̸= ∅, então
Tjur(X) ou TjurT (X) é interseção completa local.

Proposição 5.7: Seja X uma EIDS do tipo (m,n, 2).

Se min{m,n} ≤ dim(X) − dim(X1), então Tjur(X) ou TjurT (X) é interseção

completa local.
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Corolário 5.8: Seja X uma EIDS do tipo (m,n, 2) com singularidade isolada.

Se min{m,n} ≤ dim(X), então Tjur(X) ou TjurT (X) é interseção completa local.

Agora estabeleceremos uma relação entre alguns dos resultados acima.
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1 → 2 signi�ca que o resultado 1 foi usado na demonstração do resultado 2.

Para um acesso rápido apresentamos para X, singularidade determinantal

essencialmente isolada do tipo (m,n, t), a seguinte tabela (sendo as linhas da coluna

1 as hipóteses e as colunas da linha 1 as interseções completas locais):

Tjur(X) TjurT (X) Tjur(X) ou TjurT (X)

dim(X1) < N −m(n− t+ 1) x x

dim(X1) < N − n(m− t+ 1) x x

t ≥ 3, X2 ̸= ∅ x

t = 2 e min{m, n} ≤ dim(X) −
dim(X1)

x

t = 2, X tem singularidade

isolada e min{m, n} ≤ dim(X)

x
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Apêndice A

Contas no Singular

Apresentamos as contas que foram feitas no software singular.

Exemplo 2.5:

> ring r=0, (x,y,z,w),dp;

> matrix F[2][3]=x,y,z,y,z,w;

> ideal i=minor(F,2);

> dim(i);

2

Exemplo 2.7

> ring r=0, (x,y,z,w), dp;

> matrix F[2][3]=x,y,z,y,z,w;

> ideal i=minor(F,2);

> i;

i[1]=-z2+yw

i[2]=-yz+xw

i[3]=y2-xz

> dim(i);

2

> matrix J=jacob(i);

> print(J);

0, w, -2z,y,

w, -z,-y, x,

-z,2y,-x, 0

> ideal j=minor(J,2);

> ideal s=i+j;

> s;

s[1]=-z2+yw

s[2]=-yz+xw
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s[3]=y2-xz

s[4]=-x2

s[5]=2y2+xz

s[6]=-yz-xw

s[7]=-xy

s[8]=4yz-xw

s[9]=-2z2

s[10]=z2-2yw

s[11]=-2y2

s[12]=-zw

s[13]=-xz

s[14]=-yz

s[15]=2z2+yw

s[16]=y2-2xz

s[17]=-w2

s[18]=yw

> std(s);

s[1]=w2

s[2]=zw

s[3]=yw

s[4]=xw

s[5]=z2

s[6]=yz

s[7]=xz

s[8]=y2

s[9]=xy

s[10]=x2

Exemplo 2.9

> ring r=0, (x,y), dp;

> matrix F[2][2]=2x,27y3-27xy,y3-xy,2x2;

> ideal i=minor (F,2);

> dim(i);

1

> matrix J= jacob(i);

> ideal j=minor(J,1);

> ideal s=i+j;

> std(s);

s[1]=9y4-9xy2+2x2

s[2]=3xy3-x2y
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s[3]=3x2y2-x3

Exemplo 2.13

> ring r=0, (x,y,z,w),dp;

> matrix G[2][2]=x,y,z,w;

> ideal i= minor(G,2);

> dim(i);

3

Exemplo 4.11

> ring r=0, (x,y,z,w),dp;

> matrix F[2][3]=w3,y,x,z,w,y3;

> ideal i= minor(F,2);

> dim(i);

2

> matrix J=jacob(i);

> ideal s=i+minor(J,2);

> std(s);

s[1]=zw

s[2]=yw

s[3]=xw

s[4]=z2

s[5]=yz

s[6]=xz

s[7]=xy

s[8]=x2

s[9]=w4

s[10]=y4

> ring r=0, (x,y,z,w,a,b),dp;

> matrix F[3][3]=1,a,b,w3,y,x,z,w,y3;

> ideal i=minor(F,2);

> dim(std(i));

2

> LIB"primdec.lib";

> list l1=primdecGTZ(i);

> l1;

i[1]:

i[1]:

i[1]=w8a4-b

i[2]=-w9a3+zb
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i[3]=za-w

i[4]=-w3a+y

i[5]=-w3b+x

i[2]:

i[1]=w8a4-b

i[2]=-w9a3+zb

i[3]=za-w

i[4]=-w3a+y

i[5]=-w3b+x

i[2]:

i[1]:

i[1]=w

i[2]=z

i[3]=-w3a+y

i[4]=-w3b+x

i[2]:

i[1]=w

i[2]=z

i[3]=-w3a+y

i[4]=-w3b+x

> matrix F[3][3]=a,1,b,w3,y,x,z,w,y3;

// ** rede�ning F **

> ideal i=minor(F,2);

// ** rede�ning i **

> dim(std(i));

2

> list l2=primdecGTZ(i);

> l2;

i[1]:

i[1]:

i[1]=w8-a3b

i[2]=-w3+ya

i[3]=yw5-a2b

i[4]=y2w2-ab

i[5]=y3-wb

i[6]=-wa+z

i[7]=-yb+x

i[2]:

i[1]=w8-a3b
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i[2]=-w3+ya

i[3]=yw5-a2b

i[4]=y2w2-ab

i[5]=y3-wb

i[6]=-wa+z

i[7]=-yb+x

i[2]:

i[1]:

i[1]=w

i[2]=y

i[3]=-wa+z

i[4]=-yb+x

i[2]:

i[1]=w

i[2]=y

i[3]=-wa+z

i[4]=-yb+x

> matrix F[3][3]=a,b,1,w3,y,x,z,w,y3;

// ** rede�ning F **

> ideal i=minor(F,2);

// ** rede�ning i **

> dim(std(i));

2

> list l3=primdecGTZ(i);

> l3;

i[1]:

i[1]:

i[1]=w8b4-a3

i[2]=-wa+zb

i[3]=-w9b3+za2

i[4]=-w10b2+z2a

i[5]=-w11b+z3

i[6]=-w3b+ya

i[7]=yw5b3-a2

i[8]=yw6b2-za

i[9]=yw7b-z2

i[10]=-w4+yz

i[11]=y2w2b2-a

i[12]=y2w3b-z

i[13]=y3b-w
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i[14]=xb-y

i[15]=-w3+xa

i[16]=-y4+xw

i[17]=-y3w3+xz

i[2]:

i[1]=w8b4-a3

i[2]=-wa+zb

i[3]=-w9b3+za2

i[4]=-w10b2+z2a

i[5]=-w11b+z3

i[6]=-w3b+ya

i[7]=yw5b3-a2

i[8]=yw6b2-za

i[9]=yw7b-z2

i[10]=-w4+yz

i[11]=y2w2b2-a

i[12]=y2w3b-z

i[13]=y3b-w

i[14]=xb-y

i[15]=-w3+xa

i[16]=-y4+xw

i[17]=-y3w3+xz

i[2]:

i[1]:

i[1]=w

i[2]=z

i[3]=y

i[4]=x

i[2]:

i[1]=w

i[2]=z

i[3]=y

i[4]=x
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