Universidade Federal de Sao Carlos
Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia
viscar Departamento de Matematica

Transformada de Tjurina para Singularidades
Determinantais

Barbara Karolline de Lima Pereira

Orientador:  Bruna Oréfice Okamoto

Sao Carlos
Julho de 2017







Transformada de Tjurina para Singularidades
Determinantais

Barbara Karolline de Lima Pereira

Orientador:  Bruna Oréfice Okamoto

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pos-Graduacao em Matematica da Univer-
sidade Federal de Sao Carlos como parte
dos requisitos para a obtencao do Titulo de

Mestre em Matematica.

Sao Carlos
Julho de 2017

Autor Orientador

2000 Mathematics Subject Classification. Primario [codigol|; Secundério [codigo].
Palavras chaves: Singularidade determinantal genérica, singularidades determinantal, transformada.






UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia
Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Folha de Aprovagao

Assinatiias dos membios da comissdo examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Dissertagao de Mestrado da
tatilidala Hahara Karolline de Lima Pereira, realizada em 19/07/2017:

'“i@mm gwa/t)(;e LQ?W%’

Profa. Dra. Bruna Oréfice Okamoto
UFSCar

Wla C_2 6

Profa. Dra. Mdria Aparecida Soares Ruas
UsSP

{__Pfof. Df. Jodo Nivaldo Tomazella
- UFSCar







Aos meus pais, Maria Licia e Milton.






Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pelo dom da vida e por sempre estar ao meu lado.

Aos meus pais, Milton e Maria Liucia, por todo apoio, amor, carinho e por sempre
acreditarem em mim.

Aos meus irmaos, Bruna e Eduardo, por me proporcionarem momentos de alegria e
descontracao.

A minha orientadora, Bruna Oréfice Okamoto, pela excelente orientacao, paciéncia,
disponibilidade e amizade ao longo da realizacao deste trabalho.

Ao Joao Nivaldo Tomazella por participar dos meus seminarios, e pelas contribuigoes.

Ao Helge Mdller Pedersen, pela atencao e disponibilidade em sanar minhas davidas.

Ao meu namorado, Rodnei, por todo amor, carinho, atencao, por sempre acreditar em
mim e nao me deixar desanimar perante as dificuldades.

Agradego também a todos da familia 109 e agregados, Karina, Wagner, Dalton, Flavia,
Lucas, Tiago, Renato e Joel pela amizade, suporte e companheirismo durante esta etapa.

Agradeco também aos amigos do primeiro semestre de 2016, Claudio, Thaysa, Estefani,
Renan, e Abel pelas conversas, momentos de estudos e descontracao.

A Marielle pelas conversas de domingo.

A Maria Carolina pelas conversas entre um café e outro.

Aos professores e funcionarios da Universidade Federal de Sao Carlos.

Aos professores da Universidade Federal de Lavras, em especial a Ana Claudia Pereira
e ao Ricardo Edem Ferreira, pela amizade e confianga que sempre tiveram em mim.

A CAPES pelo auxilio financeiro.

O apoio de todos vocés foi fundamental para a conclusao desta etapa.






Abstract

We study the Tjurina transforms of determinantal singularities and its properties.






Resumo

Estudamos as transformadas de Tjurina de singularidades determinantais apresentada em

[20], e algumas de suas propriedades.
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Introducao

Em Teoria de Singularidades, estamos sempre interessados em estudar as propriedades
de uma variedade em uma vizinhanga de seu conjunto singular. Nem sempre é possivel
fazer isso olhando diretamente para a variedade, uma maneira de resolver esse problema, é
trabalhar na transformada da variedade singular, isto é, em uma outra variedade que pode
ser “mais simples” e que esta relacionada a variedade inicial. Uma maneira de estudar
propriedades de variedades singulares é relacionar invariantes aos seus pontos criticos.
O nimero de Milnor é um invariante bem conhecido de variedades singulares. Esse
niumero esta definido para germes de hipersuperficie com singularidade isolada [15], curvas
com singularidades isolada [4]| e interse¢do completa com singularidade isolada [8]. As
variedades que generalizam as intersecoes completas sao as singularidades determinantais,
que sao definidas por menores de matrizes e tém a codimensao apropriada. Recentemente,
uma generalizagao do nimero de milnor foi definida para variedades determinantais com
singularidade isolada [19], [21], [5].

As propriedades desse nimero sao um assunto muito atual em Teoria de
Singularidades. Muitos autores tém trabalhado nisso, por exemplo [18] e [22]. Uma
ferramenta para esse estudo é a transformada de Tjurina de uma singularidade
determinantal. Por exemplo [22] exibe os moédulos de homologia da suavizacao de
uma Singularidade Determinantal Isolada (/DS) cuja transformada de Tjurina é uma
intersecao completa.

Sendo assim, é importante estudar a transformada de Tjurina de uma singularidade
determinantal e suas propriedades. Essa dissertagdo é baseada em [20]. O Trabalho
foi organizado em 6 capitulos: o primeiro capitulo ¢ uma breve apresentacao dos
conceitos que serao utilizados ao longo da dissertagao; o segundo capitulo apresenta a
definicao de singularidade determinantal genérica, singularidade determinantal e algumas
propriedades de tais conjuntos; o terceiro capitulo é uma inspiragao para o quarto,
pois nele definimos a transformada de Tjurina, Tjurina Transposta e de Nash para
singularidades determinantais genéricas; o quarto capitulo define a transformada de
Tjurina de uma singularidade determinantal e apresenta algumas consequéncias dessa
definicao; O quinto capitulo apresenta condi¢oes de quando a transformada de Tjurina
de uma Singularidade Determinantal Essencialmente Isolada (EI1DS), é uma intersegao
completa local; por fim, o capitulo 6 exemplifica como a transformada de Tjurina pode

ser utilizada para resolver singularidades do tipo A, e F;.






Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados preliminares que foram necessarios na leitura de
[20].

1.1 Alguns Resultados de Topologia

Lema 1.1. [12] Seja f : X — Y, uma aplica¢ao continua e fechada.

Se f~1(y) é compacto para todo y €Y, entio f é uma aplicagio propria.

Lema 1.2. Sejam X, Y espagos topoldgicos.

Se f: X =Y € homeomorfismo, entio f(A) = f(A).

Demonstragio: Sejam y € f(A) e U C Y aberto tal que y € U. Entdo existe z € A tal
que y = f(z), segue da continuidade de f que AN f~1(U) # 0. Tomemos z € AN f~1(U),
entdo f(z) € f(A) e f(2) € U, o que implica f(z) € f(A)NU e portanto f(A)NU #0 e

consequentemente y € f(A).

Para a outra inclusdo note que f(A) é o menor fechado que contém f(A), mas A C

A, o que implica f(A) C f(A) e como f & homeomorfismo, temos que f é fechada e
consequentemente f(A) C f(A).

Proposicao 1.3. Caracterizagdo de continuidade por sequéncias/16/
Seja X espaco topoldgico com base enumerdvel, f: X — Y uma aplicagao.
f € continua se, e somente se, para toda sequéncia x;, em X, convergindo para x

tivermos que f(x;) converge para f(x).

Proposicao 1.4. [16]
Seja f: X =Y, bijecao continua.

Se X € compacto e Y € Hausdorff, entao f é homeomorfismo.
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1.2 Conjuntos Algébricos

Essa se¢ao foi baseada em [15].

Sejam C o corpo dos nameros complexos e C[zy,...,x,] 0 anel de polindémios nas

variaveis x1, ..., £, com coeficientes em C.

Definicao 1.5. Um subconjunto V' de C" é um conjunto algébrico quando existe um

conjunto, nao vazio, de fungoes polinomiais J C Clxy,...,x,] tal que
V =A{(z1,....,2,) € C"; f(xy,...,2,) =0 para todo f € J}.

Exemplo 1.6. Vi = {(s,y) € C% 22—y = 0}, Vi = {(s,) € €% 22—y = 0} ¢
Vs ={(x,y,2) € C3 2>+ 22 =4,y = 0} sao conjuntos algébricos.

<

CED

y=0

Figura 1.1: Conjuntos algébricos Vi, V5 e V3, respectivamente.

Com a finalidade de obtermos uma correspondéncia entre conjuntos algébricos e ideais

em Clzy, ..., z,] enunciamos o:

Teorema 1.7. Teorema da base de Hilbert/15/

Todo ideal em Clzy, ..., x,] € gerado por uma quantidade finita de polinémios.

Agora somos capazes de estabelecer uma correspondéncia natural entre conjuntos

algébricos de C" e ideais em C[zy, ..., x,], tal correspondéncia é dada por:

Vcl'w I(V)={fe€CClx,..z); f(x1,...,2,) = 0 para todo (xy,...,x,) € V}
I CClxy,...,xn) = v(I)={(z1,....2,) € C"; f(x1,...,x,) = 0 para todo f € I}

Definigcao 1.8. Seja V. C C" um conjunto algébrico nao vazio, fi,..., fr polindmios que

geram I(V) e p o maior rank que a matriz jacobiana

o

x)] assume com x € V.
kxn
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Um ponto x € V' € chamado ponto singular de V' quando

0fi
8@-

mnk[ (1:)] < p.

Caso contrdrio, x € simples ou nao singular.

Definicao 1.9. O Conjunto Singular de um conjunto algébrico V' € o conjunto Vsing cujos

elementos sao todos os pontos singulares de V.

O Congunto Regular de V' é dado por Vieg = V' \ Ving, ou seja, o conjunto de todos os

pontos nao singulares de V.

Exemplo 1.10. Considere a variedade algébrica

V=u({fi, f)) C C,

onde fi(z,y,z) = 2% —y3, folw,y,2) = 22 — 2°. Temos

J(flafZ)(wayaz) = ( 27 _3y2 O) )

5zt 0 2z

mas (1,1,1) € V e rank(J(f1, f2)(1,1,1)) = 2, ou seja, p = 2. Desta maneira (z,y,z) €
Vsing Se, € somente se, (x,y,z) € V e rank(J(f1, f2)(x,y,2)) < 2, o que acontece se, e

somente se,
1'2 — y3 = 07 Z2 — CC5 = O, —].5[L'4y2 = O’ —6y2z = O’ drz = 07

ou seja,

‘/SiTLQ = {(070’ 0)} e V;"eg =V \ {(07070)}

Seja V uma variedade algébrica e I(V) = (f1, ..., fx), 0 ideal correspondente, o qual é

gerado por fi, ..., fr. Dessa maneira temos
vV =9¢7Y0),
com

6 C" — CF,

Definigao 1.11. Seja ¢ : C* — CP e V = ¢~ 1(0), definimos

codim(V') = max{rank(Jo(x)); x € V}
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dim (V') = n — codim(V').

Exemplo 1.12. Os conjuntos algébricos do exemplo 1.6 sao tais que dim(Vy) =
dim(Vy) = dim(V3) = 1.

Definigao 1.13. Seja ¢ : C" — CP, dizemos que ¢~ (0) € uma intersecio completa
quando

dim(¢~'(0)) =n — p.

Lema 1.14. Sejam A e B matrizes tais que o nimero de colunas de A € igual ao nimero

de linhas de B, em outras palavras, tais que o produto AB faca sentido, entao
rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.

Teorema 1.15. Sejam ¢ : C* — CP, ¢ : CP — C? aplicacoes holomorfas.
Se Y =4710), X = ¢7Y(Y) tais que codimes(Y) = codimen(X), entdo

¢_1(}/;ing) C Xsing-
Demonstragdo: Seja zg € ¢! (Ysing), Ou seja, ¢(xg) € Ysin, € consequentemente
rank(Jy(p(xg))) < codimer(Y).

Por hipotese X = ¢ (V) o que implica X = ¢~ (¢71(0)) = (¢ o ¢)71(0), logo

x € Xging se, e somente se,
rank(J((¢¥ o ¢)(z))) < codimen (X),
mas

rank(J(P o ¢)(x0)) = rank((J¢)(d(x0))(Jd)(x0))
min{rank((JY)(¢(xo))), rank((Jo)(xo))}
codime» (Y)

= codimen(X),

IN

A\

assim concluimos que zy € Xy Portanto qf)_l(Ysmg) C Xsing-

Proposigao 1.16. Seja ¢ : C* — CP holomorfa e V = ¢~1(0). Entao

Vieg € um subconjunto aberto e denso de V.
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Demonstracao: Vamos mostrar primeiro que V,.., ¢ denso em V. Para obtermos Weg -
V' basta notarmos que V' é fechado, pois é a imagem inversa de um conjunto fechado por
uma funcao continua. Vamos mostrar agora que V' C Weg, para todo z € V temos dois
casos para considerar, T € V,¢, ou & € Vg, N0 primeiro nao ha nada para mostrarmos,

consideremos entao o caso & € Viipg, Ou seja
rank(J(¢)(x)) < p, sendo p = maz{rank(J(¢)(z));x € V}.

Notemos que J(¢)(z) é uma matriz p X n, seja [ a quantidade de submatrizes que uma
matriz A € M,, possui e estabelecamos uma ordenagdo A, ..., A; para tais matrizes,

desta maneira podemos definir

Y M, , — Cl,
A (det(Ar), ..., det(A))

e considerar a composicao

Yo lJ(g):C" — C
z = p(J(0)(2))
Como a composta, ¥ o J(¢), é nao nula temos que para todo € > 0 existe z. € B(z,¢) tal

que ¥ o J(¢)(x.) # (0,...,0), ou seja xc € Vieg € V C Vi

Por fim resta mostrarmos que V,., é aberto em V', mas isso segue de

Vieg =V N ((¥ 0 J(6))7(C'\ {0})).

O que completa a demonstrac¢ao.

Definigao 1.17. Seja V C C" um conjunto algébrico.

V' é uma variedade algébrica (ou conjunto algébrico irredutivel) quando nao eristem
subconjuntos algébricos proprios Vi, Vo de V tais que V.= Vi U Va. E comum dizermos
também que V € uma variedade.

SeV =ViUVy, V| e Vs sao chamadas componentes de V.

Exemplo 1.18. No exemplo 1.6 temos que Vo e V3 sao variedades algébricas enquanto

Vi nao é uma variedade algébrica, e se decompoe em duas componentes irredutivess.

Definicao 1.19. Um conjunto algébrico é equidimensional quando todas as suas

componentes irredutiveis possuem a mesma dimensao.
Exemplo 1.20. No exemplo 1.6 temos que Vy € equidimensional.

Lema 1.21. [11] Se X ¢ intersecao completa, entao X € equidimensional.
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Teorema 1.22. Teorema de Whitney
[15[Seja V' C C™ um conjunto algébrico.

Vieg € uma variedade algébrica de dimensao n — p, onde p € dado na definigao 1.8.

Lema 1.23. [15] Se W € uma variedade algébrica, e V' é subvariedade propria de W,
entao dim(V') < dim(W).

1.3 Aplicacao Racional

Essa sec¢ao foi baseada em [9].

Seja X C C" variedade algébrica.

Definicao 1.24. Uma funcao f : X — C € reqular em p € X, se existem g, h €

Clzy, ..., x,] e uma vizinhan¢a U de p em X tal que

g
f|U:E‘

Dizemos que f € reqular quando f € reqular em todo ponto p € X.

Definicao 1.25. Sejam X e Y duas variedades algébricas.
Um morfismo ¢ : U — Y, U C X aberto, € uma aplicacao continua tal que para todo
aberto W C 'Y e para toda funcdio reqular f : W — C a fungio fo¢ : ¢ *(W) — C é

reqular.

Proposicao 1.26. /9] Sejam X e Y wvariedades, ¢,v : X — Y, morfismos.
Se existe U C X aberto tal que gzﬁ’U = w‘U, entao ¢ = 1.

Sejam Y : U — Y, e ¢p:V — Y, morfismos, com U e V abertos de X. Dizemos que ¥

e ¢ estao relacionadas, ¢ ~ 1, quando,

¢|Umv - w‘UnV'

Temos que ~ é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 1.27. Sejam X e Y wvariedades algébricas.

Uma aplicagao racional ¢ : X — Y € a classe de equivaléncia de um morfismo ¢ :
U—=Y,UCX aberto.

Definicao 1.28. Um isomorfismo é uma aplica¢ao racional com inversa também racional.

Exemplo 1.29. Seja Y = v(2? — y®) = {(13,?); t € C},

fY\A{(0,0)} = C\ {0},

x
($7y) = -
Yy



1.4. Transformada

FH e\ {0} = Y\ {(0,0)}
tes (12, 17)

Sao aplicagoes racionais.

1.4 Transformada

Definicao 1.30. Sejam X wum conjunto algébrico e A C X um subconjunto algébrico

fechado de X. Uma transformada de (X, A) é um conjunto Y com uma aplicagdo propria

VU:Y — X tal que:
1. U1 (X \ A) = X\ A isomorfismo.
2. U (X \A) =Y

Exemplo 1.31. Seja V = {(z,y) € C?; 2? —y3 =0} = {(£*,¢?);t € C}.
{(0,0)} C V € uma subvariedade algébrica fechada. Defina

v:C—V,
te (12,17)

Observemos que ¥ € uma aplicagao propria.
Vamos considerar agora \Il|\1171(V\{(0,0)}) ULV N\ {(0,0)}) — €\ {0}, pelo exemplo
1.29 seque que \Ij‘\p—l(v\{(o 0) ¢ isomorfismo.

Por fim, temos

U=V {(0,0)}) = C\ {0} = C.

Dessa maneira concluimos que C e VU sao uma transformada de (V,{(0,0)}).

T

Figura 1.2: Exemplo de Transformada

Proposicao 1.32. Seja Y tal que ¥ : Y — X € transformada de (X, A). Entdao
dim(V~1(A)) < dim(X).
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Demonstragdo: Como, Y = U1((X\A)UA) =T HX\A)UT(A), e por hipotese
Y = U 1(X\ A), ouseja U1 (A) C U1(X\A), mas U"H(X \ A)NTA) =0 o que
implica U~1(A) C (¥~ H(X \ A)), resultando dim(¥ 1 (A)) < dim(Y’). Juntando com

dim(Y) = dim(UV—1(X \ A)) = dim(T"H(X \ 4)) = dim(X \ A) < dim(X).
Obtemos
dim(¥~H(A)) < dim(Y) < dim(X),

e o resultado segue.

Definigcao 1.33. Uma resolugao de (X, Xging) € uma transformada com Y suave.

Exemplo 1.34. O ezemplo 1.31 nos dd que C e U sao uma resolugao de (V,{(0,0)}),

pois C € variedade diferencidvel, portanto suave.[15]

Deﬁnigéio 1.35. Sejam Tl, ‘Ifl : (ThAl) — (X,A) e TQ, ‘112 : (TQ,AQ) — (X,A),
transformadas distintas de um mesmo espaco e subespaco. Dizemos que f € uma aplicagao

entre transformadas quando ¥, = Wy o f.

|\

T2T2>X

Quando uma aplicagdo entre transformadas f € um isomorfismo entre variedades

(analiticas ou algébricas), dizemos que f € um isomorfismo.

1.5 Grassmanniana

Nessa secao vamos definir a Variedade Grasmanniana, a qual ¢ muito utilizada ao longo
do texto.

Para mais detalhes sobre a Variedade Grassmanniana pode-se consultar [2|, [13], [14]
ou [20].

Definicao 1.36. Considere o espago vetorial C".
Definiremos a Variedade Grassmanniana de ordem k < n de C", Gr(k,n), como sendo

o conjunto de todos os subespacos vetoriais de C" cuja dimensao € k.

A topologia de Gr(k,n) é dada pela topologia quociente que vem da seguinte relagao
de equivaléncia: sejam X e Y subespacos vetoriais de dimensao k& de C", consideramos

as matrizes X e Y, k x n, cujas linhas formam uma base dos subespagos X e Y,
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respectivamente. Dessa maneira as matrizes X e Y possuem rank méximo, ou seja
rank(X) = rank(Y) = k dizemos que

X ~Y & emiste matriz nao singular, A, de ordem k tal que

X = AY.

Proposigcao 1.37. [13] A Grassmanianna Gr(k,n) é uma variedade diferencidvel de
dimensao k(n — k).
Proposicao 1.38. [13] A Variedade Grassmanniana é compacta.

Como ¢ feito em [20] vamos considerar as seguintes cartas em Gr(k,n). Seja [ =
1, .., C 1,...,n, sem perda de generalidade suponha i; < iy < ... < i, e defina a

aplicagao:

Ar: My i — My,

(zij) = Ar(zij)

Sendo a matriz A;(z;;) composta pelas seguintes colunas

0

T1; 0
C;=1|: sejgleCy=11] seiel,

ZEkj 0

0

a l-ésima entrada de Cj,, é nao nula.
A partir de agora identificaremos a matriz A;(x;;) com o subespaco, gl(xij), gerado
pelas linhas de A;(x;;), o qual é um elemento do Gr(k,n).

Dessa maneira consideramos:

A[ : Mk,n—k — Gr(k:,n)

(zij) — Aq(wy)

Proposigao 1.39. [14] A aplicacio T : Gr(k,n) — Gr(n — k,n) dada por T(V)=V=* ¢

homeomorfismo.



10 Capitulo 1. Conceitos Preliminares

Proposigao 1.40. Seja (X;) uma sequéncia convergente com X; € Gr(k,n) para todo
1€ IN.
Se X ¢é o limite da sequéncia (X;), entao para todo © € X existe sequéncia (x;)

convergindo para x tal que x; € X; V1 € IN.

Demonstragao: Seja (X;) sequéncia de elementos de G(k,n), que converge para X.
Como a Variedade Grassmanniana é compacta temos que X € Gr(k,n), desta maneira
podemos tomar um representante para X, de tal forma que esse representante possua uma
submatriz identidade de ordem k, sejam Cj,, ..., (j, as colunas dessa submatriz. Considere
agora o conjunto [ = {ly,....Ix} C {1,...,n}, logo temos que X € Im(fL) o qual é aberto,
pois ZI é homeomorfismo, entao existe ig € IN tal que se i > 1y entao X; € Im(gj), ou

seja, as matrizes X; possuem colunas do tipo

0

x’ij 0
=1 se j¢leC =|1] sels€l.

T 0

0

Assim segue do fato de X; convergir para X e A; ser homeomorfismo que :U};j converge

para x;. De onde segue o resultado.

Proposicao 1.41. Sejam F : C" — My, holomorfa, (vg), e Wp =

(fia(xr), ..oy fin(z)), i =1,...,m), sequéncias em CV e Gr(t — 1,n), respectivamente.

Se xy converge para x, e Wy converge para W, entao ((fi(x),..., fin(2)), @ =
L,...m) CW.

Demonstracdo: Como W € Gr(t — 1,n), existe I = {ly,...,5,_1} C {1,...,n} tal que
W C Im(Ay). Mas W; converge para W, entao existe kg € IN tal que para todo

k> ko, Wi € Im(A)).

Dessa maneira podemos escolher um representante W, de Wj tal que as colunas de W},
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sao da seguinte forma

0
x’fj 0
Cj]-“: : se j@gleCl=1|1] sel,el
. 0
0

Notemos que as linhas L*, s = 1,...,m de F(x;) pertencem a W}, ou seja,
LF=a L'+ . +anL'",

sendo L'* a linha r de W} mas L* converge para L., sendo L, a linha s de F(z). O que
implica {(fi (), ..., fin(z), i =1,....,m)) C W.

1.6 Homotopia

Essa se¢ao foi baseada em [17].

Sejam X, Y espacos topologicos.

Definicao 1.42. Uma aplicacao continua g : X — Y € homotdpica a uma aplicagao

continua f : X =Y quando existe uma aplica¢ao continua H : X x [0,1] = Y, tal que:

H(z,0) = f(z) para todo z € X e

=
—
8
—
~—

I

g(x) para todo = € X.

Definicao 1.43. Uma aplicagao continua g : Y — X € chamada homotopia inversa
da aplicagao continua f : X — Y se as composicoes f o g, go f siao homotdpicas a
Idy :Y =Y, Idx : X — X, respectivamente.

Aplicacoes continuas que possuem homotopia inversa sao chamadas equivaléncia de
homotopias.

Os espacos X e Y sao homotopicamente equivalentes quando existe uma equivaléncia

de homotopia entre eles.

Definicao 1.44. Sejam X, Y espacos topologicos tais que Y C X, a aplicagcao continua
f: X =Y éuma retracao quando fly =1Id,

Definicao 1.45. Seja p : X — Y uma retragao, quando a composta iop, sendoi:Y — X

a inclusao, € homotopica a identidade, dizemos que p € um retrato por deformagao.
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Proposicao 1.46. Uma deformacao por retracao f : X — Y e a inclusio i :Y — X sao

um par de homotopias inversas.

Demonstragao: De fato, foi:Y — Y étal que paratodoxz €Y, f(i(z)) = f(x) =z,
pois f‘y = Idy, e assim f oi = Idy e consequentemente f o4 é homotopica a Idy .
Consideremos agora io f : X — X, como f é uma deformacao por retracao temos que

1o f é homotépica & Idx, o que conclui a demonstracao.
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Capitulo 2
Singularidades Determinantais

Neste capitulo vamos introduzir nosso principal objeto de estudo, Singularidades
Determinantais.  Singularidades Determinantais sao uma generalizacao do conceito
de intersecao completa, para defini-las precisamos primeiramente do conceito de
Singularidades Determinantais Genéricas. Com essa finalidade consideramos M,, ,, com

m,n € IN, o conjunto das matrizes m X n com entradas em C.

2.1 Singularidade Determinantal Genérica
Defini¢ao 2.1. Sejam m,n,t € N, 0 <t < min{m,n}, o conjunto
My, ={A € My n; rank(A) < t},

é a singularidade determinantal genérica do tipo (m,n,t).

Exemplo 2.2. Seja M, o = (a;;), dai temos

ajp a2

2 . _

M272 = S M2’2, a11Q929 — Q21019 = 0,.
21 (22

Pela referéncia [1] M}, ,, € uma variedade algébrica de dimensao mn—(m—t+1)(n—t+1)
cujo conjunto singular é M}

Observacao:

O conjunto {(M},, \ M} 1), @ = 1,...,t}, sendo M), = ), forma uma particao de
M, .. Cada conjunto (M, \ M}, }) é chamado estrato de M, .

Lema 2.3. [1] Seja A € (M}, \ M), entao o espago tangente

TaM!,, = {B € My, ,; B(Ker(A)) C Im(A)}.
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2.2 Singularidade Determinantal

Defini¢do 2.4. Seja F: U C CN — M,,,, uma aplicacdo com entradas holomorfas.
X =F(M,,,)

¢ uma singularidade determinantal do tipo (m,n,t) quando

dim(X)=N—-(m—t+1)(n—t+1).

t

Como X = F(a,) = FH UM\ Mih) = UF o0, \ M,

s=1
definiremos
X = UMy, \ M),
o qual nos da uma particao de X.

Observacgao: Toda intersecao completa é uma singularidade determinantal.

De fato, seja ¢ : C" — CP aplicagio holomorfa tal que ¢~1(0) é intersecdo completa, ou
seja, dim(¢~'(0)) =n—p=n—(1—141)(p—1+1), dessa maneira ¢—"(0) = ¢~ (M)
e dim(¢p~"(M{,)) =n—(1—-1+1)(p—1+1), portanto toda intersecao completa é uma
singularidade determinantal do tipo (1,p, 1).

Intersecoes completas podem ser vistas, também, como singularidades determinantais

do tipo (p, 1,1), pois podemos identificar CP com M, ;.

Exemplo 2.5. Seja

F C4 — M273,

X yA
(2,9, 2,w) > ( Y )
Yy z o w

e X = F7Y(Mj4) = v(zz — v, yw — 2°, 2w — 2y).
Utilizando o SINGULAR, ver apéndice, obtemos dim(X) =2 =4—(2—-2+4+1)(3—2+1),
portanto X ¢é singularidade determinantal do tipo (2,3,2).

Seja F': U C CN — M,,, aplicagdo holomorfa com X = F~1(M}, ) singularidade
determinantal do tipo (m,n,t), se F(0) # 0, ou seja, existe s € N, 0 < s < min{m,n},
tal que rank(F(0)) = s. Dessa maneira podemos encontrar outra aplicacao F’ : U —
My —s s tal que F'(0) = 0 com X = (F')"Y(M,”*,,,_,) singularidade determinantal do

tipo (m — s,n — s,t — s).

Exemplo 2.6. Seja F : CV — My aplicagio holomorfa dada por F = (fij)axs, X =
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F~Y(M35) singularide determinantal do tipo (2,3,2) com

F<o>=<8 . g)

como fia # 0 existe vizinhanga U’ do zero tal que fi2(x) # 0 para todo x € U’, dessa

maneira considere G : U' C CN — Myy e H : U’ C CV — Ms3 tais que

X 0 1 0
G = frz 0 H = f11 fi3
=\ ke o oefE R |

I 0 0 1

cilculos simples mostram que

1 0 0
GIFH = f11f22 f13fa2 )
0 fo— S5 fos— T

logo,
F'.U - MLQ,
fi2 fi2
€ tal que X = F~H(M33) = (F')""(M{,), e como codim(X) = codim(M3;) = 2 =
codim(M,) concluimos que X € singularidade determinantal do tipo (1,2,1) = (2 —
1,3-1,2—1).

O exemplo acima mostra que nao ha perda de generalidade em supor F'(0) = 0.
Observacao:

X tem estrutura de conjunto analitica cujo conjunto singular ¢ dado por
Xsing = {x € X; rank(J(g1, ..., 9x)(z)) < codim(X) = (m —t+1)(n —t+1)},

sendo ¢;, 1 =1, ..., k, os menores de ordem t de F'.

Exemplo 2.7. Ainda considerando

F C4 — M273,

X yA
(%%&wﬁ+( Y )
Yy z o w
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e X = F7Y(M3,4) = v(zz — y*, yw — 2%, 2w — zy). Temos que

g2,y 2,w) = 2 — %
go(@,y, 2,w) = yw — 2%
g3(x,y, z,w) = 2w — zy.
Entao
z =2y x 0
J(91,92,93) (@, z,w) = | 0w =22 y
w o —z -y T

Utilizando o SINGULAR mats uma vez, ver apéndice, obtemos

2 2 2 2
Xsmg - ’U(U) , AW, YW, W, 2, Yz, rz,Yy , 1Y, T )

={(0,0,0,0)}
O proximo resultado é um corolario do Teorema 1.15

Corolario 2.8. Seja F : CN — M,y ,, holomorfa tal que X = F~Y(M}, ) ¢ singularidade
determinantal do tipo (m,n,t), entao F_I(M;ﬁ;,ll) C Xsing-

Demonstracao: Seja [ a quantidade de submatrizes de ordem t que uma matriz A €

M., n, possui, dé uma ordenagao A, ..., A;, para tais matrizes e defina

¢ My, — C'.
A (det(Ay),...,det(A4)))

Notemos que M} , = ¢ '(0), por hipotese X = F~'(M] ) e codimen(X) =

codimyy,, (M}, ), logo pelo teorema 1.15 temos

m,n

F_I(an_%) C Xsing'

Observagdo Em geral temos Xy ¢ FH(M]}).
Exemplo 2.9. Seja

F Cz — M272,
2z 27(y® — xy
(w.9) > ( ( >>

Y3 — zy 222

X = F7 Y (M3,) = {(z,y) € C% f(z,y) = 4a® = 27(y° — xy)* = 0},
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Utilizando o SINGULAR, ver apéndice, obtemos codim(X) =1=(2—-2+1)(2—-2+1),
ou seja, X € singularidade determinantal do tipo (2,2,2). Mas

J(f(ay)) = (122 + 54y(y° — vy) —54(5° — 2y) (By? — )

0 que resulta

Xsmg = U(<4I3 - 27y(y3 - C(]y))) + ]1(Jf($, y))
= v(da® = 2Ty(y’ — zy), 22° + 9y(y* — ay)), (v° — 2y)(3y” — x))
= (22 — 9zy® + 9, 2y(3y® — 1), 23 (3y* — 1)),

logo Xsing = {(z,y) € C*; @ =3y*} #{(0,0)} = F~'(My,).

Definigao 2.10. Seja F': U C CV — M,,,, holomorfa.
x € U € essencialmente nao singular quando F intersecta o estrato (M;,, \ M)

transversalmente em F(z).

Defini¢ao 2.11. Seja X uma singularidade determinantal do tipo (m,n,t) definida pela
aplicagio F : CN — M, .
X € chamada singularidade determinantal essencialmente isolada (EIDS) quando

todos os pontos x € X \ {0} sao essencialmente nao singular.

Teorema 2.12. Seja F: CN — M, ,,.
Se X = F~Y(M},,) é EIDS, entio Xng = F (M}, }).

Demonstracao: Pelo corolario 2.8 temos que F~'(M}}) C X, Mostremos entao
que Xging C F7'(M]}). De fato, seja x € F~H(M], ,\ M}}), ou seja F(x) € (M}, \
M-Y), como X é EIDS temos que F intersecta (M, ,\ M) transversalmente em F(x),
entao F~H (M}, ,\ M} ) é uma variedade diferenciavel de dimensao N —(m—t+1)(n—t+1),
ouseja, F~1 (M}, \ML 1) ésuave e portanto = € Xing. O que implica Xing C FH (M)

n
|

Exemplo 2.13. Consideremos

G: C4 — ngg,

x
(,y,z,w) — ( y)
z w

X = FY(M3,) = {(z,y,2,0) € CY 2w — zy = 0}
Utilizando o SINGULAR, ver apéndice, obtemos dim(X) =3 =4—(2—2+1)(2—2+1),
e X € singularidade determinantal do tipo (2,2, 2).
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Vamos mostrar que X é EIDS, ou seja, que para todo (z,y,z,w) € X \ {(0,0,0,0)},

F intersecta (M3, \ My ,) transversalmente em F(x,y,z,w), ou seja,

DF(:c,y,z,w) (T(:c,y,z,w) ®4> + TF(x,y,z,w)<M2272 \ M21,2> - T(x,y,z,w) (M2,2>-

Como

hi  hs
DFx, 2w (h17h27h37h4) = >
(z,y,2,0) hs ha

10 0 1 0 0 0 0
DF;(; Z,W T:C Z’wC4 = ’ ! ’ .
(wy.20) (T(zy.20)C") <<0 0) (0 0) <1 0) (0 1>>

Logo F intersecta (M3, \ My,) transversalmente em todo (x,y,z,w) € X \ {(0,0,0)},

como desejdvamos.

temos,

Exemplo 2.14. Retomemos o exemplo 2.9.
Como Xging # F_I(MQI,Q), seque que X nao é EIDS, mas faremos a conta
explicitamente.

Lembremos que

FIC2 —>M272

(2.4) 20 27y — 2Txy
x?
Y Y3 — xy 222

Vamos mostrar que existe (x,y) € X \ {(0,0)} tal que
Do) (Two4)C*) + Tr(ag) (M3 s \ M) # Tray) (Map).
Sabemos que

2h 81y%hy — 27xhy — 2Tyh
DF(x7y)(h1,h2): ( 1 Yy o Tho ) 1>.

3y2h2 — l’hQ - yhl 4]3]11

Consideremos o ponto (3y*,y) € X, entdo:

2 =27y
1) DFzyy) (T(3y27y)(c2)) - < ( 2 ) >"
-y 12y

2) Tryea) (Mzo \ My o) = {B € May; B(ker(F(3y?,y))) C Im(F(3y*,y))};
3) ker(F(3y*,y)) = ((9y,1)), e Im(F(3y*,y)) = ((6y°, —2¢°)).

Logo

by by
B= S TF(3y2,y)(M22,2 \ M21,2)7
by by
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se, e somente se,
(9b1y + ba, sy + by) € Im(F (3%, y)),

ou seja

90 by 9b b

det 1Y + 02 3y + 04 _ 0,
61/ —2y°

0 que acontece se, e somente se, by = —%bgy — 9bsy — 3b1y?, consequentemente

b b

B=|[" ’ .

bs —%bﬁ/ — 9bsy — 3b1y”

Portanto
1 0 0 1 0 0
Tz (M2, \ ML) = , , .
F(3y ,y)( 2,2 \ 2,2) < <O —3y2) (O —%y) (1 —9y> >
Mas

dim (D Fgy2,) Tiay2,)C* + Tryzy) (M \ My,)) =3,

0 que prova
DF (o) (Tia)C?) + Triay) (M35 \ My o) # Ty (Mays).



20

Capitulo 2. Singularidades Determinantais




21

Capitulo 3

Resolucoes de Singularidades

Determinantais Genéricas

Neste capitulo, estudamos as transformadas de Tjurina e de Nash de uma singularidade

determinantal genérica. A escrita se baseia na se¢ao 3 de [20].

Defini¢ao 3.1. Dados nimeros inteiros positivos, m, n e t, tais que t < min{m,n}, a

transformada de Tjurina da singularidade determinantal genérica ann

Tjur(Mﬁz’n) :
Tjur(Mfmn) :

{(4,V) e My, , x Gr(n —t+1,n); A(V) =0}, ou seja,
{(A,V) e M, x Gr(n —t+1,n); V C ker(A)},

considerando A : C" — C™, a aplica¢do linear cuja matriz nas bases canonicas é A.
De [1]| temos que a aplicacao

T Tjur(an’n) — M n
(A V)— A

faz de Tjur(M}, ) uma transformada. Ainda da referéncia [1] temos que Tjur(M;,,) é

uma resolugao de (M, ., M}}).

m,n’
Assim como definimos a Transformada de Tjurina, podemos definir também a

transformada de Tjurina Tansposta de uma singularidade determinantal genérica M, .

Definicao 3.2. A transformada de Tjurina transposta é dada por

Tjur™(
Tjur™(

(A, W) € My, x Gr(m —t+1,m); AT(W) =0}, ou seja,

fn,n) . {
{(A,W) € My x Gr(m —t +1,m); W C ker(A™)}.

M
M;,.,) :

Observemos que Tjur® (M}, ) = Tjur(M},,,), ou seja, a Tjurina transposta de M/,  é

a Tjurina de M} . portanto segue também de [1] que a aplicagao que faz de Tjur” (M}, )
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uma transformada é

T TjurT(an’n) — My,

)

(A W)~ A

e TjurT(an,n) ¢ uma resolucao de (M} an_%)

m,n’
Vejamos agora outras caracterizacoes da Transformada de Tjurina Transposta, para

isso precisaremos dos seguintes conceitos:

Definicao 3.3. Seja A € M,,., a qual serd vista como aplicagao linear A : C* — C™.

O cokernel de A, € o nicleo de AT, em simbolos:
coker(A) = ker(A").
Dessa maneira, temos
Tjur™ (M}, ,)) = {(A,W) € My, x Gr(m —t +1,m); W C coker(A")}.

Para obtermos uma segunda caracterizagio, observemos que dados (A,W) €
TjurT(Mfmn), se (wy,...,wy,) € W entao o produto escalar entre (wi,...,w,,) e
(@, .-y Qmyj) € zero para todo j = 1,...,n, ou seja, W C (Im(A))*, pois ((ayj, ..., amj); j =
1,...,n) = Im(A). Considerando o homeomorfismo f : Gr(m —t+1,m) — Gr(t — 1,m)
dado por f(W) = W+, obtemos

Tjur™ (M}, ) = {(A, W) € My, x Gr(t — 1,m); Im(A) C W}.

Proposicao 3.4. Nao existe aplicacao continua entre as transformadas Tjur(Mﬁm) e
Tjurt (Mg, )

Demonstracao: Antes de comecarmos a demonstracao determinaremos os conjuntos
T (M \ M) e mpt (M, \ My, se A € (Mg, \ M) entao rank(A) =t — 1,

assim a dimensao da imagem de A é ¢t — 1 e a dimensao do nucleo de A é n —t + 1. Logo

{(A,ker(A)) € My, , x Gr(n —t+1,n);rank(A) =t —1} e
{(A,Im(A)) € My, Xx Gr(t —1,n);rank(A) =t — 1},

(ML \ M)
mr (ML, \ ME)

Vamos mostrar, primeiramente, que nao existe aplicacao continua f : Tjur(anvn) —
TjurT(Mﬁm).

Seja f : Tjur(M},,) — Tjur™ (M}, ), aplicacdo entre transformadas, mostraremos
que existem sequéncias (A;, Vi), (B;, W;) em Tjur(M;, ) que convergem para um mesmo

ponto com f(A;,V;) e f(B;, W;) convergindo para pontos distintos, assim f nao é continua.
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Tomemos 1 = {e1,...,en}, Po = {€1,...,&m} bases de C" e C™, respectivamente, a

partir de agora representaremos as coordenadas nessas bases. Definamos

A:C"— C™.

(1, ooy ) = (21, 0oy 9,0, ..., 0)

Temos rank(A) =t — 2, logo A € M}

Seja V' o subespago gerado por {es,...,e,}, assim V' C ker(A), pois A(zier + ... +
zpen) = A0, ...,0, 24, ..., 2,) = (0,...,0). Consideremos as aplica¢oes A; : C* — C™ e
B; : C* — €™ dadas por A;(xq,...,2,) = (xl,...,a:t,z,%xt,l,o,...,O) e Bi(xy,...,z,) =
(1, ooy 042, 0, 7341, 0, ..., 0).

Afirmamos que ker(A;) = ker(B;) = V, de fato, temos que V C ker(A;) e V C
ker(B;), mostraremos somente a inclusao contraria.

Seja (1, ...,x,) € ker(4;), entao A;(z1,...,x,) = (0,...,0), ou seja 1 = ... = ;9 =
x;—1 = 0, portanto (x1,...,z,) € V e ker(A4;) C V. De maneira analoga concluimos que
ker(B;) C V.

Assim obtemos duas sequéncias (A;, ker(A;)) = (A4, V), (B, ker(B;)) = (B;, V) ambas
convergindo para (A4, V).

Como f é aplicagao entre transformadas temos que o diagrama

Tjur(M,,)) —=TjurT (M, )

S

M n

& comutativo, ou seja mr o f = 7, logo C' = wr o f(C,W) = n(f1(C,W), fo(C,W)) =
f1(C, W), entao para todo C' € (M, \ M) temos fo(C,W) = Im(C). Assim seque
que

f(Ais ker(A;)) = f(Ai, V) = (Ai, Im(Ay)),

Mas a imagem de A; e B; sdo geradas por Wi = {e,...,¢;92,6;,1} e Wy =

{€1,...,E61_2, €}, respectivamente. Pelas dimensoes segue que

Im(A;) = (Wh), Im(B;) = (W),
f(Ai ker(A;)) = (Ai, Im(A;)) = (Ai, (W) e
f(Bi,ker(B;)) = (B, Im(B;)) = (A;, (W3)).

Portanto f(A;, ker(4;)) = (A, Im(4;)) = (A;, (Wh)) converge para (A, (W7)) e
f(Bi, ker(B;)) = (B, Im(B;)) = (B, (Wa)) converge para (A, (Ws)), como (Wy) # (W)

temos que f nao é continua.



24 Capitulo 3. Resolucgoes de Singularidades Determinantais Genéricas

Utilizaremos a mesma técnica para mostrar que nao existe aplicagao continua g :
Tjur® (M}, ) — Tjur(M}, ).

Seja A : C" — C™ como anteriormente e W o subespago de C™ gerado por
{€1,...,¢6;_1} consideremos as seguintes de aplicagoes A, : C" — C™, B : C" — C™ dadas
por Al(xy,...,x,) = (21,...,Ti_9, %%—1, 0,..0), Bi(z1,....,xn) = (T1,..., Ty_o2, %xt, 0,...0).
Afirmamos que I'm(A}) = Im(B}) = W.

Evidentemente temos que W C Im(A;) e W C Im(B)), e como dim(Im(A})) =
dim(Im(B})) = dim(W) =t — 1 temos que Im(A}) = Im(B}) = W e assim as sequéncias
(AL, Im(A})) = (A, W), (B}, Im(B})) = (B}, W) convergem para (A, W).

Mas ker(A%), ker(B]) sao gerados por Vi = {e....en}t, Vo = {ei1,e01-,6nty
respectivamente.

Como g é aplicagao entre transformadas temos que o diagrama

Tjur® (M}, ) = Tjur(M, )

Tk

é comutativo, ou seja, mog = 7r, logo C = wog(C, Z) = w(g:(C, Z), g2(C, Z)) = 1 (C, Z),
entdo para todo C' € (M}, \ M. 1) temos g;(C, Z) € Gr(n—t+1,n), e g2(C, Z) C ker(C),
ou seja, go(C, Z) = ker(C'). Portanto

g( A5 Im(A})) = (Aj, ker(A7)) = (45, (V1)) e
9(Bj, Im(B))) = (Bj, ker(B;)) = (B;, (Va)),

consequentemente g( A%, Im(A%)) converge para (A, (V1)) e g(Bl, Im(B!)) converge para
(A, (V3)), como (V1) # (V3) temos que g ndo é continua.

Com o objetivo de introduzirmos a transformada de Nash, definiremos a aplicacao de

Gauss sobre a parte regular de M}, .

Definicao 3.5. A aplicacao de Gauss sobre a parte reqular de M ~ ¢é dada por

m,n

O (ML \ ML) = My x Gr(mn — (m —t+1)(n —t+ 1), mn).
A (A Ta(My, 0\ My, )

gerando o seguinte diagrama:

Mpn x Gr(mn —(m —t+1)(n —t+ 1), mn)

/ J/Wl
(M \ My 3) ‘ M

m,n i
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sendo 7 a projecao e ¢ a inclusao.

Definicao 3.6. A transformada de Nash de M: Nash(Mﬁm), € definida como o fecho

m,n’

da imagem da aplicagao de Gauss 1 em M, ,, x Gr(mn — (m —t+1)(n —t + 1), mn).

Em [3] vemos que a aplicacdo que faz de Nash(M]}, ) uma transformada é

mn : Nash(M}, ) = Myn,
WN(A, V) — A

Proposicao 3.7. Para singularidades determinantais genéricas a transformada de Nash

é:

Nash(M,,,,) ={(A, W1, Ws) € My, x Gr(n —t+1,n) x Gr(t —1,m); Wy C ker(A)
e ]m(A) C WQ}

Demonstracao: Faremos a demonstracao em 3 partes: primeiramente definiremos uma
aplicacao a: Gr(n—t+1,n) xGr(t—1,m) — Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1), mn), a qual
serd um homeomorfismo sobre a sua imagem; na parte dois definiremos duas aplicagoes,
B (ML N\ ML) = M x Gr(n —t41,n) x Gr(t —1,m) e v : My, x Gr(n —t +
L,n)x Gr(t—1,m) - Gr(mn — (n —t+1)(m —t+ 1), mn), tais que yo 8 é a aplica¢ao

de Gauss na parte regular de Mﬁw, por fim mostraremos

yo B(ME N\ ML) = {(A, W, W) € My x Gr(n —t+1,n) x Gr(t —1,m);
Wy C ker(A) e Im(A) C Wa}.

Parte 1:Definamos

a:Gr(n—t+1,n) xGr(t—1,m) — Gr(mn—(m —t+1)(n—t+1),mn).
(Wl, Wg) —> {B < Mm,n; B(Wl) C WQ}
(Wl, Wg) € GT(TL —t+ 1,7’L) X GT(t - 1,m) = Oé(Wl, Wg)
é subespago vetorial de C™" de dimensao mn — (m —t+1)(n —t+ 1), sejam (W1, Ws) €
Gr(n—t+1,n) x Gr(t —1,m).
i) A aplicagao nula pertence a(Wy, W3) logo a(Wy, Wa) # (;
ii) Se By, By € a(W;,Ws) e A € C temos que By + By € a(Wy,Ws) e ABy € a(Wq, Ws),

iii) A dimensao de a(Wy,Ws) é mn — (m —t+1)(n —t+ 1): Notemos que dim(W;) =
n—t+1, dim(Wy) =t —1 e sendo W3- o complemento ortogonal de W5 temos que
dim(Ws-) = m —t+ 1, tomemos as bases {21, ..., Tn_t11}, {U1s s Y1} € {Yt, o, Ym }
de Wy, Wy e Wi, respectivamente. Se B € a(Wy, Ws) entao B(x;) # y+; para todo
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i=1,..,n—t+1ej=0,1,...m—t. Completemos {x1,...,2, 411} a uma base
{Z1, .oy Tp_t41, Tn_t12, ..., Tn} de C™, temos mn possibilidades para definir aplicagoes
lineares B : C" — €™, mas como B € «a(Wy,W;) teremos apenas mn — (m —
t+1)(n —t + 1) possibilidades para definir a aplicagao B € a(W7, Ws), portanto
dim(a(Wy,Wy)) =mn—(m—t+1)(n —t+1).

Mostraremos agora que « é injetiva, para isso sejam (Vi,Vs), (Wi, Ws) € Gr(n —t +

1,n) x Gr(t — 1,m) com (Vi, Vy) # (Wy, Wa).

Suponhamos que V; # Wi, entao, como dim(Vy) = dim(W)), existe v; € V; tal que
v; ¢ Wi. Tomemos vy € C™ \ V3 e definamos B : C* — C™ linear tal que B(vy) = vy e
B(z) = 0 se x nao pertence ao espago gerado por vy, segue que B(W7) C Wy e portanto
B € a(W;, W), mas também temos que B(V;) = (vg) ¢ Vs, logo B ¢ a(V7, V) e assim
a(V1, Vo) # a(Wy, Wsy).

Se Vi = W) entao temos necessariamente que Vo # Ws, como anteriormente existe
vy € V4 tal que vy ¢ Wi, consideremos v; € Vi = W) e definamos A : C" — C™,
linear, dada por A(v) = vy e A(z) = 0 para todo = # avy com a € C, assim segue que
AWV)) = (vg) C Vo e A(Wy) = A(Vh) = (va) ¢ Wy e consequentemente B € a(V, V3) e
B ¢ (W, Ws), portanto a(Vi, Va) # a(Wi, Ws), e a é injetiva, ou seja v é bije¢ao sobre

sua imagem.

Vamos mostrar agora que « é continua, notemos que « esti definida em espago
hausdorff com base enumeravel, o que nos permite utilizar a caracterizacao de continuidade

por sequéncias.

Sejam ((V;,W;)) sequéncia convergente em Gr(n — t + 1,n) x Gr(t — 1,m)
com lim(V;,W;) = (V,W). Consideremos agora B; = «(V;,W;) sequéncia em
Gr(mn —(n —t+ 1)(m —t + 1), mn), mas como Gr(mn — (n —t+ 1)(m — ¢t + 1), mn)
¢ compacto segue que, existe uma subsequéncia B, de ‘B; convergente, seja limB; = B.
Tomemos B € B, B; € B/, v € V e v; €V tais que B; converge para B e v; converge para
v, consideremos agora w; = B;(v;), entao w; converge para B(v) = w € W pois w; € W;
para todo ¢ e como W, converge para W temos que w € W. Assim para todo v € V|,
B € B temos B(v) € W, logo B C a(V,W), mas dim®B = dima(V,W) o que implica
B = a(V,W). Desta maneira mostramos que qualquer subsequéncia convergente de B;
converge para a(V, W), logo B; converge para a(V, W), ou seja, lim(a(V;, W;)) = a(V, W)
para toda sequéncia ((V;, W;)) em Gr(n—t+1,n) x Gr(t—1,m) convergindo para (V, W).
Desta maneira concluimos que « ¢ continua.

Para finalizarmos a parte 1, notemos que « é bijecao sobre a sua imagem, esta definida

em um conjunto compacto e contra-dominio Hausdorff, assim o é homeomorfismo sobre

sua imagem.
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Parte 2: Definamos

B:(ME, \ ML) — ML x Gr(n —t+1,n) x Gr(t —1,m)
A (A ker(A), Im(A))

Vi Mpn X Gr(n—t+1,n) x Gr(t —1,m) = My, X Gr(mn — (n —t + 1)(m —t + 1), mn).
(A, VW) — (A, a(V,W))

v esté evidentemente bem definida, verifiquemos que 5 também esta. Sabemos que ker(A)
é subespaco de C" e Im(A) é subespago de C™, assim basta verificarmos as dimensoes.
Como A € (M}, \ M.}) temos que rank(A) =t — 1, ou seja dim(Im(A)) =t — 1 e pelo
teorema do nucleo e da imagem segue que dim(ker(A)) =n—t+1e [ estd bem definida.
Observemos agora que yo 3(A) = (A, a(ker(A), Im(A)), como a(ker(A),Im(A)) ={B €
My, n; B(ker(A)) C Im(A)} = TaM}, . temos que yo 3 é a aplicagao de Gauss na parte

regular de M}, . logo Nash(M},,) = ~vo B((M,,,\ ML 1)). Mas v é continua e possui

m,n?

inversa y~! = (7, tomy), no qual my : M, ,, x Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1),mn) — M, ,,
Tyt My X Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1),mn) - Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1),mn) sao
dadas por m (A, V) = A, m(A,V) =V, desta maneira obtemos que v é homeomorfismo
sobre sua imagem, pelo lema 1.2 Nash(M}, ) = v(B(M¢,,, \ ML L))

Parte 3: Vamos mostrar que
Nash(M},,) = {(A, VW) € My, x Gr(n —t +1,n) x Gr(t — 1,m); V C ker(A),
e Im(A) ¢ W} = N. Suponhamos que exista (A, V,W) € p(M],,\ ML }) tal que
(A, VW) & N, logo V ¢ ker(A) ou Im(A) ¢ W.

Se V' ¢ ker(A), entao existe v € V tal que A(v) # 0, mas (A, V,W) € B(ME , \ MEL),
entdo existe uma sequéncia (A, Vi, W;) em B(M},  \ M} }) convergindo para (A, V,W).

Assim existe v; € V; tal que v; converge para v, e portanto A;(v;) converge para A(v),

mas A;(v;) = 0 para todo i, desta maneira A(v) =0 e v € ker(A), o que contradiz nossa
suposicao inicial.

Se Im(A) ¢ W, entao existe x € C" tal que A(z) ¢ W, mas (A, V,W) €
B(ME,, \ ML7L) logo existe uma sequéncia (A;,V;, W;) em B(M],, \ ML) tal que
(A;, Vi, W;) converge para (A,V,W), sendo V; = ker(A4;) e W; = Im(A;), dai A;(z)

converge para A(z) e como A;(x) € W; para todo i e W; converge para W temos que

A(x) € W. O que contradiz nossa suposi¢ao inicial.

Desta maneira concluimos que S(M¢ , \ ML 1) C N.

Para concluirmos a igualdade tome (A,V,W) € N, e seja r = rank(A). Como V C
ker(A) e Im(A) C W temos que existem V' e W’ subespagos de C" e C™, respectivamente,
tais que

VoV =ker(A)elIm(A) oW =W,



28 Capitulo 3. Resolucgoes de Singularidades Determinantais Genéricas

assim temos que dim(V') =t —r —1 e dim(W’) =t —r — 1. Construiremos agora uma
aplicacao A" : C" — C™.

Sejam  {ay,...,a;- 1}, {bi—p,.sbnr} e {di,...;di_1_.} bases de V', V e W’
respectivamente, entao {ai, ..., a1, by—_r, ..., by} € uma base de ker(A), completando a
uma base de C™ obtemos {a1, ..., a1, bty ey by Cp—yi1, .-, Cn }, definamos A" : C* —
C™, linear dada por A'(a;) = d; e A'(bj) = 0 = A'(¢);) para todo i = 1,...,t —1—r,
j=t—r,..n—rek=n—r+1,...,n.

Consideremos agora a sequéncia A; = A+1A’, afirmamos que ker(A4;) = V e Im(4;) =
W. De fato, como V C ker(A’) e V. C ker(A) temos que V C ker(A4;) para todo i.
Consideremos entdo z € ker(4;), entdao A;(z) = A(z) + 1A'(z) = 0, mas
r =o01a,+ ... + 01 401+ 0+ i+ Oy by + O ri1Chri1 oo+ OpCp,
resultando em, A(z) = 0,11 A(Chrs1) + ... + 0, A(cn) € A'(x) = ovdy + ...+ o1 dy 1,
assim temos que A(z) € Im(A) e A'(x) € W', mas A(z) + +A'(z) = 0 de onde vem que
A(xz) = A'(x) = 0 e portanto ker(A;) C ker(A) Nker(A’) =V, pela forma como A; foi
construida, assim resulta a primeira igualdade.

Para a segunda igualdade notemos que Im(A;) C W, pois W = Im(A) & W', basta
mostrarmos que W C Im(4;). Seja w € W, como W = Im(A) & W’ segue que w =
wy + we com wy € Im(A) e wy € W = Im(A’), desta maneira existem vy, vy € C"
tais que A(vy) = w; e %A’(ivg) = A'(vy) = wy, mas vy = s1a1 + ... + S4_1_ Q41 +
St—rbt—r + o S pbpp + Sy 1Cn g1 SnCp, W2 = 21G1 o 211+ 2 b
oo+ Znybp_r + Zn_pyrcn —r + 1. + 2p¢,, portanto A(vy) = A(Sp—r1Cn—ri1-.. + SnCn)
e A'(ivg) = A'(z1a1 + ... + 2z4-1-+Q1_1_,), aSSim tOmMemos u; = Sp_r11Cn—ri1-.- + SpCn €
Uy = 2101 + .. + 241 -r@4_1_r, dai seja u = uy + ug, entao A;(u) = A(uy) + %A’(W) = w,
logo w € Im(A;).

Assim construimos uma sequéncia (A;, Vi, W;) = (A;,V,W) em B(M},, \ ML)
convergindo para (A, V, W), logo N' C (M, \ M/1). O que completa a demonstragao.

Corolario 3.8. Nash(M}, ) ¢ suave.

Demonstragdo: Vamos mostrar que Nash(M}, ) = Tjur(M, ) X, Tjur” (M}, ),
dai como Tjur(M},,,), Tjur™ (M}, ) € My, sao suaves temos que Nash(M}, ) é suave.
Consideremos as aplicagoes: m : M, , XxGr(n—t+1,n) = M, ,, @ 1 My, , xGr(t—1,m) —

M., », projecoes da primeira coordenada, e,

¢ : Nash(M}, ) —  Tjur(Mp,,), ¢" : Nash(M,,) =  Tjur’ (M}, ,,)
(A VW)= (AV) (A VW)= (A W)
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Notemos que o diagrama

Nash(M, ) —*=Tjur(M, )

o |
TjurT(an,n) — Mm,n

71_/

é comutativo, portanto
Nash(M];w) = Tjuernm X My TjurT(Mﬁnvn),

o que completa a demonstracao.

Para demonstrar as proximas proposicoes utilizaremos 1.46

Proposigdo 3.9. Nash(M), ,,) é homotdpicamente equivalente a my"(0).

Demonstragao: Como 7y : Nash(M},,) — My, é dada por mnx(A, V,W) = A, temos
que 75 (0) = {0} x Gr(n —t+1,n) x Gr(t — 1,m).

Definamos

fo: Nash(Mﬁm) — 7r;,1(0),
(A, V,W) = (0,V, W)

logo fo é continua, pois cada funcao coordenada é continua, além disso como f0| 1) =
™
1 dml (0), temos que fo € uma retragao.
Vamos mostrar que i o fj : Nash(Mf,w) — Nash(an’n) é homotopica a Idyash(m

)

Para isso definamos

F: Nash(M,,,) x C— Nash(M}, ),
(A,V,VV,S) = (SAa‘/aW)

a qual estd bem definida e é continua, pois cada funcao coordenada é continua.

Consideremos agora H = F‘Nash( : Nash(M], ) x [0,1] = Nash(M,, ), entao

M, ) %[0,1]

H(A, V,W,1) = (A,V,W) para todo (A, V,W) € Nash(an’n),

H(A,V,W,0) = (0,V,W) para todo (A,V,W) € Nash(M,,,,),

ou seja, H(-,1) = Idyasnmy, ) € H(-,0) = io fy e portanto Nash(M;,,) e 77'(0) sdo

homotopicamente equivalentes.
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Proposigao 3.10. Tjur(M},,) é homotdpicamente equivalente a 7' (0).

Demonstragao: Sabemos que 7 : Tjur(M}, ) — My, € dada por m(A,V) = A,
logo 771(0) = {0} x Gr(n —t + 1,n). Definamos go : Tjur(M;,,) — 7 *(0) dada por

go(A, V) =(0,V), go é continua e g()‘ﬂ71 Id-1(p), ou seja, gy é uma retracao.

0
Como anteriormente, vamos mostrar que i o go : Tjur(M} ) — Tjur(M},,) é

homotopica a Idrjur(ar, ). Definamos

G : Tjur(My,,,) x C— Tjur(M}, ),
(A, V,s) — (sA,V)

G estd bem definida e é continua, assim basta considerarmos Hy =
Tjur(M,ﬁw) x [0,1] — Tjur(Mf,w), pois

Gy, 0

Hy(A,V,1) = (A, V) para todo (A,V) € Tjur(an’n),

H(A,V,0) = (0,V) para todo (A,V) € Tjur(an’n),

ou seja, Hy(+,1) = Idrjurqae, ) € Ha(-,0) = i o go e portanto Tjur(Mf,,) e m7'(0) sdo

m,n

homotopicamente equivalentes.
|
Proposigdo 3.11. Tjur” (M, ) é homotdpicamente equivalente a w5."(0).

Demonstragao: Como mp : Tjur® (M}, ) = My, ¢ dada por (A, W) = A, segue que
771(0) = {0} x Gr(t — 1,m).
Definamos entao ho : Tjur” (M}, ) = My, dada por ho(A, W) = (0, W), hy ¢ uma

retragao. Mostraremos que ¢ o hg ¢ homotopica a Idrpj,r e ). Para isso definamos

K : TjurT(anyn) x C — TjurT(M,ﬁm),
(Aa W75> = (3 : A7W)

a qual estd bem definida e é continua. Por fim consideremos Hj3
TjurT(an,n) x [0,1] — TjurT(an’n), pois

- KlTjurT(anyn)x[OJ} :

H3(A, W, 1) = (A, W) para todo (A, W) € TjurT(Mf,w),

H3(A,W,0) = (0, W) para todo (A, W) € Tjur(M,, ),

ou seja, Hs(-,1) = Idpju,rg, ) e Hs(+,0) = iogo e assim Tjur™ (M}, ) e w7 (0) sdo

homotopicamente equivalentes.
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Capitulo 4

Transformada de Singularidades

Determinantais

Neste capitulo definiremos a transformada de Tjurina e a transformada de Tjurina
transposta de singularidades determinantais. Para isso consideramos F : CV — M n
holomorfa, X = F~'(M!, ) singularidade determinantal do tipo (m,n,t), ou seja,
codim(X) = codim(M}, ) = (m —t +1)(n —t 4 1). Toda a secao foi baseada em
[20].

4.1 Transformada de Tjurina

Definicao 4.1. A transformada de Tjurina de (X, Xgng), sendo X singularidade
determinantal do tipo (m,n,t) dada por F : CN — ML . (F = (fij)mxn) € 0 conjunto

Tjur(X) ={(x,W) € X, x Gr(t — 1,n); W = ((fu(2), fia(x), ..., fin(x)), i =1,2,...,m)},

com a aplicagio mp; : Tjur(X) — X dada por mrj(x,W) = z.  Sendo
((fa(x), fio(x), ..., fin(2)), i =1,2,...;m) o subespaco gerado pelas linhas da matriz F(x).

Vamos mostrar que Tjur(X) com 7r; satisfaz as condigoes da defini¢ao 1.30, para isso
serd necessario o lema 1.1.

Notemos que mp; = i|rjurx) @ Tjur(X) — X sendo 7 a projecdo na primeira
entrada, o que nos da a continuidade de mp;. Para ver que 7mp; é fechada, tomemos
F C Tjur(X) fechado, e (x;) sequéncia em 7p;(F'), tal que x; converge para x, vamos
mostrar que z € 7p;(F). De fato, como z; € mp;(F) existe (z;,W;) € F tal que
nrj(x;, Wi) = x;, desta maneira obtemos uma sequéncia W; em Gr(t — 1,n), como
Gr(t —1,n) é compacto temos que W; possui uma subsequéncia W;, convergente, seja W
o limite de tal subsequéncia. Assim temos a sequéncia (z;,, W;, ) em F convergindo para
(x,W), como F & fechado (x,W) € F, portanto x € mp;(F).
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Consideremos agora x € X, entao

(ﬂ-Tj)_l(x) = {(xv <(f11(l‘),f22($), 7fm($))7 1=1,2, 7m>)}’

se & € X,eg, OU

(mr) M(z) = {(z,W) € Tjur(X); {(fu(x), fia(x), ..., fin(2)), i = 1,2,...,m) C W}
= {a} x{W; (&, W) € Tjur(X) e {((fir(x), fio(x), ..., fin(x)), i =1,2,...;,m) C W}

se ¥ ¢ X,c4, 08 quais sdo compactos pois, se z € X,., entao W;}(x) possui um dnico

-1 4 .
elemento, e se € Xy, temos que 77; () é fechado e assim

7y (@) = 77 (2)

={z} x {W; (z, W) € Tjur(X) e {((fu(x), fie(x), ..., fin(x)), i =1,2,...;m) C W}
={z} x {W; (z, W) € Tjur(X) e {(fa(x), fie(x), ..., fin(x)), i =1,2,...;m) C W},

que é o produto de compactos, portanto compacto.

Resta verificarmos as condigoes 1. e 2.:

1. Notemos que

a: Xpeg = Xpeg X Gr(t —1,n),
x> (z, ((fa(x), fio(x), ..., fin(2)), i =1,2,...,m))

& inversa de 77| (xp,)~1(X,.,), COMO @ & continua e ambas sao racionais, temos que a

condicao 1. da definicao 1.30 é satisfeita.

2. (TrTj)_l(XTeg) = {(l’, <(f11(1’), fi2(m>7 7fm(x)>v 1= 17 27 7m>)} = TJUT(X)7

o que completa a demonstracao.

A proposicao seguinte nos da outra caracterizagao da Transformada de Tjurina.

Proposicao 4.2. Tjur(X) = {(z,W) € X,y x Gr(n —t+1,n); W = ker(F(z))}

Demonstracao: Seja (z, ((fi1(z), fia(2), ..., fin(x)), i=1,2,....m)) € {(x, W) € X,y
Gr(t—1,n); W = {((fa(z), fi2(x),..., fin(x)), i = 1,2,...;m)}, entdo rank(F(z)) =t — 1,
ou seja, dim(Im(F(z))) =t — 1. Consideremos {wy, ..., wy_1} base de Im(F(z)), entao

existe v; € C" tal que F(z)v; = w; para todoi = 1,2, ...,t—1. Afirmamos que {vy,...,v;_1}
t—1

é linearmente independente. De fato, sejam aq, ..., a1 € C tais que Z a,;v; = 0, entao
i=1

t—1 t—1
0= F(x)(z a;v;) = Z Wi,
i=1 i=1
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logo a; = 0 para todoi =1,...,t — 1 e {vq,...,v4_1} é linearmente independente.

Dessa maneira temos que dado (z,{(fa(z), fi2(x),..., fin(2)), @ = 1,2,...,m)) €
{(x,W) € Xy x Gr(t — Lin); W = ((fu(x), fia(x), ..., fin(x)), i = 1,2,...,m)}
existe {vi,..,v—1} C C" tal que ((fa(x), fia(T),..., fin(x)), @ = 1,2,..,m) =
(F(x)vy, ..., F(x)v;_1), assim considerando o homeomorfismo

f:Gr(t—1,n) = Gr(n—t+1,n),
VsV

temos ker(F(x)) = (vy, ..., v 1)t = f({v1, ..., v:.1)), e

Tjur(X) = {(x, ker(F(z))) € Xyeg X Gr(n —t +1,n)}.

Se F: CN — M, m, dizemos que X é uma hipersuperficie do tipo (m,m,m), quando
X = F~H(M),,) = v(det(F)), sendo

det(F): CY — C,
x +— det(F(x))

edim(X)=N—-(m—m+1)(m—m+1) =N — 1. Nesse caso X é interse¢ao completa.

Proposicao 4.3. Seja F : CY — M,,,, holomorfa e X intersecio completa definida por

F que nao ¢ uma hipersuperficie do tipo (m,m,m), entao Tjur(X) = X.

Demonstracao: Por hipotese temos X = F (M, ) = F10) e dim(X) =
N—-—(m-1+1)(n—-1+1) = N —mn. Logo para todo z € X temos F(z) = 0,
ou seja, ((fi(z),..., fin(x)); . = 1,....,m) = (0) € Gr(0,n), assim podemos identificar

{(x,((fir(z), ..., fin(2)); i=1,....m)); 2 € X,ey} com X,¢, € consequentemente

Tjur(X) = {(z,((fir(z), ..., fin(x)); i =1,....m)); € Xyeq}

reg

i
N

Nesse momento, queremos analisar propriedades locais da transformada de Tjurina,

assim, definiremos a seguinte aplicacao:

ﬁ[ : (DN X C(t_l)(n_t—H) — Mm—Q—t—l,m

A[(a)
(®8) = ( P(a) )
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Sendo A; : C¢-DM=t+D 5 A como na secdo 1.5.

Proposi¢do 4.4. ((fa(z), ..., fm(z)),i = 1,..m) C Aila) se, e somente se,
mnk(ﬁ;(z,(z)) =t —1, onde gl(a) denota o subespaco gerado pelas linhas da matriz
A[(a).

Demonstragdo: Suponhamos que {(fi(z), ..., fi(2)),i = 1,....m) C A;(a), entdo as
linhas da matriz F'(xz) podem ser escritas como combinagao linear das linhas de A;(a),
pois elas formam uma base de A;(a). Assim, como rank(A;(a)) = t — 1, segue que
rank(Fy(z,a)) =t — 1.

Reciprocamente se rank(Fy(z,a)) = t — 1 segue que a matriz <A1(a) > tem

somente t — 1 linhas linearmente independente, mas A;(a) possui t — 1 linhas linearmente
independentes, o que implica que (fi1(x),..., fin()) pode ser escrito como combinagao
linear das linhas de A;(a) para todo ¢ = 1,...,m, o que implica ((fi1(x), ..., fin(2)),7 =
1,...,m) C A;(a).

Para I : CY — My, e X = F7'(M}, ), singularidade determinantal, definamos:

Tjury(X) = (F1) 7 (Myao1,), e
Tjury(X) = {(z, W) € Tjur(X); W € Im(A;)}

Observemos que %I(X) C CN x CEDO=tD o Thur (X) € X x Gr(t —1,n), mas
devido a identificaciio entre A;(a) € My;_1, ¢ A;(a) € Gr(t — 1,n) vamos considerar,
entao, fj\zﬂ“I(X) C X xGr(t—1,n).

Proposigao 4.5. Para F : CY — M,,,, e X = F~' (M}, ), singularidade determinantal,
temos Tjur;(X) C %I(X).

Demonstragao: Seja (z, W) € Tjur;(X), entao, (x,W) € Tjur(X) e W = A;(a) para

algum a € C D=1 Consideremos dois casos:

1) Se (z,W) € A(z,((fuu(z), ..., fin(z)),s = 1,..m); =z € X,4}, entao
(fn(@), ) fn(@))si = 1,....m) = W = A;(a), para algum a € CU-Dm—t+D),

consequentemente rank(F;(z,a)) =t — 1, de onde vem (z,a) € (E)*l(M;iH_Ln).

2) Se (z, W) € {(z, ((fu(x), ..., fin(x)),i =1,...;m); € Xoey P\ {(2, ((fir (), ..., fin(2)),

i = 1,..m); =z € X,,}, entdo existe uma sequéncia (xy, Wy) €
{(x,((fir(z), ..., fin(2)),i =1,...,m); x € X,.5} tal que

(g, W) converge para (x, W),
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logo 2 — x, Wy, — W e como F' é continua segue que F(x;) — F(x), e assim
(fir(x), ..., fin(x)),i = 1,....;m) € W = A;(a) para algum a € CED0—D oy geja,

(r,a) € %I(X), o que completa a demonstragao.

O exemplo 4.11 mostra que em geral temos T jur;(X) # Tjur;(X)

O que faremos de agora em diante tem a finalidade de mostrar que Tjur;(X) nao é

necessariamente uma singularidade determinantal, para isso sejam

71 Tiur (X) — X, T3 = 7 :
7 Tjur(X) Ty Ty Tjury(X)

(x,a) — x

Proposicio 4.6. (7;7) " (Xyeg) = (F1) H(Xreg).

Demonstragao: Notemos que

(717) M (Xreg) = {(@, (fir(2), ooy fin(2)),i = 1,..;m)); 7 € Xoeg
e (fi(a), ..., fn(x)),i=1,...,m) € Im(A;)}
() (Kre) = {(z,0) € Tjur (X);2 € Xyeg}
= {(z,a)
= {(z,a)
= {(z,a);z € Xyeg € ((fir(x), ., fin
= {(z,a);x € Xyeg e ((far(2), ..., fin

L € Xyeg € rank(F7)(z,a) < t}
1 € Xpeg € rank(F)(z,a) =

(z)):i=1,...,m) C A;(a)}
(2));i=1,..,m) = Ar(a)}.

Assim segue que (777) " (Xyeg) = (F1) ™ (Xieg)-

[ |
Como
Tjury(X) = (F) (M, y,)

= {(z,a) € CN x CEDO—D pank(Fy(z,a)) =t — 1}

= {(z,a) € CN x C-VO=HD. pank(F(z)) <te
(fir(2), ooy fin(@)),i=1,...,m) C Ar(a)}

- Uz
s=1

sendo

Zy ={(z,a) € CV x C V=D ponk(F(z)) =5 —1 e
(fa(@), ., fin(x)) i =1,...,m) C As(a)}.
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Logo
dim(Tjur (X)) = maz{dim(Z,), s = 1, ..., t},

mas

Zy = {(z,a) € CN x ¢ V=D ponk(F(z)) =t —1 e
(fi1(2), oo fim(@)),i=1,...,m) C Af(a)}

= {(z,a) € CN x DO pank(F(z) =t —1e
(fir(2), ooy fim(2)), i =1,....m) = As(a)}.

8

Dessa maneira podemos identificar Z, com F~H (M, .\ M} 1), logo,

Xpeg © F7N(ME, \ ML D) € X,

dim(Z;) = dim(F (M}, \ M}, 1)) = dim(X).

De onde vem

dim(Tjur (X)) = maz{dim(X), dim(Z,), s =1,....,t — 1}.

Analisemos a dimensao de Z; com s = 1,....,t — 1. Seja x € X?, entao
(x, W) € Z, se, e somente se, {(fi(x),..., fin(z)),i=1,....,m) C W,

logo existe um subespago Vi) de {((fiu(x),... fin(z)),i = 1,..,m)*, sendo
(fir(x), ..., fim(2)),i = 1,...,m)T o complemento ortogonal de {((fii(z),..., fin(2)),i =
L,....,m) em W, tal que

W =Vpe) @ ((fu(2), ... fin(x)), 1 =1,...,m).
Por outro lado temos que para todo V € Gr(t —s,n — s+ 1)

Dessa maneira para cada x € F~1(Mg, , \ M) definamos:

fo:Gr(t—s,n—s+1) = {W e Gr(t—1,n);{(fu(z),.., fin(lx),i=1,....,m) C W}.
VF(;,;) —> VF(x) D <(f11(l’), ceny fm(x)),z = 1, ,m>
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Pela discussao anterior temos que f, é bijecao, além disso

L:(Ve@) = Ve @ ((fil®), ..., fin(x)),i=1,...,m)
= (VF(fE)’ <(le<x)> e fm(m))al =1, ‘“’m>)7

portando f, é continua, pois cada funcao coordenada é continua.

Como f, é bijecao continua, definida em compacto e contra dominio Hausdorff, segue

que f, é homeomorfismo, e, consequentemente,
dim({W € Gr(t—1,n); ((fir(x), ..., fim(x)),i = 1,....m) C W}) = dim(Gr(t—s,n—s+1)).
Por fim

dim(Zs) = dim(X®) + dim(Gr(t —s,n — s+ 1)), (4.1)

implicando
dim(Tjur (X)) = dim(X)

se, e somente se,
dim(X°) < N—(m—-s+1)(n—t+1)
para todo s =1,...,t — 1.
Se X tem singularidade isolada, entdo dim(Xs;n,) = 0 e como X*® C Xging, para todo
s=1,...,t—1 obtemos dim(%I(X)) = dim(X) se, e somente se, N > (m—s+1)(n—
t+1) para todo s =1,...,t — 1.

Proposigao 4.7. Se dim(m’I(X)) = dim(X), entao Tjur (X) é uma singularidade
determinantal do tipo (m +t —1,n,t).

Demonstracgao: Basta verificarmos se a codimensao de m’I(X) = codim(M},,, 1 ,) =
m(n —t+ 1). De fato, como Tjur;(X) C CN x CE=Dr=+1 temos que

—_~—

codim(Tjur; (X)) = dim(CY x C=DO~DY _ gimy(Tjur (X))
= N+({t—-1n—-t+1)—dim(X)
= N+({t—-1n—-t+1)—N+(m—-t+1)(n—t+1)
= m(n—t+1).

Proposicao 4.8. Se %I(X) é singularidade determinantal, entio dim(X?®) < N —
(m—s+1)(n—t+1) para todo s =1,....t — 1.
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Demonstracao: Seja Tjur;(X) = (E)’l(Mﬁwt_Ln) singularidade determinantal, ou

seja,

codim (T jur (X)) = COdim(M;fn—l—t—l,n)
= (mtt—1—t+1D)(n—t+1)

em outras palavras

—~—

dim(Tjur; (X)) = N+({t—1)(Mn—t+1)—mn—t+1)
= N—-(m—t+1)(n—t+1)
= dim(X),

o que implica dim(X?®) < N —(m—s+1)(n—t+1) para todo s = 1,...,t — 1 e completa

a demonstracao.
|

Como mnk(E(0,0)) = t — 1 podemos encontrar pelo exemplo 2.6 uma aplicacao
Fy o ON x ¢t=D0=t+0) o4 tal que X é singularidade determinantal do tipo
(m,n —t+1,1). Logo pela proposicao 4.7 segue que T%I(X) ¢ intersecao completa.

A proxima proposigao nos diz quando Tjur(X) = %I(X),

Proposicao 4.9. %I(X) = Tjur;(X) se, e somente se dim(X®*) < N — (m — s+
1)(n—t+1) para todo s =1,...,t — 1.

t

Demonstracdo: Suponhamos Tjur;(X) = Tjur; (X) = || Zs. mp; é aplicagao de
s=1

transformada, logo

dim(my} (Xsing)) < dim(X),
como Zg C W;;(Xsmg) para todo s = 1,...,t — 1, temos
dim(Zs) < dz’m(w;}(Xsmg)) < dim(X),
mas, de 4.1,
dim(Zs) = dim(X°®) + dim(Gr(t — s,n — s+ 1)),
logo

dim(X?) dim(X) — dim(Gr(t — s,n — s+ 1))

N—(m—-t+1)n—t+1)—(t—s)(n—s+1—-t+5s)
= N—-(m—-s+1)(n—t+1)
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o que completa a primeira parte da proposicao.
Por outro lado, suponhamos dim(X®) < N — (m — s+ 1)(n — ¢ + 1) para todo s =
L ...t —1, logo dim(Tjur; (X)) = dim(X) = dim(Tjur;(X)).

Como

7)) H(X®) = {(z,a) € OV x CEVOD: punk(F(z)) = s — 1 e rank(Fy(z,a)) = t — 1}
= Z,

temos

dim((7;) " 1(X®)) = dim(Z,)

= dim(X®) +dim(Gr(t —s,n — s+ 1))
N-—(m-s+1)n—t+1)+(t—s)(n—t+1)
N—-—(m—-t+1)(n—t+1)
= dim(X)

mas Tjur;(X) C %I(X). Se Tjurp(X) # ,_Z%“I(X), entdo existe uma componente
irredutivel V' tal que Tjur;(X) D Tjury(X)JV, mas Tjur;(X) é intersecao completa,

o que implica fj\zﬁ ;(X) é equidimensional, como
(T0) 7 (Xreg) = (177) 7 (Xreg)),

temos que V C ( Xsing)-

)~
t—1
Mas Xy = (U X*) UA, sendo A = {z € X,4; rank(F(z)) =t — 1}, entdo
=1

dim(Tr(Xsing)) = max{dim(7; ' (A)), dim(7; (X®));s = 1,...,t — 1)},

FTHA)) = {(z, (fi(2), ..o, fin(@));i=1,...,m));z € A} = A.

Como X,.,, = X segue que A C 0X,.,, implicando dim(A) < dim(X) e
consequentemente dim(7;'(A)) < dim(X) resultando dim(7; " (Xsing)) < dim(X), e
dim (V') < dim(X) = dim(Tjur;(X)), o que é um absurdo.

Notemos que mnk‘(ﬁITj(O, 0)) =t — 1, como no exemplo 2.6 podemos encontrar uma
outra aplicacio Fj : CN x CUt-DO=tD s Ao ) tal que Tjur,” (X) = (F/)~}(0).
Como anteriormente, explicitaremos o método a partir de um exemplo. O processo nesse

, . . . =T . . . .
caso é mais simples, pois F;’(x,a) possui uma submatriz identidade de ordem ¢ — 1.
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Exemplo 4.10. Seja F': CY — Msy, dada por F = (f;;), e X = F~'(M3,) singularidade
determinantal do tipo (3,4,3). Consideremos I = {1,3}, entao

1 a1 0 @12

0 as1 1 22
(z,a11, 12, @91, a20) = | fuu(z) fra(®) fis(x) fua(x)
fa(z) fo(x) fas(z) fou(x)
fa1(x)  foax) fa3(z) faa(x)

Chamaremos de Cy e Lj a k-ésima coluna e k-ésima linha de Fy, respectivamente.

Facamos as sequintes operacoes com fl(x,au,alg,agl,agg).
Cy = —a11C1 — anCs + Cy, C) = —a12C1 — ag2Cs + Cy,
dessa maneira obtemos:
1 0 0 0
0 0 1 0
($) - &11f11 33) - a21f13($) f13 1’) f14(33) - @12f11 -73) - G22f13(-73)

() fi2 ( ( (
1(96) f22($) - a11f21(I) - a21f23($) f23(27) f24(I) - a12f21($) - a22f23($)
( f32($) — a fa (I) - CL21J%:s(90) f33($) f34(x) — a1z f31 (l‘) - a22f33(96)

Por fim realizaremos as operacoes

Ly = Ly — finly — fisle, Ly = Ly — fo1 Ly — fogLo, Ly = L5 — f31L1 — fasLo,
na matriz anterior, obtendo
0 0
0 0

f12($) - a11f11(l') - a21f13($)
f22($) - a11f21($) - a21f23($)
f32(l‘) —an fs (l’) - a21f33(13>

f14(517) - a12f11(55) - 022f13(£5)
f24($) - a12f21($) - a22f23($)
f34($) - a12f31(37) - a22f33(37)

o O O O =
o O O = O

Dessa maneira, os menores de ordem trés da matriz anterior ainda definem T jur;(X), o

que € equivalente aos menores de ordem 1 da matriz

f12($) - (111f11(33) - a21f13($) f14(1’) - a12f11($) - a22f13($)
f22($) - a11f21($) - a21f23($) f24(37) - a12f21(90) - a22f23($)
f32($) - a11f31($) - a21f33(90) f34($) - a12f31($) - a22f23($)
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O procedimento do exemplo 4.10 pode ser executado para qualquer F : CV — M, , e
IcA{l, 2, ..n}.

Exemplo 4.11. Seja

FZC4—)M273,

3
<w,y,z,w>~>(“’ ! ﬂ)
z w Yy

e X = F~1(M3,) singularidade determinantal do tipo (2,3,2) com Xsing = {(0,0,0,0)}.

-

Utilizando o SINGULAR, wver apéndice, verificamos que %I(X) = ﬁj_l(Mg?’) é

singularidade determinantal para todo I, mas

De fato, seja

Fpgy 0 €' x € = My,
ay 1 as
(z,y,z,w,a1,a3) = | w® y =z

2 w P
entao,

Flgy : €' x € = My

w3 — ya, x—yag)

(x7y727w7a17a3)'_> 3
Z—wap Yo —wag

Como %{2}()() = (F{’Q})_l(MQ{Q) seque que

Tjury(X) = v(w? — yar, x — yas, z — way, y® — was)
3

1%

v(w? — yar,y® — was) fizemos x = yas e z = wa,

8 3 3 5 2 2. 2 3
= v(w® — ajas, —w’ + yay, yw’ — ajas, y w* — ayas,y° — waz) Uv(w,y),
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Utilizamos o SINGULAR, ver apéndice, na tultima iqualdade. Por outro lado

Tjurgpy(X) = {(z,W) € Tjur(X); W = ((a1, 1, a3)), para algum a,, a3 € C}

(
= A, (ful®), s fin(2)))); @ € Xe (fir(2), -, fin(2))) C
((a1,1,a3))ypara algum ay,a3 € C}\ {(0,0,0,0)} x C?

v w3 —Yai,r —yas, 2z — wa17y3 - wCLg) U 'U('LU,Z/) \ {(070)} X CQ

(
( 8 3 2

3 5 2,2 3
= v\w —aqa3, —W +ya1,yw — aqa3, Yy W —a10a3,yY —wag).

Desta maneira vemos que T jurgs (X) # W{Q}(X)-

Verifiquemos que Tjur;(X) # Tjur (X) quando I = {1} ou I = {3}.

Como
F«fl} : (D4 X CZ — M272
3 3
— @Ww® T — asw
(I,y,z,w,ag,ag) = (y ? 3 ’ )
w—agz Y° —asz
entao
%{1}()() = v(r — azw®, y — agw®, —azz + y*, w — asz)
=ViuV,,
sendo

4
Vi = v(wbay — as, —w’a3 + zas, zay — w, —was + x);

3 3
Vo =v(w, z,y — w’ag, x — w’as).

Enquanto que

Tjurgy(X) = {(z, ((fi(), ..., fin(x)), i =1,2));2 € Xyeq €
((fir(2), -, fin(2)), i = 1,2) C ((a1,02,1))}
— W(L(F) + B(Fap) \{(0.0.0,0)} x €
= (M1U12)\{(0,0,0,0)} x C?
= W

o que implica Tjurpy (X) # fj\lz“{l}(X)-
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Por fim,
/ 4 2
F{g} :C X C —>M272
wd —xa, Yy — xas
(x,y,z,w,al,aQ)H 3 3
z—y’a; W —y’as
entao
Tiur o (X)) = 3 . . 3., 3
]W’{g}( ) =v(w a1T,y — apT, z — ary”, w — agy”)
=V3U Vi,
sendo
Vs = wv(wday —al, —wa, + zay, —w’al + za?, —w'0a3 + 22ay, —w'lag + 23, —wiay + yay,

53_ .2 6 2 7 2 4 2,2 2 2,3 3
yw'a; — aj,yw a; — za, yw'as — 27, —w" +yz,y wa; — ay, y w as — 2,y ay — w,

ray — y, —w’ + way, —y* + 2w, —y*w® + 1z)

Vi = ov(z,y,z,w)

Enquanto que

Tjurgy(X) = {(z,((fu(x), ..., fin(2)), 1 =1,2));2 € X;¢q €
(Fa (@), s fin()), i = 1,2) C ((a1, a2, 1))}
= o(L(F) + L(F)) \ {(0,0,0,0)} x €2
= (V;UV)\ {(0,0,0,0)} x C?
= Vi

o que implica Tjurzy(X) # Tjur 5, (X).

Exemplo 4.12. Seja

FZC4—>M372

w3

zZ
(zy,z,w) = |y w |,
X

'3/3

e X = F~'(Mj3,) singularidade determinantal do tipo (3,2,2), com Xng = {(0,0,0,0)}.

Consideremos I = {1}.
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Assim,

Fay: €' x € — My,

2z —w3as

(m7y727w7a2>'_> w — axy

Y3 — asx

e consequentemente

fj\u/rl(X) =v(z —way, w— agy, y* — ayr) 2 v(z — yla;, w— ayy, y* — asx).

Enqguanto

TjUT{l}(X) - U(Z - w3a27 w — a2y, y3 - CLQ(L’) \ {(07 07 07 O)} X C}
~ u(z —ylay, y® —agx) \ {(0,0,0)} x C? fizemos w = azy

= v(z—y’ay, ¢’ — ap7)
Portanto Tjurpy(X) = %{1}()().
Por fim, seja I = {2}.
Assim,

Frgy : €' x € — My,

w? — a1z

(‘T7y727w7a1>'_> Yy —aw

r — ary’

e consequentemente

o~

TJU7’2(X) = v(w3 — a1z, Yy — 4w, T — a1y3)

~ o(w® —ayz, © — ajw?) fizemos y = ayw.

Enqguanto

Tjurgy(X) = v(w® —a1z, y —aw, z —a1y?) \ {(0,0,0,0)} x C?
v(wd —ayz, x —atw?) \ {(0,0,0)} x C?

I

= v(w® —ayz, v — ajw?).

Portanto Tjurggy(X) = T jur 5 (X).
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4.2 Transformada de Tjurina Transposta

Dada a aplicagdo F : CV — M,,,, definindo uma singularidade determinantal X =

F~Y(My},,,), podemos considerar
G.cN > M,,m

definida por G(z) = (F(x))T. Com essa identificagao, teremos que Tjur’(X) =
Tjur(X"), onde X* = G~ (M} ).

Definigao 4.13. Seja I : CV — M,,,, dada por F = (fi;), holomorfa, e X = F7 (M,

singularidade determinantal do tipo (m,n,t),

Tjur (X) = [ W) € Kreg X Grit — Lms (U (@) g @)); = L s ).

a aplicagio Tpr @ Tjur’(X) — X, dada por mpjr(x, W) = z, faz de Tjur® (X) uma
transformada. Sendo ((fi;(x), ..., fm;(2)); j = 1,...,n) o subespago gerado pelas colunas
de F(z).

Lema 4.14. Sejam F : CV — M,,,, G : CV — M, dadas por F(z) = (fi;(z)) e
G(z) = (F(x))". Entio X = F~Y(M}, ) = (G)"'(M},,,) = X, e consequentemente
Xreg = Xg;gf Xsing = Xgng

Demonstragao: Basta notarmos que

X =F 1 (My,,) = v(L(F)) = v(L(F")) = v(L,(G)) = (G™(M,,,) = X",

n,m
o que completa a prova.
[

A partir dessa identificagao é imediato que mp;r faz de Tjur” (X) uma transformada de
<X7 Xsing) .
Como para a Transformada de Tjurina, a Transformada de Tjurina Transposta

também possui outra caracterizagao.

Proposicao 4.15. Tjur’(X) = {(z,W) € X,y x Gr(t — 1,m); W = Im(F(z))},

considerando F(x) : C* — C™ transformagao linear.

Demonstracao: Basta observarmos que se A € M,,,, entao ((aij,...,amj),J =
1,...,n) = Im(A) considerando A : C" — C™.
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—T

Vamos definir agora T'jur; (X), para isso consideremos

Fy QN x QU0 _y

(v,0) > ( AT() Fx))

—T

Como esperado definamos T jur; (X) = (FT)‘l(Mj;wH_l).
—T —_—~—
Proposigdo 4.16. Tjur;(X) = Tjur (XT), sendo X = F (M} ,) e XT =
(G)H (M)

Demonstragao: Notemos que

Dessa maneira obtemos os seguintes resultados que correspondem a 4.7, 4.8 e 4.9.

T
Proposicao 4.17. Tjur; (X) € singularidade determinantal se, e somente se, dim(X*®) <
N—-(m—t+1)(n—s+1) para todo s =1,....;t — 1.

———T
Proposicao 4.18. Tjur; (X) = Tjurt (X) se, e somente se, dim(X®) < N — (m —t +
)(n—s+1) para todo s =1, ..., t — 1.
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Capitulo 5

Quando Tjur(X) é Intersecao Completa

O objetivo deste capitulo é obter condicoes gerais de quando a transformada de Tjurina
de uma EIDS é uma intersecao completa local.

Vamos considerar F' : CY — M,y,, holomorfa, X = F~'(M},,) FIDS, ou seja,
para todo = € X \ {0}, F intersecta o estrato (M3, \ M3 1), a que F(x) pertence,

transversalmente em F(x).

Lema 5.1. Se X é FIDS, entao dim(X®*) = N — (m — s+ 1)(n — s+ 1) para todo
s=2,...,t

Demonstracao: De fato, (M, , \ M7 1) é variedade diferenciavel de dimensdo (s —
1)(m+n—s+1) em My, . Por X ser EIDS temos que F intersecta o estrato (M, \ M)
transversalmente para todo s = 2, ..., t, logo X? & subvariedade diferenciavel de M,, ,,, tal
que codim(X?®) = codim(M, \Ms 1) =mn—(s—1)(m+n—s+1) = (m—s+1)(n—s+1),
ou seja, dim(X®*) =N — (m —s+ 1)(n — s+ 1) para todo s =2, ..., 1

Definigao 5.2. Seja F': C* — CP, dizemos que X = F~(0) € intersecio completa local,

quando para todo x € X existe aberto U contendo x tal que X NU € intersecao completa.

Proposicao 5.3. Seja X EIDS.
1) Se dim(X') < N —m(n —t+1), entiao Tjur(X) € uma interse¢io completa local.
2) Se dim(X') < N —n(m—t+1), entio Tjur? (X) é uma intersecao completa local.

Demonstracao: 1) Vamos mostrar que Tjur;(X) é interse¢do completa para todo
I. Para isso mostraremos que %I(X) = Tjur;(X), pois nesse caso teremos
dim(%l(){)) = dim(Tjur;(X)) = dim(X) e assim como foi comentado apos
a proposicao 4.8, %I(X) é intersecao completa, resultando que Tjurp(X) é

intersecao completa. Mostremos entao que %I(X) = Tjur;(X), pela proposi¢ao
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4.9 basta mostrar que dim(X®) < N—(m—s+1)(n—t+1) paratodo s = 1,2, ....t—1,
mas por X ser FIDS temos que

dim(X?®) = (

(

—s+1)(n—s+1)

N —(m
< N—(m-s+1)(n—t+1),

para todo s = 2, ...,t — 1. Juntando as desigualdades acima com a hipotese temos
dim(X°) < N—(m—-s+1)(n—t+1),

para todo s = 1, ..., t—1, assim segue pela proposicao 4.9 que %I(X) = Tjur;(X),
o que completa a demonstracao.

—T

2) Segue do item anterior utilizando a identifica¢ao entre Tjur; (X) e T/j\JrI(XT).
|
Lema 5.4. Seja F : CY — M, ,, holomorfa tal que X? # 0, entio dim(X') < dim(X?).

Demonstragao: Como F' é holomorfa, temos que a restricao

G = F\F,l( FY(M ) — M

m,n’

Mgn,n) ’

x— F(z)

¢ holomorfa e ndo nula, pois X? # 0.
Desta maneira se = € X', segue que para todo € > 0 existe z. € B(x,e) N F~1(M? )
tal que G(z.) # 0, ou seja,

X'=G MM} ,) C G (M2, \ M,,) =X,
mas
X'nx2=90

o que implica,
X' co(x?),

e consequentemente

dim(X') < dim(X?).
|

Proposigao 5.5. Seja X uma EIDS do tipo (m,n,t), com t > 3 e X* # (), entdo
Tjur(X) ou TjurT (X) € intersecio completa local.

Demonstracao: Vamos utilizar a proposicao 5.3.
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1) Se m = maz{m,n}, entao temos por hipotese que t — 2 > 1, o que implica,
m(t—2)>m>n>n-—1.
Mas

dim(X") < dim(X?)
= N-(m—-2+1)(n—2+1)
= N—-—mn+m+n-—1
< N—mn+m+m(t—2)=N-m(n—t+1).

Logo pela proposigao 5.3 segue que T'jur(X) é intersecdo completa local.

2) Se n = max{m,n}, entao
nt—2)>n>m>m—1,

mas

dim(X') < dim(X?)
= N-(m—-2+1)(n—2+1)
= N—-—mn+n+m-—1
< N—mn+n+n(t—2)=N-n(m—1t+1).

Desta maneira Tjur? (X) é intersecao completa local, pela proposigao 5.3.

A proposicao 5.5 nos diz, com uma condicao sobre t, quando a Transformada de
Tjurina ou a Transformada de Tjurina transposta de uma EIDS do tipo (m,n,t) é
intersecao completa local. Notemos que se t = 1 temos F(z) = 0 para todo z € X, logo

((fa, (), ..., fin(x)), i =1,...,m) = {0}, para todo x € X, consequentemente

Tjur(X) = {(z,((fi, (@), ..., fin(x)), i1 =1,....;m)); © € X, 5}
= {(#,{0}); = € Xyee}
= Xieg
= X

Y

e assim Tjur(X) é intersegao completa.
Os exemplos 4.11 e 4.12 nos mostram que T jur(X) ou Tjur® (X) podem ser interse¢ao

completa local com t < 3.
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Nas proposi¢oes anteriores mostramos que Tjur;(X) = %I(X) ou Tjurt(X) =
—T —~— —~—
Tjur;(X) e por Tjur;(X) ou Tjur,;(X) serem interse¢oes completas obtinhamos os

resultados desejados.

Exemplo 5.6. Esse exemplo nos mostra um caso em que Tjurp(X) # m"I(X),
—T
Tjurt(X) # Tjur,;(X) para todo I, J mas Tjur(X) e Tjur®(X) sdo intersegoes

completas locais.

Seja

F Cd — Mg’g,

k-3
<x,y,z>~>(z - )
0z wy

com k>4 e X = F~'(M3,) singularidade determinantal com Xging = {(0,0,0)}.

Entao %{1}(X) = (F{}y) " (My,), sendo

{1}

Fiiy 1 € x C? = My,

y—ayz =73 —agz
(x,y,z,aQ,ag) =

x y
ou seja,
Tjuryy(X) = o(y — asz, 2873 — agz, x,y)
= o(z,y,z) Uv(z,y, asas),
enquanto

Tjurgy (X) = v(z,y,2) Uv(x,y, azasz) \ {(0,0,0) x C}
= v(z,y, as, as).
Dessa maneira
7%{1}()() # Tjury(X),
mas dim(Tjurpy (X)) =1=15—4 e portanto Tjur(y(X) € intersegio completa.
Tjursy(X) = (Fly) " (M), sendo

F{/Z} : (D3 X C2 — MQ,Q’

z—ary 2% —agy
—a1xr Yy — asx

(x,y,z,a1,a3) — <
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logo

k-3
—azy, —mT, Yy — agx)

k—3

Tjurn(X) =v(z — a1y, x

=v(ay, 2,y — azz, 2" — azy) Uv(z,y, 2)

enquanto

TJUT'{Q}(X) = (U(ab Y — a31.’xk73 - (lgy) U U(Q?,y, Z)) \ {(07 07 0)} x C?

k-3

=v(ay, 2,y — azz, v % — a3).

Logo Tjury(X) # %{2}(X), mas codim(Tjurgn (X)) = 5 — dim(Tjuryy (X)) =
5 —dim(X) = 4, ou seja, Tjur(s(X) € intersecao completa.
Tjur3y(X) = (Fpay) ™ (M3), sendo
Figy 1 € x €% = My,

2 — a2y — agah 3
(I, Yy, z,ai, a2) —

—ary T — agy
logo
Tjur;(X) = v(z — a3y — a3, —ary, x — agy)
= v(ala 2, Y= a2xk73,x - Clgy) U U(Q?, Y, Z)a
enquanto

Tjurg(X) = (v(a, 2, y — az2h™3, 2 — azy) Uv(z,y,2)) \ {(0,0,0)} x C2

- U(ala Z, Y — GQIk_?)a xr — CLQ?J)-

Logo Tjurzy(X) # Tjurgsy(X), mas codim(Tjur(y (X)) = 5 — dim(Tjur/(X)) = 5 —
dim(X) = 4, ou seja, Tjur(s1(X) € intersecio completa, e assim Tjur(X) € interseg¢ao
completa local.

Vamos calcular agora a Tjurina transposta de X.

Para isso vamos considerar:

FT . C3 — M372,

z
(T,y,2) =~ | vy =
xk_

Py
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logo X = (F)"'(M3,) ¢ singularidade determinantal e Xgny, = {(0,0,0)}. Entdo

——T
Tjur (X) = Tjur(XT) = (Fg})’l(Mllﬁ), sendo

Fﬁ} CxC— Ml,g,

—Q92Z
(l’, Y, z, a?) = €T — a2y

Y — agzh3

ou seja,

T
Tjury(X) = v(—azz, @ — azy, y — asz*™)

k—4

=v(z,y,2) Uv(l — a5y 2 — agy, 2) Un(z,y, az),

Tjur?l}(X) = (v(z,y, 2) Uv(l — ab2yh=4 o — agy, 2) Uv(z,y,a2)) \ {(0,0,0)} x C

=v(l —as 2" x — agy, 2) Un(z,y, as)).

k=2, k—4
2

Como v(1 — a5 “y"* & — agy, z) e v(x,y,as) sao intersegoes completas tais que

v(l — as 2y o — agy, 2) Nw(z,y,a5) = 0

temos Tjurrfl}(X) ¢ intersecao completa local.

—~—T

Calculemos agora Tjur 5 (X) = %{2}(XT) = (Fg})_l(Mll,g), sendo

F{lg} P xC— ]\41737

z

(ﬂj,y,Z,ag) = Yy —a1x

o P

ou seja,

Tiur e (X) = _ k8 _
JW{z}( )=v(z, y —az, ¥ ary)

k—4

=v(z,y,2) Uv(z,y — ey, 2" — ai),

Tjur{TQ}(X) = (v(z,y,2) Uv(z,y — arz, ¥4 — a})) \ {(0,0,0)} x C

= v(z,y — ayz, 2" — a?).
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——T
Logo Tjur 5y # Tjur{y (X) e codim(Tjurfyy) = 4—dim(T jurfy, (X)) = 4—dim(X) = 3,
portanto Tjur{TQ}(X) ¢ intersecao completa, e Tjur® (X) € intersecio completa local.
Na proposicao 5.5, apresentamos condicoes para que a transformada de Tjurina de
uma E1DS do tipo (m,n,t), t > 3 seja intersegdo completa local. A proxima proposigao
nos mostra que mesmo quando ¢t = 2 a transformada de Tjurina de X ainda pode ser uma

intersecao completa local.

Proposicao 5.7. Seja X uma EIDS do tipo (m,n,?2).
Se min{m,n} < dim(X) — dim(X?"), entdo Tjur(X) ou Tjur’(X) ¢ intersecdo

completa local.

Demonstragao: Mais uma vez, basta mostrarmos que dim(X') < N —m(n — 1) ou

dim(X"') < N —n(m — 1). Por hipotese temos que
dim(X") < dim(X) — min{m, n} = N — (n — 1)(m — 1) — min{m,n}.

1) Se min{m,n} = n, entao

dim(X") < N—(n-1(m—-1)—n
< N—(n—1)(m-1)—n+1
= N—-—m(n—1),

e portanto Tjur(X) é interse¢do completa local.

2) Se min{m,n} = m, entao

dim(X") < N—n—-1(m—-1)—m
< N—-(n—-1)(m-1)—m+1
= N —n(m-1),

e portanto Tjur? (X) é intersecao completa local.

Corolario 5.8. Seja X uma EIDS do tipo (m,n,2) com singularidade isolada.
Se min{m,n} < dim(X), entao Tjur(X) ou TjurT(X) € intersecao completa local.

Demonstracao: De fato, como X = F‘l(Mf,w) é FIDS e tem singularidade isolada,
temos que Xgin, = X' e dim(X"') = 0, logo min{m, n} < dim(X) = dim(X) — dim(X?),
e assim pela proposicao anterior temos que Tjur(X) ou Tjur? (X) é intersecio completa

local.
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Capitulo 5. Quando Tjur(X) é Intersegao Completa
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Capitulo 6
Exemplos

Neste capitulo vamos mostrar, através de exemplos, como a transformada de Tjurina pode

ser utilizada para obtermos resolucoes de hipersuperficies.

Exemplo 6.1. Singularidades do tipo A, sio hipersuperficies X = f~1(0) dadas por

f:CF—=C,

(21, ..y zp) = 2T+ Py, ..., xp)

comn >3 e P uma forma quadrdtica homogénea.

Consideremos a singularidade
A, ={(z,y,2) € C*; —2"" + 2y =0}.
Seja

F:.C— M2’27
x Zl
T,Y,2) —
( Yy ) (Zn—l-‘rl y)

X = F’l(MiQ) = A,,

com 0 <l <n. Assim

é singularidade determinantal, pois dim(X)=2=3—-(2—-2+1)(2—2+1).
O objetivo € wutilizar a proposicao 5.3, para obtermos uma intersecao completa e

analisarmos se a mesma € suave ou nao.
Notemos que X' = {(0,0,0)}, ou seja dim(X') = 0 < 3 —2(2 -2+ 1). Resta
verificarmos se X é EIDS, ou seja, se para todo (z,y,z) € X \ {(0,0,0)}

DF(ay,2)(Ta,2)C?) + Ty, (M35 \ My 5) = Tr(ay,)(May).



56

Capitulo 6. Exemplos

Seja (x,y,2) € X\ {(0,0,0)}, em outras palavras rank(F(x,y,z)) = 1. Note que

hl lZl_lhg
DFtayn i, ha, ) = ((n —14+1)2"hy  hy

Consideramos o0s trés casos:

1) 2=0,y+#0, 2z=0. Logo

1 0\ (00
DF(0,40)(T(040C?) = <<0 0) ’ (0 1)>

mas ker(F(0,y,0)) = ((1,0)), tomemos assim

B _ (0 1>’BF<0 0)7
00 1 0
B, (é) = (0,0), B, (;) = (0,1) = F(0,,0) <O>

10 00
que pertencem a Im(F(0,y,0)). Como {(O 0), <O 1) , By, Bg} é linear-

mente independente, temos que o resultado seque para os pontos (0,y,0)

poiLS

2) x#0, y=2=0.

Logo

1 0\ (00
D Fa0,0)(T(200)C%) = <<0 0) , (0 1)>

mas ker(F(z,0,0)) = ((0,1)), tomemos assim

) (01)
(1) reno () () oo

01
que pertencem a Im(F(x,0,0)). Mas {( > (0 O) B, BQ} é linearmente

independente, e temos o resultado para os pontos (x,0,0)

poiS

S 8=
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3) x#0, y#0, 2#0, tais que —2"" + (xy) = 0 Logo

1 0\ [0 0 0 -1
DF 4y (T C3) = , :
o3 T ) <<0 0) <0 1) ((n—l+1)z”l 0 )>

assim, ker(F(z,y,2)) = {(y, —2""*1)), e considere
x _Z—n—1+2l
B = anyl+l y 9
y - anl+1

Y n—
By (_zn—l+1> = (z+ 22" 1)

que pertencem a Im(F(x,y,z)).

0 0)- 6 o) loiters ) 2]
0 0/'\0 0/ \(n—l+1)z""" 0

€ linearmente independente, temos que X é EIDS.

poiSs
Dai como

Assim pela proposicao 5.3 temos
Tjury(X) = Tjur (X) = (Fy) ™" (My,),
para I = {1}, {2} sendo,

F{l} : C3 x C — M271

Zl — Q2T
(xayazach) = n—I+1

Y — a2

F{g} : Cg x C— M271

r —az
(x7y727a1) = Zn_l+1

—ary

Desta maneira obtemos uma singularidade do tipo A;_1 e A,_;, ou seja, a transformada de
Tjurina simplificou a singularidade. Notemos ainda que podemos escrever os resultados
obtidas como singularidades determinantais para aplicarmos a transformada de Tjurina

novamente.
O proximo exemplo é um caso particular do anterior.

Exemplo 6.2. Consideremos
X = v(—2" + zy),
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o qual € hipersuperficie, e possui conjunto singular Xgng, = {(0,0,0)}. Utilizaremos a

transformada de Tjurina para resolver essa singularidade. Seja

F: CS — MZQ,

(2,y,2) = (ﬁ, )
z2 Y

note que X = F~'(M3,), dim(X) = 2 e portanto X ¢é singularidade determinantal.
Utilizaremos, como no exemplo anterior a proposicao 5.3. Verifiquemos as hipoteses,
dim(X')=0<3-2(2-2+1).

X é EIDS.

De fato, mostremos que para todo (z,y,z) € X \ {(0,0,0)} temos que
DFey2)(T(o.y2)C%) + Tr(a,,) (M3 \ My2) = Tr(a,y,) (M)

Sabemos

hy  hs
DFy (B, b hs) =
() (P2 ) (322h3 h2>

Faremos em 3 etapas:

1) Consideremos x =0, y # 0, z =0, entao

1 0 00 01
DF(O,%O)<T(O,%0>@3>:<<0 o)’ (o 1)’ <0 0>>

ker(F(0,y,0)) = ((1,0)),
)
10
v ()

logo B € Try0) (M3, \ My,), e

) 6)-()-2)

é linearmente independente, entdo para os pontos (0,y,0) temos que F intersecta

Tomemos

poiS

MQZ’2 \ M2172 transversalmente.
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2) Consideremos x # 0, y = z = 0, logo

1 0y (0 0) (o1
DFe00)(Tie00C?) = <<0 0)’ (0 1>’ (0 0>>7

ker(F(z,0,0)) = ((0,1)).

B:OO,
10

B (2) — (0,0) € Im(F(x,0,0)),

Consideremos
PO1S

assim B € TF(O,y,O)(M22,2 \ M21,2)’ €

o) (2)-e) )

¢ linearmente independente. Consequentemente para (z,0,0) temos que F intersecta

2 1
Mj 4\ My, transversalmente.

3) Considere x # 0, y # 0, z # 0, tais que (z,y,2) € X

10 00 0 1
DFy(Tiay,- C3 = ) ) )

ker(F(z,y,2)) = ((—z,)).
()
B={", )

. 1
B<x>:<z+x’z3+y):m’y’z) <1>

e assim B € Tp(x,y,z)(MQQ,Q \ M21,2); €

o) ()2 )2}

¢ linearmente independente, e finalmente obtemos que F intersecta M3, \ My,

Seja

SHS

pois

transversalmente.
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Logo X ¢ EIDS, e as hipdteses do teorema 5.3 sao satisfeitas, desta maneira seque que
Tjur(X) = Tjur (X) = (F) ™ (My,),
para todo I = {1},{2}, sendo

Ffyy: € x C — Ma,

Z — AT
(iL‘,y, Z>a2) = < ’ 3)
Y —aqgz

F&} : CS X C—>M2,1

T — a1z
(aj?yazval) = <23 —a )
1Y

Assim

Tiurgy(X) = v(z — agz, y — azz®)  C*
3

2

v(z — agx) C C°, utilizamos a substituicio y = agz

v(z — wzx) fizemos ay = w.

Tjurpy(X) =v(z — a12,2* — a1y) C C*

v(2* — ayy) C Clutilizamos a substituicio v = a,z

v(2* —wy), fizemos a; = w.

Observemos que (Tjur(sy(X))sing = 0 € (Tjurgay(X))sing = (0,0,0)} pois,

0
J(z —wz) = —x J(2° —wy) = (—w 322 —y
(o 1 ) ( )

Consideremos agora

Tjurgy(X) = v(2* —wy),

Seja

G: Cg — M272

(y, z,w) — (:U 52)

Assim segue que G~'(M3,) = Tjurpn(X) =Y, logo dim(Y) = 2 portanto Y é

singularidade determinantal
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Afirmamos que dim(Y') =0<3—-2(2—-2+1)eY é EIDS.
Logo
Tjur(ny(Y) = Tjur,(Y) = (G}) ™ (M),

com I = {1},{2} sendo

%1} : C3 x C— Mgvg,

Y — agz
(ya Z,'lU,(lQ) = <Z2 —a )
2W

%2} : CS x C— Mg,g,

zZ—ay
(ya Zawval) = 2
w— a1z
ou seja

Tjurgy(Y) = v(y — asz, 2° — apw) C C*

v(2* — ayw) C C*consideramos y = agz

v(2* — zw), fizemos T = as.

Tjurgy(Y) = v(z — a1y, w — a,2%) C ct
=v(z — ary) C C*consideramos w = a2

=v(z — zy), fizemos v = a;.
Observemos que (Tjur{y(Y))sing = {(0,0,0)} e (Tjurga(Y))sing = 0 pois,
J(2* — zw) = (—w 2z —x) ; J(z—xy) = (—y —x 1)

Consideremos agora Z = Tjury(Y) = v(2? — zw).

Seja

HI@3XC—>M272,

(x,z,w) — (; j)

logo H"Y(M3,) = Z, dim(Z) =2 e Z ¢ singularidade determinantal.
Dai como dim(Z') =0<3—-2(2—2+1), e Z é EIDS, temos que

Tjur((Z) = Tjur (Z) = (H}) " (M3,),
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para I = {1}, {2}, sendo

Hjyy : € x € = My,
(Z’,Z,’U},ag) = (x - GQZ)
Z — W

H‘/{Q} : C3 x C — Mg’l.

(IVZ?w?al) = <z N xal)
w— a1z

Logo

Tjurgy(Z) = v(x — azz, z — asw) C C*

v(z — agw) C C3consideramos © = asz

v(z — yw), fizemos y = as.

TjUT’{Q} (Z)

I
S

v(z — a1w) C C°consideramos w = a2

(
(
(
(z—alz w—az) C C*
(
(

v(z —yx), fizemosy = ay.

Logo (Tjur{y(Z))sing =0 e (Tjuriy(Z))sing = 0 pois,

J(z—yw):(—w 1 —y); J(z—yw):(—y —r 1).

Desta maneira resolvemos a singularidade.

No proximo exemplo, utilizaremos a transformada de Tjurina para resolver uma

singularidade do tipo E7.

Exemplo 6.3. Seja A = v(y* + (22 + 2%)), entao dim(A) =2, Agng =

anteriormente vamos utilizar a proposicao 5.3. Notemos que
A= F71<M22,2)7
sendo

FICS—>M272

2 3
+
(,y,2) — (y ! )

{(0,0,0)}. Como

Afirmamos que dim(A') =0<3—2(2—2+1) e que A é EIDS, portanto
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Tjurs(4) = Tjur (A) = (F)) "' (M)
para todo I = {1}, {2}, sendo

F{/l} : (D3 x C — M272

22+ 23 — agy
Y+ asx

(x,y,Z,CLQ) — <

FJEQ} : (D3 x C — M272.
(z,y,2,a1) — (y_al(m2+23)>

—r— a1y
Logo
Tjurgy(A) = v(2? + 2° — agy, Y + asw)
=v(z® + 2° + w?r) fizemos y = —ayr € ay = w.
Tjurg(A) = v(y — ai(z® + 2%), —z — ary)
= v(x +w?(2* + 2%)) fizemos * = —a1y e a; = w.
Como
J(z? + 2° + w'r) = (2$ +w? 322 2wa7>

e

J(x 4+ w?(2® + %)) = (1 +2zw? 2zw? 2w(z? + z2)>

seque que (Tjur{1}(A))smg) ={(0,0,0)} e (Tjur2(A))sing =0.

Considere B = Tjur{y(A), entio B = G~'(M3,), sendo

G: @3 — M272

x 22
(2, 2, w) ( 2
—Zz Tr+w

Afirmamos que dim(B) = 2, dim(B') =0<3—-2(2—-2+1), e B é EIDS, entdo pela

proposicao 5.8 temos

Tjury(B) = Tjur,(B) = (G7) "' (Mj,)
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para I = {1}, {2}, sendo

,{1} : CS x C — M272,

22 — asx
(x, z,w,az) — )
T+ w* + a2

%2} : (DS x C — MQ,Q,

2
(I7Z)w7a1) = ) "
—z —ay (7 + w?)

Assim,

Tjurgy(B) = v(z* — ax, &+ w* + azz)

= v(2? + yw? + y*2) fizemos = —w? — ayz e ay = y.

Tjurgy(B) = v(z — a2, —z —ai(z + wz))

= v(—2z — y(y2* + w?)) fizemos = a,2* e a; = y.
e (Tjurgy(B))sing = {(0,0,0)} e (Tjur(y(B))sing = 0, pois

J(2* + yw® + y*2) = (w2 +2yz 2z + 9P 2yw>

J(—z —y(yz* +w?)) = (—2yz2 +w? —1—2zy? —2yw)

Seja entao C = Tjury(B) = H'(M3,), com

HICS—>M2’2

Y z
, 2, W) >
(v ) (—z w? + zy)

Notemos que dim(C) =2 e dim(C') =0 <3 —2(2—2+1) e além disso, afirmamos que
C é EIDS, entao

Tjur;(C) = Tjur,;(C) = H™"(My,),

com I = {1}, I ={2}, sendo

H%l} : CS x C — Mg}l,

z—ya
(z,2,w,a9) = | v
w + 2y + asz
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HEQ} : C3 x C — M271,
('T?Zawaafl)'_) y_a122
—z —ay(w” + zy)
logo
Tjurgy (C) = v(z — yas, w? + 2y + asz)
= v(yz? + y*x + w?) fizemos z = yay e ay = x,
Tjurp(C) = v(y — a1z, —z — a1 (w? + 2y))
= v(—z — z(w? + 22?)) fizemosy = a1z e a; = ,
de onde vem que (Tjur{y(C))sing = {(0,0,0)} e (Tjur(a(C))sing = 0, pois

J(yz? + yPr +w?) = (2:cy +y? 2?2+ 2z 2w> ,

J(—z — z(w?® + 22?) = (—w2 —212% —1—2z2? —2wx> :

Trabalharemos entao com D = Tjurpy(C) = K~'(M3,), sendo

KZC?)—>M272

X w
<m,y,w>~>( Y )
—w T+vYy

Como dim(D) =2 edim(D™ ') =0<3—-2(2—2+1) e D é EIDS, entio
Tjury(D) = Tjur, (D) = (K}) ™' (M),
com I = {1}, I = {2}, sendo

K‘l{l} : Cg x C— M271,

w — AT
(l‘,Z,w,CLg)'_)( 2y >

T+ Y+ aw

K:{Q} : (D3 x C— M2,17

(I7Z)w7a1) = e m
—w — ai(z +y)
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logo
Tjurpy (D) = v(w — agzy, =+ y + asw)
= v(x +y + 2%2y) fizemos w = asxy e ay = 2,
Tjury(D) = v(zy — aw, —w — a1(z + y))
=v(zy + 22 (z +y)) fizemos w = —a;(z +y) e a; = 2,
de onde vem que (Tjurgy)sing = 0 e (Tjuriay)sing = {(0,0,0)}, pois

J(x +y+ 222y) = (1 + 22y 1+ 2% 2.:1:yz) ,

Jay+2@+y) = (y+22 2 +2 2:(x+y).

Seja B = Tjur(yy(D) = L™H(M3,), sendo

Li@3%M2,2

r z(x+y)
) J) H
a2

Note que dim(E) =2 e dim(E') =0<3—-2(2—2+1) e E é EIDS, entio

Tjur(E) = Tjur (E) = (L))~ (My),

com I = {1}, I = {2}, sendo

/{1} : C3 x C— M271,
2(x +y) — a2x)

Y+ asz

(l‘,y, Z7a2) — <

%2} : CS x C — Mg,l,
r—az(r+ y))

(x,y,2,a1) — (
—z—ay

entao

Tjurgy(E) = v(z(x 4+ y) — asw, y + azz)

=v(rz —wz? —wz) fizemos y = —azz € ay = w,
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Tjur{g}(E) =v(r—az(z+vy), —z—a1y)

v(x +wy(z +vy)) fizemos z = —a1y e a; = w,
de onde vem que (T jurgy(E))sing = {(0,0,0)} e (Tjuriay(E))sing = 0, pois

J(xz—wzQ—wa:)=<z—w T — 2wz —22—x>,

J(x+wy(r +1y)) = (1 +w?y wir + 2wy 2wyr + 2w;y?> :

Seja F' = Tjurpy(E) = N7Y(M3,), sendo

N : Cg — MQQ,

z x
(x,z,w)r—>< )
W or—wz

como dim(F) =2 edim(F')=0<3—-2(2—-2+1) e F ¢ EIDS, entio
Tjur(F) = Tjur (F) = (Np) ™' (M),
com I = {1}, I ={2}, sendo

N{l} : CS x C — M271,

T — A9
('r7y7zva’2) = )
T — Wz — aWw

/{2} : C3 x C— M271,
z—ax
(l’,y, zaal) = )
w—ar(x — wz)
entao
Tjurgy (F) =v(r — asz, © — wz — asw)

=v(—wz —y(—z +w)) fizemos x = asz € as =y,

Tjurgy(F) = v(z — a1, w — a1 (v — wz))

= v(w — yx + y*wz) fizemos z = a1z e a; =y,
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de onde vem que (T jurpy(F))sing = {(0,0,0)} e (Tjuriay (F))sing = 0, pois

Jwz—y(=z4w) = (z-w y-w —z-y).

J(w — yx + y*wz) = (—y +y?w —x+2ywzr 1+ y%) .

Seja G = Tjurpy(F) = P~'(M3,), sendo
P C* = My,
(y, z,w) — <—y v )
2 w—z
como dim(G) =2 e dim(G') =0<3-2(2—-2+1) e G é EIDS, entio
Tjur(G) = Tjur,(G) = (Pp) ™ (M),
com I = {1}, I ={2}, sendo

P«El} : CS x C— Mg’b
+
(x7y7Z7a2> = ( v 12y > )

—Z +Ww — asz

P{ﬂ}l@g XC-)MQJ,

—y — qw
(xayaz7a1)'_> Y ! )
z—ai(—z+ w)

entao

Tjurgy(G) = v(w + agy, —z +w — agz)

=v(—z+x(y — 2)) fizemos w = axy € as = z,

Tjurpy(G) = v(—y — aw, 2 — ai1(—z +w))

v(z+xz —y) fizemos y = aqw e ay = x,
de onde vem que (Tjur{y(G))sing =0 e (Tjury(G))sing = 0, pois

J(—z+z(y—2)) = (y—z x —1—1‘),
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J(z+xz—y) = (z —1 1+x>.

Dessa maneira resolvemos a singularidade Fr.
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Capitulo 7
Relacao entre os Principais Resultados

Proposicao 4.3: Seja F : CV — M,,,, holomorfa e X intersegao completa definida por

F' que nao é uma hipersuperficie do tipo (m,m,m), entao Tjur(X) = X.

—~—

Proposigao 4.7: Se dim(fj\z;“l(X)) = dim(X), entao Tjur;(X) é uma singularidade
determinantal do tipo (m +t¢ — 1,n,t).

Proposicao 4.8: Se %I(X) é singularidade determinantal, entdo dim(X*) < N —
(m—s+1)(n—t+1), paratodo s =1,...,t — 1.

Proposigao 4.9: mI(X) = Tjur;(X) se, e somente se, dim(X®) < N — (m — s +
1)(n—t+1) paratodo s =1,...,t — 1.

T
Proposigao 4.17: Tjur; (X) é singularidade determinantal se, e somente se, dim(X*) <
N—-(m—-t+1)(n—s+1)paratodos=1,..,¢t—1

T
Proposigao 4.18: Se Tjur; (X) = Tjurf(X) se, e somente se, dim(X®) < N — (m —
t+1)(n—s+1)paratodos=1,..t—1.

Proposigao 5.3: Seja X EFIDS.
1) Se dim(X') < N —m(n —t+ 1), entao Tjur(X) ¢ uma interse¢ao completa local.
2) Se dim(X') < N —n(m—t+1), entao Tjur? (X) é uma intersegdo completa local.
Proposigao 5.5: Seja X uma EIDS do tipo (m,n,t), com t > 3 e X? # (), entao
Tjur(X) ou Tjur® (X) é intersecao completa local.
Proposicao 5.7: Seja X uma EIDS do tipo (m,n,2).

Se min{m,n} < dim(X) — dim(X"'), entdao Tjur(X) ou Tjur?(X) é intersecao

completa local.
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Corolario 5.8: Seja X uma EIDS do tipo (m,n,2) com singularidade isolada.
Se min{m,n} < dim(X), entdao Tjur(X) ou Tjur? (X) é intersegao completa local.

Agora estabeleceremos uma relacao entre alguns dos resultados acima.

4.17

4.7\4 9/4.8 /

. \5.3/.18
5.5/ \5.7
|

5.8

1 — 2 significa que o resultado 1 foi usado na demonstracao do resultado 2.
Para um acesso répido apresentamos para X, singularidade determinantal
essencialmente isolada do tipo (m,n,t), a seguinte tabela (sendo as linhas da coluna

1 as hipoteses e as colunas da linha 1 as interse¢oes completas locais):

Tijur(X) | TjurT(X) | Tjur(X) ou Tjur? (X)

dim(XY) < N —m(n—1t+1) X b

dim(X') < N —n(m—t+1) X X

t>3, X2#£0 X

t =2emin{m, n} < dim(X) — X

dim(X")

t = 2, X tem singularidade X

isolada e min{m, n} < dim(X)




Apéndice A
Contas no Singular

Apresentamos as contas que foram feitas no software singular.

Exemplo 2.5:

ring r=0, (x,y,2,w),dp;
matrix F[2|[3]=x,y,2,y,z,w;
ideal i=minor(F,2);
dim(i);

NV

Exemplo 2.7
> ring r=0, (x,y,z,w), dp;
> matrix F[2][3]=x,y,2,y,z,w;
> ideal i=minor(F,2);
> i
i[1]=-z2+yw
i[2]=-yz+xw
i[3]=y2-xz
> dim(i);
2
> matrix J=jacob(i);
> print(J);
0, w, -2z,y,
W, -Z,-Y, X,
-2,2y,-x, 0
> ideal j=minor(J,2);
> ideal s—i+j;
=8
s[1]=-z2+yw
s[2]=-yz+xw
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s[3
s[4
s[5
s|6
s[7
s[8
s|9]|=-222
s[10]=z2-2yw
s[11]—-2y2
s|12]|=-zw
s[13]=-xz
s[14]=-yz
s[15]=2z2+yw
s|16]=y2-2xz
s[17]=-w2
s[18]=yw

> std(s);
s[1]=w2

y2 X7,

2y2+xz

-YZ-XW

I=
[=
|
|
|=
|

4yz XW

s[9]=x
s[10]=x2

Exemplo 2.9
ring r=0, (x,y), dp;

ideal i=minor (F,2);
dim(i);

matrix J= jacob(i);
ideal j=minor(J,1);
ideal s=i+j;

std(s);
s[1]=9y4-9xy2-+2x2
s[2]=3xy3-x2y

22V VOV VY PV OV VY

matrix F[2]|2]=2x,27y3-27xy,y3-xy,2x2;
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s[3]=3x2y2-x3

Exemplo 2.13

ring r=0, (x,y,z,w),dp;
matrix G[2|[2|=x,y,z,w;
ideal i= minor(G,2);
dim(i);

w Vv VvV VvV V

Exemplo 4.11

ring r=0, (x,y,2,w),dp;
matrix F[2|[3]=w3,y,x,z,w,y3;
ideal i= minor(F,2);

dim(i);

matrix J=jacob(i);
ideal s=i-+minor(J,2);
std(s);

s[1]=zw

VooV NV YV Y

s[2]=yw
s|3]=xw
s|4]=z2
s[5]—yz
s|6]=xz
s|7]=xy
s[8]=x2
s|9]=w4
s|10]=y4

> ring r=0, (x,y,2z,w,a,b),dp;
> matrix F[3][3]=1,a,b,w3,y,x,2,w,y3;
> ideal i=minor(F,2);

> dim(std(i));

2

> LIB"primdec.lib";

> list 11=primdecGTZ(i);

> 11;

i[1]:

i[1]:

i[1]=w8a4-b

i[2]=-w9a3+zb
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i[3]|=za-w
i[4]=-w3a-+y
i[5|=-w3b-+x
i[2]:
i[1]=w8a4-b
i[2|=-w9a3+zb
i[3|=za-w
i[4]=-w3a-+y
i[5]=-w3b-+x
i[2]:

i[1]:

i[1]=w
i[2]=2
i[3|=-w3a+y
i[4]=-w3b-+x
i[2]:

i|1|=w
i[2]=2
i[3]—w3a+y
i[4|=-w3b-+x

> matrix F|3]|3]=a,1,b,w3,y,x,z,w,y3;
/] ** redefining F **
> ideal i=minor(F,2);
// ** redefining 1 **
> dim(std(i));

2

> list 12=primdecGTZ(i);
> 12;

i[1]:

i[1]:
i[1]=w8-a3b
i[2|=-w3+ya
i[3|=ywb-a2b
i[4|=y2w2-ab
i[5]=y3-wb
i[6]—=-wa+z
i|7]|=-yb+x
i[2]:

i[1]=w8-a3b
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i[2|=-w3+ya
i[3]=ywb5-a2b
i[4]=y2w2-ab
i[5|=y3-wb
i[6]=-wa+z
i[7]=-yb+x
i[2]:

i[1]:

i[1]=w

i[2]=y
i[3]|=-wa+z
i[4]=-yb-+x
i[2]:

i|1|=w

if2[=y
i[3|=-wa+z
i[4]=-yb+x

> matrix F[3][3]=a,b,1,w3,y,x,2,w,y3;
// ** redefining F **
> ideal i=minor(F,2);
// ** redefining i **
> dim(std(i));

2

> list 13=primdecGTZ(i);
> 13;

i[1]:

i[1]:

i[1]=w8b4-a3
i[2|=-wa+zb
i[3]=-w9b3+za2
i[4]=-w10b2+2z2a
i[5]—-w1lb 23
i[6]=-w3b-+ya
i[7]=yw5b3-a2
i[8]=yw6b2-za
i[9]=ywT7b-z2
i[10]=-w4+yz
i[11]=y2w2b2-a
i[12]=y2w3b-z
i[13|=y3b-w
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i[14]=xb-y
i[15]=w3+xa
i[16]=-y4-+xw
i[17|=-y3w3+xz
i[2]:
i[1]—w8bd-a3
i[2|=-wa+zb

i[3]=-w9b3-+za2
i[4]=-w10b2+z2a
i[5]|=-wllb-+2z3
i[6]=-w3b-+ya
i[7]=yw5b3-a2
i[8]=yw6b2-za
i[9|=ywT7b-z2
i[10]=-w4d+yz
i[11]=y2w2b2-a
i[12]=y2w3b-z
i[13]=y3b-w
i[14]—xb-y
i[15]=-w3-+xa
i[16]=-y4+xw
i[17]—y3w3+xz
i[2]:

i[1]:
i[1|=w
i[2]|=2
i[3]=y
i[4]=x
i[2]:
i[1]=w
i[2]=z
i[3]=y
i[4]=x
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