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RESUMO

Seja M4 um torus bundle sobre S obtido usando como aplicacio de colagem
uma matriz de Anosov A. Neste trabalho discutimos aplicacoes entre dois torus bundles
My e Mp e calculamos o ntimero de Nielsen para coincidéncias de algumas familias de
aplicacoes neste contexto. Além disso, usando o fato que as variedades safiras (torus semi-
bundles) tem um recobrimento duplo por torus bundles, também calculamos o niimero de

Nielsen para auto-aplicacoes dessas variedades.



ABSTRACT

Let M4 be the torus bundle over S! obtained using as gluing map an Anosov
matrix A. In this work we discuss maps from M4 to Mp and compute the coincidence
Nielsen numbers for some families of such maps, moreover we use that such manifolds
are double covers of torus semi-bundles and compute the coincidence Nielsen number for

selfmaps of Sol 3-manifolds which are torus semi-bundles.
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INTRODUCAO

Em 1927, J. Nielsen definiu para uma aplicagdo f dada, um namero N(f)
o qual chamamos de nimero de Nielsen de f. Este niimero ¢ um limitante inferior para
o nimero de pontos fixos de todas as aplicacoes homotopicas a f. Isso deu origem a
toda uma teoria que, desde entao, vem sido desenvolvida por varios pesquisadores e foi
generalizada para coincidéncias.

Quando trabalhamos com teoria de Nielsen, duas questoes bésicas se le-
vantam: a primeira é se o limitante inferior obtido nessa teoria ¢ o melhor possivel e a
segunda se refere & questao computacional, ou seja, como calcular os nimeros de Nielsen.

Este trabalho se insere no contexto do estudo de aplicacoes entre variedades
fechadas e do calculo de niimeros de Nielsen para coincidéncias.

A familia das variedades de dimensao 3 com geometria Sol possui duas
subfamilias. Uma delas consiste dos torus bundles com uma aplicagao de colagem Anosov,
e a outra contém os torus semi-bundles (também chamados de variedades safiras)(ver
[Mo, BGV]).

Aplicacoes entre torus bundles sobre S' e a teoria de Nielsen desses espacos
tém sido estudado por diversos autores (por exemplo [Sa, SWW, GW, Vi, JL|). Em alguns
desses trabalhos, os autores estavam mais preocupados com a descricao das possiveis
aplicacOes entre esses espacos (especialmente as aplicagbes ndo triviais) e em outros eles
tentaram calcular o nimero de Nielsen para algumas aplicacgoes.

. Con-

R x
Vamos denotar por T" o Toro obtido como o espago quociente A
X

sideremos A um homeomorfismo do Toro, induzido por um operador linear em R x R
que preserva Z x Z. Podemos identificar A com uma matriz com coeficientes inteiros e

determinante 1 ou —1.
TxR

((z,y),t) ~ (A™(z,y),t —n)
torus bundle sobre S'. Se A é uma matriz de Anosov (isto ¢, det(A) =1 e [tr(A)| > 2 ou

Construimos My = onde n € Z, o qual é um

det(A) = —1 e tr(A) #0), entdo M, é uma 3-variedade com geometria Sol.



Introducao 2

Seguindo algumas ideias de [GW] discutimos aplicagoes entre as variedades
M, e Mp e calculamos o niimero de Nielsen para coincidéncias dessas aplicacoes tanto para
o caso orientavel como para o caso nao-orientavel. Conseguimos concluir completamente
0s casos Mar — M e Mar — M ys apresentados nas secoes do Capitulo 2 e mais algumas
situagoes. O caso geral (se¢do 2.4) segue em estudo. Além disso, usando o fato que as
variedades safiras (torus semi-bundles) tem um recobrimento duplo por torus bundles,
também calculamos o niimero de Nielsen para auto-aplicacoes dessas variedades.

Este trabalho estd organizado em trés capitulos. No primeiro capitulo,
apresentamos alguns resultados preliminares, incluindo uma introducao a teoria de Niel-
sen para coincidéncias e do fibrado que recebe o nome de torus bundle. No capitulo 2
descrevemos as possiveis aplicacoes entre dois torus bundles M4 e Mp, comecando com o
caso onde a matriz do dominio ¢ uma poténcia da matriz do contradominio (essa situagao
inclui muitas aplicagbes de recobrimento). Calculamos também os respectivos nimeros
de Nielsen para coincidéncias dessas aplicacoes. No terceiro capitulo usamos o fato que
as variedades safiras (torus semi-bundles) tem um recobrimento duplo por torus bundles

para calcular o niimero de Nielsen para auto-aplicacoes dessas variedades.



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Teoria de Nielsen para Coincidéncias

Nesta secao faremos uma breve introducao a teoria de Nielsen para coinci-
déncias, colocando as defini¢oes que julgamos serem mais importantes e alguns resultados
que serao necessarios ao longo do texto.

Sejam f,g: M — N aplicacoes entre variedades fechadas (compactas e sem

bordo) e de mesma dimensao.
Definigao 1.1.1. Uma coincidéncia de f e g é um ponto x € M tal que f(x) = g(x).

indice de coincidéncia Denotaremos por Coin(f,g) o conjunto de todas as

coincidéncias de M, ou seja,

Coin(f,9) ={x € M; f(x) = g(x)}.

Definicao 1.1.2. Dados dois pontos x1,x2 em Coin(f, g), dizemos que x1 e x5 sao Nielsen
equivalentes com relagcio a f e g se existe um caminho v : [0,1] — M tal que v(0) = x,

v(1) = x5 e f oy é homotdpica a g o~y relativamente aos pontos finais.

Essa relagao é uma relacao de equivaléncia e assim, podemos particionar
o conjunto Coin(f,g) em classes de equivaléncia dessa relagao, chamadas de classes de
coincidéncias ou classes de Nielsen do par (f,g).

A seguir, apresentamos uma nocao de indice de coincidéncia. Vamos citar
a defini¢ao de [Vk]| para aplicagoes entre variedades orientaveis e, em seguida, a definigao

do "indice" para variedades ndo-orientaveis. Essa generalizacao foi feita em [DJ].

Definicao 1.1.3. Sejam M e N variedades fechadas, orientdveis e de mesma dimensao,

W um subconjunto aberto de M e f,g : W — N aplicacées tais que C' = Coin(f,g)

3



1.1. Teoria de Nielsen para Coincidéncias 4

seja compacto. Definimos o indice de coincidéncia do par (f,g) em W, ind(f,g : W),
como sendo o niumero inteiro dado pela imagem da classe fundamental de M através da
COMPOSICAo
H,M) - H,M,M-V) — H,(WW-V)
— H,(NxN,NxN-A(N))~Z

onde a seqgunda aplicagdo € a excisio, a terceira € induzida por (f,g)(x) = (f(x),g(x)), e

V satisfaz Coin(f,g) CV CV C W.

O indice de coincidéncia satisfaz algumas propriedades, entre elas, a adi-
tividade [se W é uma unido finita de conjuntos abertos W;, i = 1,...,r, e C' é uma
unido disjunta de conjuntos compactos C; com C; C W, entao ind(f,g:W)=1ind(f1, g1 :
Wh) + ... +ind(f, g : W;), onde (f;,9;) = (flw,,glw,)] . a localizagdo [ind(f,g: W) =
ind(flwr, glw : W') para todo conjunto aberto W’ C W contendo C| que permite nos
referirmos ao indice como ‘o indice em C’ ao invés de ‘o indice em W', e a invaridncia por
homotopia [se fi, g : W — N, 0 <t < 1, sdo homotopias tais que K = {x € W; existe t €
[0,1] com fi(z) = g:(x)} é compacto, entao ind(Coin(fo, go)) = ind(Coin(f1,g1))]-

Para generalizar o conceito de indice para variedades nao-orientéveis, os
autores de [DJ] introduziram o conceito de semi-indice de uma classe de Nielsen. Para isso,
definiram uma relacao de reduzibilidade na classe de Nielsen e, com essa relagao, fizeram
uma cisao nesta classe em pares de pontos. Ao niimero de pontos que restaram, chamaram
de semi-indice. Provaram que esse niimero é um inteiro nao negativo e invariante por
homotopia, e portanto puderam uséi-lo, como no caso orientével, para obter o nimero de
Nielsen. Mais precisamente, os resultados demonstrados foram os que citamos abaixo.

O contexto do trabalho [DJ] é para variedades fechadas, suaves, conexas e
de mesma dimensao. Porém, em [Je2| foi generalizado para variedades topologicas. A

relacao de reduzibilidade parte da seguinte definicao:

Definicao 1.1.4 ((1.2), [DJ]). Dizemos que = e y se reduzem um ao outro se, e somente

se, existe um caminho w de x a y tal que fw ~ gw e tal que w reverte a orientacao no

grifico.
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Considere A C Coin(f,g). Podemos escrever
A= {al,bl,.--,ak,bk;Ch---,CS},

onde a;,b; se reduzem um ao outro e isso nao acontece para os pares ¢;,c;, ¢ # j. Cha-

mamos de livres os elementos {cy, ..., cs} nessa decomposi¢ao.

Lema 1.1.5 ((1.3),[DJ]). O nidmero de elementos livres independe da decomposicao de

A.

Assim, os autores definiram o semi-indice de uma classe de Nielsen A para
um par de aplicagoes (f,g) : M — N, como o nimero de elementos livres em qualquer
decomposicao e denotaram-no por |ind|(f,g : A). O resultado abaixo relaciona indice e

semi-indice e a definicao em seguida, se refere as classes essenciais e ao nimero de Nielsen.

Lema 1.1.6 ((1.6),[DJ]). Sejam (f,g9) : M — N um par de aplica¢ées entre variedades
orientdveis, e A C Coin(f, g) uma classe de Nielsen. Entdo |ind|(f,g:A) = |ind(f,g:A)

onde o lado direito denota o valor absoluto do indice de coincidéncia usual.

Definicao 1.1.7. Seja (f,g) : M — N um par de aplicagdes continuas. Dizemos que
uma classe de Nielsen é essencial se, e somente se, o seu indice (ou semi-indice, para
0 caso ndao-orientdvel) € diferente de zero. O nimero de classes de Nielsen essenciais é

chamado de ntimero de Nielsen e denotado por N(f,g).

Temos que N(f,g) ¢ um invariante homotopico, finito e ¢ um limitante
inferior para o conjunto Coin(f’, ¢') das aplicacoes f’ e ¢’ homotdpicas a f e g, respecti-

vamente.

1.2. Torus bundles sobre S*

Nesta secao faremos uma apresentacao do fibrado que recebe o nome de

torus bundle, o qual possui fibra Toro e base S'. E possivel encontrar mais detalhes deste

em [Sa, SWW, GW, Vi, JLJ.



1.2. Torus bundles sobre S* 6

R xR
Vamos denotar por 7" o Toro obtido como o espago quociente A Con-

sideremos A um homeomorfismo do Toro, induzido por um operador linear em R x R
que preserva Z x Z. Podemos identificar A com uma matriz com coeficientes inteiros e
determinante 1 ou —1. Se T'— M % S é um fibrado com base S* e fibra Toro, entdo o

espaco total M é dado por:

T xR
M =M, = ,
. ((x,y),t)N(A”(:v,y),t—n)
onde n € Z.
. ~ c o~ . R [07 1] 1
A aplicacao de projecao, p, é dada por p[((z,y),t)] = [t] € AP ST

Definigao 1.2.1. Uma matriz A em GL(2,7) é chamada uma matriz de Anosov se uma

das sequintes condicoes for satisfeita:
(i) det(A) =1 e |tr(A)] > 2;
(11) det(A) = —1 etr(A) #0.

Se A é uma matriz de Anosov, entao M, é uma 3-variedade com geometria

Sol.



Capitulo 2

APLICACOES ENTRE TORUS BUNDLES

O nosso objetivo principal é conseguir calcular o niimero de Nielsen para
um par de aplicacoes (f,g) entre dois torus bundles My e Mp com A e D matrizes de
Anosov quaisquer em GL(2,7). Consideramos (f',¢') : T — T a aplicagdo induzida na
fibra tal que f, = B, g, = C' e (f,g) : S* — S' a sua induzida na base. A principio
comecamos analisando situagoes com algumas hipoteses restritivas, as quais apresento
nas segoes seguintes. O objetivo nao foi alcancado em sua totalidade, ainda estamos com

alguns casos em aberto que seguem em estudo.

2.1. Aplicacoes de My em My

Vamos comecar considerando que a matriz de colagem do dominio é uma
poténcia da matriz de colagem do contradominio. Para esse caso mostraremos que a
aplicacao linear, dada pela matriz B de sua induzida no grupo fundamental, possui uma
forma especifica se deg f = +r, onde r é tal poténcia, e que é nula se deg f # +r, o que
nos diz quais sao as possiveis aplicacoes de M em M 4.

Sejam

T x R I xR
Rt = G~ @y T 0~ @

com n € Z.
Temos que as aplicacoes f e g sao homotopicas & aplicagoes que preservam

fibra [[Je2],(5.4)] e, portanto, o seguinte diagrama é comutativo:

T MAT' Sl (21)

b

T My St

7



2.1. Aplicacoes de My em My 8

Se f':T —Te f:5" — 5" sdo tais que fj, = B e deg f = k entdo, pelo

diagrama comutativo acima, podemos escrever f : M — M, como

Fl((,y), O] = (B, y) +nl((2, y), )], k)],

onde i : Mar — T & tal que n[((z,y),0)] = (0,0) e [(,)] denota a classe no quociente.

Notemos que como 7 é nula em ¢t = 0, a aplicacao n ¢ homotopica a aplicacao
constante em cada instante ¢, ou seja, n; : T — T é homotopicamente nula, apesar de
n: Ms- — T nao o ser. Temos que, a menos de homotopia, a fungio n se fatora por S?.
Desse modo, ela nao influencia no célculo dos ntimeros de Nielsen de coincidéncias, ja que
tal conta ¢ feita no grupo fundamental das fibras, onde 7; é nula.

Além disso, f se levanta a um recobrimento f : T x R — T x R dado

por f((z,y),t) = (f[’t}(:c,y),kt), onde f' : T — T & dada por f'(z,y) = (xo,%0) se
fl((z,9),0)] = [((z0,90),0)]. Tal " esta bem definida pois [((x1,1),0)] = [((z2,¥2),0)]

se, e somente se, (r1,y1) = (T2, Yo).

Da relagao de equivaléncia que define a variedade, obtemos que ((z,y),0) ~
(A7 (z,y),1).

Assim, f((2,9).0) = (fly(z,9),0) = (B(z,9),0) e f(A"(x,y),1) =
(f[’l] (A" (z,y)), k) = (B(A™"(x,y)),k) ~ (A*BA™"(z,y),0). E, consequentemente, de-
vemos ter B = A*BA™", ou seja,

BA" = A*B.

Observemos ainda, que a aplicagdo f estd bem definida (se passa ao quo-
ciente), pois: dado (z,y) € T, temos que [((z,y),0)] = [(A7"(x,y), 1)], logo devemos ter
71, 0)] = FIA™ (), 1]

Pois bem, f[((z,y),0)] = [(B(z,y) + n((z,),0),0)] = [(B(z,y),0)] e
FIA (), 1)] = [(BA (2, ) + n(A~" (2, ), 1), B)] = [(B(A™ (2,)), k)]. Vejamos que
esses dois pontos sao equivalentes:

(BA™(2,y), k) ~ (A*(BA™"(2,y), k — k)) = (A*"BA™(z,1),0).

Mas, como A*B = BA", entao A*BA™"(z,y) = BA"A™"(x,y) = B(x,y),
para todo (z,y) em T. Portanto, (BA " (x,y),k) ~ (B(z,y),0), ou seja, [ estd bem
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definida.
Um raciocinio totalmente analogo pode ser feito para a aplicacao g.

A partir de agora, denotaremos f, = B e g = C.

2.2. A fibra e a sua matriz induzida

Podemos determinar qual matriz é induzida em cada fibra, o que nos ajudaré
no calculo do namero de Nielsen do par (f,g). O nosso objetivo é usar mecanismos ja
conhecidos para facilitar os calculos desse nimero e um deles nos permite fazer todos
os calculos nas fibras através do determinante de matrizes apropriadas. Assim, nos é
interessante determinar tais matrizes.

Para isso, vamos usar as relacoes de equivaléncia que definem as variedades.

Para simplificar, daqui em diante identificaremos a aplicacao f com a apli-
cacao linear dada pela matriz da sua induzida no grupo fundamental.

Como deg f = k e lembrando que 1 é homotopicamente nula em cada ins-
tante ¢, temos que:

f((x,y),0) = (B(z,y),0) implica que em ¢t = 0, f[/o} é dada pela matriz B;

F (o7 ) = (B ke ) = (Bl 1) ~ (4B(2.1).0). implica que
emt = %, f’%] ¢ dada pela matriz AB;

E assim consecutivamente até as duas ultimas, onde

~ kE—1
f ((x,y), T) = (B(z,y),k — 1) ~ (A*'B(z,y),0), implica que em
k—1

t= 0 f[’k;} ¢ dada pela matriz A*"1B; e

k

- k ~ . .

i (<x,y>, E) = f(x.9).1) = (B(z.y),k) ~ (A*B(z,y),0) implica que em
t =1, fi é dada pela matriz AFB.

Mas, para que a colagem fique bem definida, devemos ter que as aplicagoes

f[/u e f[/o] devem ser dadas pela mesma matriz, o que de fato acontece: por um lado

obtivemos que ((x1,y1),0) EN (B(x1,11),0) e, por outro lado, obtivemos que ((xg, yo), 1) EN
(B(x0, yo) + n((0, Y0), 1), k) ~ (A*B(20, o), 0)-
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Como os pontos do dominio devem ser equivalentes, entao pela relacao de
equivaléncia ((A")"Y(z,y),1) ~ ((z,y),0), teremos que A~"(z1,y1) = (2o, Yo)-

Assim, A*B(xo,y0) = A*B(A™" (x1,51)) = BA(A™" (x1,11)) = Bla1, y1).

E, portanto, ((xo,y0),1) = (A" (z1,91),1) g, (B(x1,11),0), ou seja, a apli-
cacao f[,u também é dada pela matriz B.

Agora, consideremos deg f = k e deg g = [. Como ja vimos, podemos escre-

ver fl((z,y),0)] = [(B(z,y) +n((z,y),8), k)] e g[((z,y), )] = [(C(z,y) +n((2,y),1),11)].

, 1 E—1—1
SeJam tOIO, tl:m’ tgzm, cey tk_”_l:%os ’]{7—”

[\

pontos de coincidéncia do par (f,g) e lembremos que i é homotopicamente nula em cada
instante ¢. Entdo, f((x,y),t0) = (B(z,y),0) e §((x,y),to) = (C(x,y),0) significa que as

aplicacoes f[’to] e gfto] sao dadas pelas matrizes B e C, respectivamente.

Tabem, (200,10 = (Be.). 2 ) ~ (4B, 2 ) et

[
= <C’(aj,y),m) significa que f[’tl] e gftl] sao dadas pelas matrizes AB e C, res-

pectivamente. E assim por diante, até o ultimo ponto de coincidéncia, onde obtemos
i k(k —1] — 1) ht]—1 (k-1 —1)
que f((z,y),tk-y—1) = | Blz,y), —r_; )" A B(z,y), —r_7 /°©
- (k=1 —1
g((l’7y), t|k—l|—1) - (C($7y)7 %

dadas pelas matrizes A*~U=1B e C, respectivamente.

) 0 que significa que f[/t|k,”,1} e gft\k—u—l] Sa0

O teorema a seguir nos mostra as formas especificas da matriz B, ou seja, to-

das as possiveis aplicacoes para o nosso contexto, as quais dependem do grau da aplicacao

f:St— St

Teorema 2.2.1. Seja f : Mar — My uma aplicacao entre Sol-torus bundles Mar e My

com matrizes de Anosov A" e A, respectivamente, A € GL(2,Z), r € N. Considere

m n
também f" . T — T a aplicagdo induzida na fibra tal que f, = B = , e

p q

f: 81— S Suponha que A" = . Entao:
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\

, sedegf=r
p q
it
—q —la—|5|p _
¢ ¢ deg f=—redetA=1 ou
) se —
deg f = —r;r par e det A = —1
p q
b/
—-q {g]q B
deg f = —r;r impar e det A = —1,
,  se
[, com a',d # 0
— 14 q
a’}
deg f = —r;r impar e det A = —1,
0 , se coma =0 oud =0;

ou deg f # +r

a —d b a —d v d
onde 7| P || P R A q € Z.

Demonstracdo. Suponhamos, primeiramente, que deg f = 7.

a0 sistema

linhas sdo equivalentes; da primeira linha obtemos ! n = [

Pelo diagrama comutativo (2.1) temos que BA™ = A" B, o que é equivalente
(

ma' +nd = ma + pb’
mb +nd = nad + qbf o o
, nas variaveis m,n,p e ¢. A primeira e quarta
pa' +qcd = md +pd
\ pb +qd = nd +qd

/

—/} p e da terceira linha m =
c

a — d
{(—,)} p+q. Substituindo os valores encontrados para m e n na segunda linha, vemos
c

!Observe que ¢’ # 0 pois A” ¢ uma matriz de Anosov (ja que A o ¢). De fato, se ¢ = 0, entdo
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que esta equacao é claramente satisfeita. Portanto,

a —d v
q+|: c ]p [g]p I d’ y
B = , onde [a— ]p,{—,]pez.
c

Suponhamos agora que deg f = —7, com det(A) = 1 our pare det(A4) = —1.

O diagrama comutativo (2.1) implica que BA"™ = A™" B, o que é equivalente
(

ma' +nd = md —pb
. . mb +nd = nd — qb/ o
ao sistema linear , has variaveis m,n,p e q. A segunda e
pa +qcd = —md + pd
\ pb +qd = —nd +qd
terceira linhas sdo equivalentes; da segunda linha obtemos 2 m = —q e da quarta linha
a —d b
n= gq — —p. Substituindo os valores encontrados para m e n na primeira linha,
c c

vemos que esta equagao é claramente satisfeita. Portanto,

a —d b
4 |: c :| 1= [g] p ! d/ b/
, onde {a ; } q, {g} p € L.

Se deg f = —r, r impar e det(A) = —1, entdo o diagrama comutativo (2.1)
(

ma’ +nd =—md + pb

mb' +nd = —nd + gb/

implica que BA" = A™" B, o que é equivalente ao sistema linear < ,
pa +qd = md — pd

\ pb +qd = nd —qd

nas variaveis m, n,p e ¢. Da primeira e quarta linhas obtemos ® m = —¢. Substituindo na
/ /

segunda e terceira linhas obtemos, se a’ # 0ed # 0,n = Eq e p = —— ¢, respectivamente.
a

0 d
pode acontecer, pois por ser de Anosov, temos que [tr(A")| > 2.

a v
AT = ( ) seria tal que 1 = det(A) = det(A") = d'd' = o’ = £1 = d' = |tr(A")| = 2 o que ndo

2Observe que, pelo mesmo raciocinio, b’ # 0.
3Observe que tr(A") =a’ +d # 0.
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Portanto,
4l
—q =14
d/ b/ /
B = , onde {E] q, [—,}qEZ
C/
- {;} q q
Se @' = 0 (e portanto d’ # 0, ja que tr(A") # 0), obtemos o sistema linear
§
nc = —md + pb/
mb +nd = —nd + qb o o .
, nas variaveis m,n,p e ¢q. Da primeira e quarta linhas
qc = mc’
\ pt +qd = nc’
obtemos ¢ = —m. Da terceira, ¢ = m; logo concluimos que ¢ = m = 0. Substituindo na

segunda linha, obtemos n = 0 e voltando na primeira, obtemos p = 0. Portanto, B = 0.

Para o caso d' = 0 (e a’ # 0), basta proceder de modo anélogo.

Por fim, suponhamos que deg f = k # +r.

Como A é uma matriz de Anosov, entdo A é diagonalizavel *, logo existe

_ A0
P e GL(2,R) tal que P7'AP = A = ! onde A\; e Ay sdo os autovalores de A.
0 Ao
. _ . Y
Consideremos B = P~"BP =
z w
Entao
_ o T A0 AP0 x
BA" = A*B & i ! = P
zZ w 0 A 0 A z w

] = Mz (I)
yAp = Ay (1)
2N = Nz (1))
w\y, = Mw. (IV)
Em (I) temos:

\

4Ver Apéndice A
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Ak =0 = z=00uM =0
x)\’f()\fk_l):() = ou ,se k<
i NTF—1=0 = MNF=1

A =0 = z=00ul =0

zAT(1 - )\’fir) =0= ou ,ser < k.

1-A7=0 = MN7=1
Mas, A'lkfr‘ = 1 nao acontece, pois \; # +1 ja que A é de Anosov e k # 7.
Também \¥ = 0 e \] = 0 nao acontecem, pois A\; # 0 ji que M\ Ay = det A = 1.
Portanto, s6 podemos ter x = 0.
O caso (IV) é totalmente analogo, logo w = 0.
Em (I1):

_ 1
Como £1 = det A = A\ \y, entdao A\ = i/\—Z. Assim, y\, = Ay = y\, =

k

1

(i/\—) y = y\;™" =ty e, como \yTF £ +1 e k # —r, entdo y = 0.
2

Do mesmo modo obtemos z = 0.

_ 0 0
Portanto, B = e, consequentemente, B =

0 0 0 0
]

Observacao 2.2.2. Essa caracterizacao da matriz B coincide com a do artigo [SWW]

quando f ¢é uma auto-aplicacao, ou seja, quando r = 1.

Claramente, f cobre uma familia de recobrimentos. E uma questao natural
que surge é quais graus sao realizaveis. O trabalho [SWW]| responde essa questao para
auto-aplicacoes entre torus bundles e safiras. O teorema acima nos permitiu iniciar um
trabalho, ainda em andamento, para responder essa questao para os outros casos, ou seja
para aplicagoes quaisquer entre torus bundles e safiras.

O proximo teorema nos diz como calcular o nimero de Nielsen de aplica-

T xR Y TxR
A — )
xvy)7t> ~ ((Ar)n(x7y)7t - n) ((l‘,y),t) ~ (A”(l‘,y),t - n)
onde r € N, n € Z. Em sua demonstracao, usaremos o que foi feito na Secao 2.2, a

coes f,g: My = G

caracterizacdo da matriz B e também dois resultados dos artigos [Jel] e [Je2|, os quais

enunciaremos a seguir.
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Este primeiro resultado, encontrado em [Jel|, nos diz como calcular o nu-

mero de Nielsen se estivermos trabalhando com o Toro:

Lema 2.2.3 ((7.3),[Jel]). Seja T™ o Toro n-dimensional e f,g:T" — T"™ uma aplica¢cdo
continua. Sejam B e C matrizes n X n representando os endomorfismos fy, gy : mT™ —
mT™. Entao

N(f.9) = |L(f, 9)| = |det(B — C)|.

Este segundo, encontrado em [Je2|, nos diz (além de outras coisas), que
podemos somar os nimeros de Nielsen das fibras para obter o ntimero de Nielsen do

espaco total:

Lema 2.2.4 ((5.5),[Je2]). Sejam ¢, ¢’ difeomorfismos do Toro k-dimensional. Considere
as matrizes kxk, A e D, representando ¢y, ¢y : mT — mT e suponha que det(I—A) #0.
Entao qualquer par de aplicacoes continuas f,q : My — Mp € homotdpico a um par de

aplicacoes que preservam fibra

M5 (2.2)
(I
s1_t9. g

Seind(f,g) = 0, entdo (f,g) € homotdpico a um par livre de coincidéncias,
e portanto (f,g) também é, e N(f,g) = 0. Se ind(f,g) = k # 0 entio fivre um ponto de

coincidéncia b € S' e denote por B e C as matrizes representando fb# e gpy. Entao,

k| -1 |k —1

N(f,9) =Y N(fo¢"a) = Z|detB D).
=0

Apesar do teorema seguinte ser uma consequéncia imediata do Lema 2.2.45,
a nossa demonstracao apresenta uma visao mais geométrica, por isso, optamos por apresenté-

la na tese.

>Temos que det(] — A") # 0, logo podemos aplicar o Lema 2.2.4. Esse lema nos diz que se N(f,g) =0
N(f.9)-
(ou seja k = 1), entdo N(f,g) = 0 e se N(f,g) # 0, entdo N(f,g) = Z |det(B — D'O)| (que &
i=0
simétrico ao resultado que apresentamos).
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Teorema 2.2.5. Sejam f,g : Mar — Ma aplicagoes entre Sol-torus bundles Mar e My
com matrizes de Anosov A" e A, respectivamente, A € GL(2,Z), r € N,. Considere
também f',g" : T — T aplicagoes induzidas na fibra tais que f, = B e g, = C, e
f,g:S"— S tais que deg f = k e deg g = . Entdo

0 , sek=1
N(f.g)=4{ "L .
D |det(ANIB — C)| | se k #£1
=0
_ -1 , sek<0
onde sign(k) :=
1, sek>0.

Demonstracao. Primeiramente, observemos que existem seis casos para serem analisados:

(a) k=rel+# +r;

(b) k=rel=rmr;

() k# Erel#+r;

(d) k=—-rel=mr

(e) k=—-rel=—-r;

(f) k=—rel#=+r.

Também, nos itens (a), (d) e (f) existem os casos simétricos.

Suponhamos que A" =

(a) Sabemos que f é homotépica a uma aplicacio f(t) = rt e, pelo diagrama comu-

a —d b
q-+ o | P a|P

tativo (2.1), temos que BA" = A"B onde B = ,

p q

L d b
{a - } D [—/} p € Z (Teorema 2.2.1). Além disso, C' = 0 (Teorema 2.2.1) e g é
c c

homotopica a uma aplicacao g(t) = It.
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Assim, rt = lt(mod 1) = |r — It = 0(mod 1) = t, = 0;t; = ity =

2 -1 -1 -
iRaE st—ij—1 = % sao os |r — | pontos de coincidéncia de (f, g). Como
r— r—

N(f,g) = |r — |, entdo os pontos de coincidéncia estdo em classes distintas.

Como vimos no comego deste capitulo, podemos escrever f[((z,y),t)] = [(B(z,y) +

n((xz,y),t),rt)] e g[((z,y),t)] = [(C(z,y) + n((z,y),t),lt)]. Seguindo o raciocinio

feito na secao 2.2, vamos obter que as aplicacoes f[’to},gfto}, f[’tl], gftl], f[’tz],gftﬂ, . ’f[lt|r7u71}

e gft\r—ﬂ—l] sao dadas pelas matrizes B,C, AB,C, A?B,C, ..., A""I"1B ¢ C respec-

tivamente.

Assim,

Lema2.2.4

N(f7 g) - N(f[/to]? gfto}) + N(f[/tl]’gftlp T N(f[,th‘—l\—l]’ gft\r—”—l])
Lema223 1 Qet(B — C)| + | det(AB — C)| + ... + | det(AT—1-1B — )|

[r—1|—1

= > |det(A'B - C).
=0

Nestes casos, podemos tomar f homotépica a f, onde f ¢ uma translacao por ¢ de
f (0 < &< 1/4) de modo que f e § niio tenham mais coincidéncias. Consequente-

mente, N(f,g) =0.

Podemos seguir o mesmo raciocinio do item (a) e obter os |k—I| pontos de coincidén-
cia de (f,g). Seguindo ainda nesse raciocinio, vamos obter o niimero de Nielsen de f
e g em termos de det(A‘B — C). Porém, pelo Teorema 2.2.1, temos que B = 0 = C
e portanto A'B — C' = 0, de onde obtemos que N(f,g) = 0.

Aqui nés temos que f é homotopica a uma aplicacao f(t) = —rt, g é homotopica
a uma aplicacdo g(t) =rt, BA" = A7"B e CA" = A"C (pelo diagrama comutativo
(2.1)), onde
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[ [a’;d’}q_[g]p se (det(A) = 1) ou

(det(A) = —1 e r é par)

, se det(A) = —1 e r é impar

a —d b

b [
M " E} g7 (2.2.1).
. 1 2
Assim, 7t = —rt(mod 1) = 27|t =0( mod 1) =ty = 0;t; = —ty = m;.
r T

|2r]
2 =1 o =
o] sdo os |2r| pontos de coincidéncia de (f, g). Como N(f,g) = |2r|, os pontos

-

de coincidéncia estdo em classes distintas.

Consideremos f[((z,y),t)] = [(B(z,y)+n((z,y), 1), —rt)] e g[((2,y), V)] = [(C(z, y)+

n((x,y),t),rt)]. Entao as aplica¢oes f{to],gfto], f{tl],gftlp e f[’tw_l] e gftlb“l—l] sao da-
das pelas matrizes B,C, A~'B,C,... A=) B ¢ C, respectivamente.
12r|—1
Utilizando os Lemas 2.2.3 e 2.2.4 obtemos que N(f,g) = Z |det(A™'B — C)|.
i=0

(f) Neste caso, temos |l+r| classes de coincidéncia. Assim, as aplicagoes f[’to],gfto], f[’tl], gftl], .

f[’t“+ e 9] | sdo dadas pelas matrizes B, C, A'B,C,... A~H=DB e C, res-

Uigr|—1

N
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pectivamente; onde

[ {a,;dl}q_[g}p se (det(A) = 1) ou

(det(A) = —1 er é par)

p q
B pu—
b/
—q {E] q
, se det(A) = —1er éimpar
C/
- {;} q q
e C=0.
ASSiITl7 N(f7 g) = N(f[/to]agfto]) + e + N(f[/tlr+l|—1]’gft|r+z|—1]) = |det(B - C)| +
|r+1]—1
|det(A™'B = C)| + ...+ |det(A~"IFUB — C)| = Y |det(A™'B - C)|.

=0

]

Observacao 2.2.6. Sob as hipdteses do Teorema 2.2.5, com um pouco de cdlculo, podemos
mostrar que se A € SL(2,7Z), f,g: Mar — M e B e C sdo da forma do Teorema 2.2.1
entdo, det(A'B — C') = det(B) + det(C).

Como consequéncia desse teorema e da observacao acima, podemos enunciar

os dois préximos Corolarios.

Corolario 2.2.7. Sob as hipdteses do Teorema 2.2.5, se A € SL(2,7), entao
N(f,g) = |k — ]| det(B) + det(C)].

Para a demonstragao do segundo Corolério, precisaremos do Lema abaixo,

cuja demonstragao pode ser encontrada em [Sal.

a; 1

1 0
uma raiz primitiva de A; C(A) = {B € GL(2,Z)|BAB™' = A} e R(A) = {
GL(2,Z)|BAB~' = A~'}. Entao:

S

Lema 2.2.8. Sejam A = cA} uma matriz de Anosov onde Ay = [[_; é

B e
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(1) C(A) = {£Ai(i € 2)} 2 Z + Z,.

(2) Suponha que det(A) = 1, e que o periodo primitivo (ay, ..., as) seja invertivel, isto é,
existe um inteiro u (1 < u < s—1) tal que (ag, a5 1,...,a1) = (Quat1, -, Ag, A1y -, Qy)-
0 1 s a; »
Coloque P = | . Entio R(A) = C(A)P.

-1 0 1 0

(3) Se a condicio (2) néo for satisfeita, entdo R(A) € um conjunto vazio.
(4) Uma matriz Q em R(A) possui periodo 2 ou 4, dependendo se det(Q) = —1 ou +1.

Corolario 2.2.9. Sob as hipdteses do Teorema 2.2.5, se f,g: My — M sao homeomor-

fismos, entdo N(f,g) =0 ou N(f,g) =4.

Demonstracao. Primeiramente, observemos que como f e g sao homeomorfismos, entao

k=deg(f) ==+1 el =deg(g) = £1.

Se det(A) = —1, entao pelo Lema 2.2.8 (3), temos que nao existe matriz
B com det(B) = +1 tal que BA = A7'B. Assim, deg f = 1, ou seja, f induz o ho-
momorfismo identidade em 7;(S'). De modo anélogo, § também induz o homomorfismo
identidade em 7;(S'). Portanto, N(f,g) = 0.

Se det(A) = 1, entdo nos casos k = 1 =1l e k = —1 = [, temos que
N(f,g) =0. Para k = —1 e l =1 (ou no caso simétrico) temos, pelo Corolario 2.2.7, que
N(f,g) =2|det(B) + det(C)|.

Assim,
e N(f,g) =0, quando det(B) =1 e det(C) =—1, ou det(B) =—1 e det(C) = 1;
e N(f,g) =4, quando det(B) = det(C).
O]

Observacao 2.2.10. No caso onde [ e g sao homeomorfismos, temos que Coin(f,g) =
Fiz(f~' o g) e, portanto, o Coroldrio 2.2.9 pode ser obtido do Teorema 2.2 de [GW].
Porém, optamos por apresentd-lo dessa maneira por ser uma preparac¢ao para o que fizemos

posteriormente.
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2.3. Aplicacoes de M4 em M ys

O préximo passo, indo em direcao ao objetivo inicial, é analisar quando
tanto a matriz de colagem do dominio quanto a do contradominio sao poténcias de uma
mesma matriz de Anosov A. Para este caso, concluimos que as tnicas aplicagoes, que nao
sejam triviais na fibra, entre as variedades M- e Mys sao obtidas quando r = £ks, onde

k = deg f. Estamos assumindo que k > 0 e s > 0.

Teorema 2.3.1. Seja f : Mar — Mas uma aplicacao entre Sol-torus bundles Mar e M 4s
com matrizes de Anosov A" e A®, respectivamente, A € GL(2,Z), r,s € N. Considere
também f': T — T a aplicagao induzida na fibra tal que fj, = B, e f: 8" = St com
deg f = k. Entdao B =0 ser # +ks.

Demonstracao. De fato, suponhamos que r # +ks.

Como A é uma matriz de Anosov, entdo A é diagonalizavel ¢, logo existe

_ A O
P e GL(2,R) tal que P7'AP = A = ! onde A\; e Ay sao os autovalores de A.
0 X
) _ . Y
Consideremos B = P7"BP =
Z w
Entao
_ _ _ A\ 0 )\sk 0
BAT = (AyBe [ T ! —[ ™ S PR
z w 0 A 0 Ak z w

z\] = MFr (I)
yXy = My (1)
2N = NFe o (11D)
wXy = AFw. (IV)
Em (/) temos:

5Ver Apéndice A
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Ak =0 = z=00u)F=0

i N7F—1=0 = N*F=1
AN[—zA]" =0 =
AT =0 = z=00ul =0

L 1-X"=0 = AT =1
Mas, A1 = 1 ndo acontece, pois A; # %1 ja que A é de Anosov e sk # r.
Também ;% = 0 e A7 = 0 ndo acontecem, pois A\; # 0 ja que ANy = det A = +1.
Portanto, s6 podemos ter x = 0.
O caso (IV) é totalmente analogo, logo w = 0.
Em (I1):
B 1 1 sk
Como £1 = det A = A\ \o, entao A\; = i)\_' Assim, yAL, = (j:)\—) Yy =
2 2

y AT = 4y e, como ATF £ +1 e r # —ks, entdo y = 0.

Do mesmo modo obtemos z = 0.

_ 0 0 0 0
Portanto, B = e, consequentemente, B =

0 0 0 0

Corolario 2.3.2. Sob as hipoteses do Teorema 2.3.1, se r = ks, entao:
(i) Ser edeg f tem o mesmo sinal, entio A e B sdo simultaneamente diagonalizdveis.

(ii) Ser e deg f tem sinais contrdrios, entao so teremos aplicagoes triviais na fibra, no

caso do dominio ser nao-orientdvel.

Demonstracao. Utilizando o mesmo raciocinio do inicio da demonstracao do Teorema

2.3.1, temos:

(i) Se r = ks e deg f = k, entdo no sistema

(

o] = NFxo (1)

g = Aty ()
2N o= Nk (1)
w\y, = NFw. (IV)

(%)

x)‘ik(ATSk -1)=0= ou ,ser > sk

)

zA](1 — )\fkfr) =0 = ou ,ser < sk.
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ndo podemos afirmar nada sobre x e w. Em (1), yA\%** = &y = y = 0. O mesmo

acontece com z em (III).

Assim, se r = ks e deg f = k, entdo B = ,com z,w € R.

Se r = —ks e deg f = —Fk, entdo no sistema

(

e\ = A%z (D)
= Aty (1)
2N = AFz (IID)
| WAy = Ay Fw.  (IV)

(+4)

2sk

nao podemos afirmar nada sobre z e w. Em (II), yA\;**" = £y = y = 0. O mesmo

acontece com z em (III).

Assim, se r = —ks e deg f = —k, entdo B = com z,w € R.

Portanto, em ambos os casos acima, obtemos que A e B sao simultaneamente dia-

gonalizaveis.

Agora, se r = ks e deg f = —k, precisamos analisar os casos det(A4) = 1 e det(A) =
—1 separadamente.

Se det(A) = —1 e r é par, ou det(A) = 1, entdo no sistema (k) ndo podemos

—ks
afirmar nada sobre y e z, ja que teremos yA5* = A"y = (/\%) y=\Nsy=9y=y
na equagao (IT) e o analogo na equacdo (III). Da equagao (I) obtemos )\|123k| =1
ou x = 0, de onde concluimos que z = 0. O mesmo podemos concluir para w na

equagao (IV).

_ 0 vy
Assim, para esse caso, obtemos B = ,com y, z € R.
z
Se det(A) = —1 e r & impar, entao a diferenca é que passamos a ficar com a equacao

y\ss = (=Xp)*y = —y =y, e portanto, y = 0. O mesmo ocorre com z. Quanto as
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equacoes que envolvem x e w, elas nao sofrem alteracoes. Portanto, z,y, z e w sao

R 0 0
nulos. Ou seja, B =
0 0
Ser = —ks e deg f = k, entdo considerando o sistema (*) e procedendo como acima,

obtemos os mesmos resultados.

Portanto, para os casos desse item, quando o dominio é nao-orientavel s6 temos

aplicagoes triviais na fibra.

]

Observacao 2.3.3. Se r = +ks, entdo teremos que BA™™ = A* B ¢ assim, obtemos a
mesma forma para a matriz B do Teorema 2.2.1. Observe que no caso onde det(A)—=-1
e r € impar, obtemos que B = 0 o que nos diz que a matriz B no Teorema 2.2.1 para
0 caso a',d # 0, nao ¢ realizdvel em Z. Além disso, denotando A®* = D, temos que
Aks = (A5k = DF. Assim, o mimero de Nielsen para f,g: Mar — Mas, coincide com o

caso f,q: Mpr — Mp.

2.4. Aplicacoes de M, em M)

Este é o caso mais geral que podemos analisar para aplicacoes entre torus
bundles.

Consideremos f : M4 — Mp qualquer, com A e D matrizes de Anosov em
GL(2,Z). Sejam f': T — T a aplica¢do induzida na fibra tal que f}, = Be f: ' — 5!
a sua induzida na base.

O Lema(1.1) de [Sa]” nos diz que M4 ¢ homeomorfa a Mp se, e somente

"Lema (1.1) [Sa]. Sejam A e D matrizes em GL(2,Z). Entao as seguintes condigoes sio equivalentes.
(1) M4 é homeomorfo a Mp.

(2) m(M4,) éisomorfo a 71 (Mp).

(8) O Z (t)-modulo Hy4 é isomorfo ou anti-isomorfo ao Z (t)-modulo Hp.

(4) A é conjugado a D ou D1,
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se, A & conjugada a D ou a D!, ou seja, se existe uma matriz P € GL(2,Z) tal que
A= PD* p-1

Observemos que se deg f = k, entdo o diagrama comutativo (2.1) implica
que BA = D*B.

Assim, se [/ : T — T for um homeomorfismo, entdao B € GL(2,7Z) e
BA = D*B = A= B7'DFB, ou seja, A ¢ conjugada a D* e, portanto, M4 é homeomorfa
a Mpr. Logo, voltamos ao caso f : Mar — Ma.

Resta analisar o caso onde f’ ndo é um homeomorfismo.

Conseguimos resolver completamente esse caso quando deg f = 1 e & o que

apresentamos nesta secao. O caso degf = 1 segue em estudo.

Teorema 2.4.1. Seja f : My — Mp uma aplicagao entre Sol-torus bundles com matrizes
de Anosov A, D € GL(2,Z). Considere também f':T — T a aplicag¢io induzida na fibra
tal que fi, = B, e f : ST — S, com deg f = 1. Entao B = 0 se det(A) # det(D) ou se
det(A) = det(D) e tr(A) # tr(D).

Demonstracao. Denotemos por:

a b m n r Yy

c d P q Z w

(a—x)m+cn—yp =

X . . bm +(d—z)n—yq =
Da equacao matricial BA = DB obtemos o sistema:

—zm+ (a—w)p+cqg =

o o o O

—zn+bp+(d—w)qg =
o qual possui a seguinte matriz de coeficientes:

(a — x) c —y 0
o b (d—x) 0 —y
—z 0 (@ —w) c
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O polinémio caracteristico da matriz dos coeficientes, pg(t), é dado por:

(a—x—1t) c —y 0 ]
b d—xz—1 0 —
ps(t) = det (d=o—=1) Y =
—z 0 (a —w—1) c
0 —z b (d—w—1)

=222+ ((—2w =2t +d+a)r+ (=2t +d+a)w —2t* + (2d + 2a)t — d* — 2bc — a?)yz + (w? +
(2t—d—a)w+t*+ (—d—a)t+ad —be)z? + (2t —d — a)w? + (4¢* + (—4d — 4a)t + d* + 2ad +
a®)w+ 263 4 (=3d — 3a)t* + (d* + 4ad — 2bc + a®)t — ad?® + (bc — a®)d + abe)x + (£ + (—d —
a)t+ad—be)w? + (2t3 + (—3d — 3a)t* + (d* + dad — 2bc+ a?)t — ad? + (be — a?)d + abc)w + 4 +
(—2d—2a)t*+ (d* +4ad —2bc+a?)t* + (—2ad* 4 (2bc— 2a* ) d+2abe) t+ a*d? — 2abed + b*¢? =

= t* + (22 + 2w — 2d — 2a) 3 + (2* — 2y2 + 4wz — 3dx — 3ax +w? — 3dw — 3aw + d* + 4ad —
2bc + a®)t? + (2dyz — 2xyz — 2wyz + 2ayz + 2wr? — dr? — azr? + 2w?r — 4dwx — dawz +
d*x + 4adx — 2bcx + a’x — dw? — aw? + d*w + 4adw — 2bcw + a*w — 2ad? + 2bed — 2a%d +
2abe)t + y?2? — 2wzryz + dryz + azyz + dwyz + awyz — d*yz — 2bcyz — a’yz + wix? —
dwr? — awz? + adx® — bex? — dw*s — aw?z + d*wx + 2adwz + a*wx — ad*x + bedr — a*dx +

abcx + adw? — bcw? — ad?*w + bedw — a’dw + abcw + a*d? — 2abed + b2,

onde o termo constante de pg(t) é exatamente o determinante de S. Assim,

det(S) = y?2? — 2wayz + dryz + azyz + dwyz + awyz — d*yz — 2bcyz — a*yz + wa® —
dwr? — awz? + adx® — bex? — dw*s — aw?z + d*wx + 2adwz + a*wx — ad*x + bedr — a*dx +

abex + adw? — bew? — ad?w + bedw — a?dw + abew + a?d? — 2abed + b2c?

= &*(wz — yz) + a*(wz — yz) — yz(wz — yz) + zw(wr — yz) + 2*(ad — be) + (ad — be)? —
aw(ad — be) — dw(ad — be) + w?(ad — be) — az(ad — be) — dz(ad — be) — de(wz — yz) —
ax(wzr —yz) — dw(wz — yz) — aw(wxr — yz) — 2bcyz + 2adwxr = A.
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Se det(A) =1 = det(D), entdo:
A=d*+a®—yz+aw+zi+1—aw—dw+w? —ar —dr —dz — azx — dw — aw — 2bcy 2+ 2adwx
=d® + a® + 2% + w? — 20w — 2dw — 2ax — 2dx — 2bcyz + 2adwx + 2
=(a+d—z—w)?—2da — 2xw — 2bcyz + 2adwzx + 2
a+d—x—w)+2ad(wr — 1) — 2zw — 2bcyz + 2
2+ 2yz(ad — bec) — 2xw + 2
2 —2(zw —yz) + 2
2—242

—~ l —~
IS
_I_
IS
|
8
|
~—  — \% ~— ~—

Se det(A) = —1 = det(D), entao:
A =—d*—a’+yz—rw—2*+1+aw+dw—w?*+ax+drv+dr+ax+dw+aw —2bcy 2+ 2adwx
= —d? — a? — 2% — w? + 2aw + 2dw + 2ax + 2dx — 2bcyz + 2adwzx + 2
= —(a+d—x—w)*+2da + 2zw — 2bcyz + 2adwz + 2

a+d—x—w)?+2yz(ad — be) + 2xw + 2
a+d—(x+w)?+2xw—1yz)+2
tr(A) —tr(D))* —2+2
tr(A) —tr(D))%
Portanto, em ambos os casos, det(S) = 0 se, e somente se, tr(A) = tr(D).
Ou seja, se tr(A) # tr(D), entdo det(S) # 0 e, assim, o sistema admite uma tinica solugao,

a trivial. Logo, m =n=p=¢ =0, isto ¢, B = 0.

Suponhamos agora que det(A) = 1 e det(D) = —1 o caso simétrico é
analogo.

Entao,
A= —d*—a’+yz—aw+r*+1—aw—dw+w?—axr—dr+dr+ax+dw+aw —2bcy 2+ 2adwx

= —d? — a® + 2% + w? — 2bcyz + 2adwz + 2
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= —(a+d)* + 2ad + (v + w)* — 2w — 2bcyz + 2adwzr + 2
(

= —(a+d)*+ (x + w)* + 2ad(1 + wz) — 22w — 2bcyz + 2

tr(A)? + tr(D)? + 2yz(ad — bc) — 2zw + 2
tr(A)? +tr(D)? — 2(zw — yz) + 2
tr(A)? +tr(D)*> +2+2
tr(A)? +tr(D)* +
Observe que —tr(A)? + tr(D)? + 4 nunca se anula, ja que |[tr(A)] > 2 e
tr(D) #0
Portanto, det(S) é sempre diferente de zero e, assim, o sistema admite uma
unica solucao, a trivial. Logo, m =n =p = ¢ =0, ou seja, B = 0. O]

Teorema 2.4.2. Seja f : My — Mp uma aplicagao entre Sol-torus bundles com matrizes

de Anosov A, D € GL(2,7Z) tal que det(A) = det(D). Considere também ' : T — T a

m n _ _
aplica¢do induzida na fibra tal que f, = B = ,ef:81 = St comdeg f=1.
p q
a b Ty
Suponha que A = eD =
c d zZ w

Se tr(A) = tr(D), entdo

onde {a — w] P, [E] q, [91 D, {d w] qe .
z z z z
Demonstracao. Da equacao matricial BA = DB obtemos o sistema:

(a—z)m+cn—yp =
bm+(d—x)n—yq =
—zm+ (a—w)p+ecq =

o o o O

—zn+bp+ (d—w)qg =
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Como tr(A) = tr(D), isto é a+d = x4w, entdo a—zr = w—d e d—x = w—a.
Substituindo no sistema, obtemos:

/

—(d—wm+en—yp = 0 (1)
bm—(a—wn—yqg = 0 (II)
—zm+ (a—w)p+cq = 0 (II])
—zn+bp+(d—w)g = 0 (IV)
Da equagao (ITT) obtemos®: m = w.
bp + (d — w)q

Da equacao (IV) obtemos: n =
z

Substituindo em (I) os valores de m e n encontrados, obtemos:

(d—w) {(a—w)pﬂch} e [bp+ (i—w)q}

z

—yp=0

= (—da + dw + wa —w? +cb —yz)p=10

= (-14+w(a+d) —w?—yz)p=0[se det(A) = 1] ou (1 +w(a +d) —w? —yz)p =0 [se
det(A) = —1]

= (-14+w(z+w)—w?—y2)p=0ou (1+w(x+w) —w?—yz)p =0 [pois tr(A) = tr(D)]

= (-1+1+w?*—w?)p=0]se det(D) =1] ou (1 — 1+ w? —w?)p =0 [se det(D) = —1]
= Op = 0 |[em ambos os casos| e, portanto, p é uma variavel livre.
Substituindo em (II) os valores de m e n encontrados, obtemos 0g = 0 e,

portanto, ¢ também é uma variavel livre.

a—w c b d—w
, p+|Sla |Z|p+ g
Assim, B = z z z z :
b q
_ b d—
onde {a w} P, [E} q, {—] P, {—w} q € 7. O
z z z z

82 # 0 pois D é matriz de Anosov.
De fato, se z = 0 entdo 1 = det(D) = 2w — yz = 2w = ¢ = £1 = w = |tr(D)| = 2. Absurdo!

Ou —1 =det(D) = zw — yz = zw = = e w tem sinais opostos, e portanto, tr(D) = 0. Absurdo!



Capitulo 3

AUTO-APLICACOES ENTRE SAFIRAS

Para apresentar a variedade que recebe o nome de safira (torus semi-bundle),

utilizaremos a defini¢do dada em [SWW].

Definigao 3.0.3 ((1.4),[SWW]|). Seja K a garrafa de Klein e N = KxI o I-fibrado
torcido sobre K (twisted I-bundle over K ). Um torus semi-bundle N, = N Uy N €
obtido pela colagem de duas copias de N pelo seu bordo, ON, o qual é um toro, via um
difeomorfismo ¢. Observe que Ny € foliado por toros paralelos ao ON com uma garrafa

de Klein no centro de cada cdpia de N.

Ainda de acordo com [SWW], temos a seguinte definicao: Seja (z,y,z) a
coordenada de S* x S' x I. Entao N = S' x S! x I/7, onde 7 é uma involugao que
preserva orientagao tal que 7(x,y,2) = (x + 7, —y,1 — 2), e temos o recobrimento duplo
p: St xS'xI — N. Sejam C, e C, dois circulos em S* x S' x {1} onde em C,
temos y sendo constante e em C, temos z sendo constante. Denotemos por Iy = p(C;)
(nivel 0) e I, = p(Cy) (nivel co) em ON. Uma coordenada candnica é uma orientagao
de [y U I, assim, existem quatro escolhas de coordenadas canonicas em ON. Uma vez

que escolhemos as coordenadas canoénicas em cada ON, ¢ é identificado com um elemento

a b a b
de GLy(Z) dado por ¢(ly,ls) = (lo, L)
c d c d

Proposition 1 ((1.5),[SWW]|). Com uma escolha adequada de coordenadas candnicas de

ON, temos:

. 10 01
(1) N, admite a geometria E® se, e somente se, ¢ = ou ;

01 10

30
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. o 10 0 1 1 z
(2) Ny admite a geometria Nil se, e somente se, ¢ = , ou
z 1 =z 01
com z # 0;
a
(3) Ny admite a geometria Sol se, e somente se, p= , com abcd#0, ad—bc=1.
c d

Além disso, um torus semi-bundle N, também é um torus bundle se, e

10
somente se, ¢ = sob uma escolha adequada de coordenadas candnicas.

z 1

Seja N, uma variedade safira que nao é um torus bundle sobre S*.

No artigo [GW] os autores provam que:

Proposigao 3.0.4 ((3.2),|GW]). Toda variedade safira com geometria Sol possui um re-

cobrimento duplo por um torus bundle sobre S com aplicacio de colagem Anosov.

Denotando por M tal torus bundle,

Proposicao 3.0.5 ((3.3), [GW]). O subgrupo m (M) é completamente invariante em
m1(Ny), isto €, para qualquer endomorfismo ¢ : w1 (Ny) — w1 (Ny), p(m(M)) C m(M).

Além disso temos que M é sempre orientavel [[SWW],(2.8)].

3.1. O ntimero de Nielsen para auto-aplicacoes entre

safiras

Calculamos o niimero de Nielsen para coincidéncias de auto-aplicacoes f, g :
Ny — Ny utilizando o seu recobrimento duplo por torus bundles, e sintetizamos em dois
teoremas. O primeiro deles trata de homeomorfismos e o segundo de auto-aplicagoes

quaisquer.

Teorema 3.1.1. Seja Ny uma variedade safira que nao é um torus bundle sobre S'. Se

Ny tem a geometria Sol, entdo para todo par de homeomorfismos (f,g) : Ny, — Ny, temos

que N(f,9) =0 ou N(f,g) =4
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Demonstragao. Como f,g: Ny — Ny sao homeomorfismos, eles podem ser levantados a
(f1,91), (afi,aq1), (afi, 1), (fi,a91) : M — M, onde o : M — M & uma transformagao
de recobrimento (deck transformation). Além disso, temos que deg f = +1 and degg =

+1. Assim, temos trés possibilidades para analisar:
(i) deg f=1=degg;
(ii) deg f = —1=deggy;

(iii) degf = —1e degg=1.

Observemos que se fi induz a identidade em 71 (S*), entdo f; é homotopica
a aplicacdo identidade em S' e como « induz —id na base S' [GW], temos que af; induz
—id em 71(S1).

Desse modo, temos quatro possibilidades para as aplicacdes fi, g1, afi, agr:

e fi e ¢ induzirem idg: enquanto que of; e @gy induzem —idgr;
e fi induzir idg: e ¢ induzir —idg1 enquanto que af; induz —idg1 e agy induz idg:;
e fi induzir —idg: e ¢y induzir idg1 enquanto que af; induz idg: e @gy induz —idg:;
e fi e ¢; induzirem —idg1 enquanto que af; e agy induzem idg:.

O primeiro e ultimo casos sao simétricos, assim como o segundo e o terceiro.

Logo, podemos analisar apenas o terceiro e quarto casos.

(i) Se deg f =1 =degg, entdo deg f1 = 1 =degaf; e degg; = 1 = deg ag;.

Também, se fi, g1 ~ —idg1 e afi,aq; ~ idg, entdo degf; = —1 = deg gy e

degaf, = 1 = degag;. Assim, pelo Teorema 2.2.5, temos que N(fi,g1) = 0 e
1

N(f1,a0) = Z |det(A™'B — ay0)|

i=0
Observe que podemos analisar apenas esses dois pares de levantamentos pois

Corollary 2.2.7

2| det(B) + det(axC)|.

(afi,aq) = a(fi,q1) e (afi,g1) = alfi,agq), o que significa que os dois primei-

ros pares de levantamentos («f1,ag1) e (f1,91) sao conjugados assim como os dois

altimos (af1,g1) e (f1, ag1).
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Agora, f{, = B com det(B) = £l e g;, = C com det(C) = +1. Como « induz

1 0
ay = na fibra T [GW], temos que det(axC) = — det(C).

0 —1
Além disso, ndo podem ocorrer det(axC) = —1 e det(B) = 1, pois para que
det(apxC) = —1, devemos ter degg; = 1 e, como degg; = —1, entao teriamos
deg g1 = —1, 0 que nao ocorre.
O mesmo acontece para det(B) = 1, pois terfamos deg f/ = 1 e degf; = —1
resultando também na contradicdo deg f; = —1.

Portanto, s6 podemos ter det(B) = —1 e det(axC) = 1, o que nos da |det(B) +
det(axC)| = 0, ou seja, N(f1,ag;1) = 0 e consequentemente, como os nimeros de

Nielsen dos levantamentos sao nulos, N(f,g) = 0.

Para o outro caso, isto é, fi,@g7 ~ —ids1 e Gq,ofi ~ idg1, podemos usar um
raciocinio anéalogo ao feito acima para concluir que s6 podemos ter det(B) = —1 e
det(C) = 1, o que significa que |det(B) + det(C)| = 0, isto ¢, N(f1,¢91) = 0. E,
como N(fi,ag1) =0, obtemos que N(f,g) = 0.

(ii) Se degf = —1 = degyg, entdo deg fi = —1 = degafi e deggy = —1 = degag;.
Seguindo o mesmo procedimento feito no item anterior, encontramos N(fi,g1) = 0
e N(f1,ag1) = 0 (pois s6 podemos ter det(B) = 1 e det(axC) = —1) para o primeiro
caso, e para o outro caso temos N(f1,¢91) = 0 (j4 que s6 podemos ter det(B) =1 e

det(C) = —1) e N(f1,ag1) = 0. Assim, concluimos que N(f, g) = 0.

(iii) Sedeg f = —1ledegg =1, entaodeg f1 = —1 = degafi edeggs =1 = degag;. As-
sim, N(f1,91) =0 e N(f1,ag1) =4 (pois s6 podemos ter det(B) =1 e det(axC) =
1) para o primeiro caso, e N(fi,g1) = 4 para o outro caso (ja que s6 podemos ter

det(B) =1 e det(C) =1) e N(f1,ag1) = 0. Portanto, concluimos que N(f, g) = 4.

]

Para o segundo teorema, precisamos introduzir algumas defini¢goes encon-

tradas em |[DJ].
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Observe primeiramente que se (f, g) admite um levantamento (fi, ¢1), entao
ele admite exatamente quatro: (f1, 1), (f1,ag1), (af1,q1) e (af1,ag1), onde o : M — M
¢ uma transformacao de recobrimento.

Adaptadas ao nosso contexto, o levantamento f; serd chamado impar se
fi(aZ) = afi(z) e o chamaremos de par se fi(aZ) = f1(Z), paratodoz € Mea: M — M
uma transformacao de recobrimento.

Ainda em nosso contexto, os pares (f1, g1) e (fa, g2) serdo chamados de con-
jugados se, e somente se, (f1,91) = B(f2, g2) para alguma transformagao de recobrimento
a,Bdep: M — Ng.

Na demonstracao do teorema anterior, vimos que os pares de levantamentos
(af1,q1) e (f1, g1) sdo conjugados, assim como (af1, g1) e (f1,ag1). Portanto, (afi, ag)
e (f1,91) estao na mesma classe de levantamento; e o mesmo acontece com (afi,g1) e
(f1, aq1).

Agora,

alafi, g1) = (fr,ag).

afi,g1) se f1 e g1 sao pares;

(afi,g)a = (afia, gia) =
afi,ag1) se fi épare g é impar;

fi,91) se f, é impar e g; é par.

(
(fi,91)  se fi e gy sdo impares;
(
(

f1, 1) se f1 e g sdo pares;

alaf, g1)a = (fia,agia) =
fi,91) se f1 é par e g; é impar;

(
(afi,g1)  se fi e g1 sdo impares;
(
(

afi,ag)) se fi é impar e g; é par.

Assim, se fi; e ¢g; sao simultaneamente par ou impar, entao temos duas
classes de levantamentos, {(f1,q1); (afi,aq)} e {(afi,91); (f1,ag1)}. Se um dos levan-
tamentos fi,g; é par e o outro ¢ impar, entao os quatro pares de levantamentos formam

uma Unica classe.
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Vamos denotar:

C(fy, 94)z = {B € m(Ny, x) : f48 = g4B}, para z € Coin(f, g).

Teorema 3.1.2. Seja N, uma variedade safira que ndo é um torus bundle sobre S'.
Se Ny tem a geometria Sol, entdo para todo par de auto-aplicagoes (f,g) : Ny — Ny,
sejam (f1,91), (fi,ag91) : M — M os seus levantamentos ao torus bundle M o qual é um

recobrimento duplo de Ny. Entao

N(f1,91) + N(f1,a91)
2

se C(f#7g#)p55 g p#ﬂ-l(Mv i.)vv':z € COin(flagl);
N(f,9) =

N(flagl)+N<flaagl) s€ C(f#?.g#)pi gp#ﬂ-l(Ma:i')

Demonstracao. Suponhamos que f; e g; sejam simultaneamente par ou impar.

Se C(fu,94)pz C ppmi(M,z) para qualquer £ € Coin(fi,¢1), entao se-
guindo [[DJ],(2.5)], temos que se uma classe de Nielsen A C Coin(f,g) satisfaz A C
p(Coin(f1, 1)), entdo p~'A é a unido de duas classes de Nielsen de (f;,g1) ambas com o
mesmo indice da classe A e, portanto, essas classes serao essenciais se e somente se, A for
essencial. O mesmo acontece para qualquer classe em p(Coin(fi, ag;)) e como os pares de
levantamento (f1,91) e (f1, @g1) ndo sao conjugados, entdo os conjuntos p(Coin(fi, 1)) e
p(Coin(fi,ag:)) sao disjuntos [[DJ],(2.3)].

N(fi,91) + N(f1,a91)

Assim, N(f,g) = 5 )

Se C(fu, g4)pi € ppmi(M, ), entdo existe w € C(fu, g4 )z, que se levanta

a uma curva aberta w tal que fiw ~ g;w. Tal curva w realiza a relacao de Nielsen para
Ty € ap; como p é um homeomorfismo local e a preserva a orientacao [GW], temos que
os indices em 7y e azy sao iguais e, portanto, essa classe tem o dobro do indice da classe

A, e seré essencial se, e somente se, A for. Como temos duas classes de levantamentos,
N(f,9) = N(f1,31) + N(f1,ag1).
Agora, suponhamos que f; seja par e g; seja impar.

Se C(fu,94)pz C ppm(M,z) para qualquer T € Coin(fi,¢91), entdo p :

Coin(f1,q1) — Coin(f,g) é uma bijecao que preserva a relacao de Nielsen. Assim, para
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cada classe A € Coin(f,g), temos que p~*A & a unido de duas classes de Nielsen A, C

Coin(fi, 1) e Ay € Coin(fi,ag1), e ambas com o mesmo indice da classe A, e portanto

_ N(fi,q1) + N(f1,aq)

O caso C(fg,g4)pe € ppmi(M, &) nido ocorre quando fi e g ndo tém a

mesma paridade.

De fato, suponhamos que ocorra. Entdo existe w € C(fx,g4)s, que se
levanta a uma curva aberta w. Como f; é par e g, é impar, fw se levanta a um laco e gw
se levanta a um caminho aberto [DJ], o que é uma contradigdo pois fw ~ gw com pontos

finais fixados. O



Apéndice A

A MATRIZ DE ANOSOV E

DIAGONALIZAVEL

Mostremos que se A € GL(2,7Z) é uma matriz de Anosov, entdo A é diago-

nalizavel.

a
De fato, consideremos A = € GL(2,Z) uma matriz de Anosov.
c d

Se det(A) = 1, entdo
det(A) =ad —bc=1¢ |tr(A)| =|a+d| > 2.

Temos que A é autovalor de A se pa(A\) =0, onde pa(A\) = A2 — (tr(A))\ +
det(A) é o polinémio caracteristico de A.

Mas,

tr(A) £ /(Er(A))? — 4
> .

paA) =0 A2 — (tr(A))A+det(A) =0 X =

Observemos que como |[tr(A)| > 2, entao (tr(A))*—4 > 0 e, assim, A possui

dois autovalores reais e distintos.
Para o caso onde det(A) = —1, temos ad —bc = —1 e tr(A) = a+d # 0.

Também,

tr(A) £/ (tr(A))? + 4
5 :

pA()\):O<:>)\:

Como (tr(A))*+4 > 0, temos que A possui dois autovalores reais e distintos.
Portanto, sendo A uma matriz 2 X 2 com dois autovalores distintos, temos

que A é diagonalizavel em ambos os casos.
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