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Resumo

Nesta tese, apresentamos uma metodologia concreta para cal-
cular os controles e-6timos para sistemas estocasticos nao-Markovianos.
A anélise pathwise e o uso da estrutura de discretizacao proposta
por Ledo e Ohashi (32)) conjuntamente com argumentos de sele-
¢ao mensuraveis, nos forneceu uma estrutura para transformar um
problema infinito dimensional para um finito dimensional. Desta
forma, garantimos uma descrigdo concreta para uma classe bas-

tante geral de problemas.






Abstract

In this thesis, we present a concrete methodology to calculate
the e-optimal controls for non-Markovian stochastic systems. A
pathwise analysis and the use of the discretization structure pro-
posed by Leao and Ohashi (32) jointly with measurable selection
arguments, allows us a structure to transform an infinite dimensi-
onal problem into a finite dimensional. In this way, we guarantee
a concrete description for a rather general class of stochastic pro-

blems.
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Capitulo

1

Introducao

A teoria do controle estocastico pode ser aplicada em diversas areas, como sistemas
dinamicos, fisica, gestao, economia e finangas. Dentro das inimeras possibilidades de
aplicagoes da teoria de controle, destacamos no mercado financeiro os problemas de
hedging, super-hedging, pairs trading entre outros (1), (36)), (54)), (44), (41),(47) (18) .

Seja X (), a varidvel aleatdria que representa o estado de um sistema estocastico no
tempo t, t € [0,7T], no qual T é uma constante positiva. Por exemplo, X (t) é o capital
de um investidor em ativos financeiros no instante ¢. Neste caso, o estado do processo

¢ quanto dinheiro o investidor tem no instante ¢.

Assumimos que é possivel controlar o estado do sistema por uma variavel u(t), a
qual é denominada variavel controle no instante ¢. Para destacar a agao do controle no
estado do sistema, denotaremos o sistema controlado por X"(t).

No caso do capital do investidor, definimos u(t) como sendo a quantidade de ativos
no tempo t. Nesse caso a quantidade de ativos é o controle e a partir deste, definimos
o estado do sistema como o capital do investidor X"(¢) = wu(t)S(t), no qual S(¢)
representa o preco do ativo. Dado uma funcao de utilidade £ sobre o estado do sistema

X", queremos determinar uma ac¢ao de controle que otimiza a funcao de utilidade &.

Dado a base estocéstica (2, F,P), no qual Q é o espago das fungdes continuas

C(Ry;RY) == {f : Ry — R continuo},
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P ¢ a medida Wiener e I ¢ a filtragem usual do movimento Browniano. Considere U
para 0 < ¢t < T a familia de processos controles F-adaptados em (¢,7] e limitados.
Definida na base estocastica (£2,F,P), tomamos uma familia de processos estocdsticos
continuos {X* u € Ul'} controlados pela familia U]. Temos como objetivo determinar

um controle u¢ tal que

V(0) := sup E(¢(X")) < E(E(X™)) +¢

ueld
no qual £ é uma fungao custo definida sobre 2 e ¢ > 0. Desta forma, temos um problema
de otimizacao que depende de toda a trajetéria do sistema controlado X e as acoes
de controle u dependem do tempo t. Como o tempo t assume valores no intervalo
[0, T], dizemos que o problema de otimizag¢ao é infinito dimensional. Na tentativa de
simplificar o problema de otimizacgao foi a introduzido a fungao valor associada. A ideia

é reduzir o problema infinito dimensional para o caso finito dimensional.

Para introduzirmos o processo valor, definimos a concatenacao de dois controles

por: se u € U, e v € Ul param < s <t q.c, entdao (u ®sv)(-) € UL, no qual

u(r); se m<r<s

(u®@sv)(r) = {

v(r); se s<r<t.
Para u € UE, o processo valor ao longo do tempo é dado por

V(t,u) = esssupE[f(XU@w)\E};O <t<TucUl,
UEU?
no esssup representa o supremo essencial (ver . Para reduzir o problema de otimi-
zacao infinito dimensional para o caso finito, Bellman (2)) introduziu o principio da
programagao dinamica. Sabemos que o processo valor V' satisfaz o principio da pro-

gramagao dinamica [2.1.2

V(s,u) =esssupE|V (t,u ®,0) | Fs| q.c.
0eU!

V(T u) = £(XY),

para 0 < s < t < T. No caso Markoviano (ver (21) (8) e referéncias contidas neles)
utilizamos o principio da programacao dinamica, e sua forma infinitesimal conhecida
como equagao de Hamilton Jacobi Bellman(HJB) para reduzirmos a dimensao do pro-

blema de otimizacao para o caso finito dimensional. Assim, podemos caracterizar
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controles e-6timos e o processo valor. Porém como nem sempre a HJB admite solucao
forte, Crandall e Lions (L0) propuseram uma solucao fraca, conhecida como solugao
de viscosidade, para mais detalhes sobre solugao de viscosidade (ver (42))) e referéncias

contidas.

No contexto nao-Markoviano, a equacao de HJB depende de operadores definidos
em espacos de fungoes ((15)) e com isso, nao simplifica o problema de otimizagao
reduzindo para o caso finito dimensional. Para determinarmos estratégias e-6timas e
caracterizarmos o processo valor, discretizamos o problema de controle via o método

de discretizacao proposto por Leao e Ohashi (32)).

No contexto nao-Markoviano um dos processos mais estudados na teoria de controle

X(0) ==,

t t 1.1
X*(t) :x+/ a(s,X;’“,u(s))ds—i—/ o(s, X2 u(s))dB(s), 0<t<T. (-

com « e o satisfazendo as hipdteses usuais para existéncia de solugoes(ver [2.2]), o qual
é uma equagao diferencial estocdstica (EDE). A EDE é um caso particular do nosso

modelo, pois satisfaz as hipdteses da nossa formulacao.

Devido a grande dificuldade de tratar o caso nao-Markoviano, as primeiras caracte-
rizagoes iniciardo-se com o controle apenas no drift (fungdo o da EDE (11), (16)),(19))

e nao no coeficiente de difusao (funcao o da EDE).

Através do Teorema de Girsanov, Elliott (19) mostrou que o processo valor nao
depende do controle, quando este interfere somente no drift pois, todas as medidas sao
absolutamente continuas. Desta forma ele obteve a solucao através de um Hamiltoni-

ano, isso foi tratado também por outros autores. (56, (60)

Outra forma de lidar com o caso em que o controle interfere apenas no drift, é a
chamada backward stochastic differential equation (BSDE) (14), método que foi de-
senvolvido para encontrar solugoes adaptadas envolvendo integrais de It6 satisfazendo
condigbes apropriadas (24)),(46]),(26).

Agora, se o processo controle interfere na difusao em um processo nao-Markoviano
as medidas deixam de ser absolutamente continuas (43)), como consequéncia o processo

valor depende do controle. A fim de resolver casos que incluem controles no processo
de difusdo, foi proposto a BSDE de segunda ordem (2BSDE)(7) (54), (43)), (L7).

Desta forma, resumidamente, temos que no caso non-Markoviano as principais abor-
dagem sao: solugao de viscosidade para equagoes do tipo HJB ((15)), (4)), BSDEs ((14))
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e 2BSDEs ((7) (54), (43), (17)). Porém todas essas equagoes (HJB, BSDEs, 2BSDEs)
sao baseadas em operadores definidos em espaco de dimensao infinita, pois a estru-
tura de controle depende de toda a informacao anterior ao tempo t. Assim temos
dificuldades para efetivamente calcularmos estratégias e-6timas.

O principal ganho deste trabalho ¢ a discretizagao do problema de controle estocas-
tico nao-Markoviano, o que nos permitiu reduzir a dimensao do problema de controle

e obter um método para calcularmos controles e-6timo.

1.1 Contribuicoes da Tese

Mostramos a existéncia de uma funcao analiticamente mensuravel, a qual é o con-
trole e-6timo para versao discretizada do processo valor. Em seguida mostramos que
o controle obtido para o problema discretizado também é e-6timo para o problema
original (ver Corolario . Para isso, mostramos que a versao discretizada do pro-
cesso valor converge para o processo original (ver Teorema sob algumas hipdteses
adicionais, que englobam por exemplo o caso da EDE.

Nossa abordagem resolve um problema ainda em aberto, pois simplifica o problema,
trazendo um problema infinito dimensional para o caso finito dimensional. O que
oferece diversas vantagens, como a possibilidade de uma solugao explicita do controle
e-6timo (numericamente se necessério). Como um exemplo em que podemos encontrar
explicitamente a solu¢do do controle, temos o caso do pair trade(I8)) que se encontra
no capitulo [6]

O caso do pair trade, se enquadrada no contexto em que o controle se encontra
apenas no drift, o que sem duvidas favorece para apresentar um controle de forma
explicita. Uma estratégia do tipo pair trade é uma estratégia de investimento baseada
na identificagao de pares de agoes que sao historicamente relacionados. Entao buscamos
discrepancias temporarias nessa relagao, comprando/vendendo as ag¢oes na divergéncia
e obtendo o lucro quando volta a relagao tipica deles.

Tratamos esse tipo de estratégia de forma um pouco diferente, encontrando o con-
trole 6timo, baseado em nosso modelo, no qual esse controle é a quantidade a ser
investida em cada acao do par.

Abordamos também um problema no qual o controle interfere tanto no drift quanto
na difusdo. Como por exemplo o caso em que queremos controlar o portfolio (ver
capitulo @ O interessante deste exemplo, é que apesar de nao encontrarmos uma
solugao explicita, obtivemos uma equacao relativamente simples, na qual a solucao

desta equacao ¢é o controle e-6timo que procuramos.
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Nosso trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 2 buscamos expor o problema de controle e as hipdteses necessarias
para o modelo, explicando algumas propriedades importantes para o processo valor.
Além disso, caracterizamos o espaco dos controles, baseado nas hipdteses candnicas.
Como exemplo de um processo que satisfaz as hipoteses apresentadas demos a EDE, a

qual mostramos que de fato se enquadra em nosso contexto.

No capitulo 3, descrevemos o processo de discretizagao aleatéria proposto por Leao
e Ohashi (32) e apresentamos detalhes sobre o espago BP, no qual nosso processo

pertence. Além disso, descrevemos a decomposicao de Doob-Meyer para o processo.

No capitulo 4, mostramos em detalhes o processo de discretizacao trajetéria a traje-
toria e os teoremas de selecao mensuravel, e obtemos as equagoes de Hamilton-Jacobi-

Bellman para o nosso modelo.

Ja no capitulo 5, mostramos as convergéncias de todas as nossas discretizagoes, a
convergencia dos controles. Mostramos que cada controle discretizado pertence ao nosso
espaco, pois permanece limitado, e por isso também sao um controle para o processo
valor nao discretizado. Mostramos a convergéncia do Euler-Maruyama controlado, é
importante enfatizar que o nosso Euler-Maruyama diverge do classico pois usamos
a discretizacao de tempos aleatorios. Mostramos a convergéncia do processo valor

discretizado.

Por fim, no capitulo 6 aplicamos nosso método na estratégia de pairs trade, e
mostramos explicitamente o controle 6timo, também aplicamos o método no caso do

controle do portfolio.






Capitulo

2

Controle Estocastico a Tempo

Continuo

Problemas de controle aparece em diversos contextos da matematica, em geral en-
volvem sistemas dinamicos, ou seja, sistemas que evoluem ao longo do tempo. A teoria
de controle 6timo, como o préprio nome diz, busca encontrar a maneira 6tima de con-
trolar um sistema dinamico.

Em nosso caso, trabalhamos com controle estocastico, ou seja, as equagoes que des-
crevem o sistema sao estocasticas. Assumimos algumas hipéteses canonicas sobre os es-
pacos de controle e algumas hipdteses sobre a fungao custo. Nossas hipoteses englobam
casos bem gerais, como por exemplo as equagoes diferenciais estocésticas(EDE), com os
controles interferindo tanto no drift quanto na difusdo em um caso nao-Markoviano(ver
23).

Dentro deste contexto, ainda podemos englobar as equagoes que sao dirigidas por
movimentos Brownianos Fracionais e sistemas nao-semimartingales baseado em um
funcional de Wiener genérico.

Através desta tese, fixamos o espago filtrado de probabilidade (2, F,P) equipada
com um movimento Browniano d-dimensional B = {B', ..., B} no qual F := (F});>0
é a filtragem usual P-aumentada gerada por B sobre uma medida de probabilidade

fixada P. Para um par de F tempos de parada (M, N), denotamos

7



8 CAPITULO 2. CONTROLE ESTOCASTICO A TEMPO CONTINUO

IM, N o= A{(w, t); M(w) <t < N(w)}. (2.1)

O espaco de agoes é um conjunto compacto

A={(z1,. o) € R™; max |o] < a}

para algum 0 < a < 4o00. Para configurar a estrutura basica do nosso problema
de controle, primeiro precisamos definir a classe de processos de controle admissiveis:
para cada par (M, N) de F tempos de parada tal que M < N q.c., denotamos U}
como o conjunto de todos os processos F-previsivel u :]]M, N|] — A tal que u(M+)
existe. Para qualquer familia de processos, observamos que eles satisfazem as seguintes

propriedades canonicas:

Restri¢ao: u € Uy, = u |y, pp€ Uiy para M < P < N q.c.

Concatenagao: Se u € UY e v € UL for M < N < P q.c, entdo (u @y v)(+) €
Ul no qual

u(r); se M<r<N

v(r); se N<r<P

(u®N v)(r) = {

Mistura finita: Para todo u,v € Uy e G € f, temos que

ulg +vlge € Upy.

Mistura enumeravel em tempos deterministicos: Dado uma sequéncia de
controle uy,ug, ... em Ul para s < t e uma sequéncia de conjuntos disjuntos
Dl,DQ,... em Fs,

Z Ui]lDi S U;
i=1
Para manter a notagao simples, denotaremos
Uy = {u:|]M,+oo[[— A é F — previsivel e u(M+) existe}

para cada F-tempo de parada finito M. Seja BP(F) um espago de Banach de todos os

processos F-adaptados a valores reais Y tal que

YVFy ={AeF:AnN{M <t} €F,Vt e R}
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E sup |Y(t)]P < oo, (2.2)
0<t<T

para 1 <p < oo and 0 < T < 400 é um tempo final fixado.

Definigao 2.1. Qualquer X : Ul — B?*(F) é chamado de funcional de Wiener

controlado.
Precisamos de algumas hipdteses de continuidade nos funcionais de Wiener dado.

Afirmacao Al: A aplicacdo u — X" is L?Lipschitz continua, i.e., existe uma

constante C' tal que

T
X = Xy < CE [ fuls) (o) uds
0

para todo u,n € U{.

Mesmo que estejamos unicamente interessados em funcionais de Wiener controlados
com caminhos continuos, devido a discretizacao somos forcados a assumir que a funcao
custo admite uma extensao de C([0,T];R?) para o espago de cadlag ¢-dimensional
definido por D([0,7];R?) sobre [0, 7.

Afirmacao B1: A funcao custo ¢ : D([0,T];R?) — R é Lipschitz continua e

limitada. Ou seja, existem constantes C e Cs tal que

1E(f) =€)l < Oy Oiltlnglf — 9gllre; f,9 € D([0,T]; R?)

¢ [€(f)| < C» para todo f € D([0, T); RY)

2.1 Propriedades do Processo Valor
Nesta secao, apresentamos as propriedades bésica do processo valor

Vx(t,u) := ess sup]E[f(Xu®iv)|}}} 0<t<T ueUr (2.3)

veUl

baseado na filtragem Browniana F. Devemos notar que Vx (T, u) = £(X") g.c.. Defini-
mos Vx(0—) := Vx(0).
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Através desta tese a fim de manter a notagao simples omitiremos a dependéncia
do processo valor em ((2.3)) do funcional de Wiener controlado X e escrevemos V' como
sendo a aplicagao V : Ul — B%(F).

Observagao 2.1.1. Para qualquer u,v € U] tal que v = v em [0,¢], temos que
V(t,u) =V (t,v) g.c.. Isto implica que V (t;u) depende apenas do controle u no inter-
valo [0, t].

Lema 2.1.1. (Propriedade de Lattice) Para cada u e v em Ul existe § € Ul tal

que

E[C(X™) | R =E[(X™") [R] v BE[C(X™) |A], (24)

P —a.s para todo 7 € Ul (com fVg = max f,g). Consequentemente, para cada s < t,

E {ess supE [¢ (X”®t9) | Fi] | fs} = esssupE [¢ (Xﬂ@te) | Fi]

oeuT oeUy

P—a.s, com 7w € Ul.

Demonstragao: Para

C={weQE[((X™") | A] () >E[£(X™) | F] (W)},

pela hipétese da mistura finita dos controles, temos que C' € F;. Entao, definimos

0= u]l{c} + U]l{cc}.

Do fato que C' € F;, podemos facilmente verificar que 6 € Ul', e o resultado segue.

|
Por construgao da propriedade de lattice ([2.4]) segue
| esssup E[¢(X“®9)| F}] ’]-S] = esssup E[¢(X )| F,] q.c. (2.5)

oeUl oeUl

para qualquer u € Ul e 0 < s < ¢ < T. Além disso, pode-se verificar também que

cada v € U, V(- ,u) é um supermartingale com condigao final £(X™).

Lema 2.1.2. Paracada 0 < s <t <Tewue U],

esssup E[¢(X"®*?)| F,] = esssupesssup E [g(X(“@’se)@td’) |]-"5] q.c.
peUl ocUt  peUT
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Demonstragao: Para 0 <s<t<T eue UL, escrevemos u @, ¢ = u®, 0 ®; ¢ no

qual 6 é uma restrigao de ¢ € Ul em [s,]. Entao,

EE(X"*9)|F] = E[g(xt029) 7]

< esssupE [S(X(“®50)®“p) \.7:8]

peuf

< esssupess supE[é(X(“&")@“"ﬂfs} q.c. (2.6)
nevt  peul

para todo ¢ € UL Inversamente, ess SUD yepT E[E(Xu®:?)|F,] > E [{(X(“&”)@“")\}"s] q.c.
para todo ¢ € Ul e n € U! tal que

esssup E[¢(X"®:?)| F,] > esssupesssup E [f(X(“&”)@“P) ].7-"8} q.c. (2.7)
peUr neut peUl
Resumindo (2.6]) e (2.7)), o que conclui a prova. [

Proposigao 2.1.2. (Principio da Programac¢dao Dindmica) Para cada u € Ul
e0 < s < t, a familia de V(-,u) satisfaz a equag¢io do principio da programag¢ao

dinamica,

V(s,u) = ess supE[V (t,u®s0) | .7-"3] q.c.
OcU? (2.8)
V(T,u) = &(XY),

Inversamente, se a classe de F-funcionais {Z(-,u) : u € U]l'} satisfaz (@ para cada

uwe UL, entio Z(-,u) = V(-,u) q.c. para todo u € ul.

Demonstragao: Fixamos 0 < s <t <T ewu € Ul. Dos Lemas e segue
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V(s,u) = esssupE [{(X"“9*?) | F,]

peUT

= esssupesssup [E [f(X(“®SG)®t¢) | Fi) |fsi|
6eUt Ul

= es8 supE[ess supE [5(X<u®89)®t¢) | ft] ‘fs]
0eUt peUl

=esssup E[V (t,u ®, 0) | Fs q.c.
0eU!

Inversamente, suponha que existe uma classe de F-funcionais {Z(-,u) : v € U]} sa-
tisfazendo o principio da programagao dinamica (2.8)) para cada v € UJ. Fixamos
u € UZ'. Por hipStese

Z(T,u) =&(X") =V(T,u) q.c

De modo que para cada s € [0,7T),

V(s,u) = esssupE{V (T,u ®;0) | Fs}
oeur

=esssupE{Z (T,u ®;0) | Fs}
oeur

= Z(s,u) q.c.

Portanto, o resultado segue. [ |

Vamos relembrar alguns conceitos de otimalidade.

Definigao 2.2. Dizemos que u € Ul é um controle e-6timo se

E[§(X*)] = sup E[((X")] — € (2.9)

nEUg

No caso em que € = 0, dizemos que u realiza (2.9)). Entdo u é chamado de controle

otimo.
Claro que, o controle e-6timo sempre existe quando \supueU&“ E[£ (X “)M < +00.

Definigao 2.3. Dado € > 0 e m € Ul, um controle u¢ € Ul é (¢, ¢, 7)-6timo se

V(t,r) <E[¢XT)) | F] + € as..
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Claro que um controle (0,¢€,7)-6timo é também e-6timo. O principal objetivos
do desenvolvimento dessa tese é o desenvolvimento de um procedimento viavel para
calcular o controle e-6timo. A conhecida propriedade de martingale para otimalidade

¢ dada pelo Lema a seguir.

Lema 2.1.3. (O Principio da Otimalidade) Um controle v* € Ul é 6timo se, e
somente, se {V (t,u*);0 <t < T} é um F-martingale (veja (I)).

A seguir apresentamos um lema indicando que o processo valor tem caminhos con-

tinuos sobre as Afirmacoes Al e Bl.

Lema 2.1.4. Se as afirmagoes Al e Bl se aplicam, entdao para cada u € U], o super-

matingale V (-, u) tem versoes continuas.

Demonstracao: Da propriedade de F-supermartingale, é suficiente provar que t +—
E[V (t,u)] é continuo. Fixamos ¢ € [0,T], u € Ul e considere a sequéncia t,, | t quando
n — oo. Durante a prova C' é uma constante genérica o qual pode diferir de linha para
linha. A propriedade de lattice (veja (2.5)) segue

E[V(t,u)] = sup E[E(X"*)],  E[V(ty,u)] = sup E[§(X"")]

veUl veUl

Em outras palavras, dado ¢ > 0, existe um controle v¢ € U tal que

E[V(t,u)] — e < E[£(X"®")]. (2.10)

Da propriedade de supermartingale segue que lim,, o E[V (¢, u)] existe e lim EV (¢, u)
n—0o0
EV (t,u). Desde que todos os controles sao limitados, verificamos que existe uma cons-

tante C tal que

T tn
E/ |lu @, v —u® ve||§§ddr = E/ |lu(r) — UE(T)Hiddr < C(t, — 1) (2.11)
0 ¢

para todo n > 1. A partir das afirmagoes Al, Bl e (2.11)), £(X"®n) — £(Xu®v")
em probabilidade quando n — oo de modo que o teorema de convergéncia segue
lim,, o E[E(X4“®nmv)] = E[E(X¥“®")]. Além disso, desde que t < t,, podemos usar

a hipdtese de restrigao dos controles para obtermos que v¢ € UEL . Entao,

E[V (tn, u)] = o E[(X"®?)] > E[g(X"®")]in > 1. (2.12)

IN
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Resumindo (2.10) e (2.12)), temos que

E[V(t,u)] < EE(X"*")] +e

= lim E[§(X"“®n")] + ¢

n—oo

< lim E[V (t,,u)] +€

T n—oo

Isto nos permite afirmar que lim,,_,o, E[V (t,;u)] = E[V (¢; u)] sempre que t,, | t quando
n — o0o. Considere o limite do lado esquerdo. Vamos pegar t,, Tt quando n — oo para

t > 0. O principio da programacao dinamica segue

V(tn,u) = esssup B[V (t,u @, 0)|F,];n > 1. (2.13)

ocU}

Da propriedade de supermartingale segue E[V (t,u)] < lim, o, E[V (t,,u)] =: «. En-
tao, apenas precisamos verificar que o > E[V (t,u)]. Para mostrar isso, observe que
{V(tn,u ®y, 0);0 € Ul } tem a propriedade de lattice para cada n > 1 entao (2.13))

segue e obtemos que

E[V (t,,u)] = sup E[V(t,u®,, 6)] = sup sup E[f(X(“&no)@t"].

6eU}t 6eUt neUfl

Das afirmacoes Al e B1, sabemos que existe uma constante C'

Sup E[€<X(u®tn9)®tn)] — sup ]E[f(X(“®m)] < sup E{f(}((u@zw)@m)] _ E[g(X(ue@tn)]
neufl nev; nel;
< Csup |[(u®, 0) @en— (u@n)||2x01)

neuf

— Csup / 16(r) — n(r) |12 dr

WGU);T tn

(2.14)
< Ot —ty)'?

para qualquer 6 € Uttn en > 1. Portanto, dado € > 0
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sup E[6(X®M)] < Ce+ sup sup E[¢(X“@nm@m)]

neul 6eUt neul
para todo n suficientemente grande. Portanto, E[V (¢,u)] < ¢ + a e desde que € > 0 é

arbitrario o resultado segue. [ |

Lema 2.1.5. Para todo t € [0,T], 7 € Ul e € > 0, existem controles (¢, ¢, 7)-6timos.

Demonstragao: Sabemos que existe uma classe enumeravel JI = (uy, us,---) C UL

tal que
V(t,m) =esssupE [x((m @, 0)) | Fi] =supE [Ex((7m @ u;)) | Fi] -

peul i>1

Dado € > 0, definimos os conjuntos

B, - {SUPE[&(((W @) | Fi] - Elex (r @1 un) | Fi] < } N>l

i>1

Entao, podemos definir uma sequéncia de conjuntos disjuntos dada por D; = By,
Dy=ByNBS,--- D, =B, N(BU---UB, 1) em F, para todo n > 1. Aplicando a

propriedade de mistura enumeravel, podemos concluir que

he(r) = Zui(r)]lDi, t<r<T,

i=1

é um controle em U}. Por construgao, temos que

V(t,m) =supE [Ex((m @ w;)) | Fr] SE[Ex((m @ b)) | Fi] + € a.s.

i>1

Lema 2.1.6. Sob as afirmagoes Al e B1, para todo 0 < ¢ < T, a aplicagao u +— V (¢, u)

¢ L2-Lipschitz continua, i.e., existe um constante C' tal que

t
B[ V(tu) = Vit.) < CE [ fuls) — n(s) uds
0
para todo u,n € Ul

Demonstragao: Como £ é Lipschitz continua e limitada, temos que
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V(t,u) — V(t,n) < esssup {E [g(xu&")m} _E [5(Xﬂ®t9)|ft] }

oeUl

< e {216 - )]

oeuyl

< (' esssup {]E[ sup

0eul 0<s<T

XU (g) — Xn®t9(8)‘|}—t] } 7

para todo 0 <t < T'. Por simetria, concluimos que

| V(t,u) =V (t,n) > < Cf‘ ess sup {E[ sup ‘X“@’te(s) _ XW”(S)M]—}}} ‘2

oeur 0<s<T

< Cf esssup {E[

oeul

sup ‘X“@)te(s) — X"®t9(s)H2|Ft] } .

0<s<T

Como consequéncia da propriedade de lattice, temos que

E|V(tu) - V(t,n) > < C*Eesssup {E[

oeUl

sup ‘X“&e(s) — X0 (5)

0<s<T

)
)

< Cfesssup {8 [ 10020)(5) -~ (19 0)5) s

oeUr

SC’gesssup{ / ||lu(s) ||Rdd3}
oeul
— GE / lu(s) = n(s)|2ads.

A seguir, vamos mostrar que a EDE satisfaz todas as hipéteses do nosso modelo.

< % esssup {E[ sup ’X'u@te(s) — X0 (g)

U 0<s<T

2.2 Exemplo EDE

Um exemplo de um processo que satisfaz as hipoteses do nosso modelo é a equacao
diferencial estocastica. Para isso fixamos um movimento Browniano d-dimensional
B = {B!,..., B} na base estocastica (Q,F,P), no qual Q é o espaco C([0, T]; R?) :=

{f :]0,T] — R? continuo}, no qual 7' é uma constante positiva. Equipamos € com
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norma usual do supremo [|w||7 = w}, no qual definimos w; := sup,¢jo4 | w(s) |, para
0 <t<Tewe N Para tornar clara a informagao codificada por um caminho
z € C([0,t; R?) até o instante 0 < r < ¢, denotamos z, := {x(s) : 0 < s <r}eo
valor de = no tempo 0 < u < t é denotado por z(u). Essa notagdo é naturalmente
estendida para processos. Definimos a filtragem F := (F;)i>0, no qual F; ¢ filtragem
natural gerada pelo movimento Browniano P-aumentada.

Denotamos por P a medida de Wiener em (€2, F) tal que P{B(0) =0} = 1.

Para um espaco de Borel dado U dotado com a o-dlgebra de Borel S(U), seja Uf o
conjunto do processo controle, no qual para cada u € Ul é um processo F-previsiveis
a valores de U sobre € x (s,t], para todo 0 < s < t < T. Os coeficientes do drift e

difusao

a:(0,00)x Ax Ul = RY e 0:(0,00) x Qx Ul — R

sao fungoes Pq x B(U)-mensuraveis. Agora seja X um processo continuo a valores R

Entao X é uma aplicacao de §2 para 2. Neste caso, é facil ver que a aplicacao

ix:(0,00) x Q2 — (0,00) xQ
(tw) — (t, X(w))

é (Pq, Pq)-mensurdvel. Agora segue por composicio, como « : (0,00) x Q x Ul — R?
¢ uma funcdo Py x [(U)-mensuravel, entdo o processo (t,w) — a(t, X(w),u(t,w)) é
Po-mensuravel, para toda processo continuo X a valores R? e o controle u € U{ .

Suponha que existe uma constante K; tal que

’ a(t,w,a) o Oé(tuwlval) | + | U(t7w7a) o U<t7w/7a/> | < Kl(w - w/): + Klp(’ a—a |)
‘ Oé(t,O,CL) | + | 0<t707a) | < Kla
(2.15)

para todo 0 <t < T, w,w € Qea,a € U e péuma fungdo continua crescente com
p(0) = 0. Por | a(t,0,a) | + | o(t,0,a) |< K; podemos assumir p é limitado por uma

constante.

Para fixado 0 <t < T,z € R e u € U, considere a equacao diferencial estocéstica
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X(0) = =, (2.16)
XU t) = x—i—/ta(s,X;‘,u(s))ds—l—/ta(s,XS“,u(s))dB(s), 0<t<T.(217)

¢ bem conhecido (veja Rogers and Williams (50)), existe um tunica solugao forte F-

adaptada X* = {X"(s) : 0 <t < T} com caminhos continuos e satisfazendo

E { sup | X (¢) |2} <O+ |z %),

0<t<T

para alguma constante C' depende apenas de T e Kj.

Lema 2.2.1. Seja X* e X*2 duas EDE. Entao

E( sup [X"(t) — X" (1)) <2 / PIHODE (2 fur(s) - us(s)))ds.  (2.18)

0<t<T

Demonstragao: Defina Y (t) = sup | X" —X"*|>. Entdo por (48)) (teorema 2 cap.V),
0<s<t
temos

E(Y (1) < E (/Ot ]Ao*(s)|2ds) +E </0t |Aa*(s)\2ds) | (2.19)
no qual

Ac*(s) = |o(s, X" ui(s)) — o(s, Xi2, us(s))]

(2.20)
Aa*(s) = |a(s, X ui(s)) — a(s, X2, us(s))].

Entao, usando a propriedade de Lipschitz para o, o temos
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2
|Ac*(s)]” < |K1 sup [ X" — Xp2] + p(lui(s) — ua(s)])
0<t<s
< K7 sup | X;" = X2 + p*(Jua (s) — ua(s)))
0<t<s
:K2Y3+2us—us
Y (s) 4+ p*(lur(s) — ua(s)]) 2 (2.21)

[Aa*(s)* < |Ky sup [Xp* — X[2] + p(|ua(s) — ua(s)))

0</<s

< K7 sup [X;" = X214 p*(Jua(s) — ua(s)])
0<t<s

= K{Y(s) + p*(lus(s) — ua(s))).

Aplicando em [2.19| e usando a desigualdade de Gronwall’s, temos a seguinte desi-

gualdade

E(Y(t))gQ/o E(K? ds+2/0 E(p*(|us(s) — ua(s)))
sz/o IR (uy (3) — y(s)])ds

Assim, a demonstracao segue.

Note que a EDE definida satisfaz a Afirmacao Al.
Lema 2.2.2. Seja (uy)g>1 uma sequéncia de controle, tal que
T
|y — UHL?(IPxLeb) = / E(luk(s) — u(s)]2)ds — 0.
0
Entao
t
/ E(p*(Jug(s) — u(s))ds) = 0 as k — oo.
0

e portanto

E(sup |X“k(t)—X“(t)|2) —0 as k— oo.

0<t<T

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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Demonstragao: Seja €,d > 0 tal que p?(d) < €. Definimos o conjunto Ay, := {(¢,w) €
0, 7] x Q; |u*(t,w) — u(t,w)| > §}. Entao,

[ B —utoas = | N 0 s) ~ uthyase + N (P (s) — u(s))dsP
< [ [t -uyise [ [ e

< C?*(Leb x P)(Ay,) + T,
(2.25)

no qual C' é uma constante a qual limita p. Nés também,

/OtIE(|uk(S) —u(s)|*)ds = /Ak /t(|uk(s) — u(s)|[?)dsP + / /t(|uk<s) — u(s)P)dsP
/Ak/52dsp+/c// (Ju* () — u(s)|?)dsP

< 0%(Leb x P)(Ay).
(2.26)

Assim, dividindo as duas equacoes temos

2 t

/0 E((ju(5) — u(s >|>>ds<% E(ut(s) — u(s)P)ds +e.  (227)

Como € é arbitrario e por hipétese E(|u*(s) — u(s)|?) — 0, Entao

t
| Bt s) ~ uts)yds .
0
E usando o Lema 2.2.1] temos

E( sup | X“(t) — X“(t)]*) = 0 as k — oo.

0<t<T

e o resultado segue. [ |



Capitulo

3

Discretizacoes

Neste capitulo, vamos descrever o método de discretizagao proposto por Leao e
Ohashi (32)), assim a maioria dos resultados contidos nas segoes e 3.3 foram
obtidos por Leao Ohashi(32]).

Através de toda a tese vamos fixar um movimento Browniano d-dimensional na base
usual estocéstica (2, F,P), no qual Q é o espaco C'(R,; R?) := {f : R, — R? continuo},
P é a medida Wiener em (2 tal que P{B(0) =0} = 1 e F := (F});>0 ¢ a filtragem natural
P-aumentada gerada pelo movimento Browniano. Qualquer processo F-adaptado sera

chamado de funcional de Wiener.

3.1 Discretizacao Aleatoria

Para uma sequéncia positiva fixada €, tal que ¢, | 0 quando k — oo, e para cada

j=1,...,d, definimos Tok’j =0q.c. e

T = inf{TF, <t < o0;|BI(t) — BI(TH)| = &}, n>1. (3.1)

Para cada j € {1,...,d}, a familia (7%7),>¢ é uma sequéncia de F-tempos de parada no
. : ki - e e~
qual os incrementos {T%J — T ;n > 1} sdo sequéncias i.i.d com a mesma distribuicao

k,j ~ _
de T7. Para manter a notacdo simples, vamos tomar €, = 2%,

21
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Para essa familia de tempos de parada, definimos A* := (A% ... A%?) como o

processo escada d-dimensional no qual seus componentes sao dados por

AR (1) =Y T2 Mo sy 20,

n=1
no qual

1; se BI(TkJ) — Bj(T:ijl) >0

ok = —1; se BI(TM) — BIT™,) <0

0; se Bi(Tki) — Bi(T" ) =0

para k,n > 1and j = 1,...,d. Claro que, |0¥7] =1 q.c.. Seja F*7 := {FF":t > 0} a
filtragem natural gerada por {A*7(t);t > 0}. Deve-se notar que F*/ é uma filtragem

de saltos (veja (29)) no sentido que

]j—th _ { U <D£ N {Tgk’j <t< Tgfl ) Dy € .7:";,3] para ¢ > O}, t >0,
4
=0

no qual Fp = {Q,0} and }:;éj = o(T7,..., TE o7 .. o%)) param > 1e j =
1,...,p. Entao,

Fola Ty <t < Tl } = FY {7 <t < T} g
Para cadam > 0e 53 =1,...,d. Denotamos ]:tk’j como o ftk’j , P-aumentado satisfa-

zendo as condigoes usuais.

A filtragem multi-dimensional gerada por A* ¢ naturalmente caracterizada como
segue. Seja F¥ := {FF:0 <t < oo} a filtragem dada por FF := F/"' @ FF?@- - @ FiP
for t > 0.

Definimos Ty := 0,

1= inf {719}, T = it {TELTE 2 TE
1 1<5<d 1 ) n 1<5<d m Y m = “n-—1
m>1

para n > 1. Podemos verificar (veja o Lema 3.1 em (45)) que F* é uma filtragem e
portanto continua a direita (veja e.g Th 5.52 em (25)). Seja N a o-algebra gerada por

todos os conjuntos P-nulos. O P-aumentada de F* é simples
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Fr— G ((ﬁgﬁvN)m{ij §t<T,{f+1});tzo

n=0
e o conjunto Fr, = (.7:_;?,@ V N);n > 0. Para mais detalhes vejo o Th. 5.52 em (25)).

Nesta tese, fazemos uso de argumentos trajetoria a trajetoria. Assim, vamos neces-

sitar introduzir alguns importantes objetos. Seja
d
I == {(@";,...,z’f;);@"ge{—1,o,1} Vee{1,....d} e Z|¢§|:1}
j=1

e Sy := R, x I sendo um subconjunto de Borel de R, O espaco das acoes A é
um subconjunto de Borel e compacto de R a qual definimos mais adiante. O produto

cartesiano de n-termos de Sy e A sao denotado por S} e A", respectivamente.

Em sequéncia, usamos a notagao ATF =TF — Tk | nk .= (pkt .. n%) no qual

1; se AARI(TF) >0
n]n"”j =1¢ —1; se AAMI(TF) <0
0; se AARI(TF) =0,

e escrevemos AF := <AT1’“, nr, ... ATF nﬁ) € S} q.c. Deve-se notar que
Fi = (A5) 1 (B(S}) g.c.,

no qual B(SF) é a g-algebra de Borel gerada por Sf;n > 1. Ao longo dessa tese,

denotamos

PF:=Po A
como a medida de probabilidade em B(S}).

A fim de fornecer um descricao trajetoria a trajetoria adequada dos funcionais con-
trolados F*-adaptados e uma obtencao concreta de controles e-6timos, serd importante
ampliar fjk“j; e fT’szH— por meio de conjuntos uniformemente mensuravel. Para o leitor
que nao esteja familiarizado com esse tipo de conjunto, indicamos por exemplo (3} 55))
e (49).

Se R é um espagco de Borel, seja P(R) o conjunto de todas as medidas de probabi-

lidade definida na o-algebra de Borel B(R) gerada por R. Denotamos

Po A5 () =P(A*())
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ER):= () B(R. p)
)

peP(R
no qual B(R,p) é o p-completamento B(R) com respeito a p € P(R).
Seja

GF.={A* ¢ D:D € &(SP)}

1o = (AL ATY,) € DD € E(SE x Ry}

Deve-se notar que

De fato, se E € £(S}) entdo E € B(SE,PF), de modo que

E=EUEyE €B(S}) e By C F; PF(F) =0.
Portanto, {A* € E} = {A} € E\} U{A € Ex} € Fk,.
Lema 3.1.1. Para cada k > 1 e j € {1,2,....d}, {A}7 | 0 <t < T} ¢ um FhI-

martingale com variacao localmente integrdavel, e ainda temos que

sup || B — A/ <27%, k>1, (3.2)
0<t<T

Demonstracgio: Primeiramente note que A%/ = B%k em [Thi <t < T,fjma Vn > 1.

Além disso, temos que pelo teorema usual de tempo de parada étima temos que
E[BLIF) =AM 0<t<T

portanto, concluimos que Af’j ¢ um F*J-martingale. Agora para estimar notamos
que isso é imediata consequéncia da defini¢ao. [ ]
Essa discretizacao, difere das demais discretizacao devido a sua aleatoriedade, fato
que facilita na aproximacao do movimento Browniano. As figuras a seguir ilustram o
processo de discretizacao, a figura (a) mostra o movimento Browniano unidimensi-
onal (d=1), ele foi feito de forma suave para facilitar a ilustragao do processo.
A figura (d) ilustra o processo de saltos A*, é facil perceber que o processo

AF ¢ uma aproximacao do movimento Browniano, e que essa aproximacao depende do

2Conhecido como o-algebra, universal
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do valor de k, ou seja, quanto maior o k& mais proximo do movimento Browniano nos

encontramos.

Lema 3.1.2. A filtragem natural de A* satisfaz as sequintes propriedades

(i) {F*;k > 1} é uma familia de o-dlgebra crescente, tal que F; = \/ FF
k>0

(ii) A sequéncia de filtragem F* converge fracamente com F.

(iii) Para todo O € entdo eriste uma sequéncia OF € OF, tal que

O*co, Vk>1, e Pr(0)—n(0"] =0 k—o0

Demonstracgao: E consequéncia do Lema 2.2 em (32). [ ]

30 é conhecido como o-4lgebra optional, e coincide com a menor o-dlgebra gerada pelo intervalo
estocdstico [0,7] = {(w,t) : 0 <t < 7(w)}, no qual 7 = 7(w) s@o F-tempos de parada.
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(a) "movimento Browniano”

(c) Construcio do Processo A*

At
£T e
oyo—l:-
ml
é—l;-
K\iﬁx‘ll

1

(d) Processo A*

Figura 3.1: Discretizacao de uma trajetéria do movimento Browniano,
determinacdo dos F¥-tempos de parada e do processo A, tomando d = 1
Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2 Decomposicao fraca de funcionais e o espaco B’

Iremos definir a seguir um importante espaco Banach de processos estocéastico

Definig¢ao 3.2.1. Seja BP(IF) o espago de todos os processos F-adaptados, no qual para
1 <p< oo temos
[ X115 = E[| sup [X;|]] < oo
0<t<T

(BP(F), || - |lsr) € um espaco de Banach. Quando ndo houver confusio denotaremos
indistintamente BP(F) por BP.

Definicao 3.2.2. O subespaco HP C BP € formado por todos os martingales que se

niclam em zero
O subespaco H? e fechado em BP, e portanto (HP(F), ||-||g») é um espago de Banach

1 1
Definicao 3.2.3. Definimos M? como sendo o dual topologico de BP, com —+— = 1.No
q P
qual, M9 € o espaco de todos os processos A = (AP, AP?) tal que
(i) AP" € um processo F-previsivel com AL =0 e AP é F-opcional puramente descon-
tinuo
T

T
(i) Var(AP)+Var(AP") € L9 no qual, Var(AP?) = / |dAPY e Var(AP") = / |dAP"|
0 0-

(iii) Definimos || Al|ara := ||Var(APY) | Le + ||V ar(AP")]| e
A aplicacao (A4, X) : B? — R dada por

T

T
(A, X)=E { / XSdA{;d] +E l Xs_dA’S”"} X eB
0

0—
¢ uma forma linear continua e estd bem definida para todo X € BP Além disso,

(A, X)| < [|Allasa]| X [| B0
para todo A € M? e X € BP Para mais detalhes sobre o espaco B? veja os trabalhos
(32), (12),(13) e (39)

Definicao 3.2.4. Denotaremos por A> o conjunto dos processos de variacao limitada

F-opcional da forma
C=gls<., g€ L>(Fs),

com S sendo um F-tempo de parada limitado por T.
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O espaco A® completa B! no sentido que
[X[|Br = sup{|(X, C)[; C € A=, [|C|m= < 1} (3.3)

A relacao acima pode ser encontrada em (13)(Lema 1). Entdo, neste caso, podemos

dotar o espago B! com a topologia o(B!, A>*) induzida pela familia de semi-normas
X — (X,0), CeA™.

Note que o(B!,A*®) é mais fraco que o(B!, M*)(a menor topologia para o qual a
forma linear (A4, X) : B! = R, VA € M é continua). Entretanto, a relagio nos

diz que A*° é um subconjunto normado de M é w*-denso em M

Proposigao 3.2.5. Seja X" uma sequéncia de processos opcionais tal que supy<;<p | X7'|

¢ uniformemente integravel e para todo F tempo de parada S a sequéncia X§ converge

fracamente em L' relativamente a Fg, entdo existe um processo opcional X tal que

X" — X em o(B', M*). Como consequéncia se X" — X em o(B!,A>) e sup |X}|
0<t<T

¢ uniformemente integrdvel temos a convergéncia em (B!, M*). (Para mais detalhes

(13))

Vamos agora utilizar a discretizagao aleatéria proposta. Seja X um F-martingale
quadrado integravel e 6*X uma boa aproximacao para X. De tal forma que, 6*X ¢é um

F*-martingale quadrado integravel. Portanto 6*X pode ser escrito como

= AFX (1))

SFX(t) = X*(0) + WAA’“(T})n (Th<t)
[ ‘ (3.4)
= XF+ / DF X*(u)dA* (u),
0
no qual,
> k(mk
pixt .= 3 AX T, k>, (3.5)

=1 AAR(TY) 7

a integral acima é calculada como uma integral Lebesgue-Stieltjes. Além disso, como

0% X ¢ um F*-martingale sabemos que

E [D’fX(T,’;)AA’f(T,’;) | }“:’ﬁk_] —0, =n>L (3.6)



CAPITULO 3. DISCRETIZACOES 29

Definigao 3.2.6. Dizemos que um processo 6*X € B2(F*) é um F*-funcional se ele

tem a sequinte representacao
X (1) = 6 X (0) + ZA&’“ o<, 0<t<T,

com variagao quadrdtica finita E([X*, X*)(T)) < oo

Definicao 3.2.7. Dizemos que um funcional de Wiener X tem energia finita ao longo
da familia de filtragens (F*)g>1 se

gg(X) = SupE Z |A6kXTT’f|2]]'{TTIf§T} < 0

k=21 n=1

Definicao 3.2.8. Seja X e Y funcionais de Wiener com FF-projecies 6*X e 6FY

respectivamente. Dizemos que X admite d-covariacao com respeito a Y se o limite

(X,Y)? = lim [0" X, 6*Y],

k—00
existe fracamente em L' para todo t € [0,T).

Teorema 3.2.9. 6*X — X uniformemente em probabilidade

Demonstracdo: E consequéncia do teorema em (32) (Teorema 3.1 e Observagao 3.7)

|
Corolario 3.2.10. §*X — X converge fortemente em B?
Demonstracio: E consequéncia do teorema e do Teorema 1 em (9). u

Para trabalhar com estratégias de hedging nao-antecipativo, vamos definir uma

versao F*-previsivel adequada de D¥(X), assim considere

D*X i= 0lggy + ) B[P Xpu [ Fpu e ok > 1,5 =1,...,d. (3.7)
n=1
Desta forma, precisamos analisar o comportamento assintético de DX . Assim
ao invés de trabalhar com o processo X, vamos olhar para / DFX dAfj. Neste caso,

0
definimos

X* =X+ / D*XdA* (3.8)
0



30 CAPITULO 3. DISCRETIZACOES

Desta maneira, temos que o lema a seguir de fundamental importancia para essa

secao.

Demonstracao: Defina B = {T,, <t}

E(15E(D* X7, | Fis

n—1 A v n—
[ [
BJA
://DkX%,f://D’“X%k]IB_//D’“X%kﬂB (3.9)
// (D*Xpplp | Fpi )

DkXTk]lB ‘ .F;ik 1)) VA 6 ./—';21@_1

|
Lema 3.2.2. E([X*, X*],) <E([6*X,0*X];) e E([0*X, X*],) < E([6*X, 5*X];)
Demonstragao: Temos que
E([X*, X*;) =E (Z\AXTk] ]1{Tk<t})
=E (Z [E(D* Xy | Fpo JAAS(TY)P? nmq})
E (Z ‘E D XTk ‘ .F:—I;k 1)| 27 ]I{Tk<t}>
(3.10)

Jensen
<Y E(B(DXay | P )2 ™ Lapes)

lemd3:2]1] =
< 2N B (E(D Xy Lyrycy | P )

<27 N R ((DFXge)*Lize<ry)

n=1



CAPITULO 3. DISCRETIZACOES 31

2” QkZE (D" X)L i<y ZE (DX k)27 cry)

n=1

=K i(DkX kAAk(T ) ﬂ{Tk<t}>

n=1

- 3.11
=E Z ’ DkXT,’gAAk(Tf)ﬂT;fgt |2 ]l{T,’§<t}) ( )

n=1

— ]E Z ’ AékXTﬁ ’2 ]1{T71f<t}>

n=1

= E[[0" X, 6" X],]
Agora para E([0*X, X*],) < E([6*X, 6*X];) note primeiramente que

E(D* X1, Lizp<yB(D* X, | Frr ) = E(D* X1, Lizp<ny Lirp<nB(D* X, | Frr )

Holder
< EYVX(D*XE e BV (EX(DV Xy, | Fpo )
ed3.10]
< E((D*X1,1izr<py)?)
(3.12)
Portanto temos que
E([0*X, X*],) = (Z |A5kX5Xkﬂ{Tk<t}| )
n—1
=27*3"E (DkXTn]l{TJfSt}E(DkXTn | Tffl))
n=1
P 3.13
S g2 ZE ((DkXTnﬂ{T,iggt}>2> | )
n—1
~F (Z |A5’“X|]1{Ts<t})
n—1
= E([6"X, 6* X];)
|

Lema 3.2.3. Dado X € M um F-martingale quadrado integravel, tal que

= /0 t D*XdB(s)
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e X* uma boa aprozimacao para X, F¥-martingale e quadrado integrdvel com represen-

tacao

t t t
Xkt) = Xo+ / DEXdAF = X+ / DFXdAF + / (D"X —DFX)dAL, 0<t<T.
0 0

0
Obtemos entao que,
e D*X converge fracamente para ¢ em L*(Leb x P);
o D*X converge fracamente para ¢ em L?(Leb x P);

° fo D*XdAF converge fracamente para X em B®.

Demonstragio: E consequéncia do lema 3.8 e teorema 3.2 em (53)(Teorema 3.1) W

3.3 Decomposicao de Doob-Meyer

Nesta secao, vamos obter explicitamente a decomposicao de Doob-Meyer para 6*X

Lema 3.3.1. O processo {6*X; : 0 < t < T} é um F* processo adaptad com vari-
acdo localmente integrdvel para cada k > 1. Além disso, existe um unico F* processo

previsz/ve NFX com variacdo localmente integrdvel, tal que
X, — Xo— NP* = MPX, o<t<T

¢ um F* martingale locaﬁ. O processo N*X ¢ um F* uma projecao dual previsivel de

"X, — Xy, o qual pode ser tomado com trajetérias continuas.

Demonstragio: E consequéncia do lema 2.3 em (32) |

Observacgao 3.3.1. Desde que A* é um martingale quasi-continua a esquerda e um
processo escada, entao temos a chamada representacao opcional ((25) Teorema 13.19
e Exemplo 13.9). Isto é, para todo F* local martingale, comecando em zero pode ser

representado por uma integral opcional com respeito a A*

40 processo X é dito adaptado a filtragem F, se X; é F-mensurdvel para todo ¢t > 0
SUm processo X é dito previsivel sobre a filtragem F se E[X,, | F;_] = X
5Um processo cédlag é dito ser um martingale local se existe uma sequencia de tempos de parada

crescente 7,, com lim 7, = 0o q.c., tal que Xy, ¢ um martingale uniformemente integravel para
n— o0

todo n.
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Lema 3.3.2. A projecio F* dual previsivel de 6*X — X, € dado por um processo
continuo .

/ URXd(A* AR, 0<t<T

0

No qual UFX = E[Ak][deX/AAk | P*] denota a esperanca condicional com respeito a
P* sobre a medida de Doléand’| gerada por [A*, A¥]. Além disso,

1 o0
kX
U™ = 01geyy + P ZE[Xt — X1, |Gh Ty = s cperny
n=1

t

Demonstragao:  Vamos escrever Y;* = / D" XdA* no sentido de Lebesgue-
0

Stieltjes. Por definicao

T
E ( / ncdejf>
0

E

]leD 5kXdA’f)

E | Y 1cTiDp " XAAL )

(f
P
E(zw 5,
([
(

(3.14)
D ok X
STAAR

T
E / LesURXd[AF, A’“])

—E ( / ]lchf’Xd<A’“,A’“)8)
0

para todo C' € P*. Isto conclui a primeira parte da demonstracdo. Agora iremos

E

d[A*, Ak]s)

caracterizar U%X. Para isto, considere a sequéncia de o-algebras G* = G* | v o(TF),
n > 1. Lembramos que para todo C € G* | existe um processo previsivel H tal que

Hr = 1ycy e é nulo fora do intervalo estocastico |7, T ((5) Teorema 31 pg 307).

n—1"n

"Um submartingale S tem medida de Doléans u definida na o-algebra previsivel [0,7] x Q se
w([[0,7]]) = P(S;), para qualquer tempo de parada tomando valores em [0, 7]
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Entao da primeira parte da demonstragao segue que

E(LcAS* Xpilprar) = ( / H dY’f)
-F (/ HURXd[AF, Ak]) (3.15)
0
=E(LiyUzi 2 Lyrpery)
Desde que C' é arbitrario e U um processo previsivel, segue que

E[AS* Xy Lirpery] = E(Upy 2 Lyrpary | Gr2) (3.16)
7 2 M rpery

Entao, uma versao da esperanca condicional pode ser escrita como

Uy 1{T§_1<t§T,§§T} =K To—2k |gn L, =t ]l{Tk L <t<TE<T}> n=>1

o que implica que

1 o0
Utk’X = O]I{Té“:t} + ﬁ ZE[Xt — X1, 4 |g§71; Trlf = 1]]1{Tj§71<t§T;f}

n=1
e portanto o resultado segue [ |

Lema 3.3.3. O “angle bracket "de A* ¢ um processo absolutamente continuo dado por
t
(AR, ARy, = / hds
0

no qual, h® é a intensidade de saltos do processo [A*, A¥] dado por
=2 %Z& e Mrpasryy, 0St<T

I
1— F’“’
de distribuicao de T1

no qual \f = 0<t<T, f*eF* sio respectivamente a densidade e a funcdo

Demonstracao: Desde que AF é um processo pontual quasi continua a esquerda no
qual difere nos pontos de saltos {(T¥ — T* ,);n > 1} é uma sequéncia de varidveis

iid absolutamente continua, entdo a varidvel (A, A*) tem trajetérias absolutamente
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continua. O que estabelece que

t
(AP ARy, = / h¥ds
0

Entao usando (Teorema 18.2 (35))), o resultado segue. |

Juntando todos os resultados dessa se¢ao obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.2. Se X ¢ um funcional de Wiener satisfazendo

n=1

E (Z \A(SkXTMQ) < oo, Vm,k>1.

entdo a F* decomposi¢io dada por (M**, N*X) definida no lema € dada por
t t
FX = Xo+ f DoF X dAF + / Uf’Xh’;ds
0 0

UPNBRE =Y EIXy = Xl Gh_i; T = N e Ly coempys €0
n=1

onde
t—TF

3.4 Discretizacao do processo valor.

Nesta se¢ao, descrevemos o principio da programacao dinamica para a forma dis-
~ . k,Tk
creta do processo valor, na segao sobre um controle fixo. Se n < m, seja Uy, ™ o
n

conjunto do processo controle da forma

vi(t) = Z U;'tl]l{Tf_lothf}; Th <t<T), (3.17)
j=n+1
no qual v;-tl é Qfﬁl—mensurével paracada j=n+1,...,m.
Com abuso de notagao, definimos UF™ = U;}CT’]% para qualquer numero natural

/ . k
n,m > 0. Além disso, para u* € Uy™ e v* € U™ com n < m, escrevemos

k kY . (K k k k
(U® @p 07) 1= (UG, - ey Uy Upye ey Uy )
Esta notacao é consistente desde que uk®TT;f v* depende apenas de (uf, ..., uf_ oF . v

sempre que uf : Q x [0,TF] — Ad e v* : Q x [TF, Tk] — A% sdo controles da forma

(3.17) para n < m.

8§ representa a integral opcional, para mais detalhes ver ((12))(25)))
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Ao longo deste trabalho, o nimero total de periodos é dado por

e(k,s) = d[2%*s] para s> T. (3.18)
no qual [x] é a parte inteira de um niimero positivo x > 0. Neste caso, u*, ¢* € U(]f ’e(k’T),
definimos u* Qe(k,T) ok = (uf, ... ,u’g(k’T)_l).

Definigao 3.1. Seja Or(F*) o conjunto de todas as constantes o processo F¥-optional
sobre [0, T]. Seja L(Ug’e(k’T); Or(F*)) o espaco onde todas as aplicagoes Y* de Ug’e(k’T)
para Op(F*) tal que u* = v* em Ug’e(k’T) implica yku' — yEo" Qg elementos desse

espaco sao chamados de processos F*-controlados.

Para um exemplo concreto de processos F*-controlados, veja a segao e (5.2.1).

, ~ k .
Através desta secao, vamos fixar um processo F¥-controlado X¥*" e definimos

Xk,uk (t) — Xk,uk (t A Tek(k’T)); 0 S t S T’ (319)

para cada u® € Ué‘”e(’“T).

O processo valor associado é definido por

VF(TF u*) .= esssup E[ﬁ(Xk’"%”qSk)’gﬂ in=1,...,e(k,T)—1 (3.20)

¢k€U§7e(k7T)

com as seguintes condicao

VEO,uf) == sup  E[GXM)], V(T ub) = G0,
¢k€U§76(k,T)
Deve-se notar que V*(T% u*) depende apenas de v~ ! := (uf,... ,u¥_|) por isso

¢é natural escrever

VETE uFr Yy = VETE uF)ub € PR 0 < n < e(k, T)
com a convencao que uf 1 = 0.

Lema 3.4.1. Seja 0 < n < e(k,T) — 1. Para cada ¢* e n* em UF**) | existe 6 €

UFeET) tal que

E[¢(X*™e)|gE| = E[¢(X* =) |gk| v E [¢(x*m ") |Gk q.c
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para todo 7% € U™, Portanto, para cada n* € UP"

E| esssup E[f(Xk’”k@)"ekﬂgﬂ Q]]-c = esssup E[{(Xk’“%”ekﬂgﬂ
akEU»,If’eUC’T) GkEUTIf'e(k’T)

se0<j<nand0<n<e(kT)—1.
Demonstragao: Seja G = {]E [ﬁ(Xk’”%”d’k)]gﬁ] > E[f(Xk’”%""kﬂgfj} } Escolha
ok = ¢kﬂG + nk]ch. |

Lema 3.4.2. Se as afirmacdes Al e Bl sdo verdadeiras, entdo para cada u* € Ug(k’T),

temos que

esssup E|E(XF @) GE| = esssup  esssup B|&(XFu@n@n®nt10N)y Gk o
p E|&( n p p | q

(bkEUyIf’e(k’T) 9£€Unk7n+1 d)keU:fik,T)

para cada 0 < n < e(k,T) — 1.

Demonstracao: A prova é similar ao Lema m Fixamos u* € Uég mo<n<m-1
em =e(k,T). Seja ¢* € UE™ e considere u* ®,, ¢F = (uf, ... ,uf_, 05 % ... ¢F )

no qual tomamos 6% = ¢¥. Entao,

E[e(XP' "Gkl = E[g(XFu Entn®nidt)|gh|]

— esssupE [é(Xk,ukepneﬁ@nHaﬁ’“) |grﬂ
gheU,t

< esssup esssup E[f(Xk’qu@"n’li@"“gﬁkﬂgﬁ] q-c
nEUR ™ gheU T

O que mostra uma das desigualdades. Por outro lado

ess sup E[¢( X5 @n9")|GE] > ess sup E[¢(X P @nm@niie®) GH] ¢

k, k,
preUr™ oreU, '}

para todo nf € UF"*! de modo que

esssup E[¢(X 50" ®9")|GE] > esssup esssup E[¢(XE EnmEnne®)|GF] ¢ ¢,
¢k€USvm nﬁEUJf”hq gOkEU,I:ﬂ
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k,e(k,T)

Proposigao 3.4.1. Principio da Programacao Dindmica Para cada u® € U, ,

o processo valor VF(- u*) a tempo discreto satisfaz

Vk(Trlfauk) = esssup E Vk (Trl:-',-la kot On 92) | grlj ; 0<n< G(IC,T) -1
(3.21)

VE(TE, 2y ub) = €(XP) que

Por outro lado, se uma classe de processos {Z%(TF u¥);uk € Ug’e(k’T);O <n <
(k: T)} satisfaz a equacao do principio da programagdo dindmica para cada
uk e UY O T) entao Z%(TF, u) coincide com VF(T* u*) q.c para todo 0 < n < e(k,T)

e para todo u* € UkekT)

Demonstragao: Vamos fixar n = 0,...,e(k,T) — 1,m = e(k,T) e u* € Uke w1,

Lemas e segue

Vk(T,’f,uk) = esssup E [ﬁ(Xk’“k®"¢k) | gﬁ]

(ﬁkEUﬁ’m

= esssup ess sup]E[E [{(Xk’"%"(eﬁ@"“d’k ) | gn+1:| | gﬁ]

k,n+1
OkeU,™ qﬁ’@eUnJrl

= esssup E |esssup E [S(Xk’“%”(eﬁ@”“‘z’k ) gn-i—l] | Gk

ok cykmt! preUp!

= esssup E |esssupE [f(Xk O 1®"gk)‘@"“qbk) | Qn+1] | Gk

ok eyhmt! preUp!

= esssup E [V¥ (TF, v ' ®,08) | GF] q.c

gk eyhmt!

Inversamente, suponha que existe uma classe de FF-funcionais {Z%(-, u*) : u* € UF™}
satisfazendo a equagao do principio da programagao dinamica (3.21]) para todo controle

k s
uk € Uy™. Por suposicio

ZH(TE k) = ¢(X5) = VE(TE uF) q.e,

para todo u* € U(If "™ Portanto, por um argumento de inducao invertida é facil verificar
que Z*(TF u*) = V*(TF, u*) para todo u* € Uf’m andn=0,1,...,m— 1. [ |



Capitulo

4

Discretizacao Trajetdria a Trajetdria

Neste capitulo, vamos fazer a descricao trajetoria a trajetéria do processo valor. E

desenvolver o teorema de selegao mensuravel, para encontrar o controle e-6timo.

4.1 Discretizacao
Ao longo dessa tese, um elemento genérico de S} sera denotado por

koo (ok Tk kk n
b, = (s7,i],...,5,.,%,) € S}

n ) N 'n

no qual (s¥, 2%

ryor

)€ Ry xI paral <7 <n. A leido sistema serd dada por uma extensao

da seguinte medida de probabilidade no espago mensurédvel (S}, B(Sp~") @ B(Sk))

PEi=PoArink >1,

Por definicio, P%_ (-) = PX(- x S;). Mais importante, P£(S}~! x -) é uma medida
regular e B(Sy) é gerado enumeravel, desta forma, ¢ conhecido (veja e.g (22)) que

existe (PX_,-q.c. tinica) a desintegracio v* : B(Sy) x Sp~' — [0, 1] a qual realiza

PD) = [ k(D Ik P b))
k

39
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para todo D € B(S), no qual Dyr = {(s%,3F); (bE_ sk %) € D} € B(Sy) é a
bF_|-segao de D.

Por defini¢io para cada E € B(S) e bk, € S}, temos que

Vi) = P{(ATE nf) € BIAS, =bb fin> 1. (4.1)

Proposigao 4.1.1. Para cada (a,b) € B(R) ¥4 €T, e bk | € P71,

P{ATE € (oot =T Ak =l
bR 0 foo '
/ L Ak Fagpr (@) dz | / Fagea (s +t+ A0 frnin () dtds (4.2)
R E "
1 (T X
in AT Anl /A gt

Demonstracao: A demonstragao desta proposicao pode ser encontrada no Apendice
[B|(Teorema [B.0.1]). |
Lembre-se, para cada E € £(S}), existem B € B(S}) tal que PE(EAB) = 0. Desta

forma, vamos definir uma extensdo P¥ : £(S?) — [0, 1] do seguinte modo
Py(E) := Py(B); E € £(S})

sempre que PX(EAB) = 0 para algum B € S

Fixamos uma extensao de P* de B(S}) para a classe £(SP) de todos os conjuntos
universalmente mensuraveis de Si. Similarmente, podemos escolher uma extensao da
desintegracao ¥ : §?~' — P, como uma fungio de Borel na qual Ps, é um conjunto
de medida de probabilidade sobre £(Sy) dotado da topologia fraca estrela (veja a o

Rudin (51)). Além disso, essa extensao realiza

BAE) = | By b P (b))
k

k

para todo E € £(S?). Com um pequeno abuso de notacao, escrevemos PX e v* como

estas extensoes.

Lembrando que qualquer controle u* € Uok <(k.T) pode ser escrito como
e(k,T)

n=1
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Para cada u¥ existe uma funcao universalmente mensuravel (veja (49), (52), (3)) g~ :

St — A tal que gF(A¥) = uf q.c;1 <i<e(k,T)—1 e gk é uma constante q.c.
A dinamica do sistema estd definida no espaco histéria H* := A? x S;. Denotamos
HE™ e T? como o produto cartesiano de n elementos H* e Iy, respectivamente. Os

elementos de H*" serdo denotados por

kn . ((k ok Tk k k Tk
o™ = ((ao, sty); - (ap_q, sn,zn)>

no qual (af,...ak ) € A", (81,..., sBYy € R? e (iF,...,1%) € I?. Param = e(k,T),
também precisamos definir Z; SJ — H* como

=kg* [k Tk A k Gk k Sk ko Tk k Tk

=57 (51,21, . sj,zj) : <(g0,31,21) (gj NG 75j—172j—1)75j7lj))
no qual 1 < 5 < m. Identificamos :’5’9 como uma fungao constante (no espago de
acoes A?) o qual nio necessariamente depende da lista de controles ¢g* = (g~ ;) (le)

k,e(k,T) (k1)

Para um controle u* € U, dado, associamos {g} ;},; ’. Entéo, o teorema

de Doob-Dynkin’s garante a existéncia de uma funcao de Borel ’yf(k’T) : Hke®T)
D([0,T];R?) tal que fyf(kj) (0F<®T))(0) = x = X*(0) e

- uk
iy (i) (Al () ) (1) = X5 (8, ) (4.4)
para w e todo t € [0,T].

Iremos fazer uso da seguinte notacao

wei=w(tA-);w e D([0,T] : R™).

Essa notagao pode ser naturalmente estendida aos processos. Definimos

Ar = {(t,w)it € [0, T);w € D([0, T R™)}.

A seguir vamos necessitar alguns objetos. Definimos W : I, — {1,2,... d} x{—1,1}
pelo

N = (R, Ra@)) = () (45)

no qual j € {1,...,d} é uma coordenada de i* € I, o qual é diferente de zero e

r € {—1,1} é o sinal de i* da coordenada j.
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Se Ff : H* — R;¢ = 0,...,e(k,T) é uma sequéncia de fungdes universalmente

mensurdveis (£} é uma constante ), entdo definimos

Fy(op) — Fii_y(04)
6kN2(n)
paraof e HY, 1 <n<ek,T)ej=1,...,d, ¢

V;F*(op) = Len, bk)=j) (4.6)

n’»-'n 2

Fk k Fk 5
%Fk(o a ) : /S n+1(0naan7 n+€17 n+1) ( n) E+1(d37’§+1d7;7]2+1’b2); (47)
k k

para of € H?, 0 < n < (k,T) — 1. O operador (V;%;j = 1...,d) descrevera a
forma diferencial associada a uma determinada estrutura discreta controlada (Y*). Em
particular, desempenhard o papel de um Hamiltoniano no contexto de problema
de controle.

Para uma sequéncia de controle dados (uk) J(kOT baseado no (g] ) J(kOT) , 0 Teo-
rema Doob-Dynkin’s fornece a existéncia de uma sequéncia de fungoes universalmente

mensuraveis Ff : Hj, — R tal que

YR(TE uF) = FE(ER9(AR)) qe, n=0... e(k,T). (4.8)

Na sequéncia, denotamos P* como sendo a o-algebra F¥-previsivel sobre [0, T]x €, (-)P*
é o operador projecao F¥-dual previsivel e seja far.5) @ medida de Doléans (veja Capitulo
3em (38) e o Capitulo 5 em (25))) gerado pelo processo [A%7, AM);1 < 5 <d k> 1.
Denotamos

o~ AYVH(TY, ub)

DYFIYF(suf) =S g, 0<s<T
9 . k, T =g\ — = )
; AAkI(TFTy =

DYRIYE(,
AA

UYEIYE(s, ub) = E, ‘pk L 0<s<T,k>11<j<d, (4.9)

[AFJ]

no qual UY*7Y*(- u*) é o tinico (a menos de um conjunto de medida jiyrs) nulo)

processo FF-previsivel tal que

k
Dykjyk ) P : Dykyyk( A )
(/ d[AM, A’”]) = /0 EN[AM][ A ‘pk] (AR AR,
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Aqui, (A%3 ARIY & o angle bracket de AFJ (veja Lema 2.1 em (45])) e o processo estocds-

tico DYRIY*(. u*)/AA*I & nulo no complemento da uniao dos intervalos U, [T, Tk

Denotamos

Dy,k,jyk(s’ uk> = Z Dy,k,jyk(& uk)]l{TekSs<Tek+1}’
- (4.10)

| | A AR
[Uy’k’JYk(s,uk) — Uy’k’]Yk(s,uk)%
S

Uma aplicacio direta da Proposicao 2.1 em (45) em Y*(-, u*) € Op(F*) segue

d t
YE(tub) = YE0,uF) + > 7{ DYFIYE (s, uF)d AR (s)
j=1"0
. (4.11)
Y / UPRIYH (s, uF)(s)ds, 0<t<T.
j=17"0

Para o propodsito desta tese, o aspecto mais importante desta representacao diferencial

é revelado em TFF, . .. ,Tel‘%k,T). Pela aplicacao do Lema 2.7 em (45]), no qual
d
ZUy’k’]Yk(TrlfH»uk) =E (G%H,u ) 7]§+1—] q.c, (4.12)
j=1

e, em outras palavras,

d
E| > UYRYHTE u¥)|GE| = (6%“’“ 6| g (4.13)
j=1

para cada 0 < n < e(k,T) — 1 and k > 1. Por construgao, ¢ Y* ¢ dado pela re-
presentacao funcional (4.8), As fungoes (V;F*, % F*;j =1,...,d) realiza as seguintes
U(I)ﬂ,e(k,T)

identidades: para todo u* € ,

ke ok ;
Vi FFERT (AR) = DYFIYH(TF u) ey ax)=jy 4-¢, (4.14)

paracada j=1,....d,n=1,...,e(k,T) e

d
UFRERT (AD), gh(AE)) =B | Y UVRYRH(TE | ub)

J=1

gﬁ] q.c (4.15)
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paran =0,...,e(k,T) — 1.

A estrutura diferencial apresentada nesta secao, ird nos fornecer uma forma para
obter os controles e-6timos em problemas nao-Markovianos. Note que nao é nada ébvio
que maximizar % F* (para um F* adequado) sobre caminhos no espaco de acao ira
fornecer os controles 6timos. Na se¢ao e explicaremos com mais detalhes como

conseguir isso

A seguir vamos dar um exemplo, o qual satisfaz todas as hipoteses do nosso modelo.

4.1.1 Exemplo: EDE Controlada movida pelo movimento Browni-

ano

Seja D([0,t];R?) o espago linear a valores de R? com caminhos cadlag em [0,¢] e
em seguida, definimos uma aplicagdo F : [0,7] x D([0, T]|;R™) — R; (t,w) — F(t,w)
dotada da métrica Ay definida por

dipa((t,w); (', w)) == sup Jw(uAt) = ' (wAt) |z + |t =]
0<u<lT

entdao (Ar,d) é um espago métrico completo equipado com uma o-dlgebra de Borel.

Temos que F' é um funcional nao-antecipativo e

F(t,w) = F(t,w); (t,w) € [0,T] x D([0, T]; RY).

Neste caso, um funcional nao-antecipativo pode ser visto como uma aplicacao mensu-
ravel F' : Ap — R;(t,w) — F(t,w) = F(t,w;) para (t,w;) € Ap. Para encurtar a
notagao definimos ||w||so := supg<, <7 [|w(u)|/re para w € D([0,T]; R?).

O processo de estado basico sera a EDE ¢-dimensional definida como

d
dX(t) = o' (6, X u(t))dt + Y o™ (t, X[ u(t)dBI(t);0 <t <T,1<i<q (4.16)

J=1

com a condigao inicial X"(0) = x € R? dada. O coeficiente

a:[0,T] x D([0,T};R?) x A — R¢

o :[0,7] x D([0,T];R?) x AY — R? x R
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sao funcionais nao-antecipativos satisfazendo as condigoes padrao de tal forma que
X : U§ — B*(F) é um funcional de Wiener bem definido.

Primeiramente, construimos um esquema tipo Euler-Maruyama baseado na parti¢ao

k k

aleatéria (T%),>o como segue: Seja (uf )%, um conjunto de controle tal que u* ;| =

g* [ (AF_)) para uma sequéncia de funcoes universalmente mensuravel g~ ;| : SZ_l —
. Y k
A% n > 1. Definimos X** (0) = x

d
XTI = X8 (0) + (T, X uf)ATY + 7 0¥ (T, Xt uf) A ()
j=1

no qual X;k“k = 2 é uma fungao constante sobre [0, T]. Entao, definimos
0
kb o o kuk .
X (1) = wlocieryy + XP T U gppayy; 0 <t < T
O segundo passo é dada por

uP)AARI(TY).

d
XATE) = XRNTE) o (T, R ub) AT + 37 0T, X,
j=1

Entao, definimos

¢ ou® v k,uk S kouk
X;Qk (t) == 1 ocierry + X" (le)]l{T{ngT;} + X" (TQ’“)]l{TQkSt}; 0<t<T.

Definimos por inducao,

k

BT = XMOTE ) vl (T X

d
b VAT o I(TE X ub )AARI(TE).
Jj=1

para n,k > 1 e 1 < i < ¢q. Um processo FF-controlado associado ao esquema de
Euler-Maruyama é entao naturalmente definido por

XE () = XE (A TE, )

no qual
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[e.e]

Xk,u Z Tk ]I{Tk<t<Tk 3
n=0

A descrigdo trajetdria a trajetéria é dado: Definimos hf = =z,

hyy'(0P™) :hifl(ok’n_l)+ai(3]2—1a'72—1(0k’n s an_1)s +ZU sh_1 An-1 (0" Y) ap_1)2”

no qual 1 <i < ¢q,0%" € H*" ¢

Tn (") (t) = Z hf(ok’e)]l{t%tngﬂ} + hﬁ(ok’n)ﬂ{tﬁgt%t > 0,0"" € H"",

Definimos entao

Z hn (05" s <o

para 0% € H** e definimos

Yoy (0" ED)(X) = 7505 X) (¢ Ate));0 S t < T
Por definigao, ’ye(k T) (”keg )(Alg(km(w)))(t} = X" (t,w) para q.c. w e para cada
te[0,7].

4.2 Teorema de Selecao Mensuravel

Nesta secao apresentamos o teorema de selecao mensuravel. Sem duvida esse é um
teorema fundamental, pois desempenha um papel chave na nossa metodologia. Para

isso vamos necessitar utilizar de argumentos backwards.
Para simplificar a notagao através dessa secao vamos definir m = e(k, 7). Lem-

brando que um processo F*-controlado da forma (3.19)) ¢ fixado e estd equipado com
uma funcio de Borel 4% : HF™ — D([O,T];Rq) realizando 1} com uma condicao

k7k,j
Zn
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inicial # € RY. Para tal processo F*-controlado, escrevemos V* com o processo valor

associado dado por ([3.20)).

Comegamos definindo a aplicagao F&™ : H*™ — R definida por

Ei™(04) = €0 (0" )0 € BV

no qual £ : C([0,T]; R?) — R é limitada. Por construgao, F¥™ ¢ uma fungio de Borel.

. k . - .
Lema 4.2.1. Seja uv* € UY™ um controle associado a funcoes universalmente mensu-
0 G

raveis (g° )™ ,, no qual m = e(k,T). Entao,

E[e(XH)|gh ] = / Fhm (Zha* (AR sk )k (dsk i AY L) g (4.17)

Sk

E¢(X*") = / Flm (ke (b )P, (dbt) (4.18)
.

k

Demonstragao: Por defini¢ao, se B = (Aﬁl_l)fl(D) = (ALY D x S,) € G~
para algum D € £(S]"'), entdo

/B]E[ §(XEYGE P = /gX’““
—/Bf(vm( 7 (AL)) )P

- /D XSkf(vﬁ(ﬁﬁgk(bﬁ)))P%<dbﬁz)

k

Sk sh18,)) ) vk (s, i b P (db )

m—17°m> “m

:/D< Sks =k (b1, b 75))
:/ ( ! (A fnfﬁl)))vﬁl(dsﬁwd%g|A;_1)>dp

(4.19)

umdsfn,d%z|bz_1>)an_l<dbz_l>

O que mostra (4.17)). A equagao (4.18]) é imediata. [ |
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Lema 4.2.2. A aplicacao

("™ ak )= [ Fpm (oM Ak, sk i vk (dsh,, di, [, )

m— m—1 °m> "m
Sk

¢ uma funcao de Borel de H*™~! x A para R.

Demonstracao: Segue da prova da Prop. 7.29 em ((3))). ]

Da afirmacao que £ é limitada segue

» 'm—17°m> “m
Sk n€D([0,T];R9)

/ FTIfL,m (Ok,m—l ak Sk 'ik )an(dsﬁw d;fn|bl;fn_1) S sup |§(77)| < 00 (420)

para todo o™=l € HF™~1 gk e Ad.

Lema 4.2.3. Seja F°™ : H*"~! - R um funcio definida como

Frm (ok’m_l) ;= sup / Ffflm (ok’m_1 akb sk gk )an(dsﬁl,dgmbfn_l);ok’m_l e HFm L

m—1 » m—1 °m> “m
ak EAd Sk

m—1

~ k 4 . e . . ~ e
Entao, F,’™ é semi-analitica superlo. e para todo € > 0, existe uma funcao analiti-

camente mensurdvel Cf — : H*"1 — A? o qual realiza

FE™ (ohm=1) < / Fhm (obm=, 05 (0P 1), b 7% )k (dsk dit bk )+ (4.21)

»2ms ‘m /)Y m m—1
Sk

para todo oF™m~1 ¢ HFm—1,

Demonstragao: O fato de que F,’Z’Tl ¢é semi-analitica superior segue da Prop 7.47

em (3) e do Lema o qual diz que a aplicacao dada por

km—1 _k _ ko ( kom—1 _k k Tk, k(qck 7k 1k
f(O 7am—1) - / Fm (0 7am—l’Sm7lm)ym(d8m7dlm|bm—1)
Sk
pe uma funcao de Borel (portanto semi-analitica superior). Além disso, pela construgao

H*m=1 x A% é um conjunto de Borel. Seja

Epm (0" m ) = sup f(oPal )

m—1
alfn_leAd

'Para o leitor nao familiarizado com esse tipo de fungao recomendamos ver (3) capitulo 7.6
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Do limite (4.20) e Prop 7.50 em (3) segue a existéncia de uma fungao analiticamente

mensuravel C¢ | : HF™1 — A tal que

F(P 1 Gk 4 (05 ™T)) = Fi (oF ) — €
para todo o™ 1 € {FF™ < 400} = HF™1, =

Lema 4.2.4. Para todo € > 0 e u* € U™, existe um controle ¢&° | € U™ tal que

Vv (Tfm 15 k) < E[Vk(Tr]Zauk Om—1 ¢I:rf—1>|g1]jlfl] +€q.c (4-22)

Demonstragao:  Seja (gF )™, uma lista de fungoes universalmente mensurdveis
associados ao controle (uf_,)7",. Para e > 0, seja Cf,,_, : H*™"' — A? uma funcao

analiticamente mensuravel que reahza . Aﬁrmamos que

ka(~kg (.A )) — eSSSUpE[S(Xk’uk®m_1¢k)|gfn_1] q.c. (4_23)

k,m
pkeu™

=V (Trlfz LU )Q-C-

[ (R e Ay ) s A ) = B[ECC i) G e
> (4.24)

no qual ¢ =0 (”k’g (AX ) é uma composigao de uma fungio analiticamente

mensurdvel e um fun¢ao universalmente mensuravel. Neste caso, sabe-se que C ,, ;o
kg 7", 6 universalmente mensuravel (veja e.g Prop 7.44 em (3)). Isto mostra que ¢"°

é um controle.

, . . . . ~  —k.gF. 2k ~ ~
Neste ponto, é conveniente introduzirmos uma aplicacao :j’g o~ (slf,z’f, e ,sf,z?)
pelo
kE Tk kE Tk k Tk ko Tk k k Gk ko Gk k Gk
((907 S1,01), - (gg o (87,17, - - - )Sj—272j—2>’ Sj—172j—1>’ (Zj—l(shll? s S5 Zj—1)7 Sjalj))
(4.25)

no qual j = m,...,1. A afirmagao (4.24) é uma aplicacao direta de (4.17) o que

também segue
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VETE u k>=:a$supt/‘f*"%’*@ A sk Tk (dsh diE AR ) g

zkEUﬁl’Tl Sk

(4.26)

Claramente,

FRP R (Al ) 2 [ R (AL s ) sk dif A5 ) (420)

Sk

para todo 2* : S7"! — A9 fungao universalmente mensurdvel. Consideramos os elemen-
k bk

tos a¥ | como uma constante como um controle da forma zF(b% ) =

ml’

SZ”_I, também temos que

—_ ~ ~ ,—,k ~
esssup/ ka( S (Am 15 ﬁ@alfn))ynkl(dsﬁwdlfn‘Aﬁl—l) 2 / ka( g (A )’ Amp— lusfnvzfn)

z’“GU:fl’l"l Sk Sk
(4.28)
X vk (dsk, dit A5 g

para todo a* |, € A?. Resumindo de (]4 26)), (4.27) e (4.28)), concluimos que (4.23)
segue. Pela composicio F°™ com =&Y 1(Am 1) em (4.21) e usando (4.23) e (4.24),
concluimos que (4.22)) segue verdadeiramente.

Agora somos capazes de iterar o argumento da seguinte maneira. A partir de
(4.20) e um argumento backward, somos capazes de definir uma sequéncia de fungoes
k
ES™ HM — R

km ko\ .__ k,m k _k “k
F(0™7) i= sup / Fyy (o (0™, af, Spt1 Ze+1)’/e+1(d34+1a dl@ﬂ’be)
afGAd Sk
para o € H** e / =m —1,...,1. A funcdo inicial é apenas um ntimero

FEm = s [ FER G b BB sty )
Sk

keAd
Lema 4.2.5. Para cada j =m —1,...,1, a aplicagao
ki k ko kj k k Tk k k k k
(o 7%) F]+1< a%73]+1a%+1) j+1(d5j+1adlj+1|bj>

Sk
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é semi-analitica superior de H*/ x A? to R.

Demonstragao: Usando os mesmos argumentos da demonstracao do Lema [4.2.2

aplicando aqui. Omitiremos os detalhes.

Proposicao 4.2.1. A funcao F’f’m : H* — R € semi-analitica superior para cada
j=m—1,...,1. Além disso, para todo ¢ > 0, existe uma fun¢ao analiticamente

mensurdvel C ; H* — A? tal que

k.m j k,m . € o < 2
F; (0™) < /S i (ija Ck,j(okj)a 3§+1, Z?H)V]kﬂ(dsfﬂa dl§+1‘b§) e (4.29)
k

para todo o € H* no qual j =m —1,...,1.

Demonstracgao: De (4.20)), a seguinte estimativa é verdadeira

sup [Fj"(0M) < sup  [€(n)] < +oo (4.30)

ok gHk»J n€D([0,T];R?)
para todo j =m—1,...,1. Agora, apenas repetimos os argumentos da prova do Lema
4.2.3| Fixamos j =m —1,...,1. O fato que Ff’m ¢é semi-analitica superior a partir do

Prop 7.47 em (3)) e Lema o qual diz a aplicacao dada por
i km i ~ ~ k
f(o™, af) = /S i (0", a;?, 5§+17 Z§+1)V]I'€+l(d5§+l7 dl§+1|bj)
k

é semi-analitica superior. Além do mais, por construcao H*/ x A? é um conjunto de

Borel. Seja
ko kjy kg ok
Fi™(0™) = sup f(0"™, aj)
a?EAd
O limite (4.30)) e Prop 7.50 em (3)) segue a existéncia de uma funcao analiticamente
mensuravel Cf ;- H* — A? tal que
kg (ve (o kom k.
f (0™, Cy ;(0)) > F™(0™) — e
para todo o/ € {F"™ < 400} = HF. |

Proposicao 4.2.2. Por construgao,
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kimk o ky _ pkm—=kg® 1k
VE(TE uF) = FP(ER (A) ge. (4.31)
para j =m—1,...,1. Além disso, para todo € > 0, existe um controle u “ definido por
—_ k .
= C;(E0 (AM);j=m—1,...,0 (4.32)
o qual realiza
VHTF, 0 < E[VHTE,, uF @5 u)|GY] + € q.c. (4.33)

para todo j =m —1,...,0.

Demonstracao: Temos que para j = m — 1 é verdadeiro (4.22)) e (4.23) no Lema
4.2.4. Procedendo por inducao de forma que é suficiente verificar para j = m — 2.

Segue da programagao dinamica

Vv (T'rl‘rcz 29 k) = €SS Sup E[Vk(T'r]; LU km—3 ®m—2 97@1—2)|g7§1—2} q.c.

0k eutm 2

Em particular, identidade (4.23]) no Lema e um calculo similar é feito para provar
o Lema segue

[Vk (Tfl_p B3 @m—2 951—2)\951—2} = /S ka (ang 1 (-’4’51—2787’31—1,1'5,1—1))
k

X vh_y(dsk_y, dik (AN )

no qual z* é uma funcio universalmente mensuravel em S;*~? associado para 6%, €
keym—2 ~ e
U™ . Entao, um argumento similar é feito 1} segue

kmk k k, —k ~k k k ~k k
V (Tm727u ) = €ss sup /S FmTl( g z (Am 2,8 m 15 m— 1))’/m71(d3m717dszllAmf2)
k

zkeUff;’_"Q_Q

— L ok
= Fl(E (A) g

m—2

Isto mostra (4.31f). Pela Composi(;éo F ,com =) (.A ,) na desigualdade (4.29)) em

Proposigao chegamos em e (4.33)) portanto ¢ valido para j = m — 2. Pelo
procedimento backwards, conclul’rnos 1) e (4.33) verdadeiro j = m—1,m—2,...,1.

Para 5 = 0, o argumento ¢é mais simples. Para € > 0, existe a’g’E € A? tal que

Féﬁm_ / ka(ao 7517 )Pk(dslvdz)
Sk
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Definimos uf* := ag. Neste caso, E[VF(TF, ut)] =[5, FP™(abe, sk %) Pr(dsk, i) e

F5™ = VE(TE u¥). O que concluf a prova. |

Agora estamos aptos a apresentar uma construcao factivel de um controle e-6timo

a nivel discreto.

k,e(k,T)

Proposigao 4.2.3. Para todo ¢ > 0 e k > 1, existe um controle ¢**< € U, tal
que
sup  E[g(XM)] <E[¢(xXP)] + e (4.34)
ukGUk ,e(k,T)

€

T O candidato para um controle

Demonstracao: Fixe € > 0 e seja n(€) =
e-0timo é
*,k, S ka () k7 ( kv )
R = (g™ uy ™, 7ue(zlj:£6)—1)-

no qual uf’"’“(e);i =e(k,T1,...,0) é construido via 1) Vamos verificar que de fato
¢*F< é um controle e-6timo. A partir (4.33)), sabemos que

sup  E[E(XH)] < EB[VA(TE, uf™ )] + mie) (4.35)
ukeUke(kT)
e
VETE, ug™ ) < E[VE(TEF, ug™ @1 uy™)|GE] + mie) g.c. (4.36)

Das desigualdades (4.35)) e (4.36) segue

sup  B[E(X™)] <E[VHTE, upg™ @y uy™ )] + 2mi(e) (4.37)

keUk se(k,T)

no qual (4.33)

Vk(Tlc uig M (€) o1 uilf,nk(e) ® ... ®j_1 uf nf(e)) < E[V’“(Z}ﬂl,ug’”’“(e) &1 uilfmk(E) ®...0;u f"?k )‘gk]

+ Nk (€)
(4.38)

q.c. para j = 1,...,e(k,T) — 1. Ao iterar o argumento a partir de (4.37)) e usando

(4.38), concluimos (4.34)).
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A proposicao fornece um método viavel para a obtencao de controles e-6timo.
Na verdade, é possivel recuperar as fungoes controle Cf ; na Proposigao por meio
do argumento de dimensao finita baseado nas técnicas padroes de otimizacao. Em
problemas de controle quadraticos, pode-se efetivamente obter tais fungoes por meio
de técnicas de rotina. Em problemas mais sofisticados, o método baseia-se numa analise

numérica baseada nas probabilidade de transigao v*.

4.3 Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman em uma es-

trutura discreta

Vamos agora ilustrar que o principio da programagcao dinamica dado pela Proposi-
¢ao [3.4.1] pode ser escrito em termos de um procedimento de otimizacao baseado no
operador que desempenha o papel de um Hamiltoniano. Na equacao da progra-
macao dinamica abaixo, existem varias concatenacoes de diferentes controles em cada

passo do tempo. Entdo, se (Z*) é um processo controlado associado a V', definimos

y Yn—1yYno

Z’fﬁ(n)(.,v,ek’"’1 @ b)) = Zk(‘,(ulé,--- up 1,0 .,,,efL))

para 0 < n < e(k,T) — 1. Por construgao,

Zkv(”) (t’ uk’nfl Rn 07]2) = Zk7(n) (T711€+17 uk’nil Qn 62)

para todo t > Tfﬂ, i.e., é parado depois do tempo de parada Tffﬂ.

Para Z*, escrevemos (Z%( para0 < n < e(k,T)—1. Paracadan =0,...,e(k,T)—
1, Z80) (- uFn=t @, 6F) é um elemento de Or(F*) e portanto podemos aplicar a de-
composicao (4.11)) para obter

d

t
Zk,(n) (t, Ukmil@nez) _ Zk,(n) (07 uk,n71®n9ﬁ>+z f ]D)Xn,lc,jZk,(n)(87 Uk’n71®neﬁ)dz4k’j(8)

j=1""0

d t
7=1

para 0 <t < T. Seguindo os argumentos para descrever ({4.10)), temos
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]D)Xn’ 7]Zk: (n)(s ukn 1 R, Qk ZDXTL, JZk (n)(s ukn 1 Rn ek)]l{Tk<3< +1}
/=1
no qual
) Azk (n) Tk,_] ukn 1 ® ek)
DXn,k,jZk,(n) kn—1 " ek n 1 )
(S,u ® ; AAk’](TkJ) {Tka:S}
(§]
k.j
[UXn,kJZk,(n)(S ukn—1 ® ek) _ an,k,jZk,(n)(S ukn1 ® 9k>d<A J)
) nYn ) nYn dS
no qual

AZk(T,’f+1, kel @, OF)

Ek

d
Z UXn,k,jzk,( Tr’f+1a kn—1 R, 05) _

QSH_] q.c. (4.39)

Proposicao 4.3.1. Para um processo controlado (X*)i>1, o processo valor associado

uk s VE(- u¥) € uma inica aplicacio de Uée’e(k’T) para O7(F*) o qual satisfaz

d
esssup E Z Uk ik ubnt @, 0F)

okeur™tt |1

n] =0gqc¢ 0<n<ekT)—1

(4. 40)

Re®T) com condigdo final dada por V*(T* (1) uk) = Exr(ub) q.

para qualquer u* € Uy

Demonstragao: E uma aplicacao imediata da Proposicao . Equacao (3.21)) ¢
equivalente para (4.40]) devido a (4.39)).
Os resultados presentes na Secao combinado com a Proposicao nos permite

formular os seguintes resultados que resumem os aspectos trajetéria a trajetéria da
nossa metodologia baseada no operador (4.15]).

Corolario 4.3.1. Para um funcional dado 'yf(k’T) : Hee®T) 5 R satisfazendo 1 , O

: kT : L <
funcional (F,’f)fl(zo ) associado com V¥ é a tinica solugao
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sup Z FF(of,af) = 0; n=e(k,T)-1,...,0, (4.41)

0y, ap
akeA

Ff(k,T)(O’eC(k,T)) = ¢ (’Yf(k,T)(Ok’e(k’T)))§ o) ¢ ke T)

no qual
F* (o, aF sk, Fk ~
%Fk(on,an) /S n+1< ny» “'n n+€12 n+1) ( ) 5+1(d8ﬁ+1diﬁ+l|bﬁ);
k k

para of € H?, a* € A. Pela composigao com o estado de ruido, Proposicio 1| pode

ser reescrito como

sup % FEEES (AE),a) = 05 m=e(k,T)—1,....0,

akeA
Fk(k T)(Hk ('AkkT ) = f(’}’e(k T)(HkkT (Ae(kT ))) q.c,

) e(k,T)—

0 ! associado a sequéncia de fungao universalmente mensu-

para todo controle (u

ravel (g; )Z(koT) g

O resultado a seguir revela que o operador % desempenha o papel de um operador

do tipo Hamiltoniano.

Corolario 4.3.2. Seja (Fj)fffgf) a solugdo de (4.41) e assumindo a existéncia de uma

sequéncia de fungoes analiticamente mensurdveis Cy,, : H*" — A a qual realiza

U F,; (0, Crn(0™")) = sup % Fy (o}, ay) (4.42)

akeA
para todo o*" € H*";n = e(k,T) —1,...,0. Definimos ¢** := (u’g*, . S(Z ) )
non qual uf* = Ckn(:k’gk (A);n = 0,. (k;,T) — 1 para uma sequéncia de fun-

e(k, T)
¢oes universalmente mensurdveis (g¥)r0

Sp e B[ (6)]-

Entao, ¢** é um controle 6timo para

Demonstragao: A demonstracao deste resultado é identica a demonstracao da Pro-

posigao [4.2.3



Capitulo

5

Aproximacoes

Neste capitulo, vamos nos dedicar a mostrar todas as convergéncias necessarias para
a nossa tese, é aqui em que se encontram os principais resultados da tese. As conver-
geéncias mostradas aqui sao convergencia do controle discretizado a qual mostramos a
convergéncia forte em L?*(P x Leb) e que pode ser vista no Coroldrio . Mostramos
também a convergéncia do Euler-Maruyama usando tempos aleatérios. E o

principal resultado é o Teorema |5.3.2| 0 qual mostra a convergéncia do processo valor.

5.1 Aproximacao do Controle

Nesta secao, mostramos como obter controles na filtragao Browniana como limites
k,e(k,T . . .
dos elementos de U, «®T) 0 ponto chave ¢ a identificagao de qualquer controle u € Ul

com o martingale associado.

W(t) = Z /Ot u;(s)dB’(s);0 <t < T, (5.1)

no qual o controle u = (uy,...,uy) é identificado como o operador derivada estocds-
tica DW = (D1W,...,DyW) introduzido em Ledo e Ohashi (32) e Ledo, Ohashi e
Simas (45). Nesta segao, fazemos uso deste operador calculado no subconjunto dos

F-martingales tal que

57
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sup |[|DW (t)||ra < @ q.c. (5.2)

0<t<T

no qual @ é a constante que descreve o espaco de agoes compactos A%, Em (32; 34), os
autores mostraram que para cada W € A;, com A; = {W; DW satisfaz (5.2)} existe
uma sequéncia de processos F¥-previsivel a qual converge fracamente em L?(IP x Leb)

para DW. Nesta secao, nés provamos a convergencia forte.

Para cada W € X, denotamos
MPH(1) = EW(T)F; T4 = 3 AMHTE) L ey i0 S L T,
n=1

no qual Y = {J*;k > 1} é uma familia de processos de puro saltos. A decomposi¢io

F*_semimartingale é

JF = MYF 4 NVF
no qual vamos escrever

Jk(t) = Z Jk<Trlz€>]l{T,’f§t<T7’f+l};t >0,

n=1

THTE) = AMYH(TF)in > 1.
(=1

Além do mais, NY* é a projecao FF-dual previsivel de J*¥ o qual tem caminhos

continuos.

Lema 5.1.1. Para todo W € X, os seguintes limites sao validos

lim B sup |[MY*(t) — W(t)[P =0 (5.3)

k—oco  o<t<T

para todo p > 1,

Jim [MYF MYH(T) = [W, W(T) (5.4)
fortemente em L(P) e
lim [M2F, A (8) = [W, B))(t) (5.5)

fracamente em L!(P) para todo t € [0,T] e 1 < j < d.
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Demonstragao: Ao longo desta prova, C' é uma constante genérica a qual pode
diferir de linha para linha. No inicio, observamos que E|W (T")|? < oo para todop > 1 e
W € X;. Do Lema 3.1 em (45)), sabemos que limy,_,, F* = [F fracamente uniformemente
em probabilidade para limy_,.o M¥* = W. Da desigualdade de Burkholder-Davis-

Gundy e da desigualdade de Jensen segue

E[MY* MY 5(T) < CE sup |[M>*(t)[? < CE[W(T)J

0<t<T

de modo que
sup E[MY*, MY*)5(T) < CE|W(T)|P < o0, p > 1 (5.6)

k>1

Lema 2.2 em (32) e (5.6) implica que (5.3)) segue. Do lema 10 em (37)), obtemos que
0 limy,_y oo [MY* MY*](-) = [W, W](-) uniformemente em probabilidade entdao tomando
p > 2 em ({5.6]), concluimos entao que (5.4) segue verdadeira. Afirmamos que

lim (M2, AM]() = [W, B]() (5.7)

k—o0

uniformemente em probabilidade. Do Teorema 6. 22 em (25)), sabemos que

E sup [AMYH(s)P <E Y [AMYHTH L gyer, < EIMYH(T)]? < CEW(T)P

0<t<T _
n=1

(5.8)
de modo que sup~; Esupg<;<p |AMY*(s)| < co. Portanto, aplicamos Prop. UT2 em
(37) para concluir que (5.7)) segue. Fixamos ¢t € [0,7]. Pela desigualdade de Kunita-
Watanabe e Burkholder-Davis-Gundy segue

1/2

E|[MY*, AR)(6)* < C(BIBY(T)[?)"? x (E|W(T)?) (5.9)

de modo que supys, E|[M>* AF7](t)]* < 0o 0 que implica que {[M>* A¥|(t);k > 1} ¢
uniformemente integravel para todo t € [0,T]. A partir de ([5.7), concluimos entao que
(5.5]) segue. [ |

Lema 5.1.2. Seja 7%/ (t+) := min{TH;t < Tk} e 79 (t) := max{T"7; T* <t} para
te[0,T);1 <j<dk>1 Sejart =inf{t > 0;|Y(¢)|] = 1} para um movimento

Browniano padrao a valores reais Y. Entao, para qualquer ¢ > 1, temos que

E|7%7 (t+) — 7" ()| = 27E7r9; 1< <d,0<t < T, k> 1.
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Demonstragao: Fixamost € [0,7],1 < j <deq> 1. Seja N¥I(t) = max{n; TH <
t};t > 0. Pela prépria definicao, 79 (t+) — 74 (t) = T]]f,,ﬁ]( 4 T]]f,,ﬂ]( »- Para qualquer
m > 1,

E||T

NFG(6)+1 NkJ t)| ‘Nk’j(t) = m} = E“szil - Tf{j‘q|Nk’j(t) = m]

= / P [ATZZ’L € dx|N™(t) = m]
0

= / qu[AT’“il S dx} (5.10)
0

_ k,j kgla — o9—2kqmz.-q
= IE|Terl Tm| =2 Er1,

no qual em ([5.10)), usamos o fato de que AT, +1 € Lynwi(4)=m} sao independentes. Isto
mostra que E ]T]]f,,f]( Bt T]’f[,zj \ |N Rt } = 272ME79 o que nos permite concluir a
demonstracao. [ |

Na sequéncia, observe que (veja (34)) o operador

DYRIW =y DYRIW(TF) Ligpcrrs, )
/=1

no qual

AMYH(T;)

Y,k,j S S
= )]1[[TJT’“M

Lema 5.1.3. Para qualquer W € Xj, temos que

lim DY*W = D;W fracamente em L*(P x Leb) (5.11)

k—o0

para cada 1 < j < d.
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Demonstragdo: Do Lemal5.1.1] temos £¥2(W) < oo e (W, B;)Y(t);0 < t < T existe
para cada 1 < j < d. Entao, a declaracao acima é ligeiramente diferente da versao
Prop. 4.1 (34) no qual Y = {J*;k > 1} nio é necessariamente um GA para W (no
sentido de (34)). Entretanto, uma vez que estamos apenas interessado na convergéncia
de o resultado segue sem assumir que {J*; &k > 1} é um GAS para WW. Neste
caso, a existéncia do limite ¢ uma consequéncia imediata do Lema e Lemas
3.6, 3.7 e Passo 1 na prova do Teorema 6.1 em (34]). O fato de que

lim DY"W = D;W

k—o0

segue que ([5.5)) e representacao martingale. [ |

Agora podemos definir a aproximacao para um determinado controle u. Inicial-
mente, consideramos a versao previsivel de DY*/WW como segue
DY RV (t) .= DYP W (t—);0 <t < T, (5.12)
com a usual convencio que DYFIW (0—) = 0.

Proposicao 5.1.1. Para cada W € X; associado a um controle DW = (DiW, ..., D;W)
satisfazendo , temos para cada 1 < j < d,

lim DY*W = D;W  fortemente em L*(P x Leb). (5.13)

k—o0

Demonstracao: Pela propria definicao,

E[M>Y*, MYH(T) = E/OT||D3*’fW(s)H;dds
(5.14)

p 0o
(kg k (ki
+ ZEZ |AMy (T J)|222 (Tn+]1 — T)]I{Tff’ng<Tr’ff1}
j=1  n=0

Para € > 0,

LG AS: Sigla para Good Approximation Sequence. Uma familia ) = {X*, k > 1} em B? é chamada
de GAS para um funcional de Wiener X, se para cada k > 1, X* é um cadlag FF-adaptado admitindo
a representagio XF(t) = 37 Xk(TJf)IL{Tk<t<Tk+1} para t > 0 e lim,_,,, X* = X fracamente em
B2(F).
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[MPE(E) = MPR(E—e)| < [MYE() = W]+ [W(t) = W(t = e)] + [W(t —€) = MP*(t —¢)]

< 2 sup |[MYF(E) - W)+ |W(t) — W(t—e), (5.15)
0<t<T

de modo que [MY*(t) — MY*(t—)| < 2supyc < |M>*(u) — W (u)| para todo k > 1 e

te0,7].

Observe que

n

<[ s (M) — W)

d oo
K k,j k,j k
EZZAMy (TY))A(T, 7, — T)2%1 0<u<T

7j=1n=0

d
1/2
< 222 (E sup |MY*(u) — W (uw)|?*
<2 (B swp M) - W)

s . 1/2
x (Bl (T+) = 7 (7))
1/2
<pC2(E sup_|MY*(u) - W(w)l*)
0<u<T
— 0 quando k — cc.
(5.16)

a partir (5.4) no Lema [5.1.1} (5.14) e (5.14)), temos que

T T
lim E / IDY*W (s) |Pds = E / |DW (s)|[2 s ds = E[W, W(T)
0 0

k—o0

entdo, aplicando o Teorema de Radon-Riesz concluimos que limj_,oo DY*W = DW
fortemente em L?(P x Leb). Desde que DY*W = DY*W para P x Leb-q.c, entdo temos
que limy_,.o DY*W = DW fortemente em L*(P x Leb).

O conjunto {DY*W;k > 1} é uma sequéncia de processos F¥-previsivel constantes
o qual converge para DW em L*(P x Leb) para cada W € X,. Entretanto, DY*W
pode nao pertencer a U(’f T por que pode nao ser limitado por a. Resta-nos mostrar
que DY*WW permite construir uma sequéncia de processo previsivel F* constante por

partes u* o qual converge e é limitado pela constante @, a qual mostramos no corolario

B.I1T
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Corolario 5.1.1. Dado v* € U(’f’T, tal que u*¥ — u quando k — +o00. Entdo podemos
obter uma “versdo”de u*, a qual denotaremos por @* tal que SUPg<i<T |@*||ge < @ q.c.
para todo k > 1 e 4* — u em L?(P x Leb) quando k — +oo.

Demonstragao: Na sequéncia, C' é uma constante que pode diferir de linha para

linha. Para um dado u € U, vamos associar

d .
We =3 [ o,
j=1"0
A partir da Proposicao [5.1.1] sabemos que

lim DY*W =u; fortemente em L*(P x Leb)

k—o0

para cada 1 < j < d. Entretanto, isto nao garante que DY*JIV ¢ essencialmente limi-

tada pela constante @. Para simplificar a notagao, denotamos u*7(t) = DY*W (¢); 0 <

t<T;j=1,...,d. Assumimos (se necessirio) que limy,_, o, u*/ = u/ q.c. com respeito
a P x Leb. Fixamos j = 1,...,d, e definimos
@ =t ey + @Lg o) — Gl 0 (5.17)

no qual Fj(k) := {(w,1); |u*(w,t)] > a} e H;(k) :== {u*7 > 0}. Desde que, u*J ¢

Fk_previsivel, entdo o processo 1 B2 (k) 1, knm;w) e 1 E; (k)N HE (k) sao Fk-previsivel entao

k

u™I é Fr-previsfvel também. Pelo Teorema 5.55 é (25)), o fato que u*J é constante por

partes e GF = ]-"éfk q.c, podemos escolher (se necessério) a versao de u*/ de tal forma
n

que w™ (T, ) é GE-mensurdvel para cada n > 0. Portanto, "7 € U¥; k > 1. Agora,

T T
E / T (s) — uy(s)[2ds < CE / | (@ (t) — 1wy (£)) Upe ot
0 0
T
+CE [ @9(0) ~ w5 (0) Lyt
0
T ) 9
+CE [ (@0) = uy(®) Lo
0
T ] 9
< CE / | (t) — u;(t)|dt
0
+C/ (@ — u; () |"d(P x Leb)
B (N H; (k)

+C/ (=@ — u;(t))]d(P x Leb); k > 1.
Ej (k)N HS (k)
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Neste ponto observamos que converge limy_, o uf7 = u; P x Leb-quase certamente o

que implica que

kll)r_{l ]lE (K)NH; (k) = {‘u3|>a u]>0} P x Leb—a.s (518)
e
kglil ]lE (k)ﬂHC(k) {|uj|>a u]<0} P x Leb—a.s (519)
Portanto, para ((5.18), (5.18]) e (5.19)), temos que
T )
lim E/ [u™(s) — uj(s)|Pds < / — u;(t))|"d(P x Leb)
k=00 0 {|uj\>a u]>0}

+ C[{MMWO} |(—a — u;(t))| d(P x Leb) (5.20)

no qual ([5.20) segue por que supy<;<7 |[u;(t)| < @ q.c. O que conclui a demonstragao.

|
Denotamos
o
y
- ZTanl]l{TfflsmTﬁ*j}’t 20
n=1
e ub = (DYRI,... DYRA).
Proposigao 5.1.2. Se u* — u em L?(IP x Leb) como k — 400, entdo
d T
: k( gk 2 . _
kgrfoo 2 IE/O |u”(55) — u(s)||gads =0 (5.21)
J:

Além disso, se {u;k > 1} é uma sequéncia de controles, é verdade que

lim ZE/ |u* (5 k — uF(s)||2ads = 0. (5.22)

k——+o0

Demonstracao: Sem perda de generalidade, consideramos T'= 1 and d = 2 tal que
d[22¢T = 22**1 Por um momento tome j = 1. Denotamos G+, := min{T}; T} >
T:f’,ll};n > 1. Em primeiro lugar, observamos que podemos supor que u* salta em

todos os tempos de parada (T%); ,>1. Observamos que
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Db .= {(w,s) € [[O,Tgkg’,f/\l]];uk(W,Elf(w)) = Uk(was)} = U {(w, 3)§T:’—11(W) <s< GZL(W)}

(5.23)
c [[0,1 AT

Lembre-se que usamos a notacao [[0,1 A Tzkzlﬂ] ={(w,1);0<t<1A T;;’,} (w)}. Entao,

k,1
0,75, AL

]lDllcS]lH H q.c. —]PXLeb,

para todo k > 1. Desde que TQI‘;’; A1l —1 q.c., entao

limsup 1 pr < Loxjo,) g.c. — P x Leb, (5.24)

k——+o0

Afirmamos que qualquer (w,t) € 2 x (0,1) pertence a D} para infinitos & > 1 com

uma possivel excegao para um numero finito deles. De fato, é sabido que (Koshnevisan

(30))

k,j
max sup |12
1<j<2 OSSIS)I | [22F )

—s/—=0 (5.25)

permanece verdade q.c. no conjunto Q*. Fixamos (w,t) € Q*x (0, 1) no qual P(Q*) = 1.
Tomamos uma sequéncia de nimeros positivos {r,;n > 1} tal que r, < ter, Tt

quando n — 4o00. Escrevendo
k,1 k,1
|T(22krn] (w) —t] < |T(22krn] (W) = o] 4 [rn — |

e utilizando a convergeéncia fundamental de (5.25), observamos que para €, > 0 com
e —n > 0, existe ko(w, €,n) tal que

t—(e—mn) <T[k2’21krnl(w) <t+(e—mn)

para todo k > ky(w,€,n) e para todo n > N suficientemente grande no qual N néo

depende de k e w. Agora, observe a seguinte propriedade:

lim lim 7% (W)=t+e= lim lim G%}

oo b T2 (rnte)] oo bbee T[22k (rn )] (w> =t+e

tal que
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(t+e€) —n< G[z%(r +6ﬂ(w) <(t+e€)+n

para todo k > ko(w, €,7n) e para todo n > N. Portanto,

para todo k > ko(w, €,n) e para todon > N. Desde que lim,,_, o, limy_, 1o TF“’l ](w) =

22krn

t, podemos assumir(tomando uma subsequéncia se necessario) que

k,1
Tiatr,

para todo k > ko(w, €,n) e para todo n > N. De (5.26)) e (5.27)), entao temos que

(w) <t (5.27)

Tkl

b (@) <1< Gl (@) (5.28)

para todo k > ko(w, €,7n) e para todo n > N. Isto mostra que

Q x [0,1] = liminf D¥ g.c. P x Leb (5.29)

k—+o0
resumindo ({5.24]), concluimos que

khm Lpr = Laxp, g-c. P x Leb. (5.30)
—00
Agora, observe que
INTE,, 1
B [ It Glds =& [ A s B [ )t
g2k N

Obviamente, ]Ef;k,l/\l [ub(55) — ub(s)||]22ds < aE|Ths A1 — 1] — 0. Além disso, por
2k
(5.23) e usando (j5.30) juntamente com o teorema da convergéncia limitada, concluimos

que
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92k

INTS,), IAT
B[ e - ads < B[ o sh) - at6) B (Lanion — Lop)ds
0 0
INTS),
£ B[ e - g

k
22k

INT
= E/ ||uk(§lf) — uk(s)”%z (ﬂgx[oﬂ - ]lD’f>dS
0

IN

1
d2E/ (]]_QX[OJ] — ]lD;f>ds — 0 quando k£ — +oo0.
0

Isto significa que ([5.22)) segue. Aplicando a desigualdade triangular, também vemos

que (5.21)) é verdadeiro.

Observagao 5.1.3. A convergéncia ([5.21]) é importante para mostrarmos a convergén-
cia do processo valor. A convergéncia (5.22]) é importante para provar que o controle

*,k

e-6timo u™" construido para cada k é um controle e-6timo para o problema original,

nomeadamente

E[{(X*™)] > sup E[{(X7)] — e

neUF

para todo k£ > 1 suficientemente grande.

Teorema 5.1.1. O subconjunto (J,-, UF®1) ¢ denso em UY.

Demonstragao: Para um u € Ul dado, seja W(-) = Z?Zl Jo u;(s)dB;(s). Da
proposicao [5.1.1} sabemos que limy,_,o, DY*JW = u; fortemente em L?(P x Leb) para
cada 1 < j < d e pelo corolério temos que existe uma “versao’limitada por a e

portanto o resultado segue.

5.2 Aproximacao do Euler-Maruyama controlado

Essa secao é dedicada a mostrar que um problema de controle dependentes da
trajetoria satisfaz as hipdteses necessarias de modo que podemos aplicar a Proposicao
4.2.3] Considere o processo de estados ¢ uma EDE ¢-dimensional controlada.
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dX(t) = a(t, X*, u(t))dt + o(t, X", u(t))dB(t);0 < t < T, (5.31)

com uma dada condi¢do inicial X*(0) = z € R?. Recordando a notagao
wr =w(tA-);we D(0,T];RY)
de modo que X é uma EDE que depende da trajetoria. Definimos
Ar = {(t,we);t € [0,T];w € D([0,T];R?)}

e denotamos o conjunto com a métrica

di2((t, w); (t', W) = sup |JwuAt) = (uAt)|re+ [t — t’|1/2.
0<u<T

Entao, (Ar,d) é um espago métrico completo equipado com c-algebra de Borel. Para
encurtar a notagao definimos ||wl|e := supg<, <7 [|w(w)|re para w € D([0,T];R?). Os

coeficientes da EDE satisfazem a seguintes condicoes de regularidade:

Afirmacao I: As aplicacoes o : Ay x A? = R? e 0 : Ap x AY — R 530 Lipschitz

continua, i.e., existe um parte de constantes Ky, = (K1 rip, K2 1ip) tal que

la(t,w,a) — a(t',w’,b)||rs + lo(t,w,a) — o (t',w,b)||gixa < K1 Lipdiy2((t,w); (')
+ Ky Liplla — b]| s

para todo ¢,#' € [0,T] e w,w’ € D([0,T];R?) e a,b € A%. Podemos facilmente verificar

por argumentos da EDE (/5.31)) admite solucao forte tal que

sup B sup [ X“(0)|% < C(1+ [lwol|%) exp(CT) (5.32)

weUT  O0<t<T

no qual X (0) = x, C' é uma constante dependendo de 7' > 0,p > 1, K, e do conjunto

compacto AZ.

Vamos mostrar que o processo X* satisfaz as (5.59) e (5.61)) dadas no Teorema

e no Corolério [5.3.1], respectivamente.

Lembramos que pelo exemplo 4.1.1}, temos que

e

XE () = X ATE, ) ub e UpT0 <t < T (5.33)
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no qual X* segue . Além disso, lembramos que podemos calcular X*" no qual 7 é

um controle Browmano Na sequéncia, fixamos u € Ul ,J > 1e ¢ € U Com isso

’f/\T
em maos, definimos a seguinte concatenagao

Ft); se0<t<THFAT
iy =4 v ~ (5.34)
OF(t); se TVAT <t <T
(§
t); 0<t<TEAT
7(t) == ult); e Y (5.35)
O (t); se TRAT <t <T
no qual

—k o
Zgn 1 -’4 ]l{T’“ | <t<Tk} ¢ (t) = Z¢(T§—1)1{Tﬁ_1<t§ﬂf}
n=1

Para aliviar a notacdo, vamos assumir que u* e ¢ sdo definidas ao longo de todo o

intervalo (0, +00). Na sequéncia, considere

kgt o oo k. ok k.j
Syt = min{ T Ty > S}
para cada n > 1.

Fixamos (n*,7*). E necessario introduzir os seguintes objetos:

o
Iy k
by = Z T”]l{TffSt<Tr]f+1}’

n=0

E : {T’” <t<TFI}

3 | 5.36
SR (1) := 0 ey + Z (857 X’;’g o SN Ly oy, o4
/=1

e

ijik, B ) ) kg
SR (L) 1= 01 g 0}+20’ L XD ZL SN TE)) g, cyertos

n=1

para0 <t<T 1<i<qel<j<d.

Definimos
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t d t .
XA (1) = af + / o (5 X5 0 (1)) ds + / SR (5)dAM (s) - (5.37)
0 j=1 0

para 0 < t < T,1 < i < ¢. O diferencial dA*J in (5.37) é interpretado como uma

integral Lebesgue-Stieljtes. Deve-se notar que

XET (1) = XPT(F,) = KB (7 5.38
Xf’”k _ Xg;nk ( . )

para todo ¢t € [0,7]. Para um 1 < ¢ < ¢ dado, a ideia é analisar

E[IXE — X272, < CE|XE — X712, 4 CE|IXE — X2™ |12
Lembre-se que N*I(t) = max{n; T < t};t > 0.

Lema 5.2.1. Paratodot>0el1<i<gq,1<j <d,

t t~“ )
/ Sk ($)dBI(s) = / SR (5)d AR (s)
0 0

ij (rk.j k¥ ca k.j i i rrk.,j
+ U](TNfzvﬂf(thngj()Wk ATl s @) (B (1) = B (Tyis)) a-c.

no qual dB’ é uma integral de It6 e dA*/ é uma integral de Lebesgue Stieltjes.

Lema 5.2.2. Assumindo que as Afirmacoes A1l e Bl sao satisfeitas e que os coeficientes
Tk
das EDE (5.31) satisfazem a Afirmacao I Seja X¥7°, n¥ € U, "™ definido por [5.33)

entao

supEHXl}’”ngO <oo Vp>1
k>1

Demonstracao: Fixamos 1 <14 < ¢. Em primeiro lugar, é importante notar que

T
A7k7 k
/0 E|[XEH 2 ds < o

Sk

para todo k£ > 1 e p > 1. Da afirmacao I, existe uma constante C' tal que
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o' (t,w, a)| + |07 (t,w,a)] < C(1+ ||wr|le) (5.39)

para todo (t,w,a) € [0,T]xQxA%e1<i<gq,1<j<d, noqual C depende somente
de T, a(0,0,0), 0(0,0,0) e um conjunto compacto A?. A identidade (5.38)) e Lema

segue

' T g A
R () =0+ [ @l X s + Y [ S s
0 j=1 0

Escrevendo

b k 1 (B k
| et ks = [ o x o G)as
podemos aplicar a desigualdade de Jensen’s e (5.39)) obtemos

P _

_ Lk ) k
< (B! / 0 (5, X7 (5,)) P
0

(5.40)

tg
() / C(L+ X5 2. )ds

IN

Isto mostra que

B
E sup / o' (3y, X’;,’C"k, 77’“(§k))ds
0

0<t<T

p T
§T0(1+ / E||x’;g’“||gods) (5.41)

0

da desigualdade Burkholder-Davis-Gundy e Jensen segue

P £

<g( [ |zij»’f’”’“<s>|2ds>
</0 (5.42)

T
< CE / |2k (5)|Pds
0

t
/ SR () d B (s)
0

E sup
0<t<T

De (5.39), também temos que

’Zijvk,n’“<s)|q < O(1+ HX’E*"ngO) q.c. para todo s € [0, 7]

Sk,j
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Assim sendo,

by .
E sup / SR (5)dBI (s)
0

0<t<T

p T
k
gc<1+/ JEnx’;gj H’;ods)
0

Resumindo as estimativas acima, temos

T
E|X} |1, < c(1 + Eux';’"’“uzods)
0

a desigualdade de Grownall’s nos permite concluir o resultado. [ |

Tk
Lema 5.2.3. Para todo n* € U,”"*" n € Ul e assumindo que as Afirmacdes Al e
B1 sao satisfeitas e que os coeficientes das EDE (b.31)) satisfazem a Afirmacao I, entao

temos que

Tk

ek, )N

A1k
E|X7" — X7lI3 < {E Voly AT [ Lyrp<ry +E/O 7" (5) — n(s)||zads

d Tk AT T X
£ [ ) s + 27 4 [ R X1
j=1 70 0

(5.43)
Demonstracao: Fixamos 1 <17 < ¢. Por definicao temos
ik, i,i® ! if= En® k(= i ko —k
Xuen (t) — X" (t) :/ |:Oé (Skvxé;c » 1 (Sk)) - (Squ 1 (S))]dS
0
d t d t
#30 [ e aatis) = 3 [ s X1 s)aB )
j=1"0 j=170
(5.44)

Lema [5.2.1] 0 que nos permite escrever
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k Ak

KR () — X7 (1) = /0 [ai(s?k, XET b (50)) — o'(s, X7, 7" (s))] ds

+Z/ [ (5) — 0% (s, X', 7()) | 4B s)

—Za” TN KB (TN ) (B () = BTN, )

NFE:J (1)

= If”( )+ I3 (1) + I3 (¢)
(5.45)

Analise de I}"": Afirmacdo I segue

S C‘gk - 8‘1/2

[, X5 (51)) — s, XT7(9))]

+C sup |XET(OAS) — XT (A S)]|pa
0<e<T

+ 1" (5e) — 7 (s)].

Em outras palavras,

o (50 57 o (50)) = (s, XTI 4 (9))] | < o — 2

+C sup YR (CAS) = XT (0N S)]|pa
0<e<T

+ 10" (51) = 7" () lga.

Assim sendo,

T
sup |[IF' ()2 < OV AT L ppary + C / [xEn" — X712 ds
0

0<t<T

T
e / 1 (50) — 7 (5) 2uds
0

Temos entao que
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T
B sup |10 < C{E Vi, ATM L yeny + [ BIXE™ - X7 s
0<t<T 0

‘ (5.46)

TE ) AT . ,

B [ ) = ) s}
0

Analise de [§ . A andlise é similar. De fato, usando a desigualdade de Burkholder-

Davis-Gundy’s, temos que

d T
E sup |[§vl(t)\ < C’Z]E/ ‘Zij,k:,nk(s) — gij(S,Xjk’ﬁk(s))’2d3
0<t<T = Jo

O mesmo argumentos feito para parte do drift aplica-se aqui. Da afirmacao I segue

T
/
0

. - 2
Ezy,k,nk(s) — o (s, X7, n(s))‘ ds < C{E Ve ATr]f]l{T,’ggT}
T k
+ [ R - s
0
Tk AT
e(k,T)
+ E/O " (85+) — TI(S)H%pdS}.

de modo que

T, g _ 2
E/ ‘Ez]:k,nk (3) — o'U(S,ng, ﬁk<3))‘ ds < C{E \/2021 ATf]l{Tfng}
0
T k =k
+ [ B - X7 s
0

TRAT
*EA e (5% — ()| Buds

Isto é,
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T
E sup |57()] < C{E VI, ATH L yer + [ BIXE - X2|ds
0

0<t<T
d Th . y/NT . ) (5'47)
SB[ s - (o) ds
j=1 70

Analise de I;": A estimativa (5.39), Lemal|5.2.2/e o fato que | B/ (t)— B’ (Tj@’;ﬁ,j(ﬂ)\ <

27k g.c. para todo t > 0 segue

E sup |I¥'(t)] < C27%
0<t<T

Resumindo as estimativas acima, concluimos a demonstracao. [ |

Lema 5.2.4. Assumindo que as Afirmacoes Al e Bl sao satisfeitas e que os coeficientes

Tk
das EDE (5.31)) satisfazem a Afirmacdo I. Para todo n* € U, """, temos que

p) 1/p

EIXE" - K572, < O (B| Vi, IATE L rpery

para qualquer p > 1.

Demonstracao: A ideia é usar 1’ e Lema . Sabemos que Xk (tr) =
XE"(£):¢ > 0 de modo que
AT (E) = PR ()] = (R (1) = K ()
¢
. k
S/ o (5, X5, 1'5)) s

tk
por que Z;l:l fot Sk (5)d AR (5) = f(f’“ Sk (5)d AR (s) q.c. para todo ¢ > 0. Assim
sendo, ([5.39)) segue

I = X3 1% < C(L+ 15" 1%) X Vit AT Limpary g.c.

Usando o Lema e a desigualdade de Holder, concluimos entao a prova. |

Resumindo os Lemas, chegamos ao seguinte resultado: Existe uma constante C' o

qual nao depende de ¢ € UET e k> 1 tal que

k oo 1/2
E|X7" — X7|% < C{(EI VL AT L gpery?)”
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Tek(kyT)/\T i )
E / () = n(s)2eds

d Tk AT T .
S [ ke - nolds + 2% 4 [ Xl
=1 0 0

para cada p > 1 e para todo ¢ € UfT. Usando a desigualdade de Grownall’s, entao

temos que

k o 1/2
E|X7" — X7l% < (C+ 1){ (BI Ve, |ATH L ygpery )

Towm\T d TN
+E / 1" (s) = n(s)|Rpds + > E / 7" (554) — n(s)|[2pds + 272 5.
0 =1 0

para todo p > 1 e para todo ¢ € Uf,T. Entao, se denotarmos
o . 1 _
T = {E VL [ATH L griary + (Bl Ve, [ATH L rpary )7 +2 Qk}

n*(s) == n*(sh);s >0,

Obtemos a seguinte estimativa

d
E[X7" — Xp[% < (C+ 1){% + 0" =l Fa s + D I — n\!iameb)} (5.48)

j=1
para todo k£ > 1.

Proposicao 5.2.1. Assumindo que as Afirmacoes Al e Bl sao satisfeitas e que os
- - ~ - k‘ k@(k‘,T) T

coeficientes das EDE satisfazem a Afirmagao 1. Seja (n®,n) € Uy x Uy um

par de controles arbitrdrios. Entao, existe uma constante C' > 0 a qual depende apenas

de a,0,T e a tal que

d
E[|X;™ - X713 < O{%H‘ E ”ﬁk]—77|’%2(ﬂ>xLeb)+||77k—77||%2(PxLeb)+||T_Tek(k,T)HLQ(JP’)}

j=1
(5.49)
para todo k > 1.

Demonstracao: Por definicao,
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XEa' () = XET (A TE, 1) 0 <t < T,

no qual t A Tek(va) <t < T, pela desigualdade triangular

< C sup ka’nk (t A Tek(k,T)) — X"(E A Tek(k:T))HR”

oo 0<t<T

+ C sup HX"(t/\Tek(k’T))—X”(t)”;n. (5.50)

0<t<T

< C|[xE" — X7||+C sup | XN(EATE, ) — X1,

0<t<T

kn* n
RG]

Portanto, a partir da estimativa ([5.48)), precisamos apenas estimar

E sup || X"(tATE, 7)) — X1t (5.51)

0<t<T

Para 1 <1 < n dado,

2
| X5t ATE, 7)) — xXH* <o

e

[ e xzasnis

k
/\Te(k:,T)

; , (552

Z /t Uij(S,Xg,U(S))dBj(s)

k
7=1 /\Te(k,T)

+C

Pela desigualdade de Holder, (5.39)) e (5.32)), obtemos que existe uma constante C
tal que

2

t
[ e Xnntsnds| <B(C+ X sup |t A Thp)
0<t<T

3
t/\Te(k,T)

E sup
0<t<T

< C(EIT - Thyr )"

(5.53)

for every p > 1. Pela aplicacao da desigualdade Burkholder-Davis-Gundy’s e pelos

mesmos argummentos acima, obtemos
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2

E sup
0<t<T

[ o3 (s, X7, 1(s))dBY (s)

k
/\Te(k,T)

< E(COL+[IXPZ) sup [t =t AThp))
0<t<T

< C(E|T - Tek(k;,T)\z)l/2

O que conclui a demonstragao.

5.2.1 Exemplo: EDE controlada dirigida por um movimento Brow-

niano fracionario

Nesta secao, vamos fazer um exemplo abstrato de problema de controle, no qual o
processo considerado ¢ uma EDE que depende da trajetéria dirigida por um movimento

Browniano fraciondrio

t
Bu(t) :/ pu(t, s)B(s)ds;0 <t < T,
0

no qual

1 L [! )
pr(t,s) ==dy [(H - 5)3_H_§ / w2 (u— S)H_%du — S_H_%tH+%(t — s)H_% ’
no qual dy = (H — 1/2)dy para uma constante dy e 0 < H < 1. Veja Hu (27) para

mais detalhes sobre essa representacao. O problema que vamos analisar é dado por

¢su£E[§(X)] (5.54)
dX"(t) = a(t, Xi,u(t))dt + 0dBy(t) (5.55)

no qual X(0) = zy € R, o é uma constante, o é um funcional ndo-antecipativo sa-
tisfazendo a Afirmacao (I) e % < H < 1. A propriedade path-dependence neste caso,
¢ muito mais sofisticada do que no caso da EDE, por que a falta da propriedade de

Markov faz com que haja distor¢des no movimento Browniano por py e no drift a.

Sob a Afirmacao I, por um argumento de ponto fixo, podemos mostrar que existe

uma unica solugao forte de ((5.55)) (ver (20)) para cada u € Ul. Na sequéncia, denotamos
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t
By (t) == / pu(t, 8)A¥(s)ds;0 <t < T.
0

Pelo Corolério 5.1 em (33), existe uma constante Cy 1y, independente de k tal que

E sup ‘BH(T,) - Bk’H(t)‘ S CH,T,p,)\ 6i<7/\+§);/{3 Z 1 (556)

0<t<T

para todop > 1le A < % satisfazendo alguma propriedade de compatibilidade. Para

obter um processo constante por partes

Wi(t) = Z BZ(Tf)ﬂ{TﬁngﬁH}? 0<t<T
n=0

e Coroldrio 5.1 em (33)) segue

lim E sup |Wp(t) — Byu(t)| = 0.

k—4o00 0<t<T

k

A estrutura controlada ¢ dada por: Seja u* € U} um controle fixado definido por

gF: St — R;n > 0. Definimos

Xk (ThY = P (TE ) 4 a(TE

m—1>

uk
X;ﬁ_l 1 (AR 1)) AT

+ o AWE(TF):m > 1,

e entao

Uk ’U,k
ka (t) = Z Xk7 (Tfk)]l{TZkSt/\Tek(hT) <TZI€+1}; 0 S t S T
=0

Proposigao 5.2.2. Assumindo que % < H < 1 e «a satisfazem a Afirmagao I (B1).
Seja (n*,n) € Ug’e(k’T) x UL um par de controles arbitrdrios. Entdo, existe uma cons-
tante C' a qual depende de T, o, B € (0,1),p > 1 tal que

k _ 1-8 T
E|| X5 - X1 < C{ei[ekzﬂ gz HE/O |nk(g)—n(s)|d5+\|Tek(k7T)—THL2(p)+IEOiltlgT|W§(t)—BH(t)|
C(557)

Em particular, X* também satisfaz (m) Portanto, os Teoremas e apli-
cado ao problema de controle .



80 CAPITULO 5. APROXIMACOES

Demonstracao: Repetindo exatamente os mesmos passos, apenas substituindo A*
por WF na demonstracio da Proposigao 5.2 em (33) e a Proposigao [5.2.1, podemos

encontrar uma constante C' (dependendo de o, T" e () tal que

T
k o 18
E|X}" — X sc{ezm?ﬂ B [0 —n(e)lds+E sup (W)~ Ba(t)

(5.58)
para § € (0,1) and p > 1. A fim de estimar HX;’"IC — X7 |oo, procedemos da mesma
forma que (5.51)) (com o expoente igual a 1). Precisamos apenas checar E supy<;<7 | Bg (t)—
BH(tATelik,T))]. Para isto, tome 1 — H < < 1/2,0<e< f—1+H. E conhecido que
(veja por exemplo a demonstragao do Lema 1.17.1 in (40))) existe Grep € Ng>1L4(P) e

uma constante C' tal que

|Bg(t) — Bu(s)| < C|t — 3|(H_€)GT7675 q.c

para todo t,s € [0,T]. Portanto,

<t<

o que nos permite concluir a demonstracao de (5.57). Desde que o sistema ¢ dirigido
por um movimento Browniano unidimensional, entao (5.57)) imediatamente mostra que
XF* tem uma estrutura controlada com respeito a (5.55)) satisfazendo (5.61)). Neste

caso, os Teoremas e podem ser aplicados [ |

5.3 Convergéncia do Processo Valor

A meta desta secao é provar o seguinte resultado

Teorema 5.3.1. Seja V(t,u) = esssuppeyr E[¢x(u®, 0)|F];0 <t < T um processo
valor associado a uma fungao custo £ e um funcional controlado u — X* satisfazendo as
afirmacgoes Al e B1, respectivamente. Seja n* — V¥(., n¥) um processo valor associado

um processo FF-controlado n* — X kin®, Suponha que

E sup || X5 (t) — X7(t)]|2 — 0 (5.59)

0<t<T

quando k — 400 sempre que limg_,, o 7* =7 em L?(IP x Leb). Entdo,
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- k (rk Ry _ _ T
kEI—Poo HV (Te(kﬂf)a u ) V(ta U)HLQ(P) 07 u € UO ) (560)
para cada t € [0, 7] e para todo u¥ € U™ tal que limy,_, 400 u¥ = u em L2(PP x Leb).

Por causa do teorema5.1.1, ¢ importante notar que para qualquer controle u € U],

Ué“’e(k’T) tal que limg 1o u* = u em L*(P x Leb).

construimos uma sequéncia u* €
Neste caso, conclusao (5.60) é um resultado de aproximacao bastante forte para o

processo valor. Uma consequéncia importante do Teorema [5.3.1|é o seguinte resultado.

Corolario 5.3.1. Seja V(t,u) = ess supgeUtTE[SX(u ®¢ 0)|F];0 <t < T o processo
valor associado a uma funcao custo £ e um controle funcional u — X* satisfazendo a
Afirmagao Al e Bl1, respectivamente. Seja n* — V¥(- n*) o processo valor associado

k .
ao processo F¥-controlado n* - X*7" . Assumimos que

E sup || X% (t) — X"(8)]|2 — O

0<t<T

quando k — 400 sempre que limy_, o 7* = n in L?(P x Leb). Além disso, assumimos

que
lim E sup [|X*7(£) — X7 ()]|2 = 0 (5.61)
k——+o0 0<t<T

para todo n* € U(lf’e(k’T);k > 1. Entao, 1} segue verdade para qualquer € > 0, o

controle e-6timo u** construido via V* na Proposicao satisfaz

E[{X(u*k)} > sup E[{X(u)} —€

ueUOT

para todo k suficientemente grande.

Demonstragao: Vamos fixar £ > 0. Para cada positivo inteiro k& > 1, seja uske o

controle construido na Proposi¢ao [£.2.3] i.e.,
El¢ee (™)) > sup  E[¢x(0)] — =5 k> 1. (5.62)

k,e(k,T)

ocUl 3
Do Teorema 5.3.1} sabemos que
€

‘ sup  E[Exn(0)] — sup E[{X(v)]‘ < 3 (5.63)

geUéc,eUc,T) veUl
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para todo k suficientemente grande. Usando as afirmagoes (5.61) e Al, também sabe-

mos que

*,k,€ *,k,€

B[ (wh)] ~ E[ex(u™)] | < GE sup || x*

0<t<T

()= X" (Ole < 5 (5.64)

para todo k suficientemente grande. Resumindo as desigualdades (5.62), ((5.63) e (5.64]),

entao temos que

E[&x(u™™)] + < 3 >E[5Xk( RG] > sup E[&xx(0)] —

€
HEUk ,e(k,T) 3 UEUT

para todo k suficientemente grande.

Iremos dividir a demonstragao do teorema [5.3.1| em varias partes, como segue.

Lema 5.3.1. Para cada t € [0, 7],

8)| 7k, } — V(t,u)

e(k,t)

lim esssup E [5 X (u Rk
k—+o0 $EU 1 e(k,t)
e(kt)

em LP(P) para todo p > 1.

Demonstragao: Usando a propriedade da mistura finita do conjunto de controle
admissivel, podemos facilmente mostrar que { [5 X (u ®Tk(k ) ¢)‘FT§<k7t)] 1O € UTek(k,t)}

tem a propriedade de lattice de modo que

E| esssup E [SX (u Qqk ¢) ‘FTk } ’.Fjlfk = esssup E [fX (u ®Tk q§) ‘}"éfk }
oeU, 1 e(k,t) e(k,t) e(k,t) ¢€U k k,t) e(k,t)
Tetk,t) e(k,t)

(5.66)

Em outras palavras,

E

ev, e(k:t)
¢ TE et

V(Te(kt ‘FT'“M] = esssup E [fx (u Rk (b) |]:§f§(k‘t)]

Vamos escrever
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O)|Fh | =EB[V(TH 0=V ()| Fa [E[V(E0)| P |

k
Te(k',t) e(k,t) e(k,t)

esssup E [5 X (U@Tk

e(k,t)

Desde que Tk(kt — t q.c. em L', entdo usaremos a convergéncia fraca lim;_, o, F¥ =

e

[ para afirmar que

lim E[g\]-“j’iek(k t)] = E[g|F] (5.67)

k—4o0
em LP para todo p > 1e g € L*. Além disso, a continuidade do caminho do valor
funcional e do teorema de convergéncia limitada segue limy_, V(Tek(k e w) = V(t u)

in L? para todo p > 1. Segue da desigualdade de Jensen

k e P k P
E’E[V(Te(m),u) —V(t,u)‘]—"Tk ” < HV(TG(,CJ),U) V(L)

e(k,t) Lpr

—~0  (5.68)

quando k — 4o00. De (5.67)), (5.68) e a desigualdade triangular, concluimos a prova.

|
Lema 5.3.2. Se H é um subconjunto finito de U§®, entao
2
|eleste 7] el om0l ]| o
quando k — +o00.
Demonstracao:
2
H I;IG%E [fx (u @ @) \-7'7} - {&%E [fx (u Ok, ¢) ‘ng(kytj
2
2
<3 [E (e d)|R| ~Elex(wen, o)l Fh | )
) (5.69)

< Z E[fx (u Ry ¢)|~7:t] — ]E[SX (u & Cb)‘fik“e’“(kt)]

oeH

L2
2

2

ocH

E[6x (u @, 0)| Fh

e(k,t)

} —E [fX (u ®Tek(k,t) ¢) ‘Fﬁ?kfj

L2

De (5.67)), para cada ¢ € H, temos
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—0
L2

E [é“x (u®; ¢) (ft] —-E [gX (u @y ¢) \fq]fgk,t)}

quando k — +o00. Usando a desigualdade de Jesen’s, e as propriedade de Lipschitz de
¢ e na EDE controlada (Afirmacao Al e B1), temos que

2
T
< C21E/ lu @k ¢ —u @y dlRads
0 e(k,t)

Elex(uend)|F | -Elex(wen, o)l ]

e(k,t) Tek(k,t)

L2
— 0 quando k — o0,

para cada ¢ € H, no qual C' é uma constante na qual depende apenas de T. A
convergencia em 1) devido a T f(k p > tac eo fato de todos os controles sao
essencialmente limitada. O que conclui a demonstracao.

Vamos fixar u € Uy, a sequéncia u* € U(]f’e(k’T) tal que u* — u em L%*(P x Leb)

quando k — 400 (veja Teorema [5.1.1)) e um processo F¥-controlado X* satisfazendo
(5.59). Vamos introduzir alguns objetos. Existe um conjunto enumeravel I C U, tal

que

V(tu) = sup B &x(u @, 0)\F | g.c
o€l

Da propriedade de lattice, vamos ordenar I = {¢,;n > 1} de tal forma que

E[gx(u @i 6,)|F] < E|&x(u @ dn)| 7 g

paracadan >1e

V(t,u) = ngrme[fX(u R ¢n)\]:t] q.c

Vamos denotar I, := {¢1,...,¢,}. Pela propriedade de restrigdo, para qualquer 6 €
U} pode ser associado unicamente a um controle UTk(k ) pela restricao do intervalo

estocastico ]]Tf(k 1), T00[[. Neste caso, obtemos

") Fr

Vk(Tk(k’t), u”) = esssup R [{Xk (u® @ o]

e (bkeU(I)C e(k,t)

Existe um conjunto enumeravel ]I’g’“ C U} tal que
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%4 (Te(kt) uF) = sup E|&xk(uf @ ¢k)].7:§f§(k’t)] q.c (5.70)

k,t
pkelh> et

A partir da propriedade de lattice, vamos ordenar ]1’5"” = {n¥;n > 1} de tal modo que,

para um dado k > 1,

k k k: k
E|¢ae(u @p, mF | SElex(f o nb )P |qe (67
paracadan >1e
VEThu) = lim Elex( @, 08 Fh | e (5.72)

para cada k > 1. Vamos denotar Uy := {nF,... 7k} e APF =T, U UF">.

Lema 5.3.3. Para cada ¢ > 1 e n suficientemente grande, temos que

V(t,u) — max E[{X(u Sk ¢)|]:éfk } —0

gbeA” e(k,t) e(k,t)

L2

quando k — +o0.

Demonstragao: Seja I3, um subconjunto enumeravel de Ug® tal que

esssupE[&X(u ®Tk(k y gb)‘]—“é?k ] = sup E[Q’X(u Rk qﬁ)‘]—“ﬁk } q.c
¢€lp e(k,t) ¢€]1 e(k,t) e(k,t)
Vamos definir [* :=TU ( Uk>1 ]Igfk>. Claramente temos,
esssupJE[fX (u ®px ¢)|]-"§ik } = sup E[{X (u ®n ¢)|]—"§fk } q.c (5.73)
6eUo e(k,t) (k,t) pelz e(k,t) e(k,t)
e
V(t,u) = sup E[{X (u®: ®) |ft] q.c (5.74)

pelee

De (5.73) e Lema [5.3.1} temos que
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-0 (5.75)
L2

V(t,u) — sup ]E[fx (u ®Tek(k,t) gb) |}"§3k ]

¢€H8° e(k,t)

quando k — +o0o. Tomamos n suficientemente grande temos que

V(t,u) — %XE[& (u®, 6) \ft} =0 (5.76)

L2

quando n — 4o00. Pela Lema [5.3.2, nés também temos que

—0 (5.77)

e(k,t)

H maxE [éx (u®@pr @) ‘J:f‘f(k,tj —maxE [éx (v ) }J-"t]

L2

para cada n > 1. Pela desigualdade triangular, (5.76)), (5.77)), (5.73|) e Lema [5.3.1}

existe ng(€) tal que

k k
s Elex e, NPy, | -paElewen,, oA, || -0 67
quando k — 400 para todo n > ng(e). A partir de (5.73]), temos que
k k
gfg]lffE[gX (u ®rk, ¢) |]:Tf<k,t)] < Jé‘ﬁ‘g‘,k E[ﬁx (u ®rk, ¢) |-7:Tf(k’t)] 570
5.79
< sup E[fx (u ®T§(k‘t) gb) ‘F:;“jf(k’tj q.c

pele

para todo n, k,¢ > 1. Agora, recordamos o fato elementar: a,b € R no qual a — b >
0,6/ >bea—"b >0 implica que (a — b)? > (a — )% Aplicando o fato que (5.78)) e
(5.79), temos que

— 0
L2

O)|Fh | - max Elex(ue

E[ 3 ]
sup Ex (u Sk Tek(k,t) peart (k) ¢> |FTek(k,t)

¢€H80 e(k,t)

quando k — 400 para todo n > ng(e) e para todo £ > 1. Por fim, a identidade (5.73)),
Lema [5.3.1] e a desigualdade triangular segue
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kggloo ¢Iél§3( E[gx (u Ok ?) ‘]:7]2!“(;@ tJ — Vit L =0
para todo n > ngy(e) and ¢ > 1. Com isso, concluimos a prova.
|
Para cada elemento ¢; € I,, = {¢1,...,¢,} C U, escolhemos qbg‘? € U:’e(k’T) tal que
lrgjagl “ ®Tek ¢] E<k 0o I L2(Px Leb)

quando k£ — +o00. Lembrando que isso é possivel por causa do Teorema Defini-
mos J¥ := {¢},...,¢F} para k > 1. Para um subconjunto finito H = {hy,...,h,} de
Ué:’e(k’T), vamos considerar I, U H = {¢1,...,¢n, h1,..., hp} €

JEUH ={¢k . oF by, k)

Definimos ¢*(¢;) := ¢%;1 < j <ne *(h;) = h;;1 < j <p.

Lema 5.3.4. Para cada subconjunto finito H de U0 e(K.T) , e um positivo inteiron > 1,
temos que

. k _ k e _
k:EI-Poo el E[& <U®Tk )¢> |fom,t>] SOl O E[ka (u* Bk, P (4)) ‘fTelc(k,t):| 0

L2

Demonstragao: Na sequéncia, C' é uma constante que pode diferir de uma linha

para outra. Em primeiro lugar, notamos que

max [E [fx (u ®T€k(k7t) gb) |f7}2§(1¢,t):| — max [E [§Xk (u ®Tkk .

el UH Sl UH )

L2
2
k k k
= Z E[&“X(u e ¢)|fo<k,t)] [gxk (u* ®rs Feny ¥ (¢))}FT§(I¢,1&):|
Pl UH 2
kurb® k() u® ¢ 2
<C3 Z E sup HX T (t)— X R (t)H .
0<t<T
o€l , UH
(5.80)

Para cada j € {1,...,n},
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k‘, k® k(z) ® @ k, k® k¢
E sup HX i T P J(z)H <E sup HX VO @)

0<t<T 0<t<T

(t) = X" (1)

. u®pk  bj
+E sup HX"@‘z’J(t) — X e (t)H
0<t<T
_ 7k k,j
=117+ 1
(5.81)
A escolha dos nossos controles segue
max ‘uk R PF () — u Ry @ = max ||[u" @ ¢ —u®; ¢,
1<j<n e(kyt) L2(Px Leb) 1<j<n e(kt) " L2(Px Leb)
< max ||u* &k - k K
T 1<i<n Ttk %] Tetk.o %3 L2(Px Leb)
k
+ max ||u Qpk S — U Qpk i
x| Sy, ) % T O L2 (P Leb)
+ max ||U Sk = U Q@
i<j<n Tetkty 2 t9; L2(Px Leb)

— 0 quando k£ — +o0.

Usando o pressuposto (5.59)), temos que limg_, 2?21 I f 7 = 0. A afirmacio B1 e do

fato que limg_, 4 Tf(k,t) =t g.c. permitem concluir que limg_, Z?:l ]f’j = 0.

Similarmente,
Y E sup HX £k (1) — X" Mo (t)H S0
. 0<t<T
j=1 0=

quando k — +o0. Isto conclui a prova.
|
Vamos entao introduzir o seguinte subconjunto A?’k = JFU Ué“’z’oo para f,n,k > 1.

Por construcao, A?k = ¥ (AZ’“) Em adicao, as identidades (]5.70[), (]5.71[) e (]5.72[)

permitem afirmar que

: k k ky _ k k _
ZEE—HOO V (Te(k7t)’ u ) nelf{]l(l?i?oo E |:§Xk (u ®Tek(k,t) TI) |FTf(k,t):| ) O (582)
L
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para cada k > 1. Por definigao,

Vk(Tek(k7t) M) > max E[ka (u* @

k k
neAnk e(k, t)n)l'FTf(k,t)} = max E[ka (u ®Tk(k t)n)|fT:(k,t)] 7:c

77€Uk A,00
(5.83)
para todo ¢, k,n > 1. Relembrando o fato que : a,b € R,a—b> 0,0/ < b,a—b >0
implica (a — b)? < (a — V')?. Aplicando esse fato (5.82)) e (5.83)), temos que

—0 (5.84)
L2

lim
{——+o00

VAT ) — max Elex( @ n)lFh |

EA e(k,t) e(k,t)

para todo k,n > 1. Uma aplicagao direta do Lema [5.3.4] para um subconjunto finito

ki, k
Uy ™ e Uy™ segue

I E[ Fk }— E[ k Fk } =0
| ex(wen, o)\ Jnax, Exe (u" ®rx,  oen (@) Fre ,
(5.85)
para cada n,¢ > 1, no qual
max E[gxk(u O ¢)|Fk ] — max E[gxk(u O ()] Fh } g.c
Teth ) Tt Ttk ) 6” Tkt

¢6A" ¢>eA"

para cada n, k,¢ > 1. Agora estamos prontos para declarar o seguinte resultado.

Prova do Teorema A desigualdade triangular segue

Hvk e(k,t) ¥ k)—V(t,u)HmS

V(t,u) — max E[gx(u ®Tk )(]5)|]:§f§(k t)]

d)EAn L2

+ || max E[{X (u ®Téc<k7t> qb)‘féff(k’tj — max E[ka (u ®Tk )ﬁ)‘féfk }

n,k n, e
IAV neAp (k1)
‘LQ

‘LQ

. B k
V(T (kt) ¥ ut) Ienfz( ]E[ka (u Ok, 77)‘]:Tek<k,t>}

—. If,n,[_i_Iéc,n,Z +I§,n,€'
(5.86)
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A convergéncia 1} segue limy_, Lf’”’f = 0 para todo n,¢ > 1. Pelo Lema ,
temos que limg .4 [f mh— para todo ¢ > 1 e n suficientemente grande. Entao
fixamos n suficientemente grande. A convergéncia 1) segue limy_, ]§ ’”’é(e) =0

para todo k > 1. Isto nos permite afirmar que

=0.

L2

lim HV’“(TfW), uF) — V(t, u)‘

k—+o0

Concluimos entao prova.

Desde que

0 < lim inf HV’“(TC’C(,CJ), uFy — V(1 u)‘

k—+o00

< limsup |[V4(TE . 0) = V(1 0)]
Lt k—+o00 '

=0,

Ll
obtemos entao o principal resultado desta secao
Teorema 5.3.2. Para qualquer u € US°, seja {u*;k > 1} uma sequéncia de controles

em U™ tal que limy_, o u¥ = u em L2(P x Leb). Para cada t € [0, 7],

lim H‘_/k(Tek(ki),uk) v, u)‘

k——+o0

=0

Lt

Teorema 5.3.3. Assumimos que a afirmacao Al e Bl segue verdadeiros e os coeficien-
tes da EDE ((5.31)) satisfazendo a Afirmagao I. Seja X* o processo F*-controlado dado
por (6.5). Entao,

sup  E[¢xk(0)] — sup E[¢x(v)] (5.87)

(bEUg’e(k’T) veUg

quando k — 4o0o0. Em particular, para qualquer € > 0, o controle e-6timo u** cons-

truido via V* nas Proposicoes e satisfaz

E[ﬁx(u*k)} > sup E[é’x(u)} —€ (5.88)

uEUOT

para todo k suficientemente grande.

Demonstracao: Basta aplicar (5.22)), (5.21)) em (5.49)), para concluir que X* satisfaz

as equagoes (5.59)) e (5.61)) dado no Teorema e Corolario respectivamente.




Capitulo

Aplicacoes

Nesse capitulo, buscamos fazer duas aplicagoes importante da nossa teoria. A pri-
meira delas é na estratégia de pairs trade, desenvolvemos para ela uma teoria bem
geral. Em seguida, descrevemos uma solucao fechada para um caso de pairs trade
considerando o spread como o chamado log-price.

Logo depois, fizemos um exemplo para encontrar o controle e-6timo para uma es-
tratégia de controle do portfolio, no qual consideramos um ativo livre de risco e um
ativo com risco. No ativo com risco foi modelado através de uma EDE e descrevemos
o controle e-6timo para essa estratégia. Lembrando que pode ser facilmente estendido

para um portfolio com n ativos com risco.

6.1 Pairs Trade

O Pairs Trade (18) é uma estratégia de investimento com base na identificagdo de
pares de acoes que existe uma relagao entre os pares. Entao buscamos discrepancias
temporarias na relagao deles, comprando/vendendo as a¢oes na divergéncia e obtendo
o lucro quando volta a relagao tipica deles. Em muitos casos esses pares sao empresas
do mesmo segmento.

Esse tipo de estratégia investe na relagao entre o pares que estao historicamente

relacionados e nao nas agoes ou no movimento do mercado, ou seja, nao existe uma pre-

91
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ocupacao no comportamento do mercado ou no comportamento das agoes da empresa,
e apenas relacao entre as acoes dos pares encontrado. Por isso, a busca pela identifica-
¢ao do par é uma etapa muito importante. Porém, nesta tese nao vamos nos preocupar
em como achar o par (ver (I8)), (59), (23) e (28))), e sim considerar que j& identificamos
o par e que estamos buscando o momento de compra/venda e a quantidade étima para

isto.

Assumimos que Y (t) denota o spread de duas agoes(S', S?) no tempos ¢, definido
como Y (t) = f(t,S*(t), S?(t)) tal que f representa uma fungao genérica tal que exista
uma fungao g(¢, Y (t), S'(t)) = S?(t). Assumimos que o spread segue um processo de
Ornstein-Uhlenbeck (58)).

Nossa teoria, pode ser feita para casos bem genéricos de pair trade, e buscamos
formula-la no caso mais geral possivel com o spread sendo um processo de Ornstein-
Uhlenbeck. Apds isso, na segao para apresentar um caso mais concreto, tomamos
f(t,SY(t), S%(t)) = In(S%(t)) — In(S*(¢)) e a fungao utilidade £(x) = —e™7, e obtemos
uma formula fechada para o controle.

6.1.1 Formulacao do Problema

Assumimos que existe um ativo livre de risco M (t) com taxa de juros r, com a

seguinte dinamica

dM(t) = rM(t)dt.

Denotamos S'(t) e S?(t) como sendo o prego do par de agoes (S*,S?) no instante

t, no qual S* tem a seguinte dinamica
dS*(t) = u(t, S*(t))S* (t)dt + o(t, S*(t))S* (t)dBy (1)

e B; é o movimento Browniano. Além disso, Y (t) o spread do par de agdes no tempo

t, definido como

Y(t) = f(S'(t), (1)

tal que exista uma fungao g(Y(t), S1(t)) = S%(t), com g € C*(R? R) e assumimos que

o spread segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck

dY (t) = k(0 — Y (£))dt + (Y (£))dB(t)
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com p sendo o coeficiente de correlacdo entre B e B;. Entao, obtemos a seguinte

dinamica para S?(t)

as?(p) = 20EY D S1W) gy 99 Y (O, D) ¢y a1 yvar 4 o(t, 5 (1)) dB1 (1))

ot s
1
N 8g(t,Y(872,5 O (0 — Y (1)t + n(v (1))dB(1)}
1
n %d [‘99@ Ya(sl 5 (t))UQ(t St(t)) + 99(t, ; )2 i ))77 (Y(t))}
®)

1
; {77( olt, Sl dt} [ 838y ol G;gss (t))}

T3

_ ot <>51<>> 000, ().'0)

— {2050 n(t.5 (1)
0

+

oL Y (1), Sl(t))ﬁ(e v [ag(t, Y (t), Sl(t))UQ(t S ) + dg(t, Y (1), 51(t))nz(y(t))
2 Y

oy 0s?

3 (Y (@)ote ' ()} | 2T OS0) BV SO
+ {ag(t’ Ygs)’ SO ¢ sl(t))} dBy (1) + {69“’ Yg;’ Sl(t”n(Y(t))} dB(t)
st Sl( 0.5°0,¥ 0t + { XEXDE0) o0 1) a0
#{ 2L Ly fas
(6.1)
com
5(t.5' 1), 5. (1) i= 2SO | 09X 50) 1)
; 99t ng), SO - vy
% ag(t,Yé(i)Q, Sl(t))ag(t’ 1)) + dy(t, ; )2 't ))77 (Y(t))}
5 (v @)ote 5t} | 2 S0 Q0TS0

(6.2)

Finalmente denotamos o portfolio denotada por

XU(t) = dX () (u@)dssl é’? —u(t) dSSz (i? + d]\%(t’?) >0
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Observagao 6.1.1. Para qualquer u,v € U] tal que u = v em [0,t], temos V (t,u) =
V(t,v) q.c.. Isto implica que V (t,u) depende apenas do controle u sobre o intervalo
[0, t].

Assim, no caso geral a funcao que queremos maximizar é

V(t,u) =esssupE (£(X“(t))|F) (6.3)

u(t)eUyr

subject to:

dX"(t) = X"(t) [u(t) (u(t, SH(t)) — =00
dg(t.Y (£).5' (1))

+X(t) {Si—@(’t)} n(Y'(t))dBi(t)

dg(t.Y (1),5*(¢)) 1
+ Xu<t> Os U(t,S (t>>
52(t)

+o(t,S'(t) | dB(t)

dg(t, Y (t),S'(t))
ds

dS?(t) = B(t, S'(t), S*(t), Y (t))dt + {

99(1.Y (1).5'1)
+ { 2T DSy f asio

o(t, St (t))} dB (t)

Na secao a seguir descrevemos o problema de forma discreta.

6.1.2 Aproximacao do spread

Na sequéncia, usamos a notagao do capitulo [4

Seja o : [0, 7] x D([0,T];R?) x A - RY e o : [0,T] x D([0,T];R?) x A? — R? x R?
dois funcionais nao-anticipativos o qual é suposto ser gerado por uma EDE controlada
que depende da trajetéria (veja se¢ao . Primeiramente, construimos um esquema

de Euler-Maruyama baseado em uma partigao aleatéria como segue:

k

Seja (u* ;)2 um conjunto controlado tal que uf | = g (A% ) para uma sequén-

cia de fungdes universalmente mensuraveis gt , : S}7' — A% n > 1. Definimos
k
XkuE(0) = 2



CAPITULO 6. APLICACOES 95

d
XR(TE) = X (0) + o (T8, KB ) AT + 37 o (T8, X ufb) AARI (7))

ke k
Ty ’ Ty ?
Jj=1

no qual X5 " — 2 é uma constante sobre 0,7]. Entao, definimos
jb
uk uk
Xpr (1) = aligcrarpy + XM (T Lgpey; 0 < t S T

O segundo passo é dado por

d
XEU(TE) = XETE) 4+ ol (T, X uh) ATS 4+ o (TF, X5y ub) AAM (7).
j=1

Entao, definimos

kuk . uk uk .
Xpe (8) = wlpogperpy + XTI Ligparerpy + X0 (1) Ligpey; 0 St < T

Definimos por inducao,

XEUI(TE) o= XE(TE )l (TE,

n—1 n—1

paran,k > 1e 1 <i<gq. Un processo F¥-controlado associado ao esquema de Euler-
Maruyama associado é entdo naturalmente definido por X% (¢) := Xk (t AT f(k )

no qual

B () = Zxk (T:)]I{T7’§§t<T7’f+1} (6.5)

n=0

A descrigdo trajetéria a trajetéria é dada por: Denotamos % := Y7 | s¥ e definimos

k
hy =z,

d
I (057) = Rty (08 ) (8, 1 (057 al ) shA Y o (A (0T al
=1

)2

d
XES Wb VAT o (Th B k) AAR(TE),
j=1

,kz.

k?j
n
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no qual 1 <i < ¢q,o"" € H¥" ¢

Z h? ]l{tk<t<tk B + hk( )]l{t’ggt};t > 0,0k’n e H~".

Entao, definimos

v Zh’“ Mgzt )

para 0> € H** definimos
7f(k,T)(ije(k’z’))(t) = Wk(okm)(t N t];(k,T)); 0<t<T.

Por defini¢ao, ’ye(k 7) <Hk’g (AkkT( )))(t) = Xku' (¢ w) para q.c. w e para cada
t 10,77
No caso geral temos
uk; ’l,Lk

Ty X ) = XM (@) (T, SMTE)

BTy, SHTY_), SA(TY_), Y (T ))

SH(Ty )

ag(ij_l,Y(ij 1,81 (Tk_, }

+r

Tk

n—1

Ul(Tk I’Xk’Uk 7qu—1) = Xk’ﬂk (TT]f_l) { SQ

(T Y (T )5 (T

Dok, 1))
STy )

kub k
OQ(Tk 17XT11L 17“2—1) = XkVu (Trlf—l)

n—

(6.6)

Na proxima secao, vamos tratar de um exemplo particular de pairs trade. O interes-
sante desse exemplo, é que apesar de estarmos lidando com um problema que depende
de dois movimentos Browniano diferentes, nesse exemplo conseguimos fazer com que o

portfolio dependa apenas de um deles.

6.2 Exemplo Particular

Considere o exemplo particular descrito abaixo. Escolhemos esse exemplo pois é

possivel encontrar uma solucao fechada. Assumimos que existe um ativo sem risco

+a(Ty_y, 5'(t))
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M (t) com uma taxa de juros r, com a seguinte dinamica
dM(t) = rM(t)dt.

Denotamos S1(t) e S?(t) como sendo o preco do par de agoes (S',.5?) no instante

t, no qual S! tem a seguinte dinamica
dS'(t) = uS'(t)dt + o S'(t)d B (t)

e B; é o movimento Browniano. Além disso, Y (t) o spread do par de agdes no tempo

t, definido como

Y (1) = In(S(t)) - In(S (1))

e assumimos que o spread segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck

dY (t) = k(0 — Y (£))dt + ndB()

com p é o coeficiente de correlagao entre B e Bj.

Entdo, obtemos a seguinte descrigao para S?(t)

dS*(t) = (u + k(0 =Y (t))dt + %nQ + pna> S2(t)dt + 0S*(t)dBy(t) +nS*(t)dB(t)

Seja X"(t) o valor do portfolio, vamos considerar um pair-trading auto-financiavel e
portanto u(t) denota a quantidade investida em cada acao S; e —u(t) a quantidade
investida na acao S, isto implica que apenas podemos comprar a mesma quantidade
de uma das acoes e vender a mesma quantidade em reais da outra. Assim, temos a

seguinte dinamica do portfolio dada por

dXU(t) = XU (t) (u(t)fl—é? —u(t) d;; é’;) + d]\]\j(%)) , t>0.

Entao, podemos reescrever como

dX"(t) = X"“(¢) { [u(t) (/{(0 -Y(t) + %772 + pan) + r} dt + ndB(t)} (6.7)
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E importante notar que dinamica nao depende mais do movimento Browniano B, por

que o portfolio e o spread nao dependem.

Vamos considerar a nossa funcdo utilidade ¢ : D% — R, com &(f) = —e /D) (57)
para f € D7.

Entao, a fungao que desejamos maximizar é dada por

V(t,u) = sup E(—exp{—X"“(t)})

u(t)eUl
sujeito a:
X(0) = o, Y(0)=yo
dY (t) = k(0 — Y (t))dt + ndB(t) (6.8)
dX"(t) = X"“(¢) { [u(t) (I{(Q -Y(t) + %772 + pan) + r} dt + ndB(t)}

Note que podemos descrever X“(t) como EDE, com

alt, XU(t), u(t)) := XU(t) [u(t) (/@-(9 —Y(t)+ %nQ + pan) + 7’]

o(t, X“(t),u(t)) := X“(t)n

Além disso, temos que:
dY (t) = k(0 — Y (t))dt + ndB(t)

Entao, a solucao é

t t
Y(t) :yen(t)+/ e'{(t_s)ndB(S)—f—/ =9 L0 ds —: Yty

0

oo
; ky _ Y
e definimos Y, = E YTjg]lT,’f_l <t<rr- Desta forma,
n=0

dX(t) = X*(t) { [u(t) <n(0 - YY)+ %nQ - pan> + r} dt + ndB(t)}
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com isso e usando o exemplo da EDE temos

alt X*(0)u(0) = X°0) [ult) (0 = Y) + g7 +pom ) +7]

(6.9)
o(t, X*(t),u(t)) = X"“(t)n

A seguir vamos descrever a versao trajetéria a trajetoria do nosso exemplo.

Descricao Pathwise

Nesta secao usamos o Principio da Programacao Dinamica para descrever o
controle 6timo. Consideramos duas diferente distribuicoes para os tempos de parada,
na primeira delas consideramos a distribuicao de ATF como sendo uma Gamma(, \),
levando em conta o trabalho de Burq e Jones () que mostrou que essa é uma boa

aproximacao. Na segunda parte consideramos a distribuicao dos tempos de paradas

ATF usando
fH) =3 PUJ’% exp {‘ (mz—tn)}

também obtida por Burq e Jones ((6)).
Entao, usando o DPP [£.2.1] e a equacao discreta geral EDE e a equagao [6.7]

definimos

Fffhl(ok’m_l) D= supA/ —exp(—hfn(ok’m_l,am_l,s,g))dP
i o (6.10)

= — sup / —exp (—hF (0" a1, 5,1))q"(s)ds
2am71€A R+

com ¢~ é a distribuigao do tempo de parada ATF e
— exXp —{(h]:n(okml*l’ am—1, S, 1))} = —exp— [hﬁlil(ok,mfl)

1
+ (hﬁm(ok’ml) [am—l <H(9 —Ypl )+ gt pan) + TD s

m—1
hE, 1 (0F )27y

= exp —{ (A, ("™~ 1,5, —1))} = —exp — [,y (")
1
# (W a8 [amos (6O YR )4 g0+ pom) 1] )
m—1
_hE

m—

) (Ok,m—1)2—2k17]
(6.11)
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Parte I(Distribuigaio Gamma): Nesta parte consideramos ¢* como sendo Gamma(3, \)

(6). Por simplicidade definimos

Oy = hf_, (o) (ﬁ;(e — Yj’f;ffl) + o0+ pan) (6.12)

para ¢ € {1,...,m}. Entao, resolvendo a integral

G(ok’mfl,am—l) 2:/ _eXP—(hlfn(ok’mflaam—hsaz))dp

Sk

1 _
=—— sup / exp (_hﬁz(ohm 1aam—1>371>)
am—1€A R+

+ exp (fhlfn(ok’m_l, Am_1, S, 71))qk(8)ds
— 1 Sup / _ehfnfl(okymil) (eaqﬁq—l _|_ e_ofnfl)
2 Am—1EA Ry

- (am*l@fﬁﬁRf’L—l)sqk(s)ds

1 - — kyy k

= 7e_hfn—1(0k7m 1) eo—:@n—l + e_o'fn—l su —e (dm—19m71+Rm71)s k(S)dS

2 P q
amfleA R+

X e

B Y CL (COsh(Uf‘nfl)> sup — (Aﬁ(am—leﬁf—l + anfl + AYﬁ)
am—1€A

(6.13)

precisamos encontrar o supremum, para isto derivamos e igualamos a zero, entao temos

dG(oF™m=1 a* )

G = BT (cosh(oh 1)) NOLL (@10 + Rl + ) ) =0
Am—1
A+ RE
:a;‘b_l — _( +k mfl)
Ol

(6.14)
Entao, encontramos ay,_;, com isso substituimos a equacad6.13|e obtemos

Fk_1<0k,m—1) — G(Ok’m_l,a* )

m m—1
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Entao, repetindo os mesmos argumentos temos

* ()‘ + ng—l)
Gy =~y
)
A+ rhE_ (okt=1) (6.15)
hi_y (0F1) (H(Q =Y )+ gt + pan)
Indutivamente, obtemos (a§,a}, ..., a5 _;).

Parte II(Usando a Série): Nesta parte consideramos ¢* como sendo

") =) (_1)]-2;%6@ {‘ <%> }

Entao, resolvendo a integral

G(Ok’m_laam—l) 3:/ _eXp_<hfn<0k7m_l>am—17svz))dp
Sk

1
= —5 Sup / exp (_hﬁl(ohmil?am*hS?l)) + exp (_hfn(ok7mil7amflas7_1))qk(8)ds
Ry

A1 EA

1 k k,m—1 k k ksy k
= —— Sup ehmfl(o o ) <€am71 + 6_0m71> ei(am_1®m—1+Rm—1)sqk(S)ds
R

2 am—lEA
1 m— k,
= —§eh}fnfl(°k’ D (e“fnfl + e_(’f'H) SupA/R e‘(“mfl@mgﬁR’ﬁn—l)Sq’“(s)ds
am—-1€ +
o0 “(ay,_10"Y LRk )SJQJ'“)Z
1 Bk ( k,m—l) k . e (m 197 +RY 53
= ——¢'m-11° cosh (o7, ) sup —1)725+1 ds
2 D D
— _lehlfnq(ok’mfl) cosh (0-:;01_1) sup Z (_1)je*(2j+1)\/(2‘“”—1@,:6111*1%12—1)
2 A —1EA i

(6.16)
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Truncando a serie obtemos

n

1 m—
G (0" ) = —ZeMm©™ ) cogh (ok ) sup

2 aanlEA jszL

(_1)j€f(2j+1)\/(zamﬁ@mﬁ%il)

1 k k,m—1
= — sup —e"m-1C"" ) eosh (aF )
am—1€A

(=1)nen DY (2em1OLL 1AL ) (ex/(%m@ffﬁanl) +e(4n+3)\/(2am1®fr;yl+anl))

14 62\/(2am,1@frﬂl+an71>
(6.17)

precisamos encontrar o supremo, para isso derivamos e igualamos a zero.

dGn(Okﬂnil,a;L 1) 1 h”fn—l(ok‘mil)

- =3¢ cosh (o* )

m—1

damfl

(—1)r@ky o m20tmy Can 1Ol R, L)
\/ (201 @5, + R ) (14 €2V (o))

y <(1 _ 2n)€(4n+5)\/(2am719f,;g1+3’;171> (14 2n>e\/(2am—1@ﬁ;y,1+anfl)

(14 2m)elBHmY Can Ot L) (3 4 o)t <2“m-195431+R51—1)> )

- (1 _ 2n)6(4n+5)\/(2am71@f,;y,1+R’fn71) + (1 + 2n)e\/(2amf1@ﬁ{z1+R271)

—(1+ 2n)€(3+4n)\/(2am—1®f,;'“’_1+R§;_1) — 3+ Qn)€3\/(2am_1eﬁ;y_l+35n_l)
(6.18)

Temos entao que resolver

(1 — 2n)eUn W (omasOll L) (g 4 g)ey/ CamaOntit i)

(6.19)
_ (1 + 2n>e(3+4n)\/(2amflef,;y,1+Rl,fn71) _ (3 + 2”)63\/<2am71®ﬁgl+Ri€nil)

*

Entao, encontramos aj,_;, com isso substituimos a equagao e temos que

Frﬁfl@k’mil) ~ Gn(ok’mfla an,_1)

Entao, repetindo os mesmos argumentos indutivamente temos

Ff 4 (oM7)~ G™ (0" aj_y) (6.20)
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no qual o ay,_; é uma solugao de

(1-— 2n)e<4n+5)\/(2”*1@%1“%?71) +(1+ Qn)e\/(z‘lf%@?fjﬁRﬁJ

(6.21)
— 1+ 2n>e(3+4n)\/(2ae—1®?’_91+R§_1) _ 3+ 2n)€3\/(2ae_1@1;g1+35_1)

Entao, obtemos indutivamente (af, af,...,ak _;).

6.3 Controle no Portfolio

Nesta secao, vamos considerar um problema de controle, no qual o objetivo é definir
o nosso portfolio. Para isto, vamos considerar dois ativos, um deles livre de risco, e
outro com risco. E importante ressaltar que a extensao para o caso com n ativos com
risco é simples de obter, optamos por propor o modelo desta forma para facilitar a

notacao.

O ativo com risco serd modelado por uma EDE. Assim, seja S(¢) o preco do ativo
dado por
dS(t) = a(t,Sy)dt + o(t, S;)dB(t).

com t € [0,1] e S(t) dependendo de toda a trajetéria, a(t,S;) € (0, M] e o(t,S;) €
(0, M] no qual M é uma constante positiva. Entao, com o nosso processo de discreti-

zacao, temos que
SHTY) = SM(Ty_y) + a(Tyy, S )ALy + o (T, Sy JAAN(TY).  (6.22)

para 2 < n < 272,
Assim, vamos considerar um portfolio descontado e auto-financiavel. Entao, temos

que o portfolio é modelado por
dX"“(t) = u(t)dS(t) = u(t) [04(25, Sy)dt + o(t, S;)dB(t)
Novamente usando o nosso processo de discretizacao temos que

XE(TE) = X (TE ) pah(TE ) {S’%T::_nw(Tf_l, Sk JATH+o(Th . Sk YAAR(T))
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Queremos encontrar o controle que realiza a equacao

V(0) = sup E(£(X"))

uEUg

Para isto, assim como no caso do pairs trade, vamos considerar a nossa funcao utilidade
¢€: D% — R, definimos &(f) = —e~ D) (57) para f € D%. Por simplicidade definimos

£(4E (0F™)) := £(hE (0F™)) = —ePin(@"™)

Entao, na descricao trajetoria a trajetéria e por construcao, temos que

VH(TE Wby = FFEM (AY) aus (6.23)

J

Desta forma usando DPP , temos

Fr (05" o= sup [ &(hy, (05 an_1, s,0))v(ds, di)
Am—1€A Sk

1
= 5 sup / [é’(hfﬂ(ohm—l’ am—1, S, 1)) + g(hﬁl(ok’m_lv am-1, 93, _1)} qk(S)dS
am-1€A JR

(6.24)

com ¢* sendo a distribuicao do tempo de parada AT}
Considerando a distribuigao de AT} uma Gamma(j3, \):

Primeiramente vamos considerar a distribuicao do tempo de parada como sendo
uma Gamma(f, A), o uso desta distribui¢ao deve-se a aproximagao proposta pelo Burq
e Jones (6)). Assim utilizando-se desta aproximagao temos que

E(hE (05 a1, 5,1)) = —exp (= |11 (05 ™) o (a(th_y, 3hy (057 7))s

+a(tfn,1,%71(0’“”"’”)2*%)})

E(E (0™ 1,5, 1)) = —exp (= [k, 1 (057t 4y (a(th,_1, 7y (05715

—0 (ty—1s 1 (Ok’m_l)p_%ﬂ )
(6.25)

Para minimizar a notacao, defina
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O-’I]’Cn—]. = U(tfn—p '_%]%—1 (Ok’mil))

Por simplicidade, definimos

®(apy_1,1) == hE ("™ ) +ay_0F 27

O(ap_r,—1) :==hF _ ("™ 1) —a,_10F 27

entao, temos que

g(h:;(ok,m—lj Am—1, S, 1)) = —exp (_ [(I)(amfla 1) + amflo/;z_ls})

(6.26)
Desta forma, temos que
1 Bk (okm-1 IeF (s)ds — — e~ [®@m1.1) K
3 ¢(hy, (o Am—1,5,1))q"(s)ds = —§€ exp (— [am,lamfls])
R4 R,
/\6 A—1 As
X ——8"" e ¥d
L'(B)
B
_ L e A / Alp=Obanrak, s g
2 L'(B) Jr,
1
frnd _56(_[(?(@’”1—171)}))\5()\ _.I_ am—la'l::n—l)_ﬁ
)\B ,m— c —
= X ) sk g )
= —Ge‘“m”“g*lf%()\ + am_lafn_l)_ﬁ
= f(am—h 1)

(6.27)
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1 1
3 | Cs 0t s, ~D)H(s)ds = — e e e (= [aiat18])
Ry Ry

28
A—le—)\sds

X S
['(B)
_ 16( [®(am—1,—1)] )\B / s)‘_le_()‘+am’1af"*1)sds
2 F(5) R,
1
- eI sl )
8 — )
=X 3 s
= —Ge"m17m12 (Nt ap_raf, )P
= f(am—lv _]-)

(6.28)

com G := G(\, B,0Fm 1) = %e(_hfnfl(ok’mfl)) Entao, queremos

sup {=Ge 172 (g0l )P = Getr e (At g g0, )P = swp f(amo)
am—1€A am—1€A
(6.29)

para isso derivamos a funcao em funcao a,,_1, € obtemos que

df

damfl

= G(ak_jam_1+ X" (af,_; (2Bcosh(27* 0k _ am_1)

—20% 127,y sinh(27%%0F _am_1)) — 2ok, 127 sinh(27* 6%, a,, — 1))
(6.30)

Desta forma, igualando a funcao a zero, temos que

m

0=G(ak _jam_1 4+ <afn,1(2ﬁcosh(2 ok am_1) —20F _127%%a,, 1 sinh(27%6k_am_1))

—2XoF _27%kginh(2- %ok a,, — 1))

N Bak . cosh(27%ok a, —1) e A
20F 272k sinh(2-2%kg k _jam — 1) ml ok
k
Ym—1 2k 5k A
——"—— coth(2” _1Gm — 1) = am_1 +
20k 22k o

(6.31)
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definimos a* , como sendo a solucao da equacao i
m—1 5 5

Entao, substituindo a}, ; na equacao M temos que FF |

Frlf@ 2<0k’m_2) = SupA/ Frﬁfl(ok’m_{am—%87i>V<d87d7;)
am—2€ Sk
:1 sup / |:—Hm_le(ihfn—l(0k7m—27am71,s,1)) _ Hm_le( hk l(ok m—27am,1,s,71)>:| qk‘(s)ds
am—26€A JRy
1 ,m— m— _
= Hyo1g SUEA/R [_6(_h§”*1(°k am-1,31) _ (=hfio1 (05 amors, IW q"(s)ds
Am—2 +

(6.32)

k

K )P cosh(an,_10% 272%). Repetindo os argumentos

com H, 1 = 2\ + a, ,«

acima, temos que

k
oy, A
ok COth(2_2k ﬁl 9Qm— 2) = Qm_2 +

ﬁ (6.33)

k
Ozm72

Entéo, precisamos apenas encontrar a solu¢ao da equagao [6.33] Indutivamente, preci-

samos encontrar a solucao de

Baj ok A
W COth(? Oy CLg) ag + Oé_? (634)
com/ € {0,1,2,...,m—1} e aj sendo a solucao da equagao|6.34 Coma = (aj,a},...,a), ;)
sendo o controle e-6timo. E importante analisar sobre quais circunstancias a equacao

apresenta solugao. Para isso observe que

50‘? 2%k A
th(2~ — 6.35
20527% coth( ofag) = as + o (6.35)

k
. 7 (0% ~ ~ .
como por hipotese Jzﬁ > (, entao temos solucao, pois
4

Boy o A
S, o e Coth(2 jar) —ar — T = o0
€ % )\
lim _pay coth(2™**o}as) — ag — — = —o0

a—o0 20K2 -2k ab
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Como a fungao é continua para a, € (0,00) temos que pelo menos em um ponto a

funcao é nula.

Para a, € (—00,0)

. 504? 9%k _k A
lim ————— coth(2"“"oyay) —ay — — = —0
ag—0- 20822k ( () —ar o
¢ k
« A
lim _pay coth(2™*ofas) — ap — — = o0

ay——o0 20522k oy
também temos pelo menos um ponto em que a fungao é nula.
Considerando a distribuigao de ATF uma série:

Nesta segunda etapa vamos considerar a distribuicao dos tempos de paradas f*,

vamos considerar f* como sendo
[e.@]

k(g .— _ j<2j+1)e_%
Frey = ( D

j=—00

E(E (0" am-1,5,1)) = —exp (= 1,1 (") + @t (lthy_y, 3ha (057 Y))s
o (thy 1, Tl (51272 )
E(ME (05 oy, 5,-1)) = = exp (= [, ("™ 7) + ey (alth, 1 Vs (05 7Y))s

_g(tfn,pﬁﬁH(o’“’m*))T%)D
(6.36)

Novamente para simplificar a notagao vamos considerar

O‘fn—1 : a(tfn—lv Wﬁz—l(ok’m_l))

Tt = 0ty 1. Ty (057 7H)

Por simplicidade, definimos ®(a,,_1,1) := h%_, (0F™ Y +a,, 0% 272 e ®(a,_1,—1) :=

hﬁz—1(0k’mfl) - am—m,’fl_lQ’% entao, obtemos

E(RE (0F™ 7 a,_1,5,1)) = —exp (— [Cb(am,l, 1)+ am,laﬁ%ls})
L @@n D))

(6.37)

exp (— [am_lozfjhls])
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Desta forma,

1 =1

3 Jy S0 ano s, D) (s)ds = = B 5 (et 4 REn 2 TI) (21 (25 4 1)
R+ j:*OO
y / exp ((— (am-104, 15 + (27 + 1)*(25) 1))
R, V2rs?

1 - o
- (eC12en-10) 4 o(2en1—0D) $ (Z1)i(25 4 1)

j=—00
exp (—(2j +1)4/2 (am,laﬁl_l)>
(27 +1)
) cosh (ap,_10* _ 272F)

X i (—1)* 1 exp (—(Zj +1)4/2 (amla,’;_l))

j=—oc0

X

hk k,m—1

= e m—l(o

= f(am,l)
(6.38)

Queremos encontrar

sup {ehfnﬂok’ml) cosh (ay,_10" _27%) Z (—1) " exp (—(2j +1)4/2 (am_lafn_l))}

am,1€A jZ*OO

= sup f(am-1)

Am—1 €A

(6.39)

para isto derivamos a funcao em a,,_1, € obtemos

df hk k,m—1 e i1 .
m — ehm-1(0 ) Z (_1)J+ exp (—(2] +1)4/2 (amlafn_l)>

j=—o00

m—1 m—1

k : k o—2k (6.40)
x| oF 1272 sinh (apm_1of._ 272F) — a,—1(27 + 1) cosh (am—10p,_127°")
QOzfn_lam_l
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Entao, igualando a zero temos que

o

0= ehfn_l(ok,m—l) Z (_1)j+1 exp <_(2j +1)4/2 (am_lafnl)>

j==o0

k . k —2k
a¥ (27 4+ 1)cosh (a,,—10F 2
« O_k 2—2ksinh (a 710_k _12—2k) _ “Ym 1( J ) ( m—19m—1 )

m—1 A
24 /o _jam—1

o

0= Y e (<274 Dy2 (@)

j=—o0

(6.41)

o (2§ 4 1) cosh (ay_10F, _272F)

m

X 071%_12—% sinh (am_laﬁl_ﬂ_%) -
2¢/ak am_1

definimos a}, ; como sendo a solugao de
Portanto, substituindo a7, ; na equagao obtemos F*_,.

EF ,(0"™7?) = sup /Frlfl_l(ok’m_2,am_2,s,i)y(ds,di)

am72€A Sk

1 e _ m— _
= — sup / [_Hmile(_hlfnfl(ok 2,am—17571)) _ Hmfle( RE (0P ™2 am_1,s, 1))} fk<8)d8
Ry

a”m72€A
1 ;m— _ m— _
= Hm15 sup / [_6(7}15”‘1(016 Ham—181) _ (-1 ("7 am—1.5 1))} fF(s)ds
am—2€A Ry
(6.42)
com Hy,_1 := 2(A+a?,_a* )77 cosh(an,_10% _27%%). Entdo, repetindo os argumentos
aclma
= Y 1 e (i + Dy R sl ) )
j=—o00

(6.43)
ok 5(27 +1) cosh (an,_g0k, _,27%F)

X (7,/7“71_22_2’C sinh (am,gaf;_QQ_%) -

2afn_2am,2

Entao, precisamos apenas encontrar a soluc¢ao[6.43] Indutivamente, precisamos encon-

trar a solucao de
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e ) koi 41 h ko—2k
0= (1" exp <—(2j+1) z(aga’z)> (0522’“smh (apolia—2k) — (2 + 1) cosh (a0 277)

MQCM?CL@

(6.44)

j=—00

com ¢ € {0,1,2,...,m — 1} e a} sendo a solugao da equagao [6.44, Desta forma, o

controle 6timo a* := (ay, a3, ..., a%, ;).






Capitulo

/

Conclusao

Nesta tese, resolvemos um problema que estava em aberto até entao, que é apresen-
tar um método concreto para resolver o problema de controle e-6timo para processos

nao-Markovianos.

Para isso utilizamos a discretizagao aleatéria proposta por Leao e Ohashi (32), que
foi fundamental no desenvolvimento de nossa teoria. Com essa discretizacao fomos ca-
pazes de transformar um modelo infinito dimensional em um modelo finito dimensional.
O que nos permitiu trabalhar com processos dentro de em condi¢oes bem gerais, o qual
podemos destacar a G-expectation que resolve problemas como a super-replicacao, a
EDE e fractional stochastic differential equation (FSDE) ver [5.2.1]

Para poder mostrar explicitamente qual era o controle e-6timo, por estarmos em
um problema finito dimensional utilizamos o principio da programacao dinamica, junto
com os teoremas de selecao mensuraveis, para explicitar o controle, mas para isso
muitos problemas foram necessarios serem superados como por exemplo mostrar as
convergencias, explicitar o principio da programagao dinamica e os teoremas de selecao.
Depois de toda a parte tedrica do trabalho fizemos dois exemplos concretos para os quais

exibimos explicitamente a forma de calcular os controles.

Um tépico interessante para estudos futuros seriam uma generalizacao da teoria de
controle para teoria de jogos, como por exemplos os famosos jogos soma zero. Outra

possibilidade seria a ampliacao dos processos para processos de Levy, na qual seria
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necessario um estudo do Euler-Maruyama, sendo necessario mostrar a convergéncia
além de uma formulacao adequada para esse tipo de processo.
Por fim, podemos expandir a teoria para jogos mais complexos como jogos coope-

rativos e/ou com multiplos jogadores.



Apéndice

Supremo Essencial

Primeiramente, considere (£2, F,P) um espaco de probabilidades completo e seja X
e Y variaveis aleatorias pertencentes a esse espago, dizemos que duas variaveis sao iguais
quase certamente, se P(X = Y) = 1, essa relacao defini uma classe de equivaléncia,
inclusive é a forma cldssica de se transformar os espagos LP(2) em um espac¢o normado
com a norma || X/, = (E[|X["])'/>.

Se consideramos I um conjunto de indice enumeravel, entao se X; = Y; para todo
1 € I é evidente que

sup X; =supY;
i€l el

inf X; =infY;
i€l icl
Note que, nesse caso, implica que podemos fazer manipulagoes algébricas, nas classes
de equivaléncia e elas sao idénticas as operagoes feitas na variavel aleatéria, porém com
o detalhe que a familia de indice necessita ser enumeravel. No caso em que o conjunto
de indice é nao enumeravel diversos problemas podem aparecer, como por exemplo que
a funcao
{w € Q; sup;cr Xi(w)}

pode nem ser mensuravel.
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Para corrigir esse problema, no caso nao enumeravel, ao invés de procurarmos um
supremo ou um infimo para as varidveis aleatérias, vamos buscar um supremo ou um
infimo entre as classes de equivaléncias. A seguir definimos o esssup e mostramos
alguns resultados classicos relacionados a ele. Lembrando que todos os resultados pode
ser obtidos de forma similar para o essencial infimo de forma similar, nos atentamos ao

ess sup, pois foi o termo que usamos durante nosso trabalho.

A.l

O teorema nos garante que dado uma familia de varidveis aleatérias qualquer
e sua respectiva classe de equivaléncia, existe um supremo para essa familia. E impor-
tante ressaltar que o esssup esta diretamente ligado a sua medida de probabilidade, ou

seja, para cada medida de probabilidade o esssup é diferente.

Definicao A.1.1. Dizemos que uma varidavel aleatoria Y é o esssupY; para um con-
el
Junto de indice I se, e somente se,

1.Y>Y;, (P—gq.c) para todoi €I

2. Se Z € uma varidvel aleatoria, tal que Z >Y; P —q.c. Entao Z>Y P —q.c.

Pela definicao notamos que o esssup é uma classe de equivaléncia, na qual a exis-

téncia estabelecemos no teorema a seguir

Teorema A.1.2. Para toda familia de varidveis aleatorias {Y; : 1 € 1} existe uma

varidvel Y = esssupY; P —q.c.. Além disso, existe um subconjunto J* enumerdvel de
iel

I tal que Y =sup;c; Y;

Demonstragao: Sem perda de generalidade vamos assumir que Y; : Q — [0, 1],

pois caso contrério basta usar uma aplicacio bijetora de R. Agora, dado um conjunto

enumeravel J C I defina

Yy =supY;
ieJ

Agora seja J o conjunto de todos os subconjuntos enumeraveis de I, como cada Y;

assumi valores em [0, 1] temos que E[Y;] < 1, portanto temos que

o = sup E[Y ]
JeJg
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Pelas propriedades de sup temos que existe uma sequéncia de (J,,)nen de elementos de
J tal que
lim E[X ;] =«

n—oo

Seja J* = U,,en /ns DOte que J* é um conjunto enumeravel e além disso, temos que

E[Y ;:] = a

Iremos mostrar que Y ;» = esssup Y;. Para isso primeiro fixe i € I, entdo temos que
iel

J*U{i}, claro que esse conjunto é enumerdvel e J*U{i} C I, eainda Y juyy = Y 5« VY.

Portanto,

o que implica que Y« VY; = Y ;. q.c. 0 que implica que Y j« > Y; q.c. para qualquer

i € 1. Agora considere Y uma variavel aleatéria tal que Y > Y, q.c. para todo 7 € I,

como J* é enumeravel, temos que

Y >supVY, =Y, gq.c
1€Jx
O que implica que sup;c;, Yi =Y j« = esssup,c; Vi [ ]
E importante observar também que, mesmo que a func¢ao {w € Q; sup;e; X;(w)} seja
mensuravel nao necessariamente ela é igual ao esssup como prova temos o exemplo

abaixo

Exemplo A.1.1. Considere (€2, F,P) um espago de probabilidade completo construido

através da medida de Lebesgue definida sobre o intervalo [0, 1]. Denotaremos por
Xiw)=1 se i=w
0 se iF#w
para cada ¢ € [0, 1]. Neste caso, X; =0 P — q.c, entao é evidente que

esssupX; =0 P—q.c

Por outro lado, se

supX; =1

ou seja, o sup X; # esssup X;, apesar de ser mensuravel. Ou seja, enquanto o que
acontece nos conjuntos de medida nula nao influéncia no ess sup pode influenciar muito

no sup
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Definigao A.1.3. Uma familia de varidveis aleatérias (Y;),er tem a propriedade de

Lattice se, para todo indice 1,7 € I existe um indice p € I tal que
Y, 2Y,VY,, qe

Proposicao A.1.4. Se {Y;}ic; tem propriedade de Lattice, entdo eziste uma sequéncia
(in){neny de indice tal que a sequéncia {Y;, }nen € crescente (a menos de conjuntos de
medida nula) tal que
esssupY; =supy;, = lim Y; gq.c.
iel neN n—00
Demonstragao: Usando o fato de que existe um conjunto enumeravel {i, },en C T
tal que

esssupY; =supV;,
i€l neN

Entao definimos a sequéncia usando a propriedade de lattice temos que

Zl :}/;1 \ }/;2

Zy=Y,, V Z .

Zn =Y, V' Zp

n+1

Entao {Z, },en é crescente e pela propriedade de Lattice para cada Z, existe um
1, € I tal que

com

esssupY; =supY;, = lim Y; gq.c
iel neN =00

Proposicao A.1.5. Seja (Y;)ier uma familia de varidveis aleatdrias nao negativas com

a propriedade de Lattice. Temos que E(esssupY;) = supE(Y;), e de forma mais geral
iel il
temos que para uma o-algebra F,

E(esssupY; | F) = esssupE(Y; | F) q.c

i€l i€l

Demonstragao: Para demonstrar basta usar a proposicao anterior e o teorema da

convergéncia mondtona. (31) |



Apéndice

Formula da desintegracao

A meta é fornecer uma formula simples para a probabilidade condicional,

P{ATE € (a,5) 1 = 500045, =t ),

no qual
gkjvi" = (07...,0,€,O,~~~70)7 ge{_lyl},
N—— N——

—co<a<b< tooebl | € Sp~!. Aqui, o fndice 4, denota a posicdo da varidvel

nao-nula no vetor i* € I.

Notacgao: E conveniente fixar a notagao. Para um dado n > 1, definimos

Ei, ={1,2,... in—1,i,+1,...,d}

n °

= (i)

Para A € {1,2,...,d}, denotamos
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Jr—1:=jr,—1:={ Numero de saltos no vetor ifl_l o qual ocorre na coordenada A},

pr=pa(F_)i=max{1<j<n—-1, *=(0,...,0,4,0,...,0), € {=1,1} 3,
—— =

A—1 d—x
no qual se {1 <j<n-1, 2? =(0,...,0,£,0,...,0),¢ € {—1,1}} é vazio, definimos
—— N—
A—1 d—x
P = 0.

Baseado nessa notacao, assim definimos

PXx

5 N k
il =) sh

B=1

s
:ng,lgrgn—l
B=1
para b’ | € SP7'. Se py = 0, entdo deﬁnlmost * = 0. O incremento (t&_, t?;’\_l) >
0 sera indicado por

Afl,)\ = ( t]>\ 1)

E importante notar que T = 327 AT} e Tj’i)‘l( )= E o) AT} q.c.

Com esses objetos a mao, vamos definir

fmzn() _fmzn( n— 17'Ln7t) = H fATfJ(t—f_Af{)\) ?

)\EE‘in

= (b,

n17

in) := min{ A" X € B )

para (b% | i, t) € STt x {1,...,d} x R,. Aqui, fAle,l ¢ a funcao de densidade de

Ale = le 1. Agora estamos aptos a trabalhar no resultado principal.

Teorema B.0.1. Para cada bf | € SP7! iFbin € T e —00 < a < b < 400, temos
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P{ AT € (0,0t = 150

b+ART
/a+A,’2”'" fAle,l () dz

/Akn Sargs (@) de (B.1)

b=l

0 o)
1 / / fAle’l (S +t+4+ AI;’;’Z”) frmin (t)dtds

il TR—
H /A’“”\ fAle,l(t)dt
A=1 n

A prova deste teorema serd dividida em varios passos.

Lema B.0.1. Para cada bf | € 77! iFbin ¢ TF e —00 < a < b < 400, temos que

P {AT,’; € (a,b)

k __ Tkt k _ Wk _
M = 1y n7An—1 - bn—l} -

oo
/Af;i" Farka (x) dz
Demonstragdo: Seja b" | = (sh,k,...,sF i¥ ). Seja J é o niimero de saltos
ocorridos no i,-ésima coordenada para {1,...,n}. E importante notar que J é uma
funcao de b . Vamos considerar
P{aT! € (@l =k AL = b ) (B2

Por construcao

P {AT,E € (a,b)

k _ Tkt k _ Wk _
M = Uy 7An—1 - bn—l} -
(B.3)

n—1» Jin—1) Tn—1

IPD{ATA“G(a,b) my =iy AL = b T =t T Zt'ﬁ—l}
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IP’{ATTIf e (a,b)|n"

“klin ki ki k
=apbin, Ak =bk_| TV =t T L =th 1}

:P{T’r]f (a+tn 1ab+tn 1)

k_ ké lc Kyin kin
Zn'An 1= nl’TJ l_t 1}

- P{T}“" cla+th_ [ b+th )

k kZzn kln kln
nh =abbin AF | =bl_|, Jl_tjm—l}

=P {ATf’i" € (a + ARin p 4 Akiny

kA k‘ k
77773 :7:54’1",.,4];2 N LT Zn — ¢hin }

n— Jin—1

Agora, observe que

_ Tklin kyin lmn _ _ Tklin _ 1.k kyin _ gkiin Jin Eyin
{nn Z An 1= n 17TJ 1 _t }_ {nn Z An 1 —bn l’TJfl —tjin—DATJ > An }

e AT}“" é independente do conjunto {n* = i®%}. Resumindo as identidades acima,

temos

POAT)™ € (at+ Ay, b+ ALy = i, AL = bl 1,T’“2—ti,i"1}

I
=

P

n— 17 Jin -1 = a1

]zn

{A T € (a+ ARin b+ Abin) gk = i&bin A% | = bk | T t“nl,AT’“wMZn}

k n 'n 'n = ‘n k n k n k n 7‘n
e (a4 AR b ARy gk Z GRbin gk — Bk : . AT A }

n17

- P{AT}Z" € (a+ Alin, bt Alin)| Ak = bk | AT > A’“n}
Agora, afirmamos que

P {AT;ZZ” (a + ARt b Aksin)

Al =D AT > Af;in}
(B.4)
=P {ATﬁ’i” € (a+ Ak b+ Al

kin Eyin
ATF™ > Ak }

Para cada bF nds realmente temos

n—1»

jin (bfz—1> = jln(zlfa s 7’52—1)
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Para simplificar a notacao definimos

kzn kzn
2% L1 =t in —1(bk 1)

B.5)
k: Jin . kyin (
Az}‘n AT (bk 1)

dependendo apenas %, . .. ,%ﬁ_l e pela definicao

P{AT;?:‘" (a+ Ak b4 ARn)

'An 1* n— 17ATkM>Akln}

:P{AT;Z:'“ (a+th =50 btk )

k,in kyin
'An 1_ n 17AT ' >tn 1 t]f 1}

:P{Q‘Qk (a+th | — fln_l,bqutn |- ;“”_1) VLI U R t;“"_l}
(B-6)
:P{Q‘zk (a+th g =5 btk i )27 s gk gl } (B.7)

As igualdades (B.6)) e (B.7)) sdo devido ao fato de que 2727 = ATk ’?b ) em lei para
n—1

cada b!_; €SP, no qual

7 =inf{t > 0; |W(t)] = 1}

para um movimento Browniano padrao W independente de (B!..., B¢). Resumindo

0S passos acima temos

P {ATJf € (a,b)|n*

“k,Lyip k
_7“ An l_bn—l}

=P {ATf’l € (a+ AR b4 Alin)

AT > A?@L,in}
P{AT € (a+ AL b+ A, AT > Al |
- P {ATf’l > Ag,in}
P {Alevl € (a+ Abin p 4 Af‘;vin)}
= p{ATf’l > Ag,in}
bt AkRin
/a+A1;l,z'n fATfﬁl (x) dz

/k,m fATf‘l () dz

Ap
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no qual 2-%7 = AT em lei. |

Na sequéncia, denotamos Iy, j := {(if,...,4});7j € {=1,1}} C I} para 1 < j < d.

Lema B.0.2. Para todo bﬁ_l € Sz_l el <r<d,

P{T/n_lqunne]lkﬁ 1_b 1}

(B.8)
=P{nf =itk € Ly AL, =Dk} =1/2

Demonstragao: Se 1% € I, para um 1 < r < d dado, sabemos a priori que no

n-ésimo passo, AAR(TF) # 0 q.c. Seja (j, — 1)(#%,...,¢_,) o nimero de saltos que
ocorrerao na coordenada r € {1,...,d} sobre as etapas {1,...,n — 1}.
Neste caso,

P{nt =o' |0k € T, A =iy 1}
=P{AAM(TF) =27Fnk e I, AL, =Db)_}

(AT = 2 gk € Ty A, = b} =

Similarmente,

P{n, = iyl € L, Af_y = by }
=P{AA(T,) = =27, € Hk,T,A’“ 1=by}

=P{AAM(TF") = =27 |k € I, AE_ = DbF_ |} =
|
Lema B.0.3. Para cada bt _, € SP7! ¢ i"%n € Ty, temos que
P{nk = Zkeln An 1= bfl—l} ]P){T/n = Zkfzn’nn € ]Ik?ln An 1= bfz—l}
= P{nk = mbinpk e, AR =Dbk_ } {nn € Iy | Ay = bfl_l}
L ds e v ) sty

2

d oo
H/“fAle,l(t)dt
A=1Y A
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Demonstragio: Fixamos b’ | € 77! e i*in € T;.. A identidade

P {nﬁ — Z’ﬁ,f,in’ns € I, Aﬁq — ble}

=P {7]2 = iyt it € Ly AE ) = bﬁ—l} P {772 € iy, | Ay = bﬁ—l}

é uma simples consequéncia do fato de que as probabilidades regulares subjacentes

estao bem definidas e satisfazem

AE _ph kﬂmPM%J%%%EMWMhemwﬁm
n—1 n—1 €el0 ]P’{.A,ki_l € K(bﬁ—l)}
(B.10)

k “klin ok
P {nn =1, ” M € Hk,in

IP’{T]k € Iy, |AF | =DbF )= limp{nﬁ € L, Ay € Velbli 1)}

B.11
0 P{A_ € V(b)) 7 ( )

no qual V,(b¥_|) é uma vizinhanca de b¥ | € S'~'. Pelo Lema é suficiente para
calcular [P {nﬁ € I, |AE | = bfl_l}. Pela prépria definigao,

P {nﬁ € Hk,in

Any = bﬁl} =P {T]Ij:n < )\Igéi{ryli/\}’Aﬁl = bﬁl}

S W P kA k
Jin—1 " iy—1 T tp—1 < N {15+ 15 — 65— ta )
n

Aﬁ—1 = bfi_l}

=P {ATJ];M — Ay < /\Ié%n {Ajﬁ/\ — A AL = b2—1}
= p{ (AT - Ak - win (AT - ARY) <olat, =t

Assim, por construcao

k1 k1 kd kd ko ik
{ATP > Al ATE > Ab S (AL = b}

de modo que
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kin k,in : k,A kA k _ Wk
P { (ATM Al min (AT - A }) < ()‘,atn_1 — bn_l}

d
_ kin Kyin : kA kA k kA kA
_]P{<ATjin — Ay — min {AT" — Ay }) <O‘A Lo=bE o (AT > AR
" A=1

d
=P { (AT{“‘” — Ab — min {ATP — Afﬁ}) < O’A Lo=bi (AT > Afﬁ}}

AEE;
A=1

P { (AT{“‘" — Ay — min {AT“ A“}) <0, ﬂ{AT“ A,’?A}}

A€
A=1

H P{AT > Ap*)

JP{ (AT — ARin — minyep, {ATS — AR} < 0), N3_ {T0 > Afﬁ}}

s[5t Jarp (0
P{ATE™ — Ak — minyep, (AT — Ak} <0}

_ s[5 g (O
P{ATfﬁin ~ Abin _ miﬂ,\eEﬁn{ATf’)‘ ~ AR < 0}

_ 1[5 farp (0

Finalmente,

Eyin  Akiin kA kA
IP’{ATl Al — min (AT{ — ALY < o} -
B.12

0 oo )
= / fATk,l (S +t+ AZ’Z")fmm(t)dtds
00 J—s 1

|
Demonstracao do Teorema : Fixamos n > 1,bF_| € SP™' e a < b. Pode-

se verificar facilmente que

P{AT} € (a,b),nf ="t AL =bE_|} = P{AT} € (a,b)|nf =" AL =bk_ |}

x Py =00 A = bl )



APENDICE B. FORMULA DA DESINTEGRACAO 127

(veja por exemplo (B.10) e (B.11)). Agora, aplicamos Lema [B.0.1] e (B.0.3) para

concluir a prova. [ ]

A figura a seguir ajuda a ilustrar o problema.
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— P P 7| 77777777777
: Kin_ i ki
kin " Tir=A" T
| [ r———
. K1
TL T1
} } } } f—t—1
K K kK eee K .i oo k
T1 T2 T3 Tpi :A” T:_1:A a n ATn bn
(a) Observe que nesse caso a origem se encontra em T _,.
.I.k,dA T: <
—_ P S S 7| 77777777777
. Kin Kin_ in Kin
Tk’in T1 Tj-1 —A Tl
| [ p—— - —
. k1
TL T1
} } t — } s f —t1
F T T To=A" T*=A A+a, T¢ A+b,
(b) A origem foi alterada para o 0
de T
; 1
T |
. ki Fkin i ki
oin T j-1n: AT, "
— — e ——
. |'
. k1
T P
T T, T, T, =A" T FA (A-A")+a, AT, (A-A")+b,

. . . k  _ pkin
(c) A origem foi deslocada para T, =T,

Figura B.1: Mudancas da origem, a parte em amarelo é dada, a em azul é regiao
que queremos calcular a integral. Fonte: Elaborada pelo autor.
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