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Resumo

Nesta tese, apresentamos uma metodologia concreta para cal-

cular os controles ε-ótimos para sistemas estocásticos não-Markovianos.

A análise pathwise e o uso da estrutura de discretização proposta

por Leão e Ohashi (32) conjuntamente com argumentos de sele-

ção mensuráveis, nos forneceu uma estrutura para transformar um

problema infinito dimensional para um finito dimensional. Desta

forma, garantimos uma descrição concreta para uma classe bas-

tante geral de problemas.





Abstract

In this thesis, we present a concrete methodology to calculate

the ε-optimal controls for non-Markovian stochastic systems. A

pathwise analysis and the use of the discretization structure pro-

posed by Leão and Ohashi (32) jointly with measurable selection

arguments, allows us a structure to transform an infinite dimensi-

onal problem into a finite dimensional. In this way, we guarantee

a concrete description for a rather general class of stochastic pro-

blems.
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3.1 Discretização Aleatória . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2 Decomposição fraca de funcionais e o espaço Bp . . . . . . . . . . . . . 27

3.3 Decomposição de Doob-Meyer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.4 Discretização do processo valor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 Discretização Trajetória a Trajetória 39
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Caṕıtulo

1
Introdução

A teoria do controle estocástico pode ser aplicada em diversas areas, como sistemas

dinâmicos, f́ısica, gestão, economia e finanças. Dentro das inúmeras possibilidades de

aplicações da teoria de controle, destacamos no mercado financeiro os problemas de

hedging, super-hedging, pairs trading entre outros (1), (36), (54), (44), (41),(47) (18) .

Seja X(t), a variável aleatória que representa o estado de um sistema estocástico no

tempo t, t ∈ [0, T ], no qual T é uma constante positiva. Por exemplo, X(t) é o capital

de um investidor em ativos financeiros no instante t. Neste caso, o estado do processo

é quanto dinheiro o investidor tem no instante t.

Assumimos que é posśıvel controlar o estado do sistema por uma variável u(t), a

qual é denominada variável controle no instante t. Para destacar a ação do controle no

estado do sistema, denotaremos o sistema controlado por Xu(t).

No caso do capital do investidor, definimos u(t) como sendo a quantidade de ativos

no tempo t. Nesse caso a quantidade de ativos é o controle e a partir deste, definimos

o estado do sistema como o capital do investidor Xu(t) = u(t)S(t), no qual S(t)

representa o preço do ativo. Dado uma função de utilidade ξ sobre o estado do sistema

Xu, queremos determinar uma ação de controle que otimiza a função de utilidade ξ.

Dado a base estocástica (Ω,F,P), no qual Ω é o espaço das funções cont́ınuas

C(R+;Rd) := {f : R+ → Rd cont́ınuo},

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

P é a medida Wiener e F é a filtragem usual do movimento Browniano. Considere UT
t

para 0 ≤ t ≤ T a familia de processos controles F-adaptados em (t, T ] e limitados.

Definida na base estocástica (Ω,F,P), tomamos uma familia de processos estocásticos

cont́ınuos {Xu, u ∈ UT
0 } controlados pela famı́lia UT

t . Temos como objetivo determinar

um controle uε tal que

V (0) := sup
u∈UT0

E(ξ(Xu)) ≤ E(ξ(Xuε)) + ε

no qual ξ é uma função custo definida sobre Ω e ε > 0. Desta forma, temos um problema

de otimização que depende de toda a trajetória do sistema controlado Xu e as ações

de controle u dependem do tempo t. Como o tempo t assume valores no intervalo

[0, T ], dizemos que o problema de otimização é infinito dimensional. Na tentativa de

simplificar o problema de otimização foi a introduzido a função valor associada. A ideia

é reduzir o problema infinito dimensional para o caso finito dimensional.

Para introduzirmos o processo valor, definimos a concatenação de dois controles

por: se u ∈ U s
m e v ∈ U t

s para m < s < t q.c, então (u⊗s v)(·) ∈ U t
m, no qual

(u⊗s v)(r) :=

{
u(r); se m < r ≤ s

v(r); se s < r ≤ t.

Para u ∈ U t
0, o processo valor ao longo do tempo é dado por

V (t, u) := ess sup
v∈UTt

E
[
ξ(Xu⊗tv)|Ft

]
; 0 ≤ t ≤ T, u ∈ UT

0 ,

no ess sup representa o supremo essencial (ver A). Para reduzir o problema de otimi-

zação infinito dimensional para o caso finito, Bellman (2) introduziu o prinćıpio da

programação dinâmica. Sabemos que o processo valor V satisfaz o prinćıpio da pro-

gramação dinâmica 2.1.2

V (s, u) = ess sup
θ∈Uts

E
[
V (t, u⊗s θ) | Fs

]
q.c.

V (T, u) = ξ(Xu),

para 0 ≤ s < t ≤ T . No caso Markoviano (ver (21) (8) e referências contidas neles)

utilizamos o prinćıpio da programação dinâmica, e sua forma infinitesimal conhecida

como equação de Hamilton Jacobi Bellman(HJB) para reduzirmos a dimensão do pro-

blema de otimização para o caso finito dimensional. Assim, podemos caracterizar
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controles ε-ótimos e o processo valor. Porém como nem sempre a HJB admite solução

forte, Crandall e Lions (10) propuseram uma solução fraca, conhecida como solução

de viscosidade, para mais detalhes sobre solução de viscosidade (ver (42)) e referências

contidas.

No contexto não-Markoviano, a equação de HJB depende de operadores definidos

em espaços de funções ((15)) e com isso, não simplifica o problema de otimização

reduzindo para o caso finito dimensional. Para determinarmos estratégias ε-ótimas e

caracterizarmos o processo valor, discretizamos o problema de controle via o método

de discretização proposto por Leão e Ohashi (32).

No contexto não-Markoviano um dos processos mais estudados na teoria de controle

é

X(0) = x,

Xu(t) = x+

∫ t

0

α(s,Xu
s , u(s))ds+

∫ t

0

σ(s,Xu
s , u(s))dB(s), 0 < t ≤ T.

(1.1)

com α e σ satisfazendo as hipóteses usuais para existência de soluções(ver 2.2), o qual

é uma equação diferencial estocástica (EDE). A EDE é um caso particular do nosso

modelo, pois satisfaz as hipóteses da nossa formulação.

Devido a grande dificuldade de tratar o caso não-Markoviano, as primeiras caracte-

rizações iniciarão-se com o controle apenas no drift (função α da EDE (11), (16),(19))

e não no coeficiente de difusão (função σ da EDE).

Através do Teorema de Girsanov, Elliott (19) mostrou que o processo valor não

depende do controle, quando este interfere somente no drift pois, todas as medidas são

absolutamente cont́ınuas. Desta forma ele obteve a solução através de um Hamiltoni-

ano, isso foi tratado também por outros autores.(56),(60)

Outra forma de lidar com o caso em que o controle interfere apenas no drift, é a

chamada backward stochastic differential equation (BSDE) (14), método que foi de-

senvolvido para encontrar soluções adaptadas envolvendo integrais de Itô satisfazendo

condições apropriadas (24),(46),(26).

Agora, se o processo controle interfere na difusão em um processo não-Markoviano

as medidas deixam de ser absolutamente cont́ınuas (43), como consequência o processo

valor depende do controle. A fim de resolver casos que incluem controles no processo

de difusão, foi proposto a BSDE de segunda ordem (2BSDE)(7) (54), (43), (17).

Desta forma, resumidamente, temos que no caso non-Markoviano as principais abor-

dagem são: solução de viscosidade para equações do tipo HJB ((15), (4)), BSDEs ((14))
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e 2BSDEs ((7) (54), (43), (17)). Porém todas essas equações (HJB, BSDEs, 2BSDEs)

são baseadas em operadores definidos em espaço de dimensão infinita, pois a estru-

tura de controle depende de toda a informação anterior ao tempo t. Assim temos

dificuldades para efetivamente calcularmos estratégias ε-ótimas.

O principal ganho deste trabalho é a discretização do problema de controle estocás-

tico não-Markoviano, o que nos permitiu reduzir a dimensão do problema de controle

e obter um método para calcularmos controles ε-ótimo.

1.1 Contribuições da Tese

Mostramos a existência de uma função analiticamente mensurável, a qual é o con-

trole ε-ótimo para versão discretizada do processo valor. Em seguida mostramos que

o controle obtido para o problema discretizado também é ε-ótimo para o problema

original (ver Corolário 5.3.1). Para isso, mostramos que a versão discretizada do pro-

cesso valor converge para o processo original (ver Teorema 5.3.1) sob algumas hipóteses

adicionais, que englobam por exemplo o caso da EDE.

Nossa abordagem resolve um problema ainda em aberto, pois simplifica o problema,

trazendo um problema infinito dimensional para o caso finito dimensional. O que

oferece diversas vantagens, como a possibilidade de uma solução explicita do controle

ε-ótimo (numericamente se necessário). Como um exemplo em que podemos encontrar

explicitamente a solução do controle, temos o caso do pair trade(18) que se encontra

no capitulo 6.

O caso do pair trade, se enquadrada no contexto em que o controle se encontra

apenas no drift, o que sem dúvidas favorece para apresentar um controle de forma

expĺıcita. Uma estratégia do tipo pair trade é uma estratégia de investimento baseada

na identificação de pares de ações que são historicamente relacionados. Então buscamos

discrepâncias temporárias nessa relação, comprando/vendendo as ações na divergência

e obtendo o lucro quando volta a relação t́ıpica deles.

Tratamos esse tipo de estratégia de forma um pouco diferente, encontrando o con-

trole ótimo, baseado em nosso modelo, no qual esse controle é a quantidade a ser

investida em cada ação do par.

Abordamos também um problema no qual o controle interfere tanto no drift quanto

na difusão. Como por exemplo o caso em que queremos controlar o portfolio (ver

caṕıtulo 6). O interessante deste exemplo, é que apesar de não encontrarmos uma

solução expĺıcita, obtivemos uma equação relativamente simples, na qual a solução

desta equação é o controle ε-ótimo que procuramos.
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Nosso trabalho está dividido da seguinte forma:

No capitulo 2 buscamos expor o problema de controle e as hipóteses necessárias

para o modelo, explicando algumas propriedades importantes para o processo valor.

Além disso, caracterizamos o espaço dos controles, baseado nas hipóteses canônicas.

Como exemplo de um processo que satisfaz as hipóteses apresentadas demos a EDE, a

qual mostramos que de fato se enquadra em nosso contexto.

No capitulo 3, descrevemos o processo de discretização aleatória proposto por Leão

e Ohashi (32) e apresentamos detalhes sobre o espaço Bp, no qual nosso processo

pertence. Além disso, descrevemos a decomposição de Doob-Meyer para o processo.

No capitulo 4, mostramos em detalhes o processo de discretização trajetória a traje-

tória e os teoremas de seleção mensurável, e obtemos as equações de Hamilton-Jacobi-

Bellman para o nosso modelo.

Já no capitulo 5, mostramos as convergências de todas as nossas discretizações, a

convergência dos controles. Mostramos que cada controle discretizado pertence ao nosso

espaço, pois permanece limitado, e por isso também são um controle para o processo

valor não discretizado. Mostramos a convergência do Euler-Maruyama controlado, é

importante enfatizar que o nosso Euler-Maruyama diverge do clássico pois usamos

a discretização de tempos aleatórios. Mostramos a convergência do processo valor

discretizado.

Por fim, no capitulo 6 aplicamos nosso método na estratégia de pairs trade, e

mostramos explicitamente o controle ótimo, também aplicamos o método no caso do

controle do portfolio.





Caṕıtulo

2
Controle Estocástico a Tempo

Cont́ınuo

Problemas de controle aparece em diversos contextos da matemática, em geral en-

volvem sistemas dinâmicos, ou seja, sistemas que evoluem ao longo do tempo. A teoria

de controle ótimo, como o próprio nome diz, busca encontrar a maneira ótima de con-

trolar um sistema dinâmico.

Em nosso caso, trabalhamos com controle estocástico, ou seja, as equações que des-

crevem o sistema são estocásticas. Assumimos algumas hipóteses canônicas sobre os es-

paços de controle e algumas hipóteses sobre a função custo. Nossas hipóteses englobam

casos bem gerais, como por exemplo as equações diferenciais estocásticas(EDE), com os

controles interferindo tanto no drift quanto na difusão em um caso não-Markoviano(ver

2.2).

Dentro deste contexto, ainda podemos englobar as equações que são dirigidas por

movimentos Brownianos Fracionais e sistemas não-semimartingales baseado em um

funcional de Wiener genérico.

Através desta tese, fixamos o espaço filtrado de probabilidade (Ω,F,P) equipada

com um movimento Browniano d-dimensional B = {B1, . . . , Bd} no qual F := (Ft)t≥0

é a filtragem usual P-aumentada gerada por B sobre uma medida de probabilidade

fixada P. Para um par de F tempos de parada (M,N), denotamos

7



8 CAPÍTULO 2. CONTROLE ESTOCÁSTICO A TEMPO CONTÍNUO

]]M,N ]] := {(ω, t);M(ω) < t ≤ N(ω)}. (2.1)

O espaço de ações é um conjunto compacto

A := {(x1, . . . , xm) ∈ Rm; max
1≤i≤m

|xi| ≤ ā}

para algum 0 < ā < +∞. Para configurar a estrutura básica do nosso problema

de controle, primeiro precisamos definir a classe de processos de controle admisśıveis:

para cada par (M,N) de F tempos de parada tal que M < N q.c., denotamos UN
M

como o conjunto de todos os processos F-previśıvel u :]]M,N ]] → A tal que u(M+)

existe. Para qualquer familia de processos, observamos que eles satisfazem as seguintes

propriedades canônicas:

• Restrição: u ∈ UN
M ⇒ u |]]M,P ]]∈ UP

M para M < P ≤ N q.c.

• Concatenação: Se u ∈ UN
M e v ∈ UP

N for M < N < P q.c, então (u ⊗N v)(·) ∈
UP
M , no qual

(u⊗N v)(r) :=

{
u(r); se M < r ≤ N

v(r); se N < r ≤ P.

• Mistura finita: Para todo u, v ∈ UN
M e G ∈ FM 1, temos que

u1G + v1Gc ∈ UN
M .

• Mistura enumerável em tempos determińısticos: Dado uma sequência de

controle u1, u2, . . . em U t
s para s < t e uma sequência de conjuntos disjuntos

D1, D2, . . . em Fs,

∞∑
i=1

ui1Di ∈ U t
s

Para manter a notação simples, denotaremos

UM := {u : ]]M,+∞[[→ A é F− previśıvel e u(M+) existe}

para cada F-tempo de parada finito M . Seja Bp(F) um espaço de Banach de todos os

processos F-adaptados a valores reais Y tal que

1FM := {A ∈ F : A ∩ {M ≤ t} ∈ Ft,∀t ∈ R+}
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E sup
0≤t≤T

|Y (t)|p <∞, (2.2)

para 1 ≤ p <∞ and 0 < T < +∞ é um tempo final fixado.

Definição 2.1. Qualquer X : UT
0 → B2(F) é chamado de funcional de Wiener

controlado.

Precisamos de algumas hipóteses de continuidade nos funcionais de Wiener dado.

Afirmação A1: A aplicação u 7→ Xu is L2-Lipschitz cont́ınua, i.e., existe uma

constante C tal que

‖Xu −Xη‖B2(F) ≤ CE
∫ T

0

‖u(s)− η(s)‖2
Rdds

para todo u, η ∈ UT
0 .

Mesmo que estejamos unicamente interessados em funcionais de Wiener controlados

com caminhos cont́ınuos, devido a discretização somos forçados a assumir que a função

custo admite uma extensão de C([0, T ];Rq) para o espaço de cadlag q-dimensional

definido por D([0, T ];Rq) sobre [0, T ].

Afirmação B1: A função custo ξ : D([0, T ];Rq) → R é Lipschitz cont́ınua e

limitada. Ou seja, existem constantes C1 e C2 tal que

|ξ(f)− ξ(g)| ≤ C1 sup
0≤t≤T

‖f − g‖Rq ; f, g ∈ D([0, T ];Rq)

e |ξ(f)| ≤ C2 para todo f ∈ D([0, T ];Rq)

2.1 Propriedades do Processo Valor

Nesta seção, apresentamos as propriedades básica do processo valor

VX(t, u) := ess sup
v∈UTt

E
[
ξ(Xu⊗tv)|Ft

]
; 0 ≤ t ≤ T, u ∈ UT

0 (2.3)

baseado na filtragem Browniana F. Devemos notar que VX(T, u) = ξ(Xu) q.c.. Defini-

mos VX(0−) := VX(0).
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Através desta tese a fim de manter a notação simples omitiremos a dependência

do processo valor em (2.3) do funcional de Wiener controlado X e escrevemos V como

sendo a aplicação V : UT
0 → B2(F).

Observação 2.1.1. Para qualquer u, v ∈ UT
0 tal que u = v em [0, t], temos que

V (t, u) = V (t, v) q.c.. Isto implica que V (t;u) depende apenas do controle u no inter-

valo [0, t].

Lema 2.1.1. (Propriedade de Lattice) Para cada u e v em UT
t , existe θ ∈ UT

t tal

que

E
[
ξ
(
Xπ⊗tθ

)
| Ft
]

= E
[
ξ
(
Xπ⊗tu

)
| Ft
]
∨ E

[
ξ
(
Xπ⊗tv

)
| Ft
]
, (2.4)

P−a.s para todo π ∈ UT
0 (com f ∨ g = max f, g). Consequentemente, para cada s ≤ t,

E

{
ess sup
θ∈UTt

E
[
ξ
(
Xπ⊗tθ

)
| Ft
]
| Fs

}
= ess sup

θ∈UTt
E
[
ξ
(
Xπ⊗tθ

)
| Fs

]
P− a.s, com π ∈ UT

0 .

Demonstração: Para

C =
{
ω ∈ Ω;E

[
ξ
(
Xπ⊗tu

)
| Ft
]

(ω) > E
[
ξ
(
Xπ⊗tv

)
| Ft
]

(ω)
}
,

pela hipótese da mistura finita dos controles, temos que C ∈ Ft. Então, definimos

θ = u1{C} + v1{Cc}.

Do fato que C ∈ Ft, podemos facilmente verificar que θ ∈ UT
t , e o resultado segue.

Por construção da propriedade de lattice (2.4) segue

E
[

ess sup
θ∈UTt

E[ξ(Xu⊗tθ)|Ft]
∣∣Fs] = ess sup

θ∈UTt
E[ξ(Xu⊗tθ)|Fs] q.c. (2.5)

para qualquer u ∈ UT
0 e 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Além disso, pode-se verificar também que

cada u ∈ UT
0 , V (· , u) é um supermartingale com condição final ξ(Xu).

Lema 2.1.2. Para cada 0 ≤ s < t ≤ T e u ∈ UT
0 ,

ess sup
φ∈UTs

E[ξ(Xu⊗sφ)|Fs] = ess sup
θ∈Uts

ess sup
φ∈UTt

E
[
ξ(X(u⊗sθ)⊗tφ)|Fs

]
q.c.
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Demonstração: Para 0 ≤ s < t ≤ T e u ∈ UT
0 , escrevemos u⊗s φ = u⊗s θ ⊗t φ no

qual θ é uma restrição de φ ∈ UT
s em [s, t]. Então,

E[ξ(Xu⊗sφ)|Fs] = E
[
ξ(X(u⊗sθ)⊗tφ)|Fs

]
≤ ess sup

ϕ∈UTt
E
[
ξ(X(u⊗sθ)⊗tϕ)|Fs

]
≤ ess sup

η∈Uts
ess sup
ϕ∈UTt

E
[
ξ(X(u⊗sη)⊗tϕ)|Fs

]
q.c. (2.6)

para todo φ ∈ UT
s . Inversamente, ess supφ∈UTs E[ξ(Xu⊗sφ)|Fs] ≥ E

[
ξ(X(u⊗sη)⊗tϕ)|Fs

]
q.c.

para todo ϕ ∈ UT
t e η ∈ U t

s tal que

ess sup
φ∈UTs

E[ξ(Xu⊗sφ)|Fs] ≥ ess sup
η∈Uts

ess sup
ϕ∈UTt

E
[
ξ(X(u⊗sη)⊗tϕ)|Fs

]
q.c. (2.7)

Resumindo (2.6) e (2.7), o que conclui a prova.

Proposição 2.1.2. (Principio da Programação Dinâmica) Para cada u ∈ UT
0

e 0 ≤ s < t, a familia de V (·, u) satisfaz a equação do prinćıpio da programação

dinâmica,

V (s, u) = ess sup
θ∈Uts

E
[
V (t, u⊗s θ) | Fs

]
q.c.

V (T, u) = ξ(Xu),

(2.8)

Inversamente, se a classe de F-funcionais {Z(·, u) : u ∈ UT
0 } satisfaz (2.8) para cada

u ∈ UT
0 , então Z(·, u) = V (·, u) q.c. para todo u ∈ uT0 .

Demonstração: Fixamos 0 ≤ s < t ≤ T e u ∈ UT
0 . Dos Lemas 2.1.1 e 2.1.2 segue
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V (s, u) = ess sup
φ∈UTs

E
[
ξ(Xu⊗sφ) | Fs

]
= ess sup

θ∈Uts
ess sup
φ∈UTt

E
[
E
[
ξ(X(u⊗sθ)⊗tφ) | Ft

] ∣∣Fs]
= ess sup

θ∈Uts
E
[

ess sup
φ∈UTt

E
[
ξ(X(u⊗sθ)⊗tφ) | Ft

] ∣∣Fs]
= ess sup

θ∈Uts
E[V (t, u⊗s θ) | Fs] q.c.

Inversamente, suponha que existe uma classe de F-funcionais {Z(·, u) : u ∈ UT
0 } sa-

tisfazendo o prinćıpio da programação dinâmica (2.8) para cada u ∈ UT
0 . Fixamos

u ∈ UT
0 . Por hipótese

Z(T, u) = ξ(Xu) = V (T, u) q.c.

De modo que para cada s ∈ [0, T ),

V (s, u) = ess sup
θ∈UTs

E {V (T, u⊗s θ) | Fs}

= ess sup
θ∈UTs

E {Z (T, u⊗s θ) | Fs}

= Z(s, u) q.c.

Portanto, o resultado segue.

Vamos relembrar alguns conceitos de otimalidade.

Definição 2.2. Dizemos que u ∈ UT
0 é um controle ε-ótimo se

E[ξ(Xu)] ≥ sup
η∈UT0

E[ξ(Xη)]− ε (2.9)

No caso em que ε = 0, dizemos que u realiza (2.9). Então u é chamado de controle

ótimo.

Claro que, o controle ε-ótimo sempre existe quando | supu∈UT0 E
[
ξ(Xu)

]
| < +∞.

Definição 2.3. Dado ε ≥ 0 e π ∈ UT
0 , um controle uε ∈ UT

t é (t, ε, π)-ótimo se

V (t, π) ≤ E
[
ξ(X(π⊗tuε)) | Ft

]
+ ε a.s..
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Claro que um controle (0, ε, π)-ótimo é também ε-ótimo. O principal objetivos

do desenvolvimento dessa tese é o desenvolvimento de um procedimento viável para

calcular o controle ε-ótimo. A conhecida propriedade de martingale para otimalidade

é dada pelo Lema a seguir.

Lema 2.1.3. (O Principio da Otimalidade) Um controle u? ∈ UT
0 é ótimo se, e

somente, se {V (t, u?); 0 ≤ t ≤ T} é um F-martingale (veja (11)).

A seguir apresentamos um lema indicando que o processo valor tem caminhos con-

t́ınuos sobre as Afirmações A1 e B1.

Lema 2.1.4. Se as afirmações A1 e B1 se aplicam, então para cada u ∈ UT
0 , o super-

matingale V (·, u) tem versões cont́ınuas.

Demonstração: Da propriedade de F-supermartingale, é suficiente provar que t 7→
E[V (t, u)] é cont́ınuo. Fixamos t ∈ [0, T ], u ∈ UT

t e considere a sequência tn ↓ t quando

n→∞. Durante a prova C é uma constante genérica o qual pode diferir de linha para

linha. A propriedade de lattice (veja (2.5)) segue

E[V (t, u)] = sup
v∈UTt

E[ξ(Xu⊗tv)], E[V (tn, u)] = sup
v∈UTtn

E[ξ(Xu⊗tnv)]

Em outras palavras, dado ε > 0, existe um controle vε ∈ UT
t tal que

E[V (t, u)]− ε < E[ξ(Xu⊗tvε)]. (2.10)

Da propriedade de supermartingale segue que limn→∞ E[V (tn, u)] existe e lim
n→∞

EV (tn, u) ≤
EV (t, u). Desde que todos os controles são limitados, verificamos que existe uma cons-

tante C tal que

E
∫ T

0

‖u⊗tn vε − u⊗ vε‖2
Rddr = E

∫ tn

t

‖u(r)− vε(r)‖2
Rddr ≤ C(tn − t) (2.11)

para todo n ≥ 1. A partir das afirmações A1, B1 e (2.11), ξ(Xu⊗tnvε) → ξ(Xu⊗tvε)

em probabilidade quando n → ∞ de modo que o teorema de convergência segue

limn→∞ E[ξ(Xu⊗tnvε)] = E[ξ(Xu⊗tvε)]. Além disso, desde que t < tn, podemos usar

a hipótese de restrição dos controles para obtermos que vε ∈ UT
tn . Então,

E[V (tn, u)] = sup
φ∈UTtn

E[ξ(Xu⊗tnφ)] ≥ E[ξ(Xu⊗tnvε)];n ≥ 1. (2.12)
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Resumindo (2.10) e (2.12), temos que

E[V (t, u)] ≤ E[ξ(Xu⊗tvε)] + ε

= lim
n→∞

E[ξ(Xu⊗tnvε)] + ε

≤ lim
n→∞

E[V (tn, u)] + ε

Isto nos permite afirmar que limn→∞ E[V (tn;u)] = E[V (t;u)] sempre que tn ↓ t quando

n→∞. Considere o limite do lado esquerdo. Vamos pegar tn ↑ t quando n→∞ para

t > 0. O prinćıpio da programação dinâmica segue

V (tn, u) = ess sup
θ∈Uttn

E
[
V (t, u⊗tn θ)|Ftn

]
;n ≥ 1. (2.13)

Da propriedade de supermartingale segue E[V (t, u)] ≤ limn→∞ E[V (tn, u)] =: α. En-

tão, apenas precisamos verificar que α ≥ E[V (t, u)]. Para mostrar isso, observe que

{V (tn, u ⊗tn θ); θ ∈ U t
tn} tem a propriedade de lattice para cada n ≥ 1 então (2.13)

segue e obtemos que

E[V (tn, u)] = sup
θ∈Uttn

E[V (t, u⊗tn θ)] = sup
θ∈Uttn

sup
η∈UTt

E[ξ(X(u⊗tnθ)⊗tη].

Das afirmações A1 e B1, sabemos que existe uma constante C

∣∣∣ sup
η∈UTt

E[ξ(X(u⊗tnθ)⊗tη)]− sup
η∈UTt

E[ξ(X(u⊗tη)]
∣∣∣ ≤ sup

η∈UTt

∣∣∣E[ξ(X(u⊗tnθ)⊗tη)]− E[ξ(X(u⊗tη)]
∣∣∣

≤ C sup
η∈UTt

‖(u⊗tn θ)⊗t η − (u⊗t η)‖L2(Ω×[0,T ])

= C sup
η∈UTt

∫ t

tn

‖θ(r)− η(r)‖2
Rpdr

(2.14)

≤ C(t− tn)1/2

para qualquer θ ∈ U t
tn e n ≥ 1. Portanto, dado ε > 0
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sup
η∈UTt

E[ξ(X(u⊗tη)] < Cε+ sup
θ∈Uttn

sup
η∈UTt

E[ξ(X(u⊗tnθ)⊗tη)]

para todo n suficientemente grande. Portanto, E[V (t, u)] ≤ ε + α e desde que ε > 0 é

arbitrário o resultado segue.

Lema 2.1.5. Para todo t ∈ [0, T ], π ∈ UT
0 e ε > 0, existem controles (t, ε, π)-ótimos.

Demonstração: Sabemos que existe uma classe enumerável JTt = (u1, u2, · · · ) ⊂ UT
t

tal que

V (t, π) = ess sup
θ∈UTt

E [ξX((π ⊗t θ)) | Ft] = sup
i≥1

E [ξX((π ⊗t ui)) | Ft] .

Dado ε > 0, definimos os conjuntos

Bn =

{
sup
i≥1

E [ξX((π ⊗t ui)) | Ft]− E [ξX((π ⊗t un)) | Ft] ≤ ε

}
, n ≥ 1.

Então, podemos definir uma sequência de conjuntos disjuntos dada por D1 = B1,

D2 = B2 ∩Bc
1, · · · , Dn = Bn ∩ (B1 ∪ · · · ∪Bn−1)c em Ft para todo n ≥ 1. Aplicando a

propriedade de mistura enumerável, podemos concluir que

hε(r) =
∞∑
i=1

ui(r)11Di , t < r ≤ T,

é um controle em UT
t . Por construção, temos que

V (t, π) = sup
i≥1

E [ξX((π ⊗t ui)) | Ft] ≤ E [ξX((π ⊗t hε)) | Ft] + ε a.s.

Lema 2.1.6. Sob as afirmações A1 e B1, para todo 0 ≤ t ≤ T , a aplicação u 7→ V (t, u)

é L2-Lipschitz cont́ınua, i.e., existe um constante C tal que

E | V (t, u)− V (t, η) |2≤ CE
∫ t

0

‖u(s)− η(s)‖2
Rdds

para todo u, η ∈ UT
0 .

Demonstração: Como ξ é Lipschitz cont́ınua e limitada, temos que
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V (t, u)− V (t, η) ≤ ess sup
θ∈UTt

{
E
[
ξ(Xu⊗tθ)|Ft

]
− E

[
ξ(Xη⊗tθ)|Ft

]}
≤ ess sup

θ∈UTt

{
E
[∣∣∣ξ(Xu⊗tθ)− ξ(Xη⊗tθ)

∣∣∣|Ft]}
≤ C1 ess sup

θ∈UTt

{
E
[

sup
0≤s≤T

∣∣∣Xu⊗tθ(s)−Xη⊗tθ(s)
∣∣∣|Ft]} ,

para todo 0 ≤ t ≤ T . Por simetria, conclúımos que

| V (t, u)− V (t, η) |2 ≤ C2
1

∣∣∣ ess sup
θ∈UTt

{
E
[

sup
0≤s≤T

∣∣∣Xu⊗tθ(s)−Xη⊗tθ(s)
∣∣∣|Ft]} ∣∣∣2

≤ C2
1 ess sup

θ∈UTt

{
E
[∣∣∣ sup

0≤s≤T

∣∣∣Xu⊗tθ(s)−Xη⊗tθ(s)
∣∣∣∣∣∣2|Ft]} .

Como consequência da propriedade de lattice, temos que

E | V (t, u)− V (t, η) |2 ≤ C2
1E ess sup

θ∈UTt

{
E
[∣∣∣ sup

0≤s≤T

∣∣∣Xu⊗tθ(s)−Xη⊗tθ(s)
∣∣∣∣∣∣2|Ft]}

≤ C2
1 ess sup

θ∈UTt

{
E
[

sup
0≤s≤T

∣∣∣Xu⊗tθ(s)−Xη⊗tθ(s)
∣∣∣]2
}

≤ C2
1 ess sup

θ∈UTt

{
CE

∫ T

0

‖(u⊗t θ)(s)− (η ⊗ θ)(s)‖2
Rdds

}
≤ C2 ess sup

θ∈UTt

{
E
∫ t

0

‖u(s)− η(s)‖2
Rdds

}
= C2E

∫ t

0

‖u(s)− η(s)‖2
Rdds.

A seguir, vamos mostrar que a EDE satisfaz todas as hipóteses do nosso modelo.

2.2 Exemplo EDE

Um exemplo de um processo que satisfaz as hipóteses do nosso modelo é a equação

diferencial estocástica. Para isso fixamos um movimento Browniano d-dimensional

B = {B1, . . . , Bd} na base estocástica (Ω,F,P), no qual Ω é o espaço C([0, T ];Rd) :=

{f : [0, T ] → Rd cont́ınuo}, no qual T é uma constante positiva. Equipamos Ω com
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norma usual do supremo ‖ω‖T = ω?T , no qual definimos ω?t := sups∈[0,t] | ω(s) |, para

0 ≤ t ≤ T e ω ∈ Ω. Para tornar clara a informação codificada por um caminho

x ∈ C([0, t];Rd) até o instante 0 ≤ r ≤ t, denotamos xr := {x(s) : 0 ≤ s ≤ r} e o

valor de x no tempo 0 ≤ u ≤ t é denotado por x(u). Essa notação é naturalmente

estendida para processos. Definimos a filtragem F := (Ft)t≥0, no qual Ft é filtragem

natural gerada pelo movimento Browniano P-aumentada.

Denotamos por P a medida de Wiener em (Ω,F) tal que P{B(0) = 0} = 1.

Para um espaço de Borel dado U dotado com a σ-álgebra de Borel β(U), seja U t
s o

conjunto do processo controle, no qual para cada u ∈ U t
s é um processo F-previśıveis

a valores de U sobre Ω × (s, t], para todo 0 ≤ s < t ≤ T . Os coeficientes do drift e

difusão

α : (0,∞)× Ω× UT
0 → Rd e σ : (0,∞)× Ω× UT

0 → Rd×d,

são funções PΩ× β(U)-mensuráveis. Agora seja X um processo cont́ınuo a valores Rd.

Então X é uma aplicação de Ω para Ω. Neste caso, é fácil ver que a aplicação

iX : (0,∞)× Ω → (0,∞)× Ω

(t, ω) → (t,X(ω))

é (PΩ,PΩ)-mensurável. Agora segue por composição, como α : (0,∞)×Ω× UT
0 → Rd

é uma função PΩ × β(U)-mensurável, então o processo (t, ω) → α(t,X(ω), u(t, ω)) é

PΩ-mensurável, para toda processo cont́ınuo X a valores Rd e o controle u ∈ UT
0 .

Suponha que existe uma constante K1 tal que

| α(t, ω, a)− α(t, ω′, a′) | + | σ(t, ω, a)− σ(t, ω′, a′) | ≤ K1(ω − ω′)?t +K1ρ(| a− a′ |)

| α(t, 0, a) | + | σ(t, 0, a) | ≤ K1,

(2.15)

para todo 0 ≤ t ≤ T , ω, ω′ ∈ Ω e a, a′ ∈ U e ρ é uma função cont́ınua crescente com

ρ(0) = 0. Por | α(t, 0, a) | + | σ(t, 0, a) |≤ K1 podemos assumir ρ é limitado por uma

constante.

Para fixado 0 ≤ t ≤ T , x ∈ Rd e u ∈ U , considere a equação diferencial estocástica
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X(0) = x, (2.16)

Xu(t) = x+

∫ t

0

α(s,Xu
s , u(s))ds+

∫ t

0

σ(s,Xu
s , u(s))dB(s), 0 < t ≤ T. (2.17)

é bem conhecido (veja Rogers and Williams (50)), existe um única solução forte F-

adaptada Xu = {Xu(s) : 0 ≤ t ≤ T} com caminhos cont́ınuos e satisfazendo

E
[

sup
0≤t≤T

| X(t) |2
]
≤ C(1+ | x |2),

para alguma constante C depende apenas de T e K1.

Lema 2.2.1. Seja Xu1 e Xu2 duas EDE. Então

E( sup
0≤t≤T

|Xu1(t)−Xu2(t)|2) ≤ 2

∫ t

0

e2K2
1 (t−s)E(ρ2(|u1(s)− u2(s)|))ds. (2.18)

Demonstração: Defina Y (t) = sup
0≤s≤t

|Xu1
s −Xu2

s |2. Então por (48) (teorema 2 cap.V),

temos

E(Y (t)) ≤ E
(∫ t

0

|∆σ?(s)|2ds
)

+ E
(∫ t

0

|∆α?(s)|2ds
)
, (2.19)

no qual

∆σ?(s) = |σ(s,Xu1
s , u1(s))− σ(s,Xu2

s , u2(s))|

∆α?(s) = |α(s,Xu1
s , u1(s))− α(s,Xu2

s , u2(s))|.
(2.20)

Então, usando a propriedade de Lipschitz para σ, α temos
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|∆σ?(s)|2 ≤
∣∣∣∣K1 sup

0≤`≤s
|Xu1

` −X
u2
` |+ ρ(|u1(s)− u2(s)|)

∣∣∣∣2
≤ K2

1 sup
0≤`≤s

|Xu1
` −X

u2
` |

2 + ρ2(|u1(s)− u2(s)|)

= K2
1Y (s) + ρ2(|u1(s)− u2(s)|)

|∆α?(s)|2 ≤
∣∣∣∣K1 sup

0≤`≤s
|Xu1

` −X
u2
` |+ ρ(|u1(s)− u2(s)|)

∣∣∣∣2
≤ K2

1 sup
0≤`≤s

|Xu1
` −X

u2
` |

2 + ρ2(|u1(s)− u2(s)|)

= K2
1Y (s) + ρ2(|u1(s)− u2(s)|).

(2.21)

Aplicando 2.21 em 2.19 e usando a desigualdade de Gronwall’s, temos a seguinte desi-

gualdade

E(Y (t)) ≤ 2

∫ t

0

E(K2
1Y (s))ds+ 2

∫ t

0

E(ρ2(|u1(s)− u2(s)|))

≤ 2

∫ t

0

e2K2
1 (t−s)E(ρ2(|u1(s)− u2(s)|))ds.

(2.22)

Assim, a demonstração segue.

Note que a EDE definida satisfaz a Afirmação A1.

Lema 2.2.2. Seja (uk)k≥1 uma sequência de controle, tal que

‖uk − u‖L2(P×Leb) =

∫ T

0

E(|uk(s)− u(s)|2)ds→ 0.

Então ∫ t

0

E(ρ2(|uk(s)− u(s)|)ds)→ 0 as k →∞. (2.23)

e portanto

E
(

sup
0≤t≤T

|Xuk(t)−Xu(t)|2
)
→ 0 as k →∞. (2.24)
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Demonstração: Seja ε, δ > 0 tal que ρ2(δ) < ε. Definimos o conjunto Λk := {(t, ω) ∈
[0, T ]× Ω; |uk(t, ω)− u(t, ω)| ≥ δ}. Então,

∫ t

0

E(ρ2(|uk(s)− u(s)|))ds =

∫
Λk

∫ t

0

(ρ2(|uk(s)− u(s)|))dsP +

∫
Λck

∫ t

0

(ρ2(|uk(s)− u(s)|))dsP

≤
∫

Λk

∫ t

0

(ρ2(|uk(s)− u(s)|))dsP +

∫
Λck

∫ t

0

εdsP

≤ C2(Leb× P)(Λk) + εT,

(2.25)

no qual C é uma constante a qual limita ρ. Nós também,∫ t

0

E(|uk(s)− u(s)|2)ds =

∫
Λk

∫ t

0

(|uk(s)− u(s)|2)dsP +

∫
Λck

∫ t

0

(|uk(s)− u(s)|2)dsP

≥
∫

Λk

∫ t

0

δ2dsP +

∫
Λck

∫ t

0

∫ t

0

(|uk(s)− u(s)|2)dsP

≤ δ2(Leb× P)(Λk).

(2.26)

Assim, dividindo as duas equações temos∫ t

0

E(ρ2(|uk(s)− u(s)|))ds ≤ C2

δ2

∫ t

0

E(|uk(s)− u(s)|2)ds+ ε. (2.27)

Como ε é arbitrário e por hipótese E(|uk(s)− u(s)|2)→ 0, Então∫ t

0

E(ρ2(|uk(s)− u(s)|))ds→ 0.

E usando o Lema 2.2.1 temos

E( sup
0≤t≤T

|Xuk(t)−Xu(t)|2)→ 0 as k →∞.

e o resultado segue.



Caṕıtulo

3
Discretizações

Neste caṕıtulo, vamos descrever o método de discretização proposto por Leão e

Ohashi (32), assim a maioria dos resultados contidos nas seções 3.1 3.2 e 3.3, foram

obtidos por Leão Ohashi(32).

Através de toda a tese vamos fixar um movimento Browniano d-dimensional na base

usual estocástica (Ω,F,P), no qual Ω é o espaço C(R+;Rd) := {f : R+ → Rd cont́ınuo},
P é a medida Wiener em Ω tal que P{B(0) = 0} = 1 e F := (Ft)t≥0 é a filtragem natural

P-aumentada gerada pelo movimento Browniano. Qualquer processo F-adaptado será

chamado de funcional de Wiener.

3.1 Discretização Aleatória

Para uma sequência positiva fixada εk tal que εk ↓ 0 quando k → ∞, e para cada

j = 1, . . . , d, definimos T k,j0 := 0 q.c. e

T k,jn := inf{T k,jn−1 < t <∞; |Bj(t)−Bj(T k,jn−1)| = εk}, n ≥ 1. (3.1)

Para cada j ∈ {1, . . . , d}, a familia (T k,jn )n≥0 é uma sequência de F-tempos de parada no

qual os incrementos {T k,jn −T
k,j
n−1;n ≥ 1} são sequências i.i.d com a mesma distribuição

de T k,j1 . Para manter a notação simples, vamos tomar εk = 2−k.

21
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Para essa familia de tempos de parada, definimos Ak := (Ak,1, . . . , Ak,d) como o

processo escada d-dimensional no qual seus componentes são dados por

Ak,j(t) :=
∞∑
n=1

2−kσk,jn 1{Tk,jn ≤t}; t ≥ 0,

no qual

σk,jn :=


1; se Bj(T k,jn )−Bj(T k,jn−1) > 0

−1; se Bj(T k,jn )−Bj(T k,jn−1) < 0

0; se Bj(T k,jn )−Bj(T k,jn−1) = 0

para k, n ≥ 1 and j = 1, . . . , d. Claro que, |σk,jn | = 1 q.c.. Seja F̃k,j := {F̃k,j,t ; t ≥ 0} a

filtragem natural gerada por {Ak,j(t); t ≥ 0}. Deve-se notar que F̃k,j é uma filtragem

de saltos (veja (29)) no sentido que

F̃k,jt =
{ ∞⋃
`=0

(
D` ∩ {T k,j` ≤ t < T k,j`+1}

)
;D` ∈ F̃k,j

Tk,j`

para ` ≥ 0
}
, t ≥ 0,

no qual F̃k,j0 = {Ω, ∅} and F̃k,j
Tk,jm

= σ(T k,j1 , . . . , T k,jm , σk,j1 , . . . , σk,jm ) para m ≥ 1 e j =

1, . . . , p. Então,

F̃k,j
Tk,jm
∩
{
T k,jm ≤ t < T k,jm+1

}
= F̃k,jt ∩

{
T k,jm ≤ t < T k,jm+1

}
q.c.

Para cada m ≥ 0 e j = 1, . . . , d. Denotamos Fk,jt como o F̃k,jt , P-aumentado satisfa-

zendo as condições usuais.

A filtragem multi-dimensional gerada por Ak é naturalmente caracterizada como

segue. Seja F̃k := {F̃kt ; 0 ≤ t <∞} a filtragem dada por F̃kt := F̃k,1t ⊗F̃
k,2
t ⊗· · ·⊗ F̃

k,p
t

for t ≥ 0.

Definimos T k0 := 0,

T k1 := inf
1≤j≤d

{
T k,j1

}
, T kn := inf

1≤j≤d
m≥1

{
T k,jm ;T k,jm ≥ T kn−1

}
para n ≥ 1. Podemos verificar (veja o Lema 3.1 em (45)) que F̃k é uma filtragem e

portanto cont́ınua a direita (veja e.g Th 5.52 em (25)). Seja N a σ-algebra gerada por

todos os conjuntos P-nulos. O P-aumentada de F̃k é simples
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Fkt =
∞⋃
n=0

(
(F̃kTkn ∨N ) ∩ {T kn ≤ t < T kn+1}

)
; t ≥ 0

e o conjunto Fk
Tkn

:= (F̃k
Tkn
∨N );n ≥ 0. Para mais detalhes vejo o Th. 5.52 em (25).

Nesta tese, fazemos uso de argumentos trajetória a trajetória. Assim, vamos neces-

sitar introduzir alguns importantes objetos. Seja

Ik :=
{

(ik1, . . . , i
k
d); i

k
` ∈ {−1, 0, 1} ∀` ∈ {1, . . . , d} e

d∑
j=1

|ikj | = 1
}

e Sk := R+ × Ik sendo um subconjunto de Borel de Rd+1. O espaço das ações A é

um subconjunto de Borel e compacto de R a qual definimos mais adiante. O produto

cartesiano de n-termos de Sk e A são denotado por Snk e An, respectivamente.

Em sequência, usamos a notação ∆T kn = T kn − T kn−1, ηkn := (ηk,1n , . . . , ηk,dn ) no qual

ηk,jn :=


1; se ∆Ak,j(T kn ) > 0

−1; se ∆Ak,j(T kn ) < 0

0; se ∆Ak,j(T kn ) = 0,

e escrevemos Akn :=
(

∆T k1 , η
k
1 , . . . ,∆T

k
n , η

k
n

)
∈ Snk q.c. Deve-se notar que

F̃kTkn = (Akn)−1(B(Snk)) q.c.,

no qual B(Skn) é a σ-algebra de Borel gerada por Snk ;n ≥ 1. Ao longo dessa tese,

denotamos

Pkn := P ◦ Akn1

como a medida de probabilidade em B(Snk).

A fim de fornecer um descrição trajetória a trajetória adequada dos funcionais con-

trolados Fk-adaptados e uma obtenção concreta de controles ε-ótimos, será importante

ampliar F̃k
Tkn

e F̃k
Tkn+1−

por meio de conjuntos uniformemente mensurável. Para o leitor

que não esteja familiarizado com esse tipo de conjunto, indicamos por exemplo (3; 55)

e (49).

Se R é um espaço de Borel, seja P (R) o conjunto de todas as medidas de probabi-

lidade definida na σ-algebra de Borel B(R) gerada por R. Denotamos

1P ◦ Akn(·) := P(Ak(·))
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E(R) :=
⋂

p∈P (R)

B(R, p)2

no qual B(R, p) é o p-completamento B(R) com respeito a p ∈ P (R).

Seja

Gkn := {Akn ∈ D;D ∈ E(Snk)}

Gkn+1− := {(Akn,∆T kn+1) ∈ D;D ∈ E(Snk × R+)}

Deve-se notar que

F̃kTkn ⊂ G
k
n ⊂ FkTkn ;n ≥ 0.

De fato, se E ∈ E(Snk) então E ∈ B(Snk ,Pkn), de modo que

E = E1 ∪ E2;E1 ∈ B(Snk) e E2 ⊂ F ; Pkn(F ) = 0.

Portanto, {Akn ∈ E} = {Akn ∈ E1} ∪ {Akn ∈ E2} ∈ FkTkn .

Lema 3.1.1. Para cada k ≥ 1 e j ∈ {1, 2, . . . , d}, {Ak,jt | 0 ≤ t ≤ T} é um Fk,j-
martingale com variação localmente integrável, e ainda temos que

sup
0≤t≤T

∥∥Bj
t − A

k,j
t

∥∥
∞ ≤ 2−k, k ≥ 1, (3.2)

Demonstração: Primeiramente note que Ak,jt = Bj
Tkn

em [T k,jn ≤ t < T k,jn+1], ∀n ≥ 1.

Além disso, temos que pelo teorema usual de tempo de parada ótima temos que

E[Bj
T |F

k,j
t ] = Ak,jt , 0 ≤ t ≤ T.

portanto, conclúımos que Ak,jt é um Fk,j-martingale. Agora para estimar 3.2 notamos

que isso é imediata consequência da definição.

Essa discretização, difere das demais discretização devido a sua aleatoriedade, fato

que facilita na aproximação do movimento Browniano. As figuras a seguir ilustram o

processo de discretização, a figura 3.1 (a) mostra o movimento Browniano unidimensi-

onal (d=1), ele foi feito de forma suave para facilitar a ilustração do processo.

A figura 3.1 (d) ilustra o processo de saltos Ak, é fácil perceber que o processo

Ak é uma aproximação do movimento Browniano, e que essa aproximação depende do

2Conhecido como σ-álgebra universal
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do valor de k, ou seja, quanto maior o k mais proximo do movimento Browniano nos

encontramos.

Lema 3.1.2. A filtragem natural de Ak satisfaz as seguintes propriedades

(i) {Fk; k ≥ 1} é uma familia de σ-álgebra crescente, tal que Ft =
∨
k≥0

Fkt

(ii) A sequência de filtragem Fk converge fracamente com F.

(iii) Para todo O ∈ O3 então existe uma sequência Ok ∈ Ok, tal que

Ok ⊂ O, ∀k ≥ 1, e P[π(O)− π(Ok)]→ 0, k →∞

Demonstração: É consequência do Lema 2.2 em (32).

3O é conhecido como σ-álgebra optional, e coincide com a menor σ-álgebra gerada pelo intervalo
estocástico [0, τ ] = {(ω, t) : 0 < t < τ(ω)}, no qual τ = τ(ω) são F-tempos de parada.
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(d) Processo Ak

Figura 3.1: Discretização de uma trajetória do movimento Browniano,
determinação dos Fk-tempos de parada e do processo Ak, tomando d = 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2 Decomposição fraca de funcionais e o espaço Bp

Iremos definir a seguir um importante espaço Banach de processos estocástico

Definição 3.2.1. Seja Bp(F) o espaço de todos os processos F-adaptados, no qual para

1 ≤ p <∞ temos

‖X‖pBp = E[| sup
0≤t≤T

|Xt||p] <∞

(Bp(F), ‖ · ‖Bp) é um espaço de Banach. Quando não houver confusão denotaremos

indistintamente Bp(F) por Bp.

Definição 3.2.2. O subespaço Hp ⊂ Bp é formado por todos os martingales que se

iniciam em zero

O subespaço Hp e fechado em Bp, e portanto (Hp(F), ‖·‖Bp) é um espaço de Banach

Definição 3.2.3. Definimos M q como sendo o dual topológico de Bp, com
1

q
+

1

p
= 1.No

qual, M q é o espaço de todos os processos A = (Apr, Apd) tal que

(i) Apr é um processo F-previśıvel com Apr0 = 0 e Apd é F-opcional puramente descon-

t́ınuo

(ii) V ar(Apd)+V ar(Apr) ∈ Lq no qual, V ar(Apd) =

∫ T

0

|dApd| e V ar(Apr) =

∫ T

0−
|dApr|

(iii) Definimos ‖A‖Mq := ‖V ar(Apd)‖Lq + ‖V ar(Apr)‖Lq

A aplicação (A,X) : Bp → R dada por

(A,X) = E
[∫ T

0

XsdA
pd
s

]
+ E

[∫ T

0−
Xs−dA

pr
s

]
X ∈ Bp

é uma forma linear cont́ınua e está bem definida para todo X ∈ Bp Além disso,

|(A,X)| ≤ ‖A‖Mq‖X‖Bp

para todo A ∈ M q e X ∈ Bp Para mais detalhes sobre o espaço Bp veja os trabalhos

(32), (12),(13) e (39)

Definição 3.2.4. Denotaremos por Λ∞ o conjunto dos processos de variação limitada

F-opcional da forma

C = g1S≤·, g ∈ L∞(FS),

com S sendo um F-tempo de parada limitado por T.
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O espaço Λ∞ completa B1 no sentido que

‖X‖B1 = sup{|(X,C)|;C ∈ Λ∞, ‖C‖M∞ ≤ 1} (3.3)

A relação acima pode ser encontrada em (13)(Lema 1). Então, neste caso, podemos

dotar o espaço B1 com a topologia σ(B1,Λ∞) induzida pela famı́lia de semi-normas

X 7−→ (X,C), C ∈ Λ∞.

Note que σ(B1,Λ∞) é mais fraco que σ(B1,M∞)(a menor topologia para o qual a

forma linear (A,X) : B1 → R, ∀A ∈ M∞ é cont́ınua). Entretanto, a relação 3.3 nos

diz que Λ∞ é um subconjunto normado de M∞ é ω∗-denso em M∞

Proposição 3.2.5. Seja Xn uma sequência de processos opcionais tal que sup0≤t≤T |Xn
t |

é uniformemente integrável e para todo F tempo de parada S a sequência Xn
S converge

fracamente em L1 relativamente a FS, então existe um processo opcional X tal que

Xn → X em σ(B1,M∞). Como consequência se Xn → X em σ(B1,Λ∞) e sup
0≤t≤T

|Xn
t |

é uniformemente integrável temos a convergência em σ(B1,M∞). (Para mais detalhes

(13))

Vamos agora utilizar a discretização aleatória proposta. Seja X um F-martingale

quadrado integrável e δkX uma boa aproximação para X. De tal forma que, δkX é um

Fk-martingale quadrado integrável. Portanto δkX pode ser escrito como

δkX(t) = Xk(0) +
∞∑
`=1

∆δkX(T k` )

∆Ak(T k` )
∆Ak(T k` )1{Tk` ≤t}

= Xk
0 +

∫ t

0

DkXk(u)dAk(u),

(3.4)

no qual,

DkXk :=
∞∑
`=1

∆Xk(T k` )

∆Ak(T k` )
1[[Tk` ,T

k
`+1[[, k ≥ 1, (3.5)

a integral acima é calculada como uma integral Lebesgue-Stieltjes. Além disso, como

δkX é um Fk-martingale sabemos que

E
[
DkX(T kn )∆Ak(T kn ) | FkTk

n−

]
= 0, n ≥ 1. (3.6)
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Definição 3.2.6. Dizemos que um processo δkX ∈ B2(Fk) é um Fk-funcional se ele

tem a seguinte representação

δkX(t) = δkX(0) +
∞∑
n=1

∆δkX(Tn)1Tn≤t, 0 ≤ t ≤ T,

com variação quadrática finita E([Xk, Xk](T )) <∞

Definição 3.2.7. Dizemos que um funcional de Wiener X tem energia finita ao longo

da familia de filtragens (Fk)k≥1 se

E2(X) := sup
k≥1

E

[
∞∑
n=1

|∆δkXTkn
|21{Tkn≤T}

]
<∞

Definição 3.2.8. Seja X e Y funcionais de Wiener com Fk-projeções δkX e δkY ,

respectivamente. Dizemos que X admite δ-covariação com respeito a Y se o limite

〈X, Y 〉δt := lim
k→∞

[δkX, δkY ]t

existe fracamente em L1 para todo t ∈ [0, T ].

Teorema 3.2.9. δkX → X uniformemente em probabilidade

Demonstração: É consequência do teorema em (32) (Teorema 3.1 e Observação 3.7)

Corolário 3.2.10. δkX → X converge fortemente em B2

Demonstração: É consequência do teorema 3.2.9 e do Teorema 1 em (9).

Para trabalhar com estratégias de hedging não-antecipativo, vamos definir uma

versão Fk-previśıvel adequada de Dk(X), assim considere

DkX := 01[[0]] +
∞∑
n=1

E
[
DkXTk,n

|FkTkn−1

]
1]]Tkn−1,T

k
n ]]; k ≥ 1, j = 1, . . . , d. (3.7)

Desta forma, precisamos analisar o comportamento assintótico de DkX. Assim

ao invés de trabalhar com o processo X, vamos olhar para

∫ ·
0

DkXdAku. Neste caso,

definimos

Xk = X0 +

∫ ·
0

DkXdAku (3.8)
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Desta maneira, temos que o lema a seguir de fundamental importância para essa

seção.

Lema 3.2.1. E[E[DkXTkn
| Fk

Tkn−1
]1{Tkn≤t}] = E[E[DkXTkn

1{Tkn≤t} | F
k
Tkn−1

]]

Demonstração: Defina B = {Tn ≤ t}

E(1BE(DkX2
Tkn
| FkTkn−1

)) =

∫
1B

∫
A

E(DkXTkn
| FkTkn−1

)

=

∫
B

∫
A

DkX2
Tkn

=

∫
A

∫
B

DkX2
Tkn

=

∫
A

∫
DkX2

Tkn
1B =

∫ ∫
A

DkX2
Tkn
1B

=

∫ ∫
A

E(DkXTkn
1B | FkTkn−1

)

= E(E(DkXTkn
1B | FkTkn−1

)) ∀A ∈ FkTkn−1

(3.9)

Lema 3.2.2. E([Xk, Xk]t) ≤ E([δkX, δkX]t) e E([δkX,Xk]t) ≤ E([δkX, δkX]t)

Demonstração: Temos que

E([Xk, Xk]T ) = E

(
∞∑
n=1

|∆Xk
Tkn
|21{Tkn≤t}

)

= E

(
∞∑
n=1

|E(DkXTkn
| FkTkn−1

)∆Ak(T kn )|21{Tkn≤t}

)

= E

(
∞∑
n=1

|E(DkXTkn
| FkTkn−1

)|22−2k1{Tkn≤t}

)
Jensen

≤
∞∑
n=1

E
(
E((DkXTkn

)2 | FkTkn−1
)2−2k1{Tkn≤t}

)
lema3.2.1

≤ 2−2k

∞∑
n=1

E
(
E((DkXTkn

)21{Tkn≤t} | F
k
Tkn−1

)
)

≤ 2−2k

∞∑
n=1

E
(
(DkXTkn

)21{Tkn≤t}
)

(3.10)
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2−2k

∞∑
n=1

E
(
(DkXTkn

)21{Tkn≤t}
)

=
∞∑
n=1

E
(
(DkXTkn

)22−2k1{Tkn≤t}
)

= E

(
∞∑
n=1

(DkXTkn
∆Ak(T kn ))21{Tkn≤t}

)

= E

(
∞∑
n=1

| DkXTkn
∆Ak(T kn )1Tkn≤t |

2 1{Tkn≤t}

)

= E

(
∞∑
n=1

| ∆δkXTkn
|2 1{Tkn≤t}

)
= E[[δkX, δkX]t]

(3.11)

Agora para E([δkX,Xk]t) ≤ E([δkX, δkX]t) note primeiramente que

E(DkXTn1{Tkn≤t}E(DkXTn | FTkn−1
)) = E(DkXTn1{Tkn≤t}1{Tkn≤t}E(DkXTn | FTkn−1

))

Holder

≤ E1/2(DkX2
Tn1{Tkn≤t})E

1/2(E2(DkXTn | FTkn−1
))

eq3.10

≤ E((DkXTn1{Tkn≤t})
2)

(3.12)

Portanto temos que

E([δkX,Xk]t) = E

(
∞∑
n=1

|∆δkXδXk1{Tkn≤t}|
2

)

= 2−2k

∞∑
n=1

E
(
DkXTn1{Tkn≤t}E(DkXTn | FTkn−1

)
)

eq3.12

≤ = 2−2k

∞∑
n=1

E
(
(DkXTn1{Tkn≤t})

2
)

= E

(
∞∑
n=1

|∆δkX|1{Tkn≤t}

)
= E([δkX, δkX]t)

(3.13)

Lema 3.2.3. Dado X ∈M um F-martingale quadrado integrável, tal que

X(t) =

∫ t

0

DkXdB(s)



32 CAPÍTULO 3. DISCRETIZAÇÕES

e Xk uma boa aproximação para X, Fk-martingale e quadrado integrável com represen-

tação

Xk(t) = X0 +

∫ t

0

DkXdAku = X0 +

∫ t

0

DkXdAku+

∫ t

0

(
DkX −DkX

)
dAku, 0 ≤ t ≤ T.

Obtemos então que,

• DkX converge fracamente para φ em L2(Leb× P);

• DkX converge fracamente para φ em L2(Leb× P);

•
∫ ·

0
DkXdAku converge fracamente para X em B2.

Demonstração: É consequência do lema 3.8 e teorema 3.2 em (53)(Teorema 3.1)

3.3 Decomposição de Doob-Meyer

Nesta seção, vamos obter explicitamente a decomposição de Doob-Meyer para δkX

Lema 3.3.1. O processo {δkXt : 0 ≤ t ≤ T} é um Fk processo adaptado4 com vari-

ação localmente integrável para cada k ≥ 1. Além disso, existe um único Fk processo

previśıvel5 Nk,X com variação localmente integrável, tal que

δkXt −X0 −Nk,X
t =: Mk,X

t , 0 ≤ t ≤ T

é um Fk martingale local6. O processo Nk,X é um Fk uma projeção dual previśıvel de

δkXt −X0, o qual pode ser tomado com trajetórias cont́ınuas.

Demonstração: É consequência do lema 2.3 em (32)

Observação 3.3.1. Desde que Ak é um martingale quasi-cont́ınua a esquerda e um

processo escada, então temos a chamada representação opcional ((25) Teorema 13.19

e Exemplo 13.9). Isto é, para todo Fk local martingale, começando em zero pode ser

representado por uma integral opcional com respeito a Ak

4O processo X é dito adaptado a filtragem F, se Xt é F-mensurável para todo t ≥ 0
5Um processo X é dito previśıvel sobre a filtragem F se E[Xn | Ft−] = Xt
6Um processo cádlag é dito ser um martingale local se existe uma sequencia de tempos de parada

crescente τn, com lim
n→∞

τn = ∞ q.c., tal que Xt∧τn é um martingale uniformemente integrável para

todo n.
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Lema 3.3.2. A projeção Fk dual previśıvel de δkX − X0 é dado por um processo

cont́ınuo ∫ t

0

Uk,X
s d〈Ak, Ak〉s, 0 ≤ t ≤ T

No qual Uk,X := E[Ak][DδkX/∆Ak | Pk] denota a esperança condicional com respeito a

Pk sobre a medida de Doléans7 gerada por [Ak, Ak]. Além disso,

Uk,X
t = 01{Tk0 =t} +

1

2−2k

∞∑
n=1

E[Xt −XTn−1|Gkn−1;T kn = 1]1{Tkn−1<t≤Tkn}

Demonstração: Vamos escrever Y k
t =

∫ t

0

DsδkXdAks no sentido de Lebesgue-

Stieltjes. Por definição

E
(∫ T

0

1CsdY
k
s

)
= E

(∫ T

0

1CsDsδkXdAks
)

= E

(
∞∑
n=1

1CT
k
nDTkn δ

kX∆AkTkn

)

= E

(
∞∑
n=1

1CT
k
n

DTkn δ
kX

∆Ak
Tkn

∆AkTkn∆AkTkn

)

= E
(∫ T

0

1Cs
DsδkX
∆Aks

d[Ak, Ak]s

)
= E

(∫ T

0

1CsU
k,X
s d[Ak, Ak]s

)
= E

(∫ T

0

1CsU
k,X
s d〈Ak, Ak〉s

)

(3.14)

para todo C ∈ Pk. Isto conclúı a primeira parte da demonstração. Agora iremos

caracterizar Uk,X . Para isto, considere a sequência de σ-álgebras Gkn− := Gkn−1 ∨ σ(T kn ),

n ≥ 1. Lembramos que para todo C ∈ Gkn−1 existe um processo previśıvel H tal que

HTkn
= 1{C} e é nulo fora do intervalo estocástico ]]T kn−1, T

k
n ((5) Teorema 31 pg 307).

7Um submartingale S tem medida de Doléans µ definida na σ-álgebra previśıvel [0, T ] × Ω se
µ([[0, τ ]]) = P(Sτ ), para qualquer tempo de parada tomando valores em [0, T ]
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Então da primeira parte da demonstração segue que

E(1C∆δkXTkn
1Tkn≤T ) = E

(∫ T

0

HsdY
k
s

)
= E

(∫ T

0

HsU
k,X
s d[Ak, Ak]

)
= E(1{C}U

k,X
Tkn

2−2k1{Tkn≤T})

(3.15)

Desde que C é arbitrário e Uk,X um processo previśıvel, segue que

E[∆δkXTkn
1{Tkn≤T}] = E(Uk,X

Tkn
2−2k1{Tkn≤T} | G

k
n−)

= Uk,X
Tkn

2−2k1{Tkn≤T}

(3.16)

Então, uma versão da esperança condicional pode ser escrita como

Uk,X
t 1{Tkn−1<t≤Tkn≤T} = E

(
∆δkXTkn

2−2k
| Gkn−1;T kn = t

)
1{Tkn−1<t≤Tkn≤T}, n ≥ 1

o que implica que

Uk,X
t = 01{Tk0 =t} +

1

2−2k

∞∑
n=1

E[Xt −XTn−1|Gkn−1;T kn = 1]1{Tkn−1<t≤Tkn}

e portanto o resultado segue

Lema 3.3.3. O ”angle bracket”de Ak é um processo absolutamente continuo dado por

〈Ak, Ak〉t =

∫ t

0

hksds

no qual, hk é a intensidade de saltos do processo [Ak, Ak] dado por

hkt = 2−2k

∞∑
n=1

λkt−Tkn−1
1{Tkn<t≤Tkn}, 0 ≤ t ≤ T

no qual λkt =
fkt

1− F k
t

, 0 ≤ t ≤ T , fk e F k são respectivamente a densidade e a função

de distribuição de T 1
k .

Demonstração: Desde que Ak é um processo pontual quasi cont́ınua a esquerda no

qual difere nos pontos de saltos {(T kn − T kn−1);n ≥ 1} é uma sequência de variáveis

iid absolutamente cont́ınua, então a variável 〈Ak, Ak〉 tem trajetórias absolutamente
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cont́ınua. O que estabelece que

〈Ak, Ak〉t =

∫ t

0

hksds

Então usando (Teorema 18.2 (35)), o resultado segue.

Juntando todos os resultados dessa seção obtemos a seguinte proposição.

Proposição 3.3.2. Se X é um funcional de Wiener satisfazendo

E

(
m∑
n=1

|∆δkXTkn
|2
)
<∞, ∀m, k ≥ 1.

então a Fk decomposição dada por (Mk,X , Nk,X) definida no lema 3.3.1 é dada por

δkX = X0 +

∮ t

0

DsδkXdAks +

∫ t

0

Uk,X
s hksds,

8

onde

Uk,X
s hks =

∞∑
n=1

E[Xt −XTkn
|Gkn−1;T kn = t]λkt−Tkn−1

1{Tkn−1<t≤Tkn}; t > 0

3.4 Discretização do processo valor.

Nesta seção, descrevemos o prinćıpio da programação dinâmica para a forma dis-

creta do processo valor, na seção 3.1 sobre um controle fixo. Se n ≤ m, seja U
k,Tkm
Tkn

o

conjunto do processo controle da forma

vk(t) =
m∑

j=n+1

vkj−11{Tkj−1<t≤Tkj }; T kn < t ≤ T km, (3.17)

no qual vkj−1 é Gkj−1-mensurável para cada j = n+ 1, . . . ,m.

Com abuso de notação, definimos Uk,m
n := U

k,Tkm
Tkn

para qualquer numero natural

n,m ≥ 0. Além disso, para uk ∈ Uk,m
0 e vk ∈ Uk,m

n com n < m, escrevemos

(uk ⊗n vk) := (uk0, . . . , u
k
n−1, v

k
n, . . . , v

k
m−1)

Esta notação é consistente desde que uk⊗Tknv
k depende apenas de (uk0, . . . , u

k
n−1, v

k
n, . . . , v

k
m−1)

sempre que uk : Ω × [0, T kn ] → Ad e vk : Ω × [T kn , T
k
m] → Ad são controles da forma

(3.17) para n < m.

8
∮

representa a integral opcional, para mais detalhes ver ((12)(25))
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Ao longo deste trabalho, o número total de peŕıodos é dado por

e(k, s) := dd22kse para s ≥ T. (3.18)

no qual dxe é a parte inteira de um número positivo x ≥ 0. Neste caso, uk, φk ∈ Uk,e(k,T )
0 ,

definimos uk ⊗e(k,T ) φ
k := (uk0, . . . , u

k
e(k,T )−1).

Definição 3.1. Seja OT (Fk) o conjunto de todas as constantes o processo Fk-optional

sobre [0, T ]. Seja L(U
k,e(k,T )
0 ;OT (Fk)) o espaço onde todas as aplicações Y k de U

k,e(k,T )
0

para OT (Fk) tal que uk = vk em U
k,e(k,T )
0 implica Y k,uk = Y k,vk . Os elementos desse

espaço são chamados de processos Fk-controlados.

Para um exemplo concreto de processos Fk-controlados, veja a seção 4.1.1 e (5.2.1).

Através desta seção, vamos fixar um processo Fk-controlado Xk,uk e definimos

Xk,uk(t) := Xk,uk(t ∧ T ke(k,T )); 0 ≤ t ≤ T, (3.19)

para cada uk ∈ Uk,e(k,T )
0 .

O processo valor associado é definido por

V k(T kn , u
k) := ess sup

φk∈Uk,e(k,T )
n

E
[
ξ(Xk,uk⊗nφk)

∣∣Gkn];n = 1, . . . , e(k, T )− 1 (3.20)

com as seguintes condição

V k(0, uk) := sup
φk∈Uk,e(k,T )

0

E
[
ξ(Xk,φk)

]
, V k(T ke(k,T ), u

k) := ξ(Xk,uk).

Deve-se notar que V k(T kn , u
k) depende apenas de uk,n−1 := (uk0, . . . , u

k
n−1) por isso

é natural escrever

V k(T kn , u
k,n−1) = V k(T kn , u

k);uk ∈ Uk,e(k,T )
0 , 0 ≤ n ≤ e(k, T )

com a convenção que uk,−1 := 0.

Lema 3.4.1. Seja 0 ≤ n ≤ e(k, T ) − 1. Para cada φk e ηk em U
k,e(k,T )
n , existe θk ∈

U
k,e(k,T )
n tal que

E
[
ξ(Xk,πk⊗nθk)|Gkn

]
= E

[
ξ(Xk,πk⊗nφk)|Gkn

]
∨ E
[
ξ(Xk,πk⊗nηk)|Gkn

]
q.c
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para todo πk ∈ Uk,n
0 . Portanto, para cada πk ∈ Uk,n

0

E

[
ess sup

θk∈Uk,e(k,T )
n

E
[
ξ(Xk,πk⊗nθk)|Gkn

]∣∣∣Gkj
]

= ess sup
θk∈Uk,e(k,T )

n

E
[
ξ(Xk,πk⊗nθk)|Gkj

]
se 0 ≤ j ≤ n and 0 ≤ n ≤ e(k, T )− 1.

Demonstração: Seja G =
{
E
[
ξ(Xk,πk⊗nφk)|Gkn

]
> E

[
ξ(Xk,πk⊗nηk)|Gkn

]}
. Escolha

θk = φk1G + ηk1Gc .

Lema 3.4.2. Se as afirmações A1 e B1 são verdadeiras, então para cada uk ∈ U e(k,T )
0 ,

temos que

ess sup
φk∈Uk,e(k,T )

n

E
[
ξ(Xk,uk⊗nφk)|Gkn

]
= ess sup

θkn∈U
k,n+1
n

ess sup
φk∈Uk,e(k,T )

n+1

E
[
ξ(Xk,uk⊗n(θkn⊗n+1φk))|Gkn

]
q.c

para cada 0 ≤ n ≤ e(k, T )− 1.

Demonstração: A prova é similar ao Lema 2.1.2. Fixamos uk ∈ Uk,m
0 , 0 ≤ n ≤ m−1

e m = e(k, T ). Seja φk ∈ Uk,m
n e considere uk⊗nφk = (uk0, . . . , u

k
n−1, θ

k
n, φ

k
n+1, . . . , φ

k
m−1)

no qual tomamos θkn = φkn. Então,

E
[
ξ(Xk,uk⊗nφk)|Gkn

]
= E

[
ξ(Xk,uk⊗nθkn⊗n+1φk)|Gkn|

]
= ess sup

φk∈Uk,mn+1

E
[
ξ(Xk,uk⊗nθkn⊗n+1φk)|Gkn

]
≤ ess sup

ηkn∈U
k,n+1
n

ess sup
φk∈Uk,mn+1

E
[
ξ(Xk,uk⊗nηkn⊗n+1φk)|Gkn

]
q.c

O que mostra uma das desigualdades. Por outro lado

ess sup
φk∈Uk,mn

E
[
ξ(Xk,uk⊗nφk)|Gkn

]
≥ ess sup

ϕk∈Uk,mn+1

E
[
ξ(Xk,uk⊗nηkn⊗n+1ϕk)|Gkn

]
q.c

para todo ηkn ∈ Uk,n+1
n de modo que

ess sup
φk∈Uk,mn

E
[
ξ(Xk,uk⊗nφk)|Gkn

]
≥ ess sup

ηkn∈U
k,n+1
n

ess sup
ϕk∈Uk,mn+1

E
[
ξ(Xk,uk⊗nηkn⊗n+1ϕk)|Gkn

]
q.c.
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Proposição 3.4.1. Prinćıpio da Programação Dinâmica Para cada uk ∈ Uk,e(k,T )
0 ,

o processo valor V k(·, uk) a tempo discreto satisfaz

V k(T kn , u
k) = ess sup

θkn∈U
k,n+1
n

E

[
V k
(
T kn+1, u

k,n−1 ⊗n θkn
)
| Gkn

]
; 0 ≤ n ≤ e(k, T )− 1

V k(T ke(k,T ), u
k) = ξ(Xk,uk) q.c.

(3.21)

Por outro lado, se uma classe de processos {Zk(T kn , u
k);uk ∈ U

k,e(k,T )
0 ; 0 ≤ n ≤

e(k, T )} satisfaz a equação do prinćıpio da programação dinâmica (3.21) para cada

uk ∈ Uk,e(k,T )
0 , então Zk(T kn , u

k) coincide com V k(T kn , u
k) q.c para todo 0 ≤ n ≤ e(k, T )

e para todo uk ∈ Uk,e(k,T )
0 .

Demonstração: Vamos fixar n = 0, . . . , e(k, T ) − 1,m = e(k, T ) e uk ∈ U
k,e(k,T )
0 .

Lemas 3.4.1 e 3.4.2 segue

V k(T kn , u
k) = ess sup

φk∈Uk,mn

E
[
ξ(Xk,uk⊗nφk) | Gkn

]
= ess sup

θkn∈U
k,n+1
n

ess sup
φk∈Uk,mn+1

E
[
E
[
ξ(Xk,uk⊗n(θkn⊗n+1φk)) | Gkn+1

]
| Gkn

]

= ess sup
θkn∈U

k,n+1
n

E

ess sup
φk∈Uk,mn+1

E
[
ξ(Xk,uk⊗n(θkn⊗n+1φk)) | Gkn+1

]
| Gkn


= ess sup

θkn∈U
k,n+1
n

E

ess sup
φk∈Uk,mn+1

E
[
ξ(Xk,(uk,n−1⊗nθkn)⊗n+1φk) | Gkn+1

]
| Gkn


= ess sup

θkn∈U
k,n+1
n

E
[
V k
(
T kn+1, u

k,n−1 ⊗n θkn
)
| Gkn

]
q.c.

Inversamente, suponha que existe uma classe de Fk-funcionais {Zk(·, uk) : uk ∈ Uk,m
0 }

satisfazendo a equação do prinćıpio da programação dinâmica (3.21) para todo controle

uk ∈ Uk,m
0 . Por suposição

Zk(T km, u
k) = ξ(Xk,uk) = V k(T km, u

k) q.c,

para todo uk ∈ Uk,m
0 . Portanto, por um argumento de indução invertida é fácil verificar

que Zk(T kn , u
k) = V k(T kn , u

k) para todo uk ∈ Uk,m
0 and n = 0, 1, . . . ,m− 1.



Caṕıtulo

4
Discretização Trajetória a Trajetória

Neste caṕıtulo, vamos fazer a descrição trajetória a trajetória do processo valor. E

desenvolver o teorema de seleção mensurável, para encontrar o controle ε-ótimo.

4.1 Discretização

Ao longo dessa tese, um elemento genérico de Snk será denotado por

bkn := (sk1, ĩ
k
1, . . . , s

k
n, ĩ

k
n) ∈ Snk

no qual (skr , ĩ
k
r) ∈ R+×Ik para 1 ≤ r ≤ n. A lei do sistema será dada por uma extensão

da seguinte medida de probabilidade no espaço mensurável
(
Snk ,B(Sn−1

k )⊗ B(Sk)
)

Pkn := P ◦ Akn;n k ≥ 1,

Por definição, Pkn−1(·) = Pkn(· × Sk). Mais importante, Pkn(Sn−1
k × ·) é uma medida

regular e B(Sk) é gerado enumerável, desta forma, é conhecido (veja e.g (22)) que

existe (Pkn−1-q.c. única) a desintegração νkn : B(Sk)× Sn−1
k → [0, 1] a qual realiza

Pkn(D) =

∫
Sn−1
k

νkn(Dbkn−1
|bkn−1)Pkn−1(dbkn−1)

39
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para todo D ∈ B(Snk), no qual Dbkn−1
:= {(skn, ĩkn); (bkn−1, s

k
n, ĩ

k
n) ∈ D} ∈ B(Sk) é a

bkn−1-seção de D.

Por definição para cada E ∈ B(Sk) e bkn−1 ∈ Sn−1
k , temos que

νkn(E|bkn−1) = P
{

(∆T kn , η
k
n) ∈ E|Akn−1 = bkn−1

}
;n ≥ 1. (4.1)

Proposição 4.1.1. Para cada (a, b) ∈ B(R) ĩk,`,inn ∈ Ik e bkn−1 ∈ Sn−1
k ,

P
{

∆T kn ∈ (a, b); ηkn = ĩk,`,inn

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}

=


∫ b+∆k,in

n

a+∆k,in
n

f
∆Tk,11

(x) dx∫ ∞
∆k,in
n

f
∆Tk,11

(x) dx


1

2



∫ 0

−∞

∫ ∞
−s

f
∆Tk,11

(
s+ t+ ∆k,in

n

)
fmin(t)dtds

d∏
λ=1

∫ ∞
∆k,λ
n

f
∆Tk,11

(t)dt


(4.2)

Demonstração: A demonstração desta proposição pode ser encontrada no Apendice

B(Teorema B.0.1).

Lembre-se, para cada E ∈ E(Snk), existem B ∈ B(Snk) tal que Pkn(E∆B) = 0. Desta

forma, vamos definir uma extensão P̃ k
n : E(Snk)→ [0, 1] do seguinte modo

P̃kn(E) := Pkn(B); E ∈ E(Skn)

sempre que Pkn(E∆B) = 0 para algum B ∈ Snk .

Fixamos uma extensão de P̃kn de B(Snk) para a classe E(Snk) de todos os conjuntos

universalmente mensuráveis de Snk . Similarmente, podemos escolher uma extensão da

desintegração ν̃kn : Sn−1
k → PSk como uma função de Borel na qual PSk é um conjunto

de medida de probabilidade sobre E(Sk) dotado da topologia fraca estrela (veja a o

Rudin (51)). Além disso, essa extensão realiza

P̃kn(E) =

∫
Sn−1
k

ν̃kn(Ebkn−1
|bkn−1)Pkn−1(dbkn−1)

para todo E ∈ E(Snk). Com um pequeno abuso de notação, escrevemos Pkn e νkn como

estas extensões.

Lembrando que qualquer controle uk ∈ Uk,e(k,T )
0 pode ser escrito como

uk(t) = uk01{t=0} +

e(k,T )∑
n=1

ukn−11{Tkn−1<t≤Tkn} (4.3)
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Para cada uki existe uma função universalmente mensurável (veja (49), (52), (3)) gki :

Sik → Ad tal que gki (Aki ) = uki q.c.; 1 ≤ i ≤ e(k, T )− 1 e gk0 é uma constante q.c.

A dinâmica do sistema está definida no espaço história Hk := Ad × Sk. Denotamos

Hk,n e Ink como o produto cartesiano de n elementos Hk e Ik, respectivamente. Os

elementos de Hk,n serão denotados por

ok,n :=
(

(ak0, s
k
1, ĩ

k
1); . . . , (akn−1, s

k
n, ĩ

k
n)
)

no qual (ak0, . . . a
k
n−1) ∈ An, (sk1, . . . , s

k
n) ∈ Rn

+ e (̃ik1, . . . , ĩ
k
n) ∈ Ink . Para m = e(k, T ),

também precisamos definir Ξk,gk

j : Sjk → Hk,j como

Ξk,gk

j

(
sk1, ĩ

k
1, . . . , s

k
j , ĩ

k
j

)
:=
(

(gk0 , s
k
1, ĩ

k
1), . . . , (gkj−1(sk1, ĩ

k
1, . . . , s

k
j−1, ĩ

k
j−1), skj , ĩ

k
j )
)

no qual 1 ≤ j ≤ m. Identificamos Ξk,gk

0 como uma função constante (no espaço de

ações Ad) o qual não necessariamente depende da lista de controles gk = (gkn−1)
e(k,T )
n=1 .

Para um controle uk ∈ U
k,e(k,T )
0 dado, associamos {gk`−1}

e(k,T )
`=1 . Então, o teorema

de Doob-Dynkin’s garante a existência de uma função de Borel γke(k,T ) : Hk,e(k,T ) →
D
(
[0, T ];Rq

)
tal que γke(k,T )(o

k,e(k,T ))(0) = x = Xk,uk(0) e

γke(k,T )

(
Ξk,gk

e(k,T )(A
k
e(k,T )(ω))

)
(t) = Xk,uk(t, ω) (4.4)

para ω e todo t ∈ [0, T ].

Iremos fazer uso da seguinte notação

ωt := ω(t ∧ ·);ω ∈ D([0, T ] : Rm).

Essa notação pode ser naturalmente estendida aos processos. Definimos

ΛT := {(t, ωt); t ∈ [0, T ];ω ∈ D([0, T ];Rm)}.

A seguir vamos necessitar alguns objetos. Definimos ℵ : Ik → {1, 2, . . . , d}×{−1, 1}
pelo

ℵ(̃ik) :=
(
ℵ1(̃ik),ℵ2(̃ik)

)
:= (j, r), (4.5)

no qual j ∈ {1, . . . , d} é uma coordenada de ĩk ∈ Ik o qual é diferente de zero e

r ∈ {−1, 1} é o sinal de ĩk da coordenada j.
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Se F k
` : Hk,` → R; ` = 0, . . . , e(k, T ) é uma sequência de funções universalmente

mensuráveis (F k
0 é uma constante ), então definimos

∇jF
k(okn) :=

F k
n (okn)− F k

n−1(okn−1)

εkℵ2(̃ikn)
1{ℵ1(bkn)=j}, (4.6)

para okn ∈ Hn
k , 1 ≤ n ≤ e(k, T ) e j = 1, . . . , d, e

U F k(okn, a
k
n) :=

∫
Sk

F k
n+1(okn, a

k
n, s

k
n+1, ĩ

k
n+1)− F k

n (okn)

ε2k
νkn+1(dskn+1d̃i

k
n+1|bkn); (4.7)

para okn ∈ Hn
k , 0 ≤ n ≤ (k, T ) − 1. O operador (∇j,U ; j = 1 . . . , d) descreverá a

forma diferencial associada a uma determinada estrutura discreta controlada (Y k). Em

particular, (4.7) desempenhará o papel de um Hamiltoniano no contexto de problema

de controle.

Para uma sequência de controle dados (ukj )
e(k,T )−1
j=0 baseado no (gkj )

e(k,T )−1
j=0 , o Teo-

rema Doob-Dynkin’s fornece a existência de uma sequência de funções universalmente

mensuráveis F k
j : Hj

k → R tal que

Y k(T kn , u
k) = F k

n

(
Ξk,gk

n (Akn)
)
q.c, n = 0 . . . , e(k, T ). (4.8)

Na sequência, denotamos Pk como sendo a σ-álgebra Fk-previśıvel sobre [0, T ]×Ω, (·)p,k

é o operador projeção Fk-dual previśıvel e seja µ[Ak,j ] a medida de Doléans (veja Caṕıtulo

3 em (38) e o Caṕıtulo 5 em (25)) gerado pelo processo [Ak,j, Ak,j]; 1 ≤ j ≤ d, k ≥ 1.

Denotamos

DY,k,jY k(s, uk) :=
∞∑
`=1

∆Y k(T k,j` , uk)

∆Ak,j(T k,j` )
1{Tk,j` =s}; 0 ≤ s ≤ T,

UY,k,jY k(s, uk) := Eµ
[Ak,j ]

[
DY,k,jY k(·, uk)

∆Ak,j

∣∣∣Pk](s); 0 ≤ s ≤ T, k ≥ 1, 1 ≤ j ≤ d, (4.9)

no qual UY,k,jY k(·, uk) é o único (a menos de um conjunto de medida µ[Ak,j ] nulo)

processo Fk-previśıvel tal que

(∫ ·
0

DY,k,jY k(·, uk)
∆Ak,j

d[Ak,j, Ak,j]

)p,k

=

∫ ·
0

Eµ
[Ak,j ]

[DY,k,jY k(·, uk)
∆Ak,j

∣∣Pk]d〈Ak,j, Ak,j〉.
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Aqui, 〈Ak,j, Ak,j〉 é o angle bracket de Ak,j (veja Lema 2.1 em (45)) e o processo estocás-

ticoDY,k,jY k(·, uk)/∆Ak,j é nulo no complemento da união dos intervalos ∪∞n=1[[T k,jn , T k,jn ]].

Denotamos

DY,k,jY k(s, uk) :=
∞∑
`=1

DY,k,jY k(s, uk)1{Tk` ≤s<Tk`+1}
,

UY,k,jY k(s, uk) := UY,k,jY k(s, uk)
d〈Ak,j, Ak,j〉

ds

(4.10)

Uma aplicação direta da Proposição 2.1 em (45) em Y k(·, uk) ∈ OT (Fk) segue

Y k(t, uk) = Y k(0, uk) +
d∑
j=1

∮ t

0

DY,k,jY k(s, uk)dAk,j(s)

+
d∑
j=1

∫ t

0

UY,k,jY k(s, uk)(s)ds, 0 ≤ t ≤ T.

(4.11)

Para o propósito desta tese, o aspecto mais importante desta representação diferencial

é revelado em T k0 , . . . , T
k
e(k,T ). Pela aplicação do Lema 2.7 em (45), no qual

d∑
j=1

UY,k,jY k(T kn+1, u
k) = E

[
∆Y k(T kn+1, u

k)

ε2k

∣∣∣Gkn+1−

]
q.c, (4.12)

e, em outras palavras,

E

[
d∑
j=1

UY,k,jY k(T kn+1, u
k)
∣∣∣Gkn
]

= E

[
∆Y k(T kn+1, u

k)

ε2k

∣∣∣Gkn
]
q.c, (4.13)

para cada 0 ≤ n ≤ e(k, T ) − 1 and k ≥ 1. Por construção, é Y k é dado pela re-

presentação funcional (4.8), As funções (∇jF
k,U F k; j = 1, . . . , d) realiza as seguintes

identidades: para todo uk ∈ Uk,e(k,T )
0 ,

∇jF
k(Ξk,gk

n (Akn)) = DY,k,jY k(T kn , u
k)1{ℵ1(Akn)=j} q.c, (4.14)

para cada j = 1, . . . , d, n = 1, . . . , e(k, T ) e

U F k(Ξk,gk

n (Akn), gkn(Akn)) = E

[
d∑
j=1

UY,k,jY k(T kn+1, u
k)
∣∣∣Gkn
]
q.c (4.15)
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para n = 0, . . . , e(k, T )− 1.

A estrutura diferencial apresentada nesta seção, irá nos fornecer uma forma para

obter os controles ε-ótimos em problemas não-Markovianos. Note que não é nada óbvio

que maximizar U F k (para um F k adequado) sobre caminhos no espaço de ação irá

fornecer os controles ótimos. Na seção 4.2 e 4.3 explicaremos com mais detalhes como

conseguir isso

A seguir vamos dar um exemplo, o qual satisfaz todas as hipóteses do nosso modelo.

4.1.1 Exemplo: EDE Controlada movida pelo movimento Browni-

ano

Seja D([0, t];Rq) o espaço linear a valores de Rq com caminhos càdlàg em [0, t] e

em seguida, definimos uma aplicação F : [0, T ] × D([0, T ];Rm) → R; (t, ω) 7→ F (t, ω)

dotada da métrica ΛT definida por

d1/2((t, ω); (t′, ω′)) := sup
0≤u≤T

‖ω(u ∧ t)− ω′(u ∧ t′)‖Rq + |t− t′|1/2

então (ΛT , d) é um espaço métrico completo equipado com uma σ-álgebra de Borel.

Temos que F é um funcional não-antecipativo e

F (t, ω) = F (t, ωt); (t, ω) ∈ [0, T ]×D([0, T ];Rq).

Neste caso, um funcional não-antecipativo pode ser visto como uma aplicação mensu-

rável F : ΛT → R; (t, ωt) 7→ F (t, ω) = F (t, ωt) para (t, ωt) ∈ ΛT . Para encurtar a

notação definimos ‖ω‖∞ := sup0≤u≤T ‖ω(u)‖Rq para ω ∈ D([0, T ];Rq).

O processo de estado básico será a EDE q-dimensional definida como

dX i,u(t) = αi(t,Xu
t , u(t))dt+

d∑
j=1

σi,j(t,Xu
t , u(t))dBj(t); 0 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ q (4.16)

com a condição inicial Xu(0) = x ∈ Rq dada. O coeficiente

α : [0, T ]×D
(
[0, T ];Rq

)
× Ad → Rq

e

σ : [0, T ]×D
(
[0, T ];Rq

)
× Ad → Rq × Rd
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são funcionais não-antecipativos satisfazendo as condições padrão de tal forma que

X : UT
0 → B2(F) é um funcional de Wiener bem definido.

Primeiramente, constrúımos um esquema tipo Euler-Maruyama baseado na partição

aleatória (T kn )n≥0 como segue: Seja (ukn−1)∞n=1 um conjunto de controle tal que ukn−1 =

gkn−1(Akn−1) para uma sequência de funções universalmente mensurável gkn−1 : Sn−1
k →

Ad;n ≥ 1. Definimos X̄k,uk(0) = x

X̄k,uk,i(T k1 ) := X̄k,uk(0) + αi(T k0 , X̄
k,uk

Tk0
, uk0)∆T k1 +

d∑
j=1

σij(T k0 , X̄
k,uk

Tk0
, uk0)∆Ak,j(T k1 )

no qual X̄k,uk

Tk0
= x é uma função constante sobre [0, T ]. Então, definimos

X̄k,uk

Tk1
(t) := x1{0≤t<Tk1 } + X̄k,uk(T k1 )1{Tk1 ≤t}; 0 ≤ t ≤ T.

O segundo passo é dada por

X̄k,uk,i(T k2 ) := X̄k,uk,i(T k1 ) + αi(T k1 , X̄
k,uk

Tk1
, uk1)∆T k2 +

d∑
j=1

σij(T k1 , X̄
k,uk

Tk1
, uk1)∆Ak,j(T k2 ).

Então, definimos

X̄k,uk

Tk2
(t) := x1{0≤t<Tk1 } + X̄k,uk(T k1 )1{Tk1 ≤t<Tk2 } + X̄k,uk(T k2 )1{Tk2 ≤t}; 0 ≤ t ≤ T.

Definimos por indução,

X̄k,uk,i(T kn ) := X̄k,uk,i(T kn−1)+αi(T kn−1, X̄
k,uk

Tkn−1
, ukn−1)∆T kn+

d∑
j=1

σij(T kn−1, X̄
k,uk

Tkn−1
, ukn−1)∆Ak,j(T kn ).

para n, k ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ q. Um processo Fk-controlado associado ao esquema de

Euler-Maruyama é então naturalmente definido por

Xk,uk(t) := X̄k,uk(t ∧ T ke(k,T ))

no qual
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X̄k,uk(t) =
∞∑
n=0

X̄k,uk(T kn )1{Tkn≤t<Tkn+1}

A descrição trajetória a trajetória é dado: Definimos hk0 = x,

hk,in (ok,n) = hk,in−1(ok,n−1)+αi(skn−1, γ̄
k
n−1(ok,n−1), akn−1)skn+

d∑
j=1

σij(skn−1, γ̄
k
n−1(ok,n−1), akn−1)2−k ĩk,jn

no qual 1 ≤ i ≤ q, ok,n ∈ Hk,n e

γ̄kn(ok,n)(t) =
n−1∑
`=0

hk` (o
k,`)1{tk`≤t<tk`+1}

+ hkn(ok,n)1{tkn≤t}; t ≥ 0,ok,n ∈ Hk,n,

no qual usamos a notação

tkn :=
n∑
`=1

sk` .

Definimos então

γ̄k(ok,∞)(t) =
∞∑
n=0

hkn(ok,n)1{tkn≤t<tkn+1}

para ok,∞ ∈ Hk,∞ e definimos

γke(k,T )(o
k,e(k,T ))(t) = γ̄k(ok,∞)(t ∧ tke(k,T )); 0 ≤ t ≤ T.

Por definição, γke(k,T )

(
Ξk,gk

e(k,T )(Ake(k,T )(ω))
)

(t) = Xk,uk(t, ω) para q.c. ω e para cada

t ∈ [0, T ].

4.2 Teorema de Seleção Mensurável

Nesta seção apresentamos o teorema de seleção mensurável. Sem duvida esse é um

teorema fundamental, pois desempenha um papel chave na nossa metodologia. Para

isso vamos necessitar utilizar de argumentos backwards.

Para simplificar a notação através dessa seção vamos definir m = e(k, T ). Lem-

brando que um processo Fk-controlado da forma (3.19) é fixado e está equipado com

uma função de Borel γkm : Hk,m → D
(
[0, T ];Rq

)
realizando (4.4) com uma condição
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inicial x ∈ Rq. Para tal processo Fk-controlado, escrevemos V k com o processo valor

associado dado por (3.20).

Começamos definindo a aplicação F k,m
m : Hk,m → R definida por

F k,m
m (ok,m) := ξ(γkm(ok,m)); ok,m ∈ Hk,m,

no qual ξ : C([0, T ];Rq)→ R é limitada. Por construção, F k,m
m é uma função de Borel.

Lema 4.2.1. Seja uk ∈ Uk,m
0 um controle associado a funções universalmente mensu-

ráveis (gkn−1)mn=1, no qual m = e(k, T ). Então,

E
[
ξ(Xk,uk)|Gkm−1

]
=

∫
Sk
F k,m
m

(
Ξk,gk

m (Akm−1, s
k
m, ĩ

k
m)
)
νkm(dskm, d̃i

k
m|Akm−1) q.c. (4.17)

e

Eξ(Xk,uk) =

∫
Smk

F k,m
m (Ξk,gk

m (bkm))Pkm(dbkm) (4.18)

Demonstração: Por definição, se B =
(
Akm−1

)−1
(D) = (Akm)−1(D × Sk) ∈ Gkm−1

para algum D ∈ E(Sm−1
k ), então

∫
B

E
[
ξ(Xk,uk)|Gkm−1

]
dP =

∫
B

ξ(Xk,uk)dP

=

∫
B

ξ
(
γkm
(
Ξk,gk

m (Akm)
))
dP

=

∫
D×Sk

ξ
(
γkm
(
Ξk,gk

m (bkm)
))

Pkm(dbkm)

=

∫
D×Sk

ξ
(
γkm
(
Ξk,gk

m (bkm−1, s
k
m, ĩ

k
m)
))
νkm(dskm, d̃i

k
m|bkm−1)Pkm−1(dbkm−1)

=

∫
D

(∫
Sk
ξ
(
γkm
(
Ξk,gk

m (bkm−1, s
k
m, ĩ

k
m)
))
νkm(dskm, d̃i

k
m|bkm−1)

)
Pkm−1(dbkm−1)

=

∫
B

(∫
Sk
ξ
(
γkm
(
Ξk,gk

m (Akm−1, s
k
m, ĩ

k
m)
))
νkm(dskm, d̃i

k
m|Akm−1)

)
dP

(4.19)

O que mostra (4.17). A equação (4.18) é imediata.
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Lema 4.2.2. A aplicação

(ok,m−1, akm−1) 7→
∫
Sk
F k,m
m

(
ok,m−1, akm−1, s

k
m, ĩ

k
m

)
νkm(dskm, d̃i

k
m|bkm−1)

é uma função de Borel de Hk,m−1 × Ad para R.

Demonstração: Segue da prova da Prop. 7.29 em ((3)).

Da afirmação que ξ é limitada segue

∣∣∣∣∣
∫
Sk
F k,m
m

(
ok,m−1, akm−1, s

k
m, ĩ

k
m

)
νkm(dskm, d̃i

k
m|bkm−1)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
η∈D([0,T ];Rq)

|ξ(η)| <∞ (4.20)

para todo ok,m−1 ∈ Hk,m−1, akm−1 ∈ Ad.

Lema 4.2.3. Seja F k,m
m−1 : Hk,m−1 → R um função definida como

F k,m
m−1(ok,m−1) := sup

akm−1∈Ad

∫
Sk
F k,m
m

(
ok,m−1, akm−1, s

k
m, ĩ

k
m

)
νkm(dskm, d̃i

k
m|bkm−1); ok,m−1 ∈ Hk,m−1.

Então, F k,m
m−1 é semi-anaĺıtica superior1. e para todo ε > 0, existe uma função analiti-

camente mensurável Cε
k,m−1 : Hk,m−1 → Ad o qual realiza

F k,m
m−1(ok,m−1) ≤

∫
Sk
F k,m
m

(
ok,m−1, Cε

k,m−1(ok,m−1), skm, ĩ
k
m

)
νkm(dskm, d̃i

k
m|bkm−1)+ε (4.21)

para todo ok,m−1 ∈ Hk,m−1.

Demonstração: O fato de que F k,m
m−1 é semi-anaĺıtica superior segue da Prop 7.47

em (3) e do Lema 4.2.2 o qual diz que a aplicação dada por

f(ok,m−1, akm−1) =

∫
Sk
F k,m
m

(
ok,m−1, akm−1, s

k
m, ĩ

k
m

)
νkm(dskm, d̃i

k
m|bkm−1)

pe uma função de Borel (portanto semi-anaĺıtica superior). Além disso, pela construção

Hk,m−1 × Ad é um conjunto de Borel. Seja

F k,m
m−1(ok,m−1) = sup

akm−1∈Ad
f(ok,m−1, akm−1)

1Para o leitor não familiarizado com esse tipo de função recomendamos ver (3) caṕıtulo 7.6
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Do limite (4.20) e Prop 7.50 em (3) segue a existência de uma função analiticamente

mensurável Cε
k,m−1 : Hk,m−1 → Ad tal que

f
(
ok,m−1, Cε

k,m−1(ok,m−1)
)
≥ F k,m

m−1(ok,m−1)− ε

para todo ok,m−1 ∈ {F k,m
m−1 < +∞} = Hk,m−1.

Lema 4.2.4. Para todo ε > 0 e uk ∈ Uk,m
0 , existe um controle φk,εm−1 ∈ U

k,m
m−1 tal que

V k(T km−1, u
k) ≤ E

[
V k(T km, u

k ⊗m−1 φ
k,ε
m−1)|Gkm−1

]
+ ε q.c. (4.22)

Demonstração: Seja (gkn−1)mn=1 uma lista de funções universalmente mensuráveis

associados ao controle (ukn−1)mn=1. Para ε > 0, seja Cε
k,m−1 : Hk,m−1 → Ad uma função

analiticamente mensurável que realiza (4.21). Afirmamos que

F k,m
m−1(Ξk,gk

m−1(Akm−1)) = ess sup
φk∈Uk,mm−1

E
[
ξ(Xk,uk⊗m−1φk)|Gkm−1

]
q.c. (4.23)

= V k(T km−1, u
k) q.c.

e

∫
Sk
F k,m
m

(
Ξ
k,gk,Cεk,m−1
m (Akm−1, s

k
m, ĩ

k
m)
)
νkm(dskm, d̃i

k
m|Akm−1) = E

[
ξ(Xk,uk⊗m−1φ

k,ε
m−1)|Gkm−1

]
q.c.

(4.24)

no qual φk,εm−1 := Cε
k,m−1(Ξk,gk

m−1(Akm−1)) é uma composição de uma função analiticamente

mensurável e um função universalmente mensurável. Neste caso, sabe-se que Cε
k,m−1 ◦

Ξk,gk

m−1 é universalmente mensurável (veja e.g Prop 7.44 em (3)). Isto mostra que φk,εm−1

é um controle.

Neste ponto, é conveniente introduzirmos uma aplicação Ξk,gk,zk

j (sk1, ĩ
k
1, . . . , s

k
j , ĩ

k
j )

pelo

(
(gk0 , s

k
1, ĩ

k
1), . . . , (gkj−2(sk1, ĩ

k
1, . . . , s

k
j−2, ĩ

k
j−2), skj−1, ĩ

k
j−1), (zkj−1(sk1, ĩ

k
1, . . . , s

k
j−1, ĩ

k
j−1), skj , ĩ

k
j )
)

(4.25)

no qual j = m, . . . , 1. A afirmação (4.24) é uma aplicação direta de (4.17) o que

também segue
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V k(T km−1, u
k) = ess sup

zk∈Uk,mm−1

∫
Sk
F k,m
m

(
Ξk,gk,zk

m (Akm−1, s
k
m, ĩ

k
m)
)
νkm(dskm, d̃i

k
m|Akm−1) q.c.

(4.26)

Claramente,

F k,m
m−1(Ξk,gk

m−1(Akm−1)) ≥
∫
Sk
F k,m
m

(
Ξk,gk,zk

m (Akm−1, s
k
m, ĩ

k
m)
)
νkm(dskm, d̃i

k
m|Akm−1) (4.27)

para todo zk : Sm−1
k → Ad função universalmente mensurável. Consideramos os elemen-

tos akm−1 como uma constante como um controle da forma zk(bkm−1) = akm−1; bkm−1 ∈
Sm−1
k , também temos que

ess sup
zk∈Uk,mm−1

∫
Sk
F k,mm

(
Ξk,g

k,zk

m (Akm−1, s
k
m, ĩ

k
m)
)
νkm(dskm, d̃i

k
m|Akm−1) ≥

∫
Sk
F k,mm

(
Ξk,g

k

m−1(Akm−1), akm−1, s
k
m, ĩ

k
m

)
(4.28)

× νkm(dskm, dĩ
k
m|Akm−1) q.c.

para todo akm−1 ∈ Ad. Resumindo de (4.26), (4.27) e (4.28), conclúımos que (4.23)

segue. Pela composição F k,m
m−1 com Ξk,gk

m−1(Akm−1) em (4.21) e usando (4.23) e (4.24),

conclúımos que (4.22) segue verdadeiramente.

Agora somos capazes de iterar o argumento da seguinte maneira. A partir de

(4.20) e um argumento backward, somos capazes de definir uma sequência de funções

F k,m
` : Hk,` → R

F k,m
` (ok,`) := sup

ak`∈Ad

∫
Sk
F k,m
`+1 (ok,`, ak` , s

k
`+1, ĩ

k
`+1)νk`+1(dsk`+1, d̃i

k
`+1|bk` )

para ok,` ∈ Hk,` e ` = m− 1, . . . , 1. A função inicial é apenas um número

F k,m
0 := sup

ak0∈Ad

∫
Sk
F k,m

1 (ak0, s
k
1, ĩ

k
1)Pk1(dsk`+1, d̃i

k
1)

Lema 4.2.5. Para cada j = m− 1, . . . , 1, a aplicação

(ok,j, akj ) 7→
∫
Sk
F k,m
j+1 (ok,j, akj , s

k
j+1, ĩ

k
j+1)νkj+1(dskj+1, d̃i

k
j+1|bkj )
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é semi-anaĺıtica superior de Hk,j × Ad to R.

Demonstração: Usando os mesmos argumentos da demonstração do Lema 4.2.2

aplicando aqui. Omitiremos os detalhes.

Proposição 4.2.1. A função F k,m
j : Hk,j → R é semi-anaĺıtica superior para cada

j = m − 1, . . . , 1. Além disso, para todo ε > 0, existe uma função analiticamente

mensurável Cε
k,j : Hk,j → Ad tal que

F k,m
j (ok,j) ≤

∫
Sk
F k,m
j+1

(
ok,j, Cε

k,j(o
k,j), skj+1, ĩ

k
j+1

)
νkj+1(dskj+1, d̃i

k
j+1|bkj ) + ε (4.29)

para todo ok,j ∈ Hk,j no qual j = m− 1, . . . , 1.

Demonstração: De (4.20), a seguinte estimativa é verdadeira

sup
ok,j∈Hk,j

|F k,m
j (ok,j)| ≤ sup

η∈D([0,T ];Rq)
|ξ(η)| < +∞ (4.30)

para todo j = m−1, . . . , 1. Agora, apenas repetimos os argumentos da prova do Lema

4.2.3. Fixamos j = m− 1, . . . , 1. O fato que F k,m
j é semi-anaĺıtica superior a partir do

Prop 7.47 em (3) e Lema 4.2.5 o qual diz a aplicação dada por

f(ok,j, akj ) =

∫
Sk
F k,m
j+1

(
ok,j, akj , s

k
j+1, ĩ

k
j+1

)
νkj+1(dskj+1, d̃i

k
j+1|bkj )

é semi-anaĺıtica superior. Além do mais, por construção Hk,j × Ad é um conjunto de

Borel. Seja

F k,m
j (ok,j) = sup

akj∈Ad
f(ok,j, akj )

O limite (4.30) e Prop 7.50 em (3) segue a existência de uma função analiticamente

mensurável Cε
k,j : Hk,j → Ad tal que

f
(
ok,j, Cε

k,j(o
k,j)
)
≥ F k,m

j (ok,j)− ε

para todo ok,j ∈ {F k,m
j < +∞} = Hk,j.

Proposição 4.2.2. Por construção,
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V k(T kj , u
k) = F k,m

j (Ξk,gk

j (Akj )) q.c. (4.31)

para j = m−1, . . . , 1. Além disso, para todo ε > 0, existe um controle uk,εj definido por

uk,εj := Cε
k,j(Ξ

k,gk

j (Akj )); j = m− 1, . . . , 0 (4.32)

o qual realiza

V k(T kj , u
k) ≤ E

[
V k(T kj+1, u

k ⊗j uk,εj )|Gkj
]

+ ε q.c. (4.33)

para todo j = m− 1, . . . , 0.

Demonstração: Temos que para j = m − 1 é verdadeiro (4.22) e (4.23) no Lema

4.2.4. Procedendo por indução de forma que é suficiente verificar para j = m − 2.

Segue da programação dinâmica

V k(T km−2, u
k) = ess sup

θkm−2∈U
k,m−2
m−2

E
[
V k
(
T km−1, u

k,m−3 ⊗m−2 θ
k
m−2

)
|Gkm−2

]
q.c.

Em particular, identidade (4.23) no Lema 4.2.4 e um calculo similar é feito para provar

o Lema 4.2.1 segue

E
[
V k
(
T km−1, u

k,m−3 ⊗m−2 θ
k
m−2

)
|Gkm−2

]
=

∫
Sk
F k,mm−1

(
Ξk,g

k,zk

m−1 (Akm−2, s
k
m−1, ĩ

k
m−1)

)
× νkm−1(dskm−1, d̃i

k
m−1|Akm−2)

no qual zk é uma função universalmente mensurável em Sm−2
k associado para θkm−2 ∈

Uk,m−2
m−2 . Então, um argumento similar é feito (4.23) segue

V k(T km−2, u
k) = ess sup

zk∈Uk,m−2
m−2

∫
Sk
F k,mm−1

(
Ξk,g

k,zk

m−1 (Akm−2, s
k
m−1, ĩ

k
m−1)

)
νkm−1(dskm−1, dĩ

k
m−1|Akm−2)

= F k,mm−2(Ξk,g
k
(Akm−2)) q.c.

Isto mostra (4.31). Pela composição F k,m
m−2 com Ξk,gk

m−2(Akm−2) na desigualdade (4.29) em

Proposição 4.2.1 chegamos em (4.32) e (4.33) portanto é válido para j = m− 2. Pelo

procedimento backwards, conclúımos (4.32) e (4.33) verdadeiro j = m−1,m−2, . . . , 1.

Para j = 0, o argumento é mais simples. Para ε > 0, existe ak,ε0 ∈ Ad tal que

F k,m
0 − ε ≤

∫
Sk
F k,m

1 (ak,ε0 , sk1, ĩ
k
1)Pk1(dsk1, d̃i

k
1)
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Definimos uk,ε0 := ak,ε0 . Neste caso, E[V k(T k1 , u
k,ε
0 )] =

∫
Sk
F k,m

1 (ak,ε0 , sk1, ĩ
k
1)Pk1(dsk1, d̃i

k
1) e

F k,m
0 = V k(T k0 , u

k). O que conclúı a prova.

Agora estamos aptos a apresentar uma construção fact́ıvel de um controle ε-ótimo

a ńıvel discreto.

Proposição 4.2.3. Para todo ε > 0 e k ≥ 1, existe um controle φ∗,k,ε ∈ Uk,e(k,T )
0 tal

que

sup
uk∈Uk,e(k,T )

0

E
[
ξ(Xk,uk)

]
≤ E

[
ξ(Xk,φ∗,k,ε)

]
+ ε. (4.34)

Demonstração: Fixe ε > 0 e seja ηk(ε) = ε
e(k,T )

. O candidato para um controle

ε-ótimo é

φ∗,k,ε = (u
k,ηk(ε)
0 , u

k,ηk(ε)
1 , . . . , u

k,ηk(ε)
e(k,T )−1).

no qual u
k,ηk(ε)
i ; i = e(k, T1, . . . , 0) é constrúıdo via (4.32). Vamos verificar que de fato

φ∗,k,ε é um controle ε-ótimo. A partir (4.33), sabemos que

sup
uk∈Uk,e(k,T )

0

E
[
ξ(Xk,uk)

]
≤ E

[
V k(T k1 , u

k,ηk(ε)
0 )

]
+ ηk(ε) (4.35)

e

V k(T k1 , u
k,ηk(ε)
0 ) ≤ E

[
V k(T k2 , u

k,ηk(ε)
0 ⊗1 u

k,ηk(ε)
1 )|Gk1

]
+ ηk(ε) q.c. (4.36)

Das desigualdades (4.35) e (4.36) segue

sup
uk∈Uk,e(k,T )

0

E
[
ξ(Xk,uk)

]
≤ E

[
V k(T k2 , u

k,ηk(ε)
0 ⊗1 u

k,ηk(ε)
1 )

]
+ 2ηk(ε) (4.37)

no qual (4.33)

V k(T kj , u
k,ηk(ε)
0 ⊗1 u

k,ηk(ε)
1 ⊗2 . . .⊗j−1 u

k,ηk(ε)
j−1 ) ≤ E

[
V k(T kj+1, u

k,ηk(ε)
0 ⊗1 u

k,ηk(ε)
1 ⊗ . . .⊗j uk,ηk(ε)

j )|Gkj
]

+ ηk(ε)

(4.38)

q.c. para j = 1, . . . , e(k, T ) − 1. Ao iterar o argumento a partir de (4.37) e usando

(4.38), conclúımos (4.34).
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A proposição 4.2.3 fornece um método viável para a obtenção de controles ε-ótimo.

Na verdade, é posśıvel recuperar as funções controle Cε
k,j na Proposição 4.2.1 por meio

do argumento de dimensão finita baseado nas técnicas padrões de otimização. Em

problemas de controle quadráticos, pode-se efetivamente obter tais funções por meio

de técnicas de rotina. Em problemas mais sofisticados, o método baseia-se numa análise

numérica baseada nas probabilidade de transição νkn.

4.3 Equação de Hamilton-Jacobi-Bellman em uma es-

trutura discreta

Vamos agora ilustrar que o prinćıpio da programação dinâmica dado pela Proposi-

ção 3.4.1, pode ser escrito em termos de um procedimento de otimização baseado no

operador (4.15) que desempenha o papel de um Hamiltoniano. Na equação da progra-

mação dinâmica abaixo, existem várias concatenações de diferentes controles em cada

passo do tempo. Então, se (Zk) é um processo controlado associado a V , definimos

Zk,(n)(·, uk,n−1 ⊗n θkn) := Zk
(
·, (uk0, . . . , ukn−1, θ

k
n, . . . , θ

k
n)
)

para 0 ≤ n ≤ e(k, T )− 1. Por construção,

Zk,(n)(t, uk,n−1 ⊗n θkn) = Zk,(n)(T kn+1, u
k,n−1 ⊗n θkn)

para todo t ≥ T kn+1, i.e., é parado depois do tempo de parada T kn+1.

Para Zk, escrevemos (Zk,(n) para 0 ≤ n ≤ e(k, T )−1. Para cada n = 0, . . . , e(k, T )−
1, Zk,(n)(·, uk,n−1 ⊗n θkn) é um elemento de OT (Fk) e portanto podemos aplicar a de-

composição (4.11) para obter

Zk,(n)(t, uk,n−1⊗nθkn) = Zk,(n)(0, uk,n−1⊗nθkn)+
d∑
j=1

∮ t

0

DXn,k,jZk,(n)(s, uk,n−1⊗nθkn)dAk,j(s)

+
d∑
j=1

∫ t

0

UXn,k,jZk,(n)(s, uk,n−1 ⊗n θkn)ds

para 0 ≤ t ≤ T . Seguindo os argumentos para descrever (4.10), temos
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DXn,k,jZk,(n)(s, uk,n−1 ⊗n θkn)(s) =
∞∑
`=1

DXn,k,jZk,(n)(s, uk,n−1 ⊗n θkn)1{Tk` ≤s<Tk`+1}

no qual

DXn,k,jZk,(n)(s, uk,n−1 ⊗n θkn) =
∞∑
r=1

∆Zk,(n)(T k,jr , uk,n−1 ⊗n θkn)

∆Ak,j(T k,jr )
1{Tk,jr =s}

e

UXn,k,jZk,(n)(s, uk,n−1 ⊗n θkn) = UXn,k,jZk,(n)(s, uk,n−1 ⊗n θkn)
d〈Ak,j〉
ds

no qual

d∑
j=1

UXn,k,jZk,(n)(T kn+1, u
k,n−1⊗n θkn) = E

[
∆Zk(T kn+1, u

k,n−1 ⊗n θkn)

ε2k

∣∣∣Gkn+1−

]
q.c. (4.39)

Proposição 4.3.1. Para um processo controlado (Xk)k≥1, o processo valor associado

uk 7→ V k(·, uk) é uma única aplicação de U
k,e(k,T )
0 para OT (Fk) o qual satisfaz

ess sup
θkn∈U

k,n+1
n

E

[
d∑
j=1

UXn,k,jV k(T kn+1, u
k,n−1 ⊗n θkn)

∣∣∣Gkn
]

= 0 q.c; 0 ≤ n ≤ e(k, T )− 1

(4.40)

para qualquer uk ∈ Uk,e(k,T )
0 com condição final dada por V k(T ke(k,T ), u

k) = ξXk(uk) q.c.

Demonstração: É uma aplicação imediata da Proposição 3.4.1. Equação (3.21) é

equivalente para (4.40) devido a (4.39).

Os resultados presentes na Seção 4.2 combinado com a Proposição 4.3.1 nos permite

formular os seguintes resultados que resumem os aspectos trajetória a trajetória da

nossa metodologia baseada no operador (4.15).

Corolário 4.3.1. Para um funcional dado γke(k,T ) : Hk,e(k,T ) → R satisfazendo (4.4), o

funcional (F k
n )

e(k,T )
n=0 associado com V k é a única solução
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sup
akn∈A

U F k
n (okn, a

k
n) = 0; n = e(k, T )− 1, . . . , 0, (4.41)

F k
e(k,T )(o

k
e(k,T )) = ξ

(
γke(k,T )(o

k,e(k,T ))
)
; ok,e(k,T ) ∈ Hk,e(k,T ),

no qual

U F k
n (okn, a

k
n) =

∫
Sk

F k
n+1(okn, a

k
n, s

k
n+1, ĩ

k
n+1)− F k

n (okn)

ε2k
νkn+1(dskn+1d̃i

k
n+1|bkn);

para okn ∈ Hn
k , a

k
n ∈ A. Pela composição com o estado de rúıdo, Proposição 4.3.1 pode

ser reescrito como

sup
akn∈A

U F k
n (Ξk,gk

n (Akn), akn) = 0; n = e(k, T )− 1, . . . , 0,

F k
e(k,T )(Ξ

k,gk

e(k,T )(A
k
e(k,T ))) = ξ

(
γke(k,T )(Ξ

k,gk

e(k,T )(A
k
e(k,T )))

)
q.c,

para todo controle (ukn)
e(k,T )−1
n=0 associado a sequência de função universalmente mensu-

rável (gk` )
e(k,T )−1
`=0 .

O resultado a seguir revela que o operador U desempenha o papel de um operador

do tipo Hamiltoniano.

Corolário 4.3.2. Seja (F k
n )

e(k,T )
n=0 a solução de (4.41) e assumindo a existência de uma

sequência de funções analiticamente mensuráveis Ck,n : Hk,n → A a qual realiza

U F k
n (okn, Ck,n(ok,n)) = sup

akn∈A
U F k

n (okn, a
k
n) (4.42)

para todo ok,n ∈ Hk,n;n = e(k, T ) − 1, . . . , 0. Definimos φ∗,k :=
(
uk,∗0 , . . . , uk,∗e(k,T )−1

)
non qual uk,∗n := Ck,n

(
Ξk,gk

n (Akn)
)
;n = 0, . . . , e(k, T ) − 1 para uma sequência de fun-

ções universalmente mensuráveis (gkn)
e(k,T )−1
n=0 . Então, φ∗,k é um controle ótimo para

sup
φ∈Ue(k,T )

0
E
[
ξXk(φ)

]
.

Demonstração: A demonstração deste resultado é identica a demonstração da Pro-

posição 4.2.3.



Caṕıtulo

5
Aproximações

Neste caṕıtulo, vamos nos dedicar a mostrar todas as convergências necessárias para

a nossa tese, é aqui em que se encontram os principais resultados da tese. As conver-

gências mostradas aqui são convergência do controle discretizado a qual mostramos a

convergência forte em L2(P×Leb) e que pode ser vista no Corolário 5.1.1. Mostramos

também a convergência do Euler-Maruyama (5.2.1) usando tempos aleatórios. E o

principal resultado é o Teorema 5.3.2 o qual mostra a convergência do processo valor.

5.1 Aproximação do Controle

Nesta seção, mostramos como obter controles na filtração Browniana como limites

dos elementos de U
k,e(k,T )
0 . O ponto chave é a identificação de qualquer controle u ∈ UT

0

com o martingale associado.

W (t) =
d∑
j=1

∫ t

0

uj(s)dB
j(s); 0 ≤ t ≤ T, (5.1)

no qual o controle u = (u1, . . . , ud) é identificado como o operador derivada estocás-

tica DW = (D1W, . . . ,DdW ) introduzido em Leão e Ohashi (32) e Leão, Ohashi e

Simas (45). Nesta seção, fazemos uso deste operador calculado no subconjunto dos

F-martingales tal que

57
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sup
0≤t≤T

‖DW (t)‖Rd ≤ ā q.c. (5.2)

no qual ā é a constante que descreve o espaço de ações compactos Ad. Em (32; 34), os

autores mostraram que para cada W ∈ Xā, com Xā = {W ;DW satisfaz (5.2)} existe

uma sequência de processos Fk-previśıvel a qual converge fracamente em L2(P × Leb)
para DW . Nesta seção, nós provamos a convergência forte.

Para cada W ∈ Xā, denotamos

MY,k(t) := E[W (T )|Fkt ]; Jk(t) :=
∞∑
n=1

∆MY,k(T kn )1{Tkn≤t}; 0 ≤ t ≤ T,

no qual Y = {Jk; k ≥ 1} é uma familia de processos de puro saltos. A decomposição

Fk-semimartingale é

Jk = MY,k +NY,k

no qual vamos escrever

Jk(t) =
∞∑
n=1

Jk(T kn )1{Tkn≤t<Tkn+1}; t ≥ 0,

Jk(T kn ) :=
n∑
`=1

∆MY,k(T k` );n ≥ 1.

Além do mais, NY,k é a projeção Fk-dual previśıvel de Jk o qual tem caminhos

cont́ınuos.

Lema 5.1.1. Para todo W ∈ Xā, os seguintes limites são válidos

lim
k→∞

E sup
0≤t≤T

|MY,k(t)−W (t)|p = 0 (5.3)

para todo p > 1,

lim
k→∞

[MY,k,MY,k](T ) = [W,W ](T ) (5.4)

fortemente em L1(P) e

lim
k→∞

[MY,k, Ak,j](t) = [W,Bj](t) (5.5)

fracamente em L1(P) para todo t ∈ [0, T ] e 1 ≤ j ≤ d.



CAPÍTULO 5. APROXIMAÇÕES 59

Demonstração: Ao longo desta prova, C é uma constante genérica a qual pode

diferir de linha para linha. No inicio, observamos que E|W (T )|p <∞ para todo p > 1 e

W ∈ Xā. Do Lema 3.1 em (45), sabemos que limk→∞ Fk = F fracamente uniformemente

em probabilidade para limk→∞M
Y,k = W . Da desigualdade de Burkholder-Davis-

Gundy e da desigualdade de Jensen segue

E[MY,k,MY,k]
p
2 (T ) ≤ CE sup

0≤t≤T
|MY,k(t)|p ≤ CE|W (T )|p

de modo que

sup
k≥1

E[MY,k,MY,k]
p
2 (T ) ≤ CE|W (T )|p <∞, p > 1 (5.6)

Lema 2.2 em (32) e (5.6) implica que (5.3) segue. Do lema 10 em (37), obtemos que

o limk→∞[MY,k,MY,k](·) = [W,W ](·) uniformemente em probabilidade então tomando

p > 2 em (5.6), conclúımos então que (5.4) segue verdadeira. Afirmamos que

lim
k→∞

[MY,k, Ak,j](·) = [W,Bj](·) (5.7)

uniformemente em probabilidade. Do Teorema 6. 22 em (25), sabemos que

E sup
0≤t≤T

|∆MY,k(s)|2 ≤ E
∞∑
n=1

|∆MY,k(T kn )|21{Tkn≤T} ≤ E|MY,k(T )|2 ≤ CE|W (T )|2

(5.8)

de modo que supk≥1 E sup0≤t≤T |∆MY,k(s)| < ∞. Portanto, aplicamos Prop. UT2 em

(37) para concluir que (5.7) segue. Fixamos t ∈ [0, T ]. Pela desigualdade de Kunita-

Watanabe e Burkholder-Davis-Gundy segue

E|[MY,k, Ak,j](t)|2 ≤ C
(
E|Bj(T )|2

)1/2 ×
(
E|W (T )|2

)1/2
(5.9)

de modo que supk≥1 E|[MY,k, Ak,j](t)|2 <∞ o que implica que {[MY,k, Ak](t); k ≥ 1} é

uniformemente integrável para todo t ∈ [0, T ]. A partir de (5.7), conclúımos então que

(5.5) segue.

Lema 5.1.2. Seja η̃k,j(t+) := min{T k,jn ; t < T k,jn } e η̃k.j(t) := max{T k,jn ;T k,jn ≤ t} para

t ∈ [0, T ]; 1 ≤ j ≤ d, k ≥ 1. Seja τ = inf{t > 0; |Y (t)| = 1} para um movimento

Browniano padrão a valores reais Y . Então, para qualquer q ≥ 1, temos que

E|η̃k,j(t+)− η̃k,j(t)|q = 2−2kqEτ q; 1 ≤ j ≤ d, 0 ≤ t ≤ T, k ≥ 1.
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Demonstração: Fixamos t ∈ [0, T ], 1 ≤ j ≤ d e q ≥ 1. Seja Nk,j(t) = max{n;T k,jn ≤
t}; t ≥ 0. Pela própria definição, η̃k,j(t+)− η̃k,j(t) = T k,j

Nk,j(t)+1
−T k,j

Nk,j(t)
. Para qualquer

m ≥ 1,

E
[
|T k,j
Nk,j(t)+1

− T k,j
Nk,j(t)

|q
∣∣Nk,j(t) = m

]
= E

[
|T k,jm+1 − T k,jm |q

∣∣Nk,j(t) = m
]

=

∫ ∞
0

xqP
[
∆T k,jm+1 ∈ dx|Nk,j(t) = m

]
=

∫ ∞
0

xqP
[
∆T k,jm+1 ∈ dx

]
(5.10)

= E|T k,jm+1 − T k,jm |q = 2−2kqEτ q,

no qual em (5.10), usamos o fato de que ∆T k,jm+1 e 1{Nk,j(t)=m} são independentes. Isto

mostra que E
[
|T k,j
Nk,j(t)+1

− T k,j
Nk,j(t)

|q
∣∣Nk,j(t)

]
= 2−2kqEτ q o que nos permite concluir a

demonstração.

Na sequência, observe que (veja (34)) o operador

DY,k,jW :=
∞∑
`=1

DY,k,jW (T k` )1{Tk` ≤t<Tk`+1}

no qual

DY,k,jW :=
∆MY,k(T k,j` )

∆Ak,j(T k,j` )
1[[Tk,j` ,Tk,j` ]].

Lema 5.1.3. Para qualquer W ∈ Xā, temos que

lim
k→∞

DY,k,jW = DjW fracamente em L2(P× Leb) (5.11)

para cada 1 ≤ j ≤ d.
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Demonstração: Do Lema 5.1.1, temos EY,2(W ) <∞ e 〈W,Bj〉Y(t); 0 ≤ t ≤ T existe

para cada 1 ≤ j ≤ d. Então, a declaração acima é ligeiramente diferente da versão

Prop. 4.1 (34) no qual Y = {Jk; k ≥ 1} não é necessariamente um GAS1 para W (no

sentido de (34)). Entretanto, uma vez que estamos apenas interessado na convergência

de (5.11) o resultado segue sem assumir que {Jk; k ≥ 1} é um GAS para W . Neste

caso, a existência do limite (5.11) é uma consequência imediata do Lema 5.1.1 e Lemas

3.6, 3.7 e Passo 1 na prova do Teorema 6.1 em (34). O fato de que

lim
k→∞

DY,k,jW = DjW

segue que (5.5) e representação martingale.

Agora podemos definir a aproximação para um determinado controle u. Inicial-

mente, consideramos a versão previśıvel de DY,k,jW como segue

DY,k,jW (t) := DY,k,jW (t−); 0 ≤ t ≤ T, (5.12)

com a usual convenção que DY,k,jW (0−) = 0.

Proposição 5.1.1. Para cada W ∈ Xā associado a um controle DW = (D1W, . . . ,DdW )

satisfazendo (5.2), temos para cada 1 ≤ j ≤ d,

lim
k→∞

DY,k,jW = DjW fortemente em L2(P× Leb). (5.13)

Demonstração: Pela própria definição,

E[MY,k,MY,k](T ) = E
∫ T

0

∥∥DY,kW (s)
∥∥2

Rdds

(5.14)

+

p∑
j=1

E
∞∑
n=0

|∆MY,k(T k,jn )|222k(T k,jn+1 − T )1{Tk,jn ≤T<Tk,jn+1}

Para ε > 0,

1GAS: Sigla para Good Approximation Sequence. Uma familia Y = {Xk, k ≥ 1} em B2 é chamada
de GAS para um funcional de Wiener X, se para cada k ≥ 1, Xk é um càdlàg Fk-adaptado admitindo
a representação Xk(t) =

∑∞
n=0X

k(T kn )1{Tk
n<t<T

k
n+1} para t ≥ 0 e limn→∞Xk = X fracamente em

B2(F).
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|MY,k(t)−MY,k(t− ε)| ≤ |MY,k(t)−W (t)|+ |W (t)−W (t− ε)|+ |W (t− ε)−MY,k(t− ε)|

≤ 2 sup
0≤t≤T

|MY,k(t)−W (t)|+ |W (t)−W (t− ε)|, (5.15)

de modo que |MY,k(t)−MY,k(t−)| ≤ 2 sup0≤u≤T |MY,k(u)−W (u)| para todo k ≥ 1 e

t ∈ [0, T ].

Observe que

E
d∑
j=1

∞∑
n=0

∆MY,k(T k,jn )|2(T k,jn+1 − T )22k1{Tk,jn ≤T<Tk,jn+1}
≤

p∑
j=1

2E
[

sup
0≤u≤T

|MY,k(u)−W (u)|2

×
(
η̃k,j(T+)− η̃k,j(T )

)
22k
]

≤
d∑
j=1

222k
(
E sup

0≤u≤T
|MY,k(u)−W (u)|4

)1/2

×
(
E|η̃k,j(T+)− η̃k,j(T )|2

)1/2

≤ pC2
(
E sup

0≤u≤T
|MY,k(u)−W (u)|4

)1/2

→ 0 quando k →∞.
(5.16)

a partir (5.4) no Lema 5.1.1, (5.14) e (5.14), temos que

lim
k→∞

E
∫ T

0

∥∥DY,kW (s)
∥∥2

Rdds = E
∫ T

0

∥∥DW (s)
∥∥2

Rdds = E[W,W ](T )

então, aplicando o Teorema de Radon-Riesz conclúımos que limk→∞DY,kW = DW
fortemente em L2(P×Leb). Desde que DY,kW = DY,kW para P×Leb-q.c, então temos

que limk→∞DY,kW = DW fortemente em L2(P× Leb).

O conjunto {DY,kW ; k ≥ 1} é uma sequência de processos Fk-previśıvel constantes

o qual converge para DW em L2(P × Leb) para cada W ∈ Xā. Entretanto, DY,kW

pode não pertencer a Uk,T
0 por que pode não ser limitado por ā. Resta-nos mostrar

que DY,kW permite construir uma sequência de processo previśıvel Fk constante por

partes uk o qual converge e é limitado pela constante ā, a qual mostramos no corolário

5.1.1
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Corolário 5.1.1. Dado uk ∈ Uk,T
0 , tal que uk → u quando k → +∞. Então podemos

obter uma “versão”de uk, a qual denotaremos por ūk tal que sup0≤t≤T ‖ūk‖Rd ≤ ā q.c.

para todo k ≥ 1 e ūk → u em L2(P× Leb) quando k → +∞.

Demonstração: Na sequência, C é uma constante que pode diferir de linha para

linha. Para um dado u ∈ UT
0 , vamos associar

W (·) =
d∑
j=1

∫ ·
0

uj(s)dBj(s).

A partir da Proposição 5.1.1, sabemos que

lim
k→∞

DY,k,jW = uj fortemente em L2(P× Leb)

para cada 1 ≤ j ≤ d. Entretanto, isto não garante que DY,k,jW é essencialmente limi-

tada pela constante ā. Para simplificar a notação, denotamos uk,j(t) = DY,k,jW (t); 0 ≤
t ≤ T ; j = 1, . . . , d. Assumimos (se necessário) que limk→+∞ u

k,j = uj q.c. com respeito

a P× Leb. Fixamos j = 1, . . . , d, e definimos

uk,j := uk,j1Ecj (k) + ā1Ej(k)∩Hj(k) − ā1Ej(k)∩Hc
j (k) (5.17)

no qual Ej(k) := {(ω, t); |uk,j(ω, t)| > ā} e Hj(k) := {uk,j > 0}. Desde que, uk,j é

Fk-previśıvel, então o processo 1Ecj (k), 1Ej(k)∩Hj(k) e 1Ej(k)∩Hc
j (k) são Fk-previśıvel então

uk,j é Fk-previśıvel também. Pelo Teorema 5.55 é (25), o fato que uk,j é constante por

partes e Gkn = Fk
Tkn

q.c, podemos escolher (se necessário) a versão de uk,j de tal forma

que uk,j(T kn+1) é Gkn-mensurável para cada n ≥ 0. Portanto, uk,j ∈ Uk
0 ; k ≥ 1. Agora,

E
∫ T

0

|uk,j(s)− uj(s)|2ds ≤ CE
∫ T

0

∣∣(uk,j(t)− uj(t))1Ecj (k)

∣∣2dt
+ CE

∫ T

0

∣∣(uk,j(t)− uj(t))1Ej(k)∩Hj(k)

∣∣2dt
+ CE

∫ T

0

∣∣(uk,j(t)− uj(t))1Ej(k)∩Hc
j (k)

∣∣2dt
≤ CE

∫ T

0

∣∣uk,j(t)− uj(t)∣∣2dt
+ C

∫
Ej(k)∩Hj(k)

∣∣(ā− uj(t))∣∣2d(P× Leb)

+ C

∫
Ej(k)∩Hc

j (k)

∣∣(−ā− uj(t))∣∣2d(P× Leb); k ≥ 1.
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Neste ponto observamos que converge limk→+∞ u
k,j = uj P × Leb-quase certamente o

que implica que

lim
k→+∞

1Ej(k)∩Hj(k) = 1{
|uj |≥ā,uj≥0

} P× Leb− a.s (5.18)

e

lim
k→+∞

1Ej(k)∩Hc
j (k) = 1{

|uj |≥ā,uj≤0
} P× Leb− a.s (5.19)

Portanto, para (5.18), (5.18) e (5.19), temos que

lim
k→+∞

E
∫ T

0

|uk,j(s)− uj(s)|2ds ≤ C

∫{
|uj |≥ā,uj≥0

} ∣∣(ā− uj(t))∣∣2d(P× Leb)

+ C

∫{
|uj |≥ā,uj≤0

} ∣∣(−ā− uj(t))∣∣2d(P× Leb) = 0(5.20)

no qual (5.20) segue por que sup0≤t≤T |uj(t)| ≤ ā q.c. O que conclúı a demonstração.

Denotamos

t̄kj :=
∞∑
n=1

T k,jn−11{Tk,jn−1≤t<T
k,j
n }, t ≥ 0

e uk =
(
DY,k,1W, . . . ,DY,k,dW

)
.

Proposição 5.1.2. Se uk → u em L2(P× Leb) como k → +∞, então

lim
k→+∞

d∑
j=1

E
∫ T

0

‖uk(s̄kj )− u(s)‖2
Rdds = 0 (5.21)

Além disso, se {uk; k ≥ 1} é uma sequência de controles, é verdade que

lim
k→+∞

d∑
j=1

E
∫ T

0

‖uk(s̄kj )− uk(s)‖2
Rdds = 0. (5.22)

Demonstração: Sem perda de generalidade, consideramos T = 1 and d = 2 tal que

dd22kT e = 22k+1. Por um momento tome j = 1. Denotamos Gk,1
n−1 := min{T k` ;T k` >

T k,1n−1};n ≥ 1. Em primeiro lugar, observamos que podemos supor que uk salta em

todos os tempos de parada (T kn )k,n≥1. Observamos que
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Dk
1 :=

{
(ω, s) ∈ [[0, T k,1

22k∧1]];uk
(
ω, s̄k1(ω)

)
= uk

(
ω, s
)}

=
22k⋃
n=1

{
(ω, s);T k,1n−1(ω) ≤ s < Gk,1

n−1(ω)
}

(5.23)

⊂
[[

0, 1 ∧ T k,1
22k

]]
Lembre-se que usamos a notação

[[
0, 1∧ T k,1

22k

]]
= {(ω, t); 0 ≤ t ≤ 1∧ T k,1

22k (ω)}. Então,

1Dk1 ≤ 1[[
0,Tk,1

22k∧1
]] q.c. − P× Leb,

para todo k ≥ 1. Desde que T k,1
22k ∧ 1→ 1 q.c., então

lim sup
k→+∞

1Dk1 ≤ 1Ω×[0,1] q.c. − P× Leb, (5.24)

Afirmamos que qualquer (ω, t) ∈ Ω× (0, 1) pertence a Dk
1 para infinitos k ≥ 1 com

uma posśıvel exceção para um número finito deles. De fato, é sabido que (Koshnevisan

(30))

max
1≤j≤2

sup
0≤s≤1

|T k,jd22kse − s| → 0 (5.25)

permanece verdade q.c. no conjunto Ω∗. Fixamos (ω, t) ∈ Ω∗×(0, 1) no qual P(Ω∗) = 1.

Tomamos uma sequência de números positivos {rn;n ≥ 1} tal que rn < t e rn ↑ t
quando n→ +∞. Escrevendo

|T k,1d22krne(ω)− t| ≤ |T k,1d22krne(ω)− rn|+ |rn − t|

e utilizando a convergência fundamental de (5.25), observamos que para ε, η > 0 com

ε− η > 0, existe k0(ω, ε, η) tal que

t− (ε− η) < T k,1d22krne(ω) < t+ (ε− η)

para todo k ≥ k0(ω, ε, η) e para todo n ≥ N suficientemente grande no qual N não

depende de k e ω. Agora, observe a seguinte propriedade:

lim
n→+∞

lim
k→+∞

T k,1d22k(rn+ε)e(ω) = t+ ε =⇒ lim
n→+∞

lim
k→+∞

Gk,1
d22k(rn+ε)e(ω) = t+ ε

tal que
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(t+ ε)− η < Gk,1
d22k(rn+ε)e(ω) < (t+ ε) + η

para todo k ≥ k0(ω, ε, η) e para todo n ≥ N . Portanto,

T k,1d22krne(ω) < t+ (ε− η) < Gk,1
d22k(rn+ε)e(ω) (5.26)

para todo k ≥ k0(ω, ε, η) e para todo n ≥ N . Desde que limn→+∞ limk→+∞ T
k,1
d22krne(ω) =

t, podemos assumir(tomando uma subsequência se necessário) que

T k,1d22krne(ω) < t (5.27)

para todo k ≥ k0(ω, ε, η) e para todo n ≥ N . De (5.26) e (5.27), então temos que

T k,1d22krne(ω) < t < Gk,1
d22k(rn+ε)e(ω) (5.28)

para todo k ≥ k0(ω, ε, η) e para todo n ≥ N . Isto mostra que

Ω× [0, 1] = lim inf
k→+∞

Dk
1 q.c. P× Leb (5.29)

resumindo (5.24), conclúımos que

lim
k→∞

1Dk1 = 1Ω×[0,1] q.c. P× Leb. (5.30)

Agora, observe que

E
∫ 1

0

‖uk(s̄k1)−uk(s)‖2
R2ds = E

∫ 1∧Tk
22k

0

‖uk(s̄k1)−uk(s)‖2
R2ds+E

∫ 1

Tk
22k∧1

‖uk(s̄k1)−uk(s)‖2
R2ds

Obviamente, E
∫ 1

Tk,1
22k∧1

‖uk(s̄k1) − uk(s)‖2
R2ds ≤ ā2E|T k,1

22k ∧ 1 − 1| → 0. Além disso, por

(5.23) e usando (5.30) juntamente com o teorema da convergência limitada, conclúımos

que
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E
∫ 1∧Tk

22k

0

‖uk(s̄k1)− uk(s)‖2
R2ds ≤ E

∫ 1∧Tk
22k

0

‖uk(s̄k1)− uk(s)‖2
R2

(
1Ω×[0,1] − 1Dk1

)
ds

+ E
∫ 1∧Tk

22k

0

‖uk(s̄k1)− uk(s)‖2
R21Dk1ds

= E
∫ 1∧Tk

22k

0

‖uk(s̄k1)− uk(s)‖2
R2

(
1Ω×[0,1] − 1Dk1

)
ds

≤ ā2E
∫ 1

0

(
1Ω×[0,1] − 1Dk1

)
ds→ 0 quando k → +∞.

Isto significa que (5.22) segue. Aplicando a desigualdade triangular, também vemos

que (5.21) é verdadeiro.

Observação 5.1.3. A convergência (5.21) é importante para mostrarmos a convergên-

cia do processo valor. A convergência (5.22) é importante para provar que o controle

ε-ótimo u∗,k constrúıdo para cada k é um controle ε-ótimo para o problema original,

nomeadamente

E
[
ξ(Xu∗,k)

]
≥ sup

η∈UT0

E
[
ξ(Xη)

]
− ε

para todo k ≥ 1 suficientemente grande.

Teorema 5.1.1. O subconjunto
⋃
k≥1 U

k,e(k,T )
0 é denso em UT

0 .

Demonstração: Para um u ∈ UT
0 dado, seja W (·) =

∑d
j=1

∫ ·
0
uj(s)dBj(s). Da

proposição 5.1.1, sabemos que limk→∞DY,k,jW = uj fortemente em L2(P×Leb) para

cada 1 ≤ j ≤ d e pelo corolário 5.1.1 temos que existe uma ”versão”limitada por ā e

portanto o resultado segue.

5.2 Aproximação do Euler-Maruyama controlado

Essa seção é dedicada a mostrar que um problema de controle dependentes da

trajetória satisfaz as hipóteses necessárias de modo que podemos aplicar a Proposição

4.2.3. Considere o processo de estados é uma EDE q-dimensional controlada.
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dXu(t) = α(t,Xu
t , u(t))dt+ σ(t,Xu

t , u(t))dB(t); 0 ≤ t ≤ T, (5.31)

com uma dada condição inicial Xu(0) = x ∈ Rq. Recordando a notação

ωt = ω(t ∧ ·);ω ∈ D([0, T ];Rq)

de modo que X é uma EDE que depende da trajetória. Definimos

ΛT := {(t, ωt); t ∈ [0, T ];ω ∈ D([0, T ];Rq)}

e denotamos o conjunto com a métrica

d1/2((t, ω); (t′, ω′)) := sup
0≤u≤T

‖ω(u ∧ t)− ω′(u ∧ t′)‖Rq + |t− t′|1/2.

Então, (ΛT , d) é um espaço métrico completo equipado com σ-algebra de Borel. Para

encurtar a notação definimos ‖ω‖∞ := sup0≤u≤T ‖ω(u)‖Rq para ω ∈ D([0, T ];Rq). Os

coeficientes da EDE satisfazem a seguintes condições de regularidade:

Afirmação I: As aplicações α : ΛT × Ad → Rq e σ : ΛT × Ad → Rq×d são Lipschitz

cont́ınua, i.e., existe um parte de constantes KLip = (K1,Lip, K2,Lip) tal que

‖α(t, ω, a)− α(t′, ω′, b)‖Rq + ‖σ(t, ω, a)− σ(t′, ω′, b)‖Rq×d ≤ K1,Lipd1/2

(
(t, ω); (t′, ω′)

)
+K2,Lip‖a− b‖Rd

para todo t, t′ ∈ [0, T ] e ω, ω′ ∈ D([0, T ];Rq) e a, b ∈ Ad. Podemos facilmente verificar

por argumentos da EDE (5.31) admite solução forte tal que

sup
u∈UT0

E sup
0≤t≤T

‖Xu(t)‖2p
Rq ≤ C(1 + ‖x0‖2p

Rq) exp(CT ) (5.32)

no qual X(0) = x0, C é uma constante dependendo de T > 0, p ≥ 1, KLip e do conjunto

compacto Ad.

Vamos mostrar que o processo Xk satisfaz as (5.59) e (5.61) dadas no Teorema 5.3.1

e no Corolário 5.3.1, respectivamente.

Lembramos que pelo exemplo 4.1.1, temos que

Xk,uk(t) = Xk,uk(t ∧ T ke(k,T ));u
k ∈ Uk,T

0 ; 0 ≤ t ≤ T (5.33)
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no qual Xk segue (6.5). Além disso, lembramos que podemos calcular Xk,η no qual η é

um controle Browniano. Na sequência, fixamos u ∈ UT
0 , J ≥ 1 e φ ∈ UT

TkJ∧T
. Com isso

em mãos, definimos a seguinte concatenação

ηk(t) :=

{
uk(t); se 0 < t ≤ T kJ ∧ T
φ̄k(t); se T kJ ∧ T < t ≤ T

(5.34)

e

η̄k(t) :=

{
u(t); se 0 < t ≤ T kJ ∧ T
φ̄k(t); se T kJ ∧ T < t ≤ T

(5.35)

no qual

uk(t) =
∞∑
n=1

gkn−1(Akn−1)1{Tkn−1<t≤Tkn} φ
k
(t) =

∞∑
n=1

φ(T kn−1)1{Tkn−1<t≤Tkn}

Para aliviar a notação, vamos assumir que uk e φ são definidas ao longo de todo o

intervalo (0,+∞). Na sequência, considere

Sk,j,+n := min{T kp ;T kp > Sk,jn }

para cada n ≥ 1.

Fixamos (ηk, η̄k). É necessário introduzir os seguintes objetos:

t̄k :=
∞∑
n=0

T kn1{Tkn≤t<Tkn+1},

t̄kj :=
∞∑
n=1

T k,jn−11{Tk,jn−1≤t<T
k,j
n },

Σ̃ij,k,ηk(t) := 01{t=0} +
∞∑
`=1

σij
(
Sk,j` ,Xk,ηk

Sk,j`
, ηk(Sk,j,+` )

)
1{Tk`−1<t≤T

k
` }
,

e

Σij,k,ηk(t) := 01{t=0} +
∞∑
n=1

σij
(
T k,jn−1,X

k,ηk

Tk,jn−1

, ηk,cad(T k,jn−1)
)
1{Tk,jn−1<t≤T

k,j
n },

(5.36)

para 0 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ q e 1 ≤ j ≤ d.

Definimos
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X̂i,k,ηk(t) := xi0 +

∫ t

0

αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))ds+
d∑
j=1

∫ t

0

Σ̃ij,k,ηk(s)dAk,j(s) (5.37)

para 0 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ q. O diferencial dAk,j in (5.37) é interpretado como uma

integral Lebesgue-Stieljtes. Deve-se notar que

Xk,ηk(t) = Xk,ηk(t̄k) = X̂k,ηk(t̄k)

Xk,ηk

t = Xk,ηk

t̄k

(5.38)

para todo t ∈ [0, T ]. Para um 1 ≤ i ≤ q dado, a ideia é analisar

E‖Xi,k,ηk

T −X i,η̄k

T ‖
2
∞ ≤ CE‖Xi,k,ηk

T − X̂i,k,ηk

T ‖2
∞ + CE‖X̂i,k,ηk

T −X i,η̄k

T ‖
2
∞.

Lembre-se que Nk,j(t) = max{n;T k,jn ≤ t}; t ≥ 0.

Lema 5.2.1. Para todo t ≥ 0 e 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ d,

∫ t

0

Σij,k,ηk(s)dBj(s) =

∫ t

0

Σ̃ij,k,ηk(s)dAk,j(s)

+ σij
(
T k,j
Nk,j(t)

,Xk,ηk

Tk,j
Nk,j(t)

, ηk,cad(T k,j
Nk,j(t)

)
)(
Bj(t)−Bj(T k,j

Nk,j(t)
)
)
q.c.

no qual dBj é uma integral de Itô e dAk,j é uma integral de Lebesgue Stieltjes.

Lema 5.2.2. Assumindo que as Afirmações A1 e B1 são satisfeitas e que os coeficientes

das EDE (5.31) satisfazem a Afirmação I. Seja Xk,ηk , ηk ∈ U
Tk
en(k,T )

0 definido por 5.33,

então

sup
k≥1

E‖Xk,ηk

T ‖p∞ <∞ ∀p > 1.

Demonstração: Fixamos 1 ≤ i ≤ q. Em primeiro lugar, é importante notar que

∫ T

0

E‖Xi,k,ηk

s̄k ‖p∞ds <∞

para todo k ≥ 1 e p > 1. Da afirmação I, existe uma constante C tal que
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|αi(t, ω, a)|+ |σij(t, ω, a)| ≤ C(1 + ‖ωT‖∞) (5.39)

para todo (t, ω, a) ∈ [0, T ]×Ω×Ad e 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ d, no qual C depende somente

de T, α(0, 0, 0), σ(0, 0, 0) e um conjunto compacto Ad. A identidade (5.38) e Lema 5.2.1

segue

Xi,k,ηk(t) = x0 +

∫ t̄k

0

αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))ds+
d∑
j=1

∫ t̄k,j

0

Σij,k,ηk(s)dBj(s)

Escrevendo

∫ t̄k

0

αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))ds = t̄k
1

t̄k

∫ t̄k

0

α(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))ds

podemos aplicar a desigualdade de Jensen’s e (5.39) obtemos

∣∣∣∣∣
∫ t̄k

0

αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))ds

∣∣∣∣∣
p

≤ (t̄k)
p−1

∫ t̄k

0

|αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))|pds

≤ (t̄k)
p−1

∫ t̄k

0

C(1 + ‖Xk,ηk

s̄k ‖
p
∞)ds

(5.40)

Isto mostra que

E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
∫ t̄k

0

αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))ds

∣∣∣∣∣
p

≤ TC

(
1 +

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s̄k ‖
p
∞ds

)
(5.41)

da desigualdade Burkholder-Davis-Gundy e Jensen segue

E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
∫ t

0

Σij,k,ηk(s)dBj(s)

∣∣∣∣∣
p

≤ E

(∫ T

0

|Σij,k,ηk(s)|2ds

) p
2

≤ CE
∫ T

0

|Σij,k,ηk(s)|pds

(5.42)

De (5.39), também temos que

|Σij,k,ηk(s)|q ≤ C(1 + ‖Xk,ηk

s̄k,j ‖
p
∞) q.c. para todo s ∈ [0, T ]
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Assim sendo,

E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
∫ t̄k,j

0

Σij,k,ηk(s)dBj(s)

∣∣∣∣∣
p

≤ C

(
1 +

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s̄k,j ‖
p
∞ds

)
Resumindo as estimativas acima, temos

E‖Xk,ηk

T ‖p∞ ≤ C

(
1 +

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s ‖p∞ds

)
.

a desigualdade de Grownall’s nos permite concluir o resultado.

Lema 5.2.3. Para todo ηk ∈ U
Tk
en(k,T )

0 , η ∈ UT
0 e assumindo que as Afirmações A1 e

B1 são satisfeitas e que os coeficientes das EDE (5.31) satisfazem a Afirmação I, então

temos que

E‖X̂k,ηk

T −Xη
T‖

2
∞ ≤

{
E ∨∞n=1 |∆T kn |1{Tkn≤T} + E

∫ Tk
e(k,T )

∧T

0

‖ηk(s)− η(s)‖2
Rdds

+
d∑
j=1

E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s̄kj+)− η(s)‖2
Rpds+ 2−2k +

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s −Xη
s ‖2
∞ds

}
(5.43)

Demonstração: Fixamos 1 ≤ i ≤ q. Por definição temos

X̂i,k,ηk(t)−X i,η̄k(t) =

∫ t

0

[
αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))− αi(s,X η̄k

s , η̄
k(s))

]
ds

+
d∑
j=1

∫ t

0

Σ̃ij,k,ηk(s)dAk,j(s)−
d∑
j=1

∫ t

0

σij(s,X η̄k

s , η̄
k(s))dBj(s)

(5.44)

Lema 5.2.1 o que nos permite escrever
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X̂i,k,ηk(t)−X η̄k(t) =

∫ t

0

[
αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))− αi(s,X η̄k

s , η̄
k(s))

]
ds

+
d∑
j=1

∫ t

0

[
Σij,k,ηk(s)− σij(s,X η̄k

s , η̄
k(s))

]
dBj(s)

−
d∑
j=1

σij
(
T k,j
Nk,j(t)

,Xk,ηk

Tk,j
Nk,j(t)

, ηk(T k,j
Nk,j(t)

)
)(
Bj(t)−Bj(T k.j

Nk,j(t)
)
)

= Ik,i1 (t) + Ik,i2 (t) + Ik,i3 (t)

(5.45)

Analise de Ik,i1 : Afirmação I segue

∣∣∣∣∣[αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))− α(s,X η̄k

s , η̄
k(s))

]∣∣∣∣∣ ≤ C|s̄k − s|1/2

+ C sup
0≤`≤T

‖Xk,ηk(` ∧ s̄k)−X η̄k(` ∧ s)‖Rq

+ |ηk(s̄k)− η̄k(s)|.

Em outras palavras,

∣∣∣[αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , ηk(s̄k))− αi(s,X η̄k

s , η̄
k(s))

]∣∣∣ ≤ C|s̄k − s|1/2

+ C sup
0≤`≤T

‖Yk,ηk(` ∧ s)−X η̄k(` ∧ s)‖Rq

+ ‖ηk(s̄k)− η̄k(s)‖Rd .

Assim sendo,

sup
0≤t≤T

|Ik,i1 (t)|2 ≤ C ∨∞n=1 ∆T kn1{Tkn≤T} + C

∫ T

0

‖Xk,ηk

s −X η̄k

s ‖2
∞ds

+ C

∫ T

0

‖ηk(s̄k)− η̄k(s)‖2
Rdds

Temos então que
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E sup
0≤t≤T

|Ik,i1 (t)|2 ≤ C
{
E ∨∞n=1 ∆T kn1{Tkn≤T} +

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s −X η̄k

s ‖2
∞ds

+ E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s̄k)− η(s)‖2
Rpds

} (5.46)

Analise de Ik,i2 : A análise é similar. De fato, usando a desigualdade de Burkholder-

Davis-Gundy’s, temos que

E sup
0≤t≤T

|Ik,i2 (t)| ≤ C

d∑
j=1

E
∫ T

0

∣∣Σij,k,ηk(s)− σij(s,X η̄k

s , η̄
k(s))

∣∣2ds
O mesmo argumentos feito para parte do drift aplica-se aqui. Da afirmação I segue

E
∫ T

0

∣∣∣Σij,k,ηk(s)− σij(s,Xη
s , η(s))

∣∣∣2ds ≤ C

{
E ∨∞n=1 ∆T kn1{Tkn≤T}

+

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s −Xη
s ‖2
∞ds

+ E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s̄kj+)− η(s)‖2
Rpds

}
.

de modo que

E
∫ T

0

∣∣∣Σij,k,ηk(s)− σij(s,X η̄k

s , η̄
k(s))

∣∣∣2ds ≤ C

{
E ∨∞n=1 ∆T kn1{Tkn≤T}

+

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s −X η̄k

s ‖2
∞ds

+ E
∫ TkJ∧T

0

‖ηk,cad(s̄kj )− η̄k(s)‖2
Rdds

}

Isto é,
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E sup
0≤t≤T

|Ik,i2 (t)| ≤ C
{
E ∨∞n=1 ∆T kn1{Tkn≤T} +

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s −Xη
s ‖2
∞ds

+
d∑
j=1

E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s̄kj+)− η(s)‖2
Rpds

} (5.47)

Analise de Ik,i3 : A estimativa (5.39), Lema 5.2.2 e o fato que
∣∣Bj(t)−Bj(T k,j

Nk,j(t)
)
∣∣ ≤

2−k q.c. para todo t ≥ 0 segue

E sup
0≤t≤T

|Ik,i3 (t)| ≤ C2−2k

Resumindo as estimativas acima, conclúımos a demonstração.

Lema 5.2.4. Assumindo que as Afirmações A1 e B1 são satisfeitas e que os coeficientes

das EDE (5.31) satisfazem a Afirmação I. Para todo ηk ∈ U
Tk
en(k,T )

0 , temos que

E‖Xk,ηk

T − X̂k,ηk

T ‖2
∞ ≤ C

(
E
∣∣∣ ∨∞n=1 |∆T kn |1{Tkn≤T}

∣∣∣p)1/p

para qualquer p > 1.

Demonstração: A ideia é usar (5.39) e Lema 5.2.2. Sabemos que X̂k,ηk(t̄k) =

Xk,ηk(t); t ≥ 0 de modo que

|X̂i,k,ηk(t)− i,k,ηk(t)| = |X̂i,k,ηk(t)− X̂i,k,ηk(t̄k)|

≤
∫ t

t̄k

|αi(s̄k,Xk,ηk

s̄k , η(s̄k))|ds

por que
∑d

j=1

∫ t
0

Σ̃ij,k,ηk(s)dAk,j(s) =
∫ t̄k

0
Σ̃ij,k,ηk(s)dAk,j(s) q.c. para todo t ≥ 0. Assim

sendo, (5.39) segue

‖Xi,k,ηk

T − X̂i,k,ηk

T ‖2
∞ ≤ C

(
1 + ‖Xk,ηk

T ‖2
∞
)
× ∨∞n=1|∆T kn |1{Tkn≤T} q.c.

Usando o Lema 5.2.2 e a desigualdade de Holder, conclúımos então a prova.

Resumindo os Lemas, chegamos ao seguinte resultado: Existe uma constante C o

qual não depende de φ ∈ UT
J,T e k ≥ 1 tal que

E‖Xk,ηk

T −Xη
T‖

2
∞ ≤ C

{(
E| ∨∞n=1 |∆T kn |1{Tkn≤T}|

2
)1/2
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+E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s)− η(s)‖2
Rpds

d∑
j=1

E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s̄kj+)− η(s)‖2
Rpds+ 2−2k +

∫ T

0

E‖Xk,ηk

s −Xη
s ‖2
∞ds

}
,

para cada p > 1 e para todo φ ∈ UT
J,T . Usando a desigualdade de Grownall’s, então

temos que

E‖Xk,ηk

T −Xη
T‖

2
∞ ≤ (C + 1)

{(
E| ∨∞n=1 |∆T kn |1{Tkn≤T}|

2
)1/2

+E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s)− η(s)‖2
Rpds+

d∑
j=1

E
∫ Tk

e(k,T )
∧T

0

‖ηk(s̄kj+)− η(s)‖2
Rpds+ 2−2k

}
.

para todo p > 1 e para todo φ ∈ UT
J,T . Então, se denotarmos

γk =

{
E ∨∞n=1 |∆T kn |1{Tkn≤T} +

(
E| ∨∞n=1 |∆T kn |1{Tkn≤T}|

p
)1/p

+ 2−2k

}
e

ηk,j(s) := ηk(s̄kj ); s ≥ 0,

Obtemos a seguinte estimativa

E‖Xk,ηk

T −Xη
T‖

2
∞ ≤ (C + 1)

{
γk + ‖ηk − η‖2

L2(P×Leb) +
d∑
j=1

‖ηk,j − η‖2
L2(P×Leb)

}
(5.48)

para todo k ≥ 1.

Proposição 5.2.1. Assumindo que as Afirmações A1 e B1 são satisfeitas e que os

coeficientes das EDE (5.31) satisfazem a Afirmação I. Seja (ηk, η) ∈ Uk,e(k,T )
0 ×UT

0 um

par de controles arbitrários. Então, existe uma constante C > 0 a qual depende apenas

de α, σ, T e ā tal que

E‖Xk,ηk

T −Xη
T‖

2
∞ ≤ C

{
γk+

d∑
j=1

‖ηk,j−η‖2
L2(P×Leb)+‖ηk−η‖2

L2(P×Leb)+‖T−T ke(k,T )‖L2(P)

}
(5.49)

para todo k ≥ 1.

Demonstração: Por definição,
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Xk,ηk(t) = Xk,ηk(t ∧ T ke(k,T )); 0 ≤ t ≤ T,

no qual t ∧ T ke(k,T ) ≤ t ≤ T , pela desigualdade triangular

∥∥∥Xk,ηk

T −Xη
T

∥∥∥
∞
≤ C sup

0≤t≤T

∥∥Xk,ηk(t ∧ T ke(k,T ))−Xη(t ∧ T ke(k,T ))
∥∥
Rn

+ C sup
0≤t≤T

∥∥Xη(t ∧ T ke(k,T ))−Xη(t)
∥∥2

Rn .

≤ C
∥∥Xk,ηk

T −Xη
T

∥∥
∞ + C sup

0≤t≤T

∥∥Xη(t ∧ T ke(k,T ))−Xη(t)
∥∥2

Rn .

(5.50)

Portanto, a partir da estimativa (5.48), precisamos apenas estimar

E sup
0≤t≤T

∥∥Xη(t ∧ T ke(k,T ))−Xη(t)
∥∥2

Rn . (5.51)

Para 1 ≤ i ≤ n dado,

∣∣X i,η(t ∧ T ke(k,T ))−X i,η(t)
∣∣2 ≤ C

∣∣∣∣∣
∫ t

t∧Tk
e(k,T )

αi(s,Xη
s , η(s))ds

∣∣∣∣∣
2

+ C
d∑
j=1

∣∣∣∣∣
∫ t

t∧Tk
e(k,T )

σij(s,Xη
s , η(s))dBj(s)

∣∣∣∣∣
2 (5.52)

Pela desigualdade de Holder, (5.39) e (5.32), obtemos que existe uma constante C

tal que

E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
∫ t

t∧Tk
e(k,T )

αi(s,Xη
s , η(s))ds

∣∣∣∣∣
2

≤ E
(
C(1 + ‖Xη

T‖
2
∞) sup

0≤t≤T
|t− t ∧ T ke(k,T )|

)
≤ C

(
E|T − T ke(k,T )|2

)1/2

(5.53)

for every p > 1. Pela aplicação da desigualdade Burkholder-Davis-Gundy’s e pelos

mesmos argummentos acima, obtemos
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E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
∫ t

t∧Tk
e(k,T )

σij(s,Xη
s , η(s))dBj(s)

∣∣∣∣∣
2

≤ E
(
C(1 + ‖Xη

T‖
2
∞) sup

0≤t≤T
|t− t ∧ T ke(k,T )|

)
≤ C

(
E|T − T ke(k,T )|2

)1/2

O que conclúı a demonstração.

5.2.1 Exemplo: EDE controlada dirigida por um movimento Brow-

niano fracionário

Nesta seção, vamos fazer um exemplo abstrato de problema de controle, no qual o

processo considerado é uma EDE que depende da trajetória dirigida por um movimento

Browniano fracionário

BH(t) =

∫ t

0

ρH(t, s)B(s)ds; 0 ≤ t ≤ T,

no qual

ρH(t, s) := d′H

[(
H − 1

2

)
s−H−

1
2

∫ t

s

uH−
1
2 (u− s)H−

3
2du− s−H−

1
2 tH+ 1

2 (t− s)H−
3
2

]
,

no qual d′H = (H − 1/2)dH para uma constante dH e 0 < H < 1. Veja Hu (27) para

mais detalhes sobre essa representação. O problema que vamos analisar é dado por

sup
φ∈UT0

E
[
ξ(X)

]
(5.54)

com

dXu(t) = α(t,Xt, u(t))dt+ σdBH(t) (5.55)

no qual X(0) = x0 ∈ R, σ é uma constante, α é um funcional não-antecipativo sa-

tisfazendo a Afirmação (I) e 1
2
< H < 1. A propriedade path-dependence neste caso,

é muito mais sofisticada do que no caso da EDE, por que a falta da propriedade de

Markov faz com que haja distorções no movimento Browniano por ρH e no drift α.

Sob a Afirmação I, por um argumento de ponto fixo, podemos mostrar que existe

uma unica solução forte de (5.55)(ver (20)) para cada u ∈ UT
0 . Na sequência, denotamos
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Bk
H(t) :=

∫ t

0

ρH(t, s)Ak(s)ds; 0 ≤ t ≤ T.

Pelo Corolário 5.1 em (33), existe uma constante CH,T,p,λ independente de k tal que

E sup
0≤t≤T

∣∣∣BH(t)−Bk,H(t)
∣∣∣ ≤ CH,T,p,λ ε

2
(
−λ+ 1

2

)
k ; k ≥ 1 (5.56)

para todo p > 1 e λ < 1
2

satisfazendo alguma propriedade de compatibilidade. Para

obter um processo constante por partes

W k
H(t) :=

∞∑
n=0

Bk
H(T kn )1{Tkn≤t<Tkn+1}; 0 ≤ t ≤ T

e Corolário 5.1 em (33) segue

lim
k→+∞

E sup
0≤t≤T

|W k
H(t)−BH(t)| = 0.

A estrutura controlada é dada por: Seja uk ∈ Uk
0 um controle fixado definido por

gkn : Snk → R;n ≥ 0. Definimos

Xk,uk(T km) := Xk,uk(T km−1) + α
(
T km−1,X

k,uk

Tkm−1
, gkm−1(Akm−1)

)
∆T km

+ σ∆W k
H(T km);m ≥ 1,

e então

Xk,uk(t) :=
∞∑
`=0

Xk,uk(T k` )1{Tk` ≤t∧Tke(k,T )
<Tk`+1}

; 0 ≤ t ≤ T.

Proposição 5.2.2. Assumindo que 1
2
< H < 1 e α satisfazem a Afirmação I (B1).

Seja (ηk, η) ∈ Uk,e(k,T )
0 × UT

0 um par de controles arbitrários. Então, existe uma cons-

tante C a qual depende de T, α, β ∈ (0, 1), p > 1 tal que

E‖Xk,ηk

T −Xη
T ‖∞ ≤ C

{
ε2kdε−2

k T e
1−β
p +E

∫ T

0
|ηk(s)−η(s)|ds+‖T ke(k,T )−T‖L2(P)+E sup

0≤t≤T
|W k

H(t)−BH(t)|

}
(5.57)

Em particular, Xk também satisfaz (5.61). Portanto, os Teoremas 5.3.1 e 5.3.1 apli-

cado ao problema de controle (5.54).
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Demonstração: Repetindo exatamente os mesmos passos, apenas substituindo Ak

por W k
H na demonstração da Proposição 5.2 em (33) e a Proposição 5.2.1, podemos

encontrar uma constante C (dependendo de α, T e β) tal que

E‖Xk,ηk

T −Xη
T‖∞ ≤ C

{
ε2kdε−2

k T e
1−β
p +E

∫ T

0

|ηk(s)−η(s)|ds+E sup
0≤t≤T

|W k
H(t)−BH(t)|

}
(5.58)

para β ∈ (0, 1) and p > 1. A fim de estimar ‖Xk,ηk

T − Xη
T‖∞, procedemos da mesma

forma que (5.51) (com o expoente igual a 1). Precisamos apenas checar E sup0≤t≤T |BH(t)−
BH(t∧T ke(k,T ))|. Para isto, tome 1−H < β < 1/2, 0 < ε < β−1 +H. É conhecido que

(veja por exemplo a demonstração do Lema 1.17.1 in (40)) existe GT,ε,β ∈ ∩q≥1L
q(P) e

uma constante C tal que

|BH(t)−BH(s)| ≤ C|t− s|(H−ε)GT,ε,β q.c

para todo t, s ∈ [0, T ]. Portanto,

sup
0≤t≤T

|BH(t)−BH(t ∧ T ke(k,T ))| ≤ C|T − T ke(k,T )|(H−ε)GT,ε,β q.c

o que nos permite concluir a demonstração de (5.57). Desde que o sistema é dirigido

por um movimento Browniano unidimensional, então (5.57) imediatamente mostra que

Xk tem uma estrutura controlada com respeito a (5.55) satisfazendo (5.61). Neste

caso, os Teoremas 5.3.1 e 5.3.1 podem ser aplicados

5.3 Convergência do Processo Valor

A meta desta seção é provar o seguinte resultado

Teorema 5.3.1. Seja V (t, u) = ess supθ∈UTt E
[
ξX(u ⊗t θ)|Ft

]
; 0 ≤ t ≤ T um processo

valor associado a uma função custo ξ e um funcional controlado u 7→ Xu satisfazendo as

afirmações A1 e B1, respectivamente. Seja ηk 7→ V k(·, ηk) um processo valor associado

um processo Fk-controlado ηk 7→ Xk,ηk . Suponha que

E sup
0≤t≤T

‖Xk,ηk(t)−Xη(t)‖2
Rd → 0 (5.59)

quando k → +∞ sempre que limk→+∞ η
k = η em L2(P× Leb). Então,
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lim
k→+∞

∥∥∥V k(T ke(k,t), u
k)− V (t, u)

∥∥∥
L2(P)

= 0, u ∈ UT
0 , (5.60)

para cada t ∈ [0, T ] e para todo uk ∈ Uk,e(k,T )
0 tal que limk→+∞ u

k = u em L2(P×Leb).

Por causa do teorema 5.1.1, é importante notar que para qualquer controle u ∈ UT
0 ,

constrúımos uma sequência uk ∈ U
k,e(k,T )
0 tal que limk→+∞ u

k = u em L2(P × Leb).

Neste caso, conclusão (5.60) é um resultado de aproximação bastante forte para o

processo valor. Uma consequência importante do Teorema 5.3.1 é o seguinte resultado.

Corolário 5.3.1. Seja V (t, u) = ess supθ∈UTt E
[
ξX(u ⊗t θ)|Ft

]
; 0 ≤ t ≤ T o processo

valor associado a uma função custo ξ e um controle funcional u 7→ Xu satisfazendo a

Afirmação A1 e B1, respectivamente. Seja ηk 7→ V k(·, ηk) o processo valor associado

ao processo Fk-controlado ηk 7→ Xk,ηk . Assumimos que

E sup
0≤t≤T

‖Xk,ηk(t)−Xη(t)‖2
Rd → 0

quando k → +∞ sempre que limk→+∞ η
k = η in L2(P× Leb). Além disso, assumimos

que

lim
k→+∞

E sup
0≤t≤T

‖Xk,ηk(t)−Xηk(t)‖2
Rd = 0 (5.61)

para todo ηk ∈ U
k,e(k,T )
0 ; k ≥ 1. Então, (5.60) segue verdade para qualquer ε > 0, o

controle ε-ótimo u∗,k constrúıdo via V k na Proposição 4.2.3 satisfaz

E
[
ξX
(
u∗,k
)]
≥ sup

u∈UT0

E
[
ξX
(
u
)]
− ε

para todo k suficientemente grande.

Demonstração: Vamos fixar ε
3
> 0. Para cada positivo inteiro k ≥ 1, seja u∗,k,ε o

controle constrúıdo na Proposição 4.2.3, i.e.,

E
[
ξXk(u∗,k,ε)

]
≥ sup

θ∈Uk,e(k,T )
0

E
[
ξXk(θ)

]
− ε

3
; k ≥ 1. (5.62)

Do Teorema 5.3.1, sabemos que

∣∣∣ sup
θ∈Uk,e(k,T )

0

E
[
ξXk(θ)

]
− sup

v∈UT0

E
[
ξX(v)

]∣∣∣ < ε

3
(5.63)
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para todo k suficientemente grande. Usando as afirmações (5.61) e A1, também sabe-

mos que

∣∣∣E[ξXk(u∗,k,ε)
]
− E

[
ξX(u∗,k,ε)

]∣∣∣ ≤ C2E sup
0≤t≤T

‖Xk,u∗,k,ε(t)−Xu∗,k,ε(t)‖Rn <
ε

3
(5.64)

para todo k suficientemente grande. Resumindo as desigualdades (5.62), (5.63) e (5.64),

então temos que

E
[
ξX(u∗,k,ε)

]
+
ε

3
≥ E

[
ξXk(u∗,k,ε)

]
≥ sup

θ∈Uk,e(k,T )
0

E
[
ξXk(θ)

]
− ε

3
≥ sup

v∈UT0

E
[
ξX(v)

]
− 2

ε

(5.65)

para todo k suficientemente grande.

Iremos dividir a demonstração do teorema 5.3.1 em varias partes, como segue.

Lema 5.3.1. Para cada t ∈ [0, T ],

lim
k→+∞

ess sup
φ∈U

Tk
e(k,t)

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
= V (t, u)

em Lp(P) para todo p ≥ 1.

Demonstração: Usando a propriedade da mistura finita do conjunto de controle

admisśıvel, podemos facilmente mostrar que
{
E
[
ξX
(
u ⊗Tk

e(k,t)
φ
)
|FTk

e(k,t)

]
;φ ∈ UTk

e(k,t)

}
tem a propriedade de lattice de modo que

E

[
ess sup
φ∈U

Tk
e(k,t)

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FTk

e(k,t)

]∣∣∣FkTk
e(k,t)

]
= ess sup

φ∈U
Tk
e(k,t)

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
(5.66)

Em outras palavras,

E

[
V (T ke(k,t), u)

∣∣∣FkTk
e(k,t)

]
= ess sup

φ∈U
Tk
e(k,t)

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]

Vamos escrever
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ess sup
φ∈U

Tk
e(k,t)

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
= E

[
V (T ke(k,t), u)−V (t, u)

∣∣∣FkTk
e(k,t)

]
+E
[
V (t, u)

∣∣∣FkTk
e(k,t)

]

Desde que T ke(k,t → t q.c. em L1, então usaremos a convergência fraca liml→+∞ Fk =

F para afirmar que

lim
k→+∞

E
[
g|FkTk

e(k,t)

]
= E[g|Ft] (5.67)

em Lp para todo p ≥ 1 e g ∈ L∞. Além disso, a continuidade do caminho do valor

funcional e do teorema de convergência limitada segue limk→+∞ V (T ke(k,t), u) = V (t, u)

in Lp para todo p ≥ 1. Segue da desigualdade de Jensen

E
∣∣∣E[V (T ke(k,t), u)− V (t, u)

∣∣∣FkTk
e(k,t)

]∣∣∣p ≤ ∥∥∥V (T ke(k,t), u)− V (t, u)
∥∥∥p
Lp
→ 0 (5.68)

quando k → +∞. De (5.67), (5.68) e a desigualdade triangular, conclúımos a prova.

Lema 5.3.2. Se H é um subconjunto finito de U∞0 , então

∥∥∥∥∥max
φ∈H

E
[
ξX
(
u⊗t φ

)∣∣Ft]−max
φ∈H

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

→ 0

quando k → +∞.

Demonstração:∥∥∥∥∥max
φ∈H

E
[
ξX
(
u⊗t φ

)∣∣Ft]−max
φ∈H

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

≤
∑
φ∈H

∥∥∥∥∥E[ξX(u⊗t φ)∣∣Ft]− E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

≤
∑
φ∈H

∥∥∥∥∥E[ξX(u⊗t φ)∣∣Ft]− E
[
ξX
(
u⊗t φ

)∣∣FkTk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

+
∑
φ∈H

∥∥∥∥∥E[ξX(u⊗t φ)∣∣FkTke(k,t)]− E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

(5.69)

De (5.67), para cada φ ∈ H, temos
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∥∥∥∥∥E[ξX(u⊗t φ)∣∣Ft]− E
[
ξX
(
u⊗t φ

)∣∣FkTk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

→ 0

quando k → +∞. Usando a desigualdade de Jesen’s, e as propriedade de Lipschitz de

ξ e na EDE controlada (Afirmação A1 e B1), temos que

∥∥∥∥∥E[ξX(u⊗t φ)∣∣FkTke(k,t)]− E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

≤ C2E
∫ T

0
‖u⊗Tk

e(k,t)
φ− u⊗t φ‖2Rdds

→ 0 quando k → +∞,

para cada φ ∈ H, no qual C é uma constante na qual depende apenas de T . A

convergência em (5.70)é devido a T ke(k,t) → t q.c. e o fato de todos os controles são

essencialmente limitada. O que conclúı a demonstração.

Vamos fixar u ∈ U0, a sequência uk ∈ U
k,e(k,T )
0 tal que uk → u em L2(P × Leb)

quando k → +∞ (veja Teorema 5.1.1) e um processo Fk-controlado Xk satisfazendo

(5.59). Vamos introduzir alguns objetos. Existe um conjunto enumerável I ⊂ U0 tal

que

V (t, u) = sup
φ∈I

E
[
ξX(u⊗t φ)|Ft

]
q.c

Da propriedade de lattice, vamos ordenar I = {φn;n ≥ 1} de tal forma que

E
[
ξX(u⊗t φn)|Ft

]
≤ E

[
ξX(u⊗t φn+1)|Ft

]
q.c

para cada n ≥ 1 e

V (t, u) = lim
n→+∞

E
[
ξX(u⊗t φn)|Ft

]
q.c

Vamos denotar In := {φ1, . . . , φn}. Pela propriedade de restrição, para qualquer θ ∈
Uk

0 pode ser associado unicamente a um controle UTk
e(k,t)

pela restrição do intervalo

estocástico ]]T ke(k,t),+∞[[. Neste caso, obtemos

V k(T ke(k,t), u
k) = ess sup

φk∈Uk0

E
[
ξXk(uk ⊗Tk

e(k,t)
φk)|FkTk

e(k,t)

]
.

Existe um conjunto enumerável Ik,∞0 ⊂ Uk
0 tal que
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V k(T ke(k,t), u
k) = sup

φk∈Ik,∞0

E
[
ξXk(uk ⊗Tk

e(k,t)
φk)|FkTk

e(k,t)

]
q.c (5.70)

A partir da propriedade de lattice, vamos ordenar Ik,∞0 = {ηkn;n ≥ 1} de tal modo que,

para um dado k ≥ 1,

E
[
ξXk(uk ⊗Tk

e(k,t)
ηkn)|FkTk

e(k,t)

]
≤ E

[
ξX(uk ⊗Tk

e(k,t)
ηkn+1)|FkTk

e(k,t)

]
q.c. (5.71)

para cada n ≥ 1 e

V k(T ke(k,t), u
k) = lim

n→+∞
E
[
ξXk(uk ⊗Tk

e(k,t)
ηkn)|FkTk

e(k,t)

]
q.c. (5.72)

para cada k ≥ 1. Vamos denotar Uk,`,∞
0 := {ηk1 , . . . , ηk` } e ∆n,k

` := In ∪ Uk,`,∞
0 .

Lema 5.3.3. Para cada ` ≥ 1 e n suficientemente grande, temos que∥∥∥∥∥V (t, u)− max
φ∈∆n,k

`

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

→ 0

quando k → +∞.

Demonstração: Seja I∞0,k um subconjunto enumerável de U∞0 tal que

ess sup
φ∈U0

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
= sup

φ∈I∞0,k
E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
q.c

Vamos definir I∞0 := I ∪
(
∪k≥1 I∞0,k

)
. Claramente temos,

ess sup
φ∈U0

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
= sup

φ∈I∞0
E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
q.c (5.73)

e

V (t, u) = sup
φ∈I∞0

E
[
ξX
(
u⊗t φ

)∣∣Ft] q.c (5.74)

De (5.73) e Lema 5.3.1, temos que



86 CAPÍTULO 5. APROXIMAÇÕES

∥∥∥∥∥V (t, u)− sup
φ∈I∞0

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

→ 0 (5.75)

quando k → +∞. Tomamos n suficientemente grande temos que∥∥∥∥∥V (t, u)−max
φ∈In

E
[
ξX
(
u⊗t φ

)∣∣Ft]
∥∥∥∥∥
L2

→ 0 (5.76)

quando n→ +∞. Pela Lema 5.3.2, nós também temos que

∥∥∥∥∥max
φ∈In

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
−max

φ∈In
E
[
ξX
(
u⊗t φ

)∣∣Ft]
∥∥∥∥∥
L2

→ 0 (5.77)

para cada n ≥ 1. Pela desigualdade triangular, (5.76), (5.77), (5.73) e Lema 5.3.1,

existe n0(ε) tal que

∥∥∥∥∥ sup
φ∈I∞0

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
−max

φ∈In
E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

→ 0 (5.78)

quando k → +∞ para todo n ≥ n0(ε). A partir de (5.73), temos que

max
φ∈In

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]
≤ max

φ∈∆n,k
`

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]
≤ sup

φ∈I∞0
E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]
q.c

(5.79)

para todo n, k, ` ≥ 1. Agora, recordamos o fato elementar: a, b ∈ R no qual a − b ≥
0, b′ ≥ b e a − b′ ≥ 0 implica que (a − b)2 ≥ (a − b′)2. Aplicando o fato que (5.78) e

(5.79), temos que

∥∥∥∥∥ sup
φ∈I∞0

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
− max

φ∈∆n,k
`

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

→ 0

quando k → +∞ para todo n ≥ n0(ε) e para todo ` ≥ 1. Por fim, a identidade (5.73),

Lema 5.3.1 e a desigualdade triangular segue
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lim
k→+∞

∥∥∥∥∥ max
φ∈∆n,k

`

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
− V (t, u)

∥∥∥∥∥
L2

= 0

para todo n ≥ n0(ε) and ` ≥ 1. Com isso, conclúımos a prova.

Para cada elemento φj ∈ In = {φ1, . . . , φn} ⊂ UT
0 , escolhemos φkj ∈ U

k,e(k,T )
0 tal que

max
1≤j≤n

∥∥∥u⊗Tk
e(k,t)

φj − uk ⊗Tk
e(k,t)

φkj

∥∥∥
L2(P×Leb)

→ 0

quando k → +∞. Lembrando que isso é posśıvel por causa do Teorema 5.1.1. Defini-

mos Jkn := {φk1, . . . , φkn} para k ≥ 1. Para um subconjunto finito H = {h1, . . . , hp} de

U
k,e(k,T )
0 , vamos considerar In ∪H = {φ1, . . . , φn, h1, . . . , hp} e

Jkn ∪H = {φk1, . . . , φkn, h1, . . . , hp}.

Definimos ϕk(φj) := φkj ; 1 ≤ j ≤ n e ϕk(hj) = hj; 1 ≤ j ≤ p.

Lema 5.3.4. Para cada subconjunto finito H de U
k,e(K,T )
0 , e um positivo inteiro n ≥ 1,

temos que

lim
k→+∞

∥∥∥∥∥ max
φ∈In∪H

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
− max
φ∈In∪H

E
[
ξXk

(
uk⊗Tk

e(k,t)
ϕk(φ)

)∣∣FkTk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

= 0

Demonstração: Na sequência, C é uma constante que pode diferir de uma linha

para outra. Em primeiro lugar, notamos que∥∥∥∥∥ max
φ∈In∪H

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
− max

φ∈In∪H
E
[
ξXk

(
uk ⊗Tk

e(k,t)
ϕk(φ)

)∣∣FkTk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

≤
∑

φ∈In∪H

∥∥∥∥∥E[ξX(u⊗Tke(k,t) φ)∣∣FkTke(k,t)]− E
[
ξXk

(
uk ⊗Tk

e(k,t)
ϕk(φ)

)∣∣FkTk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
2

L2

≤ C2
2

∑
φ∈In∪H

E sup
0≤t≤T

∥∥∥Xk,uk⊗
Tk
e(k,t)

ϕk(φ)
(t)−X

u⊗
Tk
e(k,t)

φ
(t)
∥∥∥2

.

(5.80)

Para cada j ∈ {1, . . . , n},
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E sup
0≤t≤T

∥∥∥Xk,uk⊗
Tk
e(k,t)

ϕk(φj)
(t)−X

u⊗
Tk
e(k,t)

φj
(t)
∥∥∥ ≤ E sup

0≤t≤T

∥∥∥Xk,uk⊗
Tk
e(k,t)

ϕk(φj)
(t)−Xu⊗tφj(t)

∥∥∥
+ E sup

0≤t≤T

∥∥∥Xu⊗tφj(t)−X
u⊗

Tk
e(k,t)

φj
(t)
∥∥∥

= Ik,j1 + Ik,j2

(5.81)

A escolha dos nossos controles segue

max
1≤j≤n

∥∥∥uk ⊗Tk
e(k,t)

ϕk(φj)− u⊗t φj
∥∥∥
L2(P×Leb)

= max
1≤j≤n

∥∥∥uk ⊗Tk
e(k,t)

φkj − u⊗t φj
∥∥∥
L2(P×Leb)

≤ max
1≤j≤n

∥∥∥uk ⊗Tk
e(k,t)

φkj − u⊗Tk
e(k,t)

φkj

∥∥∥
L2(P×Leb)

+ max
1≤j≤n

∥∥∥u⊗Tk
e(k,t)

φkj − u⊗Tk
e(k,t)

φj

∥∥∥
L2(P×Leb)

+ max
1≤j≤n

∥∥∥u⊗Tk
e(k,t)

φj − u⊗t φj
∥∥∥
L2(P×Leb)

→ 0 quando k → +∞.

Usando o pressuposto (5.59), temos que limk→+∞
∑n

j=1 I
k,j
1 = 0. A afirmação B1 e do

fato que limk→+∞ T
k
e(k,t) = t q.c. permitem concluir que limk→+∞

∑n
j=1 I

k,j
2 = 0.

Similarmente,

p∑
j=1

E sup
0≤t≤T

∥∥∥Xk,uk⊗
Tk
e(k,t)

ϕkε,n(hj)
(t)−X

u⊗
Tk
e(k,t)

hj
(t)
∥∥∥→ 0

quando k → +∞. Isto conclúı a prova.

Vamos então introduzir o seguinte subconjunto ∆̃n,k
` := Jkn ∪U

k,`,∞
0 para `, n, k ≥ 1.

Por construção, ∆̃n,k
` = ϕk

(
∆n,k
`

)
. Em adição, as identidades (5.70), (5.71) e (5.72)

permitem afirmar que

lim
`→+∞

∥∥∥∥∥V k(T ke(k,t), u
k)− max

η∈Uk,`,∞0

E
[
ξXk(uk ⊗Tk

e(k,t)
η)|FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

= 0 (5.82)
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para cada k ≥ 1. Por definição,

V k(T ke(k,t), u
k) ≥ max

η∈∆̃n,k
`

E
[
ξXk

(
uk⊗Tk

e(k,t)
η
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
≥ max

η∈Uk,`,∞0

E
[
ξXk

(
uk⊗Tk

e(k,t)
η
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
q.c

(5.83)

para todo `, k, n ≥ 1. Relembrando o fato que : a, b ∈ R, a − b ≥ 0, b′ ≤ b, a − b′ ≥ 0

implica (a− b)2 ≤ (a− b′)2. Aplicando esse fato (5.82) e (5.83), temos que

lim
`→+∞

∥∥∥∥∥V k(T ke(k,t), u
k)− max

η∈∆̃n,k
`

E
[
ξXk(uk ⊗Tk

e(k,t)
η)|FkTk

e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

= 0 (5.84)

para todo k, n ≥ 1. Uma aplicação direta do Lema 5.3.4 para um subconjunto finito

Uk,`,∞
0 e Uk,∞

0 segue

lim
k→+∞

∥∥∥∥∥ max
φ∈∆n,k

`

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]
− max
φ∈∆n,k

`

E
[
ξXk

(
uk ⊗Tk

e(k,t)
ϕkε,n(φ)

)∣∣Fk
Tk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

= 0

(5.85)

para cada n, ` ≥ 1, no qual

max
φ∈∆̃n,k

`

E
[
ξXk

(
uk ⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣FkTk

e(k,t)

]
= max

φ∈∆n,k
`

E
[
ξXk

(
uk ⊗Tk

e(k,t)
ϕkε,n(φ)

)∣∣FkTk
e(k,t)

]
q.c

para cada n, k, ` ≥ 1. Agora estamos prontos para declarar o seguinte resultado.

Prova do Teorema 5.3.1: A desigualdade triangular segue

∥∥∥V k(T ke(k,t), u
k)− V (t, u)

∥∥∥
L2
≤

∥∥∥∥∥V (t, u)− max
φ∈∆n,k

`

E
[
ξX
(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

+

∥∥∥∥∥ max
φ∈∆n,k

`

E
[
ξX

(
u⊗Tk

e(k,t)
φ
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]
− max
η∈∆̃n,k

`

E
[
ξXk

(
uk ⊗Tk

e(k,t)
η
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

+

∥∥∥∥∥V k(T ke(k,t), u
k)− max

η∈∆̃n,k
`

E
[
ξXk

(
uk ⊗Tk

e(k,t)
η
)∣∣Fk

Tk
e(k,t)

]∥∥∥∥∥
L2

=: Ik,n,`1 + Ik,n,`2 + Ik,n,`3 .

(5.86)
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A convergência (5.85) segue limk→+∞ I
k,n,`
2 = 0 para todo n, ` ≥ 1. Pelo Lema 5.3.3,

temos que limk→+∞ I
k,n,`
1 = 0 para todo ` ≥ 1 e n suficientemente grande. Então

fixamos n suficientemente grande. A convergência (5.84) segue lim`→+∞ I
k,n,`
3 (ε) = 0

para todo k ≥ 1. Isto nos permite afirmar que

lim
k→+∞

∥∥∥V k(T ke(k,t), u
k)− V (t, u)

∥∥∥
L2

= 0.

Conclúımos então prova.

Desde que

0 ≤ lim inf
k→+∞

∥∥∥V̄ k(T ke(k,t), u
k)− V̄ (t, u)

∥∥∥
L1
≤ lim sup

k→+∞

∥∥∥V̄ k(T ke(k,t), u
k)− V̄ (t, u)

∥∥∥
L1

= 0,

obtemos então o principal resultado desta seção

Teorema 5.3.2. Para qualquer u ∈ U∞0 , seja {uk; k ≥ 1} uma sequência de controles

em Uk,∞
0 tal que limk→+∞ u

k = u em L2(P× Leb). Para cada t ∈ [0, T ],

lim
k→+∞

∥∥∥V̄ k(T ke(k,t), u
k)− V̄ (t, u)

∥∥∥
L1

= 0

Teorema 5.3.3. Assumimos que a afirmação A1 e B1 segue verdadeiros e os coeficien-

tes da EDE (5.31) satisfazendo a Afirmação I. Seja Xk o processo Fk-controlado dado

por (6.5). Então,

sup
φ∈Uk,e(k,T )

0

E
[
ξXk(φ)

]
→ sup

v∈UT0

E
[
ξX(v)

]
(5.87)

quando k → +∞. Em particular, para qualquer ε > 0, o controle ε-ótimo u∗,k cons-

trúıdo via V k nas Proposições 4.2.2 e 4.2.3 satisfaz

E
[
ξX
(
u∗,k
)]
≥ sup

u∈UT0

E
[
ξX
(
u
)]
− ε (5.88)

para todo k suficientemente grande.

Demonstração: Basta aplicar (5.22), (5.21) em (5.49), para concluir que Xk satisfaz

as equações (5.59) e (5.61) dado no Teorema 5.3.1 e Corolário 5.3.1, respectivamente.



Caṕıtulo

6
Aplicações

Nesse caṕıtulo, buscamos fazer duas aplicações importante da nossa teoria. A pri-

meira delas é na estratégia de pairs trade, desenvolvemos para ela uma teoria bem

geral. Em seguida, descrevemos uma solução fechada para um caso de pairs trade

considerando o spread como o chamado log-price.

Logo depois, fizemos um exemplo para encontrar o controle ε-ótimo para uma es-

tratégia de controle do portfolio, no qual consideramos um ativo livre de risco e um

ativo com risco. No ativo com risco foi modelado através de uma EDE e descrevemos

o controle ε-ótimo para essa estratégia. Lembrando que pode ser facilmente estendido

para um portfolio com n ativos com risco.

6.1 Pairs Trade

O Pairs Trade (18) é uma estratégia de investimento com base na identificação de

pares de ações que existe uma relação entre os pares. Então buscamos discrepâncias

temporárias na relação deles, comprando/vendendo as ações na divergência e obtendo

o lucro quando volta a relação t́ıpica deles. Em muitos casos esses pares são empresas

do mesmo segmento.

Esse tipo de estratégia investe na relação entre o pares que estão historicamente

relacionados e não nas ações ou no movimento do mercado, ou seja, não existe uma pre-
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ocupação no comportamento do mercado ou no comportamento das ações da empresa,

e apenas relação entre as ações dos pares encontrado. Por isso, a busca pela identifica-

ção do par é uma etapa muito importante. Porém, nesta tese não vamos nos preocupar

em como achar o par (ver (18), (59), (23) e (28)), e sim considerar que já identificamos

o par e que estamos buscando o momento de compra/venda e a quantidade ótima para

isto.

Assumimos que Y (t) denota o spread de duas ações(S1, S2) no tempos t, definido

como Y (t) = f(t, S1(t), S2(t)) tal que f representa uma função genérica tal que exista

uma função g(t, Y (t), S1(t)) = S2(t). Assumimos que o spread segue um processo de

Ornstein-Uhlenbeck (58).

Nossa teoria, pode ser feita para casos bem genéricos de pair trade, e buscamos

formula-la no caso mais geral posśıvel com o spread sendo um processo de Ornstein-

Uhlenbeck. Após isso, na seção 6.2 para apresentar um caso mais concreto, tomamos

f(t, S1(t), S2(t)) = ln(S2(t)) − ln(S1(t)) e a função utilidade ξ(x) = −e−x, e obtemos

uma formula fechada para o controle.

6.1.1 Formulação do Problema

Assumimos que existe um ativo livre de risco M(t) com taxa de juros r, com a

seguinte dinâmica

dM(t) = rM(t)dt.

Denotamos S1(t) e S2(t) como sendo o preço do par de ações (S1, S2) no instante

t, no qual S1 tem a seguinte dinâmica

dS1(t) = µ(t, S1(t))S1(t)dt+ σ(t, S1(t))S1(t)dB1(t)

e B1 é o movimento Browniano. Além disso, Y (t) o spread do par de ações no tempo

t, definido como

Y (t) = f(S1(t), S2(t))

tal que exista uma função g(Y (t), S1(t)) = S2(t), com g ∈ C2(R2,R) e assumimos que

o spread segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck

dY (t) = κ(θ − Y (t))dt+ η(Y (t))dB(t)
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com ρ sendo o coeficiente de correlação entre B e B1. Então, obtemos a seguinte

dinâmica para S2(t)

dS2(t) =
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂t
dt+

∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s

{
µ(t, S1(t))dt+ σ(t, S1(t))dB1(t)

}
+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y
{κ(θ − Y (t))dt+ η(Y (t))dB(t)}

+
1

2
dt

[
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s2
σ2(t, S1(t)) +

∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y2
η2(Y (t))

]
+

1

2

{
η(Y (t))σ(t, S1(t))ρdt

}[∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s∂y
+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y∂s

]
=

{
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂t
+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s
µ(t, S1(t))

+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y
κ(θ − Y (t)) +

1

2

[
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s2
σ2(t, S1(t)) +

∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y2
η2(Y (t))

]
+

1

2

{
η(Y (t))σ(t, S1(t))ρ

} [∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s∂y
+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y∂s

]}
dt

+

{
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s
σ(t, S1(t))

}
dB1(t) +

{
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y
η(Y (t))

}
dB(t)

= β(t, S1(t), S2(t), Y (t))dt+

{
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s
σ(t, S1(t))

}
dB1(t)

+

{
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y
η(Y (t))

}
dB(t)

(6.1)

com

β(t, S1(t), S2(t), Y (t)) :=
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂t
+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s
µ(t, S1(t))

+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y
κ(θ − Y (t))

+
1

2

[
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s2
σ2(t, S1(t)) +

∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y2
η2(Y (t))

]
+

1

2

{
η(Y (t))σ(t, S1(t))ρ

}[∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s∂y
+
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y∂s

]
(6.2)

Finalmente denotamos o portfolio denotada por

Xu(t) = dXu(t)

(
u(t)

dS1(t)

S1(t)
− u(t)

dS2(t)

S2(t)
+
dM(t)

M(t)

)
, t ≥ 0.
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Observação 6.1.1. Para qualquer u, v ∈ UT
0 tal que u = v em [0, t], temos V (t, u) =

V (t, v) q.c.. Isto implica que V (t, u) depende apenas do controle u sobre o intervalo

[0, t].

Assim, no caso geral a função que queremos maximizar é

V (t, u) = ess sup
u(t)∈UTt

E (ξ(Xu(t))|Ft) (6.3)

subject to:

X(0) = x0, Y (0) = y0

dY (t) = κ(θ − Y (t))dt+ η(Y (t))dB(t)

dXu(t) = Xu(t)

[
u(t)

(
µ(t, S1(t))− β(t, S1(t), S2(t), Y (t))

S2(t)

)
+ r

]
dt

+Xu(t)

{
∂g(t,Y (t),S1(t))

∂y

S2(t)

}
η(Y (t))dB1(t)

+Xu(t)

[
∂g(t,Y (t),S1(t))

∂s
σ(t, S1(t))

S2(t)
+ σ(t, S1(t))

]
dB(t)

dS2(t) = β(t, S1(t), S2(t), Y (t))dt+

{
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂s
σ(t, S1(t))

}
dB1(t)

+

{
∂g(t, Y (t), S1(t))

∂y
η(Y (t))

}
dB(t)

(6.4)

Na seção a seguir descrevemos o problema de forma discreta.

6.1.2 Aproximação do spread

Na sequência, usamos a notação do capitulo 4.

Seja α : [0, T ]×D
(
[0, T ];Rq

)
×Ad → Rq e σ : [0, T ]×D

(
[0, T ];Rq

)
×Ad → Rq×Rd

dois funcionais não-anticipativos o qual é suposto ser gerado por uma EDE controlada

que depende da trajetória (veja seção 4.1.1). Primeiramente, constrúımos um esquema

de Euler-Maruyama baseado em uma partição aleatória como segue:

Seja (ukn−1)∞n=1 um conjunto controlado tal que ukn−1 = gkn−1(Akn−1) para uma sequên-

cia de funções universalmente mensuráveis gkn−1 : Sn−1
k → Ad;n ≥ 1. Definimos

Xk,uk(0) = x
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Xk,uk,i(T k1 ) := Xk,uk(0) + αi(T k0 ,X
k,uk

Tk0
, uk0)∆T k1 +

d∑
j=1

σij(T k0 ,X
k,uk

Tk0
, uk0)∆Ak,j(T k1 )

no qual Xk,uk

Tk0
= x é uma constante sobre [0, T ]. Então, definimos

Xk,uk

Tk1
(t) := x1{0≤t<Tk1 } + Xk,uk(T k1 )1{Tk1 ≤t}; 0 ≤ t ≤ T.

O segundo passo é dado por

Xk,uk,i(T k2 ) := Xk,uk,i(T k1 ) + αi(T k1 ,X
k,uk

Tk1
, uk1)∆T k2 +

d∑
j=1

σij(T k1 ,X
k,uk

Tk1
, uk1)∆Ak,j(T k2 ).

Então, definimos

Xk,uk

Tk2
(t) := x1{0≤t<Tk1 } + Xk,uk(T k1 )1{Tk1 ≤t<Tk2 } + Xk,uk(T k2 )1{Tk2 ≤t}; 0 ≤ t ≤ T.

Definimos por indução,

Xk,uk,i(T kn ) := Xk,uk,i(T kn−1)+αi(T kn−1,X
k,uk

Tkn−1
, ukn−1)∆T kn+

d∑
j=1

σij(T kn−1,X
k,uk

Tkn−1
, ukn−1)∆Ak,j(T kn ).

para n, k ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ q. Um processo Fk-controlado associado ao esquema de Euler-

Maruyama associado é então naturalmente definido por Xk,uk(t) := Xk,uk(t ∧ T ke(k,T ))

no qual

Xk,uk(t) =
∞∑
n=0

Xk,uk(T kn )1{Tkn≤t<Tkn+1} (6.5)

A descrição trajetória a trajetória é dada por: Denotamos tkn :=
∑n

`=1 s
k
` e definimos

hk0 = x,

hk,in (ok,n) = hk,in−1(ok,n−1)+αi(tkn−1, γ̄
k
n−1(ok,n−1), akn−1)skn+

d∑
j=1

σij(tkn−1, γ̄
k
n−1(ok,n−1), akn−1)2−k ĩk,jn
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no qual 1 ≤ i ≤ q, ok,n ∈ Hk,n e

γ̄kn(ok,n)(t) =
n−1∑
`=0

hk` (o
k,`)1{tk`≤t<tk`+1}

+ hkn(ok,n)1{tkn≤t}; t ≥ 0,ok,n ∈ Hk,n.

Então, definimos

γ̄k(ok,∞)(t) =
∞∑
n=0

hkn(ok,n)1{tkn≤t<tkn+1}

para ok,∞ ∈ Hk,∞ definimos

γke(k,T )(o
k,e(k,T ))(t) = γ̄k(ok,∞)(t ∧ tke(k,T )); 0 ≤ t ≤ T.

Por definição, γke(k,T )

(
Ξk,gk

e(k,T )(Ake(k,T )(ω))
)

(t) = Xk,uk(t, ω) para q.c. ω e para cada

t ∈ [0, T ].

No caso geral temos

α(T kn−1,X
k,uk

Tkn−1
, ukn−1) := Xk,u

k
(T kn−1)

[
uk(T kn−1)

(
µ(T kn−1, S

1(T kn−1))

−
β(T kn−1, S

1(T kn−1), S2(T kn−1), Y (T kn−1))

S2(T kn−1)

)
+ r

]

σ1(T kn−1,X
k,uk

Tkn−1
, ukn−1) := Xk,uk(T kn−1)


∂g(Tkn−1,Y (Tkn−1),S1(Tkn−1))

∂y

S2(T kn−1)

 η(Y (T kn−1))

σ2(T kn−1,X
k,uk

Tkn−1
, ukn−1) := Xk,uk(T kn−1)

 ∂g(Tkn−1,Y (Tkn−1),S1(Tkn−1))

∂s σ(T kn−1, S
1(T kn−1))

S2(T kn−1)
+ σ(T kn−1, S

1(t))


(6.6)

Na proxima seção, vamos tratar de um exemplo particular de pairs trade. O interes-

sante desse exemplo, é que apesar de estarmos lidando com um problema que depende

de dois movimentos Browniano diferentes, nesse exemplo conseguimos fazer com que o

portfolio dependa apenas de um deles.

6.2 Exemplo Particular

Considere o exemplo particular descrito abaixo. Escolhemos esse exemplo pois é

posśıvel encontrar uma solução fechada. Assumimos que existe um ativo sem risco
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M(t) com uma taxa de juros r, com a seguinte dinâmica

dM(t) = rM(t)dt.

Denotamos S1(t) e S2(t) como sendo o preço do par de ações (S1, S2) no instante

t, no qual S1 tem a seguinte dinâmica

dS1(t) = µS1(t)dt+ σS1(t)dB1(t)

e B1 é o movimento Browniano. Além disso, Y (t) o spread do par de ações no tempo

t, definido como

Y (t) = ln(S2(t))− ln(S1(t))

e assumimos que o spread segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck

dY (t) = κ(θ − Y (t))dt+ ηdB(t)

com ρ é o coeficiente de correlação entre B e B1.

Então, obtemos a seguinte descrição para S2(t)

dS2(t) =

(
µ+ κ(θ − Y (t))dt+

1

2
η2 + ρησ

)
S2(t)dt+ σS2(t)dB1(t) + ηS2(t)dB(t)

Seja Xu(t) o valor do portfolio, vamos considerar um pair-trading auto-financiável e

portanto u(t) denota a quantidade investida em cada ação S1 e −u(t) a quantidade

investida na ação S2, isto implica que apenas podemos comprar a mesma quantidade

de uma das ações e vender a mesma quantidade em reais da outra. Assim, temos a

seguinte dinâmica do portfolio dada por

dXu(t) = Xu(t)

(
u(t)

dS1(t)

S1(t)
− u(t)

dS2(t)

S2(t)
+
dM(t)

M(t)

)
, t ≥ 0.

Então, podemos reescrever como

dXu(t) = Xu(t)

{[
u(t)

(
κ(θ − Y (t)) +

1

2
η2 + ρση

)
+ r

]
dt+ ηdB(t)

}
(6.7)
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É importante notar que dinâmica não depende mais do movimento Browniano B1, por

que o portfolio e o spread não dependem.

Vamos considerar a nossa função utilidade ξ : Dn
T → R, com ξ(f) = −e−f(T ),(57)

para f ∈ Dn
T .

Então, a função que desejamos maximizar é dada por

V (t, u) = sup
u(t)∈UTt

E (− exp {−Xu(t)})

sujeito a:

X(0) = x0, Y (0) = y0

dY (t) = κ(θ − Y (t))dt+ ηdB(t)

dXu(t) = Xu(t)

{[
u(t)

(
κ(θ − Y (t)) +

1

2
η2 + ρση

)
+ r

]
dt+ ηdB(t)

} (6.8)

Note que podemos descrever Xu(t) como EDE, com

α(t,Xu(t), u(t)) := Xu(t)

[
u(t)

(
κ(θ − Y (t)) +

1

2
η2 + ρση

)
+ r

]
σ(t,Xu(t), u(t)) := Xu(t)η

Além disso, temos que:

dY (t) = κ(θ − Y (t))dt+ ηdB(t)

Então, a solução é

Y (t) = yeκ(t) +

∫ t

0

eκ(t−s)ηdB(s) +

∫ t

a

eκ(t−s)kθds =: Y y
t

e definimos Y k,y
t =

∞∑
n=0

Y y
Tkn
1Tkn−1<t≤Tkn . Desta forma,

dXu(t) = Xu(t)

{[
u(t)

(
κ(θ − Y y

t ) +
1

2
η2 + ρση

)
+ r

]
dt+ ηdB(t)

}
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com isso e usando o exemplo da EDE temos

α(t,Xu(t), u(t)) := Xu(t)

[
u(t)

(
κ(θ − Y y

T ) +
1

2
η2 + ρση

)
+ r

]
σ(t,Xu(t), u(t)) := Xu(t)η

(6.9)

A seguir vamos descrever a versão trajetória a trajetória do nosso exemplo.

Descrição Pathwise

Nesta seção usamos o Prinćıpio da Programação Dinâmica 4.2.1 para descrever o

controle ótimo. Consideramos duas diferente distribuições para os tempos de parada,

na primeira delas consideramos a distribuição de ∆T k1 como sendo uma Gamma(β, λ),

levando em conta o trabalho de Burq e Jones (6) que mostrou que essa é uma boa

aproximação. Na segunda parte consideramos a distribuição dos tempos de paradas

∆T k1 usando

f(t) :=
∞∑

j=−∞

(−1)j
2k + 1√

2πt3
exp

{
−
(

(2k + 1)2

2t

)}
também obtida por Burq e Jones (6).

Então, usando o DPP 4.2.1 e a equação discreta geral EDE 6.6 e a equação 6.7,

definimos

F k
m−1(ok,m−1) : = sup

am−1∈A

∫
Sk
− exp (−hkm(ok,m−1, am−1, s, ĩ))dP

=
1

2
sup

am−1∈A

∫
R+

− exp (−hkm(ok,m−1, am−1, s, ĩ))q
k(s)ds

(6.10)

com qk é a distribuição do tempo de parada ∆T k1 e

− exp−{(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1))} = − exp−
[
hkm−1(ok,m−1)

+

(
hkm−1(ok,m−1)

[
am−1

(
κ(θ − Y k,y

Tkm−1
) +

1

2
η2 + ρση

)
+ r

])
s

+hkm−1(ok,m−1)2−2kη
]

− exp−{(hkm(ok,m−1, am−1, s,−1))} = − exp−
[
hkm−1(ok,m−1)

+

(
hkm−1(ok,m−1)

[
am−1

(
κ(θ − Y k,y

Tkm−1
) +

1

2
η2 + ρση

)
+ r

])
s

−hkm−1(ok,m−1)2−2kη
]

(6.11)
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Parte I(Distribuição Gamma): Nesta parte consideramos qk como sendoGamma(β, λ)

(6). Por simplicidade definimos

hk` (s, 1) := hk` (o
k,`−1, a`−1, s, 1)

hk` (s,−1) := hk` (o
k,`−1, a`−1, s,−1)

Θk,y
`−1 := hk`−1(ok,`−1)

(
κ(θ − Y k,y

Tk`−1

) +
1

2
η2 + ρση

)
Rk
`−1 := rhk`−1(ok,`−1)

σk`−1 := hk`−1(ok,`−1)2−2kη

(6.12)

para ` ∈ {1, . . . ,m}. Então, resolvendo a integral

G(ok,m−1, am−1) :=

∫
Sk
− exp−(hkm(ok,m−1, am−1, s, ĩ))dP

= −1

2
sup

am−1∈A

∫
R+

exp (−hkm(ok,m−1, am−1, s, 1))

+ exp (−hkm(ok,m−1, am−1, s,−1))qk(s)ds

=
1

2
sup

am−1∈A

∫
R+

−ehkm−1(ok,m−1)
(
eσ

k
m−1 + e−σ

k
m−1

)
× e−

(
am−1Θk,ym−1+Rkm−1

)
s
qk(s)ds

=
1

2
e−h

k
m−1(ok,m−1)

(
eσ

k
m−1 + e−σ

k
m−1

)
sup

am−1∈A

∫
R+

−e−
(
am−1Θk,ym−1+Rkm−1

)
s
qk(s)ds

= e−h
k
m−1(ok,m−1)

(
cosh(σkm−1)

)
sup

am−1∈A
−
(
λβ(am−1Θk,y

m−1 +Rkm−1 + λ)−β
)

(6.13)

precisamos encontrar o supremum, para isto derivamos e igualamos a zero, então temos

dG(ok,m−1, a?m−1)

dam−1

= βe−h
k
m−1(ok,m−1)

(
cosh(σkm−1)

)
λβΘk,y

m−1

(
(a?m−1Θk,y

m−1 +Rk
m−1 + λ)−β−1

)
= 0

⇒ a?m−1 = −
(λ+Rk

m−1)

Θk,y
m−1

(6.14)

Então, encontramos a?m−1, com isso substitúımos a equação6.13 e obtemos

F k
m−1(ok,m−1) = G(ok,m−1, a?m−1)
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Então, repetindo os mesmos argumentos temos

a?`−1 = −
(λ+Rk

`−1)

Θk,y
`−1

= −
λ+ rhk`−1(ok,`−1)

hk`−1(ok,`−1)
(
κ(θ − Y k,y

Tk`−1

) + 1
2
η2 + ρση

) (6.15)

Indutivamente, obtemos (a?0, a
?
1, . . . , a

?
m−1).

Parte II(Usando a Série): Nesta parte consideramos qk como sendo

qk(t) :=
∞∑

j=−∞

(−1)j
2j + 1√

2πt3
exp

{
−
(

(2j + 1)2

2t

)}
.

Então, resolvendo a integral

G(ok,m−1, am−1) :=

∫
Sk
− exp−(hkm(ok,m−1, am−1, s, ĩ))dP

= −1

2
sup

am−1∈A

∫
R+

exp (−hkm(ok,m−1, am−1, s, 1)) + exp (−hkm(ok,m−1, am−1, s,−1))qk(s)ds

= −1

2
sup

am−1∈A

∫
R+

eh
k
m−1(ok,m−1)

(
eσ

k
m−1 + e−σ

k
m−1

)
e−(am−1Θk,ym−1+Rkm−1)sqk(s)ds

= −1

2
eh

k
m−1(ok,m−1)

(
eσ

k
m−1 + e−σ

k
m−1

)
sup

am−1∈A

∫
R+

e−(am−1Θk,ym−1+Rkm−1)sqk(s)ds

= −1

2
eh

k
m−1(ok,m−1) cosh (σkm−1) sup

am−1∈A

∞∑
j=−∞

(−1)j2j + 1

∫
R+

e−(am−1Θk,ym−1+Rkm−1)s−
(2j+1)2

2s

√
2πs3

ds

= −1

2
eh

k
m−1(ok,m−1) cosh (σkm−1) sup

am−1∈A

∞∑
j=−∞

(−1)je
−(2j+1)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

(6.16)
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Truncando a serie obtemos

Gn(ok,m−1, am−1) := −1

2
eh

k
m−1(ok,m−1) cosh (σkm−1) sup

am−1∈A

n∑
j=−n

(−1)je
−(2j+1)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

= − sup
am−1∈A

1

2
eh

k
m−1(ok,m−1) cosh (σkm−1)

(−1)ne
(n+1)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

(
e

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1) + e

(4n+3)
√

(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)
)

1 + e
2
√

(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

(6.17)

precisamos encontrar o supremo, para isso derivamos e igualamos a zero.

dGn(ok,m−1, a?m−1)

dam−1

= −1

2
eh

k
m−1(ok,m−1) cosh (σkm−1)

(−1)n+1Θk,y
m−1e

−2(1+n)
√

(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)√(
2am−1Θk,y

m−1 +Rk
m−1

)
(1 + e

2
√

(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1))

×
(

(1− 2n)e
(4n+5)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1) + (1 + 2n)e

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

−(1 + 2m)e
(3+4n)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1) + (3 + 2m)e

3
√

(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)
)

= 0

⇒ (1− 2n)e
(4n+5)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1) + (1 + 2n)e

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

= (1 + 2n)e
(3+4n)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1) − (3 + 2n)e

3
√

(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

(6.18)

Temos então que resolver

(1− 2n)e
(4n+5)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1) + (1 + 2n)e

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)

= (1 + 2n)e
(3+4n)

√
(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1) − (3 + 2n)e

3
√

(2am−1Θk,ym−1+Rkm−1)
(6.19)

Então, encontramos a?m−1, com isso substitúımos a equação 6.18 e temos que

F k
m−1(ok,m−1) ≈ Gn(ok,m−1, a?m−1)

Então, repetindo os mesmos argumentos indutivamente temos

F k
`−1(ok,`−1) ≈ Gn(ok,`−1, a?`−1) (6.20)
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no qual o a?m−1 é uma solução de

(1− 2n)e
(4n+5)

√
(2a`−1Θk,y`−1+Rk`−1) + (1 + 2n)e

√
(2a`−1Θk,y`−1+Rk`−1)

= (1 + 2n)e
(3+4n)

√
(2a`−1Θk,y`−1+Rk`−1) − (3 + 2n)e

3
√

(2a`−1Θk,y`−1+Rk`−1)
(6.21)

Então, obtemos indutivamente (a?0, a
?
1, . . . , a

?
m−1).

6.3 Controle no Portfolio

Nesta seção, vamos considerar um problema de controle, no qual o objetivo é definir

o nosso portfolio. Para isto, vamos considerar dois ativos, um deles livre de risco, e

outro com risco. É importante ressaltar que a extensão para o caso com n ativos com

risco é simples de obter, optamos por propor o modelo desta forma para facilitar a

notação.

O ativo com risco será modelado por uma EDE. Assim, seja S(t) o preço do ativo

dado por

dS(t) = α(t, St)dt+ σ(t, St)dB(t).

com t ∈ [0, 1] e S(t) dependendo de toda a trajetória, α(t, St) ∈ (0,M ] e σ(t, St) ∈
(0,M ] no qual M é uma constante positiva. Então, com o nosso processo de discreti-

zação, temos que

Sk(T kn ) := Sk(T kn−1) + α
(
T kn−1, S

k
Tkn−1

)
∆T kn + σ

(
T kn−1, S

k
Tkn−1

)
∆Ak,j(T kn ). (6.22)

para 2 ≤ n ≤ 2−2k.

Assim, vamos considerar um portfolio descontado e auto-financiável. Então, temos

que o portfolio é modelado por

dXu(t) = u(t)dS(t) = u(t)

[
α(t, St)dt+ σ(t, St)dB(t)

]
Novamente usando o nosso processo de discretização temos que

Xk,uk(T kn ) = Xk,uk(T kn−1)+uk(T kn−1)

[
Sk(T kn−1)+α

(
T kn−1, S

k
Tkn−1

)
∆T kn+σ

(
T kn−1, S

k
Tkn−1

)
∆Ak,j(T kn )

]
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Queremos encontrar o controle que realiza a equação

V (0) = sup
u∈UT0

E(ξ(Xu))

Para isto, assim como no caso do pairs trade, vamos considerar a nossa função utilidade

ξ : Dn
T → R, definimos ξ(f) = −e−f(T ),(57) para f ∈ Dn

T . Por simplicidade definimos

ξ(γkm(ok,m)) := ξ(hkm(ok,m)) = −e−hkm(ok,m)

Então, na descrição trajetória a trajetória e por construção, temos que

V k(T kj , u
k) = F k

j (Ξk,gk

j (Akj )) a.s (6.23)

Desta forma usando DPP , temos

F k
m−1(ok,m−1) : = sup

am−1∈A

∫
Sk
ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, ĩ))ν(ds, di)

=
1

2
sup

am−1∈A

∫
R+

[
ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1)) + ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s,−1)

]
qk(s)ds

(6.24)

com qk sendo a distribuição do tempo de parada ∆T k1

Considerando a distribuição de ∆T k1 uma Gamma(β, λ):

Primeiramente vamos considerar a distribuição do tempo de parada como sendo

uma Gamma(β, λ), o uso desta distribuição deve-se a aproximação proposta pelo Burq

e Jones (6). Assim utilizando-se desta aproximação temos que

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1)) = − exp
(
−
[
hkm−1(ok,m−1) + am−1

(
α(tkm−1, γ̄

k
m−1(ok,m−1))s

+σ(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))2−2k

)])

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s,−1)) = − exp
(
−
[
hkm−1(ok,m−1) + am−1

(
α(tkm−1, γ̄

k
m−1(ok,m−1))s

−σ(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))2−2k

)])
(6.25)

Para minimizar a notação, defina

αkm−1 := α(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))
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σkm−1 := σ(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))

Por simplicidade, definimos

Φ(am−1, 1) := hkm−1(ok,m−1) + am−1σ
k
m−12−2k

e

Φ(am−1,−1) := hkm−1(ok,m−1)− am−1σ
k
m−12−2k

então, temos que

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1)) = − exp
(
−
[
Φ(am−1, 1) + am−1α

k
m−1s

])
= −e(−[Φ(am−1,1)]) exp

(
−
[
am−1α

k
m−1s

]) (6.26)

Desta forma, temos que

1

2

∫
R+

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1))qk(s)ds = −1

2
e(−[Φ(am−1,1)])

∫
R+

exp
(
−
[
am−1α

k
m−1s

])
× λβ

Γ(β)
sλ−1e−λsds

= −1

2
e(−[Φ(am−1,1)]) λβ

Γ(β)

∫
R+

sλ−1e−(λ+am−1αkm−1)sds

= −1

2
e(−[Φ(am−1,1)])λβ(λ+ am−1α

k
m−1)−β

= −λ
β

2
e(−h

k
m−1(ok,m−1))e−am−1σkm−12−2k

(λ+ am−1α
k
m−1)−β

= −Ge−am−1σkm−12−2k

(λ+ am−1α
k
m−1)−β

:= f(am−1, 1)

(6.27)
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e

1

2

∫
R+

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s,−1))qk(s)ds = −1

2
e(−[Φ(am−1,−1)])

∫
R+

exp
(
−
[
am−1α

k
m−1s

])
× λβ

Γ(β)
sλ−1e−λsds

= −1

2
e(−[Φ(am−1,−1)]) λβ

Γ(β)

∫
R+

sλ−1e−(λ+am−1αkm−1)sds

= −1

2
e(−[Φ(am−1,−1)])λβ(λ+ am−1α

k
m−1)−β

= −λ
β

2
e(−h

k
m−1(ok,m−1))eam−1σkm−12−2k

(λ+ am−1α
k
m−1)−β

= −Geam−1σkm−12−2k

(λ+ am−1α
k
m−1)−β

:= f(am−1,−1)

(6.28)

com G := G(λ, β,ok,m−1) = λβ

2
e(−h

k
m−1(ok,m−1)). Então, queremos

sup
am−1∈A

{
−Ge−am−1σkm−12−2k

(λ+ am−1α
k
m−1)−β −Geam−1σkm−12−2k

(λ+ am−1α
k
m−1)−β

}
=: sup

am−1∈A
f(am−1)

(6.29)

para isso derivamos a função em função am−1, e obtemos que

df

dam−1

= G(αkm−1am−1 + λ)−b−1
(
αkm−1

(
2β cosh(2−2kσkm−1am−1)

−2σkm−12−2kam−1 sinh(2−2kσkm−1am−1)
)
− 2λσkm−12−2k sinh(2−2kσkm−1am − 1)

)
(6.30)

Desta forma, igualando a função a zero, temos que

0 = G(αkm−1am−1 + λ)−b−1
(
αkm−1(2β cosh(2−2kσkm−1am−1)− 2σkm−12−2kam−1 sinh(2−2kσkm−1am−1))

−2λσkm−12−2k sinh(2−2kσkm−1am − 1)
)

⇒
βαkm−1

2σkm−12−2k

cosh(2−2kσkm−1am − 1)

sinh(2−2kσkm−1am − 1)
= am−1 +

λ

αkm−1

⇒
βαkm−1

2σkm−12−2k
coth(2−2kσkm−1am − 1) = am−1 +

λ

αkm−1

(6.31)
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definimos a?m−1 como sendo a solução da equação 6.31.

Então, substituindo a?m−1 na equação 6.24 temos que F k
m−1.

F k
m−2(ok,m−2) := sup

am−2∈A

∫
Sk
F k
m−1(ok,m−2, am−2, s, i)ν(ds, di)

=
1

2
sup

am−2∈A

∫
R+

[
−Hm−1e

(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,1)) −Hm−1e
(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,−1))

]
qk(s)ds

= Hm−1
1

2
sup

am−2∈A

∫
R+

[
−e(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,1)) − e(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,−1))

]
qk(s)ds

(6.32)

com Hm−1 := 2(λ + a?m−1α
k
m−1)−β cosh(am−1σ

k
m−12−2k). Repetindo os argumentos

acima, temos que

βαkm−2

2σkm−22−2k
coth(2−2kσkm−2am−2) = am−2 +

λ

αkm−2

(6.33)

Então, precisamos apenas encontrar a solução da equação 6.33. Indutivamente, preci-

samos encontrar a solução de

βαk`
2σk` 2−2k

coth(2−2kσk` a`) = a` +
λ

αk`
(6.34)

com ` ∈ {0, 1, 2, . . . ,m−1} e a?` sendo a solução da equação 6.34. Com a = (a?0, a
?
1, . . . , a

?
m−1)

sendo o controle ε-ótimo. É importante analisar sobre quais circunstâncias a equação

6.34 apresenta solução. Para isso observe que

βαk`
2σk` 2−2k

coth(2−2kσk` a`) = a` +
λ

αk`
(6.35)

como por hipótese
βαk`

2σk` 2−2k > 0, então temos solução, pois

lim
a`→0+

βαk`
2σk` 2−2k

coth(2−2kσk` a`)− a` −
λ

αk`
=∞

e

lim
a`→∞

βαk`
2σk` 2−2k

coth(2−2kσk` a`)− a` −
λ

αk`
= −∞
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Como a função é cont́ınua para a` ∈ (0,∞) temos que pelo menos em um ponto a

função é nula.

Para a` ∈ (−∞, 0)

lim
a`→0−

βαk`
2σk` 2−2k

coth(2−2kσk` a`)− a` −
λ

αk`
= −∞

e

lim
a`→−∞

βαk`
2σk` 2−2k

coth(2−2kσk` a`)− a` −
λ

αk`
=∞

também temos pelo menos um ponto em que a função é nula.

Considerando a distribuição de ∆T k1 uma série:

Nesta segunda etapa vamos considerar a distribuição dos tempos de paradas fk,

vamos considerar fk como sendo

fk(t) :=
∞∑

j=−∞

(−1)j
(2j + 1)√

2πt3
e−

(2k+1)2

2t

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1)) = − exp
(
−
[
hkm−1(ok,m−1) + am−1

(
α(tkm−1, γ̄

k
m−1(ok,m−1))s

+σ(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))2−2k

)])
ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s,−1)) = − exp

(
−
[
hkm−1(ok,m−1) + am−1

(
α(tkm−1, γ̄

k
m−1(ok,m−1))s

−σ(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))2−2k

)])
(6.36)

Novamente para simplificar a notação vamos considerar

αkm−1 := α(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))

σkm−1 := σ(tkm−1, γ̄
k
m−1(ok,m−1))

Por simplicidade, definimos Φ(am−1, 1) := hkm−1(ok,m−1)+am−1σ
k
m−12−2k e Φ(am−1,−1) :=

hkm−1(ok,m−1)− am−1σ
k
m−12−2k então, obtemos

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1)) = − exp
(
−
[
Φ(am−1, 1) + am−1α

k
m−1s

])
= −e(−[Φ(am−1,1)]) exp

(
−
[
am−1α

k
m−1s

]) (6.37)
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Desta forma,

1

2

∫
R+

ξ(hkm(ok,m−1, am−1, s, 1))fk(s)ds = −
∞∑

j=−∞

1

2

(
e(−[Φ(am−1,1)]) + e(−[Φ(am−1,−1)])

)
(−1)j(2j + 1)

×
∫
R+

exp
(
(−
(
am−1α

k
m−1s+ (2j + 1)2(2s)−1

))
)

√
2πs3

= −1

2

(
e(−[Φ(am−1,1)]) + e(−[Φ(am−1,−1)])

) ∞∑
j=−∞

(−1)j(2j + 1)

×
exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
am−1αkm−1

))
(2j + 1)

= eh
k
m−1(ok,m−1) cosh (am−1σ

k
m−12−2k)

×
∞∑

j=−∞

(−1)j+1 exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
am−1αkm−1

))
:= f(am−1)

(6.38)

Queremos encontrar

sup
am−1∈A

{
eh

k
m−1(ok,m−1) cosh (am−1σ

k
m−12−2k)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1 exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
am−1αkm−1

))}
=: sup

am−1∈A
f(am−1)

(6.39)

para isto derivamos a função em am−1, e obtemos

df

dam−1
= eh

k
m−1(ok,m−1)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1 exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
am−1αkm−1

))

×

σkm−12−2k sinh (am−1σ
k
m−12−2k)−

αkm−1(2j + 1) cosh (am−1σ
k
m−12−2k)√

2αkm−1am−1

 (6.40)
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Então, igualando a zero temos que

0 = eh
k
m−1(ok,m−1)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1 exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
am−1αkm−1

))

×

σkm−12−2k sinh (am−1σ
k
m−12−2k)−

αkm−1(2j + 1) cosh (am−1σ
k
m−12−2k)

2
√
αkm−1am−1


⇒ 0 =

∞∑
j=−∞

(−1)j+1 exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
am−1αkm−1

))

×

σkm−12−2k sinh (am−1σ
k
m−12−2k)−

αkm−1(2j + 1) cosh (am−1σ
k
m−12−2k)

2
√
αkm−1am−1



(6.41)

definimos a?m−1 como sendo a solução de 6.31.

Portanto, substituindo a?m−1 na equação 6.38 obtemos F k
m−1.

F k
m−2(ok,m−2) := sup

am−2∈A

∫
Sk
F k
m−1(ok,m−2, am−2, s, i)ν(ds, di)

=
1

2
sup

am−2∈A

∫
R+

[
−Hm−1e

(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,1)) −Hm−1e
(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,−1))

]
fk(s)ds

= Hm−1
1

2
sup

am−2∈A

∫
R+

[
−e(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,1)) − e(−hkm−1(ok,m−2,am−1,s,−1))

]
fk(s)ds

(6.42)

com Hm−1 := 2(λ+a?m−1α
k
m−1)−β cosh(am−1σ

k
m−12−2k). Então, repetindo os argumentos

acima

0 =

∞∑
j=−∞

(−1)j+1 exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
am−2αkm−2

))

×

σkm−22−2k sinh (am−2σ
k
m−22−2k)−

αkm−2(2j + 1) cosh (am−2σ
k
m−22−2k)√

2αkm−2am−2

 (6.43)

Então, precisamos apenas encontrar a solução 6.43. Indutivamente, precisamos encon-

trar a solução de
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0 =
∞∑

j=−∞
(−1)j+1 exp

(
−(2j + 1)

√
2
(
a`α

k
`

))σk` 2−2k sinh (a`σ
k
` 2−2k)−

αk` (2j + 1) cosh (a`σ
k
` 2−2k)√

2αk`a`


(6.44)

com ` ∈ {0, 1, 2, . . . ,m − 1} e a?` sendo a solução da equação 6.44. Desta forma, o

controle ótimo a? := (a?1, a
?
2, . . . , a

?
m−1).





Caṕıtulo

7
Conclusão

Nesta tese, resolvemos um problema que estava em aberto até então, que é apresen-

tar um método concreto para resolver o problema de controle ε-ótimo para processos

não-Markovianos.

Para isso utilizamos a discretização aleatória proposta por Leão e Ohashi (32), que

foi fundamental no desenvolvimento de nossa teoria. Com essa discretização fomos ca-

pazes de transformar um modelo infinito dimensional em um modelo finito dimensional.

O que nos permitiu trabalhar com processos dentro de em condições bem gerais, o qual

podemos destacar a G-expectation que resolve problemas como a super-replicação, a

EDE e fractional stochastic differential equation (FSDE) ver 5.2.1.

Para poder mostrar explicitamente qual era o controle ε-ótimo, por estarmos em

um problema finito dimensional utilizamos o prinćıpio da programação dinâmica, junto

com os teoremas de seleção mensuráveis, para explicitar o controle, mas para isso

muitos problemas foram necessários serem superados como por exemplo mostrar as

convergências, explicitar o prinćıpio da programação dinâmica e os teoremas de seleção.

Depois de toda a parte teórica do trabalho fizemos dois exemplos concretos para os quais

exibimos explicitamente a forma de calcular os controles.

Um tópico interessante para estudos futuros seriam uma generalização da teoria de

controle para teoria de jogos, como por exemplos os famosos jogos soma zero. Outra

possibilidade seria a ampliação dos processos para processos de Levy, na qual seria

113
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necessário um estudo do Euler-Maruyama, sendo necessário mostrar a convergência

além de uma formulação adequada para esse tipo de processo.

Por fim, podemos expandir a teoria para jogos mais complexos como jogos coope-

rativos e/ou com múltiplos jogadores.



Apêndice

A
Supremo Essencial

Primeiramente, considere (Ω,F ,P) um espaço de probabilidades completo e seja X

e Y variáveis aleatórias pertencentes a esse espaço, dizemos que duas variáveis são iguais

quase certamente, se P(X = Y ) = 1, essa relação defini uma classe de equivalência,

inclusive é a forma clássica de se transformar os espaços Lp(Ω) em um espaço normado

com a norma ‖X‖p = (E[|X|p])1/p.

Se consideramos I um conjunto de ı́ndice enumerável, então se Xi = Yi para todo

i ∈ I é evidente que

sup
i∈I

Xi = sup
i∈I

Yi

e

inf
i∈I

Xi = inf
i∈I

Yi

Note que, nesse caso, implica que podemos fazer manipulações algébricas, nas classes

de equivalência e elas são idênticas as operações feitas na variável aleatória, porém com

o detalhe que a familia de ı́ndice necessita ser enumerável. No caso em que o conjunto

de ı́ndice é não enumerável diversos problemas podem aparecer, como por exemplo que

a função

{ω ∈ Ω; supi∈IXi(ω)}

pode nem ser mensurável.
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Para corrigir esse problema, no caso não enumerável, ao invés de procurarmos um

supremo ou um ı́nfimo para as variáveis aleatórias, vamos buscar um supremo ou um

ı́nfimo entre as classes de equivalências. A seguir definimos o ess sup e mostramos

alguns resultados clássicos relacionados a ele. Lembrando que todos os resultados pode

ser obtidos de forma similar para o essencial ı́nfimo de forma similar, nos atentamos ao

ess sup, pois foi o termo que usamos durante nosso trabalho.

A.1

O teorema A.1.2 nos garante que dado uma familia de variáveis aleatórias qualquer

e sua respectiva classe de equivalência, existe um supremo para essa familia. É impor-

tante ressaltar que o ess sup está diretamente ligado a sua medida de probabilidade, ou

seja, para cada medida de probabilidade o ess sup é diferente.

Definição A.1.1. Dizemos que uma variável aleatória Y é o ess sup
i∈I

Yi para um con-

junto de ı́ndice I se, e somente se,

1. Y ≥ Yi (P− q.c.) para todo i ∈ I

2. Se Z é uma variável aleatória, tal que Z ≥ Yi P− q.c. Então Z ≥ Y P− q.c.

Pela definição notamos que o ess sup é uma classe de equivalência, na qual a exis-

tência estabelecemos no teorema a seguir

Teorema A.1.2. Para toda familia de variáveis aleatórias {Yi : i ∈ I} existe uma

variável Y = ess sup
i∈I

Yi P− q.c.. Além disso, existe um subconjunto J? enumerável de

I tal que Y = supj∈J0
Yj

Demonstração: Sem perda de generalidade vamos assumir que Yi : Ω → [0, 1],

pois caso contrário basta usar uma aplicação bijetora de R. Agora, dado um conjunto

enumerável J ⊂ I defina

Y J = sup
i∈J

Yi

Agora seja J o conjunto de todos os subconjuntos enumeráveis de I, como cada Yi

assumi valores em [0, 1] temos que E[Yi] ≤ 1, portanto temos que

α = sup
J∈J

E[Y J ]
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Pelas propriedades de sup temos que existe uma sequência de (Jn)n∈N de elementos de

J tal que

lim
n→∞

E[XJn ] = α

Seja J? =
⋃
n∈N Jn, note que J? é um conjunto enumerável e além disso, temos que

E[Y J? ] = α

Iremos mostrar que Y J? = ess sup
i∈I

Yi. Para isso primeiro fixe i ∈ I, então temos que

J?∪{i}, claro que esse conjunto é enumerável e J?∪{i} ⊂ I, e ainda Y J?∪{i} = Y J?∨Yi.
Portanto,

E(Y J? ∨ Yi) ≤ E(Y J?) = α

o que implica que Y J? ∨ Yi = Y J? q.c. o que implica que Y J? ≥ Yi q.c. para qualquer

i ∈ I. Agora considere Y uma variável aleatória tal que Y ≥ Yi q.c. para todo i ∈ I,

como J? é enumerável, temos que

Y ≥ sup
i∈J?

Yi = Y J? q.c.

O que implica que supi∈J? Yi = Y J? = ess supi∈I Yi

É importante observar também que, mesmo que a função {ω ∈ Ω; supi∈IXi(ω)} seja

mensurável não necessariamente ela é igual ao ess sup como prova temos o exemplo

abaixo

Exemplo A.1.1. Considere (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade completo constrúıdo

através da medida de Lebesgue definida sobre o intervalo [0, 1]. Denotaremos por{
Xi(ω) = 1 se i = ω

Xi(ω) = 0 se i 6= ω

para cada i ∈ [0, 1]. Neste caso, Xi = 0 P− q.c, então é evidente que

ess supXi = 0 P− q.c

Por outro lado, se

supXi = 1

ou seja, o supXi 6= ess supXi, apesar de ser mensurável. Ou seja, enquanto o que

acontece nos conjuntos de medida nula não influência no ess sup pode influenciar muito

no sup



118 APÊNDICE A. - SUPREMO ESSENCIAL

Definição A.1.3. Uma familia de variáveis aleatórias (Yi)i∈I tem a propriedade de

Lattice se, para todo ı́ndice i, j ∈ I existe um ı́ndice p ∈ I tal que

Yp ≥ Yi ∨ Yj, q.c.

Proposição A.1.4. Se {Yi}i∈I tem propriedade de Lattice, então existe uma sequência

(in){n∈N} de ı́ndice tal que a sequência {Yin}n∈N é crescente (a menos de conjuntos de

medida nula) tal que

ess sup
i∈I

Yi = sup
n∈N

Yin = lim
n→∞

Yin q.c.

Demonstração: Usando o fato de que existe um conjunto enumerável {in}n∈N ⊂ I

tal que

ess sup
i∈I

Yi = sup
n∈N

Yin

Então definimos a sequência usando a propriedade de lattice A.1.3 temos que

Z1 = Yi1 ∨ Yi2

Z2 = Yi3 ∨ Z1

...

Zn = Yin+1 ∨ Zn−1

(A.1)

Então {Zn}n∈N é crescente e pela propriedade de Lattice A.1.3 para cada Zn existe um

in ∈ I tal que

Zn = Yn

com

ess sup
i∈I

Yi = sup
n∈N

Yin = lim
n→∞

Yin q.c.

Proposição A.1.5. Seja (Yi)i∈I uma familia de variáveis aleatórias não negativas com

a propriedade de Lattice. Temos que E(ess sup
i∈I

Yi) = sup
i∈I

E(Yi), e de forma mais geral

temos que para uma σ-algebra F ,

E(ess sup
i∈I

Yi | F) = ess sup
i∈I

E(Yi | F) q.c.

Demonstração: Para demonstrar basta usar a proposição anterior e o teorema da

convergência monótona.(31)



Apêndice

B
Formula da desintegração

A meta é fornecer uma formula simples para a probabilidade condicional,

P
{

∆T kn ∈ (a, b), ηkn = ĩk,`,inn |Akn−1 = bkn−1

}
,

no qual

ĩk,`,inn := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
in−1

, `, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d−in

), ` ∈ {−1, 1},

−∞ < a < b < +∞ e bkn−1 ∈ Sn−1
k . Aqui, o ı́ndice in denota a posição da variável

não-nula no vetor ĩkn ∈ Ik.

Notação: É conveniente fixar a notação. Para um dado n ≥ 1, definimos

Ein := {1, 2, . . . , in − 1, in + 1, . . . , d}

e

ikn−1 :=
(̃
ik1, . . . , ĩ

k
n−1

)
.

Para λ ∈ {1, 2, . . . , d}, denotamos

119
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jλ−1 := jλ,n−1 := { Numero de saltos no vetor ikn−1 o qual ocorre na coordenada λ},

e

pλ := pλ(i
k
n−1) := max

1 ≤ j ≤ n− 1, ĩkj = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
λ−1

, `, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d−λ

), ` ∈ {−1, 1}

 ,

no qual se {1 ≤ j ≤ n− 1, ĩkj = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
λ−1

, `, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d−λ

), ` ∈ {−1, 1}} é vazio, definimos

pλ = 0.

Baseado nessa notação, assim definimos

tk,λjλ−1 :=

pλ∑
β=1

skβ,

e

tkr :=
r∑

β=1

skβ, 1 ≤ r ≤ n− 1

para bkn−1 ∈ Sn−1
k . Se pλ = 0, então definimos tk,λjλ−1 := 0. O incremento (tkn−1− t

k,λ
jλ−1) ≥

0 será indicado por

∆k,λ
n := (tkn−1 − t

k,λ
jλ−1).

É importante notar que T kr =
∑r

`=1 ∆T k` e T k,λjλ−1(Akn−1) =
∑pλ(Akn−1)

β=1 ∆T kβ q.c.

Com esses objetos à mão, vamos definir

fmin(t) := fmin(bkn−1, in, t) :=

 ∏
λ∈Ein

f∆Tk,11

(
t+ ∆k,λ

n

) ,

π := π(bkn−1, in) := min{∆k,λ
n ;λ ∈ Ein}

para (bkn−1, in, t) ∈ Sn−1
k × {1, . . . , d} × R+. Aqui, f∆Tk,11

é a função de densidade de

∆T k,11 = T k,11 . Agora estamos aptos a trabalhar no resultado principal.

Teorema B.0.1. Para cada bkn−1 ∈ Sn−1
k , ĩk,`,inn ∈ Ik e −∞ < a < b < +∞, temos
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P
{

∆T kn ∈ (a, b); ηkn = ĩk,`,inn

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}

=


∫ b+∆k,in

n

a+∆k,in
n

f
∆Tk,11

(x) dx∫ ∞
∆k,in
n

f
∆Tk,11

(x) dx

 ·

· 1

2



∫ 0

−∞

∫ ∞
−s

f
∆Tk,11

(
s+ t+ ∆k,in

n

)
fmin(t)dtds

d∏
λ=1

∫ ∞
∆k,λ
n

f
∆Tk,11

(t)dt



(B.1)

A prova deste teorema será dividida em vários passos.

Lema B.0.1. Para cada bkn−1 ∈ Sn−1
k , ĩk,`,inn ∈ Ik e −∞ < a < b < +∞, temos que

P
{

∆T kn ∈ (a, b)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1

}
=


∫ b+∆k,in

n

a+∆k,in
n

f∆Tk,11
(x) dx∫ ∞

∆k,in
n

f∆Tk,11
(x) dx


Demonstração: Seja bkn−1 = (sk1, ĩ

k
1, . . . , s

k
n−1ĩ

k
n−1). Seja J é o número de saltos

ocorridos no in-ésima coordenada para {1, . . . , n}. É importante notar que J é uma

função de bkn−1. Vamos considerar

P
{

∆T kn ∈ (a, b)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1

}
(B.2)

Por construção

P
{

∆T kn ∈ (a, b)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1

}
=

P
{

∆T kn ∈ (a, b)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
J−1 = tk,injin−1, T

k
n−1 = tkn−1

} (B.3)
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e

P
{

∆T kn ∈ (a, b)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
J−1 = tk,injin−1, T

k
n−1 = tkn−1

}
= P

{
T kn ∈ (a+ tkn−1, b+ tkn−1)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
J−1 = tk,injin−1

}
= P

{
T k,inJ ∈ (a+ tkn−1, b+ tkn−1)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
J−1 = tk,injin−1

}
= P

{
∆T k,inJ ∈ (a+ ∆k,in

n , b+ ∆k,in
n )

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
J−1 = tk,injin−1

}
Agora, observe que

{
ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T

k,in
J−1 = tk,injin−1

}
=
{
ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T

k,in
J−1 = tk,injin−1,∆T

,in
J > ∆k,in

n

}
e ∆T k,inJ é independente do conjunto {ηkn = ĩk,`,inn }. Resumindo as identidades acima,

temos

= P
{

∆T k,inJ ∈ (a+ ∆k,in
n , b+ ∆k,in

n )

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
J−1 = tk,injin−1

}
= P

{
∆T k,inJ ∈ (a+ ∆k,in

n , b+ ∆k,in
n )

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
J−1 = tk,injin−1,∆T

k,in
J > ∆k,in

n

}
= P

{
∆T k,injin

∈ (a+ ∆k,in
n , b+ ∆k,in

n )

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1, T
k,in
jin−1 = tk,injin−1,∆T

k,in
jin

> ∆k,in
n

}
= P

{
∆T k,injin

∈ (a+ ∆k,in
n , b+ ∆k,in

n )

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1,∆T
k,in
jin

> ∆k,in
n

}
Agora, afirmamos que

P
{

∆T k,injin
∈ (a+ ∆k,in

n , b+ ∆k,in
n )

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1,∆T
k,in
jin

> ∆k,in
n

}
= P

{
∆T k,injin

∈ (a+ ∆k,in
n , b+ ∆k,in

n )

∣∣∣∣∆T k,injin
> ∆k,in

n

} (B.4)

Para cada bkn−1, nós realmente temos

jin(bkn−1) = jin (̃ik1, . . . , ĩ
k
n−1)
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Para simplificar a notação definimos

tk,injin−1 := tk,injin−1(bkn−1)

∆T k,injin
:= ∆T k,in

jin (bkn−1)

(B.5)

dependendo apenas ĩk1, . . . , ĩ
k
n−1 e pela definição

P
{

∆T k,injin
∈
(
a+ ∆k,in

n , b+ ∆k,in
n

)∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1,∆T
k,in
jin

> ∆k,in
n

}
= P

{
∆T k,injin

∈
(
a+ tkn−1 − t

k,in
jin−1, b+ tkn−1 − t

k,in
jin−1

)∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1,∆T
k,in
jin

> tkn−1 − t
k,in
jin−1

}

= P
{

2−2kτ ∈
(
a+ tkn−1 − t

k,in
jin−1, b+ tkn−1 − t

k,in
jin−1

)∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1, 2
−2kτ > tkn−1 − t

k,in
jin−1

}
(B.6)

= P
{

2−2kτ ∈
(
a+ tkn−1 − t

k,in
jin−1, b+ tkn−1 − t

k,in
jin−1

)∣∣∣∣2−2kτ > tkn−1 − t
k,in
jin−1

}
(B.7)

As igualdades (B.6) e (B.7) são devido ao fato de que 2−2kτ = ∆T k,in
jin (bkn−1)

em lei para

cada bkn−1 ∈ Sn−1
k , no qual

τ = inf{t > 0; |W (t)| = 1}

para um movimento Browniano padrão W independente de (B1 . . . , Bd). Resumindo

os passos acima temos

P
{

∆T kn ∈ (a, b)

∣∣∣∣ηkn = ĩk,`,inn ,Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
∆T k,11 ∈ (a+ ∆k,in

n , b+ ∆k,in
n )

∣∣∣∣∆T k,11 > ∆k,in
n

}

=
P
{

∆T k,11 ∈ (a+ ∆k,in
n , b+ ∆k,in

n ),∆T k,11 > ∆k,in
n

}
P
{

∆T k,11 > ∆k,in
n

}
=

P
{

∆T k,11 ∈ (a+ ∆k,in
n , b+ ∆k,in

n )
}

P
{

∆T k,11 > ∆k,in
n

}

=


∫ b+∆k,in

n

a+∆k,in
n

f
∆Tk,11

(x) dx∫ ∞
∆k,in
n

f
∆Tk,11

(x) dx


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no qual 2−2kτ = ∆T k,11 em lei.

Na sequência, denotamos Ik,j := {(ik1, . . . , ikd); ikj ∈ {−1, 1}} ⊂ Ik para 1 ≤ j ≤ d.

Lema B.0.2. Para todo bkn−1 ∈ Sn−1
k e 1 ≤ r ≤ d,

P
{
ηkn = ĩk,1,rn |ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
ηkn = ĩk,−1,r

n |ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
= 1/2

(B.8)

Demonstração: Se ηkn ∈ Ik,r para um 1 ≤ r ≤ d dado, sabemos a priori que no

n-ésimo passo, ∆Ak,r(T kn ) 6= 0 q.c. Seja (jr − 1)(̃ik1, . . . , ĩ
k
n−1) o número de saltos que

ocorrerão na coordenada r ∈ {1, . . . , d} sobre as etapas {1, . . . , n− 1}.
Neste caso,

P
{
ηkn = ĩk,1,rn |ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
∆Ak,r(T kn ) = 2−k|ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
∆Ak,r(T k,rjr

) = 2−k|ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
=

1

2

Similarmente,

P
{
ηkn = ĩk,−1,r

n |ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
∆Ak,r(T kn ) = −2−k|ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
∆Ak,r(T k,rjr

) = −2−k|ηkn ∈ Ik,r,Akn−1 = bkn−1

}
=

1

2

Lema B.0.3. Para cada bkn−1 ∈ Sn−1
k e ĩk,`,inn ∈ Ik, temos que

P
{
ηkn = ĩk,`,inn

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
ηkn = ĩk,`,inn , ηkn ∈ Ik,in

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
ηkn = ĩk,`,inn |ηkn ∈ Ik,in ,Akn−1 = bkn−1

}
P
{
ηkn ∈ Ik,in |Akn−1 = bkn−1

}

=
1

2



∫ 0

−∞

∫ ∞
−s

f
∆Tk,11

(
s+ t+ ∆k,in

n

)
fmin(t)dtds

d∏
λ=1

∫ ∞
∆k,λ
n

f
∆Tk,11

(t)dt


(B.9)
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Demonstração: Fixamos bkn−1 ∈ Sn−1
k e ĩk,`,in ∈ Ik. A identidade

P
{
ηkn = ĩk,`,inn , ηkn ∈ Ik,in

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
ηkn = ĩk,`,inn |ηkn ∈ Ik,in ,Akn−1 = bkn−1

}
P
{
ηkn ∈ Ik,in|Akn−1 = bkn−1

}
é uma simples consequência do fato de que as probabilidades regulares subjacentes

estão bem definidas e satisfazem

P
{
ηkn = ĩk,`,inn , ηkn ∈ Ik,in

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= lim

ε↓0

P
{
ηkn = ĩk,`,inn , ηkn ∈ Ik,in ,Akn−1 ∈ Vε(bkn−1)

}
P
{
Akn−1 ∈ Vε(bkn−1)

}
(B.10)

e

P
{
ηkn ∈ Ik,in|Akn−1 = bkn−1

}
= lim

ε↓0

P
{
ηkn ∈ Ik,in ,Akn−1 ∈ Vε(bkn−1)

}
P
{
Akn−1 ∈ Vε(bkn−1)

} , (B.11)

no qual Vε(b
k
n−1) é uma vizinhança de bkn−1 ∈ Sn−1

k . Pelo Lema B.0.2, é suficiente para

calcular P
{
ηkn ∈ Ik,in|Akn−1 = bkn−1

}
. Pela própria definição,

P
{
ηkn ∈ Ik,in

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
T k,injin

< min
λ∈Ein

{T k,λjλ
}
∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
T k,injin

+ tk,injin−1 − t
k,in
jin−1 − tkn−1 < min

λ∈Ein
{T k,λjλ

+ tk,λjλ−1 − t
k,λ
jλ−1 − tkn−1}

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
∆T k,injin

−∆k,in
n < min

λ∈Ein
{∆T k,λjλ

−∆k,λ
n }
∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{(
∆T k,injin

−∆k,in
n − min

λ∈Ein
{∆T k,λjλ

−∆k,λ
n }
)
< 0

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
Assim, por construção

{
∆T k,1j1

≥ ∆k,1
n , . . . ,∆T k,djd

≥ ∆k,d
n

}
⊃ {Akn−1 = bkn−1}

de modo que
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P
{(

∆T k,injin
−∆k,in

n − min
λ∈Ein

{∆T k,λjλ
−∆k,λ

n }
)
< 0

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1

}
= P

{(
∆T k,injin

−∆k,in
n − min

λ∈Ein
{∆T k,λjλ

−∆k,λ
n }
)
< 0

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1,

d⋂
λ=1

{∆T k,λjλ
≥ ∆k,λ

n }

}

= P

{(
∆T k,in1 −∆k,in

n − min
λ∈Ein

{∆T k,λ1 −∆k,λ
n }
)
< 0

∣∣∣∣Akn−1 = bkn−1,
d⋂

λ=1

{∆T k,λ1 ≥ ∆k,λ
n }

}

=

P

{(
∆T k,in1 −∆k,in

n − min
λ∈Eßn

{∆T k,λ1 −∆k,λ
n }
)
< 0,

d⋂
λ=1

{∆T k,λ1 ≥ ∆k,λ
n }

}
d∏

λ=1

P{∆T k,λ1 ≥ ∆k,λ
n }

=

P

{(
∆T k,inin

−∆k,in
n −minλ∈Eßn

{∆T k,λjλ
−∆k,λ

n } < 0
)
,
⋂d
λ=1{T

k,λ
jλ
≥ ∆k,λ

n }

}
∏d

λ=1

∫∞
∆k,λ
n
f∆Tk,11

(t)dt

=
P
{

∆T k,inin
−∆k,in

n −minλ∈Eßn
{∆T k,λjλ

−∆k,λ
n } < 0

}
∏d

λ=1

∫∞
∆k,λ
n
f∆Tk,11

(t)dt

=
P
{

∆T k,in1 −∆k,in
n −minλ∈Eßn

{∆T k,λ1 −∆k,λ
n } < 0

}
∏d

λ=1

∫∞
∆k,λ
n
f∆Tk,11

(t)dt

Finalmente,

P
{

∆T k,in1 −∆k,in
n − min

λ∈Eßn

{∆T k,λ1 −∆k,λ
n } < 0

}
=

∫ 0

−∞

∫ ∞
−s

f
∆Tk,11

(s+ t+ ∆k,in
n )fmin(t)dtds

(B.12)

Demonstração do Teorema B.0.1: Fixamos n ≥ 1,bkn−1 ∈ Sn−1
k e a < b. Pode-

se verificar facilmente que

P
{

∆T kn ∈ (a, b), ηkn = ĩk,`,in|Akn−1 = bkn−1

}
= P

{
∆T kn ∈ (a, b)|ηkn = ĩk,`,in ,Akn−1 = bkn−1

}
× P

{
ηkn = ĩk,`,in|Akn−1 = bkn−1

}
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(veja por exemplo (B.10) e (B.11)). Agora, aplicamos Lema B.0.1 e (B.0.3) para

concluir a prova.

A figura a seguir ajuda a ilustrar o problema.
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T

a  b=A=A

=A

n-1 n nn

j-1 j1

1

2 3

1

1 p
i

i

i

n

n

n

(a) Observe que nesse caso a origem se encontra em T kn−1.

T

A+a A+b=A=A

=A

n-1 n nn

j-1 j1

1

1

1

2 3 p
i

i

i

n

n

n

(b) A origem foi alterada para o 0

T

(A-A  )+a 



(A-A  )+b=A=A

=A

n-1 n nn

j-1 j1

1

1

1

2 3 p
i

i

i

i in

n

n

nn

(c) A origem foi deslocada para T kpin = T k,inj−1

Figura B.1: Mudanças da origem, a parte em amarelo é dada, a em azul é região
que queremos calcular a integral. Fonte: Elaborada pelo autor.
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