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Resumo

Nosso objetivo é estudar as álgebras de Hopf e os objetos Galois sob o ponto de vista
das identidades polinomiais, mais especi�camente, quando estes objetos são distinguidos
a menos de isomor�smos, por meio das H-identidades polinomiais que satisfazem. Para
isso seguimos o programa iniciado por C. Kassel [17], no qual ele de�ne o conceito de
H-identidade polinomial para um H-comódulo álgebra, estabelece algumas propriedades
dos respectivos T-ideais e utiliza classi�cações de objetos Galois, como a feita por Bichon
[5] para as álgebras de Hopf monomiais do tipo I, para encontrar identidades polinomiais
que distinguem tais objetos a menos de isomor�smo. Nesse caso, a existência de um
homomor�smo de álgebras cujo núcleo coincide com o T-ideal das H-identidades é o
principal fator determinante.

Palavras-chave: Álgebras de Hopf, Objetos Galois, Identidades Polinomiais.
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Abstract

Our main goal is to study Hopf algebras and Galois objects, from the point of view of
the polynomial identities, more precisely how these objects are distinguished by their
polynomial H-identities. To this end we follow the program started by C. Kassel [17].
There he de�nes polynomial H-identities to H-comodule algebras, gives some properties
of these T-ideals and uses Galois objects classi�cations, as made by Bichon [5] for the
monomial Hopf algebras of type I, to �nd polynomial identities that distinguish those
objects. In that case, the existence of an algebra homomorphism such that the kernel
coincides with the T-ideal of the H-identities is crucial.

Key-words: Hopf Algebras, Galois Objects, Polynomial Identities.
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Introdução

As álgebras de Hopf, assim chamadas em honra a Heinz Hopf por seu trabalho pioneiro
[14] em 1941, foram usadas com esse nome pela primeira vez por Armand Borel [7] em
1953.

No trabalho de Hopf, são introduzidos os, posteriormente chamados, H-espaços. Estes
caracterizam-se por possuírem uma operação produto e uma estrutura adicional de H em
H ⊗H, com condições de compatibilidade, que Hopf observou impor fortes restrições na
estrutura de H, a partir das quais ele deduziu vários resultados topológicos.

Uma visão mais algébrica das álgebras de Hopf surgiu algum tempo depois,
notavelmente no livro [8] de Chase e Sweedler (1969). Já sua expansão e popularização
ocorreu nas décadas seguintes, com as aplicações da teoria obtidas por Drinfeld.

Já a teoria de identidades polinomiais (PI), apesar de ter sua abordagem moderna
dada por Kaplansky em 1948, tem seu primeiro artigo publicado por Dehn em 1922 e
desde então tem sido generalizada e atualmente boa parte da investigação se dá sobre o
conceito de polinômios centrais. †

Usando uma álgebra de Hopf H, pode-se de�nir uma H-identidade polinomial (HPI)
e é essa interseção que dá origem a esse trabalho.

Admitimos do leitor conhecimentos sobre as estruturas algébricas básicas (monoides,
grupos, anéis, corpos, módulos, espaços vetoriais), de modo que apenas uma ou outra
de�nição ou resultado envolvendo esses conceitos é colocado, mais como uma recordação
do que como uma primeira visão do assunto.

Começamos com um capítulo de conceitos preliminares que versa basicamente sobre
objetos dados por propriedades universais.

O segundo capítulo traz estruturas duais às álgebras e módulos: coálgebras e
comódulos, respectivamente, para que no capítulo seguinte possamos introduzir o conceito
de álgebras de Hopf propriamente.

O capítulo quatro traz os conceitos de ação e coação de uma álgebra de Hopf em uma
álgebra e serão estruturas fundamentais para os resultados �nais do trabalho.

O próximo capítulo traz dois conceitos distintos. O primeiro é o produto torcido que,
dada uma álgebra, cria uma estrutura alernativa de produto. O outro conceito são os
objetos Galois. Esses talvez mereçam muito mais espaço do que receberam, dada sua
importância e extensão, mas por questão de foco, procuramos nos ater ao essencial. Por
exemplo, o leitor que conheça as �extensões fendidas� irá notar que elas permeiam toda a
seção mas sem abordá-las diretamente.

O sexto capítulo é o núcleo do trabalho. Começamos com uma introdução ingênua
à teoria das identidades polinomiais sem o objetivo de dar uma visão detalhada do
assunto mas tão somente motivar a seção seguinte. Nesta são de�nidas as H-identidades

† Para mais sobre essa parte histórica veja os artigos �Polynomial Identities� do Amitsur [2] e �The
beginnings of the theory of Hopf algebras� de Andruskiewitsch e Santos [3].
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polinomiais e apresentadas algumas das suas propriedades. A última seção encontra um
método bastante útil, apesar de particular, para encontrar H-identidades polinomiais de
uma álgebra.

O último capítulo deste trabalho traz dois exemplos nos quais podemos aplicar os
resultados do capítulo anterior. O primeiro deles toma H como a álgebra de Taft e o
segundo como a álgebra de Hopf Monomial do tipo I. Para esse último, além do artigo
[17] do Christian Kassel, usamos fortemente o artigo [5] do Julien Bichon que classi�ca
os objetos Galois para álgebras monomiais (todas, de I a VI).
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Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Em todo este texto k indica um corpo arbitrário, salvo menção contrária. Sempre que
surgirem k-espaços vetoriais, a menos que se diga o contrário, estes serão chamados de
espaços vetoriais. Da mesma forma, os termos linear e bilinear serão empregados no lugar
de k-linear e k-bilinear, respectivamente. A unidade† 1k do corpo k será simplesmente
indicada por 1.

As principais referências para este capítulo são os livros [12], [15] e [16].
Lembraremos brevemente a seguir de alguns objetos dados por propriedade universal

que serão importantes neste texto.

O Produto Tensorial

De�nição 1.1 (Produto Tensorial). Sejam V e W espaços vetoriais. Dizemos que (T, ϕ),
no qual T é um espaço vetorial e ϕ : V ×W −→ T é uma aplicação bilinear, é um produto
tensorial entre V e W (sobre k) se para todo espaço vetorial Z e toda f : V ×W −→ Z
bilinear, existe única f̄ : T −→ Z linear tal que o seguinte diagrama é comutativo:

T

V ×W

Z

f̄

ϕ

f

Lembremos que, como toda de�nição dada por propriedade universal, o produto
tensorial é único a menos de isomor�smo, mas é necessário construir um modelo de
produto tensorial. Essa construção (clássica) pode ser encontrada, por exemplo, em
[12, Capítulo 10] ou [15, Capítulo IV] e resumidamente pode ser feita da seguinte forma:

Seja X um conjunto. O conjunto kX = {f : X −→ k} é um espaço vetorial com
operações dadas por

• (f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo f, g ∈ kX e x ∈ X,

• (λf)(x) = λf(x) para todo λ ∈ k, f ∈ kX e x ∈ X.

† O termo �unidade� é ambíguo e pode fazer referência tanto ao elemento neutro da multiplicação quanto
a um elemento invertível em um anel. Neste texto o termo �unidade� sempre fará referência ao elemento
neutro da multiplicação.
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Considere kX = {f : X −→ k | supp(f) é �nito}, com supp(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.
kX é um subespaço vetorial de kX .

Além disso, dados V e W espaços vetoriais, se X = V ×W (produto cartesiano de
conjuntos) então kX = k(V ×W ) é um espaço vetorial e tem como base

B =
{
e(v,w), v ∈ V, w ∈ W

}
≡ {(v, w), v ∈ V, w ∈ W} ,

com ex : X −→ k dada por ex(y) = δxy
† , para todo x, y ∈ X.

Por sua vez considere U o subespaço vetorial de k(V × W ) gerado pela união dos
seguintes conjuntos:

U1 = {(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w), v1, v2 ∈ V, w ∈ W},

U2 = {(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2), v ∈ V, w1, w2 ∈ W},

U3 = {λ(v, w)− (λv, w), λ ∈ k, v, w ∈ W},

U4 = {λ(v, w)− (v, λw), λ ∈ k, v, w ∈ W}.

Podemos com isso de�nir um conjunto (de classes laterais)

V ⊗k W ··=
k(V ×W )

U
.

Este possui uma única estrutura de espaço vetorial tal que π : k(V ×W ) −→ V ⊗k W é
linear.††

É corriqueiro mostrar que V ⊗k W é um produto tensorial. Como de modo geral
usaremos o produto tensorial sobre k, omitimos o índice k e denotamos simplesmente
V ⊗W . A seguir colocamos alguns resultados relacionados a esse espaço:

Dados v ∈ V e w ∈ W denotaremos a projeção π(e(v,w)) ≡ π(v, w) (com π a projeção
no espaço quociente) por v⊗w. Os tensores dessa forma são chamados canônicos, porém
note que os elementos de V ⊗W em geral não são canônicos e sim combinações lineares
de tensores canônicos, por exemplo dado {e1, e2} a base canônica de V = R2, então
e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 ∈ R2 ⊗R2 não pode ser escrito da forma v ⊗w para nenhum v, w ∈ R2.
(Ao tentar fazê-lo chegamos a um sistema impossível).

Da própria de�nição do subespaço U e do fato de π ser linear seguem de imediato as
seguintes propriedades de V ⊗W :

1. (v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w, para todo v1, v2 ∈ V e w ∈ W ,

2. v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2, para todo v ∈ V e w1, w2 ∈ W ,

3. (λv)⊗ w = λ(v ⊗ w) = v ⊗ (λw), para todo v ∈ V , w ∈ W e λ ∈ k.

† O delta de Kronecker:

δxy ··=

{
1, se y = x,

0, se y 6= x.

para todo x, y ∈ X.
†† Pela seguinte proposição encontrada em [12, 10.2 Prop. 3] �Sejam V um espaço vetorial, U um subespaço
vetorial de V e π : V −→ V/U uma aplicação dada por π(v) = v + U . Então existe única estrutura de
espaço vetorial em V/U tal que π é linear.�
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Proposição 1.2. [15, Corolário 5.3] Sejam V1, V2, W1 e W2 espaços vetoriais. Se
f1 : V1 −→ W1 e f2 : V2 −→ W2 são lineares então existe única g : V1 ⊗ V2 −→ W1 ⊗W2

linear tal que g(v1 ⊗ v2) = f1(v1)⊗ f2(v2) para todo v1 ∈ V1 e v2 ∈ V2.

Denotaremos a (única) aplicação g da proposição anterior por f1 ⊗ f2.

Lema 1.3. [15, Teorema 5.11] Sejam V e W espaços vetoriais e vi ∈ V , wi ∈ W para
todo i = 1, 2, . . . , n tais que

v1 ⊗ w1 + v2 ⊗ w2 + . . .+ vn ⊗ wn = 0.

Se w1, . . . , wn são linearmente independentes então v1 = . . . = vn = 0.

Proposição 1.4. [15, Corolário 5.12] Sejam V eW espaços vetoriais. Se B = {vi, i ∈ I}
e C = {wj, j ∈ J} são bases de V e W , respectivamente, então {vi ⊗ wj, i ∈ I, j ∈ J}
é base de V ⊗W .

Dados V , V1, V2 e W espaços vetoriais, introduzimos as seguintes notações:

Hom(V,W ) ··= {α : V −→ W, α linear}
Bil(V1, V2;W ) ··= {β : V1 × V2 −→ W, β bilinear}
Mult(V,W, n) ··= {β : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

n-vezes

−→ W, β n-linear}

A próxima proposição relaciona os operadores Bil e Hom:

Proposição 1.5. [12, 10.4 Teorema 10] Sejam V1, V2 eW espaços vetoriais e (V1 ⊗ V2, ϕ)
o produto tensorial entre V1 e V2. Então

Bil(V1, V2;W ) ∼= Hom(V1 ⊗ V2,W ).

Proposição 1.6. [12, 10.4 Proposição 20] Se (V ⊗W,ϕ1) e (W ⊗ V, ϕ2) são produtos
tensoriais entre os espaços vetoriais V e W então

V ⊗W ∼= W ⊗ V.

A partir daqui, em todo o texto, τ irá denotar o isomor�smo da poposição anterior, a
saber, τ : V ⊗W −→ W ⊗ V dado por τ(v ⊗ w) = w ⊗ v, para todo v ∈ V e w ∈ W .

Podemos estender indutivamente o conceito de produto tensorial entre vários espaços
vetoriais. No caso n = 3, dados V1, V2 e V3 espaços vetoriais obtemos ((V1⊗ V2)⊗ V3, ϕ1)
e (V1 ⊗ (V2 ⊗ V3), ϕ2), porém estes espaços vetoriais são canonicamente isomorfos, como
a�rma a seguinte proposição:

Proposição 1.7. [12, 10.4 Corolário 15] Sejam V1, V2 e V3 espaços vetoriais. Se ((V1 ⊗
V2)⊗ V3, ϕ1) e (V1 ⊗ (V2 ⊗ V3), ϕ2) são produtos tensoriais então

(V1 ⊗ V2)⊗ V3
∼= V1 ⊗ (V2 ⊗ V3).

Em virtude da associatividade expressa por essa proposição faz sentido introduzir a
seguinte notação para o espaço vetorial associado ao tensor do espaço vetorial V n vezes
(n ≥ 0):

V ⊗n =

k, se n = 0,

V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
n-vezes

, se n > 0.
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Proposição 1.8. [12, 10.4 Exemplo 7] Seja V um espaço vetorial. Se (k⊗V, ϕ) é produto
tensorial então

k ⊗ V ∼= V ∼= V ⊗ k.

Lembrar que dados dois espaços vetoriaisW1 eW2 a soma diretaW1⊕W2 é um espaço
vetorial, motiva a seguinte proposição:

Proposição 1.9. [12, 10.4 Teorema 17] Sejam V , W1 e W2 espaços vetoriais. Se ((V ⊗
(W1 ⊕W2)), ϕ1) e ((V ⊗W1)⊕ (V ⊗W2), ϕ2) são produtos tensoriais então

V ⊗ (W1 ⊕W2) ∼= (V ⊗W1)⊕ (V ⊗W2).

De�nição 1.10 (k-álgebra). Uma k-álgebra A é um anel A com unidade junto com um
homomor�smo de anéis φ : k −→ A que leva 1 em 1A tal que Im(φ) ⊆ Z(A), o centro de
A.

Proposição 1.11. [12, Proposição 10.21] Dadas k-álgebras A e B, A ⊗ B com
multiplicação dada por

f : (A⊗B)× (A⊗B) −→ A⊗B
(a⊗ b, a′ ⊗ b′) 7−→ aa′ ⊗ bb′

e unidade 1A ⊗ 1B é uma álgebra, chamada produto tensorial das álgebras A e B.

A Álgebra Associativa Livre

A de�nição de objeto livre aplicado à categoria das álgebras nos da a seguinte de�nição:

De�nição 1.12 (Álgebra Associativa Livre). Sejam A uma álgebra, X um conjunto e
i : X −→ A uma função. Dizemos que A é uma álgebra associativa livre em X se, para
toda álgebra B e f : X −→ B função, existe único homomor�smo de álgebras f̄ : A −→ B
tal que o seguinte diagrama é comutativo

A

X

B

f̄

i

f

Sendo dada por propriedade universal, uma álgebra associativa livre em X é única
a menos de isomor�smo. Um modelo pode ser encontrado em [16, Capítulo I] como a
seguir:

Seja X um conjunto. Considere o espaço vetorial k〈X〉 com base dada por todas
as palavras xi1 , . . . , xip no alfabeto X, incluindo a palavra vazia ∅. A concatenação de
palavras de�ne uma multiplicação (associativa) em k〈X〉 dada por

(xi1 , . . . , xip)(xip+1 , . . . , xin) = xi1 , . . . , xipxip+1 , . . . , xin

e a unidade é dada pela palavra vazia 1 = ∅. Considere A = k〈X〉 e i : X −→ k〈X〉 a
inclusão. (k〈X〉, i) é uma álgebra associativa livre em X.

Note que k〈X〉 nada mais é que do que a álgebra dos polinômios em variáveis não
comutativas de X. Assim, por exemplo, se X = {x1, x2}, x1x2 − x2x1 é um elemento de
k〈X〉, mas não é o polinômio nulo.
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A Álgebra Tensorial

De�nição 1.13 (Álgebra Tensorial). Seja V um espaço vetorial. Dizemos que (T (V ), i),
no qual T (V ) é uma álgebra e i : V −→ T (V ) linear, é uma álgebra tensorial de V se
para toda álgebra A e toda aplicação f : V −→ A linear, existe único f̄ : T (V ) −→ A
homomor�smo de álgebras tal que o seguinte diagrama é comutativo:

T (V )

V

A

f̄

i

f

Sendo dada por propriedade universal, uma álgebra tensorial de um espaço vetorial V
é única a menos de isomor�smo. Um modelo pode ser encontrado em [16, Capítulo II]
como a seguir:

Seja V um espaço vetorial. De�na

T 0(V ) = k,

T 1(V ) = V,

...
...

T n(V ) = V ⊗n.

Denote
T (V ) =

⊕
n≥0

T n(V )

e de�na i : V −→ T (V ) por i(v) = v ∈ T 1(V ) para todo v ∈ V . Dados x = v1⊗ . . .⊗ vn ∈
T n(V ) e y = w1 ⊗ . . .⊗ wr ∈ T r(V ) de�na a multiplicação em T (V ) por

x · y = v1 ⊗ . . .⊗ vn ⊗ w1 ⊗ . . .⊗ wr ∈ T n+r(V )

e estendendo por linearidade. T (V ) é uma álgebra associativa e unitária com essa
multiplicaçao e tomando 1k ∈ T 0(V ) como unidade. (T (V ), i) é a álgebra tensorial
de V . É comum denotar x · y por x ⊗ y, já que existe um isomor�smo canônico
T n(V )⊗ T r(V ) ∼= T n+r(V ).

Proposição 1.14. [16, Proposição II.5.1] Seja V um espaço vetorial e X uma base de
V . Então T (V ) ∼= k〈X〉 (como álgebras).

A Álgebra Simétrica

De�nição 1.15 (Álgebra Simétrica). Seja V um espaço vetorial. Dizemos que (S(V ), i),
na qual S(V ) é uma álgebra e i : V −→ T (V ) linear, é uma álgebra simétrica de V se,
para toda álgebra A e toda f : V −→ A linear tal que f(x)f(y) = f(y)f(x), para todo
x, y ∈ V , existe única f̄ : S(V ) −→ A homomor�smo de álgebras tal que o seguinte
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diagrama é comutativo:

S(V )

V

A

f̄

i

f

Sendo dada por propriedade universal, uma álgebra simétrica de um espaço vetorial
V é única a menos de isomor�smo. Um modelo pode ser encontrado em [16, Capítulo II]
como a seguir:

Seja V um espaço vetorial. De�na S(V ) = T (V )/I(V ), com I(V ) o ideal bilateral
gerado por todos os elementos da forma x⊗ y − y ⊗ x, com x, y ∈ V .

Proposição 1.16. [16, Proposição II.5.2] Seja V um espaço vetorial e X uma base de
V . Então S(V ) ∼= k [X] (como álgebras).
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Capítulo 2

Coálgebras e Comódulos

Neste capítulo, nosso objetivo é introduzir as coálgebras e os comódulos: De�nições,
exemplos, homomor�smos e principais resultados. Estas juntamente com as álgebras e os
módulos são o alicerce para o que serão as álgebras de Hopf.

As principais referências para este capítulo são os livros [10], [16] e [20].

2.1 Álgebras

A �m de facilitar a introdução do conceito de coálgebra, convém revisitar a de�nição
de álgebra. Por isso, trazemos a seguir, uma de�nição alternativa usando tensores e
diagramas:

De�nição 2.1.1 (k-álgebra). Uma k-álgebra (associativa com unidade) é uma tripla
(A, µ, η) em que A é um espaço vetorial e µ : A ⊗ A −→ A e η : k −→ A são aplicações
lineares tais que os seguintes diagramas são comutativos:

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

id⊗µ

µ⊗id µ

µ

A⊗ A

k ⊗ A A⊗ k

A

µ

η⊗id

∼

id⊗η

∼

A comutatividade do primeiro diagrama signi�ca que, para todo a, b, c ∈ A, (ab)c =
a(bc). Já o segundo garante que, para todo a ∈ A e para todo λ ∈ k, λa = (λ1A)a e
aλ = a(λ1A).

Na de�nição anterior, a comutatividade do primeiro diagrama é chamada
associatividade. Além disso, o símbolo ∼ irá sempre representar um dos isomor�smos
canônicos das Proposições 1.7, 1.8 e 1.9.

Como em geral usaremos k-álgebras a menos que se diga o contrário iremos chamá-las
simplesmente de álgebras.

Esta nova versão da de�nição de álgebra é equivalente à de�nição usual de álgebra
(associativa com unidade) como em 1.10. De fato, admitindo a de�nição acima, de�na o
produto a · b = µ(a⊗ b) e 1A = η(1). A linearidade de µ e η e os diagramas irão garantir
o resultado. Por outro lado, admitindo a de�nição usual, de�na µ(a⊗ b) = a · b e η = φ.
As propriedades da de�nição clássica de álgebra com o fato de φ ser um homomor�smo
garantem a linearidade de µ e η bem como a comutatividade dos diagramas.
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Com isso, dada uma álgebra (A, µ, η), iremos frequentemente denotar µ(a ⊗ b) = ab
(notação clássica da multiplicação) e η(1) = 1A (notação clássica da unidade).

Obervamos, �nalmente, que quando necessário para evitar confusão, podemos �xar o
símbolo da álgebra na multiplicação ou unidade: µA, µB, ηA, ηB, . . .

De�nição 2.1.2 (Álgebra Comutativa). Uma álgebra (A, µ, η) é dita comutativa se o
seguinte diagrama é comutativo:

A⊗ A

A⊗ A

A

µ

τ

µ

em que τ é a aplicação de�nida na proposição 1.6. Note que a comutatividade do diagrama
acima diz que ab = ba para todo a, b ∈ A.

De�nição 2.1.3 (Homomor�smo de Álgebras). Sejam (A, µA, ηA) e (B, µB, ηB) álgebras
e f : A −→ B linear. Dizemos que f é um homomor�smo de álgebras se os seguintes
diagramas são comutativos:

A⊗ A B ⊗B

A B

f⊗f

µA µB

f

A

k

B

f

ηA

ηB

Ou seja,

f(a1a2) = f(a1)f(a2)

f(1A) = 1B

para todos a1, a2 ∈ A.

Além dos exemplos comuns de álgebras como o próprio corpo k, álgebras de matrizes,
de polinômios, tensorial, simétrica, etc., apresentamos alguns outros para ilustrar as
de�nições acima.

Exemplo 2.1.4. Seja (A, µ, η) uma álgebra. De�na µop = µ◦ τ , ou seja, µop(x⊗ y) = yx,
para todo x, y ∈ A. Então (A, µop, η) é uma álgebra, chamada álgebra oposta de A.

Exemplo 2.1.5. Seja M um monoide e kM o espaço vetorial com base {m | m ∈ M}
cujos elementos são combinações lineares �nitas do tipo∑

m∈M

αmm

em que (αm)m∈M é uma família de elementos em k quase todos nulos. kM é uma
álgebra com multiplicação dada pela operação do monoide e estendida por linearidade.
Explicitamente, se x =

∑
m∈M αmm e y =

∑
n∈M βnn então xy =

∑
p∈M γpp, em que

γp =
∑

mn=p αmβn. A unidade de kM é o elemento neutro do monoide. Aqui interessa-nos
mais o caso particular kG, em que G é um grupo kG é dita álgebra de grupo.
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2.2 Coálgebras

A noção de coálgebra é motivada pela ideia da dualização das aplicações de de�nem a
estrutura de uma álgebra, revertendo as �echas. A relação entre as duas estruturas �cará
mais clara na próxima seção.

De�nição 2.2.1 (k-coálgebra). Uma k-coálgebra (coassociativa com counidade) é uma
tripla (C,∆, ε) em que C é um espaço vetorial, ∆: C −→ C ⊗ C e ε : C −→ k são
aplicações lineares tais que os seguintes diagramas são comutativos:

C C ⊗ C

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C

∆

∆ id⊗∆

∆⊗id

C ⊗ C

k ⊗ C C ⊗ k

C

ε⊗id id⊗ε

∆

∼ ∼

Em analogia direta com o conceito de álgebra, chamamos ∆ de comultiplicação e ε de
counidade da k-coálgebra. Além disso, a comutatividade do primeiro diagrama é chamada
coassociatividade.

Como em geral, usaremos k-coálgebras a menos que se diga o contrário iremos
chamá-las simplesmente de coálgebras.

De�nição 2.2.2 (Coálgebra Cocomutativa). Uma coálgebra (C,∆, ε) é dita cocomutativa
se o seguinte diagrama é comutativo:

C ⊗ C

C

C ⊗ C

τ

∆

∆

O primeiro exemplo mostra que todo espaço vetorial possui estrutura de coálgebra.

Exemplo 2.2.3. Seja S 6= ∅ um conjunto e kS o espaço vetorial com base S. (kS,∆, ε)
é uma coálgebra com a comultiplicação ∆: kS −→ kS ⊗ kS dada por ∆(s) = s⊗ s para
todo s ∈ S e counidade ε : kS −→ k dada por ε(s) = 1 para todo s ∈ S.

Os próximos dois exemplos são casos particulares do anterior e merecem ser
apresentados porque surgirão diversas outras vezes no texto.

Exemplo 2.2.4. (k,∆, ε) é uma coálgebra com a comultiplicação ∆: k −→ k ⊗ k dada
por ∆(1) = 1⊗ 1 e counidade ε : k −→ k dada por ε(1) = 1.

Exemplo 2.2.5. Seja M um monoide e kM o espaço vetorial com base M . (kM,∆, ε) é
uma coálgebra com a comultiplicação ∆: kM −→ kM ⊗ kM dada por ∆(m) = m ⊗m
para todo m ∈ M e counidade ε : kM −→ k dada por ε(m) = 1 para todo m ∈ M . Em
particular, isso atribui a kG uma estrutura de coálgebra, sendo G um grupo.
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Exemplo 2.2.6. Seja (S,≤) um conjunto parcialmente ordenado. Um intervalo em S é
um subconjunto de S não vazio da forma

[x, y] := {z | x ≤ z ≤ y}.

Dizemos que S é localmente �nito se, todos seus intervalos são �nitos. Denote o conjunto
de intervalos de S por int(S). Seja V o espaço vetorial com base int(S). (V,∆, ε) é uma
coálgebra com a comultiplicação ∆: V −→ V ⊗ V de�nida em sua base int(S) por

∆([x, y]) =
∑
z∈[x,y]

[x, z]⊗ [z, y]

e counidade ε : V −→ k de�nida na base por

ε([x, y]) = δx,y.

Exemplo 2.2.7. Seja n ≥ 1 um inteiro e M c(n) um espaço vetorial de dimensão
n2. Denote por (eij)1≤i,j≤n uma base de M c(n). (M c(n),∆, ε) é uma coálgebra com a
comultiplicação ∆: M c(n) −→M c(n)⊗M c(n) dada por

∆(eij) =
∑

1≤p≤n

eip ⊗ epj

e counidade ε : M c(n) −→ k dada por ε(eij) = δi,j. M
c(n) é chamada de coálgebra de

matrizes.

Exemplo 2.2.8. Seja (C,∆, ε) uma coálgebra. (C,∆op, ε) é uma coálgebra, dita coálgebra
oposta, na qual

∆op = τ ◦∆.

A coálgebra oposta de uma coálgebra C é denotada por Ccop.

Assim como é feito com álgebras, podemos de�nir uma estrutura de coálgebra no
produto tensorial de duas coálgebras:

Exemplo 2.2.9. Sejam (C,∆C , εC) e (D,∆D, εD) duas coálgebras. Então C ⊗ D tem
estrutura de coálgebra dada por

∆ = (id⊗τ ⊗ id) ◦ (∆C ⊗∆D)

e
ε = ϕ ◦ εC ⊗ εD,

com ϕ : k ⊗ k −→ k o isomor�smo canônico.

Seja (C,∆, ε) uma coálgebra. Introduzimos a seguinte notação:

∆1 = ∆,

∆2 = (∆⊗ id) ◦∆,

∆3 = (∆⊗ id⊗ id) ◦∆2,

...
...

∆n = (∆⊗ idn−1) ◦∆n−1.

A proposição a seguir generaliza a coassociatividade:
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Proposição 2.2.10. Seja (C,∆, ε) uma coálgebra. Então para todo n ≥ 2 e todo
p ∈ {0, . . . , n− 1}

∆n = idp⊗∆⊗ idn−1−p ◦∆n−1

Demonstração. Faremos por indução em n. Para n = 2 temos

∆2 = (∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆

que é simplesmente a coassociatividade da comultiplicação. Assumindo que a a�rmação
seja válida para n > 2, dado p ∈ {1, . . . , n} temos

(idp⊗∆⊗ idn−p) ◦∆n = (idp⊗∆⊗ idn−p) ◦ (idp−1⊗∆⊗ idn−p) ◦∆n−1

= (idp−1⊗((id⊗∆) ◦∆)⊗ idn−p) ◦∆n−1

= (idp−1⊗((∆⊗ id) ◦∆)⊗ idn−p) ◦∆n−1

= (idp−1⊗∆⊗ idn+1−p) ◦ (idp−1⊗∆⊗ idn−p) ◦∆n−1

= (idp−1⊗∆⊗ idn−p+1) ◦∆n.

Note que para p = 0, temos por de�nição que ∆n+1 = (idp⊗∆ ⊗ idn−p) ◦ ∆n, logo por
indução em p, temos o resultado para todo p ∈ {0, . . . , n}.

Ao contrário do que ocorre na multiplicação que leva dois elementos em um só, a
comultiplicação leva um elemento em uma soma �nita de tensores de elementos, o que
pode tornar os cálculos um tanto complicados. Para facilitar, usaremos uma notação
para a comultiplicação chamada de Notação de Sweedler (ou Notação Sigma): Dada uma
coálgebra (C,∆, ε) denotaremos

∆(c) =
n∑
i=1

ci1 ⊗ ci2

por
∆(c) =

∑
c1 ⊗ c2.

Com isso, pela coassociatividade generalizada, podemos escrever, para n ≥ 1,

∆n(c) =
∑

c1 ⊗ . . .⊗ cn+1.

Usando essa notação podemos também reescrever o segundo diagrama da de�nição de
coálgebra da seguinte forma ∑

ε(c1)c2 =
∑

c1ε(c2) = c.

De�nição 2.2.11 (Homomor�smo de Coálgebras). Sejam (C,∆C , εC) e (D,∆D, εD)
coálgebras e g : C −→ D linear. Dizemos que g é um homomor�smo de coálgebras se
os seguintes diagramas são comutativos:

C D

C ⊗ C D ⊗D

g

∆C ∆D

g⊗g

D

C

k

εD

g

εC

Pela notação de Sweedler, a comutatividade do primeiro diagrama acima pode ser
escrita, para todo c ∈ C, como:∑

g(c)1 ⊗ g(c)2 =
∑

g(c1)⊗ g(c2).
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2.3 Dualidade entre Álgebras e Coálgebras

Dado V um espaço vetorial, considere V ∗ = Hom(V, k) o espaço vetorial dual a V . Se
ϕ : V −→ W é um homomor�smo de espaços vetoriais, de�nimos ϕ∗ : W ∗ −→ V ∗ por
ϕ∗(f)(v) = f(ϕ(v)) para todo f ∈ W ∗ e v ∈ V . Essas informações serão necessárias nessa
seção para mostrar que, dada uma coálgebra C, então C∗ possui uma estrutura natural
de álgebra, por dualidade. Comecemos com alguns lemas:

Lema 2.3.1. Sejam V e W espaços vetoriais e t ∈ V ⊗W , com t 6= 0. Então existe
n > 0 tal que

t =
n∑
i=1

vi ⊗ wi,

com vi e wi linearmente independentes para todo i = 1, ...n.

Demonstração. É claro que sempre podemos escrever t com todos componentes vi ou wi
linearmente independentes para algum n. Fixe n como o menor inteiro positivo tal que t
se escreva da forma

t =
n∑
i=1

vi ⊗ wi,

com os vi linearmente independentes. Mostremos que os wi também são linearmente
independentes. De fato, se não o fosse, teríamos, sem perda de generalidade, que wn seria
combinação linear dos demais:

wn =
n−1∑
i=1

αiwi.

Com isso,

t =
n−1∑
i=1

vi ⊗ wi + vn ⊗ wn

=
n−1∑
i=1

vi ⊗ wi + vn ⊗

(
n−1∑
i=1

αiwi

)

=
n−1∑
i=1

(vi + αivn)⊗ wi

Mas é claro que {v1 + α1vn, . . . , vn−1 + αn−1vn} é linermente independente, porém com
isso temos uma representação de t com n− 1 componentes vi linearmente independentes,
o que é um absurdo (pela minimalidade de n).

Lema 2.3.2. Sejam M e V espaços vetorias e ϕ : M∗ ⊗ V −→ Hom(M,V ) linear dada
por

ϕ(f ⊗ v)(m) = f(m)v,

para todos f ∈M∗, v ∈ V e m ∈M . Então ϕ é injetora. Além disso, seM tiver dimensão
�nita então ϕ é um isomor�smo de espaços vetoriais.

Demonstração. Seja x ∈M∗ ⊗ V tal que φ(x) = 0. Pelo Lema 2.3.1, existe p > 0,tal que

x =

p∑
i=1

fi ⊗ vi
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com fi ∈M∗ e vi ∈ V lineramente independentes. Com isso, para todo m ∈M ,

0 = φ(x)(m) = φ

(
p∑
i=1

fi ⊗ vi

)
(m) =

p∑
i=1

φ(fi ⊗ vi)(m) =

p∑
i=1

fi(m)vi.

Como os vi são linearmente independentes, temos que fi(m) = 0 para todo i = 1, . . . , p e
para todo m ∈M . Portanto x = 0.

Agora, admitindo que M tenha dimensão �nita n, tome {m1, . . . ,mn} uma base para
M e seja {m∗1, . . . ,m∗n} uma base dual para M∗, ou seja, m∗i (mj) = δij, para todo
1 ≤ i, j ≤ n. É claro que, para todo m ∈M ,

m =
n∑
i=1

m∗i (m)mi.

Assim, dado f ∈ Hom(M,V ),

f(m) = f

(
n∑
i=1

m∗i (m)mi

)
=

n∑
i=1

m∗i (m)f(mi).

Logo, tomando

x =
n∑
i=1

m∗i f(mi)

teremos, para todo m ∈M ,

φ(x)(m) = φ

(
n∑
i=1

m∗i f(mi)

)
(m) =

n∑
i=1

m∗i (m)f(mi) = f(m).

Portanto φ é sobrejetora, e assim um isomor�smo de espaços vetoriais.

Lema 2.3.3. Sejam M e N espaços vetorias e ψ : Hom(M,N∗) −→ (M ⊗N)∗ linear
dada por

ψ(g)(m⊗ n) = g(m)(n),

para todos g ∈ Hom(M,N∗),m ∈ M e n ∈ N . Então ψ é um isomor�smo de espaços
vetoriais.

Demonstração. Para mostrar esse resultado recordemos o seguinte isomor�smo canônico
envolvendo o operador Hom e o produto tensorial:

Sejam A,B e C espaços vetoriais então

Hom(A⊗B,C) ∼= Hom(A,Hom(B,C)).

Usando esse fato o isomor�smo temos que Hom(M,N∗) e (M ⊗N)∗ são isomorfos pois

Hom(M,N∗) = Hom (M,Hom(N, k))
∼= Hom (M ⊗N, k)

= (M ⊗N)∗.

É possível mostrar que este isomor�smo coincide com a aplicação ψ do enunciado (o que
se dá exatamente pela forma do isomo�smo canônico), mas deixamos isso a cargo do
leitor.
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Proposição 2.3.4. Sejam M e N espaços vetorias e ρ : M∗ ⊗N∗ −→ (M ⊗N)∗ linear
dada por

ρ(f ⊗ g)(m⊗ n) = f(m)g(n),

para todos f ∈M∗, g ∈ N∗ e n ∈ N . Então ρ é injetora. Além disso, se M tiver dimensão
�nita então ρ é um isomor�smo de espaços vetoriais.

Demonstração. Basta observar que ρ = ψ ◦ϕ0, em que φ0 é a aplicação φ do Lema 2.3.2
com V = N∗ e ψ é a aplicação do Lema 2.3.3.

Corolário 2.3.5. Sejam V1, . . . , Vn espaços vetoriais. Então a aplicação linear
θ : V ∗1 ⊗ . . .⊗ V ∗n −→ (V1 ⊗ . . .⊗ Vn)∗ dada por

θ(f1 ⊗ . . .⊗ fn)(v1 ⊗ . . .⊗ vn) = f1(v1) . . . fn(vn)

é injetora. Mais ainda, se Vi é de dimensão �nita para todo i = 1, . . . n então θ é um
isomor�smo.

A demonstração deste corolário é imediata a partir da proposição anterior.

Teorema 2.3.6. Se (C,∆, ε) é uma coálgebra então C∗ possui estrutura de álgebra.

Demonstração. Tome ρ na proposição anterior comM = N = C, ou seja, o homomor�smo
injetor ρ : C∗ ⊗ C∗ −→ (C ⊗ C)∗. Considere também o isomor�smo ϕ : k −→ k∗, tal que
ϕ(1) = id. De�na a multiplicação e a unidade em C∗ por

µ = ∆∗ ◦ ρ e η = ε∗ ◦ ϕ

Note que, como ∆∗(h) = h ◦∆ para todo h ∈ (C ⊗ C)∗, então

µ(f ⊗g)(c) = ∆∗ ◦ρ(f ⊗g)(c) = ρ(f ⊗f)◦∆(c) = ρ(f ⊗g)
(∑

c1 ⊗ c2

)
=
∑

f(c1)g(c2)

para todo f, g ∈ C∗ e c ∈ C. Essa multiplicação é conhecida como produto de convolução
e denota-se µ(f ⊗ g) por f ∗ g. (Mais adiante, na seção 3.2 voltaremos a falar sobre o
produto de convolução de uma forma mais ampla).

Note também que, como ε∗(h) = h ◦ ε, para todo h ∈ k∗, então

η(1)(c) = ε∗(φ(1))(c) = (id ◦ε)(c) = ε(c)

para todo c ∈ C. Logo η(α)(c) = αη(1)(c) para todo α ∈ k e c ∈ C.
Mostremos agora que (C∗, µ, η) é, de fato, uma álgebra associativa e unitária:

• µ é associativa pois, para todo c ∈ C e f, g ∈ C∗,

((f ∗ g) ∗ h)(c) =
∑

(f ∗ g)(c1)h(c2)

=
∑

f(c1)g(c2)h(c3)

=
∑

f(c1)(g ∗ h)(c2)

= (f ∗ (g ∗ h))(c),

em que se usou a coassociatividade de ∆.
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• η(1) é unidade de C∗ pois, para todo c ∈ C e f ∈ C∗

(η(1) ∗ f)(c) =
∑

η(1)c1f(c2) =
∑

ε(c1)f(c2) = f
(∑

ε(c1)c2

)
= f(c)

(f ∗ η(1))(c) =
∑

f(c1)η(1)c2 =
∑

f(c1)ε(c2) = f
(∑

c1ε(c2)
)

= f(c),

em que se usou o fato de ε ser counidade de C.

Exemplo 2.3.7. Dada a coálgebra kS do exemplo 2.2.3, (kS)∗ é uma álgebra com
multiplicação

f ∗ g(s) = f(s)g(s)

para todo f, g ∈ (kS)∗ e s ∈ S. A unidade de (kS)∗ é dada por η(1)(s) = 1 para todo
s ∈ S. Obviamente, o mesmo vale para (kM)∗ e (kG)∗, com M um monoide e G um
grupo.

Em vista do Teorema 2.3.6, é natural que nos perguntemos se, dada uma álgebra A, o
espaço dual A∗ possui uma estrutura natural de coálgebra por dualidade da estrutura de
A. Em geral, a resposta é negativa, haja vista a aplicação ρ da proposição 2.3.4 ser apenas
injetora. Se a dimensão de A for �nita, então é possível dar uma resposta a�rmativa como
no teorema a seguir.

Teorema 2.3.8. Se (A, µ, η) é uma álgebra de dimensão �nita então A∗ possui estrutura
de coálgebra.

Demonstração. Tome a aplicação ρ da proposição 2.3.4 com M = N = A. Como A tem
dimensão �nita então ρ : A∗ ⊗ A∗ −→ (A ⊗ A)∗ é um isomor�smo de espaços vetoriais.
Considere também o isomor�smo ψ : k∗ −→ k, tal que ψ(f) = f(1), para todo f ∈ k∗.
De�na a comultiplicação e a counidade por

∆ = ρ−1 ◦ µ∗ e ε = ψ ◦ η∗

Escrevendo ∆(f) =
∑
i

gi ⊗ hi para alguns g,hi ∈ A∗ então para todo a, b ∈ A

f(ab) =
∑
i

gi(a)hi(b).

Mais ainda, da injetividade de ρ, se considerarmos uma família �nita (g′j, h
′
j)j de elementos

de A∗ com
f(ab) =

∑
j

g′j(a)h′j(b)

para todo a, b ∈ A então ∑
i

gi ⊗ hi =
∑
j

g′j ⊗ h′j.

Ou seja, ∆(f) =
∑
i

gi ⊗ hi está bem de�nido para quaisquer (gi, hi) tal que

f(ab) =
∑
i

gi(a)hi(b).
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Feito isso, considere f ∈ A∗ e ∆(f) =
∑
i

gi ⊗ hi. Escrevendo

∆(gi) =
∑
j

g′i,j ⊗ g′′i,j

e
∆(hi) =

∑
j

h′i,j ⊗ h′′i,j

considere pelo corolário 2.3.5 a aplicação injetora θ : A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗ −→ (A⊗ A⊗ A)∗ dada
por θ(u⊗ v ⊗ w)(a⊗ b⊗ c) = u(a)v(b)w(c). Agora note que por um lado,

θ

(∑
i,j

g′i,j ⊗ g′′i,j ⊗ hi

)
(a⊗ b⊗ c) =

∑
i,j

g′i,j(a)⊗ g′′i,j(b)⊗ hi(c)

=
∑
i

gi(ab)hi(c)

= f(abc)

e por outro

θ

(∑
i,j

gi ⊗ h′i,j ⊗ h′′i,j

)
(a⊗ b⊗ c) =

∑
i,j

gi(a)⊗ h′i,j(b)⊗ h′′i,j(c)

=
∑
i

gi(a)hi(bc)

= f(abc).

Logo pela injetividade de θ,∑
i,j

g′i,j ⊗ g′′i,j ⊗ hi =
∑
i,j

gi ⊗ h′i,j ⊗ h′′i,j

ou seja, ∆ é coassociativa.
A propriedade da counidade também é satisfeita pois como(∑

i

ε(gi)hi

)
(a) =

∑
i

gi(1A)hi(a) = f(1Aa) = f(a)

então
∑
i

ε(gi)hi = f e analogamente
∑
i

ε(hi)gi = f .

2.4 Módulos

De�nição 2.4.1 (Módulo à Esquerda). Seja A uma álgebra. Um A-módulo à esquerda é
um par (X, ν), com X um espaço vetorial e ν : A ⊗X −→ X linear tal que os seguintes
diagramas são comutativos:

A⊗ A⊗X A⊗X

A⊗X X

id⊗ν

µ⊗id ν

ν

k ⊗X A⊗X

X

η⊗id

∼ ν
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É comum denotarmos ν(a⊗ x) = a · x. Note que, usando essa notação, os diagramas
anteriores nos garantem que:

a · (b · x) = ab · x, para todo a, b ∈ A e x ∈ X,
1A · x = x, para todo x ∈ X.

que são as condições usuais da de�nição de módulo à esquerda.
De modo análogo é possível de�nir um A-módulo à direita.

De�nição 2.4.2 (Homomor�smo de Módulos à Esquerda). Seja A uma álgebra e (X, ν),
(Y, ϑ) dois A-módulos. Dizemos que a aplicação linear f : X −→ Y é um homomor�smo
de A-módulos à esquerda se o seguinte diagrama é comutativo:

A⊗X A⊗ Y

X Y

id⊗f

ν ϑ

f

Note que o diagrama anterior nos diz que:

f(a ·ν x) = a ·ϑ f(x), para todo a ∈ A e x ∈ X,

ou, como é mais comum, f(ax) = af(x).
De modo análogo é possível de�nir um homomor�smo de A-módulos à direita.
Para cada álgebra A denotaremos o conjunto dos homomor�smos de A-módulos à

esquerda f : X −→ Y por Hom
AM(X, Y ). Analogamente, HomMA

(X, Y ) denota os
homomor�smos de A-módulos à direita.

Neste texto usaremos sobretudo o conceito de módulos à esquerda. Por isso a partir
daqui, a menos que se diga o contrário, o termo A-módulo irá se referir a um A-módulo
à esquerda.

2.5 Comódulos

Assim como a ideia da estrutura de coálgebra se dá por �inversão das �echas� da estrutura
de álgebra, é natural que o mesmo se dê para a estrutura de comódulos.

De�nição 2.5.1 (Comódulo à Direita). Seja C uma coálgebra. Um C-comódulo à direita
é um par (M,ρ), comM um espaço vetorial e ρ : M −→M⊗C linear tal que os seguintes
diagramas são comutativos:

M M ⊗ C

M ⊗ C M ⊗ C ⊗ C

ρ

ρ id⊗∆

ρ⊗id

M

M ⊗ C M ⊗ k

∼ρ

id⊗ε

De modo análogo, vamos de�nir um C-comódulo à esquerda.
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De�nição 2.5.2 (Comódulo à esquerda). Seja C uma coálgebra. Um C-comódulo à
esquerda é um par (M,λ), com M um espaço vetorial e λ : M −→ C ⊗M linear tal que
os seguintes diagramas são comutativos:

M C ⊗M

C ⊗M C ⊗ C ⊗M

λ

λ ∆⊗id

id⊗λ

M

C ⊗M k ⊗M

∼
λ

ε⊗id

Observação 2.5.3. Assim como foi feito para coálgebras, introduziremos uma notação
conveniente para C-comódulos: Para os C-comódulos à direita, denotaremos:

ρ(m) =
∑

m(0) ⊗m(1), com m(0)'s ∈M e m(1)'s ∈ C

e para os C-comódulos à esquerda, denotaremos:

λ(m) =
∑

m(−1) ⊗m(0), com m(−1)'s ∈ C e m(0)'s ∈M.

Usando essa notação, os diagramas da de�nição 2.5.1 a�rmam∑
(m(0))(0) ⊗ (m(0))(1) ⊗m(1) =

∑
m(0) ⊗ (m(1))1 ⊗ (m(1))2, (2.1)∑

ε(m(1))m(0) = m. (2.2)

e os da de�nição 2.5.2 que∑
m(−1) ⊗ (m(0))(−1) ⊗ (m(0))(0) =

∑
(m(−1))1 ⊗ (m(−1))2 ⊗m(0), (2.3)∑

ε(m(−1))m(0) = m. (2.4)

Logo, pela fórmula (2.1) podemos de�nir:∑
m(0) ⊗m(1) ⊗m(2) :=

∑
(m(0))(0) ⊗ (m(0))(1) ⊗m(1) =

∑
m(0) ⊗ (m(1))1 ⊗ (m(1))2,

e pela fórmula (2.3):∑
m(−2)⊗m(−1)⊗m(0) :=

∑
m(−1)⊗(m(0))(−1)⊗(m(0))(0) =

∑
(m(−1))1⊗(m(−1))2⊗m(0).

Para cada coálgebra C denotaremos o conjunto dos homomor�smos de C-comódulos
à direita f : X −→ Y por HomMC (X, Y ). Analogamente, Hom

CM(X, Y ) denota os
homomor�smos de C-comódulos à esquerda. Vamos a alguns exemplos de comódulos:

Exemplo 2.5.4. Toda coálgebra (C,∆, ε) é obviamente um C-comódulo à esquerda e à
direita com λ = ρ = ∆.

Exemplo 2.5.5. Seja (C,∆, ε) uma coálgebra e V um espaço vetorial. Então V ⊗ C é
trivialmente um C-comódulo à direita com ρ : V ⊗ C −→ V ⊗ C ⊗ C dada por

ρ(v ⊗ c) =
∑

v ⊗ c1 ⊗ c2

para todo v ∈ V e c ∈ C. Analogamente, C ⊗ V é um C-comódulo à esquerda com
λ : C ⊗ V −→ C ⊗ C ⊗ V dada por

λ(c⊗ v) =
∑

c1 ⊗ c2 ⊗ v

para todo v ∈ V e c ∈ C.
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Exemplo 2.5.6. Dado S 6= ∅ um conjunto, considere a coálgebra C = kS (como no
Exemplo 2.2.3). Se (Ms)s∈S é uma família de C-comódulos então

M =
⊕
s∈S

Ms

é um C-comódulo à direita com ρ : M −→M ⊗ C dado por

ρ(ms) = ms ⊗ s

para todo s ∈ S e ms ∈ Ms. Analogamente, M é um C-comódulo à esquerda com
λ : M −→ C ⊗M dado por

λ(ms) = s⊗ms

para todo s ∈ S e ms ∈Ms.

De�nição 2.5.7 (Homomor�smo de Comódulos à Direita). Seja C uma coálgebra e
(M,ρ), (N, δ) dois C-comódulos à direita. Dizemos que a aplicação linear g : M −→ N é
um homomor�smo de C-comódulos à direita se o seguinte diagrama é comutativo:

M N

M ⊗ C N ⊗ C

g

ρ δ

g⊗id

Observe que, com a notação de Sweedler o diagrama anterior nos diz que

δ(g(c)) =
∑

g(c(0))⊗ c(1), para todo c ∈ C.

De modo análogo, é possível de�nir o homomor�smo de C-comódulos à esquerda.
A proposição a seguir vem para garantir uma equivalência entre CM e MCcop .

Proposição 2.5.8. Seja C uma coálgebra. Então

a) M é um C-comódulo à esquerda (resp. à direita) se, e somente se, M é um
Ccop-comódulo à direita (resp. à esquerda).

b) f : M −→ N é um homomor�smo de C-comódulos à esquerda (resp. à direita) se, e
somente se, f é um homomor�smo de Ccop-comódulos à direita (resp. à esquerda),
com as estruturas de M e N dadas no item anterior.

Demonstração.

a) Seja (M,λ) um C-comódulo à esquerda com

λ : M −→ C ⊗M
m 7−→

∑
m(−1) ⊗m(0).

De�na
ρ : M −→ M ⊗ Ccop

m 7−→
∑

m(0) ⊗m(−1).

Não é difícil ver que (M,ρ) é um Ccop-comódulo à direita.
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Analogamente, se (M,ρ′) é um C-comódulo à direita com

ρ′ : M −→ M ⊗ C
m 7−→

∑
m(0) ⊗m(1)

então de�na
λ′ : M −→ Ccop ⊗M

m 7−→
∑

m(1) ⊗m(0).

(M,λ′) será um Ccop-comódulo à esquerda.

b) Não é difícil ver que se f : (M,λM) −→ (N, λN) é um homomor�smo de C-comódulos
à esquerda então f : (M,ρM) −→ (N, ρN) é um homomor�smo de Ccop-comódulos
à direita, com ρM e ρN de�nidas como no item a).

Analogamente, se f : (M,ρ′M) −→ (N, ρ′N) é um homomor�smo de C-comódulos
à direita então f : (M,λ′M) −→ (N, λ′N) é um homomor�smo de Ccop-comódulos à
esquerda.

Motivados pela proposição anterior, adotaremos comódulos à direita como padrão e a
partir de agora chamaremos os C-comódulos à direita simplesmente de C-comódulos.

Proposição 2.5.9. Sejam C uma coálgebra, C∗ a álgebra dual a C e M um espaço
vetorial. Se (M,ρ) é um C-comódulo então (M, ν) é um C∗-módulo, com

ν : C∗ ⊗M −→ M

f ⊗m 7−→
∑

m(0)f(m(1))

Demonstração. De fato, para todo f, g ∈ C∗ e para todo m ∈M ,

f · (g ·m) = f ·
(∑

m(0)g(m(1))
)

=
∑

(f ·m(0))g(m(1))

=
∑

(m(0))(0)f(m(0))(1)g(m(1))

=
∑

(m(0))f(m(1))g(m(2))

=
∑

(m(0))fg(m(1))

= (fg) ·m.

e
1C∗ ·m = ε ·m =

∑
m(0)εm(1) = m.
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Capítulo 3

Biálgebras e Álgebras de Hopf

Usando as estruturas de�nidas anteriormente, neste capítulo introduziremos as álgebras
de Hopf, algumas de suas propriedades e exemplos.

Como no capítulo anterior, as principais referências para este capítulo são os livros
[10], [16] e [20].

3.1 Biálgebras

Proposição 3.1.1. Seja H um espaço vetorial tal que (H,µ, η) é uma álgebra e (H,∆, ε)
é uma coálgebra. São equivalentes:

a) µ e η são homomor�smos de coálgebras;

b) ∆ e ε são homomor�smos de álgebras.

Demonstração. Lembre-se de que H ⊗ H é naturalmente uma álgebra com
µH⊗H = (µ⊗ µ) ◦ (id⊗τ ⊗ id) e ηH⊗H = η ⊗ η (pela proposição 1.11) e uma coálgebra
com ∆H⊗H = (id⊗τ ⊗ id) ◦ (∆⊗∆) e εH⊗H ∼= ε⊗ ε (pelo exemplo 2.2.9). Note que µ é
um homomor�smo de coálgebras se, e somente se, os seguintes diagramas são comutativos:

H ⊗H H

H ⊗H ⊗H ⊗H

H ⊗H ⊗H ⊗H H ⊗H

µ

∆⊗∆

∆

id⊗τ⊗id

µ⊗µ

(3.1)

H

H ⊗H

k ⊗ k

k

ε

µ

ε⊗ε

∼

(3.2)

Note também que η é um homomor�smo de coálgebras se, e somente se, os seguintes
diagramas são comutativos:

k H

k ⊗ k H ⊗H

η

∼ ∆

η⊗η

(3.3)

H

k

k

ε

η

∼

(3.4)



3. Biálgebras e Álgebras de Hopf 24

Mas é imediato constatar que a comutatividade dos mesmos diagramas interpretados
sob o ponto de vista de ∆ e ε mostram que estas aplicações são homomor�smos de
álgebras.

Observe que, usando a notação de Sweedler, o fato de ∆ e ε serem homomor�smos de
álgebras pode ser interpretada da seguinte forma:

∆(xy) =
∑

x1y1 ⊗ x2y2

ε(xy) = ε(x)ε(y)

∆(1) = 1⊗ 1

ε(1) = 1.

De�nição 3.1.2 (Biálgebra). Dizemos que (H,µ, η,∆, ε) é uma biálgebra se (H,µ, η) é
uma álgebra, (H,∆, ε) é uma coálgebra e vale ao menos uma das condições equivalentes
da proposição 3.1.1.

Vejamos aqui alguns exemplos simples e imediatos de biálgebras. Mais adiante virão
outros mais elaborados.

Exemplo 3.1.3. Seja M um monoide. kM é uma biálgebra com ∆(m) = m ⊗ m e
ε(m) = 1, para todo m ∈ M . Em particular kG é uma biálgebra, com G um grupo. De
modo ainda mais particular, k é uma biálgebra.

Exemplo 3.1.4. Se H é uma biálgebra, então são biálgebras: Hop = (H,µop, η,∆, ε),
Hcop = (H,µ, η,∆op, ε) e Hop,cop = (H,µop, η,∆op, ε).

Exemplo 3.1.5. Sejam H1 e H2 biálgebras. Então H1⊗H2 é naturalmente uma biálgebra
com estrutura dada pelo produto tensorial de álgebras e de coálgebras.

Proposição 3.1.6. Seja (H,µ, η,∆, ε) uma biálgebra de dimensão �nita então
(H∗, µ̄, η̄, ∆̄, ε̄) com µ̄, η̄, ∆̄, ε̄ os duais de ∆, ε, µ, η, respectivamente, também é uma
biálgebra.

Demonstração. Pelo Teorema 2.3.6, (H∗, µ̄, η̄) é uma álgebra e, pelo Teorema 2.3.8,
(H∗, ∆̄, ε̄) é uma coálgebra. Mostremos que ∆̄ e ε̄ são homomor�smos de álgebras.
Lembre-se de que ε̄(h∗) = h∗(1H) e ∆̄(h∗) =

∑
h∗1 ⊗ h∗2, com h∗ ∈ H∗ tal que

h∗(xy) =
∑
h∗1(x)⊗ h∗2(y), para todo x, y ∈ H.

Note que se h∗, g∗ ∈ H∗ e ∆̄(h∗) =
∑
h∗1 ⊗ h∗2 e ∆̄(g∗) =

∑
g∗1 ⊗ g∗2, então, para todo

x, y ∈ H, temos

(h∗g∗)(xy) =
∑

h∗(x1y1)g∗(x2y2)

=
∑

h∗1(x1)h∗2(y1)g∗1(x2)g∗2(y2)

=
∑

(h∗1g
∗
1)(x)(h∗2g

∗
2)(y).

Com isso,
∆̄(h∗g∗) =

∑
h∗1g

∗
1 ⊗ h∗2g∗2 = ∆̄(h∗)∆̄(g∗).

Além disso, ε(xy) = ε(x)ε(y), para todo x, y ∈ H. Logo ∆̄(ε) = ε ⊗ ε e, assim, ∆̄ é um
homomor�smo de álgebras.
Para mostrar que ε̄ é um homomor�smo de álgebras, basta notar que valem

ε̄(h∗g∗) = (h∗g∗)(1H) = h∗(1H)g∗(1H) = ε̄(h∗)ε̄(g∗)

ε̄(ε) = ε(1H) = 1.
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De�nição 3.1.7 (Homomor�smo de Biálgebras). Sejam H1 e H2 duas biálgebras.
Dizemos que f : H1 −→ H2 é um homomor�smo de biálgebras se f for um homomor�smo
de álgebras (nas álgebras subjacentes) e um homomor�smo de coálgebras (nas coálgebras
subjacentes).

O seguinte exemplo vem para mostrar que, dada uma álgebra, nem sempre é possível
colocar uma estrutura de coálgebra no espaço vetorial subjacente de modo a se obter uma
biálgebra.

Exemplo 3.1.8. Seja n ≥ 2 um número natural. Não existe estrutura de biálgebra para
o espaço vetorial das matrizes Mn(k) tal que a estrutura de álgebra subjacente coincida
com a álgebra usual de matrizes. Para veri�car isso, suponha que Mn(k) tenha estrutura
de biálgebra. Logo ε : Mn(k) −→ k é um homomor�smo de álgebras. Consequentemente,
ker(ε) é um ideal (bilateral) de Mn(k). Como Mn(k) é simples ([15], cap. IX), então
ker(ε) = 0 ou ker(ε) = Mn(k). Como ε(1) = 1, então ker(ε) = {0}, o que é absurdo dado
que dim(Mn(k)) > dim(k) quando n ≥ 2.

3.2 Álgebras de Hopf

Sejam (A, µ, η) uma álgebra e (C,∆, ε) uma coálgebra. Considere o espaço vetorial
Hom(C,A) (com C e A vistos como espaços vetoriais).

Proposição 3.2.1. Hom(C,A) é uma álgebra com produto

(f ∗ g)(c) = (µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆)(c) =
∑

f(c1)g(c2)

para todo f, g ∈ Hom(C,A) e c ∈ C e unidade η ◦ ε.

Demonstração. Hom(C,A) é associativa pois, para todo f, g, h ∈ Hom(C,A) e c ∈ C,
temos

((f ∗ g) ∗ h)(c) =
∑

(f ∗ g)(c1)h(c2)

=
∑

f(c1)g(c2)h(c3)

=
∑

f(c1)(g ∗ h)(c2)

= (f ∗ (g ∗ h))(c).

η ◦ ε é unidade pois, para todo f ∈ Hom(C,A) e c ∈ C,

f ∗ (η ◦ ε)(c) =
∑

f(c1)(η ◦ ε)(c2)

=
∑

f(c1)ε(c2)1A

= f(c)

e analogamente, (η ◦ ε) ∗ f = f .

O produto de�nido na proposição anterior é chamado produto de convolução.
Seja H uma biálgebra. Denote por Ha a álgebra subjacente e por Hc a coálgebra

subjacente a H. Pela proposição anterior, podemos considerar a álgebra Hom(Hc, Ha).
Note que a identidade id : H −→ H pertence a Hom(Hc, Ha) e, em certos casos é invertível
com relação ao produto de convolução ∗.
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De�nição 3.2.2 (Antípoda). Seja H uma biálgebra. Uma aplicação linear S : H −→ H
é chamada antípoda de H se S for a inversa de id pelo produto de convolução, ou seja, se

id ∗S = S ∗ id = η ◦ ε.

Isso é o mesmo que a�rmar que o seguinte diagrama é comutativo:

H ⊗H H ⊗H

H k H

H ⊗H H ⊗H

S⊗id

µ∆

∆

ε η

id⊗S

µ

Observe que a antípoda, se existir, é única, pela unicidade do inverso do elemento id
na álgebra Hom(Hc, Ha).

De�nição 3.2.3 (Álgebra de Hopf). Dizemos que uma biálgebra (H,µ, η,∆, ε) é
uma álgebra de Hopf se existe a antípoda S de H. Neste caso podemos denotar
(H,µ, η,∆, ε, S).

Note que a antípoda S de H satisfaz∑
S(x1)x2 =

∑
x1S(x2) = ε(x)1H

pois, usando a notação de Sweedler no diagrama anterior,

µ ◦ (S ⊗ id) ◦∆(x) = µ ◦ (S ⊗ id)
(∑

x1 ⊗ x2

)
= µ

(∑
S(x1)⊗ x2

)
=
∑

S(x1)x2,

analogamente µ ◦ (id⊗S) ◦∆(x) =
∑

x1S(x2) e ambos são iguais a η ◦ ε(x) = ε(x)1H .

De�nição 3.2.4 (Homomor�smo de Álgebras de Hopf). Sejam H1 e H2 álgebras de Hopf.
Dizemos que uma aplicação f : H1 −→ H2 é um homomor�smo de álgebras de Hopf se f
for um homomor�smo de biálgebras.

Nesta de�nição não é necessário requerer que f preserve a antípoda, pois a seguinte
proposição estabelece que a condição de f ser um homomor�smo de biálgebras é su�ciente
para que isso também ocorra.

Proposição 3.2.5. Sejam (H1, µ1, η1,∆1, ε1, S1) e (H2, µ2, η2,∆2, ε2, S2) álgebras de
Hopf. Se f : H1 −→ H2 é um homomor�smo de álgebras de Hopf então

S2 ◦ f = f ◦ S1.
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Demonstração. Note que S2 ◦ f e f ◦ S1 são elementos de Hom(H1, H2). Se mostrarmos
que ambos são ∗-invertíveis e tem a mesma inversa, então eles serão iguais. De fato, S2 ◦f
é inversa à esquerda de f pois, dado x ∈ H1,

((S2 ◦ f) ∗ f)(x) =
∑

(S2 ◦ f)(x1)f(x2)

=
∑

S2((f(x)1)f(x)2

= ε2(f(x))1H2

= ε1(x)1H2

= (η2 ◦ ε1)(x).

Analogamente, f ∗ (S2 ◦ f) = η2 ◦ ε1.
Por outro lado, f ◦ S1 é inversa à direita de f pois, dado x ∈ H1,

(f ∗ (f ◦ S1))(x) =
∑

f(x1)(f ◦ S1)(x2)

= f
(∑

x1S1(x2)
)

= f(ε1(x))1H1

= ε1(x)1H2

= (η2 ◦ ε1)(x)

e de modo similar (f ◦ S1) ∗ f = η2 ◦ ε1.

Os próximos resultados trazem propriedades da antípoda.

Proposição 3.2.6. Seja (H,µ, η,∆, ε, S) uma álgebra de Hopf. Então

a) S(xy) = S(y)S(x) para todo x, y ∈ H;

b) S(1H) = 1H ;

c) ∆(S(x)) =
∑

S(x2)⊗ S(x1) para todo x ∈ H;

d) ε(S(x)) = ε(x) para todo x ∈ H.

Demonstração.

a) Considere a álgebra Hom(H ⊗ H,H) com produto de convolução† e identidade
ηH ◦ εH⊗H : H ⊗H −→ H. De�na, para todo x, y ∈ H,

F : H ⊗H −→ H
x⊗ y 7−→ S(y)S(x),

G : H ⊗H −→ H
x⊗ y 7−→ S(xy),

M : H ⊗H −→ H
x⊗ y 7−→ xy.

† Aqui H ⊗H tem estrutura de coálgebra dada pelo produto tensorial de coálgebras e H a estrutura de
álgebra associada a H.
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Mostremos que F e G são inversas por convolução de M . De fato, dados x, y ∈ H,

(M ∗ F )(x⊗ y) =
∑

M((x⊗ y)1)F ((x⊗ y)2)

=
∑

M(x1 ⊗ y1)F (x2 ⊗ y2)

=
∑

x1y1S(y2)S(x2)

=
∑

x1ε(y)1HS(x2)

= ε(x)ε(y)1H

= εH⊗H(x⊗ y)1H

= ηH ◦ εH⊗H(x⊗ y).

Analogamente, (F ∗M) = ηH ◦ εH⊗H . Por outro lado,

(G ∗M)(x⊗ y) =
∑

G((x⊗ y)1)M((x⊗ yg)2)

=
∑

G(x1 ⊗ y1)M(x2 ⊗ y2)

=
∑

S(x1y1)x2y2

=
∑

S((xy)1)(xy)2

= ε(xy))1H

= ηH ◦ εH⊗H(x⊗ y).

e, de modo similar, M ∗G = ηH ◦ εH⊗H . Logo, pela unicidade do elemento inverso,
F = G e portanto S(xy) = S(y)S(x) para todo x, y ∈ H.

b) De fato,

S(1H) = S(1H)1H = (S ∗ id)(1H) = (η ◦ ε)(1H) = ε(1H)1H = 1H .

c) Considere a álgebra Hom(H,H ⊗ H) com produto de convolução† e identidade
ηH⊗H ◦ εH : H −→ H ⊗H. De�na para todo x ∈ H

F : H −→ H ⊗H
x 7−→ ∆(S(x)),

G : H −→ H ⊗H
x 7−→

∑
S(x2)⊗ S(x1).

Mostremos que F e G são inversas por convolução de ∆. De fato, dado x ∈ H,

(∆ ∗ F )(x) =
∑

∆(x1)F (x2)

=
∑

∆(x1)∆(S(x2))

= ∆
(∑

x1S(x2)
)

= ∆(ε(x)1H)

= ε(x)1H ⊗ 1H

= ηH⊗H ◦ εH(x)

† Aqui H ⊗ H tem estrutura de álgebra dada pelo produto tensorial de álgebras e H a estrutura de
coálgebra associada a H.
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Analogamente, (F ∗∆) = ηH ◦ εH⊗H . Por outro lado,

(G ∗∆)(x) =
∑

G(x1)∆(x2)

=
∑

(S((x1)2)⊗ S((x1)1)((x2)1 ⊗ (x2)2)

=
∑

(S(x2)⊗ S(x1))(x3 ⊗ x4)

=
∑

S(x2)x3 ⊗ S(x1)x4

=
∑

S((x2)1)(x2)2 ⊗ S(x1)x3

=
∑

ε(x2)1H ⊗ S(x1)x3

=
∑

1⊗ S(x1)ε((x2)1)(x2)2

=
∑

1⊗ S(x1)x2

= 1⊗ ε(x)1H

= ηH⊗H ◦ εH(x)

e, de modo similar, ∆ ∗G = ηH ◦ εH⊗H . Logo, pela unicidade do elemento inverso,
F = G, e assim

∆(S(x)) =
∑

S(x2)⊗ S(x1)

para todo x ∈ H.

d) De fato,

ε(S(x)) =
∑

ε(S(x1))ε(x2)

= ε
(∑

S(x1)x2

)
= ε(ε(h)1H)

= ε(x)ε(1H)

= ε(x).

Na proposição anterior, por S satisfazer os itens a) e b), diremos que S é um
antihomomor�smo de álgebras e por satisfazer os itens c) e d), diremos que S é um
antihomomor�smo de coálgebras.

Proposição 3.2.7. Seja H uma álgebra de Hopf com antípoda S. São equivalentes:

a)
∑

S(x2)x1 = ε(x)1H para todo x ∈ H;

b)
∑

x2S(x1) = ε(x)1H para todo x ∈ H;

c) S2 = id.

Demonstração.
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• a)⇒c) Basta mostrar que, na hipótese de a), S2 é uma inversa à direita de S, pois
como sabemos que id é inversa de S, pela unicidade da inversa teremos S2 = id. E
de fato S2 é uma inversa à direita de S pois, para todo x ∈ H,

(S ∗ S2)(x) =
∑

S(x1)S2(x2)

=
∑

S(S(x2)x1)

= S(ε(x)1H)

= ε(x)1H

= η ◦ ε(x).

• c) ⇒ a) Sendo
∑
S(x1)x2 = ε(x)1H pela de�nição de S, e usando a hipótese c),

temos que ∑
S(x2)x1 =

∑
S(x2)S2(x1)

= S
(∑

S(x1)x2

)
= S(ε(x)1H)

= ε(x)1H .

• b) ⇒ c) Basta mostrar que S2 é uma inversa à esquerda de S, pois como sabemos
que id é inversa de S, pela unicidade da inversa teremos S2 = id. E de fato S2 é
uma inversa à esquerda de S pois para todo x ∈ H

(S2 ∗ S)(x) =
∑

S2(x1)S(x2)

=
∑

S(x2S(x1))

= S(ε(x)1H)

= ε(x)1H

= η ◦ ε(x).

• c) ⇒ b) Sabendo que
∑
x1S(x2) = ε(x)1H e usando a hipótese S2 = id, temos que∑

x2S(x1) =
∑

S2(x2)S(x1)

= S
(∑

x1S(x2)
)

= S(ε(x)1H)

= ε(x)1H .

Corolário 3.2.8. Seja H uma álgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa. Então
S2 = id.

Demonstração. Usando que
∑
S(x1)x2 = ε(x)1H , se H for comutativa, temos∑

x2S(x1) = ε(x)1H , ou seja, vale o item b) da proposição anterior, e portanto S2 = id.
Agora, se H for cocomutativa então∑

x1 ⊗ x2 =
∑

x2 ⊗ x1
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e assim, ∑
S(x2)x1 = µ ◦ (S ⊗ id)

(∑
x2 ⊗ x1

)
= µ ◦ (S ⊗ id)

(∑
x1 ⊗ x2

)
=
∑

S(x1)x2

= ε(x)1H ,

em cujo caso vale o item a) da proposição anterior e assim também S2 = id.

Exemplo 3.2.9. Seja H uma álgebra de Hopf com antípoda S. Então a biálgebra Hop,cop

é uma álgebra de Hopf com a mesma antípoda S. Além disso, se S for bijetora então Hop

e Hcop são álgebras de Hopf com antípoda S−1.

Proposição 3.2.10. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita com antípoda S.
Então H∗ é uma álgebra de Hopf com antípoda S∗ (dual de�nido ao início da seção 2.3).

Demonstração. Pela proposição 3.1.6, H∗ é uma biálgebra. Mostremos que S∗ é antípoda.
Seja h∗ ∈ H∗ e ∆̄(h∗) =

∑
h∗1 ⊗ h∗2 comultiplicação de H∗. Então para todo x ∈ H

(S∗ ∗ id)(h∗)(x) =
∑

((S∗(h∗1)h∗2)(x)

=
∑

(S∗(h∗1))(x1)h∗2(x2)

=
∑

h∗1(S(x1))h∗2(x2)

=
∑

h∗(S(x1)x2)

= h∗(ε(x)1H)

= ε(x)h∗(1H)

= ε̄(h∗)ε(x)

com ε̄ a counidade deH∗. Com isso,
∑

(S∗◦h∗1)h∗2 = ε̄(h∗)ε(h∗)ε. Analogamente, podemos
provar que

∑
h∗1S

∗(h∗2) = ε̄(h∗)ε.

Exemplo 3.2.11. SejamH1 eH2 álgebras de Hopf com antípodas S1 e S2 repectivamente.
Então H1 ⊗H2 é uma álgebra de Hopf com antípoda S1 ⊗ S2.

Terminamos esse capítulo com um último exemplo que dá estrutura de álgebra de
Hopf às álgebras de grupo:

Exemplo 3.2.12 (Álgebra de Grupo). Seja G um grupo e kG o espaço vetorial com base
G. Pelo Exemplo 3.1.3, kG é uma biálgebra. A existência de uma antípoda que torne
kG uma álgebra de Hopf está diretamente relacionada ao fato dos elementos de G serem
invertíveis. De fato, de�niremos a antípoda por S(g) = g−1, para todo g ∈ G. Com isso,
e pelo fato de ∆(g) = g ⊗ g, temos

S ∗ id(g) = S(g)g = g−1g = 1G = ε(g)1kG = η ◦ ε(g).

Analogamente, id ∗S = η ◦ ε.
Temos também que, se G for �nito, pela proposição 3.2.10, (kG)∗ será uma álgebra de
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Hopf.
Ainda em (kG)∗, para um grupo �nito G, para cada g ∈ G, de�na a aplicação

pg : kG −→ k
h 7−→ δg,h

(pg)g∈G é um sistema completo de idempotentes ortogonais para (kG)∗, ou seja,

p2
g = pg, pgph = 0 para todo g 6= h e

∑
g∈G

pg = 1(kG)∗ .

É possível mostrar que a comultiplicação, a counidade e a antípoda de (kG)∗ podem ser
expressas em termos dos pg da seguinte forma:

∆(pg) =
∑
x∈G

px ⊗ px−1g

ε(pg) = δ1,g

S(pg) = pg−1 .
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Capítulo 4

H-Módulo e H-Comódulo Álgebras

Em todo este capítulo, (H,µ, η,∆, ε, S) será sempre uma álgebra de Hopf �xada.
Nosso objetivo neste capítulo é introduzir objetos que unem os conceitos de álgebras

e módulos ou respectivamente coálgebras e comódulos. Estes objetos surgem quando
queremos que uma álgebra (resp. coálgebra) tenha uma estrutura de �(co)ação� externa
compatível com sua estrutura interna. Nos próximos capítulos será desejável que as
álgebras tenham essa compatibilidade com a estrutura externa.

As principais referências para este capítulo são os livros [10] e [20].

4.1 Ações de Álgebras de Hopf em Álgebras

De�nição 4.1.1 (H-Módulo Álgebra à Esquerda). Seja A uma álgebra. Dizemos que A
é um H-módulo álgebra à esquerda se valem as seguintes condições:

(MA1) A é um H-módulo à esquerda com ação

ν : H ⊗ A −→ A
x⊗ a 7−→ x · a

(MA2) x · (ab) =
∑

(x1 · a)(x2 · b),

(MA3) x · 1A = ε(x)1A,

para todo x ∈ H e a, b ∈ A.

De modo análogo poderíamos de�nir um H-módulo álgebra à direita.
O lema a seguir é uma tecnicalidade para mostrar que se A tem estrutura de álgebra e

de H-comódulo então µ ser homomor�smo de álgebras é condição necessária e su�ciente
para que A seja um H-módulo álgebra.

Lema 4.1.2. Seja A uma álgebra que também é um H-módulo como espaço vetorial e
que tenha a propriedade (MA2). Então:

(a) (x · a)b =
∑

x1 · (a(S(x2) · b)),

(b) Se S é bijetora então a(x · b) =
∑

x2 · ((S−1(x1) · a)b),

para todo x ∈ H e a, b ∈ A.

Demonstração.
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a) De fato, ∑
x1 · (a(S(x2) · b) =

∑
(x1 · a)(x2 · (S(x3) · b)

=
∑

(x1 · a)(x2S(x3)) · b

= (x1 · a)(ε(x2)1H · b)

=
((∑

x1ε(x2)
)
· a
)

(1H · b)

= (x · a)(1H · b)
= (x · a)b

b) Sendo S bijetora, então vale∑
x2S

−1(x1) =
∑

(S−1 ◦ S)(x2)S−1(x1) = S−1
(∑

x1S(x2)
)

= ε(x)1H .

Com isso, ∑
x2 · ((S−1(x1) · a)b) =

∑
(x2 · ((S−1(x1) · a)(x3 · b)

=
∑

(x2S
−1(x1) · a)(x3 · b)

=
∑

(ε(x1)1H · a)(x2 · b)

= (1H · a)
(∑

ε(x1)x2 · b
)

= a(x · b).

Proposição 4.1.3. Seja A uma álgebra que também é um H-módulo como espaço vetorial.
Então A é um H-módulo álgebra se, e somente se, µ é um homomor�smo de H-módulos.

Demonstração. Não é difícil ver que A ⊗ A é um H-módulo à esquerda com a ação
θ : H ⊗H ⊗ A −→ H ⊗ A dada por

x · (a⊗ b) =
∑

(x1 · a)(x2 · b)

para todo x ∈ H e a, b ∈ A. Note também que a comutatividade do diagrama

H ⊗ A⊗ A H ⊗ A

A⊗ A A

id⊗µ

θ ν

µ

em que θ é a aplicação de�nida acima e ν é a aplicação que torna A um H-módulo, garante
que µ é um homomor�smo de H-módulos e que vale (MA2), ou seja as duas a�rmações
são equivalentes. Com isso, só resta mostrar que, neste caso, podemos deduzir (MA3) de
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(MA2). Para isso, usaremos o lema anterior com a = b = 1A:

x · 1A = (x · 1A)1A

=
∑

x1 · (1A(S(x2) · 1A))

=
∑

x1(S(x2) · 1A)

=
(∑

x1S(x2)
)
· 1A

= ε(x)1A.

Dada A um H-módulo álgebra, considere o conjunto

AH = {a ∈ A | x · a = ε(x)a, para todo x ∈ H}

dos elementos de A sobre os quais H age como um escalar.

Proposição 4.1.4. AH é uma subálgebra de A.

Demonstração. Só precisamos provar que x · (ab) = ε(x)ab, para todo x ∈ H e a, b ∈ AH ,
como se segue:

x · (ab) =
∑

(x1 · a)(x2 · b)

=
∑

ε(x1)aε(x2)b

=
∑

ε(x1)ε(x2)ab

=
∑

ε(x1ε(x2))ab

= ε(x)ab

De�nição 4.1.5 (Subálgebra de Invariantes). AH é dita subálgebra de invariantes de A.

Exemplo 4.1.6. H é um H-módulo álgebra com ação x · y =
∑

x1yS(x2), para todo

x, y ∈ H. Além disso, HH = Z(H), o centro de H.
Já sabemos que H é um H-módulo. A propriedade (MA3) se veri�ca facilmente pois,
para todo x ∈ H,

x · 1H =
∑

x1S(x2) = ε(x)1H

A propriedade (MA2) também se veri�ca, pois, para todo x, y, z ∈ H,∑
(x1 · y)(x2 · z) =

∑
x1yS(x2)x3zS(x4)

=
∑

x1yε(x2)zS(x3)

=
∑

x1ε(x2)yzS(x3)

=
∑

x1yzS(x2)

= x · (yz)
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Logo H é um H-módulo álgebra. Finalmente, HH = Z(H) pois, se y ∈ HH , então para
todo x ∈ H,

xy =
∑

x1ε(x2)y

=
∑

x1yε(x2)

=
∑

x1yS(x2)x3

=
∑

(x1 · y)x2

=
∑

ε(x1)yx2

=
∑

yε(x1)x2

= yx.

Exemplo 4.1.7. H∗ é um H-módulo álgebra com ação (x · h∗)(y) = h∗(yx), para todo
x, y ∈ H e h∗ ∈ H∗.
Já sabemos que H∗ é um H-módulo. Veri�quemos a propriedade (MA3): para todo
x, y ∈ H,

(x · 1H∗)(y) = 1H∗(yx) = ε(yx) = ε(y)ε(x) = ε(x)1H∗(y)

A propriedade (MA2) se veri�ca do mesmo modo, pois, para todo x, y ∈ H e h, g ∈ H∗,∑
(x1 · h∗)(x2 · g∗)(y) =

∑
h∗(y1x1)g∗(y2x2)

= (hg)∗(yx)

= (x · (hg)∗)(y).

Logo H∗ é um H-módulo álgebra.

Para o próximo exemplo, será útil recordar a noção de álgebra graduada por um grupo.

De�nição 4.1.8 (Álgebra G-graduada). Seja G um grupo. Dizemos que A é uma álgebra
G-graduada se

A =
⊕
g∈G

Ag,

em que Ag são espaços vetoriais chamados componentes homogêneas de grau g em A tais
que, para todo g, h ∈ G, AgAh ⊂ Agh.

Se 1
G
é o elemento neutro do grupo G, então A1 é uma subálgebra de A contendo os

elementos de grau 1 em A. É obvio que todo a ∈ A se expressa unicamente na forma

a =
∑
g∈G

ag

para ag ∈ Ag. Quando não houver dúvida quanto ao grupo, diremos simplesmente que A
é uma álgebra graduada.

Exemplo 4.1.9. Seja G um grupo �nito e A uma álgebra graduada. Então, A é um
(kG)∗-módulo álgebra com a ação

ν : (kG)∗ ⊗ A −→ A
pg ⊗ a 7−→ ag.
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Ademais, A(kG)∗ = A1, e com isso, A1 é um (kG)∗-submódulo de A.
De fato, A é um (kG)∗-módulo com aplicação acima pois, usando os idempotentes do
exemplo 3.2.12 temos que, para todo pg, ph ∈ (kG)∗ e para todo a, b ∈ A, a condição
(MA1) é satisfeita pois, por um lado,

pg · ph · a = pg(ah) =

{
ag, se g = h

0, se g 6= h

e, por outro,

(pgph) · a =

{
pg · a = ag, se g = h

0 · a = 0, se g 6= h.

Além disso,
1(kG)∗ · a =

∑
g∈G

pg · a =
∑
g∈G

ag = a.

A condição (MA2) é satisfeita, pois

pg · (ab) = (ab)g =
∑
h∈G

ahbh−1g =
∑
h∈G

(ph · a)(ph−1g · b).

A condição (MA3) também, pois

pg · 1A =

{
1A, se g = 1G

0, se g 6= 1G
= δ1

G
,g1A = ε(pg)1A.

Finalmente,

A(kG)∗ = {a ∈ A | pg · a = ε(pg)a, para todo pg ∈ (kG)∗}
= {a ∈ A | ag = δ1

G
,ga, para todo g ∈ G}

= {a ∈ A | a1G = a e ag = 0 para todo g ∈ G, g 6= 1
G
}

= A1.

De�nição 4.1.10 (Homomor�smo de H-módulo Álgebras). Sejam A e B H-módulo
álgebras e f : A −→ B linear. f é um homomor�smo de H-módulo álgebras se for ao
mesmo tempo um homomor�smo de H-módulos e um homomor�smo de álgebras.

4.2 Coações de Álgebras de Hopf em Álgebras

Da mesma forma que nos H-módulo álgebras tinhamos uma ação compatível com o
produto e a unidade da álgebra, aqui desejamos uma coação que também seja compatível
com essas estruturas.

De�nição 4.2.1 (H-comódulo Álgebra à Direita). Seja H uma álgebra de Hopf e A
uma álgebra. Dizemos que A é um H-comódulo álgebra à direita se valem as seguintes
condições:

(CA1) A é um H-comódulo à direita com coação dada por

ρ(a) =
∑

a(0) ⊗ a(1),
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(CA2) ρ(ab) = ρ(a)ρ(b), isto é, para todo a, b ∈ A,∑
(ab)(0) ⊗ (ab)(1) =

∑
a(0)b(0) ⊗ a(1)b(1),

(CA3) ρ(1A) = 1A ⊗ 1H .

É comum dizermos que H coage à direita de A por ρ, ou ainda que ρ é uma coação
de H à direita em A. Em geral, omitiremos o termo �à direita�.

De modo análogo, podemos de�nir um H-comódulo álgebra à esquerda:

De�nição 4.2.2 (H-comódulo Álgebra à Esquerda). Seja H uma álgebra de Hopf e A
uma álgebra. Dizemos que A é um H-comódulo álgebra à esquerda se valem as seguintes
condições:

(CA1l) A é um H-comódulo à esquerda com coação dada por

λ(a) =
∑

a(−1) ⊗ a(0)

(CA2l) λ(ab) = λ(a)λ(b), isto é, para todo a, b ∈ A,∑
(ab)(−1) ⊗ (ab)(0) =

∑
a(−1)b(−1) ⊗ a(0)b(0),

(CA3l) λ(1A) = 1H ⊗ 1A,

Note que as condições (CA2) e (CA3) (resp. (CA2l) e (CA3l)) equivalem a pedir que
ρ (resp. λ) seja um homomor�smo de álgebras.

Dado A um H-comódulo álgebra, denote

AcoH = {a ∈ A | ρ(a) = a⊗ 1H , para todo a ∈ A}.

Em vista de (CA2), AcoH é uma subálgebra e é dita subálgebra de coinvariantes de A.
Como �zemos com comódulos, a partir de agora o termo H-comódulo álgebra irá se referir
aos H-comódulo álgebras à direita.

A próxima proposição exige um pequeno lema, da álgebra linear:

Lema 4.2.3. Sejam U e V espaços vetoriais e t ∈ U ⊗ V . Se id⊗f(t) = 0 para todo
f ∈ V ∗ então t = 0.

Demonstração. Seja t =
∑

i ui ⊗ vi, com

0 = (id⊗ f)(t) = (id⊗ f)

(∑
i

ui ⊗ vi

)
=
∑
i

f(vi)ui

para todo f ∈ V ∗. Suponha t 6= 0. Logo podemos tomar os {ui}i linearmente
independentes. Assim f(vi) = 0 para todo i e para todo f . Com isso, vi = 0 para
todo i e portanto, t =

∑
i ui ⊗ vi = 0.

Proposição 4.2.4. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e A uma álgebra.
Então A é um H-comódulo álgebra à direita se, e somente se, A é um H∗-módulo álgebra
à esquerda. Além disso, AcoH = AH

∗
.
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Demonstração. Suponha que A seja um H-comódulo álgebra. Mostremos que A é um
H∗-módulo álgebra com aplicação

ν : H ⊗ A −→ A

f ⊗ a 7−→
∑

a(0)f(a(1)).

Pela proposição 2.5.9, (A, ν) é um H∗-módulo. As condições (MA2) e (MA3) se veri�cam
pois, para todo f ∈ H∗ e a, b ∈ A,

f · (ab) =
∑

(ab)(0)f((ab)(1))

=
∑

a(0)b(0)f(a(1)b(1))

=
∑

a(0)b(0)f(a(1))f(b(1))

=
∑

a(0)f(a(1))b(0)f(b(1))

=
∑

(f1 · a)(f2 · b)

e
f · (1A) = 1Af(1H) = ε̄(f)1A

na qual ε̄ é a counidade de H∗.
Para mostrar a recíproca, tome n = dimk(H) e {e1, . . . , en} base de H. Assim, temos
{e∗1, . . . , e∗n} base dual de H∗, ou seja, e∗i (ej) = δij. Supondo que A seja um H∗-módulo
álgebra, mostremos que A é um H-comódulo álgebra com coação

ρ : A −→ A⊗H

a 7−→
n∑
i=1

(e∗i · a)⊗ ei.

Não é difícil ver que a aplicação acima é de fato uma coação. Para mostrar (CA2), note
que, para todo f ∈ H∗,

(id⊗f)(ρ(ab)) =
n∑
i=1

e∗i · (ab)f(ei)

=
n∑
i=1

(e∗i f(ei)) · (ab)

= f · (ab)

=
∑

(f1 · a)(f2 · b)

=
n∑

i,j=1

((e∗i f1(ei)) · a)((e∗jf2(ej)) · b)

=
n∑

i,j=1

(e∗i · a)(e∗j · b)f1(ei)f2(ej)

=
n∑

i,j=1

(e∗i · a)(e∗j · b)f(eiej)

= (id⊗f)

(
n∑

i,j=1

(e∗i · a)(e∗j · b)⊗ eiej

)
= (id⊗f)(ρ(a)ρ(b)).
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Logo, pelo lema anterior, ρ(ab) = ρ(a)ρ(b). A condição (CA3) vale também, pois

ρ(1A) =
n∑
i=1

(e∗i · 1A)⊗ ei

=
n∑
i=1

e∗i (1H)1A ⊗ ei

= 1A ⊗

(
n∑
i=1

e∗i (1H)ei

)
= 1A ⊗ 1H .

Por �m,

AH
∗

= {a ∈ A | f · a = f(1H)a, para todo f ∈ H∗}

=
{
a ∈ A

∣∣∣ ∑ a(0)f(a(1)) = f(1H)a, para todo f ∈ H∗
}

= {a ∈ A | (id⊗f)(ρ(a)) = (id⊗f)(a⊗ 1H), para todo f ∈ H∗}
= {a ∈ A | ρ(a) = a⊗ 1H}
= AcoH .

Exemplo 4.2.5. H é um H-comódulo álgebra. De fato, já sabemos que H é um
H-comódulo com ∆, porém, como ∆ é homomor�smo de álgebras, obviamente valem
(MA2) e (MA3).

Exemplo 4.2.6. Seja G um grupo arbitrário e A uma álgebra graduada. Então A é um
kG-comódulo álgebra com coação

ρ : A −→ A⊗ kG
a 7−→

∑
g∈G

ag ⊗ g

Além disso, Aco(kG) = A1.
De fato, A é um kG-comódulo a coação acima pois, para todos a, b ∈ A e g, h ∈ G,

(ρ⊗ id) ◦ ρ(a) = (ρ⊗ id)

(∑
g∈G

ag ⊗ g

)
=
∑
g∈G

ag ⊗ g ⊗ g

= (id⊗∆)

(∑
g∈G

ag ⊗ g

)
= (id⊗∆) ◦ ρ(a).

Além disso,
(id⊗ε) ◦ ρ(a) =

∑
g∈G

ε(g)ag =
∑
g∈G

ag = a,
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o que conclui a veri�cação de (CA1). Para (CA2), vem

ρ(ab) =
∑
g∈G

(ab)g ⊗ g

=
∑
g∈G

∑
h∈H

agh−1bh ⊗ g

=
∑
g∈G

∑
h∈H

agh−1bh ⊗ gh−1h

=
∑
g∈G

∑
h∈H

(agh−1 ⊗ gh−1)(bh ⊗ h)

= ρ(a)ρ(b).

A condição (CA3) segue imediatamente de

ρ(1A) =
∑
g∈G

(1A)g ⊗ g = 1A ⊗ 1G.

Para concluir,

Aco(kG) = {a ∈ A | ρ(a) = a⊗ 1kG}

=

{
a ∈ A |

∑
g∈G

ag ⊗ g = a⊗ 1
G

}

=

{
a ∈ A |

∑
g∈G

ag ⊗ g − a⊗ 1
G

= 0

}

=

{
a ∈ A |

∑
g∈G

ag ⊗ g − a⊗ 1
G

= 0

}

=

a ∈ A |
∑
g∈G
g 6=1G

ag ⊗ g − (a1G
− a)⊗ 1

G
= 0

 .

Logo, como G é base de kG, (a1G
− a) = ag = 0 para todo g 6= 1G, ou seja, a = a1G

e
ag = 0, para todo g 6= 1G. Portanto Aco(kG) = A1.

Note que, quando tratamos de H-módulos, exigiamos um grupo �nito G para que uma
álgebra G-graduada A fosse um (kG)∗-módulo álgebra, já no exemplo anterior o grupo G
é arbitrário.

De�nição 4.2.7 (Homomor�smo de H-comódulo Álgebras). Sejam A e B H-comódulo
álgebras e f : A −→ B linear. f é um homomor�smo de H-comódulo álgebras se for ao
mesmo tempo um homomor�smo de H-comódulos e um homomor�smo de álgebras.
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Capítulo 5

O Produto Torcido e os Objetos Galois

Em todo este capítulo (H,µ, η,∆, ε, S) é uma álgebra de Hopf.
Neste capítulo estudaremos dois objetos: As álgebras torcidas que tem propriedades

que serão úteis no capítulo seguinte e os objetos Galois cuja classi�cação será fundamental
para obter os isomor�smos de álgebras que desejamos. No �nal do capítulo veremos que
toda álgebra torcida é um objeto Galois e que, quando H tem dimensão �nita, todo objeto
Galois é uma álgebra torcida.

As principais referências para este capítulo são os livros [10], [20] e os artigos [6] e [17].

5.1 O Produto Torcido

Seja A um H-comódulo álgebra. A ideia aqui é alterar a multiplicação de A. porém
preservando a unidade. F

De�nição 5.1.1 (Cociclo). Dada uma álgebra A tal que H mede A, ou seja, satisfazendo
as condições (MA2) e (MA3), seja σ : H ⊗ H −→ A uma aplicação linear invertível por
convolução. Por simplicidade denotaremos σ(x ⊗ y) por σ(x, y). Dizemos que σ é um
2-cociclo à esquerda normalizado para H se

i)
∑

σ(y1, z1)σ(x, y2z2) =
∑

σ(x1, y1)σ(x2y2, z),

ii) σ(1H , x) = σ(x, 1H) = ε(x),

iii)
∑

(x1 · (y1 · a))σ(x2, y2) =
∑
σ(x1, y1)((x2y2) · a).

para todo x, y, z ∈ H e a ∈ A.

Nesta de�nição, a condição i) é chamada de condição de cociclo, a condição ii) de
condição de normalização e a condição iii) de condição do módulo torcido.

Para nossos �ns, tomaremos A = k e faremos H agir trivialmente em k.Com isso, da
linearidade de σ, a condição do módulo torcido se resume à seguinte a�rmação trivial:

aσ(x, y) = σ(x, y)a.

Como, a menos que se diga o contrário, usaremos 2-cociclos à esquerda normalizados, a
partir de agora o termo �σ um cociclo� se refere a �σ um 2-cociclo à esquerda normalizado�.

Pode ser útil interpretar a condição de cociclo em termos do produto de convolução
em Hom(H ⊗H ⊗H, k) da seguinte forma:

(ε⊗ σ) ∗ (σ ◦ id⊗µ) = (σ ⊗ ε) ∗ (σ ◦ µ⊗ id).
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O seguinte lema, apresenta algumas propriedades dos cociclos σ e estas serão bastante
úteis mais adiante:

Lema 5.1.2. Seja σ : H ⊗H −→ k um cociclo. Para todo x, y, z ∈ H

i) ε(x)σ(y, z) =
∑

σ(x1, y1)σ(x2y2, z1)σ−1(x3, y3z2),

ii) ε(x)σ−1(y, z) =
∑

σ(x1, y1z1)σ−1(x2y2, z2)σ−1(x3, y3).

A demonstração do lema anterior está imbutido na demonstração de [20, 7.2.7].
A seguinte observação da álgebra linear será usada aqui e no restante do texto.

Observação 5.1.3. Seja V um espaço vetorial. Considere o espaço vetorial uV cujos
elementos são denotados pelos u-símbolos uv, v ∈ V . Certamente que a aplicação

ϕu : V −→ uV
v 7−→ uv

é um isomor�smo de espaços vetoriais. Note que, por de�nição, valem

uv1 + uv2 = uv1+v2

λuv = uλv

para todo v, v1, v2 ∈ V e λ ∈ k.

A de�nição a seguir é um dos poucos casos que usaremos um H-comódulo álgebra à
esquerda. Ainda nesta seção �cará claro o porquê.

De�nição 5.1.4 (Produto Torcido). Seja A um H-comódulo álgebra à esquerda e
σ : H ⊗H −→ k um cociclo. O produto torcido por σ à esquerda é a seguinte operação
binária no espaço vetorial uA (como na Observação 5.1.3)

uaub =
∑

σ(a(−1), b(−1))ua(0)b(0)

para todo ua, ub ∈ uA.

Note que esta operação está bem de�nida pois poderia ser expressa usando composições
da seguinte forma

(id⊗ϕu) ◦ (σ ⊗ µA) ◦ (id⊗τ ⊗ id) ◦ (ρ⊗ ρ) ◦ (ϕ−1
u ⊗ ϕ−1

u )

com ρ : A −→ H ⊗A, dada por ρ(a) =
∑

a(−1) ⊗ a(0) a coação de H em A à esquerda e
ϕu o isomor�smo da Observação 5.1.3.

Proposição 5.1.5. Seja A um H-comódulo álgebra e σ : H⊗H −→ k um cociclo. Então
uA com o produto torcido é uma álgebra com unidade 1A. Este H-comódulo é dito um
H-comódulo álgebra torcido (por σ) e será denotado por σA.
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Demonstração. σA é associativa pois, denotando a operação da de�nição 5.1.4 por µσ,

µσ ◦ (id⊗µσ)(ua ⊗ ub ⊗ uc) = µσ

(
ua ⊗

(∑(
b(−1), c(−1)

)
ub(0)c(0)

))
=
∑

σ
(
b(−1), c(−1)

)
σ
(
a(−1), (b(0)c(0))(−1)

)
ua(0)(b(0)c(0))(0)

=
∑

σ
(
b(−2), c(−2)

)
σ
(
a(−1), b(−1)c(−1)

)
ua(0)b(0)c(0)

=
∑

σ
(
b(−1)1 , c(−1)1

)
σ
(
a(−1), b(−1)2c(−1)2

)
ua(0)b(0)c(0)

∗
=
∑

σ
(
a(−1)1 , b(−1)1

)
σ
(
b(−1)2c(−1)2 , c(−1)1

)
ua(0)b(0)c(0)

∗∗
=
∑

σ
(
a(−2), b(−2)

)
σ
(
a(−1)b(−1), c(−1)

)
ua(0)b(0)c(0)

∗
=
∑

σ
(
a(−1), b(−1)

)
σ
(
(a(0)b(0))(−1), c(−1)

)
u(a(0)b(0))(0)c(0)

= µσ

((∑(
a(−1), b(−1)

)
ua(0)b(0)

)
⊗ uc

)
= µσ ◦ (µσ ⊗ id)(ua ⊗ ub ⊗ uc).

Aqui ∗ faz referência à ultima a�rmação da Observação 2.5.3 e ∗∗ é a aplicação da condição
de cociclo.

Mostremos que 1A é unidade de σA. Como ρ(1A) = 1H ⊗ 1A (CA3l), temos pela
condição de normalização que

uau1A =
∑

σ(a(−1), 1H)ua(0)
=
∑

ε(a(−1))ua(0)
= u∑ ε(a(−1))a(0)

= ua

e
u1Aua =

∑
σ(1H , a(−1))ua(0)

=
∑

ε(a(−1))ua(0)
= u∑ ε(a(−1))a(0)

= ua

para todo ua ∈ σA.

A de�nição de produto torcido faz sentido para um H-comódulo álgebra à esquerda
arbitrário, porém estaremos mais interessados no caso particular do seguinte exemplo:

Exemplo 5.1.6. Na de�nição 5.1.4 tome A = H. Lembre-se de que H é um H-comódulo
álgebra com coação à esquerda dada por ∆ (exemplo 4.2.5) e assim σH é um produto
torcido à esquerda por σ com multiplicação dada por

uxuy =
∑

σ(x1, y1)ux2y2 .

A seguinte proposição coloca estrutura de H-comódulo álgebra (à direita) em σH, e é
para que isso seja possível (com a coação que iremos usar) que de�nimos anteriormente o
produto torcido à esquerda.

Teorema 5.1.7. Seja σ : H ⊗H −→ k um cociclo. Então σH é um H-comódulo álgebra.

Demonstração. σH é uma álgebra pela proposição 5.1.5.
Agora, de�na

δ : σH −→ σH ⊗H
ux 7−→

∑
ux1 ⊗ x2.

δ está bem de�nida e é linear pois

δ = (ϕu ⊗ id) ◦∆ ◦ ϕ−1
u .

Para que δ seja uma coação, basta veri�car as três condições da de�nição 4.2.1:
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• σH é um H-comódulo.
De fato, para todo ux ∈ σH,

(id⊗∆) ◦ δ(ux) = (id⊗∆)
(∑

ux1 ⊗ x2

)
=
∑

ux1 ⊗ x2 ⊗ x3

= (δ ⊗ id)
(∑

ux1 ⊗ x2

)
= (δ ⊗ id)δ(ux)

e

(id⊗ε) ◦ δ(ux) = (id⊗ε)
(∑

ux1 ⊗ x2

)
=
∑

ε(x2)ux1

= u∑ ε(x2)x1

= ux.

• δ(uxuy) = δ(ux)δ(uy), para todo ux, uy ∈ σH.
De fato,

δ(uxuy) = δ
(∑

σ(x1, y1)ux2y2

)
=
∑

σ(x1, y1)δ(ux2y2)

=
∑

σ(x1, y1)ux2y2 ⊗ x3y3

=
∑

ux1uy1 ⊗ x2y2

=
(∑

ux1 ⊗ x2

)(∑
uy1 ⊗ y2

)
= δ(ux)δ(uy).

• δ(u1H ) = u1H ⊗ 1H . É imediato de ∆(1H) = 1H ⊗ 1H .

Terminemos a seção com uma última propriedade de σH:

Proposição 5.1.8. Dada σH como anteriormente, então (σH)coH = ku1H
∼= k.

Demonstração. Note primeiramente que x ∈ HcoH se, e somente se, x ∈ Im(η). De fato,
se x ∈ HcoH , ou seja, ∆(x) = x⊗ 1H . Desse modo,

η ◦ ε(x) = (id ∗S)(x)

= µ ◦ (id⊗S) ◦∆(x)

= µ ◦ id⊗S(x⊗ 1H)

= µ(x⊗ S(1H))

= µ(x⊗ 1H)

= x.

Por outro lado, se x ∈ Im(η) então x = η(λ) = λ1H , para algum λ ∈ k. E assim,

∆(x) = ∆(λ1H) = λ∆(1H) = λ(1H ⊗ 1H) = (λ1H)⊗ 1H = x⊗ 1H .
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Com isso,

(σH)coH = {ux ∈ σH | δ(ux) = ux ⊗ 1H}
= {ux ∈ σH | ∆(x) = x⊗ 1H}
= {ux ∈ σH | x ∈ HcoH}
= {ux ∈ σH | x ∈ Im(η)}
= {ux ∈ σH | x = λ1H , para algum λ ∈ k}
= {uλ1H ∈ σH | λ ∈ k}
= {λu1H | λ ∈ k}
= ku1H .

5.2 Os Objetos H-Galois

De�nição 5.2.1 (H-extensão à Direita). Sejam A e B álgebras, com B subálgebra de A
e H uma álgebra de Hopf. Dizemos que B ⊂ A é uma H-extensão à direita se A for um
H-comódulo álgebra com AcoH = B.

De�nição 5.2.2 (ExtensãoH-Galois e ObjetoH-Galois). Seja A umH-comódulo álgebra
com coação dada por ρ : A −→ A⊗H e AcoH ⊂ A a subálgebra de coinvariantes. Dizemos
que A é uma extensão H-Galois (à direita)† , ou mais precisamente que A/AcoH éH-Galois
(à direita), se a aplicação linear

β : A⊗AcoH A −→ A⊗H
a⊗ b 7−→ (a⊗ 1H)ρ(b)

é bijetora. Além disso, se AcoH = k1A dizemos que A é um objeto H-Galois.

Quando A é uma extensão H-Galois, β é dita aplicação canônica de A e é comum ser
denotada na literatura por can. Denotaremos por Gal(H) a classe dos objetos H-Galois.

Usar o nome extensão H-Galois com certeza remete o leitor às extensões de corpos
da teoria de Galois. De fato, estamos generalizando tal conceito, como mostra o seguinte
exemplo:

Exemplo 5.2.3. [10, Exemplo 6.4.3] Seja G um grupo �nito agindo por automor�smo
sobre um corpo E ⊃ k e F = EG (elementos do corpo E �xados por G). E/F ser extensão
Galois é o mesmo que E ⊂ F ser uma extensão (kG)∗-Galois.

Porém, como se espera de generalizações, nem toda extensão H-Galois é uma extensão
de corpos da teoria de Galois no sentido clássico. Um exemplo pode ser encontrado em
[20, Exemplo 8.1.5].

Exemplo 5.2.4. H/k é um objeto H-Galois com

β : H ⊗H −→ H ⊗H
x⊗ y 7−→

∑
xy1 ⊗ y2.

† É possível de�nir uma extensão H-Galois à esquerda quando A é um H-comódulo álgebra à esquerda,
bem como um objeto H1-H2-biGalois se A for um H1-comódulo álgebra à esquerda e um H2-comódulo
álgebra à direita.
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Para isso, mostremos que

α : H ⊗H −→ H ⊗H
x⊗ y 7−→

∑
xS(y1)⊗ y2

é a inversa de β. De fato,

β(α(x⊗ y)) = β
(∑

xy1 ⊗ y2

)
=
∑

xy1S(y2)⊗ y3

=
∑

xε(y1)⊗ y2

=
∑

x⊗ ε(y1)y2

= x⊗ y
= idH⊗H(x⊗ y).

Analogamente, veri�ca-se que α ◦ β = idH⊗H .

Lema 5.2.5. Seja σ ∈ Hom(H ⊗H, k). Dado o isomor�smo linear f : H −→ σH tal que
f(x) = ux e como antes, de�na g : H −→ σH por

g(x) =
∑

σ−1(Sx2, x3)uSx1

Então g é a inversa de f por convolução.

Demonstração. De fato, para todo x ∈ H,

(g ∗ f)(x) =
∑

g(x1)f(x2)

=
∑

σ−1(Sx2, x3)uSx1ux4

=
∑

σ−1(Sx2, x3)σ((Sx1)1, x41)u(Sx1)2x42

=
∑

σ−1(Sx3, x4)σ(Sx2, x5)uSx1x6

�
=
∑

ε(Sx2)ε(x3)uSx1x4

=
∑

ε(x2)ε(x3)uSx1x4

=
∑

uSx1x2

= ε(x)u1H .

Em que � faz referência ao item ii) do Lema 5.1.2.
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Por outro lado,

(f ∗ g)(x) =
∑

f(x1)g(x2)

=
∑

ux1σ
−1(Sx3, x4)uSx2

=
∑

σ−1(Sx3, x4)σ(x11 , (Sx2)1)ux12 (Sx2)2

=
∑

σ−1(Sx5, x6)σ(x1, Sx4)ux2Sx3

=
∑

σ−1(Sx4, x5)σ(x1, Sx3)uε(x2)

=
∑

σ−1(Sx3, x4)σ(x1, Sx2)u1H

=
∑

ε(x1)σ−1(Sx4, x5)σ(x2, Sx3)u1H

�
=
∑

σ(x11 , (Sx4)1x51)σ−1(x12(Sx4)2, x52)σ−1(x13 , (Sx4)3)σ(x2, Sx3)u1H

=
∑

σ(x1, Sx8x9)σ−1(x2Sx5, x10)σ−1(x3, Sx6)σ(x4, Sx5)u1H

=
∑

σ(x1, Sx6x7)σ−1(x2Sx5, x8)ε(x3)ε(x4)u1H

=
∑

σ(x1, Sx4x5)σ−1(x2Sx3, x6)u1H

=
∑

σ(x1, ε(x3))σ−1(ε(x2), x4)u1H

=
∑

ε(x3)σ(x1, 1H)ε(x2)σ−1(1H , x4)u1H

=
∑

σ(x1, 1H)σ−1(1H , x2)u1H

=
∑

σ(1H , x1)σ−1(1H , x2)u1H

��
= ε(1H)ε(x)u1H

= ε(x)u1H .

Aqui � faz referência ao item iv) do Lema 5.1.2 e �� ao item i) do mesmo lema.

Teorema 5.2.6. Seja σH um produto torcido por algum cociclo σ ∈ Hom(H × H, k).
Então σH é um objeto H-Galois.

Demonstração. Recordemos primeiramente que, pela Proposição 5.1.8, (σH)coH ∼= ku1H ,
logo basta mostrar que a aplicação linear

β : σH ⊗ σH −→ σH ⊗H
ux ⊗ uy 7−→ (ux ⊗ 1H)δ(y),

com δ coação de H em σH do Teorema 5.1.7, é bijetora. Note que podemos escrever

β(ux ⊗ uy) =
∑

uxuy1 ⊗ y2.

Usando as aplicações f e g do lema anterior, de�na

α : σH ⊗H −→ σH ⊗ σH

ux ⊗ y 7−→
∑

uxg(y1)⊗ f(y2).
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Mostremos que α é a inversa de β:

β ◦ α(ux ⊗ y) = β
(∑

uxg(y1)⊗ f(y2)
)

=
∑

(uxg(y1)⊗ 1H) (δ(f(y2))

=
∑

(uxg(y1)⊗ 1H) (f(y2)⊗ y3)

=
∑

uxg(y1)f(y2)⊗ y3

=
∑

uxε(y1)⊗ y2

= ux ⊗ y,

e

α ◦ β(ux ⊗ uy) = α
(∑

uxuy1 ⊗ y2

)
=
∑

uxuy1g(y2)⊗ f(y3)

=
∑

uxf(y1)g(y2)⊗ f(y3)

=
∑

uxε(y1)⊗ f(y2)

=
∑

ux ⊗ uy1ε(y2)

= ux ⊗ uy,

como requerido.

O seguinte lema é uma adaptação de um célebre resultado de Kreimer:

Lema 5.2.7. [18, Proposição 2] Se A é um objeto H-Galois então A ∼= H∗ como
H∗-módulos.

Lema 5.2.8. Seja A um objeto H-Galois com coação ρ e bijeção β e γ : H −→ A um
isomor�smo de H-comódulos invertível por convolução, γ−1 sua inversa por convolução,
ζ sua inversa (no sentido usual) e g : A −→ k dada por g = ε ◦ ζ. Então

a) ρ ◦ γ−1 é a inversa por convolução de ρ ◦ γ = (γ ⊗ id) ◦∆,

b) ρ ◦ γ−1 = (γ−1 ⊗ S) ◦ τ ◦∆,

c) Para todo a ∈ A,
∑
a(0)γ

−1(b(1)) ∈ k.

d) β−1(a⊗ x) = (a⊗ 1H)β−1(1⊗ x) para todo a ∈ A,

e) β(1⊗ γ(x)) = ρ ◦ γ(x) =
∑
γ(x1)⊗ x2

f) (id⊗ρ) ◦ β−1 = (β−1 ⊗ id) ◦ (id⊗∆), ou seja, escrevendo β−1(1⊗ x) =
∑
i

ai ⊗ bi,

para todo x ∈ H, então∑
i

ai ⊗ bi(0)
⊗ bi(1)

=
∑

β−1(1⊗ x1)⊗ x2

g) Para todo a ∈ A, a =
∑
g(a(0))γ(a(1)),
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h) (id⊗ε) ◦ β = µA.

A demonstração deste lema se dá por um cálculo direto relativamente tedioso e não
será feito aqui. Este pode ser feito usando uma adaptação de [20, Lema 7.2.6] e a parte
�nal de [20, Teorema 8.2.4].

A seguinte proposição garante a recíproca do Teorema 5.2.6 quando H tem dimensão
�nita.

Proposição 5.2.9. Seja A um objeto H-Galois. Se H tem dimensão �nita então A é
isomorfo a σH (como H-comódulo álgebras) para algum cociclo σ.

Demonstração. Pelo lema anterior, A ∼= H∗ como H∗-módulos, logo pela Proposição
2.5.9 A ∼= H como H-comódulos. Seja ϕ : H −→ A esse isomor�smo. Por conveniência,
gotaríamos de estabelecer a seguinte notação: Podemos olhar ϕ como elemento da
álgebra Hom(H,A) munido do produto de convolução. Neste caso, iremos denotá-la
por γ. Fazemos isso, pois assim, ϕ−1 indicará inversa usual dessa aplicação, enquanto γ−1

denotará a sua inversa por convolução caso existam.
De�na g : A −→ k por g = ε ◦ ϕ−1. Note que g ◦ γ(x) = ε(x) para todo x ∈ H.
Considere β a aplicação bijetora que torna A um objeto H-Galois e de�na para todo
x ∈ H

γ−1(x) = µA ◦ (id⊗g) ◦ β−1(1A ⊗ x)

Mostremos que γ−1 é de fato a inversa de γ por convolução:
Por um lado, usando d) e e) do lema anterior, para todo x ∈ H,

γ ∗ γ−1(x) =
∑

γ(x1)γ−1(x2)

=
∑

γ(x1)(µA ◦ (id⊗g) ◦ β−1(1A ⊗ x2)

=
∑

µA ◦ (id⊗g) ◦ β−1(γ(x1)⊗ x2)

= µA ◦ (id⊗g)(1A ⊗ γ(x)

= ε(x)1A.

Por outro usando f) e g) do lema anterior, para todo x ∈ H,

γ−1 ∗ γ(x) =
∑

µA ◦ (id⊗g) ◦ β−1(1A ⊗ x1)γ(x2)

=
∑
i

µA ◦ (id⊗g)
(∑

ai ⊗ bi(0)

)
γ(bi(1)

)

=
∑
i

ai

(∑
g(bi(0)

)γ(bi(1)
)
)

=
∑
i

aibi

= ε(x)1A.

Com isso, pode-se de�nir σ : H ⊗H −→ k por

σ(x, y) =
∑

γ(x1)γ(y1)γ−1(x2y2)

para todo x, y,∈ H. Primeiramente temos que mostrar que Im(σ) ⊂ k, para garantir
que σ está bem de�nido. Para isso lembre que AcoH ∼= k, assim, basta mostrar que
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ρ(σ(x, y)) = σ(x, y) ⊗ 1A, com ρ a aplicação que torna A um H-comódulo álgebra. De
fato, usando o item (b) do lema anterior,

ρ(σ(x, y)) = ρ
(∑

γ(x1)γ(y1)γ−1(x2y2)
)

=
∑

ρ(γ(x1))ρ(γ(y1))ρ(γ−1(x2y2))

=
∑

(γ(x11)⊗ x12)(γ(y11)⊗ y12)(γ−1(x22y22)⊗ S(x21y21))

=
∑

γ(x1)γ(y1)γ−1(x4y4)⊗ x2y2S(y3)S(x3)

=
∑

γ(x1)γ(y1)γ−1(x4y4)⊗ 1H

= σ(x, y)⊗ 1H .

Agora, devemos mostrar também que σ é um cociclo, de modo que σH seja uma álgebra.
Primeiramente, a condição de cociclo é satisfeita pois, por um lado,∑

σ(x1, y1)σ(x2y2, z) =
∑

γ(x11)γ(y11)γ−1(x12y12)γ((x2y2)1)γ(z1)γ−1((x2y2)2z2)

=
∑

γ(x1)γ(y1)γ−1(x2y2)γ(x3y3)γ(z1)γ−1(x4y4z2)

=
∑

γ(x1)γ(y1)ε(x2y2)γ(z1)γ−1(x3y3z2)

=
∑

γ(x1)γ(y1)γ(z1)γ−1(x2y2z2)

e, por outro,∑
σ(y1, z1)σ(x, y2z2) =

∑
γ(y11)γ(z11)γ−1(y12z12)γ(x1)γ((y2z2)1)γ−1(x2(y2z2)2)

=
∑

γ(y1)γ(z1)γ−1(y2z2)γ(x1)γ(y3z3)γ−1(x2y4z4)

=
∑

γ(y1)γ(z1)γ(x1)ε(y2z2)γ−1(x2y3z3)

=
∑

γ(y1)γ(z1)γ(x1)γ−1(x2y2z2).

Além disso, como γ(1) = 1, é claro que

σ(1, x) = σ(x, 1) = ε(x).

De�na F : σH −→ A por F (ux) = γ(x) para todo x ∈ H e G : A −→ σH por

G(a) =
∑

a(0)γ
−1(a(1))ua(2)

.

para todo a ∈ A. A veri�cação dos três itens a seguir garantem o isomor�smo desejado:

• F é um homomor�smo de H-comódulos. De fato, se δ é a aplicação que torna σH
um H-comódulo álgebra,

ρ(F (ux)) = ρ(γ(x))

=
∑

γ(x1)⊗ x2

=
∑

F (ux1)⊗ x2

= (id⊗F )
(∑

ux1 ⊗ x2

)
= (id⊗F )(δ(ux)).
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• F é um homomor�smo de álgebras:

F (uxuy) = F
(∑

σ(x1, y1)ux2y2

)
=
∑

σ(x,y1)F (ux2y2)

=
∑

σ(x1, y1)γ(x2y2)

=
∑

γ(x1)γ(y1)γ−1(x2y2)γ(x3y3)

=
∑

γ(x1)γ(y1)ε(x2y2)

= γ(x)γ(y)

= F (ux)F (uy).

• G é a inversa de F :
Por um lado, usando que

∑
a(0)γ

−1(a(1)) ∈ k, vale

F ◦G(a) = F
(∑

a(0)γ
−1(a(1))ua(2)

)
=
∑

a(0)γ
−1(a(1))F (ua(2)

)

=
∑

a(0)γ
−1(a(1))γ(a(2))

=
∑

a(0)ε(a(1))

= a.

Por outro, usando que ρ◦γ = (γ⊗ id)◦∆ (pois γ é homomor�smo de H-comódulos),
vale

G ◦ F (ux) = G(γ(x))

=
∑

γ(x)(0)γ
−1(γ(x)(1))uγ(x)(2)

=
∑

γ(x1)γ−1(x2)ux3

=
∑

ε(x1)ux2

= ux
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Capítulo 6

H-Identidades Polinomiais

Em todo este capítulo (H,µ, η,∆, ε, S) é uma álgebra de Hopf �xada.
Motivados pelos conceitos de identidade polinomial e identidade polinomial graduada,

apresentamos aqui uma generalização destes conceitos devida a Kassel [17], a saber, as
H-identidades polinomiais. As referências para os conceitos de identidades polinomiais
são o livro [11] e o artigo [13]. Para as H-identidades polinomiais a principal referência é
o artigo [17].

6.1 Identidades Polinomiais

Esta seção apresenta alguns conceitos básicos da PI-teoria que necessitaremos para
motivar nossa discussão sobre as H-identidades.

De�nição 6.1.1 (Identidade Polinomial). Considere a álgebra associativa livre k〈X〉, em
que X = {xi | i ∈ N} é um conjunto de variáveis. Um polinômio f(x1, x2, . . . , xn) ∈
k〈X〉 é uma identidade polinomial para A se, e somente se, f está no núcleo de todo
homomor�smo de álgebras ω : k〈X〉 −→ A.

Denote por I(A) o conjunto de identidades polinomiais para uma álgebra A. Se existe
f ∈ I(A), f 6= 0, dizemos que A é uma PI-álgebra.

De�nição 6.1.2 (T -ideal). Dizemos que uma subálgebra B de uma álgebra A é um
T -ideal se f(B) ⊆ B, para todo endomor�smo de álgebras f : A −→ A.

Note que I(A) é um T -ideal de k〈X〉.
Dado n ∈ N, de�na o polinômio

sd =
∑
σ∈Sd

sgn(σ)xσ(1) . . . xσ(d)

com Sd o grupo de permutações do conjunto {1, . . . , d} e sgn(σ) é o sinal da permutação
σ. Este é chamado polinômio standard de grau d.

Proposição 6.1.3. [11, 2.3] Seja A uma álgebra. Se dim(A) < d então sd(x1, . . . , xd) é
uma identidade polinomial para A.

Corolário 6.1.4. Toda álgebra de dimensão �nita é uma PI-álgebra.
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É comum chamar as identidades polinomiais de identidades polinomiais ordinárias,
fazendo distinção das identidades polinomiais graduadas que de�niremos a seguir.

Seja G um grupo e {Xg | g ∈ G} uma família de conjuntos disjuntos de variáveis
indexados por G, e de�na

X =
⋃
g∈G

Xg.

Seja k〈X〉g o subespaço da álgebra associativa livre k〈X〉 gerada pelos monômios
m = xj1 . . . xjp tais que os xjl ∈ X.

É possível mostrar que

k〈X〉 =
⊕
g∈G

k〈X〉g e k〈X〉gk〈X〉h ⊂ k〈X〉gh

para todo g, h ∈ G, isto é, k〈X〉 é uma álgebra G-graduada. com isso, os elementos de
k〈X〉g são polinômios homogêneos de grau g, e denota-se deg(f) = g para todo f ∈ k〈X〉g.

De�nição 6.1.5 (Homomor�smo de Álgebras G-graduado). Seja A uma álgebra
G-graduada. Dizemos que ϕ : k〈X〉 −→ A é um homomor�smo de álgebras G-graduado
se ϕ(k〈X〉g) ⊂ Ag para todo g ∈ G.

De�nição 6.1.6 (Identidade Polinomial G-graduada). Seja A uma álgebra G-graduada.
Então um polinômio f(x1, x2, . . . , xn) ∈ k〈X〉 é uma identidade polinomial G-graduada
para A se, e somente se, f está no núcleo de todo homomor�smo de álgebras G-graduado
ω : k〈X〉 −→ A.

Denote por IG(A) o conjunto de identidades polinomiais G-graduadas para uma
álgebra A. Se existe f ∈ IG(A), f 6= 0, dizemos que A é uma GPI-álgebra.

Para terminar, vale notar que IG(A) ⊇ I(A) em k〈X〉.

6.2 H-Identidades Polinomiais

A principal referência para essa seção e também para a próxima é o artigo [17]. De início
desejamos introduzir substitutos convenientes para os �Xg� de�nidos acima de maneira a
construir as H-identidades polinomiais. Para isso, seja H uma álgebra de Hopf e A um
H-comódulo álgebra com ρ : A −→ A⊗H a coação de H em A.

Para cada i = 1, 2, . . . considere XH
i = {Xx

i | x ∈ H} uma cópia do espaço vetorial
subjacente a H, como na Observação 5.1.3. Os elementos Xx

i de XH
i serão chamados de

X-símbolos.
De�na a seguinte soma direta de cópias de H

XH =
⊕
i≥1

XH
i

e considere a álgebra tensorial sobre XH , denotada por T:

T = T (XH) =
⊕
n≥0

T n(XH) =
⊕
n≥0

X⊗nH

Lembre que da Proposição 1.14 T ∼= k〈I〉 (de álgebras) no qual I é um conjunto de
índices para uma base de XH . Note que �xando uma base B de H podemos substituir I
por {Xx

i | x ∈ B}.
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Proposição 6.2.1. T é um H-comódulo álgebra

Demonstração. Dada uma base {x | x ∈ H} de H de�na a transformação linear

ρ
XH

: XH −→ T ⊗H
Xx
i 7−→

∑
Xx1
i ⊗ x2

Logo pela propriedade universal da álgebra tensorial, existe um único homomor�smo de
álgebras

ρT : T −→ T ⊗H
Xx
i 7−→

∑
Xx1
i ⊗ x2

tal que ρT (Xx
i ) =

∑
Xx1
i ⊗ x2. Obviamente que, ρT satisfaz (CA2) e (CA3). Então só é

preciso veri�car que ρT satisfaz também (CA1), ou seja, que ρT é uma coação de H em
T . Com efeito, para todo Xx

i ∈ XH ,

(id⊗∆) ◦ ρT (Xx
i ) =

∑
Xx1
i ⊗∆(x2)

=
∑

Xx1
i ⊗ x2 ⊗ x3

= (ρT ⊗ id)
(∑

Xx1
i ⊗ x2

)
= (ρT ⊗ id) ◦ ρT (Xx

i ),

e

(id⊗ε) ◦ ρT (Xx
i ) =

∑
Xx1
i ε(x2)

=
∑

Xx1
i ε(x2)

= Xx
i ,

logo vale (CA1), como requerido.

De�nição 6.2.2 (H-Identidade Polinomial). Dizemos que P ∈ T , P 6= 0, é dita
uma H-identidade polinomial para o H-comódulo álgebra A se ω(P ) = 0 para todo
homomor�smo de H-comódulo álgebras ω : T −→ A.

Denote por IH(A) o conjunto das H-identidades polinomiais para uma álgebra A.

Proposição 6.2.3. Seja H uma álgebra de Hopf e A um H-comódulo álgebra. Então

a) IH(A) é um ideal bilateral de T , ou seja,

IH(A)T ⊆ IH(A) e TIH(A) ⊆ IH(A)

b) IH(A) é um T -ideal, ou seja,

f(IH(A)) ⊆ IH(A)

para todo f : T −→ T endomor�smo de H-comódulo álgebras.†

Demonstração.

† Na verdade temos aqui uma extensão do conceito de T -ideal.
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a) Esse resultado segue do fato de que os ω : T −→ A da de�nição de H-identidades
polinomiais serem homomor�smos de álgebras pois se P é uma H-identidade
polinomial para A, ou seja, P ∈ ker(ω) para todo ω homomor�smo de H-comódulo
álgebras e Q ∈ T então ω(PQ) = ω(P )ω(Q) = 0, para todo ω. Portanto PQ é
uma H-identidade polinomial para A, e assim, IH(A)T ⊆ IH(A). Analogamente,
TIH(A) ⊆ IH(A).

b) Basta lembrar que se f : T −→ T é um homomor�smo de H-comódulo álgebras
então ω ◦ f : T −→ A também o é para todo ω : T −→ A homomor�smo de
H-comódulo álgebras (composta de homomor�smos). Assim, se P ∈ IH(A) então
para todo homomor�smo de H-comódulo álgebras e em particular para ω ◦f , temos
ω ◦ f(P ) = 0. Logo f(P ) ∈ ker(ω) para todo ω e assim, f(P ) ∈ IH(A).

Os seguintes exemplos mostram que H-identidades polinomiais de fato generalizam as
identidades polinomiais ordinárias e as identidades polinomiais graduadas:

Exemplo 6.2.4. Seja H = k. Um k-comódulo álgebra A é simplesmente uma álgebra
e T ∼= k〈{X1

1 , X
1
2 , . . .}〉. Logo P é um polinômio nas variáveis X1

i com i = 1, 2, . . ..
Além disso, dado ω : T −→ A um homomor�smo de k-módulo álgebras (que na verdade
é simplesmente um homomor�smo de álgebras), temos que ω(P ) = 0 se, e somente se,
P (a1, a2, . . .) = 0 para todo ai ∈ A. Dessa forma P é uma k-identidade polinomial para
A se, e somente se, P é uma identidade polinomial ordinária para A.

Lema 6.2.5. Sejam G um grupo, H = kG, A uma álgebra G-graduada e ω : T −→ A
um homomor�smo de álgebras. ω é um homomor�smo de kG-comódulo se, e somente se,
ω(Xg

i ) ∈ Ag para todo g ∈ G.

Demonstração. Lembremos as de�nições de ρ e ρT as coações que tornam A e T
kG-comódulo álgebras (respectivamente):

ρ : A −→ A⊗H
a 7−→

∑
g∈G ag ⊗ g

ρT : T −→ T ⊗H
Xg
i 7−→ Xg

i ⊗ g

Supondo que ω é um homomor�smo de kG-comódulo álgebras denotando a = ω(Xg
i )

para todo g ∈ G, temos:

a⊗ g = (ω ⊗ id)(Xg
i ⊗ g)

= (ω ⊗ id) ◦ δ(Xg
i )

= ρ ◦ ω(Xg
i )

= ρ(a)

=
∑
h∈G

ah ⊗ h.

Ou seja,
0 = a⊗ g −

∑
h∈G

ah ⊗ h = (a− ag)⊗ g −
∑
h∈G
h6=g

ah ⊗ h.

Logo, como {g} ∪ {h ∈ G, h 6= g} é linearmente independente (pois é base de kG), então
(a − ag) = ah = 0 para todo h ∈ G, h 6= g, ou seja, a = ag e ah = 0, para todo h 6= g.

Portanto ω(Xg
i ) = a =

∑
h∈H

ah = ag ∈ Ag para todo g ∈ G.
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Agora, supondo ω(Xg
i ) ∈ Ag para todo g ∈ G, temos

ρ ◦ ω(Xg
i ) = ρ(ag)

= ag ⊗ g
= ω(Xg

i )⊗ g
= (ω ⊗ id)(Xg

i ⊗ g)

= (ω ⊗ id) ◦ δ(Xg
i ).

Assim, ω é um homomor�smo de kG-comódulos e portanto de kG-comódulo álgebras.

Como consequência desse lema temos o seguinte exemplo:

Exemplo 6.2.6. P é uma kG-identidade polinomial para um kG-comódulo álgebra A se,
e somente se, P é uma identidade G-graduada para a álgebra G-graduada A.

Exemplo 6.2.7. Seja A um H-comódulo álgebra com coação ρ tal que a subalgebra de
coinvariantes AcoH seja central em A (como é o caso das σA). Dados x, y ∈ H considere
os seguintes elementos de T :

Px =
∑

Xx1
1 X

S(x2)
1 Qx,y =

∑
Xx1

1 Xy1

1 X
S(x2y2)
1 .

Então, para todo x, y, z ∈ T ,

PxX
z
2 −Xz

2Px e Qx,yX
z
2 −Xz

2Qx,y

são H-identidades polinomiais para A. Comecemos mostrando que Px e Qx,y são
coinvariantes de T . De fato, sendo ρT a aplicação que torna T um H-comódulo álgebra,
como na Proposição 6.2.1, temos

ρ(Px) = ρ
(∑

Xx1
1 X

S(x2)
1

)
=
∑

ρ (Xx1
1 ) ρ

(
X
S(x2)
1

)
=
∑

(Xx1
1 ⊗ x2)

(
X
S(x3)1

1 ⊗ S(x3)2

)
=
∑

(Xx1
1 ⊗ x2)

(
X
S(x4)
1 ⊗ S(x3)

)
=
∑

Xx1
1 X

S(x4)
1 ⊗ x2S(x3)

=
∑

Xx1
1 X

S(x3)
1 ⊗ ε(x2)1H

=
∑

Xx1
1 X

S(x3)
1 ε(x2)⊗ 1H

=
∑

Xx1
1 X

S(x3)ε(x2)
1 ⊗ 1H

=
∑

Xx1
1 X

S(x2)
1 ⊗ 1H

= Px ⊗ 1H ,
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e

ρ(Qx,y) = ρ
(∑

Xx1
1 Xy1

1 X
S(x2y2)
1

)
=
∑

ρ (Xx1
1 ) ρ (Xy1

1 ) ρ
(
X
S(x2y2)
1

)
=
∑

(Xx1
1 ⊗ x2) (Xy1

1 ⊗ y2)
(
X
S(x3y3)1

1 ⊗ S(x3y3)2

)
=
∑

(Xx1
1 ⊗ x2) (Xy1

1 ⊗ y2)
(
X
S(x4y4)
1 ⊗ S(x3y3)

)
=
∑(

Xx1
1 Xy1

1 X
S(x4y4)
1

)
⊗ (x2y2S(x3y3))

=
∑(

Xx1
1 Xy1

1 X
S(x4y4)
1

)
⊗ (x2y2S(y3)S(x3))

=
∑(

Xx1
1 Xy1

1 X
S(x3y3)
1

)
⊗ (ε(x2)ε(y2))

=
∑

Xx1
1 Xy1

1 X
S(x3y3)
1 ε(x2)ε(y2)⊗ 1H

=
∑

Xx1
1 Xy1

1 X
S(x2y2)
1 ⊗ 1H

= Qx,y ⊗ 1H .

Agora, mostremos que, para todo homomor�smo de H-comódulo álgebras ω : T −→ A,
ω(Px) e ω(Qx,y) são coinvariantes (logo centrais) em A. Queremos que
ρT (ω(Px)) = ω(Px)⊗ 1H . Porém, note que

ω(Px)⊗ 1H = (ω ⊗ id)(Px ⊗ 1H) = (ω ⊗ id) ◦ ρ(Px)

ou seja, queremos
ρT (ω(Px)) = (ω ⊗ id) ◦ ρ(Px).

Mas esta é a condição de ω ser um homomor�smo de H-comódulos (hipótese).
Analogamente o mesmo se veri�ca para Qx,y.
Assim,

ω(PxX
z
2 −Xz

2Px) = ω(Px)ω(Xz
2 )− ω(Xz

2 )ω(Px) = 0

e
ω(Qx,yX

z
2 −Xz

2Qx,y) = ω(Qx,y)ω(Xz
2 )− ω(Xz

2 )ω(Qx,y) = 0

para todo homomor�smo de H-comódulo álgebras ω. Portanto, Px e Qx,y são
H-identidades polinomiais para A.

Denotemos o conjunto de todas as H-identidades polinomiais de um H-comódulo
álgebra A por IH(A). Pela própria de�nição de H-identidade polinomial temos que

IH(A) =
⋂
ω

ker(ω),

com ω : T −→ A homomor�smo de H-comódulo álgebras.

Proposição 6.2.8. Seja H uma álgebra de Hopf e A um H-comódulo álgebra. Se
f : A −→ B é um homomor�smo de H-comódulo álgebras injetor então IH(B) ⊆ IH(A).
Em particular, se f for um isomor�smo então IH(A) = IH(B).

Demonstração. Sejam P ∈ IH(B) e ω : T −→ A um homomor�smo de H-comódulo
álgebras qualquer. Por hipótese, para todo α : T −→ B homomor�smo de H-comódulo
álgebras, temos que α(P ) = 0, em particular f ◦ ω(P ) = 0. Como f é injetora, ω(P ) = 0
(para todo ω). Portanto P ∈ IH(A).



6. H-Identidades Polinomiais 59

O último item da proposição anterior garante que quando dois H-comódulo álgebras
são isomorfos então suas identidades polinomiais coincidem. Nosso objetivo a partir
de agora é encontrar H-comódulo álgebras para as quais a recíproca vale. Para isso,
começaremos por construir uma forma mais fácil de determinar se um elemento P ∈ T é
uma identidade polinomial para um H-comódulo álgebra A.

6.3 Detectando H-Identidades Polinomiais para σH

Seja σH um H-comódulo álgebra para algum cociclo σ como no capítulo 5. Vamos
investigar o T -ideal IH(σH).

Por de�nição,
IH(σH) =

⋂
ω

ker(ω),

para todo ω : T −→ σH homomor�smo de H-comódulo álgebras. É impraticável enumerar
todos os tais homomor�smos para estabelecer precisamente o T -ideal IH(σH). Porém,
felizmente, é possível construir um homomor�smo de H-comódulo álgebras γσ tal que

IH(σH) = ker(γσ).

Para isso, vamos construir uma versão comutativa de T . De forma análoga à seção
anterior, para cada i = 1, 2, . . . , considere tHi = {txi | x ∈ H} uma cópia do espaço vetorial
subjacente a H, como na Observação 5.1.3. Os elementos txi de tHi serão chamados de
t-símbolos.

De�na a soma direta de cópias de H

tH =
⊕
i≥1

tHi ,

e considere a álgebra simétrica sobre tH , denotada por S:

S = S(tH) =
⊕
n≥0

t⊗nH

Lembre-se de que, da Proposição 1.16, S ∼= k [I] (como álgebras), em que I é um
conjunto de índices para uma base de tH . Note que �xando uma base B de H podemos
substituir I por {tx | x ∈ B}.

Em seguida construiremos γσ como previsto. Dadas T e S⊗ σH com a estrutura usual
de álgebra tensorial, de�na

ϕ : XH −→ S ⊗ σH

Xx
i 7−→

∑
tx1
i ⊗ ux2

Pela propriedade universal da álgebra tensorial, existe um único homomor�smo de
álgebras γσ tal que γσ(Xx

i ) =
∑
tx1
i ⊗ ux2 .

Como os t-símbolos e u-símbolos não se confundem, podemos omitir o símbolo ⊗ nos
elementos de S ⊗ σH, simpli�cando dessa forma a notação:

γσ(Xx
i ) =

∑
tx1
i ux2 .

Devemos mostrar que
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• S ⊗ σH é um H-comódulo álgebra,

• γσ é um homomor�smo de H-comódulo álgebras,

• IH(σH) = ker(γσ).

Faremos isso nos próximos três teoremas, sendo que o último item exige alguns lemas:

Teorema 6.3.1. S ⊗ σH é um H-comódulo álgebra com coação

ρ : S ⊗ σH −→ (S ⊗ σH)⊗H
txi uy 7−→

∑
tx1
i uy1 ⊗ y2

Demonstração. Basta notar que ρ = id⊗δ, sendo δ a coação do Teorema 5.1.7 que torna
σH um H-comódulo álgebra.

Teorema 6.3.2. γσ como de�nido anteriormente é um homomor�smo de H-comódulo
álgebras.

Demonstração. Como γσ é homomor�smo de álgebras, resta apenas mostrar que γσ é um
homomor�smo de H-comódulos. Com efeito, se ρ e ρT são as coações que tornam S⊗ σH
e T , respectivamente, H-comódulos. Com efeito, temos

ρ ◦ γσ(Xx
i ) = ρ

(∑
tx1
i ux2

)
=
∑

tx1
i ux2 ⊗ x3

= (γσ ⊗ id)
(∑

Xx1
i ⊗ x2

)
= (γσ ⊗ id) ◦ ρT (Xx

i .)

O terceiro e último passo é mostrar que IH(σH) = ker(γσ). Para isso necessitaremos de
alguns lemas e de uma proposição. Lembre-se de que alg denota a categoria das álgebras,
MH a categoria dos H-comódulos e AH a categoria dos H-comódulo álgebras.

Lema 6.3.3. A correspondência

HomAH (T, σH)←→ HomMH (XH ,
σH)

é bijetora.

Demonstração. Comecemos por lembrar que pela propriedade universal da álgebra
tensorial, para cada f : XH −→ σH linear existe um único homomor�smo de álgebras
f̄ : T −→ σH tal que o seguinte diagrama é comutativo:

T

XH

σH

f̄

ι

f
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Isso asssegura que a correspondência f 7−→ f̄ do enunciado das aplicações lineares
nos homomor�smos de álgebras esteja bem de�nida. Deve-se mostrar que essa
correspondência é bijetora, mas isso é fácil pois g 7−→ g|XH é a inversa. Com isso só

precisamos mostrar que f é um homomor�smo de H-comódulos se, e somente se, f̄ o é,
ou seja, que um diagrama abaixo é comutativo se, e somente se, o outro é:

XH
σH

XH ⊗H σH ⊗H

f

ρ
XH δ

f⊗id

(6.1)

T σH

T ⊗H σH ⊗H

f̄

ρT δ

f̄⊗id

(6.2)

com ρ
XH

e ρT da Proposição 6.2.1 e δ do Teorema 5.1.7.
Mostremos que a comutatividade do diagrama (6.1) garante a comutatividade de (6.2).
Note que basta mostrar a comutatividade nos elementos de Xx

i , x ∈ H e estender para T
pela propriedade universal da álgebra tensorial.

δ(f̄(Xx
i )) = δ(f(Xx

i ))

= (f ⊗ id)
(
ρ
XH

(Xx
i )
)

= (f ⊗ id)
(∑

Xx1
i ⊗ x2

)
=
∑

f (Xx1
i )⊗ x2

=
∑

f̄ (Xx1
i )⊗ x2

= (f̄ ⊗ id)
(∑

Xx1
i ⊗ x2

)
= (f̄ ⊗ id) (ρT (Xx

i ))

De modo análogo, a comutatividade do diagrama (6.2) garante a comutatividade do
diagrama (6.1).

Lema 6.3.4. A correspondência

HomMH (XH ,
σH)←→ HomMH (XH , H)

é bijetora.

Demonstração. Considere a bijeção da Observação 5.1.3

ϕu : H −→ σH
x 7−→ ux
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ϕu é também um homomor�smo de H-comódulos pois para todo x ∈ H

δ (ϕu(x)) = δ(ux)

=
∑

ux1 ⊗ x2

= (ϕu ⊗ id)
(∑

x1 ⊗ x2

)
= (ϕu ⊗ id)(∆(x))

Assim, ϕu é um isomor�smo de H-comódulos.
Com isso, de�nindo

α : HomMH (XH , H) −→ HomMH (XH ,
σH)

f 7−→ ϕ ◦ f

β : HomMH (XH ,
σH) −→ HomMH (XH , H)

g 7−→ ϕ−1
u ◦ g

teremos
(α ◦ β)(g) = α(ϕ−1

u ◦ g) = ϕu ◦ ϕ−1
u ◦ g = g

para todo g ∈ HomMH (XH ,
σH) e

(β ◦ α)(f) = β(ϕu ◦ f) = ϕ−1
u ◦ ϕu ◦ f = f

para todo f ∈ HomMH (XH , H), garantindo a bijeção desejada.

Lema 6.3.5. A correspondência

Homalg(S, k)←→ Hom(tH , k)

é bijetora.

Demonstração. Para obter esse lema basta lembrar que pela propriedade universal da
álgebra simétrica, para toda f : tH −→ k linear existe única f̄ : S −→ k homomor�smo
de álgebras tal que o seguinte diagrama é comutativo:

S

tH

k

f̄

ι

f

garantindo uma bijeção f 7−→ f̄ como desejado.

Lema 6.3.6. Se Y é um H-comódulo com aplicação ρ : Y −→ Y ⊗ H, então a
correspondência

HomMH (Y,H)←→ Hom(Y, k)

é bijetora. Com isso, para todo f : Y −→ H homomor�smo de H-comódulos,

f = φH ◦ ((ε ◦ f)⊗ id) ◦ ρ

com φH : k ⊗H −→ H isomor�smo canônico.
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Demonstração. De�na

ϕ : HomMH (Y,H) −→ Hom(Y, k)
f 7−→ ε ◦ f

ψ : Hom(Y, k) −→ HomMH (Y,H)
g 7−→ φH ◦ (g ⊗ id) ◦ ρ

φ está claramente bem de�nida, mas como g é �somente linear� não é imediato que ψ(g)
é um homomor�smo de H-comódulos. Por isso, admitindo que (Y, ρ) é um H-comódulo
(ou seja, (id⊗∆) ◦ ρ = (ρ ⊗ id) ◦ ρ) vamos provar que ξg := ψ(g) é tal que o seguinte
diagrama é comutativo:

Y H

Y ⊗H H ⊗H

ξg

ρ ∆

ξg⊗id

De fato,

(ξg ⊗ id) ◦ ρ(y) = (ξg ⊗ id)
(∑

y(0) ⊗ y(1)

)
=
∑(

φH ◦ (g ⊗ id) ◦ ρ(y(0)

)
⊗ y(1)

=
∑

g(y(0))y(1) ⊗ y(2)

= ∆
(∑

g(y(0))y(1)

)
= ∆ ◦ ξg(y).

Portanto ψ está bem de�nida.
Agora lembrando que (pela própria de�nição de ε) (ε ⊗ id) ◦ ∆ = φ−1

H e usando que
f ∈ HomMH (Y,H), ou seja, ∆ ◦ f = (f ⊗ id) ◦ ρ temos que

(ψ ◦ ϕ)(f) = ψ(ε ◦ f)

= φH ◦ ((ε ◦ f)⊗ id) ◦ ρ
= φH ◦ (ε⊗ id) ◦ ((f ⊗ id) ◦ ρ)

= φH ◦ (ε⊗ id) ◦∆ ◦ f
= φH ◦ φ−1

H ◦ f
= f

e para todo y ∈ Y

(ϕ ◦ ψ)(f)(y) = ϕ(φH ◦ (g ⊗ id) ◦ ρ)(y)

= ε ◦ φH ◦ (g ⊗ id)
(∑

y(0) ⊗ y(1)

)
= ε

(∑
g(y(0))y(1)

)
=
∑

g(y(0))ε(y(1))

= g
(∑

y(0)ε(y(1))
)

= g(y)
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garantindo a bijeção desejada. O �além disso� é consequência imediata da bijeção anterior:

f = (ψ ◦ ϕ)(f) = ψ(ε ◦ f) = φH ◦ ((ε ◦ f)⊗ id) ◦ ρ.

Proposição 6.3.7. Se ω : T −→ σH é um homomor�smo de H-comódulo álgebras
então existe único homomor�smo de álgebras χ : S −→ k tal que o seguinte diagrama
é comutativo:

T σH

S ⊗ σH k ⊗ σH

ω

γσ

χ⊗id

ψ

em que ψ é isomor�smo canônico.

Demonstração. Considere, no Lema 6.3.6, (Y, ρ) = (XH , ρXH ). Para toda f ∈
HomMH (XH , H) e em particular para f = ϕu ◦ ω̃, com ω̃ = ω|XH (como no Lema 6.3.3),
temos então

ω̃ = ϕu ◦ φH ◦ ((ε ◦ ϕ−1
u ◦ ω̃)⊗ id) ◦ ρXH

ou seja, ω̃ = u∑ ε(ϕ−1
u (ω̃(X

x1
i )))x2

para todo Xx
i ∈ XH .

Agora de�na g : tH −→ k por g(txi ) = ε ◦ ϕ−1
u ◦ ω̃(Xx

i ). Pelo Lema 6.3.5 existe único
homomor�smo de álgebras χ : S −→ k tal que χ(txi ) = g(txi ). Com isso,

ψ ◦ (χ⊗ id) ◦ γσ(Xx
i ) = ψ

(∑
(ε ◦ ϕ−1

u ◦ ω̃)(Xx1
i )ux2

)
= u∑ ε(ϕ−1

u (ω̃(X
x1
i )))x2

= ω̃(Xx
i )

para todo Xx
i ∈ XH . Finalmente, pelo Lema 6.3.3 temos ω = ψ ◦ χ⊗ id ◦γσ.

Teorema 6.3.8. Seja k in�nito. P é uma H-identidade polinomial para σH se, e somente
se, γσ(P ) = 0. Ou seja, IH(σH) = ker(γσ).

Demonstração. Comecemos supondo P ∈ ker(γσ). Logo para todo ω : T −→ σH
homomor�smo de H-comódulo álgebras,

ω(P ) = ϕH ◦ (χ⊗ id) ◦ γσ(P ) = 0

com ϕH e χ da proposição anterior. Logo P ∈ ker(ω) para todo ω ∈ HomAH (T, σH), e
assim, P ∈ IH(σH).
Por outro lado, supondo P ∈ IH(σH) então, para todo ω ∈ HomAH (T, σH), ω(P ) = 0.
Logo

ϕH ◦ (χ⊗ id) ◦ γσ(P ) = 0

e como ϕH é um isomor�smo
(χ⊗ id) ◦ γσ(P ) = 0.

Dado Λ um conjunto de índices, �xe uma base {xr}r∈Λ de H e escreva

γσ(P ) =
∑
r∈Λ

γ(r)
σ (P )uxr

† .

† γ
(r)
σ é obtida simplesmente escrevendo γσ(P ) na base de S⊗σH (obtida pela base de H) e �transferindo�

os escalares de σH para S.
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Logo, para todo χ ∈ Homalg(S, k),

0 = (χ⊗ id) ◦ γσ(P ) = (χ⊗ id)

(∑
r∈Λ

γ(r)
σ (P )uxr

)
=
∑
r∈Λ

χ
(
γ(r)
σ (P )

)
uxr .

Como {uxr}r∈Λ
é linearmente independente, temos

χ
(
γ(r)
σ (P )

)
= 0

para todos r ∈ Λ e χ ∈ Homalg(S, k). Usando que k é in�nito, concluimos que γ(r)
σ (P ) = 0

para todo r ∈ Λ. Logo γσ(P ) = 0, ou seja, P ∈ ker(γσ).
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Capítulo 7

Exemplos

Para todo este capítulo �xe um número natural n ≥ 2 e k um corpo tal que char(k) não
divide n. Fixe também q uma raiz n-ésima primitiva da unidade em k (qn = 1 e qt 6= 1
para todo t < n).

Iremos aqui de�nir algumas álgebras e aplicar os resultados do capítulo anterior para
mostrar que para estes exemplos, podemos dizer que se duas álgebras tem as mesmas
H-identidades polinomiais então elas são isomorfas.

As principais referências para este capítulo são os artigos [5], [9] e [17].

7.1 Os Hn2-comódulo álgebras Aa,c

De�na a seguinte álgebra dada por geradores e relações:

Hn2 = 〈x, y | xn = 1, yx = qxy, yn = 0〉

Hn2 é chamada álgebra de Taft e o caso particular H4 é conhecida como álgebra de
Sweedler de dimensão 4.

Proposição 7.1.1. O conjunto {xiyj | 0 6 i, j 6 n−1} é uma base de Hn2 (como espaço
vetorial).

O resultado anterior pode ser feito usando o lema do diamante (Bergman [4]), e será
omitido.

Proposição 7.1.2. Hn2 é uma álgebra de Hopf com ∆, ε e S de�nidas por

∆(x) = x⊗ x ∆(y) = 1⊗ y + y ⊗ x
ε(x) = 1 ε(y) = 0
S(x) = x−1 = xn−1 S(y) = −yx−1 = −qxn−1y

A demonstração do resultado anterior é uma checagem direta dos requisitos para uma
álgebra de Hopf.

Agora �xados a, c ∈ k, com a 6= 0 de�na a álgebra

Aa,c = 〈x, y | xn = a, yx = qxy, yn = c〉

Nosso objetivo é encontrar uma Hn2-identidade polinomial para Aa,c. Para que isso
ao menos faça sentido precisamos da seguinte proposição:
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Proposição 7.1.3. A álgebra Aa,c é um Hn2-comódulo álgebra com coação
ρ : Aa,c −→ Aa,c ⊗Hn2 de�nida nos geradores de Aa,c por

ρ(x) = x⊗ x
ρ(y) = 1⊗ y + y ⊗ x

Este resultado também é de veri�cação direta das condições para ser um H-comódulo
álgebra.

O resultado a seguir é um caso particular de resultados do Masuoka em [19].

Teorema 7.1.4.

a) Todo objeto Galois sobre Hn2 é isomorfo a Aa,c para alguns a, c ∈ k, com a 6= 0.

b) Aa,c ∼= Aa′,c′ como Hn2-comódulo álgebras se, e somente se, existe v ∈ k, v 6= 0 tal
que a′ = vna e c′ = c.

c) Se k é algebricamente fechado então para todo a, c ∈ k, com a 6= 0 existe c ∈ k tal
que Aa,c ∼= A1,c′ como Hn2-comódulo álgebras.

Demonstração.

a) Este item é um caso particular de [19, Proposição 2.17]† .

b) Este item é um caso particular de [19, Proposição 2.22b]†† .

c) A aplicação f(a, c) = Aa,c não é bijetora (pelo item anterior tome a′ = vna e c′ = c),
mas induz um isomor�smo f̄ : k×/(k×)n×k −→ Gal(H2

n), pelas próprias relações do
item b). No caso particular que k é algebricamente fechado, (k×)n = k×, de modo
que k×/(k×)n = 1 e assim todo elemento de Gal(Hn2) é do tipo A1,c para algum
c ∈ k.

Lembremos que como Hn2 tem dimensão �nita, pela Proposição 5.2.9 todo objeto
Hn2-Galois é isomorfo a σHn2 para algum σ. Logo, usando o teorema anterior, temos que
Aa,c ∼= σHn2 como Hn2-comódulo álgebras. Será importante notar que se denotarmos esse
isomor�smo por ψ : Hn2 −→ Aa,c, pela demonstração da Proposição 5.2.9, ψ(ux) = x,
ψ(uy) = y e ψ(1) = 1.

Agora considere a aplicação γσ da seção 6.3 aplicada a esse exemplo:

γσ : T (Hn2) −→ S(Hn2)⊗ σHn2

Xh
i 7−→

∑
th1
i uh2

com i ∈ N e h ∈ {xiyj | 0 6 i, j 6 n− 1}. Com o isomor�smo ψ, podemos considerar

Γσ : T (Hn2) −→ S(Hn2)⊗ Aa,c
Xh
i 7−→

∑
th1
i h2

† Masuoka diz que toda Hn2-extensão fendida B (uma álgebra) sobre uma álgebra C é isomorfo a uma
álgebra Bd para algum d, com d = (α, δ, u, a, b) que, por sua vez, é um conjunto com α : C −→ C um
automor�smo de álgebras, δ : C −→ C uma (1, α)-derivação, u ∈ C× e a, b ∈ C.
Para nós, as Hn2-extensões fendidas coincidem com os objetos Hn2 -Galois, e C = k. Com isso, é possível
veri�car, usando as condições da de�nição de d em [19, De�nição 2.12] que α = id, δ = 0 e b está livre, o
que nos permite tomar b = 0, ou seja Bd se reduz a B(u,a), que na nossa notação é Aa,c.
†† Essa particularização segue a mesma linha do item anterior. É importante observar um lema prévio no
mesmo artigo [19, Lema 2.19]
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que funciona como γσ na seção 6.3 e facilitará os cálculos.
No nosso caso, os X-símbolos são os Xh

i tal que i ∈ N e h ∈ {xiyj | 0 6 i, j 6 n− 1}.
Como só precisaremos de alguns deles, vamos simpli�car a notação. Denote

E = X1
1 X = Xx

1 Y = Xy
1 .

Analogamente para os t-símbolos:

t1 = t11 tx = tx1 ty = ty1.

Note que:

Γσ(E) = t1

Γσ(X) = txx

Γσ(Y ) = t1y + tyx

Para a próxima proposição precisaremos do seguinte lema:

Lema 7.1.5. Dados u, v ∈ Aa,c, se vu = quv então

(u+ v)n = un + vn.

A demonstração do lema anterior é resultado imediato de [19, Lema 2.2].

Proposição 7.1.6. O polinômio

Pc = (Y X − qXY )n − (1− q)nXnY n + (1− q)ncEnXn

é uma Hn2-identidade polinomial para Aa,c.

Demonstração. Vamos mostrar que Γσ(Pc) = 0. Para isso, note que

Γσ(Y X − qXY ) = (t1y + tyx)txx− qtxx(t1y + yyx)

= t1txyx+ tytxx
2 − qtxt1xy − qtxtyx2

= (1− q)t1tx(yx− qxy) + (1− q)txtyx2

= (1− q)txtyx2

e assim

Γσ((Y X − qXY )n) = ((1− q)txtyx2)n

= (1− q)ntnxtnyx2n

= a2(1− q)ntnxtny .

Além disso,

Γσ(En) = tn1
Γσ(Xn) = tnxx

n = atnx.

Usando o lema anterior temos também

Γσ(Y n) = (t1y + tyx)n

= tn1y
n + tnyx

n

= ctn1 + atny .
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Assim,

Γσ(Pc) = a2(1− q)ntnxtny − (1− q)natnx(ctn1 + atny ) + (1− q)nctn1atnx
= (1− q)n

(
a2tnxt

n
y − actnxtn1 − a2tnxt

n
y + actn1 t

n
x

)
= 0.

E portanto Pc ∈ ker (Γσ) = IHn2 (Aa,c).

Teorema 7.1.7. Seja k é algebricamente fechado. Se IHn2 (Aa,c) = IHn2 (Aa′,c′) então
Aa,c ∼= Aa′,c′ como Hn2-comódulo álgebras.

Demonstração. Sejam Pc ∈ IHn2 (A1,c) e Pc′ ∈ IHn2 (A1,c′) para alguns c, c′ ∈ k como
na proposição anterior. Como IHn2 (Aa,c) = IHn2 (Aa′,c′), Pc, Pc′ ∈ IHn2 (A1,c′). Logo
Pc − Pc′ ∈ IHn2 (A1,c′) e assim, Γσ(Pc − Pc′) = 0.
Por outro lado,

Γσ(Pc − Pc′) = Γσ((c− c′)(1− q)nEnXn) = (1− q)ntn1 tnx.

Como (1− q)n 6= 0 pois q é n-esima raiz primitiva da unidade e n > 2, e tn1 t
n
x 6= 0, então

c = c′, garantindo que A1,c
∼= A1,c′ e pelo Teorema 7.1.4, Aa,c ∼= Aa′,c′ .

7.2 As Álgebras de Hopf Monomiais

Nosso objetivo é introduzir uma classe de álgebras de Hopf que usaremos na próxima
seção. Para isso, vamos voltar um pouco aos cociclos e de�nir o conceito de dados de
grupo.

Dado um grupo G e k× o grupo multiplicativo dos elementos invertíveis em k,
chamamos de cociclos de G os elementos de

Z2(G, k×) = {σ : G×G −→ k | σ(h, k)σ(hk, l) = σ(h, kl)σ(k, l) e σ(h, 1) = σ(1, h) = 1}.

Z2(G, k×) é um grupo multiplicativo, o que nos permite de�nir também a função bordo:

∂ : Homgrp(G, k
×) −→ Homgrp(G×G, k×)

f 7−→ F

tal que F (g, h) = f(g)f(h)f(gh)−1 para todos g, h ∈ G. Usando a função bordo de�na
também

B2(G, k×) = {∂(f) | f(1) = 1}.

Como B2(G, k×) é um subgrupo normal de Z2(G, k×), podemos considerar o quociente

H2(G, k×) =
Z2(G, k×)

B2(G, k×)
.

Na verdade, não há di�culdade em generalizar esses conceitos da seguinte forma: Fixado
g um elemento central em G, considere

Z2
g (G, k×) = {σ ∈ Z2(G, k×) | σ(g, h) = σ(h, g) para todo h ∈ G}

e
B2
g(G, k

×) = {∂(f) ∈ B2(G, k×) | f(g) = 1}
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que ainda serão grupos, com B2
g(G, k

×) subgrupo normal de Z2
g (G, k×) de modo que

�xados g1, g2 no centro de G de�nimos

H2
g1,g2

(G, k×) =
Z2
g1

(G, k×)

B2
g2

(G, k×)
.

Note que H2
1,1(G, k×) = H2(G, k×).

Introduzidas essas de�nições e notações, vamos aos dados de grupo:

De�nição 7.2.1 (Dados de Grupo). De�nimos um conjunto de dados de grupo sobre k
como sendo a quádrupla G = (G, g, χ, λ), com G um grupo �nito, g ∈ G um elemento
central �xado, χ : G −→ k× um homomor�smo de grupos e λ ∈ k, de modo que denotando
n := o(g) e d := o(χ(g)) as seguintes propriedades são satisfeitas:

• χ(g) 6= 1,

• se n = d então λ = 0,

• se λ 6= 0 então χd = 1.

De�nição 7.2.2 (Isomor�smo de Dados de Grupo). Sejam G1 = (G1, g1, χ1, λ1) e
G2 = (G2, g2, χ2, λ2) dois dados de grupo. Dizemos que G1 e G2 são isomorfos se, e
somente se, existe f : G1 −→ G2 homomor�smo de grupos tal que f(g1) = g2, χ2 ◦ f = χ1

e existe δ ∈ k× tal que λ1 = δd1λ2, com d1 = o(χ1(g1))

Vamos dividir os dados de grupo em seis tipos:

(I) λ = 0, d = n e χd = 1,

(II) λ = 0, d = n e χd 6= 1,

(III) λ = 0, d < n e χd = 1,

(IV) λ = 0, d < n, χd 6= 1 e não existe σ ∈ Z2(G, k×) tal que, para todo h ∈ G,

χd(h)σ(h, gd) = σ(gd, h),

(V) λ = 0, d < n, χd 6= 1 e existe σ ∈ Z2(G, k×) tal que, para todo h ∈ G,

χd(h)σ(h, gd) = σ(gd, h),

(VI) λ 6= 0 (logo d < n e χd = 1).

Seja G um grupo e y uma variável. Considere a álgebra de grupo kG, a álgebra de
polinômios k[y] e a álgebra kG ∗ k[y] dada pela união dos geradores e das relações de kG
com k[y]. De�nimos

A(G) =
kG ∗ k[y]

I

com I o ideal gerado pelas relações

yd = λ(1− g)d e yx = χ(x)xy, para todo x ∈ G.

Proposição 7.2.3. O conjunto {xyi | 0 6 i 6 d − 1 e x ∈ G} é uma base linear para
A(G).
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O resultado anterior pode ser feito usando o lema do diamante como no artigo do
Bergman [4], e será omitido.

Proposição 7.2.4. A(G) é uma álgebra de Hopf com ∆, ε e S de�nidas por

∆(x) = x⊗ x ∆(y) = 1⊗ y + y ⊗ g
ε(x) = 1 ε(y) = 0
S(x) = x−1 S(y) = −yg−1

A demonstração do resultado anterior é uma checagem direta dos requisitos para uma
álgebra de Hopf.

Finalizamos esta seção enunciando um resultado feito por Bichon em [5] que determina
os objetos Galois de A(G) usando a classi�cação dos seis tipos de dados de grupo G que
�zemos anteriormente. O símbolo

∐
denotará o coproduto† .

Teorema 7.2.5. [5, Teorema 2.1] Seja G = (G, g, χ, λ) um conjunto de dados de grupo.
Então de acordo com o tipo de G temos a seguinte descrição de Gal(A(G)):

• Tipo I: Gal(A(G)) ∼= H2(G, k×)× k,

• Tipos II e IV: Gal(A(G)) ∼= H2(G, k×),

• Tipos III, V e VI: Gal(A(G)) ∼= H2(G, k×)
∐
H2
gd,gd

(G, k×).

7.3 Álgebras de Hopf Monomiais do Tipo I

Nesta seção consideraremos A(G) sempre como uma álgebra de Hopf monomial do tipo I.
Vamos de�nir mais uma álgebra: Dados σ ∈ Z2(G, k×) e c ∈ k, de�na Aσ,c como a

álgebra gerada por {ux, x ∈ G} ∪ {y}, com y variável �xada, com as seguintes relações:

ux1ux2 = σ(x1, x2)ux1x2

u1 = 1

uyux = χ(x)uxuy

udy = cugd

para todos x, x1, x2 ∈ G.

Proposição 7.3.1. A álgebra Aσ,c é um A(G)-comódulo álgebra com coação
ρ : Aσ,c −→ Aσ,c ⊗ A(G) de�nida nos geradores de Aσ,c por

ρ(ux) = ux ⊗ x
ρ(uy) = 1⊗ y + uy ⊗ g.

Este resultado também é de veri�cação direta das condições para ser um H-comódulo
álgebra.

O Teorema 7.2.5 enunciado na seção anterior garante que para álgebras de Hopf
monomiais do tipo I, todo objeto A(G)-Galois é do tipo Aσ,c para alguns σ ∈ Z2(G, k×)
e c ∈ k e mais ainda, Aσ,c ∼= Aσ′,c′ como A(G)-comódulo álgebras se, e somente se, c = c′

e σ ∼ σ′ em H2(G, k×).

† Um coproduto para uma família {Ai}i∈I de objetos em uma categoria C é um objeto S ∈ C e uma
família de mor�smos {ιi : Ai −→ S}i∈I tal que para todo objeto B ∈ C e para toda família de mor�smos
{ψi : Ai −→ B}i∈I existe único mor�smo ψ : S −→ B tal que ψ ◦ ιi = ψi para todo i ∈ I.
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Podemos de�nir os mesmos X-símbolos

E = X1
1 X = Xx

1 Y = Xy
1

e os t-símbolos:
t1 = t11 tx = tx1 ty = ty1

da seção 7.1. Ainda com cálculos análogos podemos concluir que

Pc = (Y X − qXY )n − (1− q)nXnY n + (1− q)ncEnXn

é uma A(G)-identidade polinomial para Aσ,c.

Teorema 7.3.2. Suponha que k seja algebricamente fechado. Se

IA(G)(Aσ,c) = IA(G)(Aσ′,c′)

então Aσ,c ∼= Aσ′,c′ como A(G)-comódulo álgebras.

Demonstração. Da mesma forma que foi feito no Teorema 7.1.7 podemos garantir que
c = c′. Vamos mostrar que σ ∼ σ′ em H2(G, k×).
Para isso, de�na kσG como a subálgebra de Aσ,c gerada pelos ux, x ∈ G e relações u1 = 1
e ux1ux2 = σ(x1, x2)ux1x2 para todos x1, x2 ∈ G e considere o diagrama:

IkG(kσG) T (XkG) T (XkG)⊗ kσG

IA(G)(Aσ,c) T
(
XA(G)

)
T
(
XA(G)

)
⊗ Aσ,c

ϕ

ι ιT

γσ

ιS

ψ Γσ

ϕ, ψ e ιT são inclusões naturais e portanto injetoras. ιS é dado por um lado por ιT e
por outro pela inclusão da subálgebra kσG em Aσ,c e portanto injetora. γσ e Γσ são as
aplicações já �xadas no texto, que fazem com que as linhas horizontais sejam exatas pois
ker(γσ) = IkG(kσG) = Im(ϕ) e ker(Γσ) = IA(G)(Aσ,c) = Im(ψ).
O diagrama claramente é comutativo e com isso Im(ι) = IA(G)(Aσ,c). De fato, dado
P ∈ IkG(kσG) então ιSγσ ◦ ϕ(P ) = 0. Logo Γσ ◦ ψ ◦ ι(P ) = 0, logo, Γσ(P ) = 0, ou seja,
P ∈ IA(G)(Aσ,c).
A�rmamos que

IkG(kσG) = T (XkG) ∩ IA(G)(Aσ,c).

A inclusão ⊆ é clara. A inclusão contrária é válida pois, dado P ∈ T (XkG) ∩ IA(G)(Aσ,c),

0 = Γσ(P ) = Γσ ◦ ιT (P ) = ιS ◦ γσ(P ) = γσ(P ).

Portanto P ∈ IkG(kσG). Agora como IA(G)(Aσ,c) = IA(G)(Aσ′,c′), temos

IkG(kσG) = IkG(kσ
′
G).

Terminamos a demonstração usando um resultado do Aljade� [1, Seção 2] que garante
que nesse caso, σ ∼ σ′ em H2(G, k×).

O �nal deste trabalho pode fazer o leitor se perguntar: �E quanto às álgebras de
Hopf monomiais dos tipos II a VI?� É exatamente essa a pergunta que irá nortear nosso
trabalho a partir de agora, por recomendação inclusive do próprio Kassel.

Como citado aqui, o artigo do Bichon [5, Teorema 2.1] classi�ca os objetos A(G)-Galois
para todos os tipos de álgebras de Hopf monomiais, não só as de tipo I. Nosso objetivo
é usar essa classi�cação para obter resultados análogos para as demais álgebras de Hopf
monomiais, com ênfase nas de tipo II, por sua proximidade com com as de tipo I.
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