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Resumo

Iniciamos este trabalho recordando uma classe de sublaplacianos globalmente hipoeĺıptico

definida no toro N -dimensional introduzido por Cordaro e Himonas em 1994 ( [CoHi1]) e

estudada por Himonas e Petronilho em 2000 ( [HP1]) e consideramos uma nova classe de su-

blaplacianos que generaliza essa e provamos que é globalmente {ω}-hipoeĺıptico se e somente

se os coeficientes satisfazem uma condição diophantina que envolve um novo conceito de apro-

ximabilidade simultânea com expoente {ω}. Também recordamos a conjectura de Petronilho

( [P2]) para a hipoelipticidade C∞ e apresentamos uma nova classe de sublaplacianos para a

qual a conjectura de Petronilho vale no contexto das funções ultradiferenciáveis.

Motivados pelos trabalhos de Petronilho e Zani ( [PZ]) e de Chini e Cordaro ( [ChC]),

consideramos um campo vetorial, no toro 2-dimensional, com coeficientes constantes e reais e

analisamos a hipoelipticidade e a resolubilidade global deste campo quando ele é perturbado

por um operador pseudodiferencial de ordem negativa. Encontramos uma ordem σ0 ≤ 0 tal que

para todos os operadores de ordem menor do que σ0, o operador perturbado preserva tanto a

resolubilidade quanto a hipoeliticidade global do campo inicial. Este estudo foi feito tanto no

caso C∞ como no caso Gevrey.

Finalmente, generalizamos, para uma classe particular, o trabalho de Petronilho e Zani

para o toro N -dimensional. Nosso estudo foi motivado pelo estudo da resolubilidade Gevrey

de perturbações por funções Gevrey do sistema de campos vetoriais dado no primeiro ńıvel do

complexo estudado por Bergamasco e Petronilho ( [BP]).

Palavras-chave: sublaplacianos, hipoelipticidade global, resolubilidade global, toro, aproxima-

bilidade simultânea, funções ultradiferenciáveis do tipo Roumieu, operadores pseudodiferencias,

perturbações, Gevrey.



Abstract

We start this work by recalling a class of globally hypoelliptic sublaplacians defined on the

N-dimensional torus introduced by Cordaro and Himonas em 1994 ( [CoHi1]) and studied by

Himonas and Petronilho em 2000 ( [HP1]) and we consider a new class of sublaplacians that

generalizes this one and prove that it is globally {ω}-hypoelliptic if and only if the coefficients

satisfy a diophantine condition involving a new concept of simultaneous approximability with

exponent {ω}. We also recall the Petronilho’s conjecture ( [P2]) for the smooth hypoellipticity

and present a new class of sublaplacians for which the Petronilho’s conjecture holds true in the

ultradifferentiable functions setup.

Motivated by the works of Petronilho and Zani ( [PZ]) and Chini and Cordaro ( [ChC]),

we considered a vector field in the 2-dimensional torus with constant and real coefficients and

we analyze the hypoellipticity and the solvability of this vector field when it is perturbed by a

negative-order pseudodifferential operator. We find an order σ0 ≤ 0 such that for all operators

with order less than to σ0, the perturbed operator preserves both the global hypoellipticity and

the global solvability of the initial vector field. This study was done in both the C∞ case and

the Gevrey case.

Finally, we generalize, for a particular class, the work of Petronilho and Zani for the N -

dimensional torus. Our study was motivated by the study of the Gevrey solvability of pertur-

bations by Gevrey functions of the vector field system given in the first level of the complex

studied by Bergamasco and Petronilho (cite BP).

Key words and phrases: Sublaplacians, global hypoellipticity, global solvability, torus, simulta-

neous approximability, ultradifferentiable functions of Roumieu type, pseudodifferential opera-

tors, perturbations, Gevrey.
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Introdução

Este trabalho está focado em dois objetivos centrais, a saber: hipoelipticidade e resolubili-

dade global para certas classes de operadores diferenciais.

Com relação a hipoelipticidade global iniciamos o estudo recordando uma classe particu-

lar de soma de quadrados, primeiro introduzida por Cordaro e Himonas em 1994 [CoHi1] e

subseqüentemente estudado por Himonas e Petronilho em 2000 [HP1]. Mais precisamente,

estudamos operadores da forma

∆t +
N∑
`=1

X`(t,Dt, Dx)
2

em Tn × Tm, onde X` são campos vetorias nas variáveis t, x com coeficientes dependendo

somente de t. Motivados pelos trabalhos nos espaços C∞(TN), Cω(TN) e Gs(TN) investigamos

a hipoelipticidade global em uma classe maior de escala de espaços, a saber, no contexto das

classes ultradiferenciáveis como introduzida por Braun, Meise e Taylor [BMT]. Aqui, iremos

trabalhar no espaço das funções ultradiferenciáveis periódicas do tipo Roumieu, que é denotado

por E{ω} com ω sendo uma função peso (ver definições 1.10 e 1.12). Quando ω(t) = t1/s, com

s ≥ 1 e t ≥ 0 obtemos o espaço das funções Gevrey periódicas de ordem s. Em particular,

quando s = 1 obtemos o espaço das funções anaĺıticas periódicas.

Iniciamos este estudo considerando a seguinte classe de sublaplacianos, soma de quadrados,

em Tn+m = Tnt × Tmx :

P = −∆t −
N∑
`=1

(
m∑
j=1

a`j(t)∂xj +
n∑
k=1

b`k(t)∂tk

)2

, (0.1)

sendo N ∈ N e a`j, b`k ∈ E{ω}(Tn) funções reais para cada j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n, ` =

1, . . . , N . Ressaltamos que como na expressão de P temos derivadas com relação a variável t, o

problema fica mais complicado e interessante do que aquele estudado, por exemplo, em [HP1].
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No Teorema 1.5, sob uma certa condição imposta nos coeficientes b`k, mostramos que esta

classe de sublaplacianos é globalmente {ω}-hipoeĺıptica em Tn+m se e somente se seus coefi-

cientes satisfazem uma condição diofantina envolvendo um novo conceito de aproximabilidade

simultânea com expoente {ω} (ver Definição 1.2).

Nosso segundo principal resultado desta parte sobre hipoelipticidade global diz respeito à

conjectura de Petronilho (veja [P2]). Para a versão ultradiferenciável (do tipo Roumieu) desta

conjectura (ver (1.10)) mostramos que ela é verdadeira para uma nova classe de sublaplacianos

(ver Teorema 1.9).

Gostaŕıamos de mencionar que estes resultados descritos acima já foram publicados no

Journal of Mathematical Analysis and Applications em 2017 (ver [BFP]).

Em seguida, iniciamos o estudo sobre a resolubilidade global. Motivados pelo trabalho de

G. Petronilho e S. L. Zani [PZ], de N. Braun Rodrigues, G. Chinni, P. D. Cordaro e M. R.

Jahnke [BCCJ] e de G. Chinni e P. D. Cordaro, [ChC], passamos a focar o nosso estudo na

resolubilidade de perturbações de campos vetoriais, em T2, por operadores pseudodiferenciais.

As classes de operadores pseudodiferenciais que introduzimos neste trabalho foram inspiradas

nos trabalhos [BCCJ] e [ChC] citados acima.

Para um campo vetorial em T2, com coeficientes constantes e reais que é globalmente

resolúvel (ver [PZ]) consideramos perturbações da forma: P = L + b(x) + a(x,D), sendo que

b(x) ∈ C∞ (T2) (Gs(T2)) e a(x,D) : C∞ (T2) −→ C∞ (T2) é um operador pseudodiferencial de

ordem σ < 0 (ver Obervação 2.2, no caso C∞ e Definição 2.39, no caso Gevrey). Em ambos

os casos encontramos uma ordem σ0 ≤ 0 tal que para todos os operadores de ordem menor do

que σ0, o operador perturbado preserva tanto a resolubilidade quanto a hipoeliticidade global

do campo inicial

Para atingir este objetivo obtivemos alguns resultados sobre a hipoelipticidade global destes

operadores perturbados, e usando uma técnica standard (se o transposto de um operador é

globalmente hipoeĺıptico então o operador é globalmente resolúvel, que demonstramos para as

nossas classes de operadores pseudodiferenciais - ver Teorema 2.16) atingimos nossos objetivos.

Os resultados sobre a hipoelipticidade têm sua importância por si próprios. Nossos principais

resultados são dados pelo Teorema 2.37 (no caso C∞) e pelo Teorema 2.63 (caso Gevrey).

Gostaŕıamos de agradecer o Prof. Paulo Domingos Cordaro por ter sugerido este problema

no meu exame de qualificação oral realizado no ińıcio de agosto de 2017. Também gostaŕıamos

de agradecer o Prof. Paulo Domingos Cordaro por ter sugerido a inclusão, na redação final,

das subseções 2.3.1 e 2.4.4.
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Finalmente, tivemos como objetivo estender os resultados de Petronilho e Zani [PZ] para

dimensões maiores do que dois. Encontramos várias dificuldades para atingir este objetivo,

devido principalmente ao problema de divisão de ultradistribuições. Assim, nos restringimos a

uma classe particular, mas que engloba o estudo da resolubilidade Gevrey de perturbações por

funções Gevrey do sistema de campos vetoriais dado no primeiro ńıvel do complexo estudado

em [BP].

Gostaŕıamos de ressaltar aqui que a passagem da resolubilidade de T2, feita em [PZ], para

TN feita no Caṕıtulo 3 possui diversas dificuldades técnicas, não sendo uma generalização

imediata dos resultados presentes em [PZ], mesmo no caso em que dim Γ = 1. Além dessas difi-

culdades técnicas, precisamos estabelecer alguns resultados sobre suporte de ultradistribuições,

assim como a impossibilidade da divisão da ultradistribuição Delta de Dirac centrada em um

ponto x0 ∈ T (ou de combinações lineares de suas derivadas) por uma função flat em x0 em

D′s(T) (veja as proposições D.3 e D.5). Inclúımos essas demonstrações, principalmente a de-

monstração sobre a impossibilidade de divisão, uma vez que não encontramos, na literatura, as

versões que foram aqui utilizadas.

Nossa exposição está organizada da seguinte forma: no Caṕıtulo 1, tratamos da hipoelipti-

cidade global na classe ultradiferenciável e para isto recordamos algumas definições tais como:

{ω}-hipoelipticidade global, funções peso, espaço das funções ultradiferenciáveis periódicas do

tipo Roumieu além de algumas outras definições básicas necessárias para o desenvolvimento do

assunto. No caṕıtulo 2, damos a noção de operadores pseudodiferencial tanto no caso C∞ como

no caso Gevrey, além de suas propriedades necessárias para o estudo da resolubilidade de um

campo vetorial perturbado por operadores pseudodiferencias. No caṕıtulo 3, apresentamos o

estudo da resolubilidade global Gevrey para sistemas de campos vetoriais no toro TN , pertur-

bados por funções Gevrey, somente nos casos em que a dimensão de Γ = 0 ou 1 (ver definição

de Γ em (3.5)).
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Caṕıtulo 1

Hipoelipticidade Global em Classes

Ultradiferenciáveis

1.1 Introdução e Principais Resultados

O problema de hipoelipticidade de sublaplacianos, apesar de já ter sido muito estudado por

diversos autores, continua sendo uma fonte de diversas questões, já que não existe uma carac-

terização da hipoelipticidade global de sublaplacianos na sua forma mais geral. Recordamos

que dados m campos vetoriais reais X = {X1, . . . , Xm} no toro TN , o sublaplaciano associado

a eles é definido por ∆X=̇ − (X2
1 + · · · + X2

m). Motivados pelos trabalhos desenvolvidos nos

espaços C∞(TN), Cω(TN) e Gs(TN), investigamos a hipoelipticidade global de sublaplacianos

definidos no toro TN em uma escala maior de espaços, isto é, nas classess de funções ultra-

diferenciáveis como introduzido por Braun, Meise e Taylor [BMT]. Para alguns artigos sobre

estas classes, em particular para conhecer sobre suas histórias, além do trabalho de Braun,

Meise e Taylor [BMT] o leitor pode consultar os artigos de Beurling [Beu] e Bonet, Meise e

Melikhov [BMM]. Também, para uma leitura mais detalhada sobre o assunto indicamos ao

leitor o artigo de Björck [Bj]. Aqui, trabalharemos no espaço das funções ultradiferenciáveis

periódicas do tipo Roumieu, que é denotado por E{ω}, com ω : [0,∞) → R uma função peso

(ver Definição 1.10 e 1.12). Recordamos que quando a função peso é dada por ω(t) = t
1
s , com

s ≥ 1 e t ≥ 0, o espaço Roumieu E{
t
1
s

}(TN) é o espaço das funções Gevrey periódicas de ordem

s, em particular, quando s = 1 o espaço E{t}(TN) é precisamente o espaço das funções anaĺıticas

periódicas. Também recordamos que um operador diferencial parcial linear P definido em TN

e com coeficientes em E{ω}(TN)(C∞(TN)) é dito ser globalmente {ω}(C∞)-hipoeĺıptico em TN
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se as condições u ∈ D′(TN) e Pu ∈ E{ω}(TN)(C∞(TN)) implicam que u ∈ E{ω}(TN) (C∞(TN)).

A hipoelipticidade global deve ser constrastada com a {ω}(C∞)-hipoelipticidade local, que

significa que dado um aberto V ⊂ TN , temos que u ∈ E{ω}(V )(C∞(V )) para toda u ∈ D′(V )

satisfazendo Pu ∈ E{ω}(V )(C∞(V )). Note que a {ω}(C∞)-hipoelipticidade local implica a

{ω}(C∞)-hipoelipticidade global, mas a rećıproca nem sempre é válida. Por exemplo, no caso

C∞, o operador P = ∂t + α∂x, sendo α ∈ R\Q um número não Liouville, é globalmente C∞

hipoeĺıptico em T2, mas não é localmente C∞ hipoeĺıptico em R2 (veja Greenfield e Wallach

[GW]). É bem conhecido que a condição dos colchetes (veja o famoso teorema de Hörmander

em [Ho]) implica a hipoelipticidade local (e portanto global) no caso C∞ de sublaplacianos.

Focaremos aqui nossa atenção no caso global.

Gostaŕıamos de ressaltar ainda que, apesar das demonstrações realizadas aqui se restrin-

girem aos espaços das funções ultradiferenciáveis do tipo Roumieu, as demonstrações dadas

podem ser adaptadas para os casos C∞ ou ultradiferenciável do tipo Beurling que é denotado

por E(ω)(TN).

Nosso primeiro objetivo é estudar a {ω}-hipoelipticidade da seguinte classe de sublaplacianos

P = −∆t −
N∑
`=1

(
m∑
j=1

a`j(t)∂xj +
n∑
k=1

b`k(t)∂tk

)2

, (1.1)

sendo que as funções a`j, b`k ∈ E{ω}(Tn) são reais para cada j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n,

` = 1, . . . , N .

Começamos nosso estudo recordando a classe dos operadores de Hörmander no toro N -

dimensional TN introduzida por Cordaro e Himonas ( [CoHi1]) e estudada por Himonas e

Petronilho ( [HP1]) que é um caso particular do nosso operador P:

Q = −∆t −

(
m∑
j=1

aj(t)∂xj

)2

, (1.2)

sendo (t, x) = (t1, . . . , tn, x1, . . . , xm) ∈ Tn × Tm e aj ∈ C∞(Tn) são a valores reais. A hipo-

elipticidade global C∞ em Tn+m foi estudada por Himonas e Petronilho (veja o Teorema 1.1

em [HP1]), enquanto que a hipoelipticidade Gevrey em Tn+m, quando aj ∈ Cω(Tn), foi anali-

sada por Himonas (veja Teorema 1 em [Hi2]). Para ambas as classes, a hipoelipticidade global

é equivalente a condições diofantinas envolvendo a noção de uma coleção de vetores, todos con-

tendo a mesma dimensão, ser não simultaneamente aproximável. Mais precisamente, seja k0 o

14



número de funções linearmente independentes sobre R entre as funções (a1(t), . . . , am(t)). As-

sim, após uma posśıvel mudança de variáveis x1, . . . , xm e dos respectivos coeficientes a1, . . . , am,

podemos escrever (
ak0+1, . . . , am

)⊥
=
(
λrp

)
(m−k0)×k0

(
a1, . . . , ak0

)⊥
. (1.3)

Podemos considerar, então, a seguinte coleção de vetores vp = (λk0+1
p , . . . , λmp ) ∈ Rm−k0 , para

p ∈ {1, . . . , k0}. Quando, por exemplo, 0 < k0 < m, o operador Q é globalmente Gs-hipoeĺıptico

em Tn+m se, e somente se, a coleção de vetores vp, p ∈ {1, . . . , k0}, é não simultaneamente

aproximável com expoente s, ou seja, dado ε > 0, existe uma constante Cε > 0 de modo

que para cada η = (η1, . . . , ηk0) ∈ Zk0 e cada ξ ∈ Zm−k0\{0}, existe j ∈ {1, . . . , k0} tal que

|ηj + vj · ξ| ≥ Cεe
−ε|ξ|1/s .

Consideramos, agora, a seguinte classe de sublaplacianos, a qual também é um caso parti-

cular da classe P :

Q1 = −∆t −
N∑
`=1

X2
` , (1.4)

sendo que X` =
∑m

j=1 a`j(t)∂xj , com a`j(t) ∈ E{ω}(TN) a valores reais. Seguindo as ideias

de [HP1] e [Hi2], neste caso teremos que lidar, para cada ` ∈ {1, . . . , N}, com uma coleção

de vetores cuja dimensão depende de `. De fato, para ` ∈ {1, . . . , N}, denotaremos por k` o

número de funções, dentre as funções a`1, . . . , a`m, que são linearmente independentes sobre R.

Assim, para cada ` ∈ {1, . . . , N}, iremos assumir que as funções a`j`1 , . . . , a`j`k`
são linearmente

independentes e geram as funções a`1, . . . , a`m. Logo, podemos escrever(
a` i`1 , . . . , a` i`d`

)⊥
=
(
λ` i

`
s

r

)
d`×k`

(
a` j`1 , . . . , a` j`k`

)⊥
(1.5)

sendo que m = k` + d` e {1, . . . ,m} =
{
j`1 < . . . < j`

k`

}
∪
{
i`1 < . . . < i`

d`

}
=̇A` ∪ B`.

Consideraremos a coleção de vetores dada por

v`p = (λ` i
`
1

p , . . . , λ
` i`
d`

p ) ∈ Rd` , para p ∈ {1, . . . , k`}, ` ∈ {1, . . . , N}. (1.6)

Assim, precisamos introduzir uma nova definição do que entendemos por uma coleção de

vetores com diferentes dimensões ser ou não simultaneamente aproximável. Para fazermos isso,

introduzimos as seguintes notações e definições.
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Definição 1.1 Sejam m, k, d ∈ N satisfazendo k + d = m. Se

{1, . . . ,m} = {j1 < . . . < jk} ∪ {i1 < . . . < id} =̇ A ∪B com A ∩B = ø,

então definimos πA : Zm −→ Zk por

πA(ξ1, . . . , ξm) = (ξj1 , . . . , ξjk) =̇ ξ′, para todo ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Zm.

Analogamente, definimos também πB : Zm −→ Zd por

πB(ξ1, . . . , ξm) = (ξi1 , . . . , ξid) =̇ ξ′′, para todo ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Zm.

Definição 1.2 Sejam ω uma função peso, m,N ∈ N e, para cada ` = 1, . . . , N , considere

k`, d` ∈ N tais que m = k` + d`, sendo que vamos assumir que existe ao menos um k` 6= 0.

Se para cada ` = 1, . . . , N , A` =
{
j`1 < . . . < j`

k`

}
e B` =

{
i`1 < . . . < i`

d`

}
, com A` ∩ B` = ø e

{1, . . . ,m} = A` ∪ B`, então dizemos que a coleção de vetores v`1, . . . , v
`
k`
∈ Rd`, ` = 1, . . . , N ,

é não simultaneamente aproximável com expoente {ω}, com respeito a coleção de conjuntos

{A`, B`}N`=1, se para cada ε > 0, existir Cε > 0 tal que, para cada ξ ∈ Zm\{0}, temos∣∣∣ξj`p + v`p · ξ′′(`)
∣∣∣ ≥ Cεe

−εw(|ξ′′(`)|), para algum ` ∈ {1, . . . , N} e para algum p ∈ {1, . . . , k`}.

Quando esta condição não é satisfeita, dizemos que a coleção de vetores v`1, . . . , v
`
k`
∈ Rd`,

` = 1, . . . , N , é simultaneamente aproximável com expoente {ω}, com respeito a coleção de

conjuntos {A`,B`}N`=1.

Observação 1.3 Se ω(t) = t1/s e N = 1, então existem conjuntos A e B tais que a de-

finição dada acima é equivalente à definição de uma coleção de vetores não simultaneamente

aproximáveis com expoente s.

De fato, para N = 1 o operador Q1 é exatamente o operador Q. Assim, as funções

a1, . . . , ak0 geram as funções a1, . . . , am e portanto a coleção de vetores a ser analisada é dada

por v1, . . . , vk0 ∈ Rd, com d = m − k0. Definimos A = {1, . . . , k0} e B = {k0 + 1, . . . ,m}.
Assuma que esta coleção de vetores seja não simultaneamente aproximável com expoente s.

Sejam ε > 0 e ξ ∈ Zm\{0} dados. Se ξ′′ = (ξk0+1, . . . , ξm) 6= 0, então segue de nossa hipótese

que existe uma constante Cε > 0, independente de ξ, tal que

|ξp + vp · ξ′′| ≥ Cεe
−ε|ξ′′|1/s = Cεe

−εω(|ξ′′|), para algum p ∈ {1, . . . , k0}.
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Se ξ′′ = (ξk0+1, . . . , ξm) = 0, temos ξ′ = (ξ1, . . . , ξk0) 6= 0; portanto ξp 6= 0 para algum

p ∈ {1, . . . , k0}. Logo, obtemos

|ξp + vp · ξ′′| = |ξp| ≥ 1 = e−ε.0 = e−εω(0) = e−εω(|ξ′′|).

Portanto, conclúımos que a coleção de vetores v1, . . . , vk0 é não simultaneamente aproximável

com expoente ω(t) = t1/s, com respeito à coleção de conjuntos {A,B}.
A demonstração da rećıproca é análoga.

Exemplo 1.4 Considere a classe particular da classe de sublaplacianos Q1:

Q2 = −∆t −
m∑
`=1

(a`(t)∂x`)
2 = −∆t −

m∑
`=1

(
m∑
j=1

a`j(t)∂xj

)2

(1.7)

sendo que a`j(t) ≡ 0 para j 6= ` e a``(t) = a`(t). Veremos como a nossa nova definição de

vetores simultaneamente aproximáveis fica neste caso.

Quando m = 1, esta classe é um caso particular da classe Q dada por (1.2) e, portanto,

vamos focar o caso em que m > 1. Primeiro vamos assumir que a` 6≡ 0 para todo ` = 1, . . . ,m.

Neste caso, prosseguindo como fizemos com o operador Q1, temos que k` = 1, A` = {`},B` =

{1, . . . , `− 1, `+ 1, . . . ,m} e consideramos os vetores v`1 = 0 ∈ Rm−1, para todo ` ∈ {1, . . . ,m}.
Seja ξ ∈ Zm\{0} dado. Então, existe p ∈ {1, . . . ,m} tal que ξp 6= 0. Escolhendo ` = p e

ξ′′(p) = (ξ1, . . . , ξp−1, ξp+1, . . . , ξm), obtemos∣∣∣ξp + vp1 · ξ′′(p)
∣∣∣ =

∣∣∣ξp∣∣∣ ≥ 1 ≥ e−εω(|ξ′′(p)|),

qualquer que seja ε > 0. Portanto, conclúımos que a coleção de vetores v`1 ≡ 0, para ` ∈
{1, . . . ,m}, é não simultaneamente aproximável com expoente ω, com respeito à coleção de

conjuntos A`,B`.
Por outro lado, vamos supor sem perda de generalidade que a1 ≡ 0 e a` 6≡ 0 para algum

` ∈ {2, . . . ,m}, uma vez que na Definição (1.2) devemos ter k` 6= 0.

Escrevemos L = {` ∈ {2, . . . ,m} : a` 6≡ 0} = {`1, . . . , `q}. Observe que `p ≥ 2, ∀ p ∈
{1, . . . , q}. Para p ∈ {1, . . . , q}, definimos

Ap = {`p}, Bp = {1, . . . , `p − 1, `p + 1, . . . ,m},
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e

ξ′(`p) = ξ`p , ξ
′′(`p) = (ξ1, . . . , ξ`p−1, ξ`p+1, . . . , ξm).

Seja ξ0 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Zm. Como `p ≥ 2 para todo p ∈ {1, . . . , q}, podemos concluir que

ξ
′(`p)
0 = 0 para todo p ∈ {1, . . . , q}. Logo, obtemos para v

`p
1 = 0 ∈ Rm−1,

|ξ′(`p)
0 + v

`p
1 · ξ

′′(`p)
0 | = 0, ∀ p = 1, . . . , q.

Dessa forma, neste caso obtemos que a coleção de vetores acima é simultaneamente apro-

ximável com expoente ω, com respeito à coleção de conjuntos {A`p , B`p}
q
p=1. Observe que a

conclusão desta observação é válida para qualquer função peso ω.

Gostaŕıamos de ressaltar que a {ω}-hipoelipticidade dos operadores Q, dado por (1.2), Q1,

dado por (1.4) e, portanto, do operador Q2, dado por (1.7), serão casos particulares do nosso

principal resultado abaixo.

No próximo teorema, usaremos todas as definições e notações introduzidas na análise do

operador Q1 dado por (1.4).

Teorema 1.5 Seja ω uma função peso satisfazendo (1.12) (ver seção 1.2) e, para (t, x) ∈
Tn+m, considere o operador

P = −∆t −
N∑
`=1

(
m∑
j=1

a`j(t)∂xj +
n∑
k=1

b`k(t)∂tk

)2

,

sendo que a`j, b`k ∈ E{ω}(Tn) são funções a valores reais para j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n,

` = 1, . . . , N e
n∑
k=1

∂tkb`k ≡ 0 para todo ` = 1, . . . , N .

(I) Assuma que exista pelo menos um k` 6= 0 e que todo k` satisfaz k` < m. Seja L =

{` ∈ {1, . . . , N} : 1 ≤ k` < m} = {`1, . . . , `q}. Então, P é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em

Tn+m se, e somente se, a coleção de vetores dada pelos k`p vetores coluna, em Rd`p , da matriz(
λ
`p i

`p
s

r

)
d`p×k`p

definida pela igualdade

(
a
`p i

`p
1

, . . . , a
`p i

`p

d`p

)⊥
=
(
λ`p i

`p
s

r

)
d`p×k`p

(
a
`p j

`p
1

, . . . , a
`p j

`p

k`p

)⊥
(1.8)

é não simultaneamente aproximável com expoente {ω}, com respeito à coleção de conjuntos

{A`p , B`p}.
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(II) Se k` = 0 para todo ` = 1, . . . , N , então P não é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em Tn+m.

(III) Se k` = m para algum ` ∈ {1, . . . , N}, então P é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em

Tn+m.

Observação 1.6 Este teorema está dizendo que o operador Q1 é globalmente {ω}-hipoeĺıptico

em Tn+m se, e somente se, P é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em Tn+m, pois as condições para

a {ω}-hipoelipticidade global envolvem somente as funções a`j(t).

Observação 1.7 Gostaŕıamos de ressaltar também que um dif́ıcil problema em aberto é con-

siderar sublaplacianos gerados por perturbações de campos vetoriais X` =
∑m

j=1 a`j(t)∂xj in-

cluindo derivadas com respeito à variável t e com coeficientes dependendo em t, i.e., considerar

campos vetoriais da forma X` =
∑m

j=1 a`j(t)∂xj +
∑n

k=1 b` k(t)∂tk . Este problema geral é dif́ıcil

de se tratar e esperamos que nosso resultado possa trazer alguma informação importante sobre

este problema.

Observação 1.8 O Teorema 1.5 generaliza seis resultados já conhecidos. Mais precisamente,

o caso C∞ de nosso Teorema 1.5 generaliza o Teorema 1.1 em [HP1] (N = 1 e b1k(t) ≡ 0 em

Tn), o Teorema 5 em [HP3] (N = 1 = n e b11(t) ≡ 1 em Tn), um teorema de [HP2], (veja

p.169), (N = 1, n = 2, m = 1 e b11(t) ≡ 0, b12(t) ≡ 1 em Tn), o Teorema 3 em [A] (N = m e as

funções a`j(t) ≡ 0 em Tn para j ∈ {1, . . . ,m}\{`}). Além disso, a versão Gevrey do Teorema

1.5 generaliza o Teorema 1 em [Hi2], (veja a Observação 1.3) e o Teorema 6 em [A] (veja a

Observação 1.4).

Nosso segundo problema sobre hipoelipticidade global é sobre a conjectura de Petronilho,

veja [P2]. Começamos relembrando o enunciado desta conjectura: “Seja X1, . . . , Xm uma

famı́lia de campos reais em TN . Suponha que existam coordenadas y em TN nas quais o

campo X1, por exemplo, admite a forma X1 =
N∑
k=1

λk∂yk , sendo que os números λ1, . . . , λN

satisfazem a seguinte condição Diofantina: existem constantes C > 0 e K > 0 tais que

∣∣∣ N∑
k=1

λkηk

∣∣∣ ≥ C

|η|K
, ∀ η ∈ ZN\{0}, (1.9)

então o operador P = −
N∑
k=1

X2
j é globalmente hipoeĺıptico em TN”.
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Algumas famı́lias de campos vetoriais reais que satisfazem as hipóteses dessa conjectura

podem ser vistas em [P2], Corolário 3.2, Teorema 3.3 e Corolário 3.5.

Nosso objetivo aqui é verificar que esta conjectura é válida no âmbito das funções ultradi-

ferenciáveis do tipo Roumieu para uma nova classe de sublaplacianos.

Assim, começamos enunciado a versão ultradiferenciável (do tipo Roumieu) da conjectura

de Petronilho:

“Sejam ω uma função peso satisfazendo (1.12) e X1, . . . , Xm uma famı́lia de campos vetoriais

reais definida em TN . Suponha que existam coordenadas y em TN nas quais o campo vetorial

X1, por exemplo, admita a forma X1 =
N∑
k=1

λk∂yk , sendo que os números λ1, . . . , λN satisfazem

a seguinte condição Diofantina: para cada ε > 0, existe Cε > 0 tal que

∣∣∣ N∑
k=1

λkηk

∣∣∣ ≥ Cεe
−εω(|η|), ∀ η ∈ ZN \ {0} , ” (1.10)

então o operador P = −
N∑
k=1

X2
j é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em TN .

Estamos em condições de enunciar nosso segundo principal resultado desta parte do traba-

lho.

Teorema 1.9 Seja ω uma função peso que satisfaz (1.12) (ver seção 1.2) e, para (t, x) ∈ Tn+m,

consideramos o operador

P = −
N∑
`=1

X2
` =̇−

N∑
`=1

( m∑
j=1

a`j(t)∂xj +
n∑
k=1

b`k(t)∂tk

)2

,

sendo que a`j, b`k ∈ E{ω}(Tn) são funções a valores reais para cada j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n,

` = 1, . . . , N e
n∑
k=1

∂tkb`k ≡ 0 para todo ` = 1, . . . , N .

Suponha que as seguintes condições são válidas:

(i) os campos vetoriais
n∑
k=1

b`k(t)∂tk , ` = 1, . . . , N , geram Tt(Tn) para cada t ∈ Tn,

(ii) existe `0 ∈ {1, . . . , N}, que podemos assumir ser `0 = 1, tal que

X1 =
m∑
j=1

a1j∂xj +
n∑
k=1

b1k∂tk ,
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com a1j e b1k números reais para todo j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n satisfazendo a seguinte

condição Diofantina: para cada ε > 0, existe Cε > 0 tal que

∣∣∣ m∑
j=1

a1jξj +
n∑
k=1

b1kτk

∣∣∣ ≥ Cεe
−εω(|(ξ,τ)|), ∀ (τ, ξ) ∈ Zn+m \ {0} . (1.11)

Então o operador P é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em Tn+m.

Para mais resultados sobre o problema da hipoelipticidade C∞ global sugerimos ao leitor os

trabalhos de Amano [Am], Baouendi e Goulaouic [BG], Bell e Mohammed [BM], Fedii [Fe],

Fujiwara e Omori [FO], Gramchev, Popivanov e Yoshino [GPY], Greenfield e Wallach [GW],

Hanges e Himonas [HH2], Himonas [Hi1], Himonas e Petronilho [HP], [HP1], [HP3], [HP4],

Hounie [Hou] e as referências dadas por estes artigos. Com relação à hipoelipticidade anaĺıtica

global e à hipoelipticidade Gevrey global sugerimos ao leitor os trabalhos de Braun Rodri-

gues, Chinni, Cordaro e Jahnke [BCCJ], Chinni e Cordaro [ChC], Cordaro e Himonas [CoHi1]

e [CoHi2], Hanges e Himonas [HH1], Himonas [Hi2], Himonas, Petronilho e Santos [HPS],

Petronilho [P1], Tartakoff [Ta] e as referências dadas por estes trabalhos.

1.2 Propriedades Básicas de Funções Ultradiferenciáveis

Nesta seção recordaremos algumas definições e resultados sobre funções ultradiferenciáveis

periódicas.

Definição 1.10 Uma função crescente e cont́ınua ω : [0,∞) −→ [0,∞) é chamada de função

peso quando ela satisfaz as seguintes propriedades:

1. Existe L > 0 de modo que ω(2t) ≤ L(ω(t) + 1), para todo t ≥ 0,

2. ω(t) = O(t) quando t −→∞,

3. log(t) = o(ω(t)) quando t −→∞,

4. A função ϕ(t) =̇ ω(et), definida para t ≥ 0, é convexa.

Dizemos que duas funções peso ω1 e ω2 são equivalentes quando

0 < lim inf
t−→∞

ω1(t)

ω2(t)
≤ lim sup

t−→∞

ω1(t)

ω2(t)
<∞.
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Uma função peso ω é equivalente a uma função peso subaditiva se, e somente se, vale a seguinte

propriedade:

∃D > 0,∃ t0 > 0 tal que ∀ λ ≥ 1, ∀ t ≥ t0 : ω(λt) ≤ λDω(t). (1.12)

Dizemos que uma função peso ω é quase-anaĺıtica se
∫∞

1
ω(t)
t2
dt =∞. Se a integral acima for

finita, então dizemos que a função peso ω é não-quase-anaĺıtica.

Exemplo 1.11 Dado um número real s ≥ 1 temos que ω(t) = t1/s define uma função peso

equivalente a uma função subaditiva que é quase-anaĺıtica se, e somente se, s = 1.

Dada uma função peso ω definimos a conjugada de Young ϕ por ϕ∗(t) = sups≥0 {st− ϕ(s)} .
Nos resultados que iremos fazer não há perda de generalidade em supor que a função peso

ω se anula no intervalo [0, 1]. Quando isso ocorre, temos que a conjugada de Young ϕ∗ é uma

função convexa e não negativa. Além disso, a função ϕ∗(t)
t

é não decrescente e tende a ∞
quando t → ∞, ϕ∗∗ = ϕ e ϕ∗(0) = 0. Outras propriedade que usaremos sobre a conjugada de

Young ϕ∗ é o fato dela ser superaditiva, ou seja, ϕ∗(x) + ϕ∗(y) ≤ ϕ∗(x+ y), ∀ x, y ≥ 0. Como

estamos interessados em estudar operadores definidos no toro N -dimensional, iremos definir

neste trabalho apenas as funções ultradifenciáveis periódicas. O caso não periódico pode ser

encontrado nas referências [AJO1], [BMT], [HM]. Mais precisamente temos a

Definição 1.12 O espaço

E{ω}
(
TN
)

=
{
f ∈ C∞

(
TN
)

: ‖f‖λ <∞, para algum λ > 0
}

sendo

‖f‖λ = sup
x∈TN

sup
α∈ZN+

|∂αf(x)| exp
(
− λϕ∗

( |α|
λ

))
é o espaço das funções periódicas ultradiferenciáveis do tipo Roumieu associado à função peso

ω. O subespaço de E{ω}
(
TN
)

formado pelas funções tais que

‖f‖λ < +∞, ∀ λ > 0

é o espaço das funções periódicas ultradiferenciáveis do tipo Beurling associado à função peso

ω e é denotado por E(ω)

(
TN
)
.

Em outras palavras, uma função f ∈ C∞
(
TN
)

é um elemento de E{ω}
(
TN
)

se, e somente se,
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existem constantes C, λ > 0 tais que

|∂αf(x)| ≤ Ceλϕ
∗( |α|λ ), ∀ x ∈ TN , α ∈ ZN+ . (1.13)

Se duas funções peso ω1 e ω2 forem equivalentes, então E{ω1}
(
TN
)

= E{ω2}
(
TN
)

e E(ω1)

(
TN
)

=

E(ω2)

(
TN
)
.

Exemplo 1.13 Dado um número real s ≥ 1 se ω é a função peso do Exemplo 1.11, então o

espaço E{ω}
(
TN
)

coincide com o espaço Gs
(
TN
)
. Em particular, se ω(t) = t, então o espaço

E{ω}
(
TN
)

coincide com o espaço das funções anaĺıticas e periódicas Cω
(
TN
)
.

Como no caso dos espaços Gevrey, temos uma caracterização das funções em E{ω} em termos

da transformada parcial de Fourier. Mais precisamente,

Teorema 1.14 Seja ω uma função peso e para (t, x) ∈ Tn+m e seja ψ ∈ E{ω}(Tn+m). Então

existem constantes C, λ, ε > 0 tais que∣∣∣∂αt ψ̂(t, ξ)
∣∣∣ ≤ C exp

(
λϕ∗

(
|α|
λ

))
exp (−εω(|ξ|)) (1.14)

para todo ξ ∈ Zm, α ∈ Zn+, onde ψ̂(t, ξ) é a transformada parcial de Fourier de ψ com relação

a variável x.

Observação 1.15 Ressaltamos que não encontramos na literatura uma caracterização de fun-

ções dos espaços E{ω} em termos da transformada parcial de fourier, e por esta razão incluiremos

uma prova deste fato neste texto.

Para provar o Teorema 1.14 necessitamos de alguns resultados auxiliares. Não apresentare-

mos a demonstração dos dois resultados a seguir, pois podemos encontrar resultados similares

em [AJO1].

Lema 1.16 Sejam p, k ∈ Z+, então existe m ∈ Z+ tal que

1

k
ϕ∗(ky) + yp ≤ 1 +

1

m
ϕ∗(ym), ∀ y ≥ 0. (1.15)

Também precisamos do seguinte resultado, cuja demonstração está feita em [AJO1], desi-

gualdade (2).
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Lema 1.17 Se ξ ∈ Zm\{0} e k ∈ Z+, então

e−
1
k
ω(|ξ|) ≤ inf

N∈Z+

|ξ|−Ne
1
k
ϕ∗(Nk) ≤ e−

1
k
ω(|ξ|)+log |ξ|.

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.14.

Demonstração do Teorema 1.14

Suponha que ψ ∈ E{ω}(Tn+m). Então existem C > 0 e λ > 0 tais que para β ∈ Zm+ e α ∈ Zn+,

temos ∣∣∣ξβ∂αt ψ̂(t, ξ)
∣∣∣ =

1

(2π)m

∣∣∣∣∫
Tm
e−ix·ξ∂βx∂

α
t ψ(t, x)dx

∣∣∣∣ ≤ C exp

(
λϕ∗

(
|α|+ |β|

λ

))
.

Agora seja N ∈ Z+ e ξ ∈ Zm. Escolhemos i ∈ {1, . . . ,m} de tal maneira que |ξi| =

max1≤j≤m |ξj|. Se definirmos β = Nei, onde ei é o i-ésimo vetor da base canônica de Rm, então

|ξ|N ≤ mN/2|ξβ|.
Definindo C1 = max

{
m

1
2 , C

}
conclúımos que

|ξ|N |∂αt ψ̂(t, ξ)| ≤ CN+1
1 exp

(
λϕ∗

(
|α|+N

λ

))
,

para todo α ∈ Zn+, N ∈ Z+, t ∈ Tn e ξ ∈ Zm. Se definirmos λ0 = λ
2
, então pela convexidade de

ϕ∗ temos

|ξ|N |∂αt ψ̂(t, ξ)| ≤ CN+1
1 exp

(
λ0ϕ

∗
(
|α|
λ0

))
exp

(
λ0ϕ

∗
(
N

λ0

))
, (1.16)

para todo α ∈ Zn+, N ∈ Z+, t ∈ Tn e ξ ∈ Zm.

Escolhendo k ∈ Z+ tal que 1
λ0
< k segue do fato que ϕ∗(t)

t
é não decrescente que λ0ϕ

∗
(
|α|
λ0

)
<

1
k
ϕ∗(k|α|) e λ0ϕ

∗
(
N
λ0

)
< 1

k
ϕ∗(kN). Usando este fato em (1.16), usando o Lema 1.16, com

y = N , e escolhendo p ∈ Z+ tal que C1 < ep, segue existe m ∈ Z tal que

|ξ|N |∂αt ψ̂(t, ξ)| ≤ C1e
Np exp

(
1

k
ϕ∗ (|α|k)

)
exp

(
1

m
ϕ∗(Nm) + 1−Np

)
≤ C1e exp

(
1

k
ϕ∗ (|α|k)

)
exp

(
1

m
ϕ∗ (Nm)

)
.

Portanto, se escolhermos k0 = max {k,m} e usarmos, novamente, o fato que a função ϕ∗(t)
t
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é não decrescente então obtemos

|ξ|N |∂αt ψ̂(t, ξ)| ≤ C2 exp

(
1

k0

ϕ∗ (|α|k0)

)
exp

(
1

k0

ϕ∗ (Nk0)

)
, (1.17)

para todo α ∈ Zn+, N ∈ Z+, t ∈ Tn e ξ ∈ Zm, onde C2 é uma constante positiva.

Usando agora o Lema 1.17, segue de (1.17) que

|∂αt ψ̂(t, ξ)| = inf
N∈Z+

|∂αt ψ̂(t, ξ)|

≤ C2 exp

(
1

k0

ϕ∗ (|α|k0)

)
inf
N∈Z+

|ξ|−N exp

(
1

k0

ϕ∗ (Nk0)

)
≤ C2 exp

(
1

k0

ϕ∗ (|α|k0)

)
exp

(
− 1

k0

ω(|ξ|) + log(|ξ|)
)
. (1.18)

Seja ε > 0 tal que ε < 1
k0

. Como log t = o(ω(t)) quando t −→ +∞, existe A > 0 tal que

log |ξ| ≤
( 1

k0

− ε
)
ω(|ξ|), ∀ |ξ| ≥ A. (1.19)

Assim, conclúımos de (1.18) e (1.19) que

|∂αt ψ̂(t, ξ)| ≤ C2 exp

(
1

k0

ϕ∗ (|α|k0)

)
exp (−εω(|ξ|)) (1.20)

é válida para todos α ∈ Zn+, t ∈ Tn e ξ ∈ Zm tal que |ξ| ≥ A. Usando a compacidade

do conjunto |ξ| ≤ A e o fato de que ψ ∈ E{ω}(Tn+m), pode-se fácilmente mostrar a mesma

desigualdade como (1.20) para este caso e portanto a demonstração está agora completa.

1.3 Demonstração do Teorema 1.5

Provaremos apenas o item (I), uma vez que a demonstração de (III) segue as mesmas linhas

deste caso e a demonstração de (II) não é dif́ıcil de ser feita. Para o item (I), provaremos apenas

o caso em que 1 ≤ k` < m para todo ` ∈ {1, . . . , N}, pois os demais casos seguem deste.

Demonstração do item (I):

Necessidade.

Suponha que a coleção v`1, . . . , v
`
k`
∈ Rd` , ` = 1, . . . , N seja simultaneamente aproximável
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com expoente {ω}, com relação à coleção de conjuntos {A`, B`}N`=1. Então, existe ε > 0 de

modo que para todo C > 0, existe ξ ∈ Zm \ {0} satisfazendo∣∣∣ξj`p + v`p · ξ′′(`)
∣∣∣ < Ce−εω(|ξ′′(`)|), ∀ ` ∈ {1, . . . , N} e ∀ p ∈ {1, . . . , k`}. (1.21)

Observe que, de (1.21), se 0 < C ≤ 1, então ξ′′(`) 6= 0. Escolhendo C = 1
k
, k = 1, 2 . . . ,

obtemos que existe uma sequência {ξk}k ⊂ Zm\{0}, (ξk)′(`) ∈ Zk` , (ξk)′′(`) ∈ Zd` , com (ξk)′′(`) 6=
0, tal que para k = 1, 2 . . . temos∣∣∣(ξk)

j`p
+ v`p ·

(
ξk
)′′(`)∣∣∣ < e−εω(|(ξk)′′(`)|), ∀ ` ∈ {1, . . . , N} e ∀ p ∈ {1, . . . , k`}. (1.22)

Observamos ainda que a sequência {ξk}k acima pode ser escolhida de modo que {ξk} possui

uma infinidade de pontos distintos.

Se |w| = max{|v`p| : ` ∈ {1, . . . , N}, p ∈ {1, . . . , k`}}, então segue de (1.22) que

|(ξk)j`p | ≤ (1 + |w|)|(ξk)′′(`)|, ∀ ` ∈ {1, . . . , N, }, ∀ p ∈ {1, . . . , k`}, e k = 1, 2, · · · ,

uma vez que e−εω(|(ξk)′′(`)|) ≤ 1 ≤ |(ξk)′′(`)|.
Assim, obtemos

|(ξk)′(`)|2 ≤ k(1 + |w|)2|(ξk)′′(`)|2, ∀ ` ∈ {1, . . . , N} e k = 1, 2, · · · ,

sendo k = max{k` : ` ∈ {1, . . . , N}}.
Então, temos

|ξk| =
(
|(ξk)′(`)|2 + |(ξk)′′(`)|2

)1/2

≤ [1 + k(1 + |w|)2]1/2|(ξk)′′(`)|, (1.23)

para todo ` ∈ {1, . . . , N} e k ∈ N
Observamos ainda que se a sequência {(ξk)′′(`)}, para algum ` ∈ {1, . . . , N}, fosse uma

sequência limitada, então a sequência {ξk}k também seria limitada, o que gera uma contradição

com o fato de todo subconjunto limitado de Zm ser finito. Logo, existem uma constante ε > 0

e uma sequência {ξk}k ⊂ Zm\{0}, com (ξk)′(`) ∈ Zk` , (ξk)′′(`) ∈ Zd` , (ξk)′′(`) 6= 0, tais que para

todo ` ∈ {1, . . . , N} temos |(ξk)′′(`)| → ∞ quando k →∞ e, para todo k = 1, 2, . . .∣∣∣(ξk)
j`p

+ v`p ·
(
ξk
)′′(`)∣∣∣ < e−εω(|(ξk)′′(`)|), ∀ ` ∈ {1, . . . , N} e ∀ p ∈ {1, . . . , k`}. (1.24)
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Definimos, agora,

u(t, x) =
∞∑
k=1

eix·ξ
k ∈ D′(Tn+m) \ E{ω}(Tn+m). (1.25)

O próximo passo é mostrarmos que Pu ∈ E{ω}(Tn+m). Usando a fórmula (1.8) e recordando

que v`p = (λ
` i`1
p , . . . , λ

` i`
d`

p ), com ` ∈ {1, . . . , N} e p ∈ {1, . . . , k`}, o operador P pode ser escrito

como

P = −∆t −
N∑
`=1

( k`∑
q=1

a`j`q(t)L
`
j`q

+
n∑
ν=1

b` ν(t)∂tν

)2

,

sendo que L`
j`q

=
(
∂x

j`q
+
∑d`

p=1(v`q)p∂xi`p

)
, para ` ∈ {1, . . . , N}, q ∈ {1, . . . , k`} e (v`q)p é a

p-ésima coordenada do vetor v`q.

Assim,

Pu(t, x) = −
N∑
`=1

( k`∑
q=1

a`j`q(t)L
`
j`q

+
n∑
ν=1

b` ν(t)∂tν

)( k`∑
q=1

a`j`q(t)L
`
j`q
u(t, x)

)
.

É suficiente mostrarmos então que L`
j`q
u(t, x) ∈ E{ω}(Tn+m) para todo ` = 1, . . . , N e q =

1, . . . , k`. Como L`
j`q
u(t, x) depende apenas de x, definindo h`q(x) = L`

j`q
u(t, x), devemos mostrar

que h`q ∈ E{ω}(Tm).

Uma vez que

h`q(x) = i

∞∑
k=1

(
(ξk)j`q +

d`∑
p=1

(v`q)p(ξ
k)i`p
)
eix·ξ

k

= i

∞∑
k=1

(
(ξk)j`q + v`q · (ξk)′′(`)

)
eix·ξ

k

=
∑
ξ∈Zm
ξ=ξk

i
(
(ξ)j`q + v`q · (ξ)′′(`)

)
eix·ξ,

segue que

ĥ`q(ξ) =

0, se ξ 6= ξk

i
(
(ξk)j`q + v`q · (ξk)′′(`)

)
, se ξ = ξk.

Obtemos de (1.24) que se ξ = ξk então

|ĥ`q(ξ)| ≤ e−εω(|(ξk)′′(`)|), ∀ ` ∈ {1, . . . , N} e ∀ q ∈ {1, . . . , k`}.
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Para completarmos a demonstração que h`q ∈ E{ω}(Tm), aplicaremos a Proposição 2.1, item

(ii), de [AJ] (ver p. 373). Mas para fazermos isto devemos trocar ω(|(ξk)′′(`)|) por ω(|ξk|). Segue

de (1.23) que existe L ≥ 1 tal que |ξk| ≤ L|(ξk)′′(`)| para todo ` ∈ {1, . . . , N} e usando o fato

de ω ser uma função crescente, obtemos ω(|ξk|) ≤ ω(L|(ξk)′′(`)|).
Recordando agora que ω satisfaz (1.12), ou seja, existem D > 0 e M > 0 tais que, para

todo |(ξk)′′(`)| ≥M , vale ω(L|(ξk)′′(`)|) ≤ LDω(|(ξk)′′(`)|), podemos concluir que

−εω(|(ξk)′′(`)|) ≤ −ε 1

LD
ω(|ξk|), desde que |(ξk)′′(`)| ≥M.

Como, para todo ` ∈ {1, . . . , N}, temos que |(ξk)′′(`)| → ∞ quando k →∞, então podemos

assumir, sem perda de generalidade, que todo ξk satisfaz |(ξk)′′(`)| ≥ M . A demonstração da

necessidade deste caso está completa.

Suficiência. Seja u ∈ D′(Tn+m) tal que

Pu = f, f ∈ E{ω}(Tn+m). (1.26)

Aplicando a transformada parcial de Fourier na variável x na igualdade (1.26), obtemos

−∆tû(t, ξ)−
N∑
`=1

Y 2
` û(t, ξ) = f̂(t, ξ), para todo ξ ∈ Zm, (1.27)

sendo

Y` = i
m∑
j=1

a`j(t)ξj +
n∑
k=1

b`k(t)∂tk , ξ ∈ Zm.

Para cada ξ ∈ Zm fixado, û(t, ξ) é um elemento de E{ω}(Tn), uma vez que o operador definido

em (1.27) é eĺıptico em t e f̂(t, ξ) ∈ E{ω}(Tn) (aqui usamos a versão periódica do Corolário 3.16

em [AJO2] no caso não-quase-anaĺıtica e do Teorema 4.8 em [AJO1] no caso quase-anaĺıtica)).

Multiplicamos (1.27) por û(t, ξ), usamos a hipótese
n∑
k=1

∂tkb`k ≡ 0 para ` = 1, . . . , N e

integramos por partes com respeito a t ∈ Tn (ver Apêndice A para mais detalhes) para obtermos

n∑
k=1

‖∂tk û(·, ξ)‖2
L2(Tn) +

N∑
`=1

‖Y`û(·, ξ)‖2
L2(Tn) =

∫
Tn
f̂(t, ξ)û(t, ξ)dt. (1.28)
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Introduzimos agora as seguintes funções auxiliares:

E`(t, ξ) =
( m∑
j=1

a`j(t)ξj

)2

, ∀ t ∈ Tn, ξ ∈ Zm, ` = 1, . . . , N.

Precisaremos do seguinte

Lema 1.18 Seja v`1, . . . , v
`
k`
∈ Rd` , ` = 1, . . . , N uma coleção de vetores não simultaneamente

aproximável com expoente {ω}, com respeito à coleção de conjuntos {A`, B`}N`=1. Então existem

constantes α > 0, e δ > 0, dependendo apenas dos coeficientes a`j, tais que para cada ε > 0 e

cada ξ ∈ Zm\{0}, é posśıvel encontrar um intervalo aberto Iξ ⊂ Tn, de modo que, para algum

` ∈ {1, . . . , N}, tem-se

E`(t, ξ) ≥ αCεe
−εω(|ξ|), (1.29)

para todo t ∈ Iξ. Além disso, vol(Iξ) ≥ δ, sendo que Cε é uma constante positiva que depende

apenas de ε.

Antes de demonstrarmos o Lema 1.18, mostraremos como a desigualdade (1.29) nos ajuda

a mostrar que o operador P é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em Tn+m.

Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo, (veja [HP1], p. 361, fórmula (2.10)), segue

que existe uma constante C > 0 tal que, para todo subconjunto aberto I de Tn, vale

vol(I)||ϕ||2L2(Tn) ≤ C
(∫

I

|ϕ(s)|2ds+ vol(I)
n∑
k=1

‖ϕtk‖
2
L2(Tn)

)
, (1.30)

qualquer que seja a função ϕ ∈ C∞(Tn).

A partir de agora, Cε e C representarão constantes que poderão ser modificadas um número

finito de vezes.

Segue do Lema 1.18, já que estamos supondo que a coleção de vetores v`1, . . . , v
`
k`
∈ Rd` , ` =

1, . . . , N} é não simultaneamente aproximável com expoente {ω}, com respeito à coleção de

conjuntos {A`, B`}, e de (1.30) com û(t, ξ) no lugar de ϕ, que dados ε > 0 e ξ ∈ Zm\{0}, existe

Cε > 0 tal que, para algum ` ∈ {1, . . . , N}, vale

||û(·, ξ)||2L2(Tn) ≤ Cεe
εω(|ξ|)

(∫
Tn
E`(t, ξ)|û(t, ξ)|2dt+

n∑
k=1

‖ûtk(·, ξ)‖
2
L2(Tn)

)
. (1.31)
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Iremos estimar agora a integral que aparece na última desigualdade.∫
Tn
E`(t, ξ)|û(·, ξ)|2dt =

∫
Tn

∣∣i m∑
j=1

a`j(t)ξjû(t, ξ)
∣∣2dt

≤ 2

∫
Tn

(∣∣Y`û(t, ξ)
∣∣2 +

∣∣ n∑
k=1

b`k(t)ûtk(t, ξ)
∣∣2)dt. (1.32)

Usando que
∣∣∣∑n

k=1 b`k(t)ûtk(t, ξ)
∣∣∣2 ≤ C

∑n
k=1 |ûtk(t, ξ)|2, segue de (1.31), (1.32) e (1.28) que,

para ε > 0 dado, existe Cε > 0 tal que, para algum ` ∈ {1, . . . , N}, tem-se

‖û(·, ξ)‖2
L2(Tn) ≤ Cεe

εω(|ξ|)
(
||Y`û(·, ξ)||2L2(Tn) +

n∑
k=1

||ûtk(·, ξ)||2L2(Tn)

)
≤ Cεe

εω(|ξ|)
( N∑
`=1

||Y`û(·, ξ)||2L2(Tn) +
n∑
k=1

||ûtk(·, ξ)||2L2(Tn)

)
= Cεe

εω(|ξ|)
∫
Tn
f̂(t, ξ)û(t, ξ)dt, ∀ ξ ∈ Zm \ {0} (1.33)

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, conclúımos que para cada ε > 0 dado, existe Cε tal

que

‖û(·, ξ)‖L2(Tn) ≤ Cεe
εω(|ξ|)

∥∥∥f̂(·, ξ)
∥∥∥
L2(Tn)

, ∀ ξ ∈ Zm \ {0} . (1.34)

Como f ∈ E{ω}(Tn+m), segue de (1.34) e do Teorema 1.14 com α = 0, que existe ε′ > 0 e

C > 0 tais que, se escolhermos ε = ε′

2
e definirmos ε′′ = ε′

2
, então

‖û(·, ξ)‖L2(Tn) ≤ Cεe
εω(|ξ|)Ce−ε

′ω(|ξ|) = Cε′′e
−ε′′ω(|ξ|), ∀ ξ ∈ Zm \ {0} . (1.35)

Usando a fórmula

û(τ, ξ) =
1

(2π)n

∫
Tn
e−it·τ û(t, ξ)dt

e (1.35), obtemos

|û(τ, ξ)| ≤ Cε′′e
−ε′′ω(|ξ|), ∀ (τ, ξ) ∈ Zn × (Zm \ {0}) . (1.36)

Precisaremos agora do seguinte resultado microlocal: Seja τ0 ∈ Rn\{0}. Como P é eĺıptico em

(t, x, τ0, 0) para todo (t, x) ∈ Tn+m, temos que existem C > 0, c > 0, ε > 0 e um cone aberto da
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forma Γ = {(τ, ξ) ∈ Rn+m : |τ | > c|ξ|} ⊂ Rn+m, contendo (τ0, 0) (ver Apêndice B), tais que

|û(τ, ξ)| ≤ Ce−εω(|(τ,ξ)|), ∀ (τ, ξ) ∈ Γ ∩ Zn+m. (1.37)

Retornamos agora para (1.36). Se |τ | < 3
2
c|ξ| e ξ ∈ Zm\{0}, então

|ξ| = 1

2
|ξ|+ 1

2
|ξ| > 1

3c
|τ |+ 1

2
|ξ| ≥ c1(|τ |+ |ξ|) ≥ c1|(τ, ξ)|

sendo c1 = min{ 1
3c
, 1

2
}.

Assim, como ω é uma função crescente, isso garante que ω(|ξ|) ≥ ω(c1|(τ, ξ)|).
Já que estamos supondo que ω satisfaz (1.12), segue que existem D > 0 e t0 > 0 tais que

∀ λ ≥ 1, ∀ t ≥ t0 : ω(λt) ≤ λDω(t). Como 0 < c1 < 1, utilizamos a última desigualdade com

λ = 1
c1
> 1 e t = c1|(τ, ξ)| para obtermos

ω(|ξ|) ≥ ω(c1|(τ, ξ)|) ≥
c1

D
ω

(
1

c1

c1|(τ, ξ)|
)

=
c1

D
ω(|(τ, ξ)|), (1.38)

para todo |τ | < 3
2
c|ξ| tal que |(τ, ξ)| ≥ 1

c1
t0.

Para |τ | < 3
2
c|ξ|, definimos

Lε′′ = max
{

max
|(τ,ξ)|≤ 1

c1
t0

|û(τ, ξ)|eε′′
c1ω(|(τ,ξ)|)

D , Cε′′
}

sendo que Cε′′ foi obtido em (1.36). Logo, segue de (1.36) e de (1.38) que

|û(τ, ξ)| ≤ Lε′′e
−δω(|(τ,ξ)|, ∀ |τ | < 3

2
c|ξ|, (1.39)

com δ = ε′′ c1
D

. Isso e (1.37) mostram que P é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em Tn+m.

Para completar a demonstração da suficiência, devemos demonstrar o Lema 1.18.

Demonstração do Lema 1.18.

Para demonstrarmos esse lema, definimos, para cada ` = 1, . . . , N ,

D`(t, γ) =

 k`∑
r=1

a`j`r(t)γr

2

, ∀ t ∈ Tn, γ ∈ Rk` .

Usando o fato que as funções D` são cont́ınuas e a`j`r , r = 1, . . . , k` são linearmente inde-
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pendentes sobre R, segue que para cada ` ∈ {1, . . . , N} fixado, existe uma cobertura aberta

{O` ν}ν da esfera unitária Sk
`−1 e intervalos abertos correspondentes {V` ν}ν de Tn tais que

D`(t, γ) ≥ α` ν > 0, para t ∈ V` ν , γ ∈ O` ν . (1.40)

Como Sk
`−1 é um espaço compacto, para cada ` ∈ {1, . . . , N} existe um número finito de

abertosO` ν , ν = 1, . . . , p`, que cobrem Sk
`−1. Definimos então α` = min{α` ν : 1 ≤ ν ≤ p`} > 0

e temos que, para cada γ ∈ Sk`−1, existe 1 ≤ ν ≤ p` tal que D`(t, γ) ≥ α` > 0 para cada t ∈ V` ν .
Definimos agora α = min{α` : ` ∈ {1, . . . , N}}. Segue de (1.40) que, para cada γ ∈ Sk`−1,

existe ν ∈ {1, . . . , p`} satisfazendo

D`(t, γ) ≥ α, para t ∈ V` ν . (1.41)

Iremos ver agora como essa desigualdade ajuda a demonstrar o Lema 1.18. Seja ξ ∈ Zm\{0}.
Segue da nossa hipótese que para cada ε > 0, existe uma constante Cε > 0 que depende de ξ e

existe um ı́ndice `0 ∈ {1, . . . , N}, p0 ∈ {1, . . . , k`0} de modo que∣∣∣ξj`0p0 + v`0p0 · ξ
′′(`0)

∣∣∣ ≥ Cεe
−εω(|ξ′′(`0)|). (1.42)

Lembrando que a` i`q =
∑k`

r=1 λ
` i`q
r a` j`r e v`p = (λ

` i`1
p , . . . , λ

` i`
d`

p ) para q ∈ {1, . . . , d`}, ` ∈
{1, . . . , N}, podemos escrever

E`0(t, ξ) =
( k`0∑
q=1

a
`0 j

`0
q

(t)
(
ξ
j
`0
q

+ v`0q · ξ′′(`0)
))2

.

Definindo βν = ξ
j
`0
ν

+ v`0ν · ξ′′(`0), ν = 1, . . . , k`0 , e β = (β1, . . . , βk`0 ), obtemos

E`0(t, ξ) = D`0(t, β) = D`0(t,
β

|β|
|β|) = |β|2D`0(t,

β

|β|
) ≥ |βp0|2D`0(t,

β

|β|
). (1.43)

Logo, segue das propriedades da função D`(t, γ), de (1.43) e de (1.42) que existe uma famı́lia

finita de conjuntos abertos V` ν ⊂ Tn, com ` ∈ {1, . . . , N}, e ν ∈ {1, . . . , p`} de modo que para

cada ξ ∈ Zm\{0}, encontramos `0 e ν0 tais que

E`0(t, ξ) ≥ αCεe
−εω(|ξ|)
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para cada t ∈ V`0 ν0 . Com essa desigualdade obtemos o Lema 1.18 se, para ` ∈ {1, . . . , N}, ν ∈
{1, . . . , p`}, considerarmos δ = min{vol(V` ν)}. A demonstração está completa.

Antes de darmos nosso próximo exemplo, precisamos da seguinte definição.

Definição 1.19 Dizemos que um vetor v ∈ Rn é não expoencialmente Liouville, com expoente

{ω}, se, para cada ε > 0 dado, existir Cε > 0 tal que para cada η ∈ Z e cada ξ ∈ Zn\{0},

|η + v · ξ| ≥ Cεe
−εω(|ξ|). (1.44)

Exemplo 1.20 Seja ω uma função peso satisfazendo (1.12) e, para (t, x) ∈ Tn+3, consideramos

o operador

P = −∆t −
2∑
`=1

( 3∑
j=1

a` j(t)∂xj +
n∑
k=1

b` k(t)∂tk

)2

sendo que a11(t) = a(t) 6≡ 0, a12(t) = αa(t), a13(t) = βa(t), a21(t) = c(t) 6≡ 0, a22(t) =
1
2
c(t), a23(t) = 2

3
c(t), e b` k(t) como no enunciado do Teorema 1.5. Estamos asumindo que

u = (α, β) ∈ R2 é não expoencialmente Liouville, com expoente {ω}.

Logo, temos A1 = {1},B1 = {2, 3},A2 = {1},B2 = {2, 3}; portanto, obtemos k1 = k2 =

1, d1 = d2 = 2. Além disso, v1
1 = (λ12

1 , λ
13
1 ) = (α, β), v2

1 = (λ22
1 , λ

23
1 ) = (1

2
, 2

3
).

Mostraremos que a coleção v1
1, v

2
1 é não simultaneamente aproximável com expoente {ω},

com respeito à coleção de conjuntos {A1,A2,B1,B2}. Considere ε > 0 e ξ ∈ Z3\{0}, com

ξ′′(1) = (ξ2, ξ3) 6= (0, 0). Segue do fato de v1
1 = (α, β) ser não exponencialmente Liouville, com

expoente {ω}, que

|ξ1 + v1
1 · ξ′′(1)| = |ξ1 + v1

1 · (ξ2, ξ3)| ≥ Cεe
−εω(|(ξ2,ξ3)|).

Agora, se ξ′′(1) = (ξ2, ξ3) = (0, 0), então

|ξ1 + v1
1 · ξ′′(1)| = |ξ1| ≥ 1 = e−ε0 = e−εω(0).

A demonstração de nossa afirmação está completa. Assim, por (I) do Teorema 1.5, podemos

concluir que o operador P é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em T2+3.

Corolário 1.21 Sejam ω e P como no Teorema 1.5 e defina

Q` = −∆t −
( m∑
j=1

a`j(t)∂xj

)2

, ` = 1, . . . , N.
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Se existe `0 ∈ {1, . . . , N} tal que Q`0 é globalmente {ω}-hipoeĺıptico em Tn+m, então P é

globalmente {ω}-hipoeĺıptico em Tn+m.

A demonstração desse resultado pode ser feita seguindo as mesmas linhas da demonstração

do Teorema 1.1 em [HP1] junto com a próxima observação.

Observação 1.22 Considere uma coleção de vetores v`1, . . . , v
`
k`
∈ Rd`, ` = 1, . . . , N e uma

coleção de conjuntos A` =
{
j`1 < . . . < j`

k`

}
e B` =

{
i`1 < . . . < i`

d`

}
como na Definição 1.2.

Se existe `0 ∈ {1, . . . , N} tal que a coleção de vetores v`01 , . . . , v
`0
k`0

é não simultaneamente

aproximável com expoente {ω}, com relação à coleção de conjuntos {A`0 , B`0}, então a coleção

dos vetores v`1, . . . , v
`
k`
∈ Rd`, ` = 1, . . . , N é não simultaneamente aproximável com expoente

{ω}, com relação à coleção de conjuntos {A`, B`}N`=1.

1.4 Demonstração do Teorema 1.9

Suponha que u ∈ D′(Tn+m) satisfaz Pu = f ∈ E{ω}(Tn+m). Aplicamos a transformada

parcial e Fourier na variável x na igualdade Pu = f e conclúımos que

−
N∑
`=1

Y 2
` û(t, ξ) = f̂(t, ξ), ∀ ξ ∈ Zm, (1.45)

sendo que

Y` = i
m∑
j=1

a`j(t)ξj +
n∑
k=1

b`k(t)∂tk , ξ ∈ Zm.

Afirmamos que, para cada ξ ∈ Zm, o operador definido em (1.45) é eĺıptico com respeito à

variável t. De fato, basta usarmos a hipótese (i), já que o śımbolo principal desse operador é

N∑
`=1

(
n∑
k=1

b` k(t)τk

)2

Como f̂(t, ξ) ∈ E{ω}(Tn) e como o operador definido em (1.45) é eĺıptico com respeito à variável

t, segue que û(t, ξ) ∈ E{ω}(Tn) para cada ξ ∈ Zm (usamos a versão peródica do Corolário 3.16

em [AJO2] no caso não-quase-anaĺıtica e do Teorema 4.8 em [AJO1] no caso quase-anaĺıtica).

Agora multiplicamos ambos os lados de (1.45) por ˆ̄u(t, ξ), integramos por partes na variável

t ∈ Tn e usamos a hipótese
n∑
k=1

∂tkb`k ≡ 0 para cada ` = 1, . . . , N para obtermos (veja os
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argumentos do Apêndice A)

N∑
`=1

‖Y`û(·, ξ)‖2
L2(Tn) =

∫
Tn
f̂(t, ξ)ˆ̄u(t, ξ)dt. (1.46)

Para concluirmos que u ∈ E{ω}(Tm+n), mostraremos que existem constantes ε > 0 e C > 0 tais

que

|û(τ, ξ)| ≤ Ce−εω(|(τ,ξ)|), ∀ (τ, ξ) ∈ Zn+m. (1.47)

Graças à hipótese (i), o operador P é eĺıptico em (t, x, τ0, 0) para cada (t, x) ∈ Tn+m e τ0 6=
0. Assim, como fizemos na demonstração do Teorema 1.5, podemos concluir que existem

constantes positivas L0, C, ε e um cone aberto Γ = {(τ, ξ) ∈ Rn+m : |τ | > L0|ξ|} contendo (τ0, 0)

tal que

|û(τ, ξ)| ≤ Ce−εω(|(τ,ξ)|), ∀ (τ, ξ) ∈ Γ ∩ Zn+m. (1.48)

Agora iremos mostrar que a estimativa (1.48) permanece válida para (τ, ξ) ∈ Zn+m tal que

(τ, ξ) /∈ Γ, para novas constantes C, ε > 0.

Assuma que (τ, ξ) ∈ Zn+m \ Γ. Usando a identidade de Parseval obtemos

‖û(·, ξ)‖2
L2(Tn) =

∑
η∈Zn
|û(η, ξ)|2

=
∑
η∈Zn
|η|>L0|ξ|

|û(η, ξ)|2 +
∑
η∈Zn
|η|≤L0|ξ|

|û(η, ξ)|2 (1.49)

=̇ S1 + S2.

Na parcela S1 temos (η, ξ) ∈ Γ, já que |η| > L0|ξ| e também vale |τ | ≤ |η|, pois se |τ | > |η|,
então teŕıamos (τ, ξ) ∈ Γ.

Usando a desigualdade (1.48), conclúımos que existem ε > 0, C > 0 tais que

S1 =
∑
η∈Zn
|η|>L0|ξ|

|û(η, ξ)|2

= e−εω(|(τ,ξ)|)
∑

|η|>L0|ξ|

eεω(|(τ,ξ)|) |û(η, ξ)|2

≤ C2e−εω(|(τ,ξ)|)
∑

|η|>L0|ξ|

eεω(|(τ,ξ)|)e−2εω(|(η,ξ)|).
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Agora usamos que ω é crescente, que em S1 vale |τ | ≤ |η| e que |(η, ξ)| ≥ |η| para obtermos que

S1 ≤ C2e−εω(|(τ,ξ)|)
∑

|η|>L0|ξ|

e−εω(|(η,ξ)|)

≤ C2e−εω(|(τ,ξ)|)
∑

|η|>L0|ξ|

e−εω(|η|), (1.50)

Mostraremos que a série
∑
η∈Zn

exp (−ε ω(|η|)) é convergente.

De fato, como ω é uma função peso, temos que log(t) = o(ω(t)) quando t −→ ∞. Em

particular, existe A > 1 de modo que

log(t) ≤ ε

n+ 1
ω(t), ∀ t ≥ A,

sendo que n é a dimensão do toro Tn. Com isso obtemos −(n + 1) log(t) ≥ −ε ω(t) para todo

t ≥ A. Segue que log t−(n+1) ≥ −ε ω(t) para cada t ≥ A e portanto t−(n+1) ≥ e−ε ω(t) para todo

t ≥ A. Finalmente obtemos ∑
|η|≥A

e−ε ω(|η|) ≤
∑

η∈Zn\{0}

1

|η|n+1
<∞.

A demonstração de que a série
∑
η∈Zn

exp (−εω(|η|)) converge está completa.

Segue do que acabamos de fazer e de (1.50) que existem constantes ε > 0, C > 0 tais que

S1 ≤ Ce−ε ω(|(τ,ξ)|). (1.51)

Observamos que ε e C são independentes de τ e ξ.

Agora, para S2, se considerarmos a transformada de Fourier com relação a t e x em Y1u

obtemos

Ŷ1u(η, ξ) = i

(
m∑
j=1

a1jξj +
n∑
k=1

b1kηk

)
û(η, ξ). (1.52)
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Segue de (1.52) e da nossa hipótese (ii) que para cada ε′ > 0 dado, existe C ′ε > 0 satisfazendo

S2 =
∑
η∈Zn,
|η|≤L0|ξ|

|û(η, ξ)|2

≤ C−2
ε′

∑
η∈Zn,
|η|≤L0|ξ|

e2ε′ω(|(η,ξ)|)|Ŷ1u(η, ξ)|2

≤ C−2
ε′

∑
η∈Zn,
|η|≤L0|ξ|

e2ε′ω((1+L0)|ξ|)|Ŷ1u(η, ξ)|2, (1.53)

sendo que na última desigualdade usamos que ω é uma função crescente e que |η| ≤ L0|ξ|.
Como ω é uma função peso, segue que existe L > 0 satisfazendo

ω(2t) ≤ L(ω(t) + 1), ∀ t ≥ 0.

Considerando p ∈ N tal que
√

(1 + L0) ≤ 2p e se aplicarmos a última desigualdade p vezes

podemos concluir que L′ = L+ L2 + · · ·+ Lp é uma constante positiva que satisfaz

ω(
√

1 + L0|ξ|) ≤ L′ω(|ξ|) + L′, ∀ ξ ∈ Zm. (1.54)

Definindo Cε′ = C−2
ε′ e

2ε′L′ e usando (1.53), (1.54) e a identidade de Parseval podemos concluir

que para cada ε′ > 0, existe Cε′ > 0 tal que

S2 ≤ Cε′e
2ε′L′ω(|ξ|)

∑
η∈Zn,
|η|≤L0|ξ|

|Ŷ1u(η, ξ)|2

≤ Cε′e
2ε′L′ω(|ξ|)

∥∥∥Ŷ1u(·, ξ)
∥∥∥2

L2(Tn)

≤ Cε′e
2ε′L′ω(|ξ|)

(
N∑
`=1

∥∥∥Ŷ`u(·, ξ)
∥∥∥2

L2(Tn)

)
.

Agora, usamos (1.46) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz para concluir que para cada ε′ > 0
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dado, existe uma constante Cε′ > 0 tal que

S2 ≤ Cε′e
2ε′L′ω(|ξ|)

∣∣∣ ∫
Tn
f̂(t, ξ)ˆ̄u(t, ξ)dt

∣∣∣
≤ Cε′e

2ε′L′ω(|ξ|)
∥∥∥f̂(·, ξ)

∥∥∥
L2(Tn)

∥∥û(·, ξ)
∥∥
L2(Tn)

(1.55)

≤ 1

2
C2
ε′e

4ε′L′ω(|ξ|)
∥∥∥f̂(·, ξ)

∥∥∥2

L2(Tn)
+

1

2

∥∥û(·, ξ)
∥∥2

L2(Tn)
.

De (1.49), (1.51) e (1.55) conclúımos que existem constantes ε > 0, C > 0 de modo que para

cada ε′ > 0 dado, existe uma constante Cε′ > 0 satisfazendo

‖û(·, ξ)‖2
L2(Tn) ≤ Ce−ε ω(|(τ,ξ)|) +

1

2
C2
ε′e

4ε′L′ω(|ξ|)
∥∥∥f̂(·, ξ)

∥∥∥2

L2(Tn)

+
1

2

∥∥û(·, ξ)
∥∥2

L2(Tn)
.

Conclúımos, então, que existem constantes ε > 0, C > 0 de modo que para cada ε′ > 0 dado,

existe uma constante Cε′ > 0 satisfazendo

‖û(·, ξ)‖2
L2(Tn) ≤ Ce−ε ω(|(τ,ξ)|) + Cε′e

4ε′L′ω(|ξ|)
∥∥∥f̂(·, ξ)

∥∥∥2

L2(Tn)
. (1.56)

Como f ∈ E{ω}(Tn+m), segue do Teorema 1.14 que existem ε′′ > 0 e C ′′ > 0 tais que

||f̂(·, ξ)||2L2(Tn) ≤ C ′′e−2ε′′ω(|ξ|), ∀ ξ ∈ Zm. (1.57)

Usando (1.56) e (1.57) obtemos

‖û(·, ξ)‖2
L2(Tn) ≤ Ce−ε ω(|(τ,ξ)|) + Cε′e

4ε′L′ω(|ξ|)C ′′e−2ε′′ω(|ξ|).

Dessa forma, escolhendo ε′ ≤ ε′′

4L′
, podemos concluir que existem constantes ε > 0, ε′′ > 0, C >

0, Cε′′ > 0 tais que

‖û(·, ξ)‖2
L2(Tn) ≤ Ce−ε ω(|(τ,ξ)|) + Cε′′e

−ε′′ω(|ξ|), ∀ ξ ∈ Zm. (1.58)

Como (τ, ξ) /∈ Γ, temos que |τ | ≤ L0|ξ| e portanto |(τ, ξ)| ≤
√

1 + L2
0|ξ|. Assim, ω(|(τ, ξ)|) ≤

ω(
√

1 + L2
0|ξ|) ≤ L′′ω(|ξ|) +L′′ (sendo que a constante L′′ > 0 é obtida da mesma forma como

fizemos em (1.54)). Conclúımos então que −ε′′w(|ξ|) ≤ −ε′′
L′′
ω(|(τ, ξ)|) + ε′′. Agora definimos

2δ = min
{
ε, ε

′′

L′′

}
e C2

δ = max
{
C,Cε′′e

ε′′
}

e segue de (1.58) que existem δ > 0 e Cδ > 0 tais,
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que para todo (τ, ξ) /∈ Γ, vale

‖û(·, ξ)‖2
L2(Tn) ≤ Ce−ε ω(|(τ,ξ)|) + Cε′′e

−ε′′ω(|ξ|)

≤ Ce−ε ω(|(τ,ξ)|) + Cε′′e
−ε′′
L′′ ω(|(τ,ξ)|)+ε′′

≤ 2C2
δ e
−2δω(|(τ,ξ)|). (1.59)

Note que

|û(τ, ξ)| =
∣∣∣∣∫
t∈Tn

e−it·τ û(t, ξ)dt

∣∣∣∣ ≤ c0||û(·, ξ)||L2(Tn) (1.60)

sendo que a constante c0 não depende nem de ξ e nem de τ .

Definindo C ′δ = c0

√
2Cδ segue de (1.59) e de (1.60) que existem constantes δ > 0 e C ′δ > 0

satisfazendo

|û(τ, ξ)| ≤ C ′δe
−δω(|(τ,ξ)|), ∀ (τ, ξ) /∈ Γ.

Com essa desigualdade e (1.48) a demonstração do Teorema 1.9 está completa.

Exemplo 1.23 Recorde que, como mencionado anteriormente, com as devidas adaptações, a

versão C∞ do Teorema 1.9 é válida. Para este caso, a fórmula (1.11) da condição (ii) é dada

por: existem C > 0 e K > 0 tais que∣∣∣∣∣
m∑
j=1

a1jξj +
n∑
k=1

b1kτk

∣∣∣∣∣ ≥ C

|(τ, ξ)|K
, ∀ (τ, ξ) ∈ Zn+m\{0}. (1.61)

Mostraremos uma maneira de obtermos (1.61). Seja X1 =
∑n+m

j=1 aj(y)∂yj definido em

Tn+m, com aj(y) ∈ C∞(Tn+m) sendo real para todo j. Assuma que tX1 é globalmente C∞-

hipoeĺıptico em Tn+m. Segue do Teorema 1.3 em [CC] que existe um difeomorfismo τ : Tn+m →
Tn+m, y = τ(x, t) de modo que

n+m∑
j=1

aj(y)∂yj =
m∑
p=1

ap∂xp +
n∑
k=1

bk∂tk ,

sendo que ap e bk são números reais satisfazendo a seguinte condição Diofantina: existem

N0 > 0 e C0 > 0 tais que

∣∣ m∑
p=1

apξp +
n∑
k=1

bkτk
∣∣ ≥ C0

(1 + |(ξ, τ)|)N0
, ∀ (τ, ξ) ∈ Zn+m\{0}.
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Agora basta observar que existe C > 0 tal que

∣∣ m∑
p=1

apξp +
n∑
k=1

bkτk
∣∣ ≥ C0

(1 + |(ξ, τ)|)N0
≥ C

|(ξ, τ)|N0
, ∀ (τ, ξ) ∈ Zn+m\{0}.

Observação 1.24 Até o momento, não temos conhecimento se existe na literatura uma versão

Gevrey ou ultradiferenciável do Teorema 1.3 em [CC], mas acreditamos fortemente que isto é

verdade em ambas as classes.
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Caṕıtulo 2

Perturbações por Operadores

Pseudodiferenciais

2.1 Definições e Propriedades Básicas dos Operadores

Pseudodiferenciais

Nesta seção iremos introduzir uma nova classe de operadores pseudodiferenciais C∞ a qual

foi inspirada nos artigos: “N. Braun Rodrigues, G. Chinni, P. D. Cordaro, M. R. Jahnke,

Lower order perturbation and global analytic vectors for a class of globally analytic hypoelliptic

operators, Proc. Amer. Math. Soc. 144 (12) (2016) 5159-5170 ( [BCCJ]) e Chinni, G., Cordaro,

P. D., On Global Analytic and Gevrey Hypoellipticity on the Torus and the Métivier Inequality,

Communications in Partial Differential Equations, 42 (2017), 121-141 ( [ChC]).

Dado um operador linear e cont́ınuo A : C∞
(
TN
)
−→ C∞

(
TN
)
, vamos considerar k ∈

D′
(
TN × TN

)
o seu núcleo distribuição de Schwartz, ou seja, k é a única distribuição periódica

que satisfaz

〈Aϕ,ψ〉 = 〈k, ψ ⊗ ϕ〉 , ∀ ϕ, ψ ∈ C∞
(
TN
)
.

Além disso, denotaremos por a(x, η) o śımbolo discreto de A, o qual é definido por

a(x, η) = e−ix·ηA(eix·η) ∈ C∞
(
TN
)
, ∀ η ∈ ZN .
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Usando séries de Fourier e denotando o operador A por a(x,D) podemos escrever

a(x,D)u(x) =
∑
ξ∈ZN

eix·ξa(x, ξ)û(ξ) =
∑
ξ∈ZN

eix·ξ
( ∑
η∈ZN

â(ξ − η, η)û(η)
)
, (2.1)

isto é ̂a(x,D)u(ξ) =
∑

η∈ZN â(ξ − η, η)û(η).

Observe que

k̂(ξ, η) =
1

(2π)2N

〈
k(x, y), e−i〈(x,y),(ξ,η)〉〉 =

1

(2π)2N

〈
k(x, y), e−i〈x,ξ〉 ⊗ e−i〈y,η〉

〉
=

1

(2π)2N

〈
(Ae−i〈·,η〉)(x), e−i〈x,ξ〉

〉
=

1

(2π)2N

〈
e−i〈x,η〉a(x,−η), e−i〈x,ξ〉

〉
=

1

(2π)2N

∫
TN

e−i〈x,(η+ξ)〉a(x,−η)dx =
1

(2π)N
â(η + ξ,−η).

Assim,

(2π)N k̂(ξ, η) = â(ξ + η,−η), ∀ ξ, η ∈ ZN . (2.2)

Proposição 2.1 Fixado σ ∈ R, as seguintes afirmações sobre o śımbolo discreto e o núcleo

distribuição de um operador linear e cont́ınuo A : C∞
(
TN
)
−→ C∞

(
TN
)

são equivalentes:

(i) Dado α ∈ ZN+ , existe uma constante Cα > 0 de modo que

|Dα
xa(x, η)| ≤ Cα(1 + |η|)σ, ∀ η ∈ ZN , x ∈ TN . (2.3)

(ii) Dado M ∈ Z+, existe CM > 0 tal que

|â(ξ, η)| ≤ CM
(1 + |ξ|)M

(1 + |η|)σ, ∀ ξ, η ∈ ZN . (2.4)

(iii) Dado M ∈ Z+, existe CM > 0 tal que∣∣∣k̂(ξ, η)
∣∣∣ ≤ CM

(1 + |ξ + η|)M
(1 + |η|)σ, ∀ ξ, η ∈ ZN . (2.5)

Demonstração. Suponha que (2.3) seja válido e vamos verificar a validade de (2.4). Considere

M ∈ Z+. Dado ξ ∈ ZN , existe α ∈ ZN+ de modo que |ξ|M ≤ cM0 |ξα| e |α| = M , sendo que c0

depende apenas da dimensão N . De fato, seja j ∈ {1, . . . , N} tal que ξj = max1≤k≤N{ξk}. Se
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ej é o j-ésimo vetor da base canônica de RN , consideramos α = Mej e temos

|ξ|2M =
(
|ξ1|2 + . . .+ |ξN |2

)M ≤ NM |ξj|2M = NM |ξα|2 .

A afirmação segue se extrairmos a raiz quadrada nessa desigualdade e se considerarmos c0 =

N1/2. Dáı, se BM = max|α|=M Cα, então

|ξ|M |â(ξ, η)| ≤ cM0 |D̂α
xa(ξ, η)| = cM0 (2π)−N

∣∣∣ ∫
TN

e−ix·ξDα
xa(x, η)dx

∣∣∣
≤ cM0 (2π)−N

∫
TN
|Dα

xa(x, η)| dx ≤ cM0 BM(1 + |η|)σ,

de onde conclúımos (2.4). Reciprocamente, suponha que (2.4) seja válido e vamos mostrar a

validade de (2.3). Dado α ∈ ZN+ , obtemos as seguintes estimativas

|Dα
xa(x, η)| = |Dα

x

∑
ξ∈ZN

â(ξ, η)eix·ξ| ≤
∑
ξ∈ZN
|â(ξ, η)| |ξ||α|

≤
∑

ξ∈ZN\{0}

CN+1+|α|

(1 + |ξ|)N+1+|α| (1 + |η|)σ|ξ||α|

≤ CN+1+|α|
( ∑
ξ∈ZN\{0}

1

(1 + |ξ|)N+1

)
(1 + |η|)σ, ∀ η ∈ ZN , x ∈ TN ,

e portanto obtemos a estimativa (2.3). A equivalência entre (2.5) e (2.4) segue imediatamente

de (2.2) e a demonstração está completa. �

Definição 2.2 Definimos o conjunto Sσ
(
TN × ZN

)
como sendo o conjunto dos śımbolos dis-

cretos a(x, η) que satisfazem (2.3) e Dpσ
(
TN
)

como sendo o espaço dos operadores a(x,D)

que possuem ordem σ e cujos śımbolos discretos pertencem a Sσ
(
TN × ZN

)
.

Proposição 2.3 Sejam a ∈ Dpσ
(
TN
)

e b ∈ Dpσ′
(
TN
)
. Então, a(x,D)◦b(x,D) ∈ Dpσ+σ′

(
TN
)

e o śımbolo discreto deste operador é dado por

a#b(x, η) =
∑
ξ∈ZN

eix·(ξ−η)a(x, ξ)b̂(ξ − η, η) ∈ Sσ+σ′
(
TN × ZN

)
.

Demonstração.

Mostraremos primeiro que a#b dado acima define um elemento de Sσ+σ′
(
TN × ZN

)
. Pela

Proposição 2.1, conseguimos constantes positivas, Cα, α ∈ ZN+ , de modo que, dado M ∈ Z+,
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existe CM > 0 satisfazendo

|Dα
x (a#b)(x, η)| ≤

∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

(
α

β

)
|ξ − η||β|

∣∣Dα−β
x a(x, ξ)

∣∣ |b̂(ξ − η, η)|

≤
∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

(
α

β

)
|ξ − η||β|Cα−β(1 + |ξ|)σCM (1 + |ξ − η|)−M (1 + |η|)σ′

≤ (1 + |η|)σ+σ′
∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

(
α

β

)
(1 + |ξ − η|)|β|−MCα−βCM

(1 + |ξ|)σ

(1 + |η|)σ
.

Usamos agora a desigualdade

(1 + |ξ|)σ ≤ (1 + |ξ − η|)|σ|(1 + |η|)σ, ∀ ξ, η ∈ ZN ,

para concluirmos que

|Dα
x (a#b)(x, η)| ≤ (1 + |η|)σ+σ′

∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

Cα−βCM

(
α

β

)
(1 + |ξ − η|)|β|−M+|σ|.

Escolhemos M = |α|+K, com K ∈ N de modo que −K+ |σ| ≤ −N − 1 e C ′α = maxβ≤αCαCM

e temos

|Dα
x (a#b)(x, η)| ≤ (1 + |η|)σ+σ′

∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

Cα−βCM

(
α

β

)
(1 + |ξ − η|)|β|−M+|σ|

= (1 + |η|)σ+σ′
∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

Cα−βCM

(
α

β

)
(1 + |ξ − η|)|β|−|α|−K+|σ|

≤ 2|α|C ′α(1 + |η|)σ+σ′
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ − η|)−N−1.

, Como
∑

ξ∈ZN (1 + |ξ− η|)−N−1 =
∑

ξ∈ZN (1 + |ξ|)−N−1 <∞, i,sso nos permite concluir que que

a#b ∈ Sσ+σ′
(
TN × ZN

)
.

De (2.1), sabemos que ̂b(x,D)u(ξ) =
∑

η∈ZN b̂(ξ − η, η)û(η). Assim,

a(x,D) ◦ b(x,D)u(x) =
∑
ξ∈ZN

a(x, ξ) ̂b(x,D)u(ξ)eix·ξ =
∑
ξ∈ZN

∑
η∈ZN

a(x, ξ)b̂(ξ − η, η)û(η)eix·ξ

=
∑
η∈ZN

( ∑
ξ∈ZN

a(x, ξ)b̂(ξ − η, η)eix·(ξ−η)
)
û(η)eix·η,
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o que conclui a demonstração. �

Agora vamos mostrar que se a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)
, então o transposto de a(x,D) é um

elemento de Dpσ
(
TN
)
.

O transposto de a(x,D) é o operador at(x,D) que satisfaz

〈a(x,D)f, g〉 =
〈
f, at(x,D)g

〉
, ∀ f, g ∈ C∞

(
TN
)
.

Denotamos por 〈·, ·〉0 o produto interno em L2
(
TN
)
. O adjunto formal em L2 de a(x,D) é o

operador a∗(x,D) que satisfaz

〈a(x,D)f, g〉0 = 〈f, a∗(x,D)g〉0 , ∀ f, g ∈ C
∞ (TN) .

Observe que se f, g ∈ C∞
(
TN
)
, então

〈f, g〉0 =

∫
TN

f(x)g(x)dx = 〈f, g〉 .

Dessa forma, como

〈a(x,D)f, g〉 = 〈a(x,D)f, g〉0 = 〈f, a∗(x,D)(g)〉0 =
〈
f, a∗(x,D)(g)

〉
para todas f, g ∈ C∞

(
TN
)
, segue que at(x,D)g = a∗(x,D)g. Se gξ(x) = e−ix·ξ, temos que

at(x, η) = e−i〈x,η〉at(x,D)ei〈x,η〉 = e−i〈x,η〉a∗(x,D)e−i〈x,η〉

= ei〈x,η〉a∗(x,D)e−i〈x,η〉 = a∗(x,−η).

Assim, segue que

ât(ξ, η) = (2π)−N
∫
TN

e−i〈x,ξ〉at(x, η)dx = (2π)−N
∫
TN

e−i〈x,ξ〉a∗(x,−η)dx

= (2π)−N
∫
TN

ei〈x,ξ〉a∗(x,−η)dx = â∗(−ξ,−η)

Segue de Cordaro e Chinni [ChC], página 12, que

â∗(ξ, η) = k̂(η,−(ξ + η)),
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sendo que k é o núcleo distribuição de a(x,D). Logo,

ât(ξ, η) = â∗(−ξ,−η) = k̂(−η, ξ + η).

Como (2π)N k̂(ξ, η) = â(ξ + η,−η), conclúımos que se a(x, ξ) ∈ Sσ
(
TN × ZN

)
, então dado

L ∈ Z+, existe CL > 0 de modo que∣∣∣k̂(ξ, η)
∣∣∣ = (2π)−N |â(ξ + η,−η)| ≤ CL

(1 + |ξ + η|)L
(1 + |η|)σ.

Logo, dado M ∈ Z+, existe CM > 0 de modo que

|ât(ξ, η)| = |k̂(−η, ξ + η)| ≤ CM
(1 + |ξ|)M

(1 + |ξ + η|)σ.

Sabemos que (1 + |ζ|)σ ≤ (1 + |ζ + τ |)|σ|(1 + |τ |)σ para todo ζ, τ ∈ ZN . Consideramos ζ = ξ+ η

e τ = −η para obtermos

(1 + |ξ + η|)σ ≤ (1 + |ξ|)|σ|(1 + |η|)σ, ∀ ξ, η ∈ ZN .

Assim,

|ât(ξ, η)| ≤ CM
(1 + |ξ|)M

(1 + |ξ|)|σ|(1 + |η|)σ,

e como M é arbitrária, obtemos que at(x, ξ) ∈ Sσ
(
TN × ZN

)
e portanto o operador at(x,D) ∈

Dpσ
(
TN × ZN

)
. �

Proposição 2.4 Seja a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN × ZN

)
. Então, a(x,D) define um operador linear e

cont́ınuo de H t
(
TN
)

em H t−σ (TN) para todo t ∈ R.

Demonstração. A demonstração segue facilmente da definição das normas de Sobolev e da

propriedade do śımbolo discreto do operador a(x,D). �

2.1.1 Topologias fraca e forte em D′(TN)

Daremos aqui uma rápida recordação sobre as topologias fraca (weak) e forte (strong) em

D′(TN), dual do espaço C∞(TN).

Na topologia fraca em D′(TN), temos que uma sequência Tj → 0 em D′(TN) se, e somente

se, a sequência 〈Tj, ϕ〉 → 0 em C para qualquer ϕ ∈ C∞(TN).
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Na topologia forte em D′(TN), uma sequência Tj → 0 em D′(TN) se, e somente se, a

sequência {〈Tj, ϕ〉} converge para zero uniformemente sobre todo conjunto limitado de C∞(TN).

Nota-se que, como todo ponto é um conjunto limitado, então a topologia forte é mais fina

do que a topologia fraca e, portanto, se uma sequência convergir na topologia forte então ela

também convergirá na topologia fraca.

Como C∞(TN) é um espaço métrico completo (logo de Baire e, portanto, tonelado) e, pelo

teorema de Ascoli, todos seus subconjuntos limitados são relativamente compactos, temos que

C∞(TN) é de Montel. Segue do Corolário 1 da Proposição 34.6 em [T] que em D′(TN) toda

sequência que converge fracamente também converge fortemente. Assim, podemos concluir que,

em D′(TN), a convergência fraca e convergência forte são equivalentes.

2.1.2 Continuidade e composição

Começamos recordando o seguinte resultado, que pode ser encontrado em [T] (Corolário

após Proposição 19.5):

Observação 2.5 Sejam E e F dois espaços vetoriais topológicos e u uma aplicação linear

cont́ınua de E em F . Então,
tu : F ′ → E ′

é cont́ınua quando os duais E ′ e F ′ estão munidos da topologia fraca (respectivamente com a

topologia forte).

Proposição 2.6 Se a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)
, então a(x,D) e at(x,D) se estendem a um operador

linear e cont́ınuo de D′
(
TN
)

sobre si mesmo.

Demonstração. Como at(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

então sabemos que: at(x,D) : C∞(TN) −→
C∞(TN) é cont́ınua e, portanto, segue da Obervação 2.5 que a(x,D) se estende continuamente

de D′(TN) sobre si mesmo, na topologia fraca que coincide com a topologia forte. Analogamente

mostra-se o resultado para o transposto. �

Proposição 2.7 Sejam a(x, ξ) ∈ Sσ
(
TN × ZN

)
, ϕ : TN −→ TN um difeomorfismo suave e

M : ZN −→ ZN um isomorfismo dado pela multiplicação de uma matriz inverśıvel de ordem N

com coeficientes inteiros. Então, b(x, ξ) = a(ϕ(x),Mξ) ∈ Sσ
(
TN × ZN

)
.

Demonstração. A matriz M define um isomorfismo linear de RN sobre si mesmo e então

existe C > 1 tal que

C−1|ξ| ≤ |Mξ| ≤ C|ξ|, ∀ ξ ∈ ZN .
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Dáı, se σ ≥ 0, então

(1 + |Mξ|)σ ≤ (1 + C|ξ|)σ = (C(1/C + |ξ|))σ = Cσ (1/C + |ξ|)σ ≤ Cσ (1 + |ξ|)σ .

Para σ < 0, temos

(1 + |Mξ|)σ ≤ (1 + C−1|ξ|)σ =
(
C−1(C + |ξ|)

)σ
= C−σ (C + |ξ|)σ ≤ C−σ (1 + |ξ|)σ .

Recordamos agora a fórmula de Faà di Bruno (ver [CS]): se f : RN −→ R e g = (g1, . . . , gN) :

RN −→ RN são funções de classe C∞, então para todo α ∈ ZN+ vale

∂α(f ◦ g)(x) =

|α|∑
|β|=1

∂βf(g(x))

|α|∑
`=1

∑
P`(α,β)

α!
∏̀
j=1

(∂γjg(x))σj

σj!γj!|σj |
,

sendo que o conjunto P`(α, β) é o conjunto formado pelos elementos (σ1, . . . , σ`, γ1, . . . , γ`) ∈(
ZN+
)2`

que satisfazem |σj| > 0 para todo j = 1, . . . , `,
∑`

j=1 σj = β,
∑`

j=1 |σj|λj = α e

0 ≺ γ1 ≺ . . . ≺ γ`. Esta última notação possui o seguinte significado: se α = (α1, . . . , αN), β =

(β1, . . . , βN) ∈ ZN+ , então α ≺ β se vale uma das seguintes condições:

(1) |α| < |β|;

(2) |α| = |β| e α1 < β1;

(3) |α| = |β| e existe j0 ∈ {1, . . . , N −1} tal que αj = βj para todo j = 1, . . . , j0 e αj0 < βj0 .

Pela fórmula de Faà di Bruno, dado α ∈ ZN+ , temos

|Dα
x b(x, ξ)| = |Dα

xa(ϕ(x),Mξ)|

≤
|α|∑
|β|=1

∣∣∂βa(ϕ(x),Mξ)
∣∣ |α|∑
`=1

∑
P`(α,β)

α!
∏̀
j=1

|∂γjϕ(x)||σj |

σj!γj!|σj |

Como ϕ ∈ C∞
(
TN
)
, podemos majorar o termo

∑|α|
`=1

∑
P`(α,β) α!

∏`
j=1

|∂γjϕ(x)||σj |
σj !γj !

|σj |
por uma

constante Bα > 0 que depende apenas de ϕ e α. Como a(x, ξ) ∈ Sσ
(
TN × ZN

)
, segue que,
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para uma nova constante Cα > 0, vale

|Dαb(x, ξ)| ≤ Cα (1 + |Mξ|)σ ≤ C ′α(1 + |ξ|)σ, ∀ x ∈ TN , ξ ∈ ZN ,

o que completa a demonstração. �

2.2 Hipoelipticidade global com Perda de Derivadas

Nesta seção, iremos estudar a regularidade global de operadores pseudodiferenciais. Para o

caso não periódico sugerimos o leitor ver [Pa].

Definição 2.8 Dizemos que um operador pseudodiferencial a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

é globalmente

hipoeĺıptico com perda de r derivadas (0 ≤ r < +∞) se

∀t ∈ R, ∀u ∈ D′(TN), a(x,D)u ∈ H t(TN) =⇒ u ∈ H t+σ−r(TN). (2.6)

Quando 0 ≤ r < σ, escrevemos ε = σ − r e, neste caso, dizemos que o operador a(x,D) é

globalmente hipoeĺıptico com ganho de ε derivadas, e (2.6) toma a seguinte forma

∀t ∈ R, ∀u ∈ D′(TN), a(x,D)u ∈ H t(TN) =⇒ u ∈ H t+ε(TN). (2.7)

Para o estudo de classes de operadores com ganho de derivadas sugerimos os artigos [BCCJ]

e [ChC].

Proposição 2.9 Seja a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

um operador pseudodiferencial que é globalmente hi-

poeĺıptico com perda de r derivadas. Então, a(x,D) é um operador globalmente C∞ hipoeĺıptico

em TN , ou seja, se u ∈ D′
(
TN
)

e a(x,D)u ∈ C∞
(
TN
)
, então u ∈ C∞

(
TN
)
.

Demonstração. Seja a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

um operador pseudodiferencial que é globalmente

hipoeĺıptico com perda de r derivadas e u ∈ D′
(
TN
)

tal que a(x,D)u ∈ C∞
(
TN
)
. Para

verificarmos que u ∈ C∞
(
TN
)

vamos mostrar que u ∈ H t
(
TN
)

para todo t ∈ R fixado.

Como a(x,D)u ∈ C∞
(
TN
)
, então a(x,D)u ∈ H t−σ+r

(
TN
)
. Segue da hipótese de a(x,D) ser

globalmente hipoeĺıptico com perda de r derivadas que u ∈ H t−σ+r+σ−r (TN) = H t
(
TN
)
. A

demonstração está completa. �
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Proposição 2.10 Seja a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

um operador pseudodiferencial que é globalmente

hipoeĺıptico com perda de r derivadas. Se b(x,D) ∈ Dpσ′
(
TN
)

com σ′ < σ−r, então c(x,D) =

a(x,D) + b(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

e é um operador pseudodiferencial globalmente hipoeĺıptico com

perda de r derivadas.

Demonstração. Sejam a(x,D), b(x,D), c(x,D) como no enunciado acima, seja u ∈ D′
(
TN
)

tal que c(x,D)u ∈ H t
(
TN
)

e seja δ ∈ R tal que u ∈ Hδ
(
TN
)
. É fácil de ver que a ordem de

c(x,D) também é igual a σ e, portanto, devemos mostrar que u ∈ H t+σ−r (TN). Note que

a(x,D)u = c(x,D)u− b(x,D)u ∈ Hs0
(
TN
)
, (2.8)

com s0 = min{t, δ − σ′}, já que c(x,D)u ∈ H t
(
TN
)

por hipótese e b(x,D)u ∈ Hδ−σ′ (TN)
pela Proposição 2.4. Se s0 = t, então como a(x,D) é globalmente hipoeĺıptico com perda de r

derivadas e possui ordem σ, temos que u ∈ H t+σ−r (TN), o que conclui a demonstração. Se s0 =

δ − σ′, então a(x,D)u ∈ Hδ−σ′ (TN) nos garante que u ∈ Hδ−σ′+σ−r (TN) = Hδ+σ−r−σ′ (TN).
Segue de (2.8) que a(x,D)u ∈ Hs1

(
TN
)
, sendo que s1 = min{t, δ+σ−r−2σ′}. Se s1 = t, então

pelo mesmo argumento utilizado acima, garantimos que u ∈ H t+σ−r (TN) e a demonstração

acabou. Caso contrário, a(x,D)u ∈ Hδ+σ−r−2σ′
(
TN
)

e, portanto, u ∈ Hδ+2σ−2r−2σ′
(
TN
)
.

Como por hipótese σ′ < σ−r, obtemos que σ−r−σ′ > 0; portanto, repetindo o argumento

acima, após um número finito de passos, iremos concluir que u ∈ H t+σ−r (TN) e a demonstração

está completa. �

Lema 2.11 Sejam a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

um operador pseudodiferencial que é globalmente hi-

poeĺıptico com perda de r derivadas e seja σ′ < σ−r. Então, para todo t ∈ R, existe C = Ct > 0

de modo que

‖u‖t+σ−r ≤ C
(
‖a(x,D)u‖t + ‖u‖t+σ′

)
, ∀ u ∈ C∞

(
TN
)
. (2.9)

Demonstração. Sejam t ∈ R e u ∈ C∞
(
TN
)

dados. Definimos o conjunto Ft(TN) ={
v ∈ H t+σ′

(
TN
)

: a(x,D)v ∈ H t
(
TN
)}

. Definimos ainda a seguinte norma em Ft(TN):

|||v|||=̇ ‖v‖t+σ′ + ‖a(x,D)v‖t , ∀ u ∈ Ft.

Mostraremos agora que
(
Ft(TN), ||| · |||

)
é um espaço de Banach.

Suponha que {uj}j seja um sequência de Cauchy em Ft(TN). Então {uj} e {a(x,D)uj}
são sequências de Cauchy em H t+σ′

(
TN
)

e em H t
(
TN
)

respectivamente. Logo, existem u ∈
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H t+σ′
(
TN
)

e v ∈ H t
(
TN
)

tais que uj −→ u em H t+σ′
(
TN
)

e a(x,D)uj −→ v em H t
(
TN
)
. Em

particular, uj −→ u e a(x,D)uj −→ v em D′
(
TN
)

e, como a(x,D)uj −→ a(x,D)u em D′
(
TN
)

(Proposição 2.6), segue da unicidade do limite em D′(TN) que a(x,D)u = v ∈ H t
(
TN
)
. Assim,

u ∈ Ft(TN) e como as sequências ‖uj − u‖t+σ′ e ‖a(x,D)uj − a(x,D)u‖t convergem a zero em

C então |||uj − u||| −→ 0 e temos que a sequência {uj}j converge para u em Ft(TN). Isso

demonstra que Ft(TN) é um espaço de Banach.

Como a(x,D) é globalmente hipoeĺıptico com perda de r derivadas, segue que se u ∈ Ft(TN),

então a(x,D)u ∈ H t
(
TN
)

e, portanto, u ∈ H t+σ−r (TN). Ou seja, Ft(TN) ⊂ H t+σ−r (TN).
Mostraremos agora que a inclusão i : Ft(TN) −→ H t+σ−r(TN) é cont́ınua utilizando o

Teorema do Gráfico Fechado. Suponha que uj −→ u em Ft(TN) e i(uj) = uj −→ v em

H t+σ−r (TN). Assim, u ∈ Ft(TN) e a convergência uj −→ u em Ft(TN) implica que uj −→ u

em H t+σ′
(
TN
)
. Logo, uj −→ u e i(uj) −→ v em D′

(
TN
)
. Segue da unicidade do limite que

v = u, ou seja, i(u) = v. A demonstração que o gráfico de i é fechado está completa; portanto,

i é uma aplicação cont́ınua.

A desigualdade do enunciado é consequência imediata da continuidade da aplicação i defi-

nida acima, e a demonstração do lema está completa. �

No que segue, mostraremos um resultado importante para a sequência. Primeiro, recorda-

mos que se a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

é um operador pseudodiferencial que é globalmente hipoeĺıptico

com perda de r derivadas então a(x,D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em TN e, portanto, ker

a(x,D) ⊂ C∞(TN). Denotaremos por V o ortogonal de Ker a(x,D) em H t+σ−r(TN) com t ∈ R.

Proposição 2.12 Seja a(x,D) como no Lema 2.11 e t ∈ R fixado. Então, existe C1 > 0 tal

que

‖u‖t+σ−r ≤ C1 ‖a(x,D)u‖t , ∀ u ∈ V ∩ C
∞ (TN) .

Demonstração. Suponha que a conclusão da proposição seja falsa. Então dado c = `, ` ∈
{1, 2, . . . }, existe u` ∈ V ∩ C∞

(
TN
)

tal que ‖u`‖t+σ−r > ` ‖a(x,D)u`‖t. Normalizando u` ∈
H t+σ−r (TN) e continuando a chamar a nova sequência por {u`}`, conclúımos que existe uma

sequência {u`}` ⊂ V ∩ C∞
(
TN
)
, ||u`||t+σ−r = 1 de modo que

‖a(x,D)u`‖t <
1

`
, ∀ ` ∈ N. (2.10)

Em particular, a(x,D)u` −→ 0 em D′
(
TN
)
. Além disso, para σ′ < σ−r temos H t+σ−r(TN) ↪→

H t+σ′(TN) e ‖u`‖t+σ−r = 1 para todo ` ∈ N. Então, passando a uma subsequência se necessário,
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o Lema de Rellich nos garante que existe u0 ∈ H t+σ′
(
TN
)

tal que u` −→ u0 em H t+σ′
(
TN
)
. Em

particular, u` −→ u0 em D′
(
TN
)
, o que nos dá a(x,D)u` −→ a(x,D)u0 em D′

(
TN
)
. Portanto,

segue da unicidade do limite em D′(TN) que a(x,D)u0 = 0, ou seja, u0 ∈ ker a(x,D).

Por outro lado, usando (2.9), temos

‖u`‖t+σ−r ≤ C
(
‖a(x,D)u`‖t + ‖u`‖t+σ′

)
.

Fazendo ` −→ +∞ e usando (2.10), segue que 1 ≤ C ‖u0‖t+σ′ , o que nos garante que u0 6=
0. Porém, como u` ∈ V para todo ` e V ⊂ H t+σ−r (TN) é fechado, segue que u0 ∈ V =

(ker a(x,D))⊥ em H t+σ−r (TN). Assim teremos que u0 ∈ ker a(x,D) ∩ (ker a(x,D))⊥ = {0},
portanto, obtemos uma contradição visto que u0 6= 0. A demonstração está completa. �

2.2.1 Resolubilidade global

Iremos considerar um operador peseudodiferencial a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

e vamos definir

quando este operador é globalmente resolúvel em D′(TN). Nosso objetivo é encontrar condições

para a tal resolubilidade global de a(x,D), i.é., considerando a(x,D) : D′(TN) −→ D′(TN),

dada f ∈ C∞(TN) procuramos u ∈ D′(TN) tal que a(x,D)u = f . É fácil ver que existem

condições naturais de compatibilidade sobre f para a solução u existir, mais precisamente

Lema 2.13 Seja f ∈ C∞(TN). Se existir u ∈ D′(TN) tal que a(x,D)u = f então devemos ter∫
TN
w.f = 0

para toda w ∈ C∞(TN) satisfazendo ta(x,D)w = 0 onde ta(x,D) : C∞(TN) −→ C∞(TN).

Em vista do lema acima usaremos a seguinte notação:

Definição 2.14 Seja

E(a(x,D)) =
{
g ∈ C∞(TN) :

∫
TN
w.g = 0 para toda

w ∈ C∞(TN) tal que ta(x,D)w = 0
}
.

Definição 2.15 Dizemos que a(x,D) é globalmente resolúvel em D′(TN), se para toda

f ∈ E(a(x,D)) existe u ∈ D′(TN) tal que a(x,D)u = f .
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Teorema 2.16 Seja a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

tal que ta(x,D) é globalmente hipoeĺıptico com perda

de r derivadas. Então, a(x,D) é globalmente resolúvel em D′(TN).

Demonstração. Seja f ∈ E(a(x,D)). Definimos

〈Tf , ϕ〉 =

∫
TN

f(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ C∞
(
TN
)
.

Observe que se ϕ ∈ C∞(TN) então para s ∈ R definimos t = −σ + r − s e obtemos

|〈Tf , ϕ〉| ≤
∫
TN
|f(x)| |ϕ(x)| dx ≤ ‖f‖s ‖ϕ‖−s = C ‖ϕ‖t+σ−r ,

sendo que C = ‖f‖s. Usando a Proposição 2.12 com ta(x,D) no lugar de a(x,D) podemos

concluir que

|〈Tf , ϕ〉| ≤ C ‖ϕ‖t+σ−r ≤ C1

∥∥ta(x,D)ϕ
∥∥
t
, ϕ ∈ V ∩ C∞

(
TN
)
. (2.11)

com C1 = C1(||f ||s, σ, r) > 0.

Consideramos o espaço {ta(x,D)ϕ : ϕ ∈ V ∩C∞
(
TN
)
}, sendo V dado antes da Proposição

2.12, munido da topologia induzida por H t(TN) e definimos a forma linear Φ sobre {ta(x,D)ϕ :

ϕ ∈ V ∩ C∞
(
TN
)
} dada por

Φ(ta(x,D)ϕ) = 〈Tf , ϕ〉 , ϕ ∈ V ∩ C∞
(
TN
)
.

É fácil ver que Φ está bem definida e segue de (2.11) que Φ é cont́ınua.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos estender Φ a um funcional linear cont́ınuo u :

H t
(
TN
)
−→ C e, portanto, u ∈ (H t(TN))′ ∼= H−t(TN) ⊂ D′(TN).

Notemos que como V ⊕ ker ta(x,D) = H t+σ−r(TN) então podemos escrever

C∞(TN) = C∞(TN) ∩H t+σ−r(TN) =
(
C∞(TN) ∩ V

)
⊕
(
C∞(TN) ∩ ker ta(x,D)

)
=

(
C∞(TN) ∩ V

)
⊕ ker ta(x,D),

pois ta(x,D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em TN .

Mostraremos, agora, que u ∈ D′
(
TN
)

satisfaz a(x,D)u = f . Se ϕ ∈ C∞(TN), então

segue da observação acima que podemos escrever ϕ = ϕ0 + ϕ1 com ϕ0 ∈ C∞(TN) ∩ V e

ϕ1 ∈ ker ta(x,D). Usando os fatos de que ta(x,D)ϕ1 = 0 e 〈Tf , ϕ1〉 = 0, pois ϕ1 ∈ ker ta(x,D)

53



e f ∈ E(a(x,D)), obtemos

〈a(x,D)u, ϕ〉 =
〈
u, ta(x,D)ϕ

〉
=
〈
u, ta(x,D)(ϕ0 + ϕ1)

〉
=
〈
u, ta(x,D)ϕ0

〉
= Φ( ta(x,D)ϕ0) = 〈Tf , ϕ0〉 = 〈Tf , ϕ0 + ϕ1〉 = 〈Tf , ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 ;

portanto, conclúımos que a(x,D)u = f . A demonstração do Teorema 2.16 está completa. �

2.3 Perturbações de Ordem Negativa

Nosso objetivo aqui é considerar a classe dos operadores diferenciais parciais lineares com

coeficientes constantes em TN , da forma P (D) =
∑
|α|≤m aαD

α, aα ∈ C e α ∈ ZN+ , e estudar

a resolubilidade e hipoelipticidade global de perturbações destes operadores por operadores

pseudodiferenciais de ordem negativa.

2.3.1 Perturbações dos operadores P (D)

Iniciamos esta seção com as seguintes

Definição 2.17 Seja a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)

com x ∈ TN e a(x,D) : C∞(TN) −→ C∞(TN).

Dizemos que a(x,D) é globalmente C∞ resolúvel, se dada f ∈ (ker ta(x,D))
⊥

, existe u ∈
C∞

(
TN
)

de modo que a(x,D)u = f . Aqui, o conjunto

(
ker ta(x,D)

)⊥
=̇{f ∈ C∞(TN) : 〈w, f〉 = 0, para toda w ∈ D′

(
TN
)

tal que ta(x,D)w = 0}.

Definição 2.18 Seja a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)
. Dizemos que a(x,D) : D′(TN) −→ D′(TN) é

globalmente C∞ hipoeĺıptico, em TN se, para toda u ∈ D′
(
TN
)

tal que a(x,D)u ∈ C∞
(
TN
)
,

temos u ∈ C∞
(
TN
)
.

Seja

P (D) =
∑
|α|≤m

aαD
α, aα ∈ C, α ∈ ZN+ (2.12)

um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes em TN . Seu śımbolo é dado

por

P (ξ) =
∑
|α|≤m

aαξ
α, ξ ∈ ZN .

54



Segue de Greenfield-Wallach [GW] que o operador P (D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em TN

se e somente se existem constantes positivas L,M e C tais que

|P (ξ)| ≥ L|ξ|−M , |ξ| ≥ C. (2.13)

Como tP (D) =
∑
|α|≤m(−1)|α|aαD

α então |tP (ξ)| = |P (−ξ)| e se assumirmos que o conjunto

S = {ξ ∈ ZN : P (ξ) = 0} é finito conclúımos que vale o seguinte resultado, cuja demonstração

será omitida por ser standard.

Proposição 2.19 As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) O operador P (D) é globalmente C∞ resolúvel.

(2) O operador P (D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em TN ;

(3) O operador tP é globalmente C∞ resolúvel.

(4) O operador tP é globalmente C∞ hipoeĺıptico em TN ;

(5) existem L > 0,M > 0 tais que |P (ξ)| ≥ L|ξ|−M , ξ /∈ S (“Greenfield-Wallach” [GW]).

O Próximo resultado nos permitirá concluir que o operador P (D) perde m+M derivadas.

Proposição 2.20 Suponha que P (D) seja globalmente C∞ resolúvel. Então, existe uma cons-

tante c > 0 tal que, dado s ∈ R, existe uma constante A = A(s) > 0 satisfazendo

‖u‖s−M ≤ c ‖P (D)u‖s + Ak+1 ‖u‖−k , ∀ k ∈ Z+, ∀ u ∈ D′
(
TN
)
, (2.14)

sendo M > 0 dada no item (5) da Proposição 2.19. Além disso,

‖f‖s−M ≤ c ‖P (D)f‖s , ∀ s ∈ R, f ∈
(
ker tP (D)

)⊥
. (2.15)

Demonstração. Seja u ∈ D′(TN) tal que P (D)u ∈ Hs(TN). Como P (D) é globalmente C∞
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resolúvel, segue da Proposição 2.19 que, existem constantes L,M > 0 tais que

‖u‖2
s−M =

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2

=
∑
ξ /∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2 +
∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2

=
∑
ξ /∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |P (ξ)|2

|P (ξ)|2
|û(ξ)|2 +

∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2

=
∑
ξ /∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) 1

|P (ξ)|2
|P̂ (D)u(ξ)|2 +

∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2

≤
∑
ξ /∈S

(1 + |ξ|)2s L−2|P̂ (D)u(ξ)|2 +
∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2

≤ L−2 ‖P (D)u‖2
s +

∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2.

Neste ponto notamos que se u ∈ (ker tP0)
⊥

, então temos que û(ξ) = 0 para todo ξ ∈ S e,

portanto, segue de (2.16) que ||u||s−M ≤ L−2||P (D)u||s. Logo, (2.15) está demonstrada

Definindo A = maxξ∈S{(1 + |ξ|)2(s−M), (1 + |ξ|)2} temos

‖u‖2
s−M ≤ L−2 ‖P (D)u‖2

s +
∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) |û(ξ)|2

= L−2 ‖P (D)u‖2
s +

∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)2(s−M) (1 + |ξ|)2k(1 + |ξ|)−2k|û(ξ)|2

≤ L−2 ‖P (D)u‖2
s + Ak+1

∑
ξ∈S

(1 + |ξ|)−2k|û(ξ)|2

≤ L−2 ‖P (D)u‖2
s + Ak+1

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|)−2k|û(ξ)|2

= L−2 ‖P (D)u‖2
s + Ak+1 ‖u‖2

−k ,

o que completa a demonstração. �

Corolário 2.21 Se o operador P (D) é globalmente C∞ resolúvel, então P (D) e tP (D) são

globalmente C∞ hipoeĺıpticos com perda de M + m derivadas, sendo M dado no item (5) da

Proposição 2.19 e m é a ordem do operador P (D).

Demonstração. Seja u ∈ D′
(
TN
)

de modo que P (D)u ∈ Hs
(
TN
)
. Como u ∈ D′

(
TN
)
,
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existe k0 ∈ Z+ de modo que u ∈ H−k0
(
TN
)
. Pela Proposição 2.20, segue que

‖u‖s−M ≤ c ‖P (D)u‖s + Ak0 ‖u‖−k0 <∞.

Isso garante que u ∈ Hs−M (TN) e, como s −M = s + m − (M + m) e a ordem de P (D) é

igual a m, segue que P (D) é globalmente hipoeĺıptico com perda de M +m derivadas.

Para a afirmação sobre tP (D) basta observar que |tP (ξ)| = |P (−ξ)| e que a condição:

existem L > 0,M > 0 e C > 0 tais que |P (ξ)| ≥ L|ξ|−M , ξ /∈ S é equivalente a seguinte

condição: existem L > 0,M > 0 e C > 0 tais que |P (−ξ)| ≥ L|ξ|−M , −ξ /∈ S.

Podemos usar então a Proposição 2.20 com tP (D) no lugar de P (D) e o argumento acima

nos permite concluir que tP (D) é globalmente hipoeĺıptico com perda de M +m derivadas. A

demonstração está completa. �

Corolário 2.22 Suponha que o operador P (D) seja globalmente C∞ resolúvel e que a(x,D)

seja um operador pseudodiferencial de ordem σ < −M , sendo M dado no item (5) da Pro-

posição 2.19. Então, Q = P (D) + a(x,D) é globalmente hipoeĺıptico com perda de M + m

derivadas. O mesmo vale para tQ.

Demonstração. Segue do Corolário 2.21 e da Proposição 2.10. �

Teorema 2.23 Sejam P (D) como em (2.12) e a(x,D) ∈ Dpσ
(
TN
)
. Se P (D) é globalmente

C∞ resolúvel e σ < −M então o operador Q = P (D) + a(x,D) é um operador globalmente C∞

hipoeĺıptico em TN e globalmente C∞ resolúvel.

Demonstração. Como por hipótese o operador P (D) é globalmente C∞ resolúvel e a ordem

do operador pseudodiferencial a(x,D) é σ < −M então segue do Corolário 2.22 que Q e tQ são

operadores globalmente hipoeĺıpticos com perda de M +m derivadas.

Mostremos agora que Q é globalmente C∞ resolúvel em TN . Para f ∈
(
kertQ

)⊥
vê-se

facilmente que f ∈ E(tQ). Como tQ é um operador globalmente hipoeĺıptico com perda de

M + m derivadas então segue do Teorema 2.16 que o operador Q é globalmente resolúvel em

D′(TN) e portanto existe u ∈ D′
(
TN
)

tal que Qu = f . Para concluirmos que u ∈ C∞(TN)

basta lembrarmos que segue da Proposição 2.9 e do fato que o operador Q é globalmente C∞

hipoeĺıptico com perda de M + m derivadas que Q é globalmente C∞ hipoeĺıptico e portanto

podemos concluir que u ∈ C∞
(
TN
)

e a demonstração está completa. �
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2.3.2 Perturbações do campo vetorial L = c1Dx1
+ c2Dx2

Ao longo desta seção, vamos considerar um campo vetorial L da forma

L = c1Dx1 + c2Dx2 , x = (x1, x2) ∈ T2, (2.16)

sendo que c1, c2 ∈ R. Para o estudo da resolubilidade de L consideramos o seguinte conjunto

Γ = {ξ = (ξ1, ξ2) ∈ Z2 : 〈ω, ξ〉 = 0}, (2.17)

sendo que ω = (c1, c2) ∈ R2. Note que como Z2 é um módulo livre, a dimensão de Γ é no

máximo igual a 2. Além disso, se a dimensão de Γ for igual a 2, então Γ = Z2 e, em particular,

(1, 0), (0, 1) ∈ Γ. Isso nos garante que c1 = c2 = 0 e, portanto, L = 0. Sendo assim, vamos

analisar apenas os casos em que a dimensão de Γ é igual a 0 ou 1.

O estudo da resolubilidade e hipoelipticidade global do operador L definido em (2.16), assim

como perturbações da forma L+ b(x), com b ∈ C∞ (T2;C) foi realizado em [PZ].

Observação 2.24 Nesta subseção sempre iremos considerar L globalmente C∞ resolúvel.

Recordemos a notação usada em [PZ]: Seja

C∞(T2) = C∞Γ (T2)⊕ C∞Γc(T2),

com

C∞Γ (T2) = {f ∈ C∞(T2) : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Γc}

e

C∞Γc(T2) = {f ∈ C∞(T2) : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Γ}.

Para f ∈ C∞(T2) escrevemos f = fΓ + fΓc , com fΓ ∈ C∞Γ (T2) e fΓc ∈ C∞Γc(T2). Do mesmo

modo, definimos

D′(T2) = D′Γ(T2)⊕D′Γc(T2).

Redução

Sejam L como dado em (2.16) e b ∈ C∞(T2;C). Como o operador L é globalmente C∞

resolúvel e bΓc ∈ (ker tL)⊥ (ver Lema 2.5 em [PZ]), segue que existe h ∈ C∞ (T2) de modo que

Lh = bΓc .
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Proposição 2.25 Para x ∈ T2 o operador P = L + b(x) + a(x,D), com a(x,D) ∈ Dpσ (T2),

σ < 0, é globalmente C∞ resolúvel se, e somente se, o operador P1 = L + bΓ(x) + a1(x,D) é

globalmente C∞ resolúvel, sendo que a1(x,D) =̇ eha(x,D)e−h ∈ Dpσ
(
TN
)
.

Demonstração. Suponha inicialmente que P1 seja globalmente C∞ resolúvel e vamos mostrar

que P é globalmente C∞ resolúvel. Seja f ∈ (ker tP )⊥. Definimos g = ehf ∈ C∞ (T2) e vamos

mostrar que g ∈ (ker tP1)⊥. Se w ∈ D′ (T2), então

〈w, g〉 =
〈
ehw, f

〉
;

portanto, é suficiente mostrarmos que ehw ∈ ker tP se w ∈ ker tP1. Primeiro, se ψ ∈ C∞ (T2)

então 〈
tP (ehw), ψ

〉
=
〈
ehw,Pψ

〉
=
〈
w, ehPψ

〉
. (2.18)

Observe que

P1(ehψ) = (L+ bΓ(x) + a1(x,D)) ehψ

= ehbΓc(x)ψ + eh(Lψ) + bΓ(x)ehψ + a1(x,D)(ehψ)

= eh(L+ b(x))ψ + eha(x,D)ψ

= ehPψ. (2.19)

Observe ainda que as igualdades acima permanecem válidas se trocarmos ψ por uma distri-

buição v ∈ D′ (T2) qualquer. Segue de (2.18), de (2.19) e do fato que w ∈ ker tP1 que

〈
tP (ehw), ψ

〉
=
〈
w,P1(ehψ)

〉
=
〈
tP1w, e

hψ
〉

= 0,

isto é, ehw ∈ ker tP e, portanto, g ∈ (ker tP1)⊥.

Como P1 é globalmente resolúvel, existe v ∈ C∞
(
TN
)

tal que P1v = g. Definimos u =

e−hv ∈ C∞ (T2) e temos

Pu = (L+ b(x) + a(x,D))(e−hv)

= e−h (−bΓc(x)) v + e−hLv + b(x)e−hv + e−heha(x,D)e−hv

= e−h (L+ bΓ(x) + a1(x,D)) v

= e−hP1v = e−hg = f,
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o que demonstra que P é globalmente resolúvel.

A demonstração da rećıproca é análoga. �

Observação 2.26 A mesma ideia usada na proposição anterior nos permite concluir que P é

globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 se, e somente se, P1 é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2.

2.3.3 O Caso Γ = {0}

Segue da subseção anterior que no caso em que Γ = {0} temos que estudar o operador

P1 = L+ b0 + a1(x,D),

pois no caso Γ = {0} temos que bΓ(x) = b̂(0) = b0 ∈ C é uma constante.

Nesta subseção aplicaremos a teoria desenvolvida na subseção 2.3.1 para o operador com

coeficientes constantes dado por P0(D) = L+ b0 = c1Dx1 + c2Dx2 + b0.

O conjunto S = {ξ ∈ ZN : P (ξ) = 0} usado no item (5) da proposição 2.19, neste caso é dado

por S = {ξ ∈ Z2 : 〈ω, ξ〉+ b0 = 0}. Observe que se b0 = 0 então S = Γ = {0}. Se b0 6= 0 então

0 /∈ S. Se S 6= ∅, então S = {ξ0} para algum ξ0 ∈ Z2\{0}, pois se 〈ω, ξ〉+ b0 = 〈ω, ξ′〉+ b0 = 0,

para certos ξ, ξ′ ∈ Z2, então 〈ω, ξ − ξ′〉 = 0 e, portanto, ξ − ξ′ ∈ Γ = {0}; isto é, ξ = ξ′. A

partir de agora iremos denotar S = {ξ0} quando S 6= ∅.

Observação 2.27 Seja f ∈ C∞ (T2) e suponha que S 6= ∅. Então, f ∈ (kert P0(D))⊥ se, e

somente se, f̂(ξ0) = 0.

Observação 2.28 Se b0 = 0 então temos ξ0 = 0.

Proposição 2.29 As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) O operador L+ b(x) é globalmente C∞ resolúvel.

(2) O operador L+ b(x) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2;

(3) O operador P0 = L+ b0 é globalmente C∞ resolúvel.
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(4) O operador P0 = L+ b0 é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2;

(5) Existem C > 0 e M > 0 tais que |〈ω, ξ〉 + b0| ≥ C
(1+|ξ|)M para todo ξ /∈ S (Greenfield-

Wallach [GW]).

Demonstração. A equivalência entre as condições (1) e (3) e as condições (2) e (4) seguem

da Proposição 2.25 e da Observação 2.26, já que naquele momento a dimensão de Γ não foi

relevante.

A equivalência entre as condições (3) e (5) e entre (4) e (5) seguem da Proposição 2.19. �

Teorema 2.30 Sejam L como em (2.16), b(x) ∈ C∞ (T2;C) e a(x,D) ∈ Dpσ (T2). Se o campo

vetorial L e o operador L + b(x) são globalmente C∞ resolúveis e σ < −M então o operador

P = L + b(x) + a(x,D) é um operador globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 e globalmente C∞

resolúvel.

Demonstração. Como L é globalmente C∞ resolúvel então o operador L+b(x) é globalmente

C∞ resolúvel se somente se P0(D) = L + b0 é globalmente C∞ resolúvel, ver Proposição 2.25

para o caso particular em que a1(x,D) = 0. Assim, segue do Teorema 2.23 que vale o resultado

para o operador L+ b0 +a1(x,D). Pela Proposição 2.25 e Observação 2.26 vale o Teorema para

o operador P = L+ b(x) + a(x,D). �

2.3.4 O Caso dim Γ = 1

Nesta seção, estamos assumindo que bΓ 6≡ 0 e iremos estudar o operador

P1 = L+ bΓ(x) + a1(x,D),

supondo que dim Γ = 1. Neste caso, conseguimos uma base de Z2 da forma {k1, v2}, sendo k1

um gerador de Γ. Considere a mudança de variáveis ϕ : T2
x −→ T2

y, y = ϕ(x) = M tx, sendo

que M é a matriz quadrada de ordem 2 cujas colunas são os vetores k1 e v2 nesta ordem. Já

sabemos (ver [PZ]) que se v = v(y) ∈ C∞ (T2) e u(x) = v ◦ ϕ(x), então

(L+ bΓ(x))u(x) = Rv(ϕ(x)),

sendo que R é o operador dado por (cDy2 + d(y1)), com c ∈ R \ {0}, d ∈ C∞(T;C). Vamos

ver agora o que ocorre com a1(x,D)u(x). Primeiro observe que, como a matriz Jacobiana de ϕ
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possui determinante constante igual a 1 ou −1, então fazendo a mudança de variáveis y = ϕ(x),

obtemos

û(ξ) = (2π)−2

∫
T2

u(x)e−i〈x,ξ〉dx = (2π)−2

∫
T2

v((ϕ(x))e−i〈ϕ
−1(ϕ(x)),ξ〉dx

= (2π)−2

∫
T2

v(y)e−i〈ϕ
−1(y),ξ〉dy = (2π)−2

∫
T2

v(y)e−i〈(M
t)−1y,ξ〉dy

= (2π)−2

∫
T2

v(y)e−i〈y,(M
−1ξ)〉dy

= v̂(M−1ξ).

Dáı, se fizermos a mudança η = M−1ξ, temos

a1(x,Dx)u(x) =
∑
ξ∈Z2

a1(x, ξ)û(ξ)ei〈x,ξ〉 =
∑
ξ∈Z2

a1(x, ξ)v̂(M−1ξ)ei〈x,ξ〉

=
∑
η∈Z2

a1(x,Mη)v̂(η)ei〈x,(Mη)〉 =
∑
η∈Z2

a1(x,Mη)v̂(η)ei〈(M
tx),η〉

=
∑
η∈Z2

a1(ϕ−1(ϕ(x)),Mη)v̂(η)ei〈ϕ(x),η〉.

Se ã(y,D) é o operador pseudodiferencial cujo śımbolo discreto é ã(y, η) = a1(ϕ−1(y),Mη),

então a igualdade acima nos mostra que

a1(x,D)u(x) = ã(y,D)v(ϕ(x)).

Assim, se Q = R + ã(y,D), então

P1(v ◦ ϕ)(x) = (L+ bΓ + a1(x,D))(v ◦ ϕ)(x) = (L+ bΓ)u(x) + a1(x,D)u(x) (2.20)

= (Rv)(ϕ(x)) + (ã(y,D)v)(ϕ(x)) = (Qv)(ϕ(x)), ∀ v ∈ C∞
(
T2
)
.

Analogamente mostra-se que

tP1(v ◦ ϕ)(x) = (tQv)(ϕ(x)), ∀ v ∈ C∞(T2). (2.21)

Como u(x) = (v ◦ ϕ)(x) segue de (2.21) que

[( tP1u) ◦ ϕ−1](y) = [ tQ(u ◦ ϕ−1)](y), ∀ u ∈ C∞(T2). (2.22)
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Agora considerando v ∈ D′(T2) e ψ ∈ C∞(T2) segue de (2.22), com u = ψ, que

〈P1(v ◦ ϕ), ψ〉 = 〈v ◦ ϕ, tP1ψ〉 = 〈v, ( tP1ψ) ◦ ϕ−1〉

= 〈v, tQ(ψ ◦ ϕ−1)〉 = 〈Qv, ψ ◦ ϕ−1〉

= 〈(Qv) ◦ ϕ, ψ〉,

ou seja, (2.20) também vale para v ∈ D′ (T2) e conclúımos que

P1(v ◦ ϕ) = (Qv) ◦ ϕ, ∀ v ∈ D′
(
T2
)
.

Proposição 2.31 O operador P1 é globalmente C∞ resolúvel se, e somente se, o operador Q

é globalmente C∞ resolúvel.

Demonstração. Suponha que Q seja globalmente C∞ resolúvel e vamos mostrar que o ope-

rador P1 é globalmente C∞ resolúvel. Seja f ∈ (ker tP1)
⊥

. Definimos g = f ◦ ϕ−1 ∈ C∞ (T2)

e vamos mostrar que g ∈ (ker tQ)
⊥

. Seja w ∈ ker tQ e observe que, como a matriz Jacobiana

de ϕ possui determinante constante igual a 1 ou −1, temos que 〈w, g〉 = 〈w ◦ ϕ, f〉. Assim, é

suficiente mostrarmos que w ◦ ϕ ∈ ker tP1. Por (2.20), se ψ ∈ C∞ (T2), vale

(P1ψ) ◦ ϕ−1 =
(
P1(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ)

)
◦ ϕ−1 = Q(ψ ◦ ϕ−1). (2.23)

Assim, usando (2.23), se ψ ∈ C∞ (T2) obtemos

〈
tP1(w ◦ ϕ), ψ

〉
= 〈w ◦ ϕ, P1ψ〉

=
〈
w, (P1ψ) ◦ ϕ−1

〉
=

〈
w,Q(ψ ◦ ϕ−1)

〉
=

〈
tQw,ψ ◦ ϕ−1

〉
= 0,

pois w ∈ ker tQ. Logo, existe v ∈ C∞ (T2) de modo que Qv = g. Definimos u = v◦ϕ ∈ C∞ (T2)

e segue de (2.20) que

P1u = P1(v ◦ ϕ) = (Qv) ◦ ϕ = g ◦ ϕ = f,

o que completa a demonstração da primeira parte.
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A demonstração da rećıproca é análoga. �

2.3.5 Hipoelipticidade C∞ global de P1

Nesta sub-seção vamos supor que P0 = L+ bΓ(x) é globalmente C∞ hipoeĺıptico.

Aqui iremos analisar a hipoelipticidade C∞ global do operador P1 e recordamos que R =

cDy2 + d(y1).

Proposição 2.32 O operador P0 = L + bΓ(x) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 se, e

somente, o operador R = cDy2 + d(y1) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2. Além disso, o

operador P1 = P0 + a1(x,D) é globamente C∞ hipoeĺıptico em T2 se, e somente se, o operador

Q = cDy2 + d(y1) + ã(y,D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2.

Demonstração. A demonstração desse fato é consequência do seguinte resultado mais geral:

suponha que a(x,D) ∈ Dpσ (T2) e seja ϕ : T2 −→ T2 definido como na seção anterior. Se

b(x,D) é um operador pseudodiferencial de modo que a(x,D)(v ◦ ϕ) = (b(y,D)v) ◦ ϕ para

toda v ∈ D′ (T2), então a(x,D) é globamente C∞ hipoeĺıptico em T2 se, e somente se, b(y,D)

é globamente C∞ hipoeĺıptico em T2. De fato, suponha que a(x,D) seja globalmente C∞

hipoeĺıptico e que b(y,D)v = f ∈ C∞ (T2), com v ∈ D′ (T2). Seja u = v ◦ ϕ. Então

a(x,D)u = a(x,D)(v ◦ ϕ) = (b(y,D)v) ◦ ϕ = f ◦ ϕ ∈ C∞
(
T2
)
.

A hipoelipticidade C∞ global de a(x,D) nos garante que v ◦ ϕ ∈ C∞ (T2), e o que nos dá que

v = (v ◦ ϕ) ◦ ϕ−1 ∈ C∞ (T2), e portanto b(y,D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2.

A demonstração da rećıproca é análoga. �

A hipoelipticidade C∞ global do operador R é dada pela

Proposição 2.33 O operador R é globalmente C∞ hipoeĺıptico se, e somente se, cη+d(y1) 6= 0

para todo η ∈ Z e y1 ∈ T.

A demonstração desta proposição pode ser vista em [PZ], Teorema 3.11.

A proposição a seguir está demonstrada em [PZ], ver Teorema 5.2, com a hipótese que

u ∈ C∞(T2). Aqui precisamos que u ∈ D′(T2).
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Proposição 2.34 Se R é globalmente C∞ hipoeĺıptico, então para cada s ∈ R, existe cs > 0

tal que

‖u‖s ≤ cs ‖Ru‖s , ∀ u ∈ D
′ (T2

)
,

sendo que ‖·‖s denota a norma usual em Hs (T2).

Demonstração. Para demonstrarmos essa proposição faremos uso do lema abaixo (cuja de-

monstração está em [PZ], Lema 5.1).

Lema 2.35 Para cada t ∈ R e η ∈ Z, existe Ct > 0 tal que

‖gη‖t ≤ Ct, ∀ η ∈ Z,

sendo que gη(y1) = 1
cη+d(y1)

.

Se ξ ∈ Z2, então

(1 + |ξ|)2 = 1 + 2|ξ|+ |ξ|2 ≤ 2(1 + |ξ|2).

Além disso,

(1 + |ξ|2) ≤ (1 + |ξ|)2.

Assim,

(1 + |ξ|2) ≤ (1 + |ξ|)2 ≤ 2(1 + |ξ|2), ∀ ξ ∈ Z2.

Em particular, existe ct > 0 de modo que

(1 + |ξ|)2t ≤ ct(1 + |ξ|2)t, ∀ ξ ∈ Z2, t ∈ R, (2.24)

onde ct = 2t para t > 0 e ct = 1 para t < 0.

Da mesma forma obtemos

(1 + |ξ|2)t ≤ ct(1 + |ξ|)2t, ∀ ξ ∈ Z2, t ∈ R, (2.25)

onde c1
t = 1 para t > 0 e c1

t = 2−t para t < 0.

Se f = Ru com u ∈ D′(T2), então aplicando a transformada parcial de Fourier na variável

y2, usando o fato de que R é globalmente C∞ hipoeĺıtico em T2 e a Proposição 2.33, conclúımos

que

û(y1, η) =
f̂(y1, η)

cη + d(y1)
= gη(y1)f̂(y1, η), ∀ y1 ∈ T, η ∈ Z,
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sendo que g(y1) = 1
cη+d(y1)

∈ C∞(T) para cada η ∈ Z.

Assim, usando (2.24), obtemos

‖u‖2
s =

∑
(ξ,η)∈Z2

(1 + |(ξ, η)|)2s |û(ξ, η)|2

≤ cs
∑

(ξ,η)∈Z2

(
1 + ξ2 + η2

)s |û(ξ, η)|2

= cs
∑

(ξ,η)∈Z2

(
1 + ξ2 + η2

)s
(2π)−1

∣∣〈û(y1, η), e−iy1ξ
〉∣∣2

= cs
∑

(ξ,η)∈Z2

(
1 + ξ2 + η2

)s
(2π)−1

∣∣∣〈gη(y1)f̂(y1, η), e−iy1ξ
〉∣∣∣2

= cs
∑

(ξ,η)∈Z2

(
1 + ξ2 + η2

)s ∣∣∣∣ ̂gη(·)f̂(·, η)(ξ)

∣∣∣∣2

= cs
∑

(ξ,η)∈Z2

(
1 + ξ2 + η2

)s ∣∣∣∣∣∑
θ∈Z

ĝη(ξ − θ)f̂(θ, η)

∣∣∣∣∣
2

≤ cs
∑

(ξ,η)∈Z2

(
1 + ξ2 + η2

)s(∑
θ∈Z

∣∣∣ĝη(θ)f̂(ξ − θ, η)
∣∣∣)2

.

Utilizando a desigualdade de Hölder e o Lema 2.35, obtemos

‖u‖2
s ≤ cs

∑
(ξ,η)∈Z2

(
1 + ξ2 + η2

)s∑
θ∈Z

(1 + θ2)t |ĝη(θ)|2
∑
θ∈Z

(1 + θ2)−t
∣∣∣f̂(ξ − θ, η)

∣∣∣2
≤ csC

2
t

∑
(ξ,η)∈Z2

∑
θ∈Z

(
1 + ξ2 + η2

)s
(1 + θ2)−t

∣∣∣f̂(ξ − θ, η)
∣∣∣2

= csC
2
t

∑
θ∈Z

∑
θ′∈Z

∑
η∈Z

(
1 + (θ + θ′)2 + η2

)s
(1 + θ2)−t

∣∣∣f̂(θ′, η)
∣∣∣2 .

Usando a desigualdade (1 + (θ + θ′)2 + η2)
s ≤ 2|s|(1+θ2)|s| (1 + θ′2 + η2)

s
para cada θ, θ′, η ∈ Z,

obtemos

‖u‖2
s ≤ csC

2
t

∑
θ∈Z

∑
θ′∈Z

∑
η∈∈Z2

(
1 + (θ + θ′)2 + η2

)s
(1 + θ2)−t

∣∣∣f̂(θ′, η)
∣∣∣2

≤ cs2
|s|C2

t

∑
θ∈Z

(1 + θ2)|s|−t
∑
θ′∈Z

∑
η∈Z

(
1 + θ′2 + η2

)s ∣∣∣f̂(θ′, η)
∣∣∣2
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e basta escolhermos t de modo que |s| − t < −2 e agora usarmos (2.25) para concluirmos a

demonstração da desigualdade desejada. �

Corolário 2.36 Os operadores R, tR, Q = R + ã(y,D) e tQ, com ã(x,D) ∈ Dpσ′ (T
2) e

σ′ < 0, são globalmente C∞ hipoeĺıpticos com perda de 1 derivada.

Demonstração. A afirmação sobre R é imediata da Proposição 2.34, já que a ordem de R

é igual a 1. Como tR = −cDy2 + d(y1), a hipoelipticidade C∞ de R e tR são equivalentes

pela Proposição 2.33, já que cη + d(y1) = 0 se, e somente se, −c(−η) + d(y1) = 0. Assim tR é

globalmente C∞ hipoeĺıptico e podemos usar a Proposição 2.34 com tR no lugar de R.

As afirmações sobre Q e tQ seguem da Proposição (2.10) com σ = 1, r = 1 e σ′ < 0 = σ−r.
�

Podemos concluir desta sub-seção que vale o seguinte

Teorema 2.37 Suponha que a dimensão de Γ seja igual a 1. Se o campo vetorial L é global-

mente C∞ resolúvel e o operador L+ b(x) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 (em particular,

bΓ 6≡ 0), então o operador P = L + b(x) + a(x,D), com a(x,D) ∈ Dpσ (T2), com σ < 0, é um

operador globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 e globalmente C∞ resolúvel.

Demonstração. Segue da Observação 2.26, com o operador a(x,D) = 0, que o operador

L + b(x) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 se e somente se L + bΓ(x) é globalmente C∞

hipoeĺıptico em T2. Agora segue da Proposição 2.32 que P0 = L + bΓ é globalmente C∞

hipoeĺıptico em T2 se e somente se R = cDy2 +d(y1) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2, que

por sua vez implica (ver Corolário 2.36) que Q = R + ã(y,D) e tQ, com ã(x,D) ∈ Dpσ (T2) e

σ < 0, são globalmente hipoeĺıpticos com perda de 1 derivada. Agora, como tQ é globalmente

hipoeĺıptico com perda de 1 derivada, segue do Teorema 2.16 que Q é globalmente D′ resolúvel.

Também temos que o fato de Q = R + ã(y,D) ser globalmente hipoeĺıtico com perda de 1

derivada (ver Proposição 2.9) que Q é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 e portanto segue

que Q é globalmente C∞ resolúvel. Finalmente a Proposição 2.31 implica que P1 é globalmente

C∞ resolúvel que por sua vez, usando a Proposição 2.25, garante que P é globalmente C∞

resolúvel. Por outro lado temos que Q é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 e portanto isto

implica (ver Proposição 2.32) que P1 é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2 e da Observação

2.26 segue que P é globalmente C∞ hipoeĺıptico em T2. �

67



2.4 O Caso Gevrey

Nesta seção, introduzimos uma outra classe de operadores pseudodiferenciais, agora no

contexto Gevrey a qual generaliza a classe de operadores pseudodiferenciais anaĺıtica que foi

introduzida nos trabalhos [BCCJ] e [ChC]. Iremos usá-la no estudo da s-resolubilidade global

e da s-hipoelipticidade global de perturbações de certas classes de operadores com coeficientes

constantes.

2.4.1 Propriedades Básicas de Operadores Pseudodiferenciais Ge-

vrey

Proposição 2.38 Sejam a(x,D) : C∞
(
TN
)
−→ C∞

(
TN
)

um operador linear e cont́ınuo,

k ∈ D′
(
TN × TN

)
seu núcleo distribuição e a(x, η) = e−ix·ηa(x,D)eix·η seu śımbolo discreto.

Fixados s ≥ 1 e σ ∈ R, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) Existe uma constante C > 0 tal que

|Dα
xa(x, η)| ≤ C |α|+1α!s (1 + |η|)σ , ∀ x ∈ TN , η ∈ ZN , α ∈ ZN+ .

(2) Existem constantes C ′, b > 0 tais que∣∣∣k̂(ξ, η)
∣∣∣ ≤ C ′e−b|ξ+η|

1/s

(1 + |η|)σ, ∀ (ξ, η) ∈ Z2N .

Em particular,

|â(ξ − η, η)| = (2π)N
∣∣∣k̂(ξ,−η)

∣∣∣ ≤ C ′′e−b|ξ−η|
1/s

(1 + |η|)σ, ∀ (ξ, η) ∈ Z2N ,

para uma constante C ′′ > 0.

Demonstração. Suponha que (1) seja válido e vamos demonstrar a validade de (2). Mostra-

remos primeiro que existe uma constante C0 > 0 de modo que

|ξ + η|n/s
∣∣∣k̂(ξ, η)

∣∣∣ ≤ Cn+1
0 n!(1 + |η|)σ, ∀ ξ, η ∈ ZN , n ∈ Z+.

Dado n ∈ Z+, seja m = [n/s], ou seja, m é o menor inteiro maior ou igual do que n/s. Para

cada ξ, η ∈ ZN fixados, escolhemos j ∈ {1, . . . , N} de modo que |ξj + ηj| = max1≤k≤N |ξk + ηk|.
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Se ej denota o j-ésimo vetor da base canônica de RN e β = mej, então

|ξ + η|2m =
(
|ξ1 + η1|2 + . . .+ |ξN + ηN |2

)m
≤ Nm|ξj + ηj|2m

= Nm
∣∣(ξ + η)β

∣∣2 .
Se ξ + η 6= 0, então 1 ≤ |ξ + η| e obtemos que |ξ + η|n/s ≤ |ξ + η|m ≤ Nm/2

∣∣(ξ + η)β
∣∣. Observe

ainda que esta desigualdade é trivialmente satisfeita quando ξ + η = 0. Agora, usamos a

igualdade (2.2) e observamos que |β| = m para obtermos

|ξ + η|n/s|k̂(ξ, η)| = (2π)−N |ξ + η|n/s|â(ξ + η,−η)|

≤ (2π)−NNm/2|(ξ + η)β||â(ξ + η,−η)|

= (2π)−2NNm/2
∣∣∣ ∫
TN

(ξ + η)βe−ix·(ξ+η)a(x,−η)dx
∣∣∣

= (2π)−2NNm/2
∣∣∣ ∫
TN

(Dβ
xe
−ix·(ξ+η))a(x,−η)dx

∣∣∣
= (2π)−2NNm/2

∣∣∣ ∫
TN

e−ix·(ξ+η)Dβ
xa(x,−η)dx

∣∣∣
≤ (2π)−2NNm/2

∫
TN
|Dβ

xa(x,−η)|dx

≤ (2π)−2NNm/2(2π)NC |β|+1β!s(1 + |η|)σ

≤ (2π)−NNm/2C |β|+1|β|s|β|(1 + |η|)σ

≤ (2π)−NNm/2Cm+1msm(1 + |η|)σ. (2.26)

A definição de m nos mostra que m − 1 < n/s, e portanto sm < n + s. Além disso, m <

n/s+ 1 ≤ n+ 1. Logo,

msm ≤ mn+s ≤ (n+ 1)n+s.

Isso nos mostra que

msm ≤ (2n)n+s = 2n+snsnn ≤ 2n+snsenn!, ∀ n = 1, 2, 3, . . . . (2.27)
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Para tratarmos o caso n = 0, observamos que

|k̂(ξ, η)| = (2π)−N |â(ξ + η,−η)|

= (2π)−2N
∣∣ ∫
TN

eix(ξ+η)a(x,−η)dx
∣∣

≤ (2π)−2N

∫
TN
|a(x,−η)|dx

≤ C(1 + |η|)σ, ∀ ξ, η ∈ ZN . (2.28)

Conclúımos então, de (2.26), (2.27) e (2.28) que existe C1 > 0 de modo que

|ξ + η|n/s ≤ |k̂(ξ, η)| ≤ Cn+1
1 n!(1 + |η|)σ, ∀ n ∈ Z+, ξ, η ∈ ZN . (2.29)

Segue de (2.29) que

((2C1)−1|ξ + η|1/s)n

n!
|k̂(ξ, η)| ≤ C1(1/2)n(1 + |η|)σ, ∀ n ∈ Z+, ξ, η ∈ ZN .

Somando em n ∈ Z+ na desigualdade a acima e escolhendo b = (2C1)−1, segue que

eb|ξ+η|
1/s|k̂(ξ, η)| ≤ 2C1(1 + |η|)σ, ∀ n ∈ Z+, ξ, η ∈ ZN ,

e a condição (2) está demonstrada.

Reciprocamente, suponha que (2) seja válido e vamos demonstrar a validade de (1). Obser-

vamos primeiro que, de (2.2) e realizando a mudança ξ = η + θ, obtemos a seguinte igualdade

a(x, η) =
∑
θ∈ZN

eix·θâ(θ, η)

=
∑
ξ∈ZN

eix·(ξ−η)â(ξ − η, η)

= (2π)N
∑
ξ∈ZN

eix·(ξ−η)k̂(ξ,−η). (2.30)
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Segue de (2.30) e da condição (2) que

|Dα
xa(x, η)| = (2π)N |

∑
ξ∈ZN

(ξ − η)αeix·(ξ−η)k̂(ξ,−η)| (2.31)

≤ (2π)N
∑
ξ∈ZN
|(ξ − η)αk̂(ξ,−η)|

≤ (2π)NC(1 + |η|)σ
∑
ξ∈ZN

(|ξ − η||α|e−b/2|ξ−η|1/s)e−b/2|ξ−η|1/s .

Utilizamos agora a desigualdade tpe−at
1/s ≤ cpp!s para todo t ≥ 0, p ∈ Z+, com c = (s/a)s e

obtemos de (2.31) que, para uma certa constante C ′ > 0, vale

|Dα
xa(x, η)| ≤ C ′|α|+1(

∑
ξ∈ZN

e−b/2|ξ|
1/s

)(1 + |η|)σ|α|!s,

o que termina a demonstração do item (1), já que |α|! ≤ N |α|α!. �

Definição 2.39 O espaço dos operadores a(x,D) que satisfazem uma das condições da Pro-

posição 2.38 será denotado por Dpsσ
(
TN
)
. Definimos ainda

Dps
(
TN
)

=
⋃
σ∈R

Dpsσ
(
TN
)
.

Para o próximo lema, lembramos que se s ≥ 1 e h > 0, então Gs,h
(
TN
)

= {f ∈ C∞
(
TN
)

:

supx∈TN supα∈ZN+ |∂
αf(x)|α!−sh−|α| <∞} e

‖f‖s,h = sup
α∈ZN+

|∂αf(x)|α!−sh−|α|, f ∈ Gs,h
(
TN
)
.

Além disso, Gs
(
TN
)

=
⋃
h>0G

s,h
(
TN
)
. Mostra-se que se h < h′, então a inclusão Gs,h

(
TN
)
⊂

Gs,h′
(
TN
)

é compacta e consideramos a topologia do limite indutivo em Gs
(
TN
)

a partir de

uma escolha de uma sequência {hj}j estritamente crescente e que tende a infinito.

Lema 2.40 1) Seja {fj}j∈N uma sequência em Gs,h
(
TN
)

tal que ||fj||s,h → 0. Então existe

ε > 0 dependendo somente de h e N = dimTN e uma sequência de números positivos {cj}j de

modo que

|f̂j(ξ)| ≤ cje
−ε|ξ|1/s , ∀ ξ ∈ ZN , j ∈ N,
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sendo que cj → 0.

2) Seja {gj} ⊂ Gs(TN) tal que existe uma sequência de números positivos {dj}j tal que

dj → 0 e ε1 > 0 tal que

|ĝj(ξ)| ≤ dje
−ε1|ξ|1/s , ∀ ξ ∈ ZN , j ∈ N.

Então existe ` ∈ R tal que ||gj||s,` → 0.

Demonstração. 1) Seja {fj}j uma sequência em Gs,h
(
TN
)

tal que ||fj||s,h → 0. Então temos

‖fj‖s,h = sup
x∈TN

sup
α∈ZN+

|Dαfj(x)|h−|α|α!−s → 0, quando j → +∞.

Seja n ∈ Z+ e considere m = [n/s]. Então, como feito na demonstração da Proposição 2.38,

para cada ξ ∈ ZN , existe β ∈ ZN+ tal que |β| = m e |ξ|n/s ≤ Nm/2|ξβ|. Dáı,

|ξ|n/s|f̂j(ξ)| ≤ Nm/2|D̂βfj(ξ)|

≤ Nm/2(2π)−N
∫
TN

∣∣Dβfj(x)
∣∣ dx

≤ Nm/2hmm!s ‖fj‖s,h . (2.32)

Se n ≥ 1, então segue de (2.27) e do fato de e−ms ≤ 1 que m!s ≤ 2n+snsenn!, e portanto

conclúımos que existe C0 > 0 satisfazendo

|ξ|n/s|f̂j(ξ)| ≤ Cn+1
0 n! ‖fj‖s,h , ∀ ξ ∈ ZN , n ∈ N, j ∈ N. (2.33)

Além disso, por (2.32), obtemos (2.33) também para n = 0. Segue que(
(2C0)−1 |ξ|1/s

)n
n!

|f̂j(ξ)| ≤ 2−nC0 ‖fj‖s,h , ∀ ξ ∈ ZN , n ∈ Z+, j ∈ N

e, somando em n ∈ Z+, obtemos que, se ε = 1
2C0

, então |f̂j(ξ)| ≤ C0 ‖fj‖s,h e
−ε|ξ|1/s . Agora

basta escolhermos cj = C0 ‖fj‖s,h. A demonstração do item 1) está completa. �

2) Seja {gj} ⊂ Gs(TN) tal que existe uma sequência de números positivos {dj}j, com dj → 0

e ε1 > 0 satisfazendo

|ĝj(ξ)| ≤ dje
−ε1|ξ|1/s , ∀ ξ ∈ ZN , j ∈ N.
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Então, existem constantes positivas C1, C2 tais que

|Dαgj(x)| ≤
∑
ξ∈ZN
|ξ||α||ĝj(ξ)| ≤

∑
ξ∈ZN

dj(|ξ||α|e−
ε1
2
|ξ|1/s)e−

ε1
2
|ξ|1/s

≤
∑
ξ∈ZN

djC
|α|+1
1 α!se−

ε1
2
|ξ|1/s ≤ djC

|α|+1
2 α!s.

A desigualdade acima nos mostra que

‖gj‖s,C2
≤ C2dj, ∀ j ∈ N,

o que demonstra que gj ∈ Gs,`(TN), com ` = C2, e ||gj||s,` −→ 0. �

Proposição 2.41 Se a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)

e f ∈ Gs
(
TN
)
, então a(x,D)f ∈ Gs

(
TN
)
. Além

disso, a aplicação a(x,D) : Gs
(
TN
)
−→ Gs

(
TN
)

é cont́ınua.

Demonstração. Como Gs(TN) está munido da topologia limite indutivo dos espaços de Ba-

nach Gs,h(TN), então, para demonstrarmos a continuidade do operador

a(x,D) : Gs
(
TN
)
−→ Gs

(
TN
)
,

é suficiente mostrarmos que dado h existe ` tal que

a(x,D) : Gs,h
(
TN
)
−→ Gs,`

(
TN
)

é cont́ınua.

Para isto, seja {fj} ⊂ Gs,h(TN) tal que fj → 0, isto é ||fj||s,h → 0 em R. Assim segue do

item 1) do Lema 2.40 que existe ε > 0 e uma sequência de números positivos {cj}j de modo

que

|f̂j(ξ)| ≤ cje
−ε|ξ|1/s , ∀ ξ ∈ ZN , j ∈ N,

sendo que cj → 0.

Agora definimos gj(x)=̇a(x,D)fj(x) e analisemos ̂a(x,D)fj(ξ). Para isto iremos precisar do

seguinte resultado obtido na Proposição 2.38, isto é, existem C, ε1 > 0 tais que

|â(ξ, η)| ≤ Ce−ε1|ξ|
1/s

(1 + |η|)σ, ∀ (ξ, η) ∈ Z2N .
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Temos

∣∣ ̂(a(x,D)fj(ξ)
∣∣ ≤ ∑

η∈ZN
|â(ξ − η, η)| |f̂j(η)|

≤
∑
η∈ZN

Ce−ε1|ξ−η|
1/s

(1 + |η|)σcje−ε|η|
1/s

= Ccj

( ∑
|ξ|
2
≤|η|

e−ε1|ξ−η|
1/s

(1 + |η|)σe−ε|η|1/s

+
∑
|ξ|
2
>|η|

e−ε1|ξ−η|
1/s

(1 + |η|)σe−ε|η|1/s
)

=̇(Ccj)(I + II). (2.34)

Para estimar a parcela I, observamos que se |ξ|
2
≤ |η|, então − ε

2
|η|1/s ≤ − ε

2(1/s)+1 |ξ|1/s, e portanto

I ≤
( ∑
η∈ZN

(1 + |η|)σe−
ε
2
|η|1/s

)
e
− ε

21/s+1
|ξ|1/s

, (2.35)

pois usamos o fato que e−ε1|ξ−η|
1/s ≤ 1.

Para estimar a parcela II, observamos que se |ξ|
2
> |η|, então |ξ| ≤ |ξ−η|+ |η| ≤ |ξ−η|+ |ξ|

2
,

e portanto |ξ|
2
≤ |ξ − η|. Logo, −ε1|ξ − η|1/s ≤ − ε1

21/s
|ξ|1/s. Assim,

II ≤
( ∑
η∈ZN

(1 + |η|)σe−ε|η|1/s
)
e
− ε1

21/s
|ξ|1/s

. (2.36)

Utilizando (2.34), (2.35) e (2.36), conclúımos que

| ̂(a(x,D)fj)(ξ)| ≤ Ccj
[
C1(σ, s)e

− ε

21/s+1
|ξ|1/s

+ C2(σ, s)e
− ε1

21/s
|ξ|1/s]

≤ dje
−ε0|ξ|1/s

com ε0 = min{ ε
21/s+1 ,

ε1
21/s
}, dj = C0cj → 0 e C0 > depende somente de σ e s.

Assim, do item 2) do Lema 2.40, segue que existe ` tal que ||gj|| = ||a(x,D)fj||s,` → 0 e a

demonstração da continuidade está agora completa. �

Para mostrar que se f ∈ Gs
(
TN
)

então a(x,D)f ∈ Gs
(
TN
)
, basta reproduzir a demons-

tração acima trocando fj por f e lembrar que se f ∈ Gs
(
TN
)
, então existem ε0 > 0 e C0 > 0

tais que

|f̂(ξ)| ≤ C0e
−ε0|ξ|1/s , ∀ ξ ∈ ZN .
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Observação 2.42 O mesmo resultado da Proposição 2.41 é verdadeiro para o transposto do

operador a(x,D), isto é o operador ta(x,D) aplica continuamente o espaço Gs(TN) sobre si

mesmo.

Proposição 2.43 Seja a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)
. Então, a(x,D) e ta(x,D) se estendem a um

operador linear e cont́ınuo de D′s
(
TN
)

sobre si mesmo.

Demonstração. Como Gs(T) é um limite indutivo de espaços de Banach por aplicações

compactas e portanto Montel (ver Komatsu [K1]), a demonstração segue como a demonstração

da Proposição 2.6. �

Proposição 2.44 Sejam a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)

e b ∈ Dpsσ′
(
TN
)
. Então, a(x,D) ◦ b(x,D) ∈

Dpsσ+σ′

(
TN
)

e o śımbolo de a(x,D) ◦ b(x,D) é dado por

a#b(x, η) =
∑
ξ∈Z

eix·(ξ−η)a(x, ξ)̂b(ξ − η, η).

Demonstração. Já sabemos (Proposição 2.3) que o śımbolo discreto do operador a(x,D) ◦
b(x,D) é dado por

a#b(x, η) =
∑
ξ∈Z

eix·(ξ−η)a(x, ξ)̂b(ξ − η, η).

Para concluir a demonstração é suficiente mostrarmos que a#b dado acima satisfaz a condição

(1) da Proposição 2.38 para σ + σ′ no lugar de σ. Segue da Proposição 2.38 que existem

constantes positivas C > 0 e b > 0 de modo que

|Dα
x (a#b)(x, η)| ≤

∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

(
α

β

)
|ξ − η||α−β|

∣∣Dβ
xa(x, ξ)

∣∣ |̂b(ξ − η, η)|

≤
∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

(
α

β

)
|ξ − η||α−β|C |β|+1β!s(1 + |ξ|)σCe−b|ξ−η|1/s(1 + |η|)σ′

≤ C(1 + |η|)σ+σ′
∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

(
α

β

)
β!s|ξ − η||α−β|C |β|+1 (1 + |ξ|)σ

(1 + |η|)σ
Ce−b|ξ−η|

1/s

= C2(1 + |η|)σ+σ′
∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

α!β!s−1

(α− β)!
|ξ − η||α−β|C |β| (1 + |ξ|)σ

(1 + |η|)σ
e−b|ξ−η|

1/s

.
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Usamos agora a desigualdade

(1 + |ξ|)σ ≤ (1 + |ξ − η|)|σ|(1 + |η|)σ, ∀ ξ, η ∈ ZN

para concluirmos que

|Dα
x (a#b)(x, η)| ≤ C2(1 + |η|)σ+σ′

∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

α!β!s−1

(α− β)!
(1 + |ξ − η|)|α−β|+|σ|C |β|e−b|ξ−η|1/s . (2.37)

Sabemos que existe C ′ ≥ 1 tal que

(1 + |ξ − η|)|α−β|e−b/2|ξ−η|1/s ≤ C ′|α−β|+1(α− β)!s, ∀ β ≤ α, α ∈ ZN+ . (2.38)

Além disso,
α!β!s−1

(α− β)!
(α− β)!s = α!β!s−1(α− β)!s−1 ≤ α!α!s−1 = (α!)s. (2.39)

Aumentando a constante C > 0 se necessário, segue de (2.37), (2.38) e (2.39) que

|Dα
x (a#b)(x, η)| ≤ C2(1 + |η|)σ+σ′

∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

α!β!s−1

(α− β)!
(1 + |ξ − η|)|α−β|+|σ|C |β|e−b|ξ−η|1/s

≤ C |α|+1α!s(1 + |η|)σ+σ′
∑
β≤α

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ − η|)|σ|e−b/2|ξ−η|1/s

≤ 2|α|
( ∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|)|σ|e−b/2|ξ|1/s
)
C |α|+1α!s(1 + |η|)σ+σ′

e conclúımos que existe constante positiva C1 tal que

|Dα
x (a#b)(x, η)| ≤ C

|α|+1
1 α!s (1 + |η|)σ+σ′ , ∀ x ∈ TN , η ∈ ZN , α ∈ ZN+ ,

o que conclui a demonstração. �

2.4.2 Hipoelipticidade global Gevrey

Fixados s ≥ 1, δ, σ ∈ R, consideramos (DG)sδ,σ
(
TN
)

o espaço de todos os elementos u ∈
D′s
(
TN
)

tais que

‖u‖2
s,δ,σ =̇

∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2 < +∞.
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Segue da definição acima e do item 3 da proposição abaixo que para todo σ ∈ R temos

D′s
(
TN
)

=
⋂
δ<0(DG)sδ,σ

(
TN
)
.

A menos que seja dito o contrário, as constantes B e Bj que aparecerão nesta seção serão

constantes que não dependem de δ.

Proposição 2.45 Seja u ∈ D′s(TN). Então as seguintes afirmações são válidas:

(1) u ∈ Gs(TN) se, e somente se, existe δ > 0 tal que u ∈ (DG)sδ,σ(TN) para todo σ ∈ R;

(2) u ∈ Gs(TN) se, e somente se, existem δ > 0 e σ ∈ R tais que u ∈ (DG)sδ,σ(TN);

(3) u ∈ (DG)sδ,σ(TN) para todo δ < 0 e σ ∈ R.

Demonstração. Iniciamos observando que, para demonstrarmos (1) e (2), basta mostrarmos

que a condição em (1) é necessária e que a condição em (2) é suficiente.

Necessidade da condição em (1): Suponha que u ∈ Gs(TN). Então existem C, ε > 0 de

modo que

|û(ξ)| ≤ Ce−ε|ξ|
1/s

, ∀ ξ ∈ ZN .

Se σ ∈ R, então

‖u‖2
s,ε/2,σ =

∑
ξ∈ZN

eε|ξ|
1/s

(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2 ≤ C2
∑
ξ∈ZN

e−ε|ξ|
1/s

(1 + |ξ|)2σ < +∞,

portanto basta considerarmos δ = ε
2
.

Suficiência da condição em (2): Agora suponha que existam δ > 0 e σ ∈ R de modo que

u ∈ (DG)sδ,σ(TN). Como a série
∑

ξ∈ZN e
2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2 é convergente, segue que existe

uma constante C > 0 tal que e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2 ≤ C para todo ξ ∈ ZN . Assim,

|û(ξ)| ≤ C1/2(1 + |ξ|)−σe−δ|ξ|1/s = C1/2((1 + |ξ|)−σe−δ/2|ξ|1/s)e−δ/2|ξ|1/s ≤ C ′e−δ/2|ξ|
1/s

,

o que demonstra que u ∈ Gs(TN). Assim, a demonstração dos itens (1) e (2) está completa.

Demonstração do item (3): Dado u ∈ D′s(TN), fixamos δ < 0 e σ ∈ R e vamos mostrar que

u ∈ (DG)sδ,σ(TN). Como u ∈ D′s(TN), existe C > 0 de modo que |û(ξ)| ≤ Ce−
δ
2
|ξ|1/s para todo
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ξ ∈ ZN . Dáı, como δ < 0, temos∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2 ≤ C2
∑
ξ∈ZN

eδ|ξ|
1/s

(1 + |ξ|)2σ < +∞,

e a demonstração do item (3) está completa. �

Proposição 2.46 Seja f ∈ Gs(TN). Então existem δ0 > 0 e uma constante B > 0 tais que

‖f‖s,δ,k ≤ Bk+1k!s, ∀ k ∈ Z+,

para todo δ ≤ δ0.

Demonstração. Seja f ∈ Gs
(
TN
)
. Então existem ε1 > 0, B1 > 0 satisfazendo |f̂(ξ)| ≤

B1e
−ε1|ξ|1/s para todo ξ ∈ ZN . Definimos δ0 = ε1

2
> 0 e para δ ≤ δ0 temos

‖f‖2
s,δ,k =

∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k|f̂(ξ)|2

≤ B2
1

∑
ξ∈ZN

e2δ0|ξ|1/s(1 + |ξ|)2ke−2ε1|ξ|1/s

≤ B2
1

∑
ξ∈ZN

eε1|ξ|
1/s

(1 + |ξ|)2ke−2ε1|ξ|1/s

= B2
1

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|)2ke−ε1|ξ|
1/s

. (2.40)

Usando o fato de que tpe−at
1/s ≤ ( s

a
)spp!s obtemos

(1 + |ξ|)2ke−
ε1
2
|ξ|1/s =

2k∑
`=0

(
2k

`

)
|ξ|`e−

ε1
2
|ξ|1/s ≤

2k∑
`=0

(
2k

`

)
C`

1`!
s

≤ 22kC2k
1 (2k)!s ≤ B2k+2

2 k!2s, (2.41)

com C1, B2 dependendo somente de s, ε1, e podemos assumir sem perda de generalidade que

C1 ≥ 1, B2 ≥ 1.

Segue de (2.40) e (2.41) que

‖f‖2
s,δ,k ≤ B2

1B
2k+2
2 k!2s

∑
ξ∈ZN

e−
ε1
2
|ξ|1/s ≤ B2

1B
2k+2
2 k!2sC2

ε1
≤ B2(k+1)k!2s.
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Portanto, obtemos que ‖f‖s,δ,k ≤ Bk+1k!s, e assim a demonstração está completa. �

A próxima desigualdade generaliza a estimativa ||f ||s ≤ δ||f ||t + δ−
s−r
t−s ||f ||r, f ∈ H t(TN),

a qual é válida para todo δ > 0 e r, s e t ∈ R tais que r < s < t, para ultradistribuições.

Lema 2.47 Dados ε > 0, δ < 0, s ≥ 1 e ρ < σ < τ , vale

‖u‖s,δ,σ ≤ ε ‖u‖s,δ,τ + ε−
σ−ρ
τ−σ ‖u‖s,δ,ρ , ∀ u ∈ D

′
s

(
TN
)
.

Demonstração. Observe que

‖u‖2
s,δ,σ =

∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2

=
∑

(1+|ξ|)2τ−2σε2≥1

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2 +
∑

(1+|ξ|)2τ−2σε2<1

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2σ|û(ξ)|2

=̇ (I) + (II).

Iremos estimar agora os termos (I) e (II). Começamos observando que

(I) ≤
∑

(1+|ξ|)2τ−2σε2≥1

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2τ ε2|û(ξ)|2 ≤ ε2 ‖u‖2
s,δ,τ .

Para estimar (II), observe que se (1 + |ξ|)2τ−2σε2 < 1 e ρ < σ < τ , então

(1 + |ξ|)2σ = (1 + |ξ|)2ρ(1 + |ξ|)2σ−2ρ = (1 + |ξ|)2ρ
(
(1 + |ξ|)2τ−2σ

) σ−ρ
τ−σ ≤ (1 + |ξ|)2ρ(ε−2)

σ−ρ
τ−σ .

Logo,

(II) ≤
∑

(1+|ξ|)2τ−2σε2<1

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2ρ(ε−2)
σ−ρ
τ−σ |û(ξ)|2 ≤ (ε2)−

σ−ρ
τ−σ ‖u‖2

s,δ,ρ .

Conclúımos que, se ρ < σ < τ , então

‖u‖2
s,δ,σ ≤ ε2 ‖u‖2

s,δ,τ + (ε2)−
σ−ρ
τ−σ ‖u‖2

s,δ,ρ ,

e basta extrairmos a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade para concluirmos a

demonstração. �

Proposição 2.48 Suponha que a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)
. Seja ε0 > 0 de modo que |â(ξ, η)| ≤
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C0e
−2ε0|ξ|1/s(1 + |η|)σ para todo ξ, η ∈ ZN e alguma constante C0 > 0. Então

‖a(x,D)u‖s,δ,k ≤ B ‖u‖s,δ,k+σ +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,σ ,

para toda u ∈ D′s
(
TN
)
, todo número k ∈ Z+ e todo número δ < 0 satisfazendo −ε0/2 < δ < 0.

Além disso, B > 0 é uma constante que não depende de δ e nem de k ∈ Z+.

Demonstração. Durante a demonstração abaixo, B denotará uma constante positiva que não

depende de δ < 0 e nem de k e ela será modificada um número finito de vezes. Se u ∈ D′s
(
TN
)
,

então

‖a(x,D)u‖s,δ,k =
( ∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k
∣∣ ̂a(x,D)u(ξ)

∣∣2)1/2

≤
[ ∑
ξ∈ZN

( ∑
η∈ZN

eδ|ξ|
1/s

(1 + |ξ − η|+ |η|)k |â(ξ − η, η)| |û(η)|
)2]1/2

= (F).

Utilizando a Desigualdade de Minkowisky para integrais, obtemos

(F) ≤
[ ∑
ξ∈ZN

( k∑
`=0

(
k

`

) ∑
η∈ZN

eδ|ξ|
1/s|ξ − η|`(1 + |η|)k−` |â(ξ − η, η)| |û(η)|

)2]1/2

≤
k∑
`=0

(
k

`

)[ ∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s
( ∑
η∈ZN

|ξ − η|`(1 + |η|)k−` |â(ξ − η, η)| |û(η)|
)2]1/2

. (2.42)

Usando a desigualdade de Hölder, segue de (2.42) que

(F) ≤
k∑
`=0

(
k

`

)[ ∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s
( ∑
η∈ZN

|ξ − η|2` |â(ξ − η, η)|
)

×
( ∑
η∈ZN

(1 + |η|)2(k−`) |â(ξ − η, η)| |û(η)|2
)]1/2
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e usando a estimativa satisfeita pelo śımbolo discreto â(ξ, η), obtemos

(F) ≤
k∑
`=0

(
k

`

)[ ∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s
( ∑
η∈ZN

|ξ − η|2`C0e
−2ε0|ξ−η|1/s(1 + |η|)σ

)
×
( ∑
η∈ZN

(1 + |η|)2(k−`) |â(ξ − η, η)| |û(η)|2
)]1/2

. (2.43)

Analisamos agora a parcela
∑

η∈ZN |ξ − η|2`C0e
−2ε0|ξ−η|1/s(1 + |η|)σ.

Segue da desigualdade tpe−at
1/s ≤ ( s

a
)spp!s que

(|ξ − η|)2`e−ε0|ξ−η|
1/s ≤ B2(`+1)`!2s, ∀ ξ, η ∈ ZN , ` ∈ Z+,

e portanto, usando a desigualdade (1 + |η|)σ ≤ (1 + |ξ − η|)|σ|(1 + |ξ|)σ, podemos concluir que

∑
η∈ZN

|ξ − η|2`C0e
−2ε0|ξ−η|1/s(1 + |η|)σ ≤

∑
η∈ZN

B2(`+1)`!2sC0e
−ε0|ξ−η|1/s(1 + |η|)σ

≤
∑
η∈ZN

B2(`+1)`!2sC0e
−ε0|ξ−η|1/s(1 + |ξ − η|)|σ|(1 + |ξ|)σ

= C0B
2(`+1)`!2s(1 + |ξ|)σ

∑
η∈ZN

e−ε0|ξ−η|
1/s

(1 + |ξ − η|)|σ|

≤ B2(`+1)`!2s(1 + |ξ|)σ, (2.44)

pois temos que
∑

η∈ZN e
−ε0|ξ−η|1/s(1 + |ξ − η|)|σ| ≤ Cs

1 , com C1 uma constante positiva.

Agora usamos (2.43) e (2.44) e conclúımos que

(F) ≤
k∑
`=0

(
k

`

)
B`+1`!s

[ ∑
ξ,η∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |η|)2k−2`(1 + |ξ|)σ |â(ξ − η, η)| |û(η)|2
]1/2

≤
k∑
`=0

(
k

`

)
B`+1`!s

[ ∑
ξ,η∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |η|)2k−2`+σ ×

×(1 + |ξ − η|)|σ| |â(ξ − η, η)| |û(η)|2
]1/2

.
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Utilizando novamente as estimativas para o śımbolo discreto de a(x,D), segue que

(F) ≤
k∑
`=0

(
k

`

)
B`+1`!s

[ ∑
ξ,η∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |η|)2(k−`)+2σ ×

×(1 + |ξ − η|)|σ|e−2ε0|ξ−η|1/s |û(η)|2
]1/2

. (2.45)

Note que |η|1/s ≤ |ξ − η|1/s + |ξ|1/s, já que s ≥ 1. Logo, como δ < 0 temos 2δ|η|1/s ≥
2δ|ξ − η|1/s + 2δ|ξ|1/s, e portanto

2δ|ξ|1/s − 2ε0|ξ − η|1/s ≤ 2δ|η|1/s − 2(δ + ε0)|ξ − η|1/s.

Lembre ainda que estamos supondo que −ε0
2
< δ < 0. Dessa forma, temos que ε0

2
− ε0 < δ, o

que nos dá ε0/2 < δ + ε0. Logo, −2(δ + ε0) < −ε0 e obtemos então

2δ|ξ|1/s − 2ε0|ξ − η|1/s ≤ 2δ|η|1/s − ε0|ξ − η|1/s.

Assim, ∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s−2ε0|ξ−η|1/s(1 + |ξ − η|)|σ| ≤ e2δ|η|1/s
∑
ξ∈ZN

e−ε0|ξ−η|
1/s

(1 + |ξ − η|)|σ|

= e2δ|η|1/s
∑
ξ∈ZN

e−ε0|ξ|
1/s

(1 + |ξ|)|σ|

= B1e
2δ|η|1/s . (2.46)

Obtemos de (2.45) e (2.46) que

(F) ≤
k∑
`=0

(
k

`

)
B`+1`!s

( ∑
η∈ZN

e2δ|η|1/s(1 + |η|)2(k−`)+2σ |û(η)|2
)1/2

=
k∑
`=0

(
k

`

)
B`+1`!s ‖u‖s,δ,k−`+σ ,

e portanto

‖a(x,D)u‖s,δ,k ≤
k∑
`=0

(
k

`

)
B`+1`!s ‖u‖s,δ,k−`+σ = (FF).

Fixado 1 ≤ ` ≤ k − 1, como σ < k − ` + σ < k + σ, podemos aplicar o Lema 2.47 com
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ε` =
(
k
`

)−1
`!−s(2B)−` e temos(
k

`

)
`!sB`+1 ‖u‖s,δ,k−`+σ ≤ B2−` ‖u‖s,δ,k+σ +

(
k

`

)
`!sB`+1ε

− k−`
`

` ‖u‖s,δ,σ

= B2−` ‖u‖s,δ,k+σ +

(
k

`

)
`!sB`+1ε

− k
`

` ε` ‖u‖s,δ,σ

= B2−` ‖u‖s,δ,k+σ +B2−`ε
− k
`

` ‖u‖s,δ,σ . (2.47)

Usando as desigualdades k!
(k−`)! ≤ k` e `! ≤ ``, obtemos

ε
− k
`

` =

((
k

`

)
`!s(2B)`

) k
`

=

(
k!

(k − `)!
`!s−1(2B)`

) k
`

≤
(
k```(s−1)(2B)`

) k
` = kk`k(s−1)(2B)k.

Agora usando o fato que kk ≤ k!ek, conclúımos que

ε
− k
`

` ≤ (2Be)kk!(kk)s−1

≤ ek(s−1)(2Be)kk!s. (2.48)

Segue de (2.47) e (2.48) que

(FF) = B ‖u‖s,δ,k+σ +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,σ +

+
k−1∑
`=1

(
k

`

)
B`+1`! ‖u‖s,δ,k−`+σ

≤ B ‖u‖s,δ,k+σ +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,σ +

+ B

k−1∑
`=1

2−` ‖u‖s,δ,k+σ +Bek(s−1)(2eB)kk!s
k−1∑
`=1

2−` ‖u‖s,δ,σ .

Usando o fato que
∑k−1

`=1 2−` ≤
∑∞

`=0(1
2
)` = 2, podemos concluir que

‖a(x,D)u‖s,δ,k ≤ B ‖u‖s,δ,k+σ +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,σ

e a demonstração está completa. �
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Definição 2.49 Seja a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)
. Dizemos que a(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico

com perda de r derivadas, com 0 ≤ r < +∞, se existem B > 0, δ0 < 0 e k0 ∈ R satisfazendo

‖u‖s,δ,k+σ−r ≤ B ‖a(x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0 , ∀ k ∈ Z+, u ∈ D′s
(
TN
)
,

para todo δ tal que δ0 < δ < 0.

Proposição 2.50 Seja s ≥ 1. Se a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)

é globalmente s-hipoeĺıptico com perda

de r derivadas, então a(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico, ou seja, se u ∈ D′s
(
TN
)

e a(x,D)u ∈
Gs
(
TN
)
, então u ∈ Gs

(
TN
)
.

Demonstração. Suponha que u ∈ D′s
(
TN
)

e a(x,D)u ∈ Gs
(
TN
)

e mostraremos que u ∈
Gs
(
TN
)
. Como a(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico com perda de r derivadas, existem B > 0,

δ0 < 0 e k0 ∈ R tais que

‖u‖s,δ,k+σ−r ≤ B ‖a(x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0 , ∀ k ∈ Z+, (2.49)

para todo δ que satisfaz δ0 < δ < 0, sendo que a constante B não depende de δ. Pela Proposição

2.46, como a(x,D)u ∈ Gs
(
TN
)
, aumentando B se necessário, segue que existe δ1 > 0 tal que

‖a(x,D)u‖s,δ,k ≤ Bk+1k!s, ∀ k ∈ Z+, ∀ δ ≤ δ1.

Aumentando novamente B se necessário, conclúımos de (2.49) que

‖u‖s,δ,k+σ−r ≤ Bk+1k!s
(

1 + ‖u‖s,δ,k0
)
, ∀ k ∈ Z+, ∀ δ0 < δ < 0. (2.50)

Além disso, como δ < 0 existe Cδ > 0 (que depende também de σ, r e s que estão fixos), de

modo que

eδ|ξ|
1/s|ξ|−(σ−r) ≤ Cδ, ∀ ξ ∈ ZN\{0}. (2.51)
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Segue de (2.50) e (2.51) que, para cada ξ ∈ ZN\{0} e k ∈ Z+, temos

e2δ|ξ|1/s|ξ|k |û(ξ)| =
(
eδ|ξ|

1/s|ξ|−(σ−r)
)
eδ|ξ|

1/s|ξ|k+σ−r |û(ξ)|

≤ Cδe
δ|ξ|1/s|ξ|k+σ−r |û(ξ)|

= Cδ

(
e2δ|ξ|1/s|ξ|2k+2(σ−r) |û(ξ)|2

)1/2

≤ Cδ ‖u‖s,δ,k+σ−r

≤ Bk+1k!sCδ

(
1 + ‖u‖s,δ,k0

)
,

de onde conclúımos, aumentando a constante Cδ > 0, que

e(2δ/s)|ξ|1/s|ξ|k/s |û(ξ)|1/s ≤ B
k+1
s k!C

1/s
δ

(
1 + ‖u‖s,δ,k0

)1/s

, ∀ ξ ∈ ZN ,

pois esta desigualdade trivialmente vale para ξ = 0. Assim,

e(2δ/s)|ξ|1/s

((
2B1/s

)−1 |ξ|1/s
)k

k!
|û(ξ)|1/s ≤ B1/s2−kCδ

(
1 + ‖u‖s,δ,k0

)1/s

, ∀ ξ ∈ ZN , k ∈ Z+.

Somando em k ∈ Z+ na última desigualdade, conclúımos que

e

(
(2δ/s)+ 1

2B1/s

)
|ξ|1/s|û(ξ)|1/s ≤ B1/s2C

1/s
δ

(
1 + ‖u‖s,δ,k0

)1/s

, ∀ ξ ∈ ZN .

Elevando os termos a s, obtemos

e

(
2δ+ s

2B1/s

)
|ξ|1/s|û(ξ)| ≤ B2sCδ

(
1 + ‖u‖s,δ,k0

)
, ∀ ξ ∈ ZN .

Como B não depende de δ < 0, podemos diminuir δ, em módulo e supor que 2δ + s
2B1/s > 0.

Note ainda que ‖u‖s,δ,k0 < +∞ pela Proposição 2.45. Assim, a estimativa

|û(ξ)| ≤ B2sCδ

(
1 + ‖u‖s,δ,k0

)
e
−
(

2δ+ s

2B1/s

)
|ξ|1/s

, ∀ ξ ∈ ZN

nos mostra que u ∈ Gs
(
TN
)
, o que completa a demonstração. �

Proposição 2.51 Seja s ≥ 1. Se a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)

e é globalmente s-hipoeĺıptico com

perda de r derivadas e a0(x,D) ∈ Dpsσ0
(
TN
)
, sendo σ0 < σ − r, então o operador P =

a(x,D) + a0(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico.
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Demonstração. Ao longo da demonstração, B denotará uma constante positiva que não

depende de δ e que será modificada um número finito de vezes. Além disso, a constante Cδ > 0

pode depender de δ, e também será modificada um número finito de vezes. Suponha que Pu ∈
Gs
(
TN
)
, com u ∈ D′s

(
TN
)
, e vamos mostrar que u ∈ Gs

(
TN
)
. Como a(x,D) ∈ Dpsσ

(
TN
)

e é

globalmente s-hipoeĺıptico com perda de r derivadas, pela desigualdade triangular, temos que

existem constantes B > 0, δ0 < 0 e k0 ∈ R de modo que se δ0 < δ < 0 e k ∈ Z+, então

‖u‖s,δ,k+σ−r ≤ B ‖a(x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0
≤ B ‖Pu‖s,δ,k +B ‖a0(x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0 .

Como a0(x,D) ∈ Dpsσ0
(
TN
)
, existe ε0 > 0 e uma constante positiva C0 tais que |â0(ξ, η)| ≤

C0e
−2ε0|ξ|1/s(1 + |η|)σ0 para todo ξ, η ∈ ZN . Note que, diminuindo ε0 se necessário, podemos

supor que δ0 < −ε0/2. Se −ε0/2 < δ < 0, então a Proposição 2.48 nos garante que

‖u‖s,δ,k+σ−r ≤ B ‖Pu‖s,δ,k +B ‖a0(x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0 (2.52)

≤ B ‖Pu‖s,δ,k +B2 ‖u‖s,δ,k+σ0
+Bk+2k!s ‖u‖s,δ,σ0 +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0

≤ B ‖Pu‖s,δ,k +B ‖u‖s,δ,k+σ0
+Bk+1k!s ‖u‖s,δ,σ0 +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0 .

Como σ0 < σ − r, podemos considerar N0 ∈ N de modo que σ0 < σ − r − 1
N0

. Observe que

σ0 − 1 < k + σ0 < k + σ − r.
Podemos usar o Lema 2.47, com ε = 1

2B
, para obtermos

B ‖u‖s,δ,k+σ0
≤ 1

2
‖u‖s,δ,k+σ−r +B

(
1

2B

)− k+1
σ−r−σ0

‖u‖s,δ,σ0−1 . (2.53)

Afirmamos que k+1
σ−r−σ0 ≤ N0 (k + 1). De fato, como σ−r−σ0 > 0, essa desigualdade equivale a

1
N0
≤ σ− r− σ0 e esta última desigualdade é válida pela escolha de N0. Dessa forma, supondo

sem perda de generalidade que B > 1, obtemos

(
1

2B

)− k+1
σ−r−σ0

= (2B)
k+1

σ−r−σ0 ≤ (2B)N0(k+1), ∀ k ∈ Z+. (2.54)

Segue de (2.53) e (2.54) que

B ‖u‖σ,δ,k+σ0
≤ 1

2
‖u‖s,δ,k+σ−r +B(2B)N0(k+1) ‖u‖s,δ,σ0−1 , ∀ k ∈ Z+. (2.55)
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Aumentando k0 de modo que σ0 ≤ k0 (e portanto também temos que σ0− 1 < k0), obtemos de

(2.52) e (2.55) que

‖u‖s,δ,k+σ−r ≤ B ‖Pu‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0 , ∀ k ∈ Z+. (2.56)

Como δ < 0, existe uma constante Cδ > 0, que também depende de σ, r (os quais estão fixos),

de modo que

eδ|ξ|
1/s|ξ|−(σ−r) ≤ Cδ, ∀ ξ ∈ ZN\{0}. (2.57)

Usando (2.57) obtemos, para ξ ∈ ZN\{0}, que

e2δ|ξ|1/s|ξ|k |û(ξ)| =
(
eδ|ξ|

1/s|ξ|−(σ−r)
)
eδ|ξ|

1/s|ξ|k+σ−r |û(ξ)|

≤ Cδe
δ|ξ|1/s|ξ|k+σ−r |û(ξ)|

= Cδ

(
e2δ|ξ|1/s|ξ|2k+2(σ−r) |û(ξ)|2

)1/2

≤ Cδ ‖u‖s,δ,k+σ−r .

Agora segue desta desigualdade e de (2.56) que

e2δ|ξ|1/s|ξ|k |û(ξ)| ≤ BCδ ‖Pu‖s,δ,k + CδB
k+1k!s ‖u‖s,δ,k0 , ξ ∈ ZN\{0}.

Finalmente, como Pu ∈ Gs
(
TN
)
, segue da Proposição 2.46 que

e2δ|ξ|1/s|ξ|k |û(ξ)| ≤ Bk+1k!sCδ

(
1 + ‖u‖s,δ,k0

)
, ∀ ξ ∈ ZN\{0}.

Usando esta última desigualdade podemos mostrar que u ∈ Gs(TN) e isto é feito exatamente

como fizemos para mostrar que a desigualdade (2.50) implica que u ∈ Gs(TN) na demonstração

da Proposição 2.50. �

Observação 2.52 No resultado anterior podemos supor que σ0 ≤ σ− r ao invés de σ0 < σ− r
e assim mostramos que o operador P é globalmente s-hipoeĺıptico com perda de r− ε derivadas

no lugar de r derivadas, para qualquer ε > 0.

Inspirados no Teorema 2.2 de [ChC] apresentaremos abaixo uma aplicação da teoria que

desenvolvemos acima. Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado o qual generaliza

este teorema para a classe das funções Gevrey e seu dual, o espaço das ultradistribuições.
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Teorema 2.53 Seja P (x,D) = P0(D) +
∑m

j=1 aj(x)Pj(D) um operador diferencial parcial li-

near, sendo que aj ∈ Gs
(
TN
)

para todo j = 1, . . . ,m e os operadores com coeficientes constan-

tes P0(D) e Pj(D) satisfazem as seguintes condições:

(1) Existem R,C > 0 e M ≥ 0 tais que

|P0(ξ)| ≥ C

(1 + |ξ|)M
, ∀ |ξ| ≥ R.

(2) Para cada j = 1, . . . ,m, existem εj > 0 e cj > 0 de modo que |Pj(ξ)| ≤ cj(1 + |ξ|)−εj |P0(ξ)|.
Seja σ0 a ordem do operador P0. Então, P (x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico com perda de

r = σ0 +M derivadas e, portanto, é globalmente s-hipoeĺıptico em TN .

Note que sob tais condições o operador P (x,D) acima é de força constante (ver [Ho1]).

Demonstração.

De fato, seja u ∈ D′s(TN). Observe primeiro que da condição (1), se k ∈ Z+ e δ < 0, então

‖u‖2
s,δ,k−M =

∑
|ξ|≥R

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2 +
∑
|ξ|<R

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

=
∑
|ξ|≥R

e2δ|ξ|1/s (1 + |ξ|)2k−2M

|P0(ξ)|2
|P̂0u(ξ)|2 +

∑
|ξ|<R

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

≤ C−2
∑
|ξ|≥R

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k|P̂0u(ξ)|2 +
∑
|ξ|<R

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

≤ C−2
∑
|ξ|≥R

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k|P̂0u(ξ)|2 + (1 +R)2k
∑
|ξ|<R

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)−2M |û(ξ)|2.

Conclúımos assim que

‖u‖s,δ,k−M ≤ D ‖P0u‖s,δ,k +Dk+1 ‖u‖s,δ,−M , (2.58)

sendo D2 = max {C−2, (1 +R)2}.
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Segue da condição (2) que existem constantes cj > 0 e εj > 0 tais que

‖Pju‖2
s,δ,k =

∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k|Pj(ξ)|2|û(ξ)|2

≤ c2
j

∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2εj |P0(ξ)|2|û(ξ)|2

= c2
j ‖P0u‖2

s,δ,k−εj .

Como aj ∈ Gs(TN), existem ε̃j > 0 e Cj > 0 tais que |âj(ξ)| ≤ Cje
−ε̃j |ξ|1/s para todo ξ ∈

ZN . Assim, segue da desigualdade triangular e da Proposição 2.48 para cada aj(x) que é, em

particular, um operador pseudodiferencial de ordem 0, que existem constantes positivas Bj tais

que

‖P0u‖s,δ,k ≤ ‖P (x,D)u‖s,δ,k +
m∑
j=1

‖aj(x)Pju‖s,δ,k

≤ ‖P (x,D)u‖s,δ,k +
m∑
j=1

(
Bj ‖Pju‖s,δ,k +Bk+1

j k!s ‖Pju‖s,δ,0
)

(2.59)

≤ ‖P (x,D)u‖s,δ,k +
m∑
j=1

(
Bjcj ‖P0u‖s,δ,k−εj +Bk+1

j k!scj ‖P0u‖s,δ,−εj
)
,

para todo δ tal que −ε0 < δ < 0, onde −ε0 = max{− ε̃j
4
, j = 1, . . . ,m}.

Sejam B = max{1, Bj, cjBj, j = 1, . . . ,m},−ε1 = max{−εj, j = 1. . . . ,m}. Segue de (2.59)

que

‖P0u‖s,δ,k ≤ ‖P (x,D)u‖s,δ,k +
m∑
j=1

(
B ‖P0u‖s,δ,k−ε1 +Bk+1k!s ‖P0u‖s,δ,−ε1

)
≤ ‖P (x,D)u‖s,δ,k +B ‖P0u‖s,δ,k−ε1 +Bk+1k!s ‖P0u‖s,δ,−ε1 , (2.60)

para todo −ε0 < δ < 0.

Seja ε′ ∈ R de modo que ε′ < −ε1. Utilizamos agora o Lema 2.47 com ε = 1
2B

e ε′ < k−ε1 < k

para obtermos

B ‖P0u‖s,δ,k−ε1 ≤
1

2
‖P0u‖s,δ,k +B

(
1

2B

)− k−ε1−ε′
ε1

‖P0u‖s,δ,ε′ . (2.61)
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Como ε′ < −ε1 segue de (2.60) e (2.61) que

‖P0u‖s,δ,k ≤ 2 ‖P (x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖P0u‖s,δ,−ε1 (2.62)

Obtemos de (2.58) e (2.62), e supondo, sem perda de generalidade, que as constantes envolvidas

são maiores que 1, a seguinte desigualdade

‖u‖s,δ,k−M ≤ B ‖P (x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s
(
‖P0u‖s,δ,−ε1 + ‖u‖s,δ,−M

)
. (2.63)

Como a ordem de P0 é σ0, então

‖P0u‖2
s,δ,−ε1 =

∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)−2ε1
∣∣∣P̂0u(ξ)

∣∣∣2
=

∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)−2ε1 |P0(ξ)|2 |û(ξ)|2

≤ C
∑
ξ∈ZN

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)−2ε1+2σ0 |û(ξ)|2 (2.64)

= C ‖u‖s,δ,−ε1+σ0
.

Se k0 = max{−ε1 + σ0,−M} e aumentando B > 0 se necessário, então segue de (2.63) e (2.64)

que

‖u‖s,δ,k−M ≤ B ‖P (x,D)u‖s,δ,k +Bk+1k!s ‖u‖s,δ,k0 , para − ε0 < δ < 0

e a demonstração está completa. �

2.4.3 Sobre a Resolubilidade em D′s(TN)

Teorema 2.54 Seja s ≥ 1. Se a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)

e é globalmente s-hipoeĺıptico com perda

de r derivadas, a0(x,D) ∈ Dpsσ0
(
TN
)

com σ0 < σ − r e P = a(x,D) + a0(x,D), então tP é

globalmente D′s resolúvel, ou seja, dada

f ∈ E(tP )s=̇

{
g ∈ Gs

(
TN
)

:

∫
TN

g(x)h(x)dx = 0, se Ph = 0, com h ∈ Gs
(
TN
)}

,

existe u ∈ D′s
(
TN
)

tal que tPu = f .

Para demonstrarmos esse resultado, basta utilizarmos a Proposição 2.51 e o
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Teorema 2.55 Seja b(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)
. Se b(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico, então tb(x,D)

é globalmente D′s resolúvel.

Observação 2.56 O Teorema 2.55 pode ser demonstrado como o Teorema 2.1 de [AZ] foi

demonstrado.

2.4.4 Perturbações dos operadores P (D) - caso Gevrey

Iniciamos esta seção com a seguinte

Definição 2.57 Seja a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)

com x ∈ TN e a(x,D) : Gs(TN) −→ Gs(TN).

Dizemos que a(x,D) é globalmente s-resolúvel, se dada f ∈ (ker ta(x,D))
⊥
s , existe u ∈ Gs

(
TN
)

de modo que a(x,D)u = f . Aqui, o conjunto

(
ker ta(x,D)

)⊥
s

=̇{f ∈ Gs(TN) : 〈w, f〉 = 0, para toda w ∈ D′s
(
TN
)

tal que ta(x,D)w = 0}.

Seja

P (D) =
∑
|α|≤m

aαD
α, aα ∈ C, α ∈ ZN+ (2.65)

um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes em TN . Seu śımbolo é dado

por

P (ξ) =
∑
|α|≤m

aαξ
α, ξ ∈ ZN .

Segue de Greenfield-Wallach [GW] que o operador P (D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em TN

se e somente se existem constantes positivas L,M e C tais que

|P (ξ)| ≥ L|ξ|−M , |ξ| ≥ C. (2.66)

Também, é fácil mostrar que o operador P (D) é globalmente s-hipoeĺıptico em TN se e somente

se para cada ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|P (ξ)| ≥ e−ε|ξ|
1/s

, |ξ| ≥ Cε. (2.67)

Como (2.66) implica (2.67) conclúımos que se P (D) é globalmente C∞ hipoeĺıptico em TN

então P é globalmente s-hipoeĺıptico em TN .

O Próximo resultado nos permitirá concluir que o operador P (D) perde m+M derivadas.
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Proposição 2.58 Suponha que o operador P (D) seja globalmente C∞ resolúvel, então se δ <

0, k ∈ Z+ e u ∈ D′s (T2) existem constantes positivas L,M e A tais que

‖u‖2
s,δ,k−M ≤ L−2 ‖P (D)u‖s,δ,k + Ak+1||u||2s,δ,−(M+1), (2.68)

isto é, ver Definição 2.49, o operador P (D) e tP (D) são globalmente s-hipoeĺıpticos com perda

de M +m derivadas (lembre que a ordem de P (D) é igual a m).

Demonstração. Como P (D) é globalmente C∞ resolúvel segue da Proposição 2.19, que

existem L > 0,M > 0 tais que |P (ξ)| ≥ L|ξ|−M , ∀ ξ /∈ S, S finito.

Assim, se δ < 0, k ∈ Z+ e u ∈ D′s (T2), temos

‖u‖2
s,δ,k−M =

∑
ξ∈Z2

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

=
∑
ξ /∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2 +
∑
ξ∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

=
∑
ξ /∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |P (ξ)|2

|P (ξ)|2
|û(ξ)|2 +

∑
ξ∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

=
∑
ξ /∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M 1

|P (ξ)|2
|P̂ (D)u(ξ)|2 +

∑
ξ∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

≤ L−2
∑
ξ /∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k|P̂ (D)u(ξ)|2 +
∑
ξ∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)2k−2M |û(ξ)|2

≤ L−2 ‖P (D)u‖s,δ,k + Ak+1
∑
ξ∈S

e2δ|ξ|1/s(1 + |ξ|)−2(M+1)|û(ξ)|2

≤ L−2 ‖P (D)u‖s,δ,k + Ak+1||u||2s,δ,−(M+1).

onde A = maxξ∈S{(1 + |ξ|)2} e também usamos o fato que 1
|P (ξ)|2 ≤ L−2|ξ|2M ≤ L−2(1 + |ξ|)2M .

Note que da mesma forma mostra-se que o mesmo vale para tP (D). �

Corolário 2.59 Suponha que o operador P (D) seja globalmente C∞ resolúvel e que a(x,D)

seja um operador pseudodiferencial Gevrey de ordem σ < −M , sendo M dado no item (5) da

Proposição 2.19. Então, Q = P (D) +a(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico com perda de M +m

derivadas. O mesmo vale para tQ.
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Demonstração. Segue da Proposição 2.51 e da Proposição 2.58. �

Teorema 2.60 Sejam P (D) como em (2.65) e a(x,D) ∈ Dpsσ
(
TN
)
. Se P (D) é globalmente

C∞ resolúvel e σ < −M então o operador Q = P (D) + a(x,D) é um operador globalmente

s-hipoeĺıptico em TN e globalmente s-resolúvel.

Demonstração. Como por hipótese o operador P (D) é globalmente C∞ resolúvel e a ordem

do operador pseudodiferencial Gevrey a(x,D) é σ < −M então segue do Corolário 2.59 que Q

e tQ são operadores globalmente s-hipoeĺıpticos com perda de M +m derivadas.

Mostremos agora que Q é globalmente s-resolúvel em TN . Para f ∈
(
kertQ

)⊥
s

vê-se fa-

cilmente que f ∈ E(tQ)s. Como tQ é um operador globalmente s-hipoeĺıptico com perda de

M + m derivadas então segue da Proposição 2.50 que tQ é globalmente s-hipoeĺıptico em TN

e segue do Teorema 2.55 que o operador Q é globalmente resolúvel em D′s(TN) e portanto

existe u ∈ D′s
(
TN
)

tal que Qu = f . Para concluirmos que u ∈ Gs(TN) basta lembrarmos que

segue da Proposição 2.50 e do fato que o operador Q é globalmente s-hipoeĺıptico com perda

de M + m derivadas que Q é globalmente s-hipoeĺıptico em TN e portanto podemos concluir

que u ∈ Gs
(
TN
)

e a demonstração está completa. �

2.4.5 Perturbações do campo vetorial L = c1Dx1
+c2Dx2

- caso Gevrey

Iniciamos com uma redução do problema.

Redução

Para b ∈ Gs(T2), escrevemos o operador L + b(x) como L + bΓ(x) + bΓc(x) e se o campo

vetorial L é globalmente s-resolúvel e como bΓc ∈ (ker tL)⊥ (veja Lema 2.5 em [PZ]), existe

h ∈ Gs (T2) de modo que Lh = bΓc .

Proposição 2.61 Se o campo vetorial L é globalmente s-resolúvel então o operador P = L +

b(x)+a(x,D), com a(x,D) ∈ Dpsσ (T2), σ < 0, é globalmente s-resolúvel se, e somente se, o ope-

rador P1 = L+bΓ(x)+a1(x,Dx) é globalmente s-resolúvel, sendo que a1(x,Dx) =̇ eha(x,Dx)e
−h ∈

Dpsσ (T2).

Demonstração. Suponha inicialmente que P1 seja globalmente s-resolúvel e vamos mostrar

que P é globalmente s-resolúvel. Seja f ∈ (ker tP )⊥s . Definimos g = ehf ∈ Gs (T2) e vamos
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mostrar que g ∈ (ker tP1)⊥s . Se w ∈ D′s (T2), então

〈w, g〉 =
〈
ehw, f

〉
,

e portanto é suficiente mostrarmos que ehw ∈ ker tP se w ∈ ker tP1. Primeiro, se ψ ∈ Gs (T2),

então 〈
tP (ehw), ψ

〉
=
〈
ehw,Pψ

〉
=
〈
w, ehPψ

〉
. (2.69)

Agora observe que

P1(ehψ) = (L+ bΓ(x) + a1(x,Dx)) e
hψ

= ehbΓc(x)ψ + eh(Lψ) + bΓ(x)ehψ + a1(x,Dx)(e
hψ)

= eh(L+ b(x))ψ + eha(x,Dx)ψ

= ehPψ. (2.70)

Observe ainda que as igualdades acima permanecem válidas se trocarmos ψ por uma ultradis-

tribuição v ∈ D′s (T2) qualquer. Segue de (2.69), (2.70) e do fato que w ∈ ker tP1 que

〈
tP (ehw), ψ

〉
=
〈
w,P1(ehψ)

〉
=
〈
tP1w, e

hψ
〉

= 0,

isto é, ehw ∈ kerP e portanto g ∈ (ker tP1)⊥s .

Como P1 é globalmente s-resolúvel, existe v ∈ Gs (T2) tal que P1v = g. Definimos u =

e−hv ∈ Gs (T2) e temos

Pu = (L+ b(x) + a(x,Dx))(e
−hv)

= e−h (−bΓc(x)) v + e−hLv + b(x)e−hv + e−heha(x,Dx)e
−hv

= e−h (L+ bΓ(x) + a1(x,Dx)) v

= e−hP1v = e−hg = f,

o que demonstra que P é globalmente s-resolúvel.

Reciprocamente, vamos supor que P é globalmente s-resolúvel e vamos mostrar que P1 é

globalmente s-resolúvel. Seja f ∈ (ker tP1)⊥s e defina g = e−hf ∈ Gs (T2). Como antes, para

mostrarmos que g ∈ (ker tP )⊥s , é suficiente mostrarmos que se w ∈ D′s (T2) e w ∈ ker tP ,

então e−hw ∈ ker tP1. Isso segue das seguintes igualdades: se ϕ ∈ Gs (T2), usamos (2.70) com
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ψ = e−hϕ e obtemos

〈
tP1(e−hw), ϕ

〉
=

〈
w, e−hP1ϕ

〉
=

〈
w,P (e−hϕ)

〉
=

〈
tPw, e−hϕ

〉
= 0.

Como estamos supondo P globalmente s-resolúvel, segue existe v ∈ Gs (T2) de modo que

Pv = g. Definimos u = ehv ∈ Gs (T2) e temos

P1u = (L+ bΓ(x) + a1(x,D)) ehv

= ehbΓc(x)v + ehLv + bΓ(x)ehv + eha(x,D)v

= ehPv = ehg = f

e a demonstração está completa. �

Observação 2.62 A mesma ideia usada na proposição anterior nos permite concluir que se o

campo vetorial L é globalmente Gs resolúvel então P é globalmente s-hipoeĺıptico em T2 se, e

somente se, P1 é globalmente s-hipoeĺıptico em T2. De fato, suponha que P1 seja globalmente

s-hipoeĺıptico em T2 e que Pu = f ∈ Gs (T2), com u ∈ D′s (T2). Se v = ehu, então segue

de (2.70) que P1v = ehPu = ehf ∈ Gs (T2). Logo v = ehu ∈ Gs (T2), o que nos garante que

u ∈ Gs (T2).

Reciprocamente, suponha que P seja globalmente s-hipoeĺıptico em T2 e que P1u = f ∈
Gs (T2), com u ∈ D′s (T2). Se v = e−hu, então segue de (2.70) que Pv = P (e−hu) = e−hP1u =

e−hf ∈ Gs (T2). Logo, v ∈ Gs (T2), e portanto u ∈ Gs (T2). �

2.4.6 O Caso Γ = {0}

Segue da subseção anterior que no caso em que Γ = {0} temos que estudar o operador

P1 = L+ b0 + a1(x,D),

pois no caso Γ = {0} temos que bΓ(x) = b̂(0) = b0 ∈ C é uma constante.

Nesta subseção aplicaremos a teoria desenvolvida na subseção 2.4.4 para o operador com

coeficientes constantes dado por P0(D) = L+ b0 = c1Dx1 + c2Dx2 + b0.

Nosso principal resultado é o seguinte
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Teorema 2.63 Sejam L =
∑2

j=1 cjDxj , cj ∈ R , b(x) ∈ Gs (T2;C), a(x,D) ∈ Dpsσ (T2)

com σ < −M e Γ = {0}, onde M é dado em (2.66). Suponha que o campo vetorial L e o

operador L+ b(x) sejam globalmente C∞ resolúveis. Então o operador P = L+ b0 + a(x,D) =

P0(D) + a(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico em T2 e globalmente s-resolúvel.

Demonstração. Como o campo vetorial L é globalmente C∞ resolúvel então, como visto

anteriormente, temos que L é globalmente s- resolúvel e portanto segue da Proposição 2.61 e

Observação 2.62 que é suficiente mostrarmos que P1 = L + bΓ(x) + a1(x,D) é globalmente s-

hipoeĺıptico em T2 e globalmente s-resolúvel. Lembre que no caso em que Γ = {0}, o operador

P1 é dado por P1 = L+ b0 + a1(x,D) = P0(D) + a1(x,D), sendo b0 = b̂(0) ∈ C uma constante

e P0(D) = L+ b0.

Como o operador L+ b(x) é globalmente C∞ resolúvel então segue da Proposição 2.29 que

P0(D) = L + b0 é globalmente C∞ resolúvel e como σ < −M então segue do Teorema 2.60

que P = L+ b0 + a(x,D) = P0(D) + a(x,D) é globalmente s-hipoeĺıptico em T2 e globalmente

s-resolúvel. �
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Caṕıtulo 3

Resolubilidade Global no Toro TN

3.1 Motivação

No trabalho “Global s-solvability and global s-hypoellipticity for certain perturbations of

zero order of systems of constant real vector fields”escrito por Petronilho-Zani, [PZ], é conside-

rado um sistema de campos vetorias com coeficientes reais, dado por por

Lj =
2∑

k=1

ajkDxk , j = 1, . . . ,m,

onde (x1, x2) ∈ T2 e ajk ∈ R, j = 1, . . . ,m, k = 1, 2,. Assumindo que este sistema é globalmente

resolúvel no espaço de Gevrey Gs(T2), s ≥ 1, eles procuram condições para que o sistema

perturbado

Pj = Lj + bj(x),

onde bj ∈ Gs(T2;C), também seja globalmente resolúvel em Gs(T2).

Motivados por este trabalho procuramos estender os resultados de [PZ] para o toro com

dimensão maior do que dois.

Iniciaremos considerando o seguinte operador:

X = dt + a(t) ∧ ∂x, x ∈ T t ∈ Tn

sendo que a(t) =
∑n

j=1 aj(t)dtj é uma forma fechada, isto é, ∂tjak(t) = ∂tkaj(t), j, k = 1, . . . , n

e aj ∈ Gs(Tn;R). A famı́lia correspondente de n campos vetoriais reais, que comutam entre si,
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associados ao operador X é dada por

Mj = ∂tj + aj(t)∂x, j = 1, . . . , n (3.1)

(ver [BCM]). É fácil ver que a famı́lia {Mj}n1 é transformada simultaneamente na famı́lia

{∂sj + aj0∂y}n1 se definirmos um difeomorfismo de Tn+1 em Tn+1 dado por y = x− h(t), s = t,

sendo que h satisfaz ∂tjh(t) = aj(t) − aj0, com aj0 = 1
(2π)n

∫
Tn aj(t)dt. Verifica-se que a função

h(t) =
∫ t1

0
a1(s, t2, . . . , tn)ds − a10t1 + · · · +

∫ tn
0
an(0, . . . , 0, s)ds − an0tn satisfaz as condições

exigidas sobre a função h(t).

Por simplicidade vamos nos referir aos campos vetoriais reais constantes ∂sj + aj0∂y por

Mj0 = ∂tj + aj0∂x.

Neste caṕıtulo, estamos interessados em estudar a resolubilidade global Gevrey do sistema

M=̇{Mj}n1 e de suas perturbações por termos de ordem zero.

Não é dif́ıcil ver que dadas fj ∈ Gs(Tn × S1) tais que existe u ∈ Gs(Tn × S1) satisfazendo

Mju = fj, j = 1, . . . , n, então devemos ter Mjfk = Mkfj, j, k ∈ {1, . . . , n}, e, para todo

j ∈ {1, . . . , n}, tem-se 〈w, fj〉 = 0 para toda w ∈
⋂n
`=1 ker tM`.

Assim, para o estudo da resolubilidade global Gevrey vamos nos restringir às funções Gevrey

f1, . . . , fn satisfazendo as condições acima. Mais precisamente, definimos o seguinte conjunto

Gs(M) =
{

(f1, . . . , fn) : fj ∈ Gs(Tn × S1), Mkfj = Mjfk,∀j, k = 1, . . . , n e

fj ∈
(
∩nk=1 ker tMk

)⊥
,∀j = 1, . . . , n

}
.

Definição 3.1 Dizemos que o sistemaM é globalmente s-resolúvel se para quaisquer (f1, . . . , fn) ∈
Gs(M) existe u ∈ Gs(Tn × S1) tal que Mju = fj, j = 1, . . . , n.

Observação 3.2 O sistemaM é globalmente s-resolúvel se e somente se o sistemaM0=̇{Mj0}n1
é globalmente s-resolúvel.

De fato, definimos

S : Gs(Tn × S1) −→ Gs(Tn × S1),

por

Su = v =
∑
k∈Z

v̂(t, k)eikx,

com v̂(t, k) = eikh(t)û(t, k), k ∈ Z.
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Então S define um automorfismo de S : Gs(Tn × S1) −→ Gs(Tn × S1) e S é também um

isomorfismo entre Gs(M) e Gs(M0) . Além disso, vale a seguinte relação de conjugação

SMjS
−1 = Mj0, j = 1, . . . , n.

Utilizando estas informações pode se provar que o sistema M é globalmente s-resolúvel se e

somente se o sistema M0 é globalmente s-resolúvel.

Associamos ao sistema de campos vetoriais M0 dado por Mj0 = ∂tj + aj0∂x, onde aj0 =
1

(2π)n

∫
Tn aj(t)dt, j = 1, . . . , n, os seguintes vetores em Rn+1

ωj = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j

, 0, . . . , 0︸︷︷︸
n

, aj0), j = 1, . . . , n.

Também definimos os seguintes conjuntos que desempenharão um papel importante em nosso

estudo:

Γ(M0)
.
= {(τ, ξ) ∈ Zn+1 : 〈ωj, (τ, ξ)〉 = τj + aj0ξ = 0, j = 1, . . . , n} e

Γc(M0) = Zn+1 \ Γ(M0).

Uma análise mais cuidadosa do conjunto Γ(M0)

Começamos com o seguinte

Lema 3.3 Se existe j∗ ∈ {1, . . . , n} tal que aj∗0 ∈ R \Q, então Γ(M0) = {0}.

Demonstração. De fato, a igualdade τj∗ + aj∗0ξ = 0 nos dá que ξ = 0, de onde obtemos que

τj∗ = 0. Como ξ = 0 segue da definição de Γ(M0) que τj = 0 para todo j = 1, . . . , n. �

Assim, para termos a dimensão de Γ(M0) diferente de zero, devemos ter que os coeficientes

aj0 são números racionais, isto é,

aj0 =
pj
qj
, pj ∈ Z, qj ∈ N\{0}, j = 1, . . . , n, (3.2)

com mdc(pj, qj) = 1 para cada j = 1, . . . , n, sendo que mdc denota o máximo divisor comum.

Proposição 3.4 Quando os coeficientes aj0 são racionais então existe ζ ∈ Zn+1 tal que

Γ(M0) = ζZ.
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Em particular, a dimensão de Γ(M0) é 1.

Demonstração. Como os coeficientes aj0 são racionais, podemos escrever

aj0 =
pj
qj
, pj ∈ Z, qj ∈ N\{0}, j = 1, . . . , n,

com mdc(pj, qj) = 1 para cada j = 1, . . . , n.

Caso 1: pj 6= 0 para todo j = 1, . . . , n.

Seja q0 = mmc(q1, . . . , qn), sendo que mmc denota o mı́nimo múltiplo comum. Assim,

podemos escrever

q0 = mjqj, j = 1, . . . , n,

com mj ∈ N para todo j = 1, . . . , n. Definimos

ζ = (p1m1, . . . , pnmn,−q0) ∈ Zn+1.

Se (τ, ξ) = (τ1, . . . , τn, ξ) = Nζ para algum N ∈ Z, então

τj + aj0ξ = Npjmj −
pj
qj
Nq0

= Npjmj −
pj
qj
Nmjqj

= 0

para todo j = 1, . . . , n. Logo, ζZ ⊂ Γ(M0). Reciprocamente, suponha que (τ, ξ) = (τ1, . . . , τn, ξ) ∈
Γ(M0). Então

τj +
pj
qj
ξ = 0, ∀ j = 1, . . . , n,

ou seja, τjqj = −pjξ para todo j = 1, . . . , n. Como mdc(pj, qj) = 1 e qj divide τjqj = −pjξ,
segue que qj divide ξ para todo j. Em particular, como q0 = mmc(q1, . . . , qn), segue que

ξ = Nq0 para algum N ∈ Z e

τjqj = −pjξ = −pjNq0

= (−N)pjmjqj
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para todo j = 1, . . . , n. Então podemos concluir que τj = (−N)mjpj. Portanto,

(τ1, . . . , τn, ξ) = (−N)(m1q1, . . . ,mnqn, (−q0)) = (−N)ζ,

e obtemos que ζZ ⊃ Γ(M0).

Caso 2: existe j ∈ {1, . . . , n} tal que pj = 0.

Se pj = 0 para todo j = 1, . . . , n, então podemos definir ζ = (0, . . . , 0, 1) ∈ Zn+1. Suponha,

então, pj 6= 0 para algum j. Os conjuntos

A =̇ {j ∈ {1, . . . , n} : pj = 0} e B =̇ {i ∈ {1, . . . , n} : pi 6= 0}

são diferentes do conjunto do vazio e A ∩ B = ∅. Seguindo as mesmas linhas do que fizemos

no Caso 1, obtemos o seguinte: definimos q0 = mmc (qj1 , . . . , qjk), sendo B = {j1 < . . . < jk}
e escrevemos

q0 = m`qj` , ` = 1, . . . , k.

Agora definimos ζ = (ζ1, . . . , ζn,−q0) colocando ζi = 0 se i ∈ A e ζi = pj`m` se i = j` e temos

que ζZ = Γ(M0). A demonstração está completa. �

Lema 3.5 Se α = (a01, . . . , a0n) ∈ Qn então os conjuntos

Gj =̇ {m+ a0jn,m, n ∈ Z} , j = 1, . . . , n (3.3)

são discretos em R, ou seja, existem constantes cj ∈ R tais que Gj ⊂ cjZ.

Demonstração. De fato, note que

m+ a0jn = m+
pj
qj
n

=
qj
qj
m+

pj
qj
n

= (qjm+ pjn)
1

qj
.

Segue que Gj ⊂ 1
qj
Z. Isso nos mostra que Gj é discreto. �

Com base nestas informações, iremos estudar uma classe mais geral de sistemas que incluirá

o nosso exemploM0, a saber, para s ≥ 1 definimos o seguinte sistema de campos vetoriais com
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coeficientes constantes reais

Lj =
N∑
k=1

ajkDxk , j = 1, . . . ,m (3.4)

agindo em Gs(TN), com ajk ∈ R. Denotaremos o sistema Lj, j = 1, . . . ,m por L.

Como antes diremos que L é globalmente s-resolúvel se para qualquer (f1, . . . , fm) ∈ Gs(L)

existe u ∈ Gs(TN) tal que Lju = fj, j = 1, . . . ,m.

Associamos, ao sistema de campos vetoriais L dado por (3.4), os seguintes vetores em RN

ωj = (aj1, . . . , ajN), j = 1, . . . ,m.

Também definimos os seguintes subconjuntos de ZN

Γ=̇{ξ ∈ ZN : 〈ωj, ξ〉 = 0, j = 1, . . . ,m} e Γc = ZN\Γ. (3.5)

Sejam

Gs(TN) = Gs
Γ(TN)⊕Gs

Γc(TN),

onde

Gs
Γ(TN) = {f ∈ Gs(TN) : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Γc}

e

Gs
Γc(TN) = {f ∈ Gs(TN) : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Γ}.

Para f ∈ Gs(TN) escrevemos f = fΓ + fΓc , com fΓ ∈ Gs
Γ(TN) e fΓc ∈ Gs

Γc(TN).

Da mesma forma, introduzimos

D′s(TN) = D′s,Γ(TN)⊕D′s,Γc(TN).

Segue da definição da s-resolubilidade global que o estudo do núcleo do transposto dos

campos vetoriais Lj será útil no que segue. Usando séries de Fourier, podemos facilmente

provar o seguinte

Lema 3.6 Seja w ∈ D′s(TN). Então w ∈ ∩mj=1 ker tLj se e somente se

w(x) =
∑
ξ∈Γ

ŵ(ξ)ei〈x,ξ〉.
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3.2 Perturbações por Termos de Ordem Zero

Agora estamos interessados em estudar o seguinte sistema perturbado P dado por:

Pj = Lj + bj(x), j = 1, . . . ,m

com bj ∈ Gs(TN ;C).

3.2.1 Resolubilidade Global Gevrey

Nesta sub-seção iremos sempre assumir que o sistema L é globalmente s-resolúvel.

Para o caso de um único campo L =
∑N

k=1 akDxk , a s-resolubilidade global do campo

perturbado P = L + b(x) é equivalente à s-resolubilidade global do operador Q = L + bΓ(x),

pois segue do Lema 3.6 que bΓc ∈ (ker tL)⊥ e como L é globalmente s-resolúvel então existe

g ∈ Gs(TN) tal que Lg = bΓc (veja [PZ]).

Assim, a partir de agora iremos supor que o sistema L é globalmente s-resolúvel, bj ∈ Gs(TN)

e (b1Γc , . . . , bmΓc) ∈ Gs(L).

Como em [PZ], mostra-se que o sistema P=̇{Pj = Lj + bj(x)} é globalmente s-resolúvel se

e somente se o sistema Q=̇{Qj = Lj + bjΓ(x)} é globalmente s-resolúvel.

Observacao: Nas condições acima o sistema dado por Pj = Lj + bj, j = 1, . . . ,m satisfaz

PjP` = P`Pj para todo j, ` = 1, . . . ,m.

De fato, observe que se u ∈ D′s
(
TN
)
, então

Pj(P`u) = (Lj + bj)(L`u+ b`u)

= LjL`u+ (Ljb`)u+ b`(Lju) + bj(L`u) + bjb`u.

Analogamente,

P`(Pju) = L`Lju+ (L`bj)u+ bj(L`u) + b`(Lju) + b`bju.

Comparando as expressões acima, como LjL` = L`Lj para todo j, ` = 1, . . . ,m, para concluir-

mos que PjP` = P`Pj basta mostrarmos que

Ljb` = L`bj, ∀ j, ` = 1, . . . ,m. (3.6)
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A hipótese (b1Γc , . . . , bmΓc) ∈ Gs(L) nos garante que Ljb`Γc = L`bjΓc para todo j, ` = 1, . . . ,m.

Além disso, aplicando a transformada de Fourier, obtemos que Ljb`Γ = 0 para todo j, ` =

1, . . . ,m, já que b̂`Γ(ξ) = 0 se ξ /∈ Γ e 〈ω, ξ〉 = 0 se ξ ∈ Γ. Assim,

Ljb` = Ljb`Γ + Ljb`Γc = Ljb`Γc

= L`bjΓc = L`bjΓ + L`bjΓc

= L`bj,

o que demonstra (3.6). �

3.2.2 O caso Γ = {0}

Neste caso temos que bjΓ(x) = b̂jΓ(0)=̇c com c ∈ C. Assim, neste caso, o estudo da s-

resolubilidade global é simples e a conclusão é dada pelo próximo resultado cuja demonstração

é análoga à demonstração da Proposição 2.29.

Teorema 3.7 Suponha que Γ = {0}. Então, o sistema Q é globalmente s-resolúvel se, e

somente se, para cada ε > 0 dado, existe uma constante Cε > 0 tal que, para cada ξ 6= 0 em

ZN , existe j ∈ {1, . . . ,m} satisfazendo

∣∣〈wj, ξ〉+ c
∣∣ ≥ Cεe

−ε|ξ|1/s .

Observação 3.8 Para o exemplo do sistema M0 o caso Γ = {0} corresponde ao caso em que

existe j∗ ∈ {1, . . . ,m} tal que aj∗0 ∈ R \Q.

3.2.3 O caso 0 < dim Γ < N .

Usaremos a notação d = dim Γ para a dimensão de Γ e r = N − d. Seja B =
{
k1, . . . , kd

}
uma base de Γ, com kj = (kj1, . . . , k

j
N), j = 1, . . . , d. Como estamos em ZN , podemos completar

B a uma base B′ = B ∪
{
vd+1, . . . , vN

}
de ZN (ver [P1], [DGY]). Iremos denotar vi =

(vi1, . . . , v
i
N), i = d+ 1, . . . , N .

Seja M a matriz de ordem N cujas colunas são formadas pelos vetores

k1, . . . , kd, vd+1, . . . , vN
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nesta ordem. Segue que M t induz um automorfismo de TN dado por y = M tx (veja [P1],

página 85).

Agora iremos escrever Qj nas novas variáveis. Para isto, notamos que se v(y) = v(M tx) =

u(x), então

N∑
k=1

ajk∂xku(x) =
N∑
k=1

ajk

( N∑
i=1

∂yiv(y)
(
M t
)
ik

)
=

N∑
i=1

(
N∑
k=1

ajk
(
M t
)
ik

)
∂yiv(y)

=
N∑
i=1

cji∂yiv(y), (3.7)

com cji =
∑N

k=1 ajk (M t)ik .

Observe que cji =
n∑
k=1

ajk
(
M t
)
ik

é o produto interno de wj com o i-ésimo vetor coluna da

matriz M . Pela definição de Γ e de M , segue que cji = 0 para j = 1, . . . ,m e i = 1, . . . d.

Podemos mostrar, como foi feito em [PZ], que para cada j = 1, . . . ,m, as funções bjΓ((M t)
−1

(y))

só dependem das variáveis y1, . . . , yd. Denotando

dj(y1, . . . , yd) = bjΓ(
(
M t
)−1

(y))

e (y1, . . . , yN) = (y1, . . . , yd, z1, . . . , zr) = (y, z), podemos reescrever, nas novas variáveis, os

operadores Qj da seguinte forma

Rj =
r∑

k=1

cjkDzk + dj(y), j = 1, . . . ,m.

É fácil provar a seguinte

Proposição 3.9 O sistema Q é globalmente s-resolúvel se, e somente se, o sistema R=̇{Rj}
é globalmente s-resolúvel.

Recordando que para o nosso exemplo inicial, o sistema M0, quando todos os coeficientes

são racionais temos dim Γ(M0) = 1 então nos concentraremos no caso em que dim Γ = 1.
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3.3 O Caso dim Γ = 1

Segue da teoria desenvolvida na seção anterior que, para dim Γ = 1, podemos escrever o

nosso sistema R da seguinte forma:

Rj =
N−1∑
k=1

cjkDzk + dj(y), j = 1, . . .m,

sendo dj(y) ∈ Gs(T).

Também motivados pelo fato que os conjuntos Gj=̇ {m+ a0jn,m, n ∈ Z} , j = 1, . . . , n as-

sociados ao sistema M0 são discretos, ver Lema 3.5, trabalheremos aqui com a hipótese que

para cada j ∈ {1, . . . ,m} o conjunto

Gj =

{
N−1∑
k=1

cjkηk : η1, . . . , ηN−1 ∈ Z

}

é discreto, isto é, existe constante real cj tais que

Gj ⊂ cjZ. (3.8)

Note, por exemplo, que quando os coeficientes ajk dos campos vetoriais Lj são racionais,

então segue do fato que cji =
∑N

k=1 ajk (M t)ik que os coeficientes cji dos operadores Rj também

são racionais e portanto podemos encontrar as constantes cj acima descritas. De fato, se temos

cjk =
pjk
qjk
, pjk ∈ Z, qjk ∈ N\{0} então temos

N−1∑
k=1

cjkηk =
1

N−1∏
`=1

qj`

(N−1∑
k=1

pjk

N−1∏
`=1,` 6=k

qj`ηk

)
⊂ c′jZ

onde c′j = 1∏N−1
`=1 qj`

e, portanto, Gj é discreto.

Sob as hipóteses acima, estudaremos agora a s-resolubilidade global do sistema R.

Iremos denotar a imagem da função dj por R(dj) e teremos que analisar alguns casos sepa-

rados.

Caso 1: Existe j0 ∈ {1, . . . ,m} tal que R(dj0) ∩Gj0 = ∅.
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Neste caso, dada f = (f1, . . . , fm) ∈ Gs(R), podemos definir

û(η1, . . . , ηN−1, y) =
f̂j0(η1, . . . , ηN−1, y)
N−1∑
k=1

cj0kηk + dj0(y)

.

Como R(dj0) é um compacto e Gj0 é um fechado e eles são disjuntos, então existe α > 0 tal que

α =̇ d (Gj0 , R(dj0)) > 0.

Portanto, temos que∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

cjkηk + dj0(y)

∣∣∣∣∣ ≥ α, ∀ y ∈ T, η = (η1, . . . , ηN−1) ∈ ZN−1.

Para mostrar que u(z, y) =
∑

η∈ZN−1 û(η, y)ei〈z,η〉 ∈ Gs(TN) precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.10 Sejam s ≥ 1 um número real, A um subconjunto de ZN , U ⊂ R e fη, η ∈ A, uma

famı́lia de funções suaves em U , não necessariamente periódicas, satisfazendo

∣∣f (k)
η (y)

∣∣ ≤ Ck+1
0 k!se−ε|η|

1/s

, ∀ η ∈ A, k ∈ Z+, y ∈ U,

para certas constantes C0, ε > 0. Se gη, η ∈ A, também é uma famı́lia de funções suaves em U

de modo que existe B > 0 satisfazendo

B−1 ≤ |gη(y)| , ∀ η ∈ A, y ∈ U

e ∣∣g(k)
η (y)

∣∣ ≤ Dk+1k!s, ∀ η ∈ A, y ∈ U, k = 1, 2, 3, . . . ,

para alguma constante D > 0, então

∣∣∣ (fη
gη

)(k)

(y)
∣∣∣ ≤ Ck+1

1 k!se−ε|η|
1/s

, ∀ η ∈ A, k ∈ Z+, y ∈ U,

para uma constante C1 > 0 dependendo apenas de C0, D e B.

Demonstração. A demonstração é simplesmente usar o Lema 3.7 de [PZ] e a regra de Leibniz.

�
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Como as derivadas de
(N−1∑
k=1

cjkηk + dj0(y)
)

não dependem de η, e dj ∈ Gs(T), podemos

usar o Lema 3.10 para concluirmos que u ∈ Gs(TN). Aplicando a transformada de Fourier nas

igualdades Rjfj0 = Rj0fj podemos concluir que Rju = fj para cada j = 1, . . . ,m. Assim a

demonstração deste caso está completa. �

Caso 2: R(dj) ∩Gj 6= ∅ para todo j = 1, . . . ,m.

Iremos dividir este caso em dois sub-casos:

Caso 2.1: Para todo j ∈ {1, . . . ,m}, a função dj é constante. Pela definição de Gj, neste

caso temos que existem ηj1, . . . , η
j
N−1 ∈ Z tais que

dj(y) =
N−1∑
k=1

cjkη
j
k, ∀ j = 1, . . . ,m, y ∈ T.

Logo, os operadores Rj tornam-se

Rj =
N−1∑
k=1

cjkDzk +
N−1∑
k=1

cjkη
j
k, ∀ j = 1, . . . ,m.

Para cada j ∈ {1, . . . ,m}, definimos

Aj =

{
(η1, . . . , ηN−1) ∈ ZN−1 : −

N−1∑
k=1

cjkηk =
N−1∑
k=1

cjkη
j
k

}
.

Agora podemos definir u: seja η ∈ ZN−1 e suponha que exista jη tal que η /∈ Ajη . Então

definimos

û(η1, . . . , ηN−1, y) =
f̂jη(η1, . . . , ηN−1, y)

N−1∑
k=1

cjηkηk +
N−1∑
k=1

cjηkη
jη
k ,

∈ Gs(T). (3.9)

Caso contrário, se η ∈ Aj para todo j = 1, . . . ,m, então definimos û(η, y) = 0 para cada y ∈ T.

Assim, temos û(η, ·) ∈ Gs(T) para cada η ∈ ZN−1 e devemos mostrar que

u(z, y) =
∑

η∈ZN−1

û(η, y)eiη·z ∈ Gs(TN)

e Rju = fj para todo j = 1, . . . ,m. Primeiro vamos verificar que u ∈ Gs(TN), ou seja, existem
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constantes ε > 0, C > 0 tais que

|Dk
y û(η, y)| ≤ Ck+1k!se−ε|η|

1/s

, ∀ η ∈ ZN−1, y ∈ T, k ∈ Z+. (3.10)

Da definição de û(η, y), precisamos verificar (3.10) apenas para η ∈ ZN−1 tal que η /∈ Ajη para

algum jη ∈ {1, . . . ,m}. Observe que como cji = 〈ωj, vi〉, para i ∈ {2, . . . , N} e os vetores vi, i =

2, . . . , N não pertencem a Γ então cji 6= 0 para algum i ∈ {2, . . . , N}; isto garante que cj (ver

(3.8)) são diferentes de zero. Portanto, temos que existe α tal que 0 < α < min{|c1|, . . . , |cm|}
e vale ∣∣∣∣∣

N−1∑
k=1

cjηkη
jη
k +

N−1∑
k=1

cjηkηk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

cjηk
(
η
jη
k + ηk

)∣∣∣∣∣ > α,

pois
∑N−1

k=1 cjηk
(
η
jη
k + ηk

)
∈ Gjη\{0}.

Como fj ∈ Gs(TN) para todo j = 1, . . . ,m, segue do Lema 3.10 e de (3.9) que vale (3.10).

Agora iremos provar que Rju = fj para todo j = 1, . . . ,m. Aplicando a transformada

parcial de Fourier na variável z podemos concluir que Rju = fj para cada j = 1, . . . ,m se, e

somente se, (
N−1∑
k=1

cjkηk + dj(y)

)
û(η, y) = f̂j(η, y), ∀ j = 1, . . . ,m, ∀ η ∈ ZN−1.

Para η ∈ Aj para todo j = 1, . . . ,m, devemos provar que f̂j(η, ·) ≡ 0 para todo j = 1, . . . ,m.

Para vermos isso definimos, para y0 ∈ T,

w = e−i〈η,z〉 ⊗ δy0 ∈ D′s(TN)

e observamos que w ∈ ∩mj=1 ker tRj. De fato, uma vez que
N−1∑
k=1

cjkηk + dj(y0) = 0 para todo

j = 1, . . . ,m, obtemos

〈 tRjw,ϕ〉 = 〈w,Rjϕ〉 = (2π)N−1

(
N−1∑
k=1

cjkηk + dj(y0)

)
ϕ̂(η, y0) = 0.

Logo, para y0 ∈ T arbritrário, temos

(2π)N−1f̂j(η, y0) = 〈w, fj〉 = 0, ∀ j = 1, . . . ,m.
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Para terminarmos a demonstração deste caso devemos ver que para η /∈ Ajη temos R̂ju(η, y) =

f̂j(η, y) para todo j 6= jη e para isto basta usarmos as condições de compatibilidade Rjfjη =

Rjηfj.

Caso 2.2: Existe j0 ∈ {1, . . . ,m}, o qual iremos supor ser igual a 1, tal que dj0 é não

constante.

Como cada dj é uma função cont́ınua e Gj é um subconjunto discreto de R, podemos escrever

R(dj) ∩Gj =
{
−ηj1cj, . . . ,−η

j
Nj
cj

}
,

sendo que ηj` ∈ Z para cada j ∈ {1, . . . ,m} e ` ∈ {1, . . . , Nj}. Considere (denotamos η =

(η1, . . . , ηN−1))

A =

{
η ∈ ZN−1 : ∀ j = 1, . . . ,m,

N−1∑
k=1

cjkηk = ηjpcj, para algum p ∈ {1, . . . , Nj}

}
.

Observação 3.11 Quando N > 2 e os números cjk são todos racionais, cada ponto da forma

ηjpcj em Gj pode ser escrito de uma infinidade de maneiras diferentes como uma soma da forma∑N−1
k=1 cjkηk para η ∈ A. Isso torna o problema da resolubilidade do sistema R mais dif́ıcil de

ser estudada do que feito em [PZ], onde N = 2, já que ao excluirmos os ı́ndices em A, ficamos

com apenas uma quantidade finita de η ∈ Z para analisarmos.

Se η ∈ ZN−1 \ A, então existe j = jη ∈ {1, . . . ,m} satisfazendo

N−1∑
k=1

cjηkηk + djη(y) 6= 0, ∀ y ∈ T.

Estudaremos o caso em que η ∈ A. Definimos

Zη =̇

{
y ∈ T :

N−1∑
k=1

cjkηk + dj(y) = 0, ∀ j = 1, . . . ,m

}
.

e, para cada j ∈ {1, . . . ,m} e k ∈ {1, . . . , Nj},

rjk(y) = ηjkcj + dj(y), y ∈ T.

Seja L o conjunto de todos os J = (k1, . . . , km) ∈ Nm, com 1 ≤ kj ≤ Nj para cada j = 1, . . . ,m
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de modo que existe η ∈ A tal que
∑N−1

k=1 cjkηk = ηjkjcj para todo j = 1, . . . ,m. Definimos, para

J ∈ L,

FJ =
{
y ∈ T : rjkj é flat em y, ∀ j = 1, . . . ,m

}
.

Com essas notações estabelecidas podemos enunciar nosso resultado principal deste caṕıtulo.

Teorema 3.12 O sistema R é globalmente s-resolúvel se, e somente se, FJ = ∅ para todo

J ∈ L.

Demonstração. Suficiência:

Se η /∈ A, então a função
∑N−1

k=1 c1kηk + d1(y) não possui zeros para algum jη ∈ {1, . . . ,m}.
Note que como dj(T) é um compacto, Gj \ dj(T) é fechado e eles são disjuntos, então αj =

d(dj(T), Gj \dj(T)) > 0. Em particular, αjη ≤
∣∣∣∑N−1

k=1 cjηkηk + djη(y)
∣∣∣ para todo η /∈ A e y ∈ T.

Definimos ainda

û1(η, y) =
f̂jη(η, y)

N−1∑
k=1

cjηkηk + djη(y)

, y ∈ T, η /∈ A. (3.11)

Além disso, consideramos

α = min
j=1,...,m

d (R(dj), Gj \R(dj)) > 0,

e, então, temos que para η ∈ ZN−1\A existe jη ∈ {1, . . . ,m} tal que

α ≤

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

cjηkηk + djη(y)

∣∣∣∣∣ , ∀ y ∈ T.
Logo, podemos usar o Lema 3.10 para concluirmos que

u1(z, y) =
∑

η∈(ZN−1\A)

û1(η, y)eiη·z ∈ Gs(TN).

Iremos definir û(η, y), quando η ∈ A, de modo que û(η, ·) ∈ Gs(T) e, então, iremos verificar

que

u2(z, y) =
∑
η∈A

û(η, y)eiz·η ∈ Gs(TN).

Uma vez feito isso, vamos verificar que u = u1 + u2 ∈ Gs(TN) resolve Rju = fj para cada

j = 1, . . . ,m, sendo u1 a função definida em (3.11).
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Fixamos, então, η ∈ A. Se y ∈ T \ Zη, então é posśıvel encontrar j = jη,y tal que

N−1∑
k=1

cjη,ykηk + djη,y(y) 6= 0.

Neste caso, definimos

û(η, y) =
f̂jη,y(η, y)

N−1∑
k=1

cjη,ykηk + djη,y(y)

. (3.12)

Agora vamos definir û(η, y) para y ∈ Zη. Afirmamos primeiro que o conjunto Zη é finito.

De fato, sejam k1, . . . , km ∈ N de modo que
∑N−1

k=1 cjkηk = ηjkjcj para cada j = 1, . . . ,m e

defina J = (k1, . . . , km), o qual pertence ao conjunto L. Nossa hipótese garante que FJ = ∅
e, portanto, se y ∈ Zη então existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que y é um zero de ordem finita de rjkj .

Isso garante que Zη é finito. Escrevemos

Zη =
{
yη1 , . . . , y

η
qη

}
.

Observe que se mudarmos η ∈ A, então o conjunto Zη também pode mudar. No entanto,

para cada η ∈ A, temos que a função
N−1∑
k=1

cjkηk + dj(x) coincide com uma das funções rjp, j ∈

{1, . . . ,m} e p ∈ {1, . . . , Nj} . Como existe um número finito de funções rjp, segue que
⋃
η∈A

Zη

é finito.

Fixamos agora y ∈ Zη. Como fizemos acima, para cada j = 1, . . . ,m existe um único

kj ∈ {1, . . . , Nj} tal que
N−1∑
k=1

cjkηk = cjη
j
kj

(3.13)

e definimos J = (k1, . . . , km) ∈ L. Como, por hipótese, FJ = ∅ para todo J ∈ L, segue que

existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que rjkj não é flat em y. Assim, se Mj,kj(y) denota a ordem do zero

y da função rjkj , para cada j ∈ {1, . . . ,m}, então

0 < M0 =̇ M0kj(y) =̇ min
1≤j≤m

Mj,kj(y) < +∞.

Recorde ainda que, por (3.13), M0 depende também de η. Seja rj0kj0 uma das funções, dentre
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as funções rjkj , tal que a ordem do zero y da função rj0kj0 é M0. Definimos

û(η, y) =
∂M0
y f̂j0(η, y)

r
(M0)
j0kj0

(y)
. (3.14)

Tendo definido û(η, y) para cada η ∈ A, iremos provar que û(η, y) é uma função em Gs.

Afirmamos que se y ∈ T \ Zη e se j′ ∈ {1, . . . ,m} satisfazem

N−1∑
k=1

cj′kηk + dj′(y) 6= 0,

então

û(η, y) =
f̂j′(η, y)

N−1∑
k=1

cj′kηk + dj′(y)

. (3.15)

Em outras palavras estamos provando que (3.12) não depende do ı́ndice j = jη,y desde que
N−1∑
k=1

cjηk + dj(y) 6= 0. De fato, já que (f1, . . . , fm) ∈ Gs(R), segue que Rjη,yfj′ = Rj′fjη,y .

Aplicando a transformada parcial de Fourier, obtemos(
N−1∑
k=1

cjη,ykηk + djη,y(y)

)
f̂j′(η, y) =

(
N−1∑
k=1

cj′kηk + dj′(y)

)
f̂jη,y(η, y),

de onde conclúımos nossa afirmação. Segue que se y ∈ T \ Zη, então podemos usar o mesmo

ı́ndice jη,y na definição de û(η, y′) para todo y′ próximo de y. Assim, û(η, ·) é, em uma vizinhança

de y, o quociente de duas funções em Gs, sendo que o denominador não se anula. Segue que

û(η, ·) pertence a Gs em uma vizinhança de y ∈ T \ Zη.
Vamos provar agora que û(η, ·) pertence ao espaço Gs em uma vizinhança de y0 ∈ Zη. Sejam

j0, kj0 e M0 como em (3.14). Como M0 é finito, segue que existe uma vizinhança U0 de y0 em

T tal que o único zero de rj0kj0 em U0 é y0. Assim, se y ∈ U0 \ {y0}, então y ∈ T \ Zη. Em

particular, por (3.15), podemos concluir que

û(η, y) =


f̂j0 (η,y)

rj0kj0 (y)
, se y ∈ U0 \ {y0},

∂
M0
y f̂j0 (η,y0)

r
(M0)
j0kj0

(y0)
, se y = y0.

(3.16)
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Precisaremos agora de alguns resultados auxiliares. O primeiro é dado pelo

Lema 3.13 O ponto y0 ∈ Zη, η ∈ A, é um zero de ordem no mı́nimo M0 da função fj(η, ·)
para todo j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Dado 0 ≤M < M0, seja

wM =̇ e−i〈z,η〉 ⊗ δ(M)
y0
∈ D′s(TN), z ∈ TN−1, η ∈ ZN−1.

Observe que para cada j = 1, . . . ,m temos,

〈
tRjwM , ϕ

〉
= 〈wM , Rjϕ〉

=
〈
δ(M)
y0

, R̂jϕ(η, ·)
〉

=
〈
δ(M)
y0

, rjkj ϕ̂(η, ·)
〉

= 0,

sendo que usamos que M < M0 e que M0 é a menor ordem de anulamento do ponto y0 entre

as funções rjkj . Portanto, wM ∈ ∩m`=1 ker tR` e como fj ∈
(
∩m`=1 ker tR`

)⊥
então

(2π)N−1∂My f̂j(η, y0) = 〈wM , fj〉 = 0, j = 1, . . . ,m

e a demonstração está completa. �

O segundo resultado é dado por

Lema 3.14 Sejam I ⊂ R um intervalo e F ∈ Gs(I), l ∈ N e y0 ∈ I tais que F (j)(y0) = 0 para

cada j = 0, . . . , l − 1 (em outras palavras, y0 é um zero de ordem no mı́nimo l de F ). Então

F (y) = (y − y0)lFl(y),

sendo que

Fl(y) =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

t1 · t22 . . . · tl−1
l−1F

(l) (ψl (t1, . . . , tl, y)) dt1 . . . dtl

e ψm : [0, 1]m × R −→ R é definida indutivamente por

ψ1(t1, y) = t1y + (1− t1)y0
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e

ψm(t1, . . . , tm, y) = tmψm−1(t1, . . . , tm−1, y) + (1− tm)y0,m > 1.

Em particular,

Fl(y0) =
F (l)(y0)

l!
.

Demonstração. ( ver Apêndice C) �

Voltamos para a demonstração do teorema principal. Utilizando as notações do lema ante-

rior e escrevendo (f̂j(η, ·))M0(y)=̇
(
f̂j0

)
M0

(η, y), podemos escrever (3.16) como

û(η, y) =

(
f̂j0

)
M0

(η, y)(
rj0kj0

)
M0

(y)
, y ∈ U0. (3.17)

Como M0 é a ordem de y0 como zero de rj0kj0 , segue que (rj0k0)M0
(y0) 6= 0 pelo Lema 3.14.

Assim, novamente temos o quociente de duas funções em Gs e, portanto, û(η, ·) pertence ao

espaço Gs em uma vizinhança de y0. Da compacidade de T podemos concluir que, para cada

η ∈ A, û(η, ·) ∈ Gs(T).

Para terminarmos a demonstração devemos exibir constantes C > 0 e ε > 0 de modo que

∣∣∂ky û(η, y)
∣∣ ≤ Ck+1k!se−ε|η|

1/s

, ∀ k ∈ Z+, η ∈ A, y ∈ T. (3.18)

Para realizar essas estimativas vamos usar as notações do Lema 3.14 e iremos encontrar uma

expressão para as derivadas das funções Fl. Pela definição de ψl (t1, . . . , tl, y), o único termo de

ψl em que aparece a variável y é da forma t1 · . . . · tl · y. Logo,

F
(j)
l (y) =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

tj+1
1 · t2+j

2 . . . · tl−1+j
l−1 tjlF

(l+j) (ψl (t1, . . . , tl, y)) dt1 . . . dtl.

Como existem constantes C0 > 0 e ε > 0 satisfazendo∣∣∣∂jyf̂j(η, y)
∣∣∣ ≤ Cj+1

0 j!se−ε|η|
1/s

, ∀ y ∈ T, j ≥ 0, η ∈ ZN−1, j = 1, . . . ,m
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segue que ∣∣∣∣∂jy (f̂j0)
M0

(η, y)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

tj1 · t
2+j
2 . . . · tM0−1+j

M0−1 tjM0
×

×
∣∣∣∂j+M0
y f̂(η, (ψM0 (t1, . . . , tM0 , y)))

∣∣∣ dt1 . . . dtM0

≤ Cj+M0+1
0 (j +M0)!se−ε|η|

1/s ×

×
(∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

tj1 · t
2+j
2 . . . · tM0−1+j

M0−1 tjM0
dt1 . . . dtM0

)
≤ Cj+M0+1

0 2s(j+M0)M0!sj!se−ε|η|
1/s

≤ Cj+1
1 j!se−ε|η|

1/s

,

sendo que a constante C1 > 0 não depende de j, mas depende da ordem M0. Agora escrevemos⋃
η∈A

Zη = {y1, . . . , yq} .

Lembremos (ver (3.17)) que se 1 ≤ ` ≤ q e η ∈ A é tal que y` ∈ Zη, então existe um intervalo

U` centrado em y` tal que para cada y ∈ U` vale

û(η, y) =

(
f̂j`

)
M`

(η, y)(
rj`kj`

)
M`

(y)
,

sendo que o denominador nunca se anula em U` e tendo j`, kj` e M` os papéis de j0, kj0 e

M0 respectivamente. Note que apesar de termos infinitos η ∈ A, existe apenas um número

finito de funções rjk e estamos analisando apenas um número finito de pontos y ∈
⋃
η∈A

Zη.

Logo, as ordens M0 usadas em (3.14) formam um subconjunto finito de N quando variamos

η ∈ A. Usando o Lema 3.14, conclúımos que
(
rj`kj`

)
M`

(y`) 6= 0, e então podemos encontrar

uma constante α1 > 0 (após mudarmos U` se necessário) tal que

α1 ≤
∣∣∣(rj`k`)M`

(y)
∣∣∣ , ∀ y ∈ U`, ` = 1, . . . , q.

Ainda para ` ∈ {1, . . . , q} fixado, temos que se η ∈ A é tal que y` /∈ Zη, então existe j = jy,η de

modo que

û(η, y) =
fj(η, y)∑N−1

k=1 cjkηk + dj(y)
(3.19)
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para todo y em uma vizinhança Uy de y`. Como y` ∈ Zη0 para algum η0 ∈ A, segue que

0 < min{|c1|, . . . , |cm|} ≤

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

cjkηk + dj(y`)

∣∣∣∣∣ , ∀ η ∈ A tal que y` /∈ Zη.

Dessa forma, diminuindo U` se necessário, podemos supor que existe α′1 > 0 de modo que

α′1 <

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

cjkηk + dj(y)

∣∣∣∣∣ , ∀ η ∈ A tal que y` /∈ Zη, y ∈ U`.

Em outras palavras, encontramos uma vizinhança U` de cada y` de modo que û(η, ·) é escrito

como um quociente de duas funções de classe Gs, sendo que os denominadores são limitados

por baixo (uniformemente em η ∈ A). Para podermos usar o Lema 3.10, precisamos garantir

que as derivadas do denominador possuem estimativas do tipo Gs uniformemente em η. Note

que no caso em que y` ∈ Zη, para η ∈ A, o denominador é dado por (rj`kj` )M`
. A expressão

de (rj`kj` )M`
dada pelo Lema 3.14, junto com a finitude das ordens M`, nos garante que as

derivadas de (rj`kj` )M`
independem de η. Já no caso em que y` /∈ η, a expressão dada em (3.19)

nos garante que as derivadas do denominador também não dependem de η. Segue do Lema

3.10 que podemos encontrar constantes C1 > 0 e λ1 > 0 satisfazendo

∣∣∂ky û(η, y)
∣∣ ≤ Ck+1

1 k!se−ε|η|
1/s

, ∀ k ∈ Z+, η ∈ A, y ∈ U`, ` = 1, . . . q. (3.20)

Agora, para cada y0 ∈ T \

(
q⋃
`=1

U`

)
, temos (veja (3.12))

û(η, y) =
f̂jη,y0 (η, y)

N−1∑
k=1

cjη,y0kηk + djη,y0 (y)

para y em uma vizinhança Vy0 de y0. Além disso, como já feito anteriormente, diminuindo Vy0

se necessário, existe uma constante α2 > 0 tal que

α2 <

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

cjη,y0kηk + djη,y0 (y)

∣∣∣∣∣
para todo η ∈ A e y ∈ Vy0 . Do Lema 3.10 segue que existem constantes C2 > 0 e λ2 > 0 tais
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que ∣∣∂ky û(η, y)
∣∣ ≤ Ck+1

2 k!se−ε|η|
1/s

, ∀ k ∈ Z+, η ∈ A, y ∈ Vy0 , j = 1, . . . q. (3.21)

Da compacidade de T \

(
q⋃
`=1

U`

)
, de (3.20) e (3.21) conclúımos que vale (3.18). Portanto,

u(z, y) =
∑

η∈ZN−1

û(η, y)eiη·z ∈ Gs(TN).

As equações de compatibilidade Rjfk = Rkfj nos mostram que R̂ju(η, y) = f̂j(η, y) para

cada η ∈ ZN−1
+ e y ∈ T tais que que existe j0 satisfazendo

N−1∑
k=1

cj0kηk + dj0(y) 6= 0.

Quando tal j0 não existe, então η ∈ A e y0 ∈ Zη. Pelo Lema 3.13, conclúımos f̂j(η, y0) = 0 para

cada j = 1, . . . ,m e neste caso a igualdade R̂ju(η, y) = f̂j(η, y) também é válida. Em outras

palavras, u ∈ Gs(TN) e Rju = fj para cada j = 1, . . . ,m. Isso completa a demonstração da

suficiência.

Necessidade: Vamos provar que se FJ 6= ∅ para algum J = (k1, . . . , km) ∈ L, então

R não é globalmente s-resolúvel. Se FJ 6= ∅ para algum J ∈ L, então s > 1 e existem

η0 = (η0
1, . . . , η

0
n) ∈ A e y0 ∈ Zη0 tais que as funções

n−1∑
k=1

cjkη
0
k + dj(y) = cjη

j
kj

+ dj(y) = rjkj(y)

são flat em y0 para cada j = 1, . . . ,m. Observe que FJ é um subconjunto fechado e próprio de

T, uma vez que d1 é não constante. Como T é conexo, segue que FJ não é um subconjunto

aberto de T. Assim, garantimos a existência de y′ ∈ ∂FJ . Como FJ é fechado, temos que

y′ ∈ FJ .

Afirmamos que existem y1 ∈ (y′− 1, y′+ 1)∩F cJ e j1 ∈ {1, . . . ,m} de modo que rj1kj1 (y1) 6=
0. De fato, se essa afirmação fosse falsa, então para todo y ∈ (y′ − 1, y′ + 1) ∩ F cJ e todo

j ∈ {1, . . . ,m}, teŕıamos rjkj(y) = 0. Note que como y′ ∈ ∂FJ , existe y ∈ (y′ − 1, y′ + 1) ∩ F cJ
e este conjunto é aberto. Assim, existe δ > 0 de modo que (y − δ, y + δ) ⊂ (y′ − 1, y′ + 1) ∩F cJ
e, em particular, a nossa hipótese nos garante que rjkj(y) = 0 para todo y ∈ (y− δ, y+ δ). Isso

mostra que rjkj é flat em y para todo j = 1, . . . ,m, o que garante que y ∈ FJ , o que nos dá uma
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contradição, já que y ∈ F cJ . Assim, a existência de tais y1 e j1 ∈ {1, . . . ,m} estão garantidas.

Considere δ1 = min (d(y1,FJ)/2, 1/2). Repetindo o argumento acima, conseguimos encontrar

y2 ∈ (y′ − δ1, y
′ + δ1) ∩ F c, y2 6= y1, e j2 ∈ {1, . . . ,m} de modo que rj2kj2 (y2) 6= 0.

Prosseguindo com esse argumento, obtemos uma sequência {yp}p que converge a y′ de

modo que yp 6= yp′ se p 6= p′ e rjpkjp (yp) 6= 0. Como os ı́ndices jp percorrem o conjunto

finito {1, . . . ,m}, passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que existe j0 ∈
{1, . . . ,m} de modo que rj0kj0 (yp) 6= 0 para todo p ∈ N.

Como rjkj é flat em y′, segue que

rjkj(y) = g(y)hj(y), ∀ j = 1, . . . ,m,

sendo que g(y) = 1 − cos(y − y′) e h1, . . . , hm ∈ Gs(T) são flat em y = y′ (veja Lema 3.6

de [PZ]). Como rj0kj0 (yp) 6= 0 para cada p ∈ N, segue que

hj0(yp) 6= 0, ∀ p = 1, 2, 3, . . . .

Agora, definimos

fj(z, y) = hj(y)ei〈η
0,z〉 ∈ Gs(TN), j = 1, . . . ,m.

Afirmamos que (f1, . . . , fm) ∈ G(R). Observamos primeiro que

R`fj(z, y) =

(
N−1∑
i=1

c`iDzi + d`(y)

)(
hj(y)ei〈η

0,z〉
)

=

(
N−1∑
i=1

c`iη
0
i + d`(y)

)(
hj(y)ei〈η

0,z〉
)

= r`k`(y)hj(y)ei〈η
0,z〉

= g(y)h`(y)hj(y)ei〈η
0,z〉

= g(y)hj(y)h`(y)ei〈η
0,z〉

...

= Rjf`(z, y).

Seja w ∈ ∩mj=1 ker tRj e vamos mostrar que 〈w, fj〉 = 0 para cada j = 1, . . . ,m. Aplicando a
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transformada de Fourier em tRjw = 0, obtemos(
−

N−1∑
k=1

cjkηk + dj(y)

)
ŵ(η, y) = 0, ∀ η ∈ ZN−1.

Considerando η = −η0, temos

rjkj(y)ŵ(−η0, y) = 0, ∀ j = 1, . . . ,m.

Assim, temos

〈w, fj〉 = (2π)N−1
∑

η∈ZN−1

〈
ŵ(−η, y), f̂j(η, y)

〉
= (2π)N−1

〈
ŵ(−η0, y), f̂j(η

0, y)
〉

= (2π)N−1
〈
ŵ(−η0, y), hj(y)

〉
= (2π)N−1

〈
hj(y)ŵ(−η0, y), 1

〉
.

Se verificarmos que hj(y)ŵ(−η0, y) = 0 para cada j = 1, . . . ,m, então poderemos concluir que

〈w, fj〉 = 0 para cada j = 1, . . . ,m. Observe que

g(y)hj(y)ŵ(−η0, y) = rjkj(y)ŵ(−η0, y) = 0, ∀ j = 1, . . . ,m,

e como g(y) = 1 − cos(y − y′), segue que o suporte da ultradistribuição hj(y)w(−η0, y) está

contido em {y′}. Para completarmos a nossa demonstração, começamos recordando o seguinte

resultado (veja [D], página 7).

Proposição 3.15 Seja u ∈ D′s(T) de modo que suppu = {x0}. Então

u =
∑
n∈Z+

anδ
(n)
x0
,

para certas constantes an ∈ C.

Como no nosso caso a ultradistribuição hj(y)w(−η0, y) está multiplicada por g, usando a Pro-

posição 3.16 abaixo (para a demonstração, veja Proposição D.3 no Apêndice D), segue que

existem A0j, A1j ∈ C tais que

hj(y)ω(−η0, y) = A0jδy′ + A1jδ
′
y′ , ∀ j = 1, . . . ,m. (3.22)
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Proposição 3.16 Seja T ∈ D′s(T). Se g(x) = 1 − cos(x − x0) para algum x0 ∈ T e gT = 0,

então

T = a0δx0 + a1δ
′
x0

para certos a0, a1 ∈ C. Aqui, δx0 denota a ultradistribuição Delta de Dirac periódica em D′s(T)

centrada em x0.

Lembrando que hj é flat em y′ e (3.22), se algum dos coeficientes Aij 6= 0, então estaŕıamos

dividindo δy′ (ou combinação linear de suas derivadas) por uma função flat em y′, o que não

pode ocorrer pelo

Teorema 3.17 Seja f ∈ Gs(T) uma função flat em x0 ∈ T. Se fT = a0δx0 + a1δ
′
x0

, com

T ∈ D′s(T), então a0 = a1 = 0.

Como na literatura só encontramos este resultado para o caso em que x0 é um zero isolado

de f (Teorema 2.3 de [D]), resolvemos incluir a demonstração do Teorema 3.17 no Apêndice D

(Teorema D.5).

Segue então do Teorema 3.17 que A0j = A1j = 0 para todo j = 1, . . . ,m, o que nos permite

concluir que hj(y)w(−η0, y) = 0 para todo j = 1, . . . ,m e a demonstração que (f1, . . . , fm) ∈
Gs(R) está completa.

Se R fosse globalmente s-resolúvel, então existiria u ∈ Gs(TN) tal que Rju = fj para todo

j = 1, . . . ,m. Tomando a transformada de Fourier em Rju = fj nos pontos η = η0 e y = yp,

para j = j0, obtemos

rj0kj0 (yp)û(η0, yp) = f̂j0(η
0, yp).

Como rjkj(y) = g(y)hj(y), f̂j(η
0, y) = hj(y) e hj0(yp) 6= 0 para todo p ∈ N e todo j = 1, . . . ,m,

então

g(yp)û(η0, yp) = 1 ∀ p ∈ N.

Fazendo p −→∞, temos que g(yp) −→ 0 e isso gera uma contradição com o fato u ∈ Gs(TN).

Portanto, R não é globalmente s-resolúvel e a demonstração está completa. �
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Apêndice A

A Igualdade (1.28)

Para demonstrar (1.28) começamos calculando Y 2
` :

Y 2
` =

(
i
m∑
j=1

a`j(t)ξj +
n∑
k=1

b`k(t)∂tk
)(
i
m∑
p=1

a`p(t)ξp +
n∑
q=1

b`q(t)∂tq
)

= −
m∑
j=1

m∑
p=1

ξjξpa`j(t)a`p(t)

+ i
m∑
j=1

n∑
q=1

ξja`j(t)b`q(t)∂tq + i
m∑
k=1

m∑
p=1

[ξpb`k(t) (∂tka`q) (t) + ξpa`p(t)b`k(t)∂tk ]

+
n∑
k=1

n∑
q=1

[
b`k(t) (∂tkb`q(t)) ∂tq + b`k(t)b`q(t)∂tk∂tq

]
.

Dessa forma, segue que∫
Tn

(
Y 2
` û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt = −

m∑
j=1

m∑
p=1

ξjξp

∫
Tn
a`j(t)a`p(t) |û(t, ξ)|2 dt+

+ i

m∑
j=1

n∑
q=1

ξj

∫
Tn
a`j(t)b`q(t)

(
∂tq û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt

+ i
m∑
k=1

m∑
p=1

[
ξp

∫
Tn
b`k(t) (∂tka`q) (t)û(t, ξ)û(t, ξ)dt+ +

+ ξp

∫
Tn
a`p(t)b`k(t) (∂tk û(t, ξ)) û(t, ξ)dt

]
+

n∑
k=1

n∑
q=1

[∫
Tn
b`k(t) (∂tkb`q(t))

(
∂tq û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt+

+

∫
Tn
b`k(t)b`q(t)

(
∂tk∂tq û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt

]
.
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Agora usamos integração por partes nos termos
n∑
k=1

n∑
q=1

∫
Tn
b`k(t) (∂tkb`q) (t)û(t, ξ)û(t, ξ)dt e

n∑
k=1

n∑
q=1

∫
Tn
b`k(t) (∂tkb`q(t))

(
∂tq û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt e, usando que

n∑
k=1

∂tkb`k ≡ 0 para todo ` =

1, . . . , N , obtemos∫
Tn

(
Y 2
` û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt = −

m∑
j=1

m∑
p=1

ξjξp

∫
Tn
a`j(t)a`p(t) |û(t, ξ)|2 dt (1.1)

+ i
m∑
j=1

n∑
q=1

ξj

∫
Tn
a`j(t)b`q(t)

(
∂tq û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt

− i
m∑
k=1

m∑
p=1

ξp

∫
Tn
b`k(t)a`q(t)û(t, ξ)

(
∂tk û(t, ξ)

)
dt+

−
n∑
k=1

n∑
q=1

∫
Tn
b`k(t)∂tkb`q(t)

(
∂tq û(t, ξ)

) (
∂tk û(t, ξ)

)
dt.

Por outro lado,

‖Y`û(·, ξ)‖2
L2(Tn) =

∫
Tn
Y`û(t, ξ)Y`û(t, ξ)dt (1.2)

=

∫
Tn

(
−i

m∑
j=1

a`j(t)ξjû(t, ξ) +
n∑
k=1

b`k(t)
(
∂tk û(t, ξ)

))
×

×

(
i
m∑
p=1

a`p(t)ξpû(t, ξ) +
n∑
q=1

b`q(t)
(
∂tq û(t, ξ)

))
dt

=
m∑
j=1

m∑
p=1

ξjξp

∫
Tn
a`j(t)a`p(t) |û(t, ξ)|2 dt

− i
m∑
j=1

n∑
q=1

ξj

∫
Tn
a`j(t)b`q(t)

(
∂tq û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt

+ i

m∑
k=1

m∑
p=1

ξp

∫
Tn
b`k(t)a`q(t)û(t, ξ)

(
∂tk û(t, ξ)

)
dt

+
n∑
k=1

n∑
q=1

∫
Tn
b`k(t)∂tkb`q(t)

(
∂tq û(t, ξ)

) (
∂tk û(t, ξ)

)
dt.
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Segue de (1.1) e (1.2) que∫
Tn

(
Y 2
` û(t, ξ)

)
û(t, ξ)dt = −‖Y`û(·, ξ)‖2

L2(Tn) .

Usando integração por partes novamente, obtemos∫
Tn

(∆tû(t, ξ)) û(t, ξ)dt = −
n∑
k=1

‖∂tk û(·, ξ)‖2
L2(Tn) .

As duas últimas igualdades fornecem (1.28).
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Apêndice B

Elipticidade no Toro

Proposição B.1 Seja P =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα um operador diferencial parcial linear com aα ∈

E{ω}(Tn × Tm). Suponha que u ∈ D′{ω}(T
n × Tm) satisfaz Pu = f ∈ E{ω}(Tn × Tm) e que

pm(t, x, τ, 0) 6= 0 para todo τ 6= 0, isto é o operador P é eĺıptico nestes pontos. Então existe um

cone em Rn+m, Γ = {(τ, ξ) : |τ | > c|ξ|}, para algum c > 0 e constantes positivas C0 e ε0 tais

que

|û(τ, ξ)| ≤ C0e
−ε0ω(|(τ,ξ)|), ∀ (τ, ξ) ∈ Γ ∩ Zn+m.

Demonstração. Definimos

A =
{

(τ, ξ) ∈ Rn × Rm : |τ |2 = 1, ξ = 0
}
.

Usando o fato que f ∈ E{ω}(Tn×Tm), a elipticidade de P em pontos de A e a compacidade de

A, obtemos cones abertos em Rn+m, Γ1, . . . ,ΓN de modo que A ⊂ Γ1 ∪ . . . ∪ ΓN e constantes

C0, ε0 > 0 de modo que

|û(τ, ξ)| ≤ C0e
−ε0ω(|(τ,ξ)|), ∀ (τ, ξ) ∈ Γj ∩ Zn+m, j = 1, . . . , N.

Como A é um subconjunto compacto disjunto do conjunto fechado Γc1 ∩ . . . ∩ ΓcN , segue que

0 < α =̇ d(A,Γc1 ∩ . . . ∩ ΓcN).

Em particular, se d((τ, ξ), A) < α, então (τ, ξ) ∈ Γ1∪. . .∪ΓN . Agora afirmamos que existe c > 0

suficientemente grande de modo que se (τ, ξ) ∈ Sn+m−1 e |τ | > c|ξ|, então d((τ, ξ), A) < α. De

fato, vamos supor aqui que ξ 6= 0, pois caso contrário teŕıamos (τ, ξ) ∈ A pela definição de A e,
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portanto, d((τ, ξ), A) = 0 < α. Note que se (τ, ξ) ∈ Sn+m−1 e |τ | > c|ξ|, então |τ |2 + |ξ|2 = 1 e

c2|ξ|2 < |τ |2 = 1− |ξ|2.

Logo, |ξ|2 < 1
1+c2

. Além disso,

|τ |2 = 1− |ξ|2 > 1− 1

1 + c2
=

c2

1 + c2
.

Em particular, |τ | > c√
1+c2

. Podemos encontrar c > 0 tal que

|ξ|2 = 1− |τ |2 < 1− c2

1 + c2
≤ α2

2
. (2.1)

Usaremos o fato que

(1− |τ |)2 ≤ 1− |τ |2 < α2

2
, (2.2)

o qual segue do fato que ξ 6= 0 e, portanto, |τ | < 1.

Consideramos agora τ0 = τ
|τ | e temos que (τ0, 0) ∈ A. Usando a desigualdade (2.1) obtemos

d((τ, ξ), A)2 ≤ |(τ, ξ)− (τ0, 0)|2 = |τ − τ0|2 + |ξ|2

=

∣∣∣∣τ − τ

|τ |

∣∣∣∣2 + |ξ|2 <
∣∣∣∣(1− 1

|τ |

)
τ

∣∣∣∣2 +
α2

2
.

E agora usando a desigualdade (2.2) podemos concluir que

d((τ, ξ), A)2 <

∣∣∣∣(1− 1

|τ |

)
τ

∣∣∣∣2 +
α2

2

=

[(
1

|τ |
− 1

)
|τ |
]2

+
α2

2
= (1− |τ |)2 +

α2

2

≤ α2.

A afirmação está demonstrada. Fixe agora (τ, ξ) ∈ Zn+m de modo que |τ | > c|ξ|. Definimos

λ = 1
|(τ,ξ)| e (τ ′, ξ′) = λ(τ, ξ). Segue que (τ ′, ξ′) ∈ Sn+m−1 e |τ ′| > c|ξ′|. Isso nos mostra que

(τ ′, ξ′) ∈ A, e portanto existe j ∈ {1, . . . , N} de modo que (τ ′, ξ′) ∈ Γj. Como Γj é um cone,

segue que (τ, ξ) ∈ Γj ∩ Zn+m, o que nos dá

|û(τ, ξ)| ≤ C0e
−ε0ω(|(τ,ξ)|).
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Apêndice C

Fatoração de funções com zeros

Lema C.1 Sejam I ⊂ R um intervalo, F ∈ Gs(I), l ∈ N e y0 ∈ I tais que F (j)(y0) = 0 para

cada j = 0, . . . , l − 1 (em outras palavras, y0 é um zero de ordem no mı́nimo l de F ). Então

F (y) = (y − y0)lFl(y),

sendo que

Fl(y) =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

t1 · t22 . . . · tl−1
l−1F

(l) (ψl (t1, . . . , tl, y)) dt1 . . . dtl

e ψm : [0, 1]m × R −→ R é definida indutivamente por

ψ1(t1, y) = t1y + (1− t1)y0

e

ψm(t1, . . . , tm, y) = tmψm−1(t1, . . . , tm−1, y) + (1− tm)y0,m > 1.

Em particular,

Fl(y0) =
F (l)(y0)

l!
.

Demonstração. A demonstração será feita por indução em l. O caso l = 1 é consequência

imediata do Teorema Fundamental do Cálculo. Agora vamos supor que o resultado é válido

para l ≥ 1 e iremos mostrar que ele permanece válido para l+ 1. Usando o caso l = 1 podemos

escrever

F (y) = (y − y0)

∫ 1

0

F ′ (t1y + (1− t1)y0) dt1.
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Definindo

Gt1(y) = F ′ (t1y + (1− t1)y0) ,

temos

G
(j)
t1 (y) = tj1F

(j+1) (t1y + (1− t1)y0) .

Assim, podemos aplicar a hipótese de indução na função Gt1 para obtermos

Gt1(y) = (y − y0)l
∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

s1 · s2
2 · . . . · sl−1

l−1G
(l)
t1 (ψl (s1, . . . , sl, y)) ds1 . . . dsl.

Logo,

F (y) = (y − y0)

∫ 1

0

Gt1(y)dt1

= (y − y0)l+1

∫ 1

0

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

s1 · s2
2 . . . · sl−1

l−1G
(l)
t1 (ψl (s1, . . . , sl, y)) ds1 . . . dsldt1.

Observe que

G
(l)
t1 (ψl (s1, . . . , sl, y)) = tl1F

(l+1) (t1ψl (s1, . . . , sl, y) + (1− t1)y0)

= tl1F
(l+1) (ψl+1 (s1, . . . , sl, t1, y)) .

Logo,

F (y) = (y − y0)`+1

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

s1s
2
2 . . . s

`−1
`−1t

`
1F

(`+1) (ψ`+1(s1, . . . , s`, t1, y)) ds1 . . . ds`dt1

e a demonstração da primeira parte está feita.

Agora, para concluirmos que

Fl(y0) =
F (l)(y0)

l!
,

afirmamos que para l ≥ 1 vale∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

t1 · t22 . . . · tl−1
l−1dt1 . . . dtl =

1

l!
.
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De fato, primeiro definimos Il =
∫ 1

0
. . .
∫ 1

0
t1 · t22 . . . · tl−1

l−1dt1 . . . dtl. Para l = 1 temos

I1 =

∫ 1

0

dt1 = 1.

Usando indução novamente, vamos supor que o resultado vale para l − 1 ≥ 0 e então

Il =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

t1 · t22 . . . · tl−1
l−1dt1 . . . dtl

=

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

t1 · t22 . . . · tl−1
l−1dt1 . . . dtl−1

=

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

t1 · t22 . . . · tl−2
l−2dt1 . . . dtl−2 ·

∫ 1

0

tl−1
l−1dtl−1

=

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

t1 · t22 . . . · tl−2
l−2dt1 . . . dtl−1 ·

∫ 1

0

tl−1
l−1dtl−1

= Il−1 ·
1

l

=
1

l!
.

A igualdade Fl(y0) = F (l)(y0)
l!

segue então da expressão obtida para Fl(y) e da igualdade

ψm(t1, . . . , tm, y0) = y0. A demonstração está completa. �
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Apêndice D

Divisão

A demonstração da proposição abaixo no caso não periódico está feita em Droste [D].

Proposição D.1 Seja u ∈ D′s(T) de modo que suppu = {0}. Então

u =
∑
n∈Z+

anδ
(n),

para certas constantes an ∈ C.

Lema D.2 Para todo n ≥ 1 e todo 1 ≤ k ≤ n, vale(
n+ 2

k + 2

)
≤
(
n

k

)(
n+ 2

2

)
Demonstração. A desigualdade acima é equivalente à seguinte desigualdade:

(n+ 2)!

(k + 2)!(n− k)!
≤ n!

(n− k)!k!

(n+ 2)!

2!n!
,

ou seja,
1

(k + 2)(k + 1)
≤ 1

2
.

Esta última desigualdade é válida, já que k ≥ 1. �

Proposição D.3 Sejam s > 1 e T ∈ D′s(T). Se g(x) = 1 − cos(x − x0) para algum x0 ∈ T e

gT = 0, então

T = a0δx0 + a1δ
′
x0
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para certos a0, a1 ∈ C. Aqui, δx0 denota a ultradistribuição Delta de Dirac periódica em D′s(T)

centrada em x0.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que x0 = 0. Como gT = 0, segue

que suppT = {0}. Obtemos, da proposição D.1, que

T =
∞∑
n=0

anδ
(n),

para certas constantes an ∈ C, sendo que aqui estamos denotando por δ a ultradistribuição

periódica Delta de Dirac centrada em 0. Iremos mostrar que para todo N > 1, é posśıvel

encontrarmos fN ∈ Gs(T) satisfazendo (gfN)(n)(0) = 0 se n 6= N e (gfN)(N)(0) 6= 0. Com isso

a demonstração fica completa, já que teremos

0 = 〈gT, fN〉 =

〈
∞∑
n=0

anδ
(n), gfN

〉
= (−1)NaN(gfN)(N)(0).

Se N > 2, então podemos escolher f
(n)
N (0) = 0 para todo n = 0, 1, . . . , N − 3, já que g(0) =

g′(0) = 0 e, para n ≥ 2, tem-se

(gfN)(n) (0) =
n∑
j=2

(
n

j

)
g(j)(0)f

(n−j)
N (0) (4.1)

e, portanto, aN = 0 para todo N ≥ 2. Logo T = a0δ + a1δ
′.

Para N > 1 arbitrário, usamos (4.1) com n = N para obtermos

(gfN)(N) (0) =
N∑
j=2

(
N

j

)
g(j)(0)f

(N−j)
N (0) =

(
N

2

)
g(2)(0)f

(N−2)
N (0).

Logo, podemos considerar f
(N−2)
N (0) = 1. Agora temos que definir f

(n)
N (0) para n > N − 2 e

faremos isto indutivamente em n. Vamos supor que f
(j)
N (0) já foi definido para todo 0 ≤ j ≤ n−1

e observamos que

(gfN)(n+2) (0) =
n+2∑
j=2

(
n+ 2

j

)
g(j)(0)f

(n+2−j)
N (0).
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Como g(2)(0) = 1 e queremos que (gfN)(n+2)(0) = 0 se n > N − 2, devemos ter

f
(n)
N (0) = −

(
n+ 2

2

)−1 n+2∑
j=3

(
n+ 2

j

)
g(j)(0)f

(n+2−j)
N (0). (4.2)

Para garantirmos a existência de uma tal fN em Gs(T), devemos mostrar que existe uma

constante C > 0 satisfazendo (veja [HHP])∣∣∣f (n)
N (0)

∣∣∣ ≤ Cn+1n!s, ∀ n ∈ Z+. (4.3)

Sabemos que existe uma constante A > 1 tal que

∣∣g(n+2)(0)
∣∣ ≤ An+1n!s, ∀ n = 0, 1, 2, . . .

Afirmamos que, para N > 1 fixado, existe uma constante B > 1 de tal modo que∣∣∣f (n)
N (0)

∣∣∣ ≤ (AB)n+1n!s, ∀ n = 0, 1, 2, . . . , (4.4)

A desigualdade (4.4) será demonstrada por indução em n ≥ N−2 pois a estimativa é claramente

válida se n ≤ N − 2 se AB > 1. Portanto, iremos supor que B > 1
A

. Agora, supondo que a

desigualdade (4.4) é válida para 0 ≤ j ≤ n− 1, mostraremos que ela permanece válida para n.

Pelo Lema D.2 segue que, para B > 1,

∣∣∣f (n)
N (0)

∣∣∣ ≤ (
n+ 2

2

)−1 n+2∑
j=3

(
n+ 2

j

) ∣∣g(j)(0)
∣∣ ∣∣∣f (n+2−j)

N (0)
∣∣∣

=
n∑
k=1

(
n+ 2

k + 2

)(
n+ 2

2

)−1 ∣∣g(k+2)(0)
∣∣ ∣∣∣f (n−k)

N (0)
∣∣∣

≤
n∑
k=1

(
n

k

)
Ak+1k!s(AB)n−k+1(n− k)!s

≤
n∑
k=1

n!sAn+1ABn−k+1

≤ (AB)n+1n!sA
∞∑
k=1

B−k
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Como
∑∞

k=1B
−k =

∑∞
k=0B

−k − 1, obtemos que

∣∣∣f (n)
N (0)

∣∣∣ ≤ (AB)n+1n!s

[
A

(
∞∑
k=0

B−k − 1

)]

= (AB)n+1n!sA

(
1

1− 1/B
− 1

)
= (AB)n+1n!sA

(
1

B − 1

)
.

Aumentando B se necessário, podemos supor que A
(

1
B−1

)
< 1 e a demonstração está completa.

�

Lema D.4 (Lema de Ramis-Sibuya) Sejam s > 1 e f ∈ Gs(R) flat em 0. Então existem

constantes C, c > 0 tais que

∣∣f (j)(x)
∣∣ ≤ Cj+1j!se

− c

|x|1/(s−1) , ∀ |x| ≤ 1, j ∈ Z+. (4.5)

Demonstração. Como f é flat em 0 e pertence ao espaço Gs(R), segue do Teorema de Taylor

que existe uma constante A > 0 tal que

∣∣f (j)(x)
∣∣ ≤ Aj+N+1j!sN !s−1|x|N , ∀ |x| ≤ 1, j, N ∈ Z+. (4.6)

No que segue, [s] denota o menor inteiro maior que s. Seja M ∈ N dado. Consideramos N ∈ N
tal que M

s−1
< N ≤ M

s−1
+ 1. Então (s− 1)N ≤M + s− 1 e temos

N !s−1|x|N ≤ N (s−1)N |x|N ≤ NM+s−1|x|N ≤
(
M + s− 1

s− 1

)M+s−1

|x|N

=
(M + s− 1)M+s−1

(s− 1)M+s−1
|x|N ≤ (M + [s])M+[s]

(s− 1)M+s−1
|x|N ≤ eM+[s](M + [s])!

(s− 1)M+s−1
|x|N

≤ eM+[s]2M+[s]M ![s]!

(s− 1)M+s−1
|x|N ≤ CM+1

0 M !|x|
M
s−1 ,

sendo C0 = max
{

2[s]e[s][s]!(s− 1)1−s, 2e
s−1

}
. Usando as últimas desigualdades e (4.6), con-

clúımos que ∣∣f (j)(x)
∣∣ ≤ Aj+1j!sCM+1

0 M !|x|M/(s−1), ∀ |x| ≤ 1, j,M ∈ Z+.
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Logo, ∣∣f (j)(x)
∣∣
(

1
2C0|x|1/(s−1)

)M
M !

≤ C0

2M
Aj+1j!s, ∀ M ∈ Z+, |x| ≤ 1.

Portanto, ∣∣f (j)(x)
∣∣ e 1

2C0|x|1/(s−1) ≤ 2C0A
j+1j!s, ∀ |x| ≤ 1, j ∈ Z+.

A demonstração está completa. �

Teorema D.5 Sejam s > 1 e f ∈ Gs(T) uma função flat em x0 ∈ T. Se fT = a0δx0 + a1δ
′
x0

,

com T ∈ D′s(T), então a0 = a1 = 0.

Demonstração. Podemos supor que x0 = 0. Pelo Lema D.4, existem C, c > 0 tais que

∣∣f (j)(x)
∣∣ ≤ Cj+1j!se

− c

|x|1/(s−1) , ∀ |x| ≤ 1, j ∈ Z+.

Seja ψ0(x) = e
−1

x1/(s−1) se x > 0 e ψ0(x) = 0 se x ≤ 0. Sabemos que ψ0 ∈ Gs(R). Se definirmos

ψ(x) = ψ0 ((4/c)s−1x), com c > 0 então ψ ∈ Gs(R) e ψ é dada por

ψ(x) = e
−c/4

x1/(s−1) se x > 0 e ψ(x) = 0 se x ≤ 0.

Agora definimos ψn(x) = ψ(x+1/n)ψ(−x+1/n). Segue que ψn ∈ Gs(R) e suppψ ⊂ [−1/n, 1/n]

para todo n ∈ N. Além disso, existe A > 0 tal que

∣∣ψ(j)(x)
∣∣ ≤ Aj+1j!s, ∀ j ∈ Z+, x ∈ [0, 2].

Se x ∈ suppψn, então |x| ≤ 1/n. Logo, −1/n ≤ x ≤ 1/n e segue que 0 ≤ x + 1/n ≤ 2 e

0 ≤ −x+ 1/n ≤ 2. Assim,

∣∣ψ(j)
n (x)

∣∣ ≤ j∑
k=0

(
j

k

) ∣∣ψ(k)(x+ 1/n)
∣∣ ∣∣ψ(j−k)(−x+ 1/n)

∣∣
≤

j∑
k=0

(
j

k

)
Ak+1k!sAj−k+1(j − k)!s

≤
j∑

k=0

j!sAj+2

≤ (2A)jA2j!s, ∀ x ∈ suppψn.
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Portanto, conseguimos uma constante C1 > 0 satisfazendo

∣∣ψ(j)
n (x)

∣∣ ≤ Cj+1
1 j!s, ∀ j ∈ Z+, x ∈ R, n ∈ N.

Agora definimos An = ψn(0) = e
−c/2

(1/n)1/(s−1) e ϕn(x) = A−1
n ψn(x) para todo x ∈ R e n ∈ N.

Então ϕn(0) = 1 para cada n ∈ N,

∣∣ϕ(j)
n (x)

∣∣ ≤ A−1
n Cj+1

1 j!s, ∀ j ∈ Z+, x ∈ R, n ∈ N

e suppϕn ⊂ [−1/n, 1/n]. Estendemos ϕn periodicamente para obtermos uma função em Gs(T)

que coincide com ϕn em [−π, π]. Essa função também será denotada por ϕn.

Caso 1: a1 = 0.

Se a0 6= 0, então

|a0| = |a0|ϕn(0) = | 〈a0δ, ϕn〉 | = | 〈T, fϕn〉 |.

Mostraremos que fϕn converge a 0 em Gs(T) e teremos uma contradição, já que T é cont́ınua

e 0 < |a0|. Observe que para |x| ≤ 1/n vale

e
−c

|x|1/(s−1) ≤ e
−c

(1/n)1/(s−1) = A2
n.

Podemos supor ainda que C1/C < 1. Observando que a desigualdade abaixo deve ser feita em

suppϕn, podemos supor que |x| ≤ 1/n. Assim,

∣∣(fϕn)(j)(x)
∣∣ ≤ j∑

k=0

(
j

k

)
Ak+1k!se

−c
|x|1/(s−1)A−1

n Cj−k+1(j − k)!s

≤ j!s
j∑

k=0

Ck+1
1 e

−c
|x|1/(s−1)A−1

n Cj−k+1

≤ j!s
j∑

k=0

Ck+1
1 A2

nA
−1
n Cj−k+1

≤ Anj!
sC1C

j+1

∞∑
k=0

(C1/C)k

≤ Anj!
sCj+1

0 ,

sendo C0 = max
{
C,A

∑∞
k=0(A/C)k

}
. Logo, fϕn ∈ Gs,C0(T) para cada n e ‖fϕn‖Gs,C0 ≤ C0An.
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Como limAn = 0, a demonstração deste caso está completa.

Caso 2: a1 6= 0.

Neste caso redefinimos ϕn, utilizando xψn(x) no lugar de ψn(x). Sendo assim, teremos

ϕn(0) = 0 para cada n e ϕ′n(x) = ψn(x) + xψ′n(x). Segue que ϕ′n(0) = An e o resultado segue

como no primeiro caso, uma vez que fϕn −→ 0 quando n −→∞ em Gs(T). �
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