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Resumo

Estudamos o espectro e a localizacao dinamica de alguns sistemas quanticos discretos,
com campo elétrico uniforme, sob perturbacoes adequadas com decaimento exponencial nos
elementos de matriz. Consideramos trés situagoes particulares. (1) Na primeira situagao,
estudamos o correspondente operador de Schrodinger em 1D e perturbagoes limitadas.
(2) Consideramos também o operador de Schrédinger discreto 2D com campo elétrico e
perturbagoes com uma norma adequada. (3) Finalmente estudamos a condi¢ao SULE para
o operador com dependéncia temporal periddica. Em todas as situacoes, as demonstragoes

sao baseadas na técnica KAM.

Palavras-Chave: localizacao dinamica; técnica KAM; teoria da perturbacao; espectro

pontual puro; campo elétrico, operadores de Schrodinger discreto.



Abstract

We study the spectrum and the dynamical localization of some discrete quantum sys-
tems with uniform electric fields under suitable perturbations with exponential decay in
the matrix elements. We consider three particular situations. (1) In the first situation, we
study the discrete Schrodinger operator in one dimension under bounded perturbations.
(2) We also consider the discrete 2D Schrodinger operator. (3) Finally we study the 2D

case under time periodic perturbation. The proofs are based on the KAM technique.

Keywords: dynamical localization; technique KAM; perturbation theory; pure point

spectrum; electric fields; discrete Schrodinger operators.

vi



Sumario

1 Introducao

2 Operador unidimensional

2.1 Espectro discreto para Hy . . . . . . . . . ...
2.2 Localizagao Dinamica para Hy . . . . . . . . . . . . . . ...
2.2.1 Propriedade SULE . . . ... ... ... .. L
222 Hytem SULE . . . . . ... ... .. .. ...
2.3 Localizagao Dinamica para Hy . . . . . . . . .. .. ... ...
2.3.1 Espectro discreto para Hy . . . . . . . .. ...
2.3.2  Propriedades do espago A” . . . ...
2.3.3 Lemas iniciais . . . . . . . . . ...
2.4 Demonstracao do Teorema 1.1 . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.4.1 Estratégia da demonstracao . . . . . . . ... ...
2.4.2 Implementacdo . . . . . . . . . ...
243 Hytem SULE. . . .. . ...

3 Operador bidimensional

3.1 Espectro pontual puro para Hopge - - - - -« o o o0 oo
32 Hyp,tem SULE . . . .. .. ...
3.3 Espaco A(0,+00) e propriedades . . . . . ...
3.4 Lemas auxiliares . . . . . . . . . ...
3.5 Implementacdo . . . . . . . . ...

35.1 Hypge,tem SULE . . .. ..o o0 o

4 Operador bidimensional sob perturbacoes periédicas no tempo

4.1 Localizagao dindmica para Ko . . . . . . . . . .. ... oL

vii

18
18
20
20
21
22
22
23
25
28
28
29
37



411 Kotem SULE . . . . . . . . . . 59

4.2 Espago B”(0,00) e propriedades . . . . . . .. ... 60
4.3 Resultados auxiliares . . . . . . . . .. L 62
4.4 Implementacdo . . . . . . . ... 66
4.5 Localizagao dindmica para K . . . . . . . . .. ... oL 73
4.6 Corolario do Teorema 1.6 . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ... 76

Bibliografia 79



Capitulo 1

Introducao

Propriedades espectrais e dinamicas de operadores de Schrodinger tém sido objetos
de estudo de varios pesquisadores, por se tratarem de assuntos relevantes nas areas de
Fisica e Matematica.

A evolucao temporal dos estados em um sistema quantico é determinada pela solucao
da equagao de Schrodinger "

i(0) = Te()

em que 7' é um operador auto-adjunto em um espaco de Hilbert separdvel H (tal operador
representa a energia do sistema) e £(t) = e #T¢ € H, com £ € D(T) C H.

A determinacao de propriedades dinamicas assintéticas, isto €, o estudo do comporta-
mento da evolucao temporal de um sistema quantico para ¢ — oo tém sido um problema
desafiador. Neste trabalho, a propriedade dindmica do nosso interesse é a localizagao

dinamica (veja [19]) em ¢?(Z?) caracterizada a partir do comportamento dos momentos
() = (T, X T

para qualquer p > 0, em que X denota o operador posicao (|X|[¢)(n) := |n|(n) e (e,)
a base usual de (2(Z4), isto é, e,(m) = ,m. Dizemos que o operador auto-adjunto com
espectro pontual puro T tem localizacao dinamica se, para toda condicao inicial ¢ = e,

cada momento é uniformemente limitado no tempo, i.e., para cada p > 0 e ¢ = e,,
sup 7y (t) < oo. (1.1)
t

Devido ao Teorema RAGE [5], localizagao dinamica implica em espectro pontual puro, em-
bora existam sistemas com espectro pontual puro que nao apresentam localizagao dinamica [6,

16).
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Uma forma de obter esta propriedade é através do controle das autofungoes de um ope-
rador T que possui SULE (Semi-Uniformly Localized Eigenfunction; veja [19] e Secao 2.2
adiante). O operador auto-adjunto 7' tem SULE se:

e T tem um conjunto completo e ortonormal de autofuncoes {¢y}r em (2(Z%), i.e.,

Tor = Ne®r;

e existem o > 0 e, para cada autofungao ¢, um ni € Z de forma que, para qualquer

d > 0 existe C'(6) > 0 de modo que

d|ng|—aln—ny| d
k X 5 . .
lék(n)] < C(6)e -y (1.2)

De forma geral, nesta tese estudamos a técnica KAM para demostrar a localizacao
dinamica de alguns sistemas quanticos, sob perturbagoes adequadas.
Consideramos modelos cujas Hamiltonianas sao da forma Hy = Hy + V, e estudamos

trés situagoes com resultados originais em cada uma delas.

1. Na primeira situacao, Hy é o operador de Schrodinger discreto 1D com campo elétrico
uniforme e perturbado por um potencial V' limitado a valores reais. Nosso ponto de
partida foi a referéncia [17], que numericamente obteve localizagdo dinamica para
vérias perturbagoes limitadas do modelo em questao (particularmente perturbagoes
peneperiédicas (“almost periodic” em inglés)). No Capitulo 2, confirmamos rigoro-

samente este resultado sob certa restricao na norma infinito da perturbagao V.

2. Estudamos também a situacao em que Hy é o operador de Schrodinger discreto 2D
com campo elétrico uniforme e perturbado por um potencial limitado V' dependendo
de um parametro adequado. Nosso ponto de partida neste tépico foi o trabalho [8],
que considera o mesmo operador em ¢*(Z%) com potenciais periédicos ou ainda que
decaem rapidamente no infinito e, para certos parametros, foi mostrado que tal ope-
rador tem espectro pontual puro. No Capitulo 3, mostramos que vale a localizagao

dindmica para certas escolhas da perturbagao V.

3. Finalmente, analisamos a mesma questao para o operador dependente do tempo
K(t) = Ko(t) + V(t), em que Ky(t) age em L*([0,27]) ® ¢*(Z*) e V(t) é uma per-
turbacao periddica no tempo. No Capitulo 4, sob certas condi¢oes, mostramos a
presenca de espectro pontual puro e que a condicao SULE vale para as autofuncgoes

deste operador (o qual é conhecido como operador quase-energia).
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Em todas as situagoes, vamos utilizar a técnica KAM para mostrar que os operadores
perturbados possuem espectro pontual puro e localizacao dinamica. Tal técnica geralmente
é empregada para apresentar condigoes para espectro pontual puro de operadores auto-
adjuntos (algumas vezes com autovalores formando um conjunto denso na reta; veja os
Capitulos 3 e 4) sob determinadas perturbagdes. A ideia é aplicar a Hy = Hy+ V', com H,
com espectro pontual puro e V' a perturbacao, uma sequéncia infinita de transformacoes

de forma que no k-ésimo passo

Hy+V 2 Hy+ G+ Vi, com Vi =O0O(|V]*),

p—r
isto é, Hy + V é unitariamente equivalente a uma parte diagonal Hy + G} na base dos
autovetores de Hy, mais uma parte nao-diagonal Vi que é muito pequena em k (o que
segue se certa norma [|V|| | for suficientemente pequena).

O primeiro trabalho que se utilizou da técnica KAM para mostrar que a Hamiltoniana
de Floquet K tem espectro pontual puro foi [2]. Nesse trabalho Bellissard considerou

K = —i0, + Hy + V(t), com V(t) periddica, e
H() = —a@i

agindo em L2(S', dz) cujos autovalores sdo am? e os autovetores sao 1, = €™ enquanto
a perturbagao periddica no tempo V' era holomorfa (veja Teorema 1 de [2]).

Entao Combescure [3] tratou o caso com Hy sendo osciladores harménicos e a per-
turbagao V' também periddica em ¢, tendo decaimento exponencial e/ou polinomial nas
entradas da matriz de V' na base de autovetores do operador quase-energia nao perturbado
Ky = —i0; + H,.

Mais tarde estas idéias foram adaptadas para uma classe mais ampla de sistemas por
Duclos e Stovicek [12]. Nesse trabalho os autores consideraram Hamiltonianas de Floquet
do tipo K = —id;+ Hy+ BV (wt), com Hj auto-adjunto com espectro discreto hy < he < ...

obedecendo uma condicao do tipo

inf{n"*(hpt1 —hn);n=1,2,...} >0

neN
para algum « > 0, t — V(t) é 2m-periddica e r vezes continuamente diferencidvel; o e 3 sdo
parametros reais. Usaram aplica¢oes sucessivas da iteracao KAM iniciada por Bellisard e
melhorada por Combescure.
Vamos apresentar um pouco mais de detalhes do que sera discutido em cada uma das

situacoes nesta tese.
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No caso 1D, com campo elétrico uniforme E # 0, o operador é perturbado por um

potencial limitado V' : Z — R; a agao do operador total é dada por

(Hv,pt)(n) == (A¢)(n) + Enip(n) + V(n)i(n), (1.3)

com dominio D(Hy.g) = {1 € *(Z) | 3, |n|* [:(n)|* < 0o} Lembremos que o laplaciano
discreto é o operador limitado (Avy)(n) =¥ (n+1) + ¢ (n —1).

A principal motivagao para este estudo foi [17] que considerou (numericamente) o mo-
delo (1.3) com certos potenciais limitados V. Essas simulagdes numéricas indicam que vale
a localizagao dinamica quando temos um campo elétrico £ # 0.

Sem perda de generalidade, tomamos £ = 1 e denotamos Hy = Hyp—;. Assim,
o campo elétrico uniforme coincide com o operador posicao. Verifica-se que o operador
Hy = Hy— possui espectro pontual puro e com autovetores normalizados v¢,,,, m € Z (veja
o Capitulo 2).

Neste sentido, o principal resultado original que obtivemos para este modelo foi

Teorema 1.1. Seja V € (*(Z). Se

1
Voo < S
2 el

entao existe p > 0 e um operador invertivel P € AP de modo que
Pt (Hy)P (1.4)

€ um operador diagonal com espectro discreto cujas autofuncées de Hy sdo Pi,,,m € Z.

Além disso, o operador Hy possui localizacdo dinamica.

Observacao 1.2. 1. Denotamos porl} o operador linear cujos elementos de matriz na
base {n} sao
. 1
bpm = _
Z |n— 1! |m — ]!
leZ.

2. Pode-se escolher qualquer p > 0 de modo que, para algum 0 < h < 1/5,

1 . . .
v > WL () = bl

k>0
Veja mais detalhes, inclusive de notagcdo, no Capitulo 2; a demonstracdo do Teo-

rema 1.1 estd na Secdo 2.4.
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3. Numericamente obtivemos ||b|lo < 19.7; entdo ||V ||, < 1/40 € suficiente para concluir

a localizagao dinamica do Teorema 1.1.

Observagao 1.3. Observamos que os operadores de Schrédinger em L2(RY) com campo
elétrico uniforme, —A+E - x, apresentam espectro absolutamente continuo puro [1] . Veja
o trabalho [18] para uma discussao da estabilidade espectral desses operadors sob certas

perturbacgoes limitadas.

Comentaremos agora resumidamente a estratégia para a demonstragao deste resultado.
Denotamos por Hy o operador com a escolha particular V' = 0. Verificamos explicita-
mente que H, tem espectro discreto e localizacdo dinamica. Entao, por um argumento
geral, apresentamos uma demonstracao de que Hy tem espectro discreto para qualquer V
limitado.

Para investigarmos a possibilidade de localizagdo dinamica para Hy, precisamos de
informacgoes detalhadas sobre suas autofuncoes, por isso empregamos a técnica KAM, que
¢ um método de diagonalizacdo baseado em um procedimento iterativo devido a Kol-
mogorov, Arnold e Moser, mas aqui com uma versao adaptada para a teoria espectral.
Na implementacao desta técnica, nao estamos supondo que o potencial depende de um
parametro, como usualmente é feito. Combinando isto, com o espectro discreto de Hy,
resulta na condicao uniforme sobre ||V, := sup, |V (n)|, conforme a hipdtese do Teo-
rema 1.1. Com isso, nao precisamos descartar, no processo, conjuntos de medida pequena
de certos parametros (como ocorre nos Capitulos 3 e 4).

Estamos considerando a perturbacao V' em um espago apropriado, em que os ele-
mentos de matriz de V', na base dos autovetores de Hy, decaem exponencialmente (veja
Subsecao 2.3.2). Tal consideragao sera fundamental para obtermos localiza¢ao dinamica.
No entanto, devido ao espectro discreto de Hy, fomos capazes de dar condic¢oes suficientes
para a convergencia em termos da norma ||V'||, o que nao ocorre em outros trabalhos que
empregam tal técnica.

Estudamos também o operador de Schrédinger discreto 2D com campo elétrico de

intensidade E e perturbado por um potencial limitado V : Z? — R dado por

(Hv,pwt)(n) := (AP)(n) + E (w,n) $(n) + V(n)(n) (1.5)

com dominio D(Hy,g.,) = {¢ € *(Z*) | >, In? |1h(n)|> < oo}, sendo o laplaciano discreto
bidimensional (Ay)(n) = > cz2 ¥(n+1) que é um operador limitado, £ € (0,400) denota
liI=1
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a intensidade do campo elétrico e
weQ = {w:(wl,wg)ERQ:Hszl,%ER\Q} (1.6)
2

a direcao do campo elétrico. Verifica-se que o operador Hy g, possui espectro pontual puro
e com autovetores normalizados ¢,,, m € Z? (veja o Capitulo 3).

Como resultado original obtivemos o teorema abaixo, cuja demonstragdo e notagoes
adicionais encontram-se no Capitulo 3. Aqui, estamos denotando a medida de Lebesgue

de um conjunto mensuravel F' C R por |F|.

Teorema 1.4. Seja w € §) com wy,wy # 0. Entao existe um conjunto de medida de
Lebesgue total Qg C R, de modo que para cada Z—; € Qg, se V for w-dominado em relagdo
a base {1, } com

IV, < e

PO
para certos v > 0, po > 0 e € > 0 dados, existe I C (0,+00) com |I| < € de forma que
para E € B' = (0,400) \ I existem 0 < r < py e um operador invertivel P € AP~ (B")
de maneira que

P 'Hyp,P

¢ operador diagonal com espectro pontual puro e denso na reta e cujos autovetores de Hy g,

840 Py, m € Z2. Além disso, para tais parametros Hy g, possui localizagio dindmica.

Observacao 1.5. 1. Veja a Definigdo 3.8 de V' serw-dominado em relagdo a base {1, }
(na Segao 3.3). Explicitamente tem-se

Qoz{aER:|a—2—9’>#, para algum > 2 e todo qEZ\{O}},
q q

e neste caso |R\ | = 0.

2. Explicitamente
B r7(1—¢)c

,7 o .
10L(o) H;io [2j+20(0)er/2j+120(j+1)]

2—J—17

para algum o > [+ 1 sendo C(o) = (g)a, L(o) = Z e para cons-
e

1
o—fF—-1
= (1+N)”

tantesc>0,0<¢é¢<le)<r < po.
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Nossa motivagao inicial para esse estudo foi [8], que considerou o modelo (1.5) para
potenciais V' periddicos e potenciais que decaem no infinito. Para certos parametros w € €2
e I/ = 1, fol mostrado que, para ambas escolhas de V', o operador Hy; ,, possui espectro
pontual puro e denso na reta.

Diferentemente de [8], tomamos 1 # E e nao restringimos nossa anélise a potenciais
periddicos e potenciais que decaem rapidamemte no infinito. Denotamos Hy g, a escolha
particular de V' = 0. Verificamos que Hy g, tem espectro pontual puro, denso na reta e
também tem localizacao dinamica.

Para investigarmos a possibilidade de localizagao dinamica quando V' # 0, precisamos
verificar que Hy g, tem espectro pontual puro e para isso aplicamos o algoritmo KAM.
Diferentemente do Capitulo 2, na implementacao dessa técnica fixamos a dire¢cao do campo
na esfera unitaria de R?, de modo que i—; pertenca a um conjunto de medida de Lebesgue
total; isto serd necesséario, por exemplo, porque estamos supondo que todos os autovalores
sao simples. Descartamos no processo um conjunto de intensidades que possui medida de
Lebesgue pequena.

Aqui, também consideramos a perturbacao em um espaco apropriado, porém um pouco
diferente do espago em que se encontra a perturbac¢ao do Capitulo 2 (veja a Subsecao 3.3).
Combinando o descrito acima com restrigoes na escolha de V' (veja Teorema 1.4), obtemos
localizagao dinamica para Hy g,. No entanto, nao fomos capazes de dar condicoes para
a convergéncia em termos da ||V, da perturbacao, conforme fizemos no Capitulo 2 (e
talvez nem seja possivel!), visto que os autovalores do operador nao perturbado formam
um conjunto denso na reta.

A maior dificuldade no estudo deste modelo é encontrar exemplos explicitos de poten-
ciais satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.4.

No Capitulo 4, consideramos o operador (1.5) com potencial periédico no tempo; como

conhecido, isto leva ao estudo do operador
K = —i0, + Hy,, + V(7).

Este é o chamado “Formalismo de Howland” que considera um espago estendido [13, 14,

2, 3,9, 15] (uma descricao motivadora pode ser encontrada na Secao 7.4 de [4])

L*([0, 8], dt) ® ¢*(2?)

4

de forma que a variavel t passa a ser incorporada como “variavel espacial” e dependendo

do parametro g = 27” Hy,, é o operador auto-adjunto agindo no espaco [%(Z?), conforme
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definimos no Capitulo 3, fixando w € Q = {w = (w1,ws) € R? : |Jw| = Le e R\Q}
e FF = 1, com espectro pontual puro e denso na reta, ou seja, o conjunto de seus au-
tovalores é {(n,w),n € Z*} e cujos autovetores correspondentes sao {1, }mezz definidos
em (3.3). —i0; é o operador diferencial que age em L? ([0, 8],dt) e representa o opera-
dor auto-adjunto caracterizado por condicoes de fronteiras periddicas, cujos autovalores
sao kT, k € Z, e os correspondentes autovetores normalizados sao xx(t) = 12kt O
operador V é auto-adjunto e limitado em L*([0, ], dt) ® ¢*(Z?) determinado pela fungao
mensuravel ¢ — V(t) € B({*(Z?*)) B-periédica com valores no espaco dos operadores auto-
adjuntos em ¢*(Z?). E conveniente redefinir o tempo para que o periodo seja fixado em 27
e entao T aparece como parametro em frente da derivada temporal. Entao, a partir de
agora, denotaremos

K := —ir0, + H(t) (1.7)
agindo em K := L2([0, 27, dt) @ (*(Z*) e H(t) = Hy,, + V(t) com condigoes periddicas no
tempo (V(t) é 2m-periddico). Esse operador atua sobre um vetor ® @ ¥ € I da forma

K(®®V)(t,n) = —it(0P)(t)V(n) + ®(t)(Hoo¥)(n) + V(1)U (n).
Denotaremos por Kg a escolha particular de V' = 0 que tem a forma

KO = —7;7'815 ®R1+1® H()’w, (18)

o qual possui um conjunto completo de autofunc¢oes normalizadas ¢y, (t, n) = et /\/2m ®
Ym(n), sendo ¢, as autofungoes de Hy,.

O nosso principal resultado para este modelo é o seguinte

Teorema 1.6. Fize w € Q) e e > 0. Dados pg >0 e 0 <r < pg, existe y >0 de modo que,

se
. 1
VI, <min{§2e}

entdo existe I C (0,00) com |I]| < %e%, de forma que para 7 € B' := (0,00) \ I e existe

um operador invertivel P € BP~"(B) de modo que
PKP (1.9)

possui espectro pontual puro (um operador diagonal). Os autovetores de K sao da forma

Py m, meZ: ek €.
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Observacao 1.7. Explicitamente,

y= r37 (o —1)3
320L(0)* 172, [6C(30) er/27*! (29+1)30+3] 2-i-17
o\ 30 e 1
como > 1, 0B0) = ()" ¢ L(0) =} oopsmior )
k=1

Como o operador K depende do tempo e trabalhamos com o espago estendido (conforme
o Formalismo de Howland [13, 4]), vamos propor na Segao 4.5 uma versao de localizagao
dindmica neste contexto, a qual seguird da condigao SULE para K. Vale mencionar que,
embora tecnicamente conveniente, pois trabalhamos com operadores auto-adjuntos, nem
sempre é simples interpretar [15] as relagoes dinamicas e espectrais no espago ampliado.
Finalmente, aplicamos a mesma técnica do teorema anterior para o operador autéonomo (1.5)

acrescentando apenas a derivada temporal, com isso, obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 1.8. Fize w € Q2 ee > 0. Dados py >0 e 0 <r < pg, existe y > 0 de modo que,

1
[V],, <min {1,76} ,

entao existe I C (0,00) com |I| < €, de forma que para 7 € B' := (0,00) \ I existe um

se

operador invertivel P € BP°~"(B) de modo que
P'KP (1.10)

possui espectro pontual puro (um operador diagonal). Os autovetores de K sao da forma

Porm, meZ? ek € L.

Observacao 1.9. FEaplicitamente
220¢"/217 (g — 1)C(0)?

v

- 20L(0) [I, [6 C/(30) er/2 (2i+1)30+3] 7
com o > 1, C(37) = (£)", €0 = (5)" ¢ L) = - i pmrr 17

Observe que, no Teorema 1.6, excluimos um conjunto de periodos com medida de
Lebsegue menor do que e%, enquanto que no Teorema 1.8, em que estamos supondo que V'
nao depende do tempo, descartamos um conjunto de parametros (periodos) menor do que €.
Note também que, no Teorema 1.8, obtemos condigoes suficientes para que o operador
independente do tempo Hy,, + V' tenha espectro pontual puro.

Terminamos assim uma visao geral da tese; os detalhes serao apresentados nos capitulos

seguintes.



Capitulo 2
Operador unidimensional

Neste capitulo, aplicaremos a técnica KAM para o operador (1.3). O nosso principal
objetivo é demonstrar o Teorema 1.1.

Na Sec¢ao 2.1 determinaremos o espectro de Hy. Na Se¢ao 2.2 relembraremos algumas
condicgoes suficientes para localizacao dinamica e demonstraremos que Hy tem tal propri-
edade. Propriedades gerais do operador perturbado e do espago A” em que se encontra a
perturbacao V estao presentes na Segao 2.3. A Secao 2.4 serd devotada a demonstragao

do Teorema 1.1.

2.1 Espectro discreto para H

Nesta secao, mostraremos que o espectro do operador Hy € discreto, e também demonstra-

remos uma estimativa muito 1til para suas autofuncdes.

Teorema 2.1. Hy tem espectro discreto simples dado pelos nimeros inteiros.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponhamos que £ = 1. Considere a equagao

de autovalores
Hop = g, (2.1)
e lembremos da transformada de Fourier [5]

Ple) =D pln)e .

18



2.1. Espectro discreto para H, 19

Aplicando a transformada em (2.1), obtemos

(2 cos(2me))p(€) + nd(e) = Ag(e);

por propriedade padrao da transformada de Fourier segue que

1 99l9

(2 cos(2me))p(€) + 57 B¢

= Ap(e). (2.2)
A equacao (2.2) tem solugado para A, :=m, m € Z. De fato, para \,, tem-se
(2cos(2me) —m)p(e) + — = = 0.

Dividindo a equacgao acima por ¢(€) (nos pontos em que ¢(€) # 0)

11 a0
2mi p(e)  Oe

= —2cos(2me) + m.
Integrando em ambos os lados com relagao a €
In p(€) = —2isen(27e) + 2eimm,

portanto,

~ —2isen(27e) e2mime

Wm(e) =e€

Note que esse conjunto forma uma base ortonormal de L2([0, 1]); de fato, se 1) L @, para

todo m, entao eQisen(z’“)iﬁ(e) — 0 e entdo ¢ = 0. Pela inversa da transformada de Fourier

pm(n) = / 75, () de (2.3)

é solugao de (2.1) com A = \,,. Pelo Teorema de Plancherel, {¢,,} é base ortonormal de

*(Z). O

Observagao 2.2. Denotaremos por ¢, as autofuncoes de Hy. Note também que @,,(n) =
wo(m +n), para todo n,m € Z, isto €, todas as autofuncgoes de Hy sao obtidas a partir de

uma delas pelo deslocamento dos vetores.

Proposicao 2.3. Para todo n,m € 7Z,

on(m)] < — (2.4)

S m+nll
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Demonstragio. E suficiente demonstrar que |¢o(n)| < 1/ |n|!; temos
1 . .
@O(n) _ / 67271'7,71667218611(271'6) de
0
1
= / (cos(2mne) — isen(2mne))(cos(2sen(2me)) — isen(2sen(2me)))de
0
1
= J..(2) —/ i(cos(2mne)sen(2sen(2me)) + sen(27ne) cos(2sen(27e)))de
0
1
= J_.(2) —/ isen[(2mne) 4 2sen(2me)|de (2.5)
0
sendo J_,(2) a representagao integral da funcao de Bessel, isto é,

1 ™
J_n(2) = —/0 cos(2sen(2me) 4+ n2me)de.

™

Fazendo a mudanca de variavel y := y(e) = 2me — 7 entao y(0) = —7, y(1) = 7, e usando

que, sen(m + x) = Fsenz obtemos

™

/7r %Sen[Z(sen(y + ) + g(y +m))]ldy = / %SGH[Q(_Seny i g(y T m)ldy =0.

—T —T

Assim, de (2.5) segue, por propriedade da fungao de Bessel, que

12(=2)["e" 1
Y INC) P ] E
o] = ()] € 22—
O]
Observacao 2.4. Denotaremos por ¥, (n) := ¢_,(n) as autofungoes do operador Hy,

entdo, de (2.4), temos que |y, (n)| < _|n_1m|1-

2.2 Localizacao Dinamica para H,

Vamos agora realizar uma breve revisao sobre a localizacao dinamica de um operador T’

auto-adjunto em [?(Z) com espectro pontual puro. Para mais detalhes veja [19].

2.2.1 Propriedade SULE

Seja { ¢ } um conjunto ortonormal completo de autofungoes de um operador auto-adjunto T

agindo em (*(7Z), entao T'dy, = Ay Seja ¥ = e,,, m € Z. Entao

d(tn) = (e7P) (n) = Y ey (n)gi(m),

k
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sup [¥(t,n)| < Z(n,m), sup 7y, (t) < Z In|” Z%(n, m),
t t neZ

em que
Z(n,m) =3 [on(n)éi(m) .

Para demonstrar a localiza¢ao dinamica (1.1) para qualquer ¢ = e,,, é sufuciente mostrar
que func¢ao Z(n, m) decai rapidamente quando |n| — oo, para todo m € Z.

Uma forma de obter essa propriedade é através do controle das autofungoes dito SULE
(Semi-Uniformly Localized Eigenfunction) [19]. Suponha que para algum « > 0, qualquer

autofuncao ¢, satisfaca
[ér(n)] < Ck)e ", (2.6)

com C(k) < co. Mas ainda ¢ preciso controlar C'(k). O operador auto-adjunto 7' em ¢*(Z),

com espectro pontual puro é dito ter SULE se:

e T tem um conjunto completo {¢p}r em ¢*(Z) de autofungoes ortonormais (i.e.,

Tér = Me@r);

e existem a > 0 e, para cada autofuncao ¢, um ny € Z de forma que, para qualquer

6 >0,

|dr(n)] < C(8)eltmelmeln=rl, (2.7)

com alguma constante finita C'(§) uniforme em k,n. Segue-se entdo que se SULE vale
para T, entao Z(n,m) decai exponencialmente em n para todo m e (1.1) vale. Esta serd
a maneira que usaremos para mostrar a localizacdo dinamica para o modelo (1.3) em

consideragao.

2.2.2 H, tem SULE

Com os resultados e definigoes acima em mente, vamos mostrar que o operador Hy tem

SULE e, portanto, segue

Teorema 2.5. Hy tem localizacdo dinamica.



2.3. Localizagao Dinamica para Hy 22

Demonstrag¢ao. Conforme mostramos na segao anterior, as autofuncoes {1,,} de Hy for-
mam uma base ortonormal em ¢?(Z). Portanto, é suficiente mostrarmos que Hy tem SULE.

De (2.4) temos que

()] € .
Tomando n,, = m, precisamos mostrar que existe « > 0 e para d > 0 existe C'(J) > tal
que
\n——lmll < C(6)edmi=aln=ml yp m

Como, para todo r > 0
rn|
e

— =0. (2.8)

n—oo |n||

concluimos que dado « > 0, para cada C' > 0, existe ng € N de maneira que para n > nyg,

1 —an
Paran = 1, ...ng, basta escolhermos C(0) = max{C, e*, e;—!a, e %} Portanto, concluimos
que
1
ﬁ < C(6)e~ol=ml < ¢ (§)ellmi=eln=ml " para todo § > 0.
n —m|!

2.3 Localizagao Dinamica para Hy

Nesta secao, consideraremos perturbacoes do operador Hy por um operador no espago A”
(que definiremos na se¢ao 2.3.2), cujos elementos de matriz tem decaimento exponencial
conforme se afastam da diagonal principal. Demonstraremos que o operador Hy, definido
em (1.3), tem espectro discreto. Além disso, mostraremos que tal operador possui loca-
lizagdo dinamica, desde que [|[V||,, nao seja muito grande. A técnica KAM consiste em
um procedimento indutivo para encontrar um operador invertivel P € A de modo que

P7'(Hy+ V)P = A, sendo A operador diagonal na base de autovetores de Hy.

2.3.1 Espectro discreto para Hy

Por um argumento geral, mostraremos primeiramente que Hy tem espectro discreto para

qualquer potencial V' limitado.

Teorema 2.6. Hy tem espectro discreto.
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Demonstracao. Conforme mostramos na Secao 2.1, para V =0e E =1, o espectro de Hy,
o(Hy), é discreto e, além disso,

o(Hy) = Z;

logo, o operador resolvente R;(Hy) é compacto (veja Teorema 11.3.13 em [5]). Da segunda

identidade do resolvente segue que

Ri(Hy) = Ri(Ho) — Ri(Ho)VR;(Hy)
= Ri(Hy,) (1 —VRi(Hy)).

Como V R;(Hy ) é limitado, concluimos que R;(Hy ) é compacto, o que implica que o(Hy )

é discreto. 0

Observagao 2.7. Embora Hy tenha espectro discreto para qualquer potencial limitado V.,
até o momento ndo estd claro se a localizacao dinamica vale quando ||V for sufici-
entemente grande (como sugerido numericamente para alguns potenciais em [17]). Os

autovalores de Hy, obtidos através do Teorema 1.1, sio dados por (2.38).

2.3.2 Propriedades do espacgo A”

Introduziremos o espago <Ap -l p> e discutiremos algumas de suas propriedades. Seja
p > 0, e considere A” o conjunto dos operadores lineares a em ¢?(7Z), com representagao de
matriz a = {a,, } na base {¢,,,} dos autovetores de Hy, i.e., appm := ({n, athy,) ,n,m € Z €

com norma finita

all, := sup E |ty | €71 < 0.
n
m

Para p = 0, definimos o espaco A” como o conjunto dos operadores lineares limitados a
em (?(7Z) com norma finita

lallg = inf [|af], < oo.
Lema 2.8. A” € espaco de Banach.

Demonstragao. Seja {a;} sequéncia de Cauchy em A”, sendo a; = {a%)n}, n,m € Z. Entao

dado € > 0, existe N € N de modo que para todo i,j > N,
|la; — aij = sgpz erln—ml \afj; — aij <e. (2.10)

Segue que para n,m € Z,

lal) — a¥) €
nm nm 6p|n,m| :
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Disto temos que para cada n,m € Z, {aﬁf}n}i é Cauchy em R, sendo a = {a,,,} o limite

desta sequéncia. Entao - Ay quando ¢ — 0o. Usando esses limites mostraremos que
a={amm} € A? e a — a. De (2.10) temos para i,j > N e, para cada k € N,
S el ol — )| < e
|m|<k
tomando j — 0o, obtemos para i > N,
Z e ‘ag% — Q| < €.
|m|<k
Podemos tomar k — oo, entao para i > N,
sup Z epln—ml |a,(f,)n — Ay | < €. (2.11)
" mez

Isso mostra que (¢ —a) € AP e daf
a=a"+ (a—a?).

Portanto, a € A”. Além disso, o lado esquerdo de (2.11) representa Ha(i) — aHp coma® — a

em A”. O
Lema 2.9. Dados p > 0, a,c € A? entdo ac e ca € AP. Além disso,
lacll,,, llcall, < llall, liell,,-
Demonstragdo. Seja d = ac, logo dij = Y, -, QirCrj. Assim,
||, = supz ePli=il |di;| < supz Pl |aircri| = sup Z ePli=l |k crjl

i 5 i i

Temos que
sup Z el ager;| < sup Z e?l M a | sup Z Pl ey
i . A k5

k,j

O

Um operador linear a, nao necessariamente em A”, é diagonal se a,,, = 0 para n # m
(o termo “diagonal”’aqui estd relacionado a base ortonormal (¢,,,) de ¢*(Z)). Por cons-
trugdo, Hy é diagonal cuja representacao de matriz é dada por (Hp)pm = Npm, en-
quanto que para o operador perturbado a representagao de matriz é dada por (Hy)nm =

NO0nm + V-
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Observacao 2.10. Observe que ambos os Teoremas 1.1 e 2.6 demonstram que o opera-
dor Hy tem espectro pontual puro; sendo que, no Teorema 1.1 consequimos um operador P
que diagonaliza (1.3) e, desse modo, encontramos suas autofuncoes e demonstramos a

localizacao dinamica para Hy .

2.3.3 Lemas iniciais

Esta subsecao é essencialmente técnica e os resultados serao tteis para demonstrar o Te-
orema 1.1. O operador identidade serd denotado por 1, e note que [|1][, = 1, para todo
> 0. A diagonal do operador a serd denotada por diag a, isto é, (diag a)nm = AnnOnm. Se

a € {>°(Z), temos a norma usual ||al| , = sup, |a(n)|.

Lema 2.11. Seja a € A? com |la —1||, < 1. Entao a € invertivel em A” e vale
la™" =1, < lla =1, (1 = [la —1[|,)~"

Demonstracao. Pela série de Neumann temos

00 (o]
lat =), = | a-ao| <lt-al,>@a-al”
—1 P n=1

= J1—all,>_ll(x=a)]
n=0

Por hipétese, [[a — 1|, < 1, usando a série geométrica obtemos

lat = 1| < fla—=1[l, (1 = [la—1],)"

Lema 2.12. Seja a € (*°(Z) entao
|Gpm | < ]]a|\006nm, Vn,m € Z.

Demonstracao. Temos que

|anm| = [(¢n; atPm)| < llall o ([nl, [Pm])
= HaHmena)\wm(wr

€L

lEZ
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Considere
Z (Jn — m|N)*/? Z P,
[m = 1|t n —1]! UNk—W’ ’
como Sy, = Spmn, podemos supor que k > 0. Temos trés possibilidades | < 0, | < k e
[ > k para qualquer uma das trés segue VE!/([I|! [k — 1) < 1/(IIVE!), e para | ~ k, temos
VE!/ (Je =11 <1/ V1!, Entao vemos que a sequéncia Sy, ¢ uniformemente limitada;
é também imediato verificar numericamente isso, e encontramos S, < 4 para todo m,n,
e 0 maximo ocorre quando m = n. Combinando bym, = Snm/(Jn —m[1)/2 com (2.8), segue

que b € A” para todo p > 0. O

Mostraremos agora uma estimativa muito importante para tais elementos de matriz,

pois nos garantird que se a € [*°(Z) entao a € A”.

Lema 2.13. Temos uma inclusao natural £°(Z) C A, para todo p = 0, uma vez que para
a € L>(Z), |lall, < llall Hb” Assim, dado 0 > 0,
all, < ¢ (2.12)

para ||al| suficientemente pequeno.

Demonstracao. Pelo Lema 2.12,

lall, = supz || €/ < Supz lall. b, epn=ml
n
m

],

\aHoo\
e o resultado segue com ||a|| . < G/HI.)HP. O

O préximo resultado serd muito importante para o processo indutivo; aqui [a,c] =

ac — ca é o comutador dos operadores a e c.

Lema 2.14. Fize p > 0. Sejam G operador diagonal e B € A? com G + diag B um
operador diagonal de forma que (G 4 diag B)nn = gn + Bun € R e satisfazendo

|gn + Bnn — (gm + Bmm)| > K, Ym #m (2.13)
para alguma constante K > 0. Entdo, existe W € AP solucdo de

|G + diagB, W] + B — diagB = 0, (2.14)
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com Wy, = 1 para todo n. Além disso,
W =1, <C|Bl,, (2.15)
com C =1/K.
Demonstragao. De (2.14) obtemos que
B —diag B =W (G + diag B) — (G + diag B) W .
Assim,

(B —diagB),,, = (W(G+diagB)),,, — (G +diagB)W),

m

= > W, (G +diagB),,, — (G + diag B),, Wi .

jEZ

Como, por hipétese, G + diag B é diagonal segue que
(B —diag B),,,., = Wam(9m + Bum) — (9n + Bun)Wam

Dai, obtemos a solucao W dada por

Bnm

, nm#Em
~ Im + Bmm - (gn + Bnn) 7é
an -
0, n=m.

Resta mostrar que a solugio W € A?. De (2.13)

W] = = < 1B

|gm+Bmm_ (gn+Bnn)’ 7
dai
R A T
< Csup Y "B, <C|B, -

m#n

Finalmente, note que se W for solugao de (2.14), entao W := W + 1 também serd solucao

e (2.15) vale para W — 1. O
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2.4 Demonstracao do Teorema 1.1

2.4.1 Estratégia da demonstracgao
Denotemos por D = D° = Hy, VY =V e P° = 1; assim Hy = Hy + V. Consideremos
(PO)_1 (D+ V)P’ =D+ V" = (DO + diag V°) + (VO — diag V") . (2.16)
Gostarfamos de encontrar um operador linear invertivel W° de maneira que
(VVO)7l (D + V)W = operador diagonal.

Se V9 = 0 podemos tomar W° = 1; se V? for “pequena”, por exemplo, ||V°|| < Ce, para
algum C' > 0, 0 < € < 1 e para alguma norma ||-||, espera-se que W esteja préximo de 1,
ou seja, W0 =1+ Ry, sendo ||Ry|| < Ce, e sua inversa seria dada por

(W)™ =(1+R) ' =1—Ry+R}—R}+---.
Assim,

W) (D+V)W® = (1—Ry+R:—R}+---)
[(D° + diag V°) + (V° — diag V)] (1 + Ro)
= (D°+diagV°) + (V° — diag V") +
[(DO + diag VO) , Rg} +
[(V° —diagV?) , Ry] — Ro (D° + V°) Ry + - --
Impondo que os termos de ordem ¢ e alguns de ordem €2 se cancelem, obtemos uma equacao
para Ry
[(D°+ diagV?) , Ro| + V° — diag V° = 0. (2.17)
Observe que se Ry for solucao de (2.17), entao WY = 1 + Ry também sera solugao. Logo
das equagoes (2.16) e (2.17) obtemos
(P (D°+V°) P' = D' + VY,

sendo W solugao de (2.17) e

Pl — POWO

D' = D° 4 diag V°

Vi= V7 —diag V? Ry] — Ro (D° + diag V°) Ry — Ro (V" — diag V") Ry + - -+

\
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Note que D' é um operador diagonal e, aproximadamente, ||V < Cj€?, para algum
C1 >0, [[WO <1+4Ciee H(WO)_lH < 1+Clﬁ Agora vamos iterar este processo. Supondo

vélido o k-ésimo passo, isto é,
(P (D +V)P* = DF 4+ V¥, (2.18)

com DF um operador diagonal e, aproximadamente, HV’“H < C’ker, para algum Cjy > 0,
[ < G e | (7)) 7| < gl
se Wk, HW’“H < 14 Chpre?’, de modo que W* = 14 Ry, (V[/'(k))f1 =1-Ry+R2—R}+---

repete-se o argumento acima e procura-

com

(D" + diag V*) , Ry ] + V* — diag V* = 0. (2.19)

Observe que W* = 1 + R, também é solugao de (2.19). Logo das equagoes (2.18) e (2.19)
obtemos
(P17 (D + V) PH = DR+ vk, (2.20)

sendo W* solugao de (2.19) e

Pk+1 — Pkwk

D¥' = D" + diag V*

VEH = [VF — diag V¥, Ry — Ry, (D" + diag V*) Ry, — Ry (V¥ — diag V*) Ry + - --

’ . . k+1
Note que D**! ¢ um operador diagonal e, aproximadamente, HV’““H < Cpp1€? 7, para
k -1 < 1
)<W ) H = 14Cp et

~ , . k k+1 . .
que a cada passo a ordem da perturbacao é reduzida de €** para €2 . Tomando o limite

algum Ciyiq > 0, e HWkH <1+ C’Hlezk e

Um ponto importante é

quando k£ — oo em (2.20) obtém-se
P~Y(D + V)P = D = operador diagonal,

sendo P = limy_,oo WOW? ... Wk,

2.4.2 Implementacao

Vamos agora demonstrar o Teorema 1.1.

Primeiro Passo k£ = 0.
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Considerando D = D° = H,, VO =V e P’ = 1, temos
(P) "M (D + V)P’ = D° + V* = (D" 4 diag V°) + (V° — diag V°). (2.21)

Por hipétese, D° + diagV® é um operador diagonal cuja sequéncia diagonal é (D° +

diag V) = XY = n + V0 e satisfaz
‘A?L—A(T)n > Ky, n#m,

para algum Ky > 0 (veja 2.39). Pelo Lema 2.14, para cada p > 0 fixado, existe W € A”

solucao de

[D° + diag V°, W°] + V? — diag V° = 0, (2.22)
com
diag (W°—1) =0
Além disso, existe uma constante Cp = 1/Ky > 1 de maneira que

\|W0—1Hp < COHVOHp. (2.23)

De (2.21) e (2.22) temos

(W) (PO (D + V)P P2V (1) (DO + diag VO) WO 4 (W) T (VO — diag V) IV
(WO) T (WO (D° + diag V°)) — (W) ™' ((V° — diag V7))

+ (W) (VO — diag V)W = D' 4 V!

(2.22)

Portanto,

(PHYMD+V)P' =D+ V!,

sendo
Pl — PO WO

D' = D° + diag V°

Vi= (W) (V0 - diag V) (W — 1)

\

Pelo Lema 2.11, W° é um operador invertivel em A” e

[we—af, _ w1,
L= [jwe—1f, = 1= Gf[vef,
< 2wl -1 <1,

)™ =1, <
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desde que
1
Co Vo], <5 <1, (2.24)
o que verificaremos adiante.
Pelo Lema 2.9, segue-se que
VM, = 1) (v — diag Vo) (W0 — 1)]],

< )L Ivel, v -1, -
Como
TV, = 1) =1 af], < [V =1, + 1], <2,
define-se 8, através de

V2, < 2lvef JIve = 1|, < 2Col[ve ] = 6t

Segundo Passo k = 1.

Seja D' 4 diag V! um operador diagonal cuja sequéncia diagonal dada por
(D' + diag V'), = AL = X0 + VL =n 4+ VO 4+ VL

satisfaz (veja 2.39)
An = A > K1 >0, m#n.

Pelo Lema 2.14, existe W' € A” solucao de
[D' + diag V!, W!'] + V! — diag V! =0, (2.25)

com

diag (W' —=1) =0.
Além disso, existe uma constante C; = 1/K; > 1 de modo que
W =1, <G|V, (2.26)
De (2.21) e (2.25) temos
W) (P (D +v)Pwt B2 (W) TH(DY + diag VY)W + (W) TNV — diag V)V
C2 (W) (WD + diag V') — (W) (V! - diag V"))
+ o WYV - diag VYW = D? 4+ V2,



2.4. Demonstragao do Teorema 1.1 32
Portanto,
(P (D +V)P*=D?+ V2,
sendo
( P2 — lel
D? = D' + diag V!
| V= (W) (V! = diag V) (W - 1)
Pelo Lema 2.11, W é um operador invertivel em A” e
-t wr—afl, -1,
1) =1f], < <
o ==, T r-alpr)
< 2wt -1 <1,
desde que
1
Ch HVIHP < 5 <1, (227)

o que verificaremos adiante.

Pelo Lema 2.9, temos

V2L, = v~ vt = diag vHw = 1)),
< VYLV =1

Como

VD, = )™ = el < [ ™ =], + 1], < 2,

define-se 0y através de

Ivell, < 2Vt =1, < 26 v,
P p P P
< 8C G|V = 63

(k + 1)-ésimo passo

Supomos que podemos encontrar para algum k € N:

(i) Um operador V* € A? satisfazendo

VA, <6
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sendo
k

o= { TT o)™ | IV, (2.28)

0

I
—_

<.
I

e usando (2.12)
VIl = V2l < b0 = 1Vl lel, (2.29)

(i) Um operador diagonal D* com D* + diag V* diagonal cuja sequéncia diagonal é
dada por (DF + diag V*¥),,, = \f = M= 4 VE satisfazendo (veja 2.39), para alguma
constante K > 0,

Ar = Ab| > Ky, n#m, (2.30)

de modo que
(PY) (D + V)P = DF 4 VE, (2.31)
sendo P¥ = WOW?... wk=1,
Mostremos que (i)-(#i) valem para k + 1. Pelo Lema 2.14, existe W* € A? solugdo de
[D* + diag V*, W*] + V¥ — diag V* = 0, (2.32)
com
diag (W* —1) =0.
Além disso, com Cy = 1/Kj > 1,
k k
[Wr—1| < G| VF|,- (2.33)
De (2.21) e (2.32) temos
(W) (PR (D V) PEwE P2 (W) T (DE 4 diag VYW 4 (W) (V= diag VI W
G2 (W) (WH(DF + diag VF)) — (WH) (V= diag V)
+ (WHTHVE — diag VE)WF = DFF 4y
Portanto,
k1)1 k+1 _ pyk+1 k+1
(P (D+V)P DY v
sendo

( pk+1l _ phyyk

DF! = DF 4 diag V*

VERL = (WR)TH(VE — diag VF) (WP — 1) .
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Pelo Lema 2.11, W* é um operador invertivel em A” e

[ —1f], . [ —1],
L= |[wr=1f, = 1= G|V,
< 2|t -1 <1,

Iw*) ™ =1, <

desde que
1
CrlIV*[, < 5 <L (2.34)
o que verificaremos adiante.
Pelo Lema 2.9 temos
VA, = 1) (v~ diag VF) (WF - 1),

N

1
W) VA =1
Como

HOVE L, = [TV 7 =11, < [W9) " =1, + 1], < 2,

define-se 0y, através de

k+1 k k okl okl
VL, < 2 vEL I =1l <2668 = 05
Convergéncia
Resta mostrar, sob as condigoes apresentadas neste teorema, que o processo iterativo acima

converge para k — 00, ou seja,
(7j) P* é sequéncia de Cauchy em A, entdo existe P € A” com P* — P, P # 0.

(jji) V¥ — 0 em A", e a condi¢io suficiente para convergéncia do processo em termos

de [V so-

Verificacao de (7).
Verificaremos que existe 0 < 0, < oo de forma que 0, — 0, quando k — co. Podemos
supor que 1 < C} aumenta com k, assim 6, é crescente. De (2.28) e (2.29) segue que
k—1

o = { I1 2o vy, < {ﬁ (20| }o.

J=0 J=
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Entao, se C; nao crescer muito rapidamente para j — oo, ¢; converge para algum ., < 00;
por exemplo, isto acontece se 1 < C; < L27*! para algum L > 0 (e entdo K; = L2}+1)

|bH veja (2.29)) entdo

o ‘

Tomando 0 < h < 1/5, serd conveniente escolher 6y(= ||V||

ffoer <&

7=0
Fazendo £ — oo, temos
0 <M h, e entao 6 <1
oo 00 ~ ) o0 5 M

Verificagao de (jj).
Mostremos que P* converge em A” para P # 0 quando & — oo. Como 6, é crescente,

temos

Ci|[VH|, < Cué <62 < 1. (2.35)

Usando P*~! = WOW? .. . W*=2 o Lema 2.9 e (2.35) obtemos

1P = P, = [P = PR < PRI -
(e =, + 12, (I =2, +12],)
(= =]l + ], ) (9 =1,

k—2

=TT (I =], [, ) = =,

J=0

I,

N

< wt -], [T+ ).

De (2.33) e (2.35) segue que
|P* = P| <262 (2.36)
Suponha m < k ; entdo, como 0., < 1,
1P =P, < [P = P [P = P e P = P

- J m 2927”
< 2292 20% Zﬂj =—=-—0, para m— .
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Portanto P* é de Cauchy em A”. Como 6, < h, segue entao

k—1 k—1
1Pe =1, < 2y |wo -1, <2y 0%
Jj=0 j=0

20

<1
O ’

< 29w§:9&=1
7=0

logo, para k — oo temos

20,
IP=1], < =5 <1.

Além disso, pelo Lema 2.11, temos que P é invertivel em A” e

i IP-1l, _ 26
1 P 00
Il < g, < e <

o que implica que P é invertivel em A”, em particular, P # 0.

Portanto (2.34) (bem como (2.24) e (2.27)) também ¢é valido, isto é,

CellV¥|, < G <L <z <1,

o] =

junto com
-1
IP|,<2e ||P Hp <2
Verificagao de (jjj)

Por indugao, usando (2.35) temos que

IVH, < 6 < 60627 < 6o h™ (2.37)
Assim, V¥ — 0 em A”. Além disso,

(P)'HyP = Hy+ Y _ diagV*
k>0
é diagonal cujos autovalores (elementos da diagonal) sdo dados por
A2 =n4 Y (diagVF),, . (2.38)
k>0

Para completar a demonstragao da diagonalizacao, justificaremos a hipétese sobre ||V
no Teorema 1.1, o qual garante a convergéncia do processo. Em cada passo do processo

todos os autovalores precisam ser simples, entao ¢ suficiente impor que

SOV = 3 [(ding V4).] < 5
k k
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para cada n € Z (como nesse caso ‘/\fl — )\fn} > 0, para todo n # m e todo 0 < k < 00).

Como |V | < HV’“HP e 0y = ||Vl |1bll,, por (2.37), para todo n temos

SoVELITIVEL < IVI LBl > p> (2.39)
k k k=0

Agora ¢ suficiente impor que
1

2F (Y50 h® 1)

com F > inf,g |||, e escolhemos p > 0 de modo que F > |||, para justificar a

Voo <

convergencia de todo o processo.

2.4.3 Hy tem SULE

Vamos verificar que, para V como no Teorema 1.1, as autofungoes de Hy satisfa-
zem (1.2), ou seja, Hy tem SULE.

Pelo Teorema 2.6, sabemos que o operador Hy tem espectro discreto. Verificamos
que suas autofungoes sao {P,,}, sendo P € A” o operador que diagonaliza Hy (veja a
demonstracao acima) e {1, } as autofungdes de Hy. Tais autofun¢oes formam um conjunto

completo e ortogonal em [?(Z). Para {P,,} tem-se

(Pm) ()] = [en, Pm)| = | D (ens tx) (¢, Pio)|

< NPl W)l < 3 =

k k

Cerm=k 1 1
B Zk:l+|m—k| In — k| (|n — k| — 1)!
o—p(lm—k|+In—k|)

NP DY ey
1 .
< (X)) (240

A soma acima entre parénteses é convergente e tem limite superior independente de n,m,

logo

(240) < 5@7/4”*7”‘ < 565|m\*p\nfm\ :

para todo § > 0 e para alguma constante C' > 0. Isso completa a demonstracao do

Teorema 1.1.
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Corolério 2.15. E possivel escolher P no Teorema 1.1 como um operador unitdrio.

Demonstracao. Suponha que diagonalizamos Hy+V por meio de um operador invertivel P

que nao ¢é unitario. Como, por hipdtese,

1

IVl <
i

0

temos, para alguma constante K > 0, que
A=A > K, n#m.

Isto implica que todos os autovalores de Hy+ V' sao simples. Como Hy+V é auto-adjunto,
todos os seus autovetores P, sao ortogonais entre si, logo o operador P*P é diagonal na

base {1, }mez dos autovetores de Hy; de fato,

(P* P, ) = (P, PUn) = Spmm [|Pnll> = (W, P*Piby) .

Observe que P*P é um operador auto-adjunto e positivo.
Definindo W = P(P*P)~'/2 temos que W ¢ unitdrio, pois
(W W)y o) = (Wb, Wb} = ((P*P) ™ P4y, (P P)24h,)
= <¢m, %) = 5m,n;

e, analogamente, (¢, (W*W)i,) = dpum.
Assim, pelo Teorema 1.1, substituindo W no lugar de P, obtemos (1.4) com “P

unitario”. De fato,

WtH,W = (P*P)"2P~'Hy, P(P*P)~'/? = (P*P)?D(P*P)~'/? = D.



Capitulo 3
Operador bidimensional

Neste capitulo, aplicaremos a técnica KAM para o operador (1.5). Nosso objetivo aqui
é apresentar a demonstragao do Teorema 1.4. Mas antes destacaremos algumas diferencas

na aplicagdo da técnica para este modelo em relacdo ao modelo (1.3).

e Hj g, tem espectro pontual puro e denso na reta (Teorema 3.1).

e Suporemos que o potencial V' depende do parametro F (intensidade do campo elétrico),
por isso serd necessario descartar do processo um conjunto de intensidades que pos-
sui medida de Lebesgue pequena. Para mostrarmos que a medida deste conjunto é
pequena, suporemos que V' é w-dominado em relac¢ao a base {1,,} (veja Defini¢ao 3.8

e Lema 3.10).

e O espaco A (0,+00) (veja Subsecao 3.3) em que se encontram a perturbagiao V' e
o operador W que ”diagonaliza” em um certo sentido o operador em questao (veja
Lema 3.13), serd diminuido, em cada passo do processo, para pg —r, com 0 < 7 < po,
devido a condicao de limitagao inferior da diferenca dos autovalores tender a zero;
esta escolha serd necessaria em virtude da densidade dos autovalores de Hy g, na

reta.

e Nao fomos capazes de dar condigdes para a convergéncia em termos da ||-|| da
perturbacao, conforme fizemos no Capitulo 2, visto que os autovalores do operador
nao perturbado formam um conjunto denso na reta; de fato, a classe de potenciais

em que demonstraremos os principais resultados depende da direcao do campo w.

Na Secao 3.1 encontraremos o espectro de Hyg,. Na Secao 3.2 demonstraremos que

Hy g, tem localizacao dinamica. Definicao e propriedades gerais do espago A (0, +00)

39
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estao presentes na Se¢ao 3.3. Na Secao 3.4 demonstraremos alguns lemas que serao essen-

ciais para a demonstragao do Teorema 1.4, a qual se encontra na Secao 3.5.

3.1 Espectro pontual puro para Hj g,

Nesta segao, vamos mostrar que o espectro do operador Hy g, ¢ pontual puro e denso na

reta. Demonstraremos também uma estimativa muito 1til para suas autofuncées.
Teorema 3.1. Hj g, tem espectro pontual puro e denso na reta.

Demonstracao. Usaremos a transformada de Fourier

ble) = 3 plm)e2mitnel

nez?

Considere a equacao de autovalores

HO,E,wSO = Ay, (3-1)

e usando propriedades padroes da transformada ([5]) temos

(2 Z cos(mj)) Z g;“’; age = Ap(e). (3.2)

A equagdo (3.2) tem solugio para \,, := E (m,w), m € Z%. De fato, usando o método de

separagao de varidveis @, (€) := @m (€1, €2) = Pk (€)@, (e2) obtém-se

2
Ew; 047 (¢;)

(2cos(2me;) — Emjw;) @7 (e;) + L rmi s = ).

jz_; / 7 ! ZQm O¢;

Dividindo a equagao acima por @7, (¢;) (nos pontos em que @7, (¢;) # 0) e igualando a zero

cada termo da soma, obtemos

Ew, 1 0¢](¢)

-2 27é€; Em.w;) = .
(—2cos(2me;) + Emjw;) 21 ghie) 96

Integrando ambos os lados com relacao a €; (j = 1,2), tem-se

—27

In @’ (€;) = ujlsen(27rej) + 2mie;my,
J

portanto,

—2i(Ew;)~sen2re; 627riejmj ]

@h(ej) = e
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Dessa forma,

2
A __ 2mi(m,e€) —2i(Ew;) ™ 'sen2mie;
Om(€) =e H e .

7=1
Note que este conjunto forma uma base ortonormal de L2([0,1] x [0,1]); de fato, se

¢ L 1, para todo m € 22, entdo 25n(27)j(c) = 0 e entdo ¢ = 0. Pela inversa da

11
n) = / / 62”i<"’6>g5m(61, €9)derdey (3.3)
o Jo

é solugao de (3.1) com autovalores \,,. Pelo Teorema de Plancherel, {,,} é base ortonormal

transformada de Fourier,

de (*(Z*). E o conjunto {\,, : m € Z?} é denso na reta. O

Observacao 3.2. e Denotaremos por ., as autofuncoes de Hy g.,. Note também que
om(n) = @o(m + n), isto €, todas as autofungéoes de Hy g, sao obtidas a partir de

uma delas pelo deslocamento dos vetores.

e Estamos considerando que os autovalores E (n,w) de Hy g, sejam simples, por isto

tomamos 2 € R\ Q.

Proposicao 3.3. Para todo n,m € 72,

(10777/ ~ 3.4
[om(m)] < H i ,\nﬁmﬂ pe—— (3.4)
Demonstragio. E suficiente demonstrar que |go(n)| < H] L ‘ | . Tem-se
| Bawj |17 ny]!
1 pl ' 2 ‘ .
@O(n) — / / 6—2wz(n151+n252)He—Qz(w_,-E) sen(27re_,-)d€1d€2
o Jo ey
1 1
= / A(El)d€1 X/ A(Eg)dEQ
0 0
1
= <J_m(2(Ew1)1) - z/ sen(2Ewy  sen(2mn 1) + 27Tn1€1)d61> X
0
1
<J_n2 (2(Bwy)™h) — z/ sen(2E " wy 'sen(27ey) + 27Tn2€2)d62) , (3.5)
0

em que
A(er) = (cos(2mnie;) — isen(27nyer)) (cos(2E~ wy 'sen(27e;)) — isen(2E~'wy 'sen(2mey)))

e
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A(ez) = (cos(2mnaes) — isen(2mnaes)) (cos(2E~ w; 'sen(27ey)) — isen(2E~'w; 'sen(27ey))),
sendo J_,(2(Fw)™!) a representacao integral da fungao de Bessel, isto é,
1 s
J n(2(Bw)™) = —/ cos(2(Ew) *sen(2me) + n2me)de.
T Jo

Por argumentos andlogos aos apresentados na demonstragao da Proposigao 2.3 obtemos
1
—i/ sen(2E wy tsen(2mn1e;) + 2mny€r )de; =
0
1
—i/ sen(2E " 'wy 'sen(2mey) + 2mngey)dey = 0.
0

Assim, de (3.5) e por propriedade da fungao de Bessel, segue que

1
wo(n)| = |Jon,(2(Fw DT (2(Bws) ™M < .
| 0( )| ‘ 1( ( 1) )| ‘ 2( ( 2) >| ‘Ewl‘\n1||n1|!|Ew2||n2| |n2||

]

Observacao 3.4. Denotaremos por ¥, (n) := @_,(n) as autofuncoes do operador Ho g,

entao, de (2.4), temos que |ty (n)| < L

A
IEwJ‘\’ ’ J’I”j—mjl!

3.2 Hyg, tem SULE

Conforme argumentos vistos na Segao 2.2, mostraremos que Hy g, tem localizacao dinamica.
Teorema 3.5. Hj g, tem localizagao dinamica.

Demonstracao. E suficiente demonstrar que as autofungdes {v,,} de Hyp, satisfaz a
condicao SULE. Pela Proposicao 3.3, temos

2

nm)] < T

J=1

1

| Ew, ™7™ my — ny|t

Precisamos mostrar que existe & > 0 e para ¢ > 0 existe C'(0) > 0, tais que

2

H ! < C(8)ellmi=aln=ml yp m

| Ewy| ™™™ [y — !

j=1
Da equacao (2.8) segue que, dado a > 0, para cada C; > 0, existe nj € N de modo que,

!
para n; = n;,

1

- o—alng]
: < .
| Ewj| ™ !

J
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!

!
an
en1oe 2

Tomando C(0) = max{C,Cs,

7 7 segue que
\Ew1||Ew2\’ ’ |Ew1|n1n/2!\Ew2|"2n,2!}’ g q

[¥m(n)] < H - | Buwj|m < C(d)e el < O(§)elmielnrl s > 0.

mf‘ |m; — n;l!

3.3 Espago A"(0,+00) e propriedades

Introduziremos o espago (A (0, +00), ||| 5, ) € mostraremos algumas de suas proprie-
dades que serao uteis adiante.

Seja pp > 0 e considere o conjunto A (0, +o00) das aplicagoes a de (0,400) no espago
dos operadores lineares limitados em ¢*(Z?) de forma que, para cada E € (0, +00), a seja

representado por uma matriz infinita {a,,,(E)}, n,m € Z?*, com

a :: su a e < o0.
| ” p Z |G ( poln=m
nEZ m€Z2

Aqui {a,n(E)} é a matriz de representagao do operador a na base dos autovetores de

Hopw, e, apm(E) = (Yn, athp,).
Lema 3.6. A7 (0, +00) € espaco de Banach.

Demonstragao. Seja {a;(E)} sequéncia de Cauchy em A (0, +00), sendo a; = {a},,(E)},
n,m € Z*. Entao para € > 0, existe N € N de modo que para todos i,j > N,
lai —a;|l,, = sup Ze”(’l" m| |ar (E) —al,.(E)| <e. (3.6)

E€(0,+00) 7
nez?

Segue que para n,m € Z2,

@i, (E) — al (B)| < —

nm epoln—m|’

Disto temos que para cada par n,m € Z?, {a’,,(E)}; ¢ uma sequéncia de Cauchy em R, e
denote por apm = {anm(F)} o limite desta sequéncia. Entao, a',,(E) — aum(E) quando
i — oo. Usando estes limites mostraremos que a = {a,,(E)} € A”(0,4+00) e a; — a em
A?(0,+00). De (3.6) temos para i,j > N e, para cada k € N,

Y e e, (B) — 6, (B)] < e

|m|<k
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tomando j — 0o, obtemos para i > N,

Z eroln—ml |t (B) = anm(E)| <e.

Im|<k

Podemos tomar k — oo, entao para i > N,

sup Z epoln=ml |t (E) = anm(E)| < e. (3.7)
EE(()%;OO) me7Z?
ne

Isto mostra que (a; — a) € A”(0,4+00) e dal
a=a;+ (a—a;).

Portanto, a € A”(0, +-00). Além disso, o lado esquerdo de (3.7) representa [la; — af ,, com

a; — a em A (0, 400). O
Lema 3.7. Se py > 0 e a,c € A(0,+00), entao ac e ca € A”(0,4+00). Além disso,

lacll,, s lleall,, < llall

po? PO HCHPO .

Demonstracao. Analoga a demonstragao do Lema 2.9. O

Um operador linear a, ndo necessariamente em A (0, +00), é diagonal se a,,,(E) = 0
paran # m (na base {t,,} de *(Z?)). Hy g, ¢ diagonal, por construgao, cuja representagao
de matriz é dada por (Ho gy )nm = E (n,w) dpm, enquanto que para o operador perturbado
temos a representacao (Hy g )nm(E) = E (n,w) dpm~+Vam (E). Denotamos por bo operador

linear cujos elementos de matriz sao

2
. . 1
brm := bnm(E) = § :H n;—Li|+|m;—l; '
raz it [Buwy |0l s — g jmy — 1)1

Definigao 3.8. Seja w = (wy,ws) € Q uma direcao no plano. Dizemos que V € (>°(Z?)

é w-dominado em relagdo & base ortonormal {t¢, }mez2 se existir 0 < ¢ < 1 de modo que
AVR < él{n —m,w)|, Vm,n€Z?,

sendo AV definido em (3.9).
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3.4 Lemas auxiliares

Esta subsecao é essencialmente técnica e serve de apoio a demonstracao do teorema princi-
pal deste capitulo. O operador identidade é denotado por 1; entao 1., = dnm, € ||1[|, =1,
para todo p > 0. A diagonal do operador V é denotada por diagV. Para V € (>(Z?),
temos a norma usual [|[V||_ := sup, [V (n)|.

Lema 3.9. Seja a € A”(0, +00) com [la — 1|, < 1. Entdo a ¢ invertivel em A*(0, +00)
e vale

Ja™ =1 < lla=1], (1~ lla—1[],)7"
Demonstracao. Segue analoga & demonstragao do Lema 2.11. Ol

Lema 3.10. Fize w € Q, com £+ € Qy. Sejam V' € (2(Z?), w-dominado em relagdo a

base {m}tmezz, € (A°)nezz a sequéncia

ne€Z?— \(E)=E(nw)+ Y Vi (E), E&(0+00),

em que V' € o elemento de matriz diagonal do operador V' que definiremos na Segdo 3.5.

Entao dado € > 0, existe K > 0 de modo que para algum 5 > 2 e algum o > 3 o conjunto

Ky 3y

I={E € (0,+00),3n#m: [N(E) = X3 (E)| < A+ n—m)’

possui medida de Lebesgue menor do que €.

Demonstracio. Dados n, m € Z?, considere o conjunto

L (Mum) = {E € (0,400) : In # m, |\ (E) — A2 (E)| < Nam
K

(14 |n—ml|)""
Para que I, (um) seja nao vazio é necessario que (n — m,w) # 0. Tomando Ey, Ey €

sendo 7, =

L (Nnm), com Ey # Ey temos

2Nnm _ Tam + Nnm
|Ey — By |Ey — By
A (1) — AR (B n A (E2) — Ap(B)|
|Er — By |Er — By

(B = Bo) (= mw) 3 (Via(Bn) = Vi (B) = Vi (B2) 4 Vi ()|

WV

\El— |

Va Vi i ()|
> ‘n—mw‘—z |E1 Z |E1 |
= [(n—m,w)| — AVn‘ﬁZ. (3.9)
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Usando-se a hipdtese de que V' é w-dominado em relagao a base {1, }, existe 0 < ¢ < 1 de

modo que
2 > (B~ ol |1 = 20 ()| > |y~ Bl (1) | (0 — m.w)
i, — — n—m,w — —¢) |{n —m,w)|.
N 1 2 <n—m,w) Z |1 2
Como £t GQotemOS
[(n—m,w)| = |(n1 —mi)wi + (ng — ma)ws|
ny—m w c
= |wi][n2 — ma —— + 2> 1
Ny — My Wi |ng — ma|

Assim,
Ul |12 — Mg~

(1—-2¢)e
Como temos I C Un,meZZ L (Mnm) = Umm622 [nm(M) Logo,

1] < I < 2K |ny —my|*”!
1< X Hlmn)l <D G g0l

|Ey — E| <

n,mez? n,mez?
n#Em
2K« 1
S g2 2= Ay
_ o—pB+1
(1—2¢)c £~ ot (1+|z])
d L(o) := desd > 3. T d
sendo que a série Z: z_: 1+| | - converge, desde que o > 8. Tomando-se
1 —
K = —EC( C), segue-se o resultado. O
2L(0)

Lema 3.11. Seja V € (*°(Z?), entdo
[Vim| < ||VHOO 67177“L(E>> Vn,m € 7.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.3 temos

Vam| = K%,Vﬁbm)\SS%P!V(/@)H\%I’WM)
= sup [V(K)| D [nD)] [¥m()
k lez?
2 1
< sup |V (k)| — T
k ,;E | By " =570 iy — 15ty — 1!

= IVl bum(E).
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Fixe dp > 0 de maneira que E > . Para |dpw;| > 1, com j = 1,2 temos

1 1

|6oe; | B Ly — 1) Ty = Gl my = [

assim
WVl <V llog bum (B)

1
< HVHoo Z H |5Owj||nj*lj|+|mj

Mng — 1] fmy — 15!

1 j=1
= 1
< VILITY. e
i T [Gowy | iy — 1y — !
= 1
< Vi :
h ”E%:mj—ljlllmj—m!

Utilizando os mesmos argumentos do Lema 2.12 segue que b e Am (0, +00), para todo
po > 0.

Para 0 < |dow;| < 1e j=1,2, temos
Vil < IV [log b (E)

2 1
< VLTI
A By gy !

— l]|' ’m]‘ — lj .

2
e 1
< IV Sow, M~ .
h OOJH1 ! ;W—lj\”mj—lj“

Por argumentos andlogos aos utilizados no Lema 2.12 segue que be AP0 (0, 400), para todo

po > 0. ]

Mostraremos agora uma estimativa muito importante para os elementos de matriz V,,,,,

pois nos garantird que se V' € [*°(Z?) entao V € A" (0, +00) para todo py > 0.

Lema 3.12. (~(Z?) C A”(0,+00) para todo py > 0. Além disso, dados V € (>*(Z?) e
6y > 0,
V1, < 0 (3.10)

para |[|V||, suficientemente pequeno.
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Demonstragao. Pelo Lema 3.11,

||V||p0 = Supz |Vnm| ePoln—mi < Supz HVHOO bnmepom—m\
= Wi il

e o resultado segue com ||V, < QO/HBH/}O' O

Apresentaremos um importante lema para o processo indutivo, cuja demonstragao segue
nas mesmas linhas do Lema 2.14. Como antes, [a, ¢] = ac—ca é o comutador dos operadores

a e C.

Lema 3.13. Fize py > 0. Sejam G um operador diagonal e V € A”(0,00), com (G +
diag V) pn(E) = gu(E) + Vin(E) € R satisfazendo, para cada E € (0,+00) e 0 > 1,

K

|(9n(E) + Vin(E)) = (gm(E) + Vi (E))| > Axin—m

Vm #m, (3.11)

para alguma constante K > 0. Entao, dado 0 < r < pg, existe W € AP~"(0,400) solugao
de
G+ diagV, W] +V —diagV =0, (3.12)

com Wy (E) =1 para todon e E > 0. Além disso,

W —1| < Clo)e K|V (3.13)

po—T po’?

com C(o) = (2)°.

e

Demonstragao. De (3.12) obtemos que
V —diagV = W (G + diagV') — (G + diag V) W .
Assim, para todos n,m € R?

(V —diagV), (E) = (W(G+diagV)), (E)—((G+diagV)W), (E)
= 3" [Wuil(B) (G + diag V), (B) = (G + diag V), (E)Wjn(E)

=

Como, por hipétese, G + diag V' é diagonal, segue que

(V —diagV),,,,, (E) = W (E)(gm(E) + Vium(E)) = (ga(E) + Vin (E))Wom (E).
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Dai, obtemos umaa solucao Wi, (E) dada por

Vo (E)
- (9m(E) + Vi (E)) — (gn(E) + Vnn(E))7

n#m

0, n=m.

Precisamos mostrar que a solucdo W € A7~ (0, +00). De (3.11), para n # m,

I Vnm E - 7 nm
W ()| = [V (E) < At in=m) Van(B)],
’(gm(E)+me(E)) - (gn(E)+Vnn(E))’ K
dai
|44 = sup ero-rin=mllyy (F
L S L)
nez?
— sup epo—r\n—m| |Vn’m(E)|
Ee(O,-i-Zoo) n (g (E) + Viun(E)) = (gn(E) + Vin(E))]
neZ
1
< —  sup ero =iy (BN (1 + |n— ml|)?
% EE(O#OO)%‘:L Vi (E)| (1 + | )
nez?
1
< —fs(r) sup eroln=ml |y, (B,
) o 32 e Vo (B)
nez? nrm

sendo f,(r) = sup, e (v +1)7 < e'r77C(0), com C(0) = (2)7. Assim,

1
IWll,,_, < =C@er= VI, .

Finalmente, note que se W for solucéo de (3.12), entao W := W + 1 também serd soluco

e (3.13) vale para W — 1. O

3.5 Implementacao

Vamos implementar a técnica KAM para obter a localizacao dinamica de (1.5).
Primeiro Passo k = 0.

Considerando D = D = Hy g, VO =V, P’ =1 e By = (0,+00), temos
(P)" M (D + V)P’ =D’ + V* = (D" + diag V°) + (V° — diag V'°). (3.14)

Por hipétese, D° + diagV" é um operador diagonal cuja sequéncia diagonal é (D° +

diagvo)nn<E) = )\Q(E) = F{(n,w) + Vo

nn’

com E € By. Usando o Lema 3.10, existe
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1_z
Ky = M > 0, com ¢ > 0, ¢,¢ > 0, tal que |I;| < €, sendo
2L (o)

Ky
I :{E>O:3n,m€ZZ,m n: N(E) =X\ (E <—}.
1 7é | n( ) m( )‘ (1+‘n_m’)g
Tome E € By = By — I, pelo lema 3.13 fazendo-se K = Ky e dado 0 < r < pq existe
WY e Aro=ro(By) solugao da equagio

[D° + diag VO, W] + V° — diag V° =0, (3.15)

com
diag (WO — 1) =0.

Além disso

< LC’(U)e”’ro_" HVOHPO . (3.16)

0=l < &

Pelo Lema 3.10
|B0 — B1| = |]1| < €.
De (3.14) e (3.15) temos

W) (P (D + V) PW O

(3.15)

(W) (D + diag V)W + (W)~ (V° — diag V°) W
(W)~ (WO (D° + diag VO)) — (W) ™' ((V° — diag V7))
+ (W) (VO — diag V)W = D'+ V.
Portanto,
(PHY™MD+V)P'=D"+ V",

sendo

,

Pl — POWO

D' = D° + diag V*

V= (W) (VO — diag V) (W° — 1)

\

Pelo Lema 3.9, W° é invertivel e

e —1f, ., we-1f,
1—||wo— 1Hp0_r0 1 C(J)Kalemra”HVOHPO
<o, <1,

U <

-1
PO—TO
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desde que
Clo) Ky ey VO] <3 Pt (3.17)

o que verificaremos adiante.

Denotando p; = py — ro e usando o Lema 3.7, segue que

IV, = 7)) (V0 = diag Vo) (W 1),
[0V Vel e =1,

N

Como
TV, = 1170 =11, < [v°) " =], + 1], <2,
define-se 0, através de

IV, < 2Vell, Iwe = 1ll,, < 265 Co)er s VOIS, = ot VoI,

I,

(k + 1)-ésimo passo

Supomos que podemos encontrar, para algum k € N:
i) Uma sequéncia de conjuntos Byy1 C By C -+ By = (0, +00).
i) Um operador V* € A”(By,) satisfazendo
k 2k 11770 (12"
VAL, < 61V,

sendo

Pk = Po —

M-

T’j,
=0

oV, = {li[ @) (555) ) VL (3.18)

e usando (3.10)
IV, < 60 := 1Vl 1Bl (3.19)

iii) Um operador diagonal Dy cuja sequéncia diagonal de D* + diag V* ¢ dada por

(D* + diag VF)un(E) = Xy(E) = X;7H(E) + Vi (E)
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e satisfaz, para IV € B,, := By — (Ulelj),

K
A(E) = M (B)| > k . n#£m. 3.20
PLE) = X)) > s (3:20)
de forma que para todo E € By,
(PY) (D + V)P = Db+ VE, (3.21)

sendo PF = WOW?t...Wwhk-1,

Mostremos que (7)-(i7i) valem para k + 1.

1
Pelo Lema 3.13, existe K = %()C) >0, ¢ >0, ¢,é > 0 de forma que |I}| < €.
o
Tome E € Byy1 = By — U?illlj, pelo lema 2.14 fazendo-se K = K} e dado 0 < ri < py,
existe W* € AP~ solucao de
[DF + diag V*, W*] + V¥ — diag V* = 0, (3.22)

com

diag (W* —1) = 0.

Além disso,

|[W* -1 < C(J)K,;le’"kr,gay\vk“pk . (3.23)

Prk—Tk
Pelo Lema 3.10

|By — Biy1| = [Trt1] < €
De (3.14) e (3.22) temos
WP (D + V)Pt B2

(3.22)
+ (WH VR — diag VEYWF =i DFF 4y

Portanto,

(Pk+1)—1(D + V)Pkﬂ — Dkl kL

sendo
( pk+1l _ phyyk

DF! = DF 4 diag V*

VERL = (WR)TH(VE — diag VF) (WP — 1) .

(W5 (D + diag VFYW* + (WF) ™ (VF — diag VF)W*
(WS (WH(DF + diag V) — (WH) ™' ((VF - diag V*))
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Pelo Lema 3.9, W* é invertivel e

K\ —1 HWk_alk—rk Hwk_alk—rk
(%) =1]]
e S T, S TGk e [T
< w1, <1,
desde que

Clo)K, e |[VH]| . < % <1 (3.24)

o que verificaremos adiante.

Denotando pi11 = pr — i € usando o Lema 3.7, segue que

V= | (W9) 7 (V" = diag V) (W — 1)

[V, v, e =1

Pk+1 |Hpk+1

N

Ph+1 ‘ Pk41

Como

IOV, =IO =1, < ) =], o+, <2,

Pk+1

define-se 0y, através de

VEHL,L, < 2VEL, e =1l

Pk+1 Pk+1

< 2C() K e VT = e velR

Convergéncia
Resta mostrar, sob as condigoes apresentadas neste teorema, que o processo iterativo acima

converge para k — 0o, ou seja,
(j) Bk — B, 0 = b ¢ |By— B'| <.

(jj) P* é sequéncia de Cauchy em A?~"(B'), entao existe P € A?~"(B') com P* — P,
P #0.

(jjj) VE = 0em AP~ (B.

Verificacao de (j).
Seja B' = limy_,o By, = MNre; Bi. Assim,

’

‘BO—B -

k=1 k=1 k=1
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sendo Kj, = K271 K = Eg(Ll(;? e ¢ > 0. Tomando r, = r27%71, com r > 0 segue que

pr — po — r quando k — oo. Verificaremos que existe 0 < 0, < co de forma que 0 — 0

L

para k — oo. Podemos supor que 1 < aumenta com k; assim 6, é crescente. De (3.18)

Ky
e (3.19) vem
0 o T o\~ 1 2771 0
olvell,, = {TI[@c@e ()™ )| HIvL,
7=0
kil ) —1y27771
< { [(20(0)6” (K;r9) ) }}90-

3=0

Entao 6, converge para algum 6., < oo; por exemplo, K; = L para algum L > 0.

I Lo+t
Tomando 0 < h < 1/5, serd conveniente escolher 6y(= ||V]| Hpro’ veja (3.19)) entao

h

Fazendo k& — oo, temos

1
L<h, e entao 000 <—.

0.0
"< T, 5

Verificagao de (jj).
Mostremos que P* converge em APO_’"(B/) a P # 0 quando k — oo. Temos que

C(o)e™ K, 'r;7 cresce com k, logo
Clo)e™ K, 'r.7 HV’“HMc < C’(U)@”‘Kk_lr,;"ﬁ,%k@gk < 9229? <L (3.25)

Usando P! = WOW! . .W*=1 o Lema 3.7 temos que

[P A S P i A S P | P 1L e Y
< (HW“ =1, + Hl\lpo_m) (le =1, + Hle_m)
(HW“ =1, .t HlH,,k_M_z) (HW’“ - 1I\pk_1,rk_1)
k—2
= 11 (HWJ -1, ., + Halj_Tj) Wt =1,
j=0
k—2 _ ‘
< Wkt - 1Hpk,17rk,1 H(eggeg’ +1).

Jj=0
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De (3.23) e (3.25) segue que
[PF— PR <2026 (3.26)

Suponha m < k ; entao, como 6,6y < 1,

1P =P HP"“—P’“‘IH +[[P = P ([Pt =P
poO—T Pk—1 Pm+1
< 2 ZHWQQJ < 292m92m293 9] = ﬁ — 0, para m — 00
= = 1 — 660 ’ '
Portanto P* é uma sequéncia de Cauchy em A”O’”"(B ).
Como 0O, < h/6y, segue entao
k j 27 127
Il < 2Tl <2 T
2000
< 26040 07 67 = <1,
OZ 1— 6060
logo, para k — oo temos por continuidade da norma ||-|| , _, que
20,00
P-1 <—< 1.
1P =1, € T <
Além disso, pelo Lema 3.9, temos que P é invertivel em A”~"(B') e
P-1], . 26,0
HPil B Hpo*r = || Hpo < G 00 <l
L= lP=1|,,_, ~1—=30b0
Portanto, (3.24) (bem como (3.17) e (2.27)) também ¢ vélido, isto é,
1
20(0)e™ (Kir) " [[VH],, < 2C(0)e™ (Kurd) ™ 0765 <0205 < 2 <1,
junto com
1Pllpyr < 2€ [[P7H], -, <
Verificagcao de (jjj).
Por indugao, usando (3.25) temos que
k
[VE| < @ [VO2 < 60621621 < o h® 1, (3.27)
pr po
Assim, V¥ — 0 em A" (B"). Além disso,
P'Hyp P = Hyp,+ Y diag V¥
k>0
é diagonal cujos autovalores sao dados por
A= E(n,w) + Y (diag V¥)n, . (3.28)

k>0
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3.5.1 HV,EWJ tem SULE

Vamos verificar que, para V' como no Teorema 1.4, as autofuncoes de Hy, g, satisfazem (1.2),
isto ¢, Hy g, tem SULE.

Da primeira parte deste Teorema, sabemos que Hy g, tem espectro pontual puro e suas
autofungoes sio { Py, }, sendo P € A”~"(B') o operador que diagonaliza Hy. g, e {1}
as autofuncoes de Hy .. Tais autofuncoes formam um conjunto completo e ortogonal

em [?(Z?). Para {P,,}, temos

(PYm) ()] = [en Pomdl = | Y (s thr) (g, Pion)]|
D [Peml [ior(n)]

k

N

C e—rotr(lki—mi|+|kz—mal) 1

<
= kl%:ez L+ |my — k| + [mg — ks ’Ewﬂlnrkll |ny — k1! ’Ewﬂ'mikzl |ng — k!

e—Potr(lki—mil+lk2—ma|+|kz—nz|+[ki1—na|)

< C
klé:ez (1 + [my = k| + [ma = k2|)(Ina — k| [ng — kal)
1
< C( )6(—po+7’)|n— 3729
kl,%:ez (1 + [my = k| + [ma — k2|)(Ina — k| [ng — kal) 5,29)

para alguma constante C' > 0. Pelo teste da comparagao, a soma entre parénteses é

convergente independentemente de n, m, logo

(4.26) < C e(=potnin=ml < & odlm|(=p+r)In—m| :
para todo d > 0 e para alguma constante C > 0. Isso om
Corolério 3.14. E possivel tomar P unitdrio no Teorema 1.4.

Demonstracao. Segue analogamente aquela do Corolério 4.10. O]



Capitulo 4

Operador bidimensional sob

perturbacoes peridédicas no tempo

Neste capitulo, aplicaremos a técnica KAM para demonstrar a condicao SULE para
as autofuncoes o operador (1.7). Nosso principal objetivo é apresentar a demonstracao do
Teorema 1.6.

Vamos destacar algumas diferencas que encontraremos na aplicagdo da técnica para

este modelo em relagao ao Capitulo 3.

e Sem perda de generalidade e para simplificar a notacao, tomaremos £ =1, w € Q e

vamos variar o parametro 7.

e O espectro de Kq é simplesmente o fecho de 7Z + o(H,,,) e, portanto, pontual puro
e, além disso, é denso em R, para q.t.p. 7 € R (veja Apéndice A de [11]), além disso

suas autofuncoes sao

Prm(t,) = €™ /V/21 @ Pyu(n)

(sendo 1, as autofuncoes de Hy,, veja o Teorema 3.1 do Capitulo 3), e formam uma

base ortonormal em K.

e O uso da técnica KAM ¢ justificado, pois estamos lidando com uma perturbagao do

espectro pontual puro e denso na reta.

e A norma do espaco, em que se encontrard a perturbacao V', dependera da derivada

discreta dos elementos de matriz de V(veja Segao 4.2).

o7
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e Descartaremos do processo um conjunto de valores de 7 € (0, 00) que possui medida
de Lebesgue menor do que e5. Devido a escolha deste parametro, nao precisaremos
supor que V' seja w-dominado em relagao a base dos autovetores de K (compare com
o Capitulo 3). Comparado ao Teorema 1.4, isto j& é uma melhora significativa no

método, por causa da dificuldade de se encontrar exemplos explicitos de potenciais.

e Mostaremos que as autofungoes de K satisfazem uma adaptagao da condigao SULE
com uma versao de localizacao dinamica neste contexto dependendo do tempo peri-

odicamente.

e Caso o potencial V' seja independente do tempo, o Teorema 1.8 apresenta uma

adaptacao do Teorema 1.6 recuperando os resultados de Dinaburg [8].

e E possivel generalizar ambos os Teoremas 1.6 e 1.8 que demonstraremos neste capitulo
para o operador (1.7) definido em L2([0,27],dt) ® ¢*(Z%), d > 3, com as mesmas
demonstragoes, apenas escolhendo w no conjunto (que desempenha o papel de Q

em (1.6))
{w= (w1, ...,wq) ERY: prwy + ... +pgwa =0, p1,..,pa €EZ < py = ... = pg = 0}.

O capitulo é organizado como segue. Na Secao 4.1, adaptaremos a nocao de localizacao
dindmica para o operador dependente do tempo Ky, daremos condicGes suficientes para
obté-la, e mostraremos que o operador Ky tem localizacao dinamica. Definicoes e pro-
priedades gerais do espaco B*°(0,00) estao presentes na Segao 4.2. Na Secao 4.3, serao
apresentados resultados adicionais necessarios para a demonstracao do teorema principal,
particularmente a construgao do conjunto de parametros para os quais o operador K apre-
sentara espectro pontual puro. A Segao 4.4 é dedicada a implementacao da técnica KAM e
a demonstragao do Teorema 1.6. Na Secao 4.5, adaptaremos a condicao SULE para o ope-
rador dependente do tempo K. Por fim, na Secao 4.6 apresentaremos a demonstracao de

que o resultado do Teorema 1.6 continua valido para com escolha do operador P unitario.

4.1 Localizagao dinamica para Ky

Nesta secao, definiremos localizacao dinamica para o operador auto-adjunto Kg em K,
dependente do tempo e definido em (1.8). Daremos uma condigao suficiente para obter tal

propriedade similar & (1.2). Para detalhes, veja [19] e [14].
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Dizemos que Kg tem localizacdo dinamica se para todo p > 0 e para toda condicao

inicial da forma ©*" = e** @ e,, com r € Z? e s € 7Z,
p R —iuKo, s, p —iuKo, .s,1
Sup r4rs (1) := sup (e | X e P¥") < o0,
u u

em que X denota o operador de posicdo em Z2.
Seja {¢k.m } um conjunto completo e ortonormal de autofuncoes do operador Kg agindo

em K, entao Kopgm = \em@rm- Para ¢ como acima, temos
gb(t, n) — (efiuKo(ps,r)(t’ n) _ Z efikm,kuakameikt ® wm(n)

m

_ Z 1657k67iku2 ikt Z amefi,\muwm (n)
k m

_ eikte—iku2 Z e—i)\muwm(n)d]m(r)

m

sup |6(t,n)| < Z(n,7),  suprloa(u) <Y [nf” Z%(n,7),

) =Y [m(n)n(r)].

Entao, para demonstrar a localizacao dinamica para condigoes iniciais ¢*", é suficiente
mostrar que a fungao Z(n,r) decai rapidamente para |n| — oo, para todo r € Z2.
Um caminho para obter tal propriedade é através da propriedade SULE das auto-

fungoes, conforme discutido na Segao 2.2.

4.1.1 K,y tem SULE

Comegamos com uma estimativa para as autofuncoes ¢y ., de Kgo, que serd fundamental

para o resultado principal desta secao.

Observacgao 4.1. Os resultados obtidos no Capitulo 3 para o espectro do operador Hy,,

continuam vdlidos tomando E =1 e w € Q fizado.

Proposicao 4.2. Para todos n,m € Z% e k € Z,

|‘70km | X H \nj

(4.1)

mJl]m —n, I
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Demonstracdo. Segue analogamente aquela da Proposicao 3.3. O]
Teorema 4.3. Ky tem localizacao dinamica.

Demonstracao. E suficiente demonstrar que as autofuncoes {py .} de Ko tem SULE. Pri-
meiramente, essas autofungoes formam um conjunto completo e ortonormal em IC. Além

diss, como
|ram(t, )| = [e™ @ (n)| = [ (n)] |€™] = [m(n)],
pela Proposicao 4.2, segue-se que existem o > 0 e m € Z? de forma que para todo § > 0

existe C'(0) > 0 de modo que
|rm(t, )] < C(8)elm=eln=ml "yt p,

Logo, K¢ tem localizagao dinamica. Ol

4.2 Espaco B”(0,00) e propriedades

Dado o, pg > 0,0 > 1, denotaremos por B°(0,00) o conjunto das aplicagoes a de (0, 00)
no espago dos operadores lineares limitados em K de modo que, para cada 7, € (0,00), a
é representado por uma matriz {aumr(1)}, n,m € Z?, com

lall,, == sup sup Z Z <|anmk(ﬁ)| + 5anmk(7'1,7'2)’)

71,72€(0,00) NnEZ? mez? kel
TI#T2

X ((1+ [k + ko| + |n + m])Terollr=heltinmml) < o,

Aqui {apmi(7)} é a matriz de representacao do operador a na base {¢y,, } do espago K, i.e.,
Ak (T) = (Onky> APk, ), €m que (-, -) denota o produto interno em K, e d é a “derivada

discreta”

Dpts (T1, T2) = anmk(z) — znmk(TQ).
1 — 12

Note que o “operador derivada”discreta obedece a regra

3 a(r1)e(m1) — a(r2)c(T2)

d(ac)(m, ) =

_ G(Tl)C(TS : ;2(72)0(72) J_r a(m)e(m) — a(m)e(r2)
= (2 el 4 oty (=)

= da(r, m)e(m) + a(ry)de(y, 7). (4.2)
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Observagao 4.4. Uma interpretagao para ||al|, € que se |lal|, < oo entao os elementos
de matriz de a e de suas derivadas discretas decaem exponencialmente pelo menos “com

taza py”.
Lema 4.5. B7(0,00) € espago de Banach.
Demonstracao. Segue analogamente a demonstracao do Lema 3.6. Ol

Lema 4.6. Dado py > 0, se a,c € B(0,+00), considere a regra de multiplicagdo

ac nmk Z Z anpl Cp,m k— l( )

1€Z pez?

entdo ac e ca € B (0,+00). Além disso,

lacll,, » lleall,, < llally, liell,, - (4.3)

p0’| POH

Demonstracao. Para abreviar denotarmeos nesta demonstragao

= Z Z |Cp7m,k:7l(7'1)| epo(\k—llﬂm_p\)’

lEZ meZ?

B = 3 [Pepme s, 7| it

lEZ meZ?

Usando a regra de multiplicagao acima e desigualdade triangular temos

Z Z |(€) e (11)] PO URIFIm=nD)

k€Z meZ?

STSTUSTST faw(r) [ €U e, ()| ot meeD

k€EZ meZ? I€Z peZ?

_ s (71)| PO WP | (| gpo(lkL+m-—p)
D22 law(n)l |Comi (1)

k€EZ meZ? €L peZ?

= Z Z | (71)] €22 WFI=PD (7.

IEZ peZ?

N

Similarmente, usando (4.2),

E E ‘ ac nmk Tl

kEZ meZ?

SDIDID IS (ZHCIFE

k€EZ meZ? €L peZ?

=

S Z Z (‘a””l(ﬁ)| Oxp(1,72) + ’éanpl(Tl;TQ)‘ Xp(72)> ero(lll+ln—pl)

leZ pe7?

)| epollkHm—rh

A k—1|+|m—
B m kit (11, T2)| ePollh=il+m p\))

5%}71(717 72) ePo(|ll+In—pl) !Cpm kil(72)| epo(\k—l|+|m_p\)>




4.3. Resultados auxiliares 62

A combinagao dessas duas desigualdades fornece

Z Z <|(ac)nmk(7'1)| + ‘5(ac)nmk(7-1772)’) ePo([kl+[m—n])

k€Z meZ?
S Z Z (‘anl’l(ﬁ” (Xp(Tl) + éXp(Tla 7'2)) + ‘5(1”1,1(7'1, 7'2)‘ Xp(72)> ePo(ll[+[p—nl)
l€Z pe7?
< supsup(xp (1) + 0xp(11,72)) D D (|anpl| + \5anpl(ﬁ, ) )) erollil+p=nl)
71,72 P I »
= HCHpO Z Z <|anpl(7-1)| + léanpl(ﬁ, TQ)D epo(ll\+|p—n|)'
L p
Para obter (4.3) é suficiente aplicar sup,, ,, e sup,, nesta tltima desigualdade. O

O operador Kg ¢é diagonal, por construcao, cuja representacao matricial é dada por
(KO)nmk = (KO)nn05k05nm = (<TL,(.U> + le) 5k0(5nm
Denotaremos os indices (n, m, k) correspondentes as entradas nao-diagonais, i.e., os indices
para os quais n # m ou k # 0, e os indices diagonais com k = 0 e n = m. Aqui b representa
o operador linear diagonal cujos elementos de matriz sao

: 2 1
bmnO = Z H

1. 1 :
1;€22 j=1 ‘Wj“nj sHms =l ‘nj - l]" |mj - l]||

Note que se k = 0, temos a inclusao B(0, c0) C A (0, 00).

4.3 Resultados auxiliares

Dedicaremos esta secao a alguns resultados que serao essenciais para a demonstragao do
Teorema 1.6. A diagonal do operador V' é denotada por diagV. O operador identidade

serd, denotado por 1, entao 1,,0 = OpmOro, € HalO =1.

Observagao 4.7. O Lema 3.9 continua vdlido para o espago B (0,00) e a demonstra¢do

seque analogamente.
Lema 4.8. Fize w € Q em (1.6). Seja (Auk, )r,ez @ Sequéncia
T € 7 — >\nk1 = <7’L,CL)> -+ lel + VnnO(Tl)v

em que Vpno(T1) sdo os elementos de matriz da diagonal do operador V. Se

1
VI, < 7 (14)
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entdo dados 0 > 1 e e > 0, existe K > 0 de forma que o conjunto

I = {7’1 € (0,00) : Ik # ky € Z,3In,m € Z*, n # m;

K
Mt (71) = At (71)] < 3
Aot (71) = Aty ()| (1+ k1 — ko| + |0 — m|)7 (1 + |k + ko] + [n +m[)2

possui medida de Lebesque menor do que €5

Demonstracdo. Para quaisquer m,n € Z2 e ki, ky € 7 temos

K
(1 + [k = k| + [n = m[)7 (1 + [ky + ko| + [0+ m])*

|)‘nk1(7—1) = Amko (T1)] <

Definindo i = (ky — ka,ny — my,ne — ma) e j = (k1 + ka,n1 + my, ng + my) tem-se

K
(L4 [ (L + |5)*

2

A%hg—hqmﬂ<

Assim, basta considerarmos os conjuntos I;; da forma

Lij(nij) = {71 € (0, 400) : )\%(7’1) - )\%(7’1) <ij, }, k # 0.

Para que I;;(n;;) seja nao-vazio é necessario que ky # ko. Tomando 7,7 € I;;(n;;), com

T1 # To temos

2n;; _ Ny + Nij

|71 — T2 |71 — 7o

- )\% (Tl) — )\g;z (7'1) N )\H—TJ(TQ) — )\j;i(ﬁ)
|71 — T2 |71 — T2
> ‘kl _ k2‘ . |Vnn0(7_2) - VnnO(Tl)‘ . |me0(7_1) - meo(Tz)’
71 — 71 — 7

= |/‘C1 - ]f2| - ‘5Vnn0(7-177—2)‘ - ’évmm0(7—177—2)‘
=: || = 2AV(m, 72); (4.5)

logo,
2
‘21’ — 2AV(’7’1,7‘2

>>|7'1—7'2|,

Assim, como 2AV (71, 7) < 3 (¢ suficiente que seja satisfeita a condicao (4.4), veja o
final da Segao 4.4),
2m;
i = 5

|71 — 72| <
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Como temos I C U, jczs Lij(nij) = U, jezs Lij <W)’ segue que

4K
1< 2 1)l < X G e i el =1

i,JEL? i,jEL3
1
= 4K ,
Z;1UW”Z:1+H)@hJ—U
1
< 4K Z >
20’ o’
2 T 0 2T
sendo que a série L(o) = Z ! Z ! converge, desde que o0 > 1. To
T L AT & Ty | '
1
mando K = 4L( 7, segue o resultado O]

O préximo lema serd muito importante para o processo indutivo, cuja demonstracao

segue as linhas da demonstracao do Lema 3.13.

Lema 4.9. Fize pg > 0, w € Q, 0 > 1 e K > 0. Seja G um operador diagonal e V €
B(0,00) com (G +diag V) pno(71) = Gk, (11) := k1711 + (0, w) 4+ Vano(11) € R satisfazendo,
para cada T € (0,+00) e 0 > 1,

K
(L4 [K[ + | —m[)”"

|Gy (T1) = Gmkeo (T1)] > Vm#n e k#0, (4.6)

e Vino(11) sao os elementos de matriz da diagonal do operador V. Se

1
IVl < 5

entao, dado 0 < r < pg, existe W € BP~"(0, +00) solugdo de
[G + diagV, W] 4+ V — diagV" = 0, (4.7)
com Wyno(m1) =1 para todo n e 71 > 0. Além disso,

W =1|,,_, < CBo)e3Kr=*" V]| (4.8)

po’

com C(30) = (3?")30.

Demonstragao. De (4.7) obtemos que

V —diagV =W (G +diagV') — (G + diag V) W .
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Assim,

(V —diagV),,.. () = (W (G+diagV)),, .. (1) — (G +diag V)W), . (11)
= 3N Waln) (G +diag V), ., (1) —

l€Z pe7?

> (G +diagV),,,, (1) Womia(71) -

l€Z pe7?

Como, por hipétese, G + diag V' é diagonal, segue que
(V - dl&g V)nmk (7—1) - ank(Tl)(GmmO(Tl) + meO(Tl)) - (G'rmO(Tl) + VnnO(Tl))ank(Tl)'

Dali, obtemos a solugao ank(ﬁ) dada por

Vnmk (Tl )

- (GmmO(Tl) + meO(Tl)) - (GnnO(Tl) + VnnO(Tl))’
ank(Tl) ==

n#m, k#0

Precisamos mostrar que tal solucao W € B?~"(0, +00). De (4.6), para n # m ou k # 0,

7 Vnm - “WVam
|ank(ﬁ)| _ ‘ k(n)\ < (14 k| + |n—m|) |V, k(ﬁ)\;
’gmkz (7_1) — Onk; (Tl)l K

sendo B(71) := Gk, (T1) — Gk, (71). Dal

= = i 1) — Whmi (T
HWHPO_T = sup sup Z ZG(PO—T)(lkHIn—mI) ’ank(ﬁ)‘ + nmik (T1) nmk(72)
71,72€(0,00) nE€Z? mez2 kel T1 — T2
TIFT2
Vnmk(Tl)

= sup  sup Z ZG(PO*T)(lk‘\+|nfm|)

71,72€(0,00) nGsz ' k=0
T1#T2 7#nk#

B(r)

+ 1 ( Vnmk(Tl) _ Vnmk(Tl) Vnmk(Tl) _ Vnmk(TZ) )

|71 — T2 B(r) B(r2) B(r2) B(r2)

_ _ Vnmk(TI)

< sup sup elpo—=r)([k|+|n—ml|) LANEY

Tl,Tzi(O,oo) nez? mZ;én kzﬂ B(Tl)

1 B(TQ) — B(Tl) 1 >

+ —— | Vi (T + Vournk (T1) — Vi (T2

e (s | | T o) = Vo)
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Considerando Vn0(7;) = Vano(75) — Vinmo(7;), com j = 1,2, temos que

_ _ Vo (T1) 1
— (po—7)(|k|+|n—m]|) | Yrnmk\T1
i = sup sup e Vi (71
11, i S DIPD By |+ g Vo)
T17#To
% (‘(kl - k2)(7—1 - 7—2) + (VTL7LO(T2) - meO (7_2)) - (‘/nno(Tl) - meO(TI))|)
|B(11)B(72)|
b V() — Vi (72)
T D\ nmk\T1) — Vn T
|7'1—TQ||B(T2)| mk\ 71 vmk\ 12
. Vnm v 1
< sup sup Z Ze(lio—7)(|k\+|n—m|) (| |B(k(7)-1|)‘ + ‘ ‘ |‘/n7nk(7—1)|>
71,72€(0,00) Esz n T1 T — T2
' Ti#fzoo " 7 k70
(1L + |k +|n —m|)7 |11 — 72| + (1 + |k| + |n — m|)7 [Vimo(12) = Vaumo (1)
X
|B(11)[|B(72)]
1 1
+ |Vnmk(Tl) - Vnmk(7-2)|

|71 — 72| [B(72)|

<(46) sup sup Z Ze(ﬂo*r)(lk\ﬂn—ml) Vit (7)) (1 + [k]+[m —n|)

71,72€(0,00) nEZ? mn k20 K
T1#T2

1 (1+ |k| + m —n])> |71 — 72

1 1+ k| + |m —n|)°
* ( Lt i) ) Vi (T1) — Vnmk(Tz)|>
|71 — 72 K
okt inempy (L [E] 4 [m = n])?

< sup sup Z Z@(Po (kI |)( |k| K|3 ) (Vi (7))

71,72€(0,00) nEZ? mn k20

T1#T2
1

+ 2 Vamk(T)| 11 = T2l + [Vamk (T1) = Vame(72)])

|71 — T2l

3

— 3 3 (|k[+[n—ml])

DI . D OP L (Vo (7))
’ ? m#n k#0
T1IF#T2
+ (‘V”’”’“(Tl) - V”"”“(T"‘)') e~ (RIIn=ml) (1 4 ] + | — m|)*”
|71 — T2l
3 v v
< -3 sup sup Z Zepo(\kl-‘r\n—ml) (anmk(Tl)| + ‘ nmk(7|'71—) T2n|mk(7'2)|) ()
L —

71,T2€(0,00) n€Z? m#n k#£0
T1#£T2

sendo f,(r) = sup,ge " (z + 1)% < e'r37C(30), com C(30) = (22)%. Assim,
3 r,.—30
< FC’(ZBU)e 7 VAL, -

W1,

Finalmente, note que se W for solucéo de (4.7), entdo W := W 4 1 também serd solucéo

e (4.8) vale para W — 1. O

4.4 Implementacao

Agora implementaremos a técnica KAM para demonstrar o Teorema 1.6.
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Primeiro Passo p = 0.

Considerando D = DY =Ky, V0=V, P' =1 e By = (0, +00), temos
(P (D+V)P'=D"+V° = (D" +diag V") + (V° — diag V7). (4.9)

Por hipétese, D° + diag V? é um operador diagonal cuja sequéncia diagonal é X0, (1) =

(n,w) + ki1 + V2

o 0(T) e satisfaz para entradas diferentes (veja (4.24)),

[N (7) = Nty (7] > B (1 + [k] + [n = m])~7,

nk1 mkg
1
| do-1) |
com 7 € By. Pelo Lema 4.9, dados ¢y > 0 existe Ky = T() > 0 de maneira que
o
1
|I1] < €, sendo
0 0 Ko
I = {T >0 Ty, ki € Zoky # byt | N0 (7) = A0y (7)] < Ty \k|)f’}’

Tome 7 € By = By — I, pelo Lema 4.9 fazendo-se K = Ky e dado 0 < 7y < pg existe
WO e B~ (By) solugio da equagao

[D° + diag V°, W°] + V? — diag V° = 0, (4.10)

com

diag (W°—1) = 0.

Além disso

3 T —a0
[wo - 1pr0 < ?30(30)6 0y HVOHpO' (4.11)

Pelo Lema 4.8,
|B0 — Bl‘ = ‘[1| < Eg.
De (4.9) e (4.10), segue-se que

W) (P D+ V)P (WO (DO + diag VOYWO + (W) (VO — diag VO) WP
(WO (WO(DO + diag V) — (W) ™' ((V° — diag V°))

+ (WO (VO — diag VWO = D'+ V!

(4.10)

Portanto,

(PYYy"{(D+ V)P =D'+ V",
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sendo
Pl — PO WO

D' = D° + diag V°

Vi= (W) (V0 — diag V) (W — 1) .

\

Pela observacao 4.7, W é invertivel e

e -1 - we—1,,_.,
L—|wo—1f _ = 1-3CEBo)Ks errg™|[Ve]
< 2wl-1f _ <1,

PO—TO

Iwe) ™ =1, <

desde que

1
30(30,)}'(0—361”07,530' HVOHpo < 5 < 17 (412)

o que verificaremos adiante (veja pagina 72).

Denotando p; = pg — ro e usando o Lema 4.6, segue que

V2]
P1

[ (W) 7 (v = diag V) (W0 — 1)
[V, V2l e =1,

p1

P1

N

Como
~1 1 1
[, = 1) —1+af, < [(7°) " =1, +]1], <2.
define-se 0, através de

IV, < 20VOIL W0 =1, < 6K C@a)errg® [VO 5 = ot Ve,

(p+ 1)-ésimo passo

Supomos que podemos encontrar, para algum p € N:
(i) Uma sequéncia de conjuntos B,y C B, C --- By = R*.
(i7) Um operador V? € Bf»(B,) satisfazendo

v, <eivell,.
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sendo -
0Vl = { T [(6c@ore (53r0) ) HIv°]l,, (4.13)
e pa
V7]l < o,
e usando (4.24))
VI, <bo< 5. (4.14)

(77i) Um operador diagonal DP cuja sequéncia diagonal de DP + diag V? é dada por

(DP)ano(7) = Ay, (7) = Ar) (7) + Vil (7)
e satisfaz, para 7 € B, := By — (Ulefj) e autovalores diferentes (veja (4.24)),

KP
(14 [k] + |n = ml)

Ak, (7) = Mg, (7)] > s, n#Em, k#£0, (4.15)

nkl

de forma que para todo 7 € B,
(P) " (D+ V)PP = D"+ V7, (4.16)

sendo PP = WOW?!L...we-1,

es(o—1)
4L (o)
ep>0,0<7r,<p,eT€ By :=DBy— U]erlI], existe WP € BP»~"» solucao de

Mostremos que (i)-(zii) valem para p + 1. Pelo Lema 4.9, dados K, = > 0,

[DP + diag VP, WP] + VP — diag VP = 0, (4.17)

com

diag (WP —=1) =0.

Além disso,

WP —1|| <3C(o) K e, |[Vef| (4.18)

Pp—Tp
Pelo Lema 4.8

|By = Bpia| = [l < € -
De (4.9) e (4.17) segue que

(W) Py (D vy P (W) (DP o+ diag V)W + (W) (VP — diag V)W
(W?) " (WP (D" + diag V7)) — (W?) ' (V" — diag V"))

+ (WP VP — diag VI)W?P = DPF gyl

(4.17)
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Portanto,
(PPH)_I(D + V) pr+l — prtl 4 petl 7

sendo
prtl — pryyp

DPtt = DP 4 diag VP

VP = (WP) (VP — diag VP) (WP — 1)

Pela observagao 4.7, WP é invertivel em Bfe

< wr -1, _, e -1, _,
= [ | R s T T
< 2fwr—1 <1,

1

lwn) " -1

desde que
3CBo) K, Pemrr, V7| < 5 St (4.19)

o que verificaremos adiante (veja pagina 72).

Denotando p,1 = p, — 1, € usando o Lema 4.6, segue que

e, = )~ (vr —diagvr) (wr = 1),
< [Jov) L, VeIl e =1,
Como
Hov) ), = v =11, <) =1, + ], <2,
define-se 0,1, através de
[vei,,, < 2fvel, HWp—alpH
op+1 op+1

< 600K e g VR = 6 v

Convergéncia
Resta mostrar, sob as condigoes apresentadas neste teorema, que o processo iterativo acima

converge para p — 00, OuU seja,

1 1
—————€3.
V4—sqrt[3]2 €

(j) B,— B, 0, =0 ¢ |By— B
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(jj) PP ésequéncia de Cauchy em B~ (B'), logo existe 0 # P € B*~"(B') com PP — P.

(j77) VP = 0 em BPO_T(B/) e a condicao suficiente para convergéncia do processo em

termos de [V

Verificacao de (j).
Seja B' = lim, ;o B, = Npe1 By Assim,

) 0o S ) )
By, — B :)B— < II DI
} 0 0 p:1‘ p+1| o €p \/— \/— €3,

sendo escolhidos €, = €27P~!. Tomando r, = 27771, segue que p, — py — 7 para p — 0o.

Verificaremos que existe 0 < 6, < oo de forma que 6, — 6, para p — co. Podemos supor

1
que 1 < % e que 1 < Kip é crescente com p (em que K, = Ei(;(;)l)), assim 0, também ¢
crescente. Por (4.13) e (4.24), segue que
0 L rj o\ =327t 0
Vol = {TT[6C@e () ™) HIvelL,
5=0
= 321
< {TI[(6c@oe (1557 }oo.
=0

Entao 6, converge para algum 6, < co. Tomando 0 < h < 1/5, sera conveniente escolher

0o(< %, veja (4.24)) de modo que

00 . 9—j—1 h
H [(60(30)6” (K;r9) > ] <y
=0 0
Fazendo p — oo, temos
v, ~ |
wbg < ———= < h, e entdo 0,00<—.
6o 5

Verificacao de (jj).
Mostremos que PP converge em B ~"(B") para um operador 0 # P € B~ "(B') para

p — oo. Temos que 3C(30)e™ K, *r, 37 ||V”||pp é crescente com p, logo

3C(30)e K, %, V||, < 3C(30)e™ K, *r, > 02 05 < 02,65 < 1. (4.20)
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Como P*=1 = WOW1L. . Wr=2 usando o Lema 4.6 e (4.20)

1P = prfl,, = (It = P < P w1

PPH

< (w0 =l Il ) (I =2, 4 2l

==, I, ) (VP =1,
Pp—2—Tp—2 Pp—2—Tp—2 Pp—1—Tp—1

p—2

= HO (972 =,y + D2l ) 2 =l
=
< weteafl, [16265 +1).
p— p— 0
De (4.18) e (4.20) segue que
pr—prt| <2020 (4.21)
Pp > 0

Suponha m < p ; entao, como 6,0y < 1,

|B7 =P HPP—PP‘IH e i L

po—T Pp—1 Pm+1

92177, 92771,

< 2 0207 <2070 00 =
Z Z o0

0, param — oo.

Portanto PP ¢ uma sequéncia de Cauchy em B~ (B').

Como 0, < h/6y, segue entao

p-l p—l . .
1P =1fl,,_, < 22 =1, <2 2935»93]

20 90

< 20,0 07 97 = <1,
’ Z 1 — 0
logo, para p — oo temos por continuidade da norma [|-[| , .,
290090
P-1 < — < 1.
1P = Ul < T

Além disso, pela Observacao 4.7 temos que P é invertivel (em particular P # 0) e

Hpofr S HP — ]_H S 1— 3(9009()

P -

pPO—T

Portanto (4.19) (bem como (4.12) também ¢ vélido, isto é,

_ — D 9P P 2P 1 o
3C(30)e™ (Kyr%) 3HVppr < 3C(30)e™ (Kpr9) 39,2, 5 <0305 < <g) <1
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junto com
||PHPO r 2 € HP 1Hp0 -r \
Verificagao de (jjj).
Por indugao, usando (4.20) temos que
V1, < 67 IVOIL, < Go627168"" < g0 (4.22)

Assim, V? — 0 em B~ "(B'). Além disso,
PT'KP = —i70, + Ho,, + » _ diag V"
k>0
é diagonal cujos autovalores sao dados por
A% = kT + (n,w) + > (diag VP) o - (4.23)
p=>0
Para completar a demonstragao da diagonalizagao, justificamos a hipétese sobre ||[VO|| o

no Teorema 1.6, que garantira a convergéncia de todo o processo.

00 o) 1
Z OV (11, 7)| < Z v, <42 Z@thp_l <7
p=0 p=0
Assim,
1 1
VI, < 15 <71 (4.24)
p:

4.5 Localizagao dinamica para K

A adaptagao natural do conceito de localizagdo dindmica (espacial) para o operador K

seria que para todo p > 0 e toda condicdo inicial da forma "™ = \/;; & em,

sup rf;k?m (u) < o0, (4.25)

u
sendo 77y, (u) = (e- MK hm | X|P =K km)  Esta possibilidade seguird de uma condigao
SULE natural para K (veja a frente). Por uma questao de simplicidade, no que se segue,
ignoraremos o fator de normalizacao f e escrevemos " = M @ e,,.
Para o vetor ¢*™ acima, tem-se
P L —iuK, _km _ijt 17t p _—iuK, 6 _km
Tk () 1= Z<€ PH e @ en) (€7 @ en, | X |7 TGN
j7n

= > wEm(u, g,n) |nff ", §n Z!W u, )| |

n,j
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sendo

PP, gin) = (e (€M @ en))(G,n) = (67 @ en, e MR (™ @ e))
_ Z <eijt ®e, P(eij’t ® ¢n')> <P(ez‘j’t ® ), e K (i €m)>
i’
= Z e_il”)‘_i’,n’ (bj’,n’ (]7 n) (I)j/m/(k’ m) s
j/7nl
e ©jr(j,n) = (e @ e,, P(e¥" ®1by)). Temos que
sSup Wk’m(u,J} n)‘ < Wj}k(mv n),
em que
m,k(mv TL) = Z ‘(I)j’,n’(ka m)‘ ‘(I)j/,n/ (]a n) ‘
j/’n/
Portanto,
sup 2 () < 3 I W2 ).
n,j

Vamos verificar que para cada k e m fixados, uma condi¢ao do tipo (1.2) é satisfeita

para P(e’* @ 1,,) e entdao concluimos, analogamente a [19], que

sup rf;k?m (u) < 0.
u

Vamos verificar que, para V' como no Teorema 1.6, os autovetores Py, ,,, de K satisfa-
zem (1.2), isto é, K tem SULE no sentido (4.27). Verificamos em (jj) que P € B~ (B’),

para algum 0 < r < py. Com P unitario, tais autovetores constituem um sistema completo

e ortonormal em K.
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Como w € 2 temos que |w;| < 1. Para cada Py, aplicando a Proposicao 4.2, tem-se

|(ngk,m) (]7 n)’ = ’<eijt ® en, Pg@k,m>‘
= | Z <6ijt ®e,, 9@ wm,> <€z‘j/t @ by, P(e™ © ¢m)>‘
j/7m/

< Z 27T5j/,j |Pm,m/,j’—k’ W}m’ (n)’

j’?m,

(—=po-+r)(|5—kl+|mf —ma [+ |mb—ma )

P
L+ |j = k[ + [my — ma| + [mj — m

m/

2 1
Jaor |75 iy — a1 |72 gy —
O e Potr) (G =kl |mf —ma [+ |mf —n [+ [mby—ma |+ m)—na)

2. (U417 = k[ + [ma —ma| + [ma — mb|) (I — mi | [ne —mj))

m/

1
(S e )
2 (L[ = k[ + |m} — mu| + |mh — ma|)(|n1 — mi| [ng — mj])

m/ €72
s« el—porr)(In=ml+lj—k) (4.26)

A soma entre parénteses é convergente e com limite superior independente de n,m e k,

logo
(4.26) < C e(potr)(In—ml+li—k) 5(5) e (ImlHkD—(po—r)(In—ml+1j—kl) (4.27)

for all § > 0 e para alguma constante C' > 0.

Demonstragao do Teorema 1.8

A demonstragao do Teorema 1.8 segue analogamente a do Teorema 1.6, porém com algumas

diferencas que iremos apresentar a seguir:

e A perturbacdo inicial V' estd no espaco A, py > 0, dos operadores lineares limi-
tadosagindo em /C com representagdo matricial V' = {V,,.x} na base {p,} das
autofungoes de Ko, n,m € Z2, i.e., Vomr := k0 (¥, aby,) (fazemos a identificagao
V=1®YV) e com norma finita

alp, := sup Z |nmo| €™ < 0.
nez? "

Se a perturbagao inicial V' nao depender do tempo ¢, entdo V' € A7 (0, +o0) para

todo pp > 0 e aplicamos a mesma técnica do teorema anterior.
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e O primeiro passo do Lema 4.8, como V nao depende de ¢, toma a forma

2K

- 1
7| < —.
0—1;(2+k)" 1k

Os demais passos sao iguais, visto que V! , depende de ¢ para ¢ > 1.

e O primeiro passo da demonstragao do Teorema 1.8 segue andlogo ao primeiro passo da

demonstracdo do Teorema 1.4, ja que Vike = VimiOro € 5Vnmk(7'1, 7y) = 0, portanto

W -1 < Ky 'Clo)ery IV, -

PO—TO

e No k + 1—ésimo passo temos que,

0, |Vl = {(2C (o) K eorg?)? [T [6CBo)e (K;r7) 7]

J=1

9-i-1

HIVeLL,

4.6 Corolario do Teorema 1.6

Nosso objetivo nesta subsecao é demonstrar que o Teorema 1.6 vale com P sendo um

operador unitario, ou seja, vamos apresentar a demonstragao do seguinte corolario.

Corolario 4.10. Se Kqg e V sao auto-adjuntos entao P no Teorema 1.6 pode ser tomado

como um operador unitdrio.

Demonstracdo. Suponha que diagonalizamos Ko+ V por meio de um operador invertivel P

que nao é necessariamente unitario. Como
1
VI, <min 17

temos, pelo Lema 4.8 existe B” € B’ com ‘B/ - B"} < € de modo que para T € B”

!

(1)~ A3 "

T > .
nl |2 R =y

n,k1

Isto implica que os autovalores Ap5, (7) de Ko +V sao simples para 7 € B”. Como Ko+V
¢ auto-adjunto, todos os seus autovetores Py, ,,, sao ortogonais entre si; logo o operador

P*P ¢ diagonal na base dos autovetores de Kg, de fato,

(P*PPry s rzm) = (PPryns PPrym) = Onmo0 [| P’ = (@rms P*Pprn) -
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Observe que P*P é um operador auto-adjunto e positivo. Definimos W = P(P*P)~'/2,

temos que W é unitario, pois

<(W*W)(pk1,m90k2,m> = <WS0k17m,Wf,0k2,n> = <(P*P)71/290k1,m? (P*P)l/zgpkz,n>

= <80k1,m; Spkz,n> = 5nm5k0a

e, analogamente, (g, m, (W W)@r,n) = Onmoro.

Assim, pelo Teorema 1.6, substituindo B” no lugar de B e W no lugar de P, obte-
mos (1.9) com P unitdrio, ou seja, W1 (K + V)W é um operador diagonal com espectro
pontual puro.

]



Conclusao

Neste trabalho estudamos a propriedade de localizagao dinamica para algumas per-
turbagoes do operador de Schrédinger discreto com campo elétrico uniforme. Analisamos
trés situagoes para este tipo de operador.

No primeiro caso, consideramos o operador de Schrédinger unidimensional com campo
elétrico e perturbado por um potencial limitado; conseguimos mostrar que se a norma
infinito da perturbacao for suficientemente pequena (com valor explicito), entao tem-se
localizagao dinamica. No segundo caso, estudamos o operador bidimensional e perturbado
por um potencial limitado dependendo de um certo parametro, e demonstramos que a
localizagao dindmica é valida para certas escolhas da perturbacao. Finalmente, estudamos
o espectro pontual puro e a condigao SULE para o operador bidimensional sob perturbagoes
periddicas no tempo.

Como trabalhos futuros, pretende-se estudar o operador descrito no Capitulo 2, permi-
tindo que os autovalores sejam degenerados. Como ponto de partida, podemos considerar

o trabalho [9], que demonstra que a Hamiltoniana de Floquet do tipo
K = —z’(?t + H + V(wt)

agindo em L2([0,T],H, dt) e dependendo de w = 27/T, T > 0 tem espectro pontual puro
para frequéncias w em um conjunto de medida de Lebesgue grande sob condigoes adequadas
em H e na pertubacao V(wt). Para mostrar tal resultado, aplica-se o algoritmo KAM para
hamiltonianas de Floquet periédicas.

Estudaremos também o operador

[Hx¢](n) = A(=¢(n+1) = ¢(n = 1)) + V(n)¢(n)

com A um parametro real de modulo pequeno, e V uma fungao assumindo valores reais.
Consideraremos V' o operador nao-perturbado com espectro pontual puro cujas autofungoes
sao os elementos da base canonica de ¢*(Z), e o j-ésimo autovalor é V(j). Aqui nosso
desafio serd determinar qual a condicao sobre V' para que Hj tenha espectro pontual puro

e também localizagao dinamica. Uma variacao desta proposta seria considerar

[He](n) = AM(=v(n+1) —¢(n—1) + Engy(n)) + V(n)y(n),
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também com || pequeno, o que representaria o extremo oposto do caso com campo eletrico

unidimensional estudado previamente neste trabalho, sendo agora com potencias “gran-

des”.
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