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Resumo

Nesta Tese estudamos a transmissao de estados emaranhados em cadeias de spins nao
moduladas. Para isso, propomos uma pequena modificacdo no modelo isotrépico XY
(modelo XX) que descreve uma cadeia de spin-1/2 unidimensional. Mostramos que é
possivel transmitir estados emaranhados bipartites de um remetente a um receptor com
altissimos indices de fidelidade de uma ponta a outra da cadeia. Essa transmissido ocorre
sem a necessidade de campos externos ou modulagao das constantes de acoplamento entre
os qubits, viabilizando e simplificando sua implementacao pratica. Constatamos, através
de anélise numérica, que a modificagao no modelo unidimensional funciona para qualquer
tamanho de cadeia. Verificamos também que o modelo proposto é robusto a pequenas
imperfei¢oes nas constantes de acoplamento, bem como a presenca de campos magnéticos
externos fracos e a interagoes residuais entre os spins na direcao z. Ao final, analisamos se
o modelo proposto também pode ser utilizado como transmissor de estados de um qubit

e discutimos esses resultados a luz da teoria de informacao e computacao quanticas.



Abstract

In this thesis we studied the transmission of entangled states in unmodulated spin
chains using a slight modification in the XY isotropic model (XX model) that describes a
one-dimensional spin-1/2 chain. We have shown that it is possible to transmit bipartite
entangled states from a sender to a receiver with high fidelity from one end of the chain to
the other. This transmission occurs without the need for external fields or modulation of
the coupling constants between the qubits, which simplifies its pratical implementation.
We verified, through numerical analysis, that the modification in the one-dimensional
model works for any size of the chain. We also verified that the proposed model is robust
for small imperfections in the coupling constants, low magnetic field noise and residual
interection between spins in the z direction. At last, we analyzed whether the proposed
model can also be used as a transmitter of single qubit states and we discussed these

results within the context of the quantum information theory.
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ordenado, ou seja, os J; j(tp) assumirdo os valores das constantes Jy4 = 1 e Jp,
apropriado (indicados acima de cada grafico), além de h;(tg) = 0 e A; ;(tp) = 0.
Para os pardmetros 6.J; j, 0h; e d; j, utilizaremos seus méaximos valores p (vari-
ando em incrementos de 0,002) de 0,002 até 0,1, realizando 1000 simulagdes para

cada valorde p. . . . . . .. L e e

Resultados do EoF transmitido com desordem dindmica nos pardmetros estuda-
dos anteriormente AJ(t) e A(t) (Ah(t) ndo afeta o sistema na desordem diné-
mica), definidos nas equagoes (4.2) e (4.25), respectivamente, quando o estado
Pty = %(\Ol) +110)). Os valores de EoF calculados acima séo
aqueles obtidos no tempo ¢t em que a maxima transmissdo de emaranhamento

inicial de Alice é

seria esperada para o caso ordenado, ou seja, os J; j(tg) assumirdo os valores
das constantes J4 = 1, além de J,,, e t apropriados (indicados ao lado direito
da figura), AJ(tg) = 0 e A(tg) = 0. Definimos a Hamiltoniana (4.36) como
ordenada para tg. A primeira coluna mostra o grafico do emaranhamento por
tempo de cada um dos acoplamentos étimos J,, utilizados para o caso ordenado.
Para os parametros 6.J(t) e §(t), utilizaremos seus maximos valores p (variando
em incrementos de 0,002) de 0,002 até 0,1, realizando 100 simulagoes para cada

Resultados de EoF transmitido com desordem flutuante nos parametros estuda-
dos anteriormente AJ; ;(t), Ah;(t) e A; j(t), definidos nas equagoes (4.2), (4.10)
e (4.25), quando o estado de Alice é |[1)T) = %(|01> + |10)) Os valores de EoF
calculados acima sdo aqueles obtidos no tempo t em que a maxima transmissao
de emaranhamento seria esperada para o caso ordenado, ou seja, os J; j(to) as-
sumirdo os valores das constantes J4 = 1, além de J,, e t apropriados (indicados
ao lado direito da figura), h;(tg) = 0, AJ; j(to) = 0 e A;;(to) = 0. Definimos a
Hamiltoniana (4.36) como ordenada para typ. A primeira coluna mostra o gra-
fico do emaranhamento por tempo para cada um dos acoplamentos 6timos .J,,
utilizados para o caso ordenado. Para os parametros 0J;;(t), dh;(t) e 9;;(t),
seus maximos valores p variardo (em incrementos de 0,002) de 0,002 até 0,1,

realizando 100 simulagbes para cada valorde p. . . . . . . . . . ... ...

Cadeias para transmitir apenas um estado excitado, em que queremos transmitir
o estado |1) do qubit A até o qubit B no modelo proposto e transmitir um estado

excitado do qubit 1 até o qubit N no modelo padrdo. . . . . . . . . .. . ...

Reproducao do estudo de [24] em que hé uma cadeia de N = 30 qubits. Uti-
lizamos o estado inicial |¥(0)) = |110203...028029030) ¢ a Hamiltoniana Hxx =
Jalofoy +o3o7)+ Z?iQ(U;J;H + 071105 ) + Ja(05903) + 03305) € variamos
Ja de 1 a 0. O gréafico representa a probalilidade méxima de se medir o estado
|130), isto é, P(30) = |[(130|¥(¢))|>= |c30|? num intervalo de tempo entre t = 0 e
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5.3 Gréfico da probabilidade 6tima (ou fidelidade) P(j) = |(1;|¥(¢))|?*= |¢;j|?, em
que j = N para o modelo padrao e j = B para o modelo proposto. Os graficos
foram feitos com as Hamiltonianas das equagoes (3.62) para o modelo proposto e
(3.63) para o modelo padrao. O estado inicial para o modelo padrao é |[¥(0)) =
|1102...04-105) e para o modelo proposto é |¥(0)) = |14010s...0y—10x50p). Os
resultados para (a) N = 100 e (b) N = 1000 estdo apresentados nos grafi-
cos da esquerda para direita, respectivamente. Para o caso em que N = 100,
apresentamos para o modelo padrdo o caso 6timo em que J,, varia de 0 a 5
(JStme = 2 022) e quando J, varia de 0 a 50 (JSU™° = 47 57). Para o modelo
proposto temos apenas a curva para o Jp, 6timo obtido quando este varia de 0 a
50 (antimo =49,98). No caso em que N = 1000, as curvas para o modelo padrao
correspondem aos .J,,, 6timos quando J,, varia de 0 a 5 (JS™° = 3,012) e de 0
a 301 (Jg}imo = 300,071). Para o modelo proposto temos apenas a curva para
Jm fornecendo o melhor resultado quando J,, varia de 0 a 301 (JS"m° = 298, 269). 91
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A teoria de informacao quantica tem sido amplamente estudada nas tltimas décadas
por conta de suas implicagbes para uma tecnologia iminente. Apesar da criacdo dos
computadores ocorrer juntamente ao desenvolvimento da mecanica quantica, esses ainda
utilizam conceitos cldssicos para representar a informacao de um bit (0 e 1). Porém,
o aumento da quantidade de transistores por drea em um processador infere que esses
transistores fiquem cada vez menor. Porém, ha um limite para essa diminui¢ao: quando
a dimensao dos transistores atingir escalas atomicas. Nesse cenario, efeitos quanticos
nao podem ser desprezados e a computacio sofrerd uma revolucdo: nessa escala, as leis
da mecanica quantica regerao a computacao, onde bits serdao substituidos por quantum
bits ou qubits. Um qubit é um sistema de dois niveis, ou seja, dois estados quanticos
distinguiveis. Poderiamos usar como transistor quantico um atomo que esteja ou nao em
uma superposicao de dois estados |0) e |1), ou fétons que podem ser representado pela
sua polarizacao linear (|}) ou [<»)), ou circular (|O) ou |©)), o spin do elétron (|1) ou
I4)), ete. [1].

Nesse novo cenério, a informagao (qubits) armazenada e processada em um compu-
tador quantico sera transmitida por meio de protocolos de comunicacao quantica, cujo
objetivo é transmitir em alta fidelidade estados quanticos de um remetente (Alice) a um
receptor (Bob) [2,3]. Uma forma de transmissao de estados quanticos seria enviar o pré-
prio qubit que carrega a informacao quantica através de um meio, como um féton que
foi preparado em um certo estado quéantico sendo enviado por uma fibra ética [4]. Ou-
tra forma é enviar o estado quantico, e nao os qubits. Exemplo disso é o teletransporte
quantico, em que um estado altamente emaranhado estd sendo compartilhado entre Alice
e Bob e esse é o canal através do qual o estado quantico descrevendo o qubit de Alice é

transmitido a um qubit com Bob [5].

O protocolo que abordaremos nessa Tese serd enviar o estado quantico via qubits aco-

17
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plados por interagoes de troca ao longo de uma cadeia de spins [6-8]. Transmissoes de
estados com alta fidelidade sao importantes para muitas tarefas de informacao quantica.
Certos protocolos de comunicagao quantica e distribuicao de chaves quénticas nao fun-
cionariam sem uma transmissao confidvel de estados [9]. Outro exemplo, como ji dito
acima, seria um computador quantico ainda a ser construido, onde devera haver em seus
componentes transferéncias de estados quanticos com alta fidelidade sem muita distorcao

dentro de seu hardware.

1.2 Cadeia de spins

Um dos principais objetivos ao estudar alguns fluidos, metais ou cristais ¢ medir certas
propriedades fisicas como calor especifico, transporte de carga, susceptibilidade, etc. Para
explicar certos resultados experimentais, é necessario um modelo teérico simplificado que
leve em consideragao a dinamica das interagdes microscopicas do material como, por
exemplo, as interacoes de troca entre férmions ou bdsons.

Um desses modelos ¢ a cadeia de spins (spin chain em inglés) de Heisenberg, muito
utilizada em sistemas magnéticos cujas propriedades de spin das particulas nao devem
ser tratadas senao via mecanica quantica. Uma das maiores caracteristicas desse modelo
¢ que, para muitos sistemas fisicos, temos a possibilidade de tratar os graus de liberdade
magnéticos como no modelo de Heisenberg, isto é, um conjunto de N sitios (particulas)
posicionados lado a lado (figura 1.1). Chamaremos as cadeias puramente unidimensionais
nos nossos estudos de modelo padrao. Apesar de parecer ilégico com a realidade, varios
materiais magnéticos podem ser modelados como um conjunto de cadeias unidimensionais,
pois as interagdes entre spins ocorrem muito mais fortemente ao longo de uma certa dire¢ao
especifica. Nesse caso, as interacoes entre as diferentes cadeias dentro do material sao tao
fracas comparadas as que ocorrem internamente em cada cadeia que se pode despreza-las

nos estudos teéricos [10,11].

O-O-Q—-0O-0O0,

Figura 1.1: Cadeia de spins puramente unidimensional, sendo esse o "modelo padrao" de cadeia
aqui utilizado. As linhas representam as interagoes entre qubits (spins).

Essas cadeias podem ser implantadas em redes Oticas [12], circuitos superconduto-
res [13,14], guias de onda [15,16], entre outros. J& para a computagdo quantica, ela tem
como finalidade transmitir informacao de um remetente a um receptor em forma de esta-
dos quéanticos [7,8]. Mais convenientemente, os qubits de uma ponta da cadeia de spins

pertencem a Alice e na outra ponta, os qubits pertencem a Bob. Tais arranjos de sitios
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fixos podem ser muito praticos para permitir que transmissoes de estados quanticos ocor-
ram entre os varios componentes de um computador quantico. Ajustar constantemente
a forga de interagdo entre seus qubits ndo é uma tarefa facil [7,8] e por isso o uso de
cadeias de spin com constantes de acoplamento fixas é bastante promissor. Além disso,
sera uma vantagem ter os canais de comunica¢do quantica construidos apenas com spins
conectando as varias portas légicas de um chip quantico, ja que nao havera necessidade
de uma interface sofisticada entre diferentes sistemas fisicos como acontece, por exemplo,
se usarmos fotons para transmitir a informacao e spin para processa-la.

O primeiro a estudar cadeias de spin para transmissao de informacao no contexto da
teoria de informagao quéntica foi Bose [7,8]. Seu objetivo era enviar o estado de um
qubit de Alice para Bob em diferentes pontos da cadeia. Essa transmissao, de maneira
simplificada, pode ser descrita da seguinte forma no modelo padrao de cadeia de spins.
Alice prepara um estado no qubit 1 de uma ponta da cadeia, enquanto os outros qubits
(inclusive o de Bob) se encontram no estado |0) em ¢ = 0 (figura 1.2.a). Apés isso, a
propria dindmica das interagoes spin-spin evoluira esse estado geral até que Bob, que
estd na outra ponta da cadeia, medird em seu qubit N o estado que Alice preparou
inicialmente, ou o mais préximo possivel dele (figura 1.2.b). Nesse exemplo, Alice enviou
a informacao de um qubit, ideia essa ja muito abordada em outros estudos [6-8,17-36].
Pode-se também utilizar uma cadeia de spins para emaranhar os qubits de Alice e Bob
(que nao necessariamente precisam estar nas pontas, mas em quaisquer sitios da cadeia),
conseguindo assim um canal direto para comunicagdo quéntica [7,8,21,26,29,31,37-40].
Além disso, é possivel enviar estados bipartite ou multipartite, sejam eles arbitrarios ou
emaranhados de Alice para Bob [6,21,23,31,41-43].

Em t=0

ALICE BOB

Apé6s um ()

tempo t

Figura 1.2: Esquema de transmissdo de estados de um qubit em uma cadeia ferromagnética
de spins puramente unidimensional, em que (a) Alice prepara um estado arbitrario no qubit 1
em t=0 e (b), ap6s um tempo t, Bob deverd medir em N o mesmo estado (ou o mais préximo
possivel) do qubit de Alice. Figura retirada de [8] com adaptagoes.
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1.3 Emaranhamento

Durante o desenvolvimento da Fisica no inicio do século XX, o advento da mecanica
quantica permitiu a descricdo de fendomenos até entao inexplicaveis. A medida que esses
estudos avangaram, varios conceitos e principios foram propostos para que pudéssemos
caminhar sobre esse terreno até entao inexplorado. Um dos mais importantes conceitos é
a linearidade ou o principio da superposicao: Se o estado quantico de um sistema pertence
a um espago vetorial H., entao a soma de dois ou mais estados também deve pertencer ao
mesmo espaco H. e, portanto, também descrever um possivel estado do sistema. Enquanto
nao houver a medigdo, nao se sabe em qual estado quantico a particula se enconstra e o
estado geral deverd ser uma combinagao linear de todos os estados possiveis [44,45].

Em 1935, Erwin Schrodinger [46,47] propds um experimento mental para ilustrar o
principio da superposicao. Imaginemos que um gato foi colocado dentro de uma caixa
com um dispositivo venenoso acionado por um contador Geiger que medira particulas alfa
emitidas no decaimento de uma amostra de metal radioativo. Essa caixa é fechada, nao
ha como saber o que esta ocorrendo dentro dela se ela nao for aberta. Sabemos que, se o
metal radioativo decair, o dispositivo sera acionado e o gato morrera. Por outro lado, se
o dispositivo ndo acionar, o gato estard vivo (ignoremos qualquer possibilidade do gato
morrer de outra forma). Logo, a probabilidade do dtomo decair serd a mesma do gato
morrer. Pela Fisica Quéntica, o sistema gato é descrito por dois estados, |vivo) e |morto)
pertencentes ao espago de Hilbert Hg,,. J& o metal radioativo deve ser descrito também
por dois estados, |decaiu) e |ndo decaiu), pertencentes ao espago de Hilbert H,,eiq Logo,

o estado geral que descreve o que ocorre dentro da caixa ¢é
|Y) = a|vivo) ® |ndo decaiu) + f|morto) @ |decaiu), (1.1)

em que interpretamos « e 5 como amplitudes de probabilidade de cada uma das informa-
coes e |a|*+|B]?= 1. Notamos que o estado quantico que descreve corretamente o sistema
tem as duas informagoes possiveis para o gato e para o metal e elas estao vinculadas:
nao ha como o gato morrer sem que o metal radioativo decaia assim como nao ha como
ele sobreviver se o metal decair. Pelo principio da linearidade, se |vivo) ® |nao decaiu)
e |morto) ® |decaiu) pertencem a um espago Hyerar = Hyato @ Hpetar, cOnsequentemente
o estado de superposicao [¢)) também deve pertencer ao espaco Hyerq. Entdo, quanti-
camente, o gato estd em uma superposicao de estados vivo e morto. Caso a caixa seja
aberta, saberemos o que ocorreu e, entdo, colapsaremos instantaneamente o estado [¢)
para apenas uma informacao para o gato, vivo ou morto. Nao precisamos observar o
contador geiger para sabermos do gato, nem precisamos observar o gato para sabermos se
o metal decaiu, pois as informacoes dos seus estados estdo emaranhados. Ao colapsarmos
um dos dois sistemas, o outro instantaneamente colapsara também, independentemente

da distancia que os dois (o0 gato e o metal radioativo) se encontram. Essa propriedade do
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emaranhamento quantico é chamada de nao-localidade [45].

Através desse experimento, podemos definir o emaranhamento quéintico como um feno-
meno que ocorre quando estados quanticos precisam estar correlacionados de forma se-
melhante a explicada acima para descrever corretamente alguns sistemas fisicos. Exem-
plos de estados totalmente emaranhados sio os estados de Bell [¢¥) = %|01) + |10)
e |pf) = %|OO) + |11) [48,49]. Esses serdo os estados quinticos que analisaremos na

transmissao de emaranhamento através de cadeias de spins.

1.3.1 Definicao de estados emaranhados

O emaranhamento quantico entre duas ou mais particulas ocorre quando estados de
cada particula estao vinculados diretamente com os estados de outra, sendo impossivel
descrever as informacoes de cada particula separadamente mantendo as caracteristicas do
sistema total. Um exemplo é o proprio gato de Shroedinger, em que nao conseguimos

isolar os estados do gato e do metal como
1Y) = (a1]vivo) + az|morto)) @ (bi|ndo decaiu) + by|decaiuy)). (1.2)

Nesse cenario, nao seria possivel fazer uma combinagao linear entre as constantes aq,
as, by e by tal que encontramos o mesmo estado da equacao (1.1). Esse é um exemplo de
estados emaranhados bipartites. Também podemos ter estados tripartites, compostos de
trés particulas [50] ou mesmo estados multipartites, compostos com mais de trés particulas.

Percebe-se que, para definir quantitativamente estados emaranhados, devemos definir
primeiramente o que nao ¢ um estado emaranhado. Se o sistema de N particulas pertence
a um espaco de Hilbert H = ®§V:1 H; = H®Hy®..® Hy, o estado dessas particulas nao
estard emaranhado ele for descrito como [1) = @, [1h); = [¥)1 ® [1h)2 @ ... ® 1), isto
é, apenas por produtos tensoriais, em que cada |i); pertence ao espaco H; [45]. Logo,
esses serao estados puros nao-emaranhados ou separdveis ja que medir um dos estados
nao influenciara os estados das outras particulas.

Essa definicao, apesar de correta, nao engloba todas as possibilidades, servindo apenas
para determinarmos se os estados puros estao ou nao emaranhados. Ela nada diz sobre
estados mistos. No decorrer desta Tese, explicaremos com detalhes o que sdo estados
puros, mas neste momento definiremos estado puro como aquele cujo operador densidade
é descrito por um tnico estado p = [1)(¢)|. No entanto, em cadeias de spins, dificilmente
um grupo de spins se encontrara em um estado puro, pois eles podem se emaranhar nao
somente entre si, mas também com o restante da cadeia. Em outras palavras, quando o
sistema que queremos medir nao esta isolado, o seu operador densidade sera descrito da
seguinte forma: p = >=;.4p;|¢¥); ;(¢|, em que p; € IR ¢é a fracdo de cada estado puro |¢);
que compoe o operador densidade. Nesse caso, eles estarao em um estado misto. Logo,

uma forma mais abrangente de definirmos o emaranhamento de duas ou mais particulas
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¢ que, se nenhum [1)); que descreve p for um estado emaranhado, entdo as particulas nao
estao emaranhadas.

Tais conceitos nos dao apenas um entendimento qualitativo sobre emaranhamento,
pois nos informam apenas se os sistemas estdo ou nao emaranhados. Contudo, esta-
dos nao-separaveis podem nao estar totalmente emaranhados. Existe a possibilidade das
particulas estarem parcialmente correlacionadas. Discorreremos melhor sobre essas carac-

teristicas no préximo capitulo.

1.4 Aplicacao do emaranhamento em cadeias de spin

Uma pergunta que é relevante nesse momento é: "qual é a aplicagdo do emaranhamento
em cadeias de spin?'. O emaranhamento tem importancia na execugao dos protocolos da
futura tecnologia baseada em particulas subatomicas. J4 as cadeias de spin podem ser
um canal de transmissao dos estados emaranhados usados nesses protocolos. Um exemplo
disso ocorre quando Alice e Bob tém um qubit em cada ponta da cadeia e utilizam a
dindmica das interagoes entre esses qubits para prepara-los em um dos quatro estados de
Bell. Eles poderiam utilizar esses estados emaranhados como um canal para codificacao
superdensa, proposta por Bennett e Wiesner [51] em 1992, a qual permite transmitir dois
bits de informacao de Alice para Bob utilizando apenas um qubit. Classicamente, seria
necessario uma particula para cada bit.

Outro exemplo é o teletransporte quantico proposto por Bennett et al. [5] em 1993.
Eles demonstraram que é possivel, através de estados emaranhados, enviar o estado que
descreve um qubit de Alice para Bob sem o envio de algo fisico (como um elétron ou um
féton).

Atualmente outros protocolos que utilizam emaranhamento estao sendo estudados e
tecnologias baseadas na mecanica quantica poderao surgir muito em breve. Espera-se que
este trabalho, de alguma forma, possa contribuir futuramente para o avanco da teoria
dessas tecnologias. Em particular, apresentamos nesta Tese uma proposta de transmissao
de estados emaranhados (estados de Bell) de Alice a Bob através de cadeias de spins,

robusta a imperfeicbes em sua construcao e bastante eficiente.

1.5 Organizacao da Tese

No capitulo 2, apresentaremos o formalismo matematico necessario para os estudos de
cadeias de spins. Apresentaremos um panorama sobre cadeias de spins, demonstrando a
Hamiltoniana dos modelos abordados. Discutiremos as caracteristicas do sistema como
os estados quanticos utilizados e os conceitos de fidelidade e emaranhamento.

No capitulo 3, mostraremos os resultados de nossa pesquisa, comparando as trans-

missoes do modelo padrao unidimensional e o modelo proposto que foi apresentado no
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capitulo 2. Mostraremos que o estado de Bell |¢p~) = %(\Ol} — |10)) nao pode ser trans-
mitido no modelo proposto e demonstraremos analiticamente como podemos calcular a
fidelidade de transmissdo do estado |¢pT) = %(!OD + |10)) tanto no modelo proposto
quanto no modelo padrao. Além disso, apresentamos quais configuracoes para as cons-
tantes de acoplamento entre qubits otimizam a transmissao. Encerramos este capitulo
discutindo a eficiéncia de transmissio dos estados de Bell [¢T) = %(|00> +[11)), com os
resultados sendo confrontados com a transmissao do estado [¢T) = %(ml) + [10)).

No capitulo 4, discutiremos os tipos de desordem que podem ocorrer no sistema e as
condic¢oes de desordem que nao inviabilizam o protocolo aqui proposto.

No capitulo 5, demonstramos como ocorre a transmissao de um qubit excitado de Alice
para Bob utilizando o modelo proposto e comparamos com os resultados ja conhecidos na
literatura para o modelo padrao.

No ultimo capitulo, apresentamos nossas conclusoes e potenciais novas frentes de es-

tudos que podem ser abertas a partir dos resultados obtidos nesta Tese.
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Capitulo 2

Modelo teoérico

2.1 Cadeia de spins

Uma cadeia de spins ¢ um modelo tedrico que descreve um ntimero de N particulas
fermidnicas ou bosonicas interligadas por interagoes de troca. Nesta Tese, trabalharemos
com particulas de spin—% (férmions). Representamos uma dessas interagoes entre qubits 4
e j como

Hi;=h (J;E,g;vg;c + TV oYY + J.Z.o'.zo'z.) , (2.1)

] L2V ) 2V )

Aqui, J;* sao as constantes de acoplamento entre os spins i e j nos eixos x, y ou z [17]

e 0s termos o%¥%* sqo as matrizes de Pauli:

(o) (o). (10
J_(l o)’ _(i o) (0-1)' (22

O termo H,; descreve de forma geral as interagoes entre qubits. Se restringirmos os
valores das constantes de acoplamento, podemos obter os tipos de cadeia de spins mais
utilizados para representar sistemas fisicos, como os modelos XYZ (Jffj #* J}fj #+ Ji'fj),
X (S =Ji =0), XX (JF;, = Jly e Ji; =0), XY (J7; # Jj e Ji; = 0) e XXZ
(JE = JY = Jije Ji; # Jij) [54]. A equagdo (2.1) é comumente apresentada da seguinte
forma,

H;; =NhJ;; {(1 +)oioi + (1 — ’y)afaﬂ +hA;joi0s, (2.3)

onde « é a anisotropia na direcdo y e A é a anisotropia na direcdo z. Para o modelo
XXZ (v = 0), quando A < —1 a Hamiltoniana descreve uma cadeia ferromagnética de
férmions, chamada "fase Ferromagnética'. Para —1 < A < 1, temos uma Hamiltoniana
que se encontra em uma "fase XY", e que pode descrever, por exemplo, casos de férmions
livres XX (A =0 e vy = 0) e totalmente isotrépicos XXX (A =1e vy =0). Para A > 1,

o sistema se encontra na "fase de Néel', isto ¢, uma "fase Antiferromagnética’. [52,53].

As interacoes entre os qubits sdo muito maiores para os primeiros vizinhos, decaindo

25
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muito com a distancia, o que nos permite tratar as demais interagoes como nulas [7,54].
Definindo 7 = i + 1, isto é, cada termo da somatoria corresponde a interagdo do qubit
¢ com seu vizinho posterior ¢ + 1, a Hamiltoniana que descreve todas as interagoes de

primeiros vizinhos sera:

N—1
Hig = H;iq1,

i=1

=

- h {(1 +y)oior, + (1 — 7)0’?0‘%+1} + WA 410707, . (2.4)
1

(2

Essa Hamiltoniana ¢ independente do tempo e, se estamos trabalhando com uma
cadeia como um sistema isolado, o estado |¥(¢)) é obtido resolvendo-se a equagao de

Schroedinger
L d
zh%|\lf(t)> = H|¥(t)). (2.5)

Por conveniéncia de notacgao, definiremos h = 1. Como a Hamiltoniana independe do
tempo, a solucdo da equacgdo (2.5) é |¥(ty)) = e 2=t |W(4))).

Neste trabalho, lidaremos com o modelo XY isotrépico (modelo XX) levemente mo-
dificado. Reescrevendo a equacao (2.3) quando v = 0 e A;; = 0, temos o modelo XX
usual,

H;;=J; (0;’70;” + Jf’(f?) . (2.6)

Nesta Tese, vamos introduzir dois qubits a mais no modelo padrao, como visto na
figura 2.1.a. Note que os qubits de Alice 1 e A nao interagem entre si, interagindo apenas
com o qubit 2. O mesmo acontece analogamente com os qubits de Bob N e B, nao
interagindo entre si, mas diretamente com o qubit N-1. Precisamos "incluir" a interagao
'"A — 2" e "N —1 — B" no modelo padrao. Assim, a Hamiltoniana que descreve de

maneira geral todas essas interagoes do modelo proposto é

H=Hpo+Hig+ Hn-1B,
y Y = Yy Yy y (2.7)
x x X T xT x
= Jap (0405 +0%03)+ > Jiin (Ui Oit110; 0i+1) +JIN-1.B (UN—1<73+UN—1UB> :
i=1
Nosso objetivo ¢ transmitir com alta fidelidade um estado emaranhado de dois qu-
bits de uma ponta a outra da cadeia sem necessidade de campo externo ou modulacoes
muito especificas entre as constantes de acoplamento. Compararemos nossa eficiéncia de

transmissao com o modelo padrao,

N-1
M=y Jin (070l +0¥ol,), (2.8)

=1

em que Alice detém os qubits 1 e 2, que devem estar emaranhados inicialmente, e Bob

detém os qubits N-1 e N, que devem estar inicialmente separados, como visto na figura
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(a) MODELO PROPOSTO
@ Bob
A

2.1.b.

Inicialmente

Inicialmente separados

emaranhados

Inicialmente

ctaretain (b) MODELO PADRAO I"‘pﬁ:'aos

— T
']1_2.‘]2_3 N2N1 N1Ne
1 2 3 N-2 N

Figura 2.1: Comparacao dos modelos de cadeia de spins proposto nesse trabalho (a) e o modelo

N-3,N-2

padrao unidimensional (b). os As letras "A"e "B" representam os qubits que foram adicionados
ao modelo padrao. Os qubits com Alice e Bob estdo representados com seus nomes dentro. As
linhas representam as interagdes entre spins.

Isso significa que uma cadeia de N qubits do modelo padrao serd comparada a uma
cadeia de N 42 qubits do modelo proposto, sendo esses dois qubits a mais denotados por A
e B. Essa configuragao em que dois qubits interagem diretamente com um terceiro mas nao
entre si ja foi estudado anteriormente, mas em uma cadeia de uma configuragao diferente

e com o objetivo de transmitir estados de um qubit e nao estados emaranhados [35,55].

2.1.1 Reescrevendo a Hamiltoniana

Utilizar diretamente as matrizes de Pauli para fazer os cdlculos nao é muito conve-
niente analiticamente. Além disso, tentar resolver numericamente o problema sem uma
andlise mais detalhada é inviavel. Procedendo dessa forma conseguiriamos resolver nume-
ricamente sistemas com no maximo algumas dezenas de qubits. Isso se deve ao fato das
informacoes matriciais para descrever esse sistema crescerem a uma ordem de 2V. Assim,
para simplificar calculos analiticos mais a frente bem como para deixar a Hamiltoniana
de uma forma mais amigédvel para o tratamento numérico, definimos os operadores ot e

o~ de tal forma que

o = ot 4o,
oV = i(oT —0o7), (2.9)

o° = 2070 —1.
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Com essa defini¢ao, podemos reescrever a interagao XX como,
oiof +olol =2(cf0; +0]0;), (2.10)

e a Hamiltoniana passa a ser

N—-1
Hxx =2Jap(0h05 +0501)+2 > Jjj(0f 0540107 )42 v_1,8(0%_105+0505_ 1) -
j=1

(2.11)

Para introduzir campo magnético em z, basta somar um termo 4y nessa Hamiltoni-

ana. Assim, teremos Hxxin, = Hxx + Hz sendo

Hz = > by (07 +1)

j (2.12)
= Z 2hjoi o),
J

onde h; é a magnitude do campo magnético em z sobre um qubit j [17, 18,41, 56, 57].

2.2 Estados quanticos das cadeias de spin

A cadeia de spins é descrita por um ou mais estados compostos de produtos tensoriais

dos estados de todos os qubits [58,59]. Para o modelo proposto, um desses estados serd
p) = |va) ® [v1) ® v2) ® ... @ |un-1) ® |[vn) @ |vB), (2.13)

sendo que cada |v;) pode assumir os estados |0;) (estado fundamental) ou |1;) (estado
excitado). Se trabalharmos no espago de Fock [60], |0) e |1) correspondem a sitio vazio e
sitio ocupado, respectivamente. Ja para o modelo padrao, onde nao ha os qubits A e B,

temos

|(ﬂ> = |’U1> & |UQ> ®...R |UN_1> X |UN>. (214)

Note que |¢) como dado acima é apenas uma possibilidade de configuracdo da cadeia
de spins em um certo tempo t. Na grande maioria das vezes, a cadeia de spins pode estar
em uma superposicao desses estados, isto ¢,

(W(1)) =D Cult)ln), (2.15)
sendo C,(t) amplitudes de probalilidade que assumem valores reais e/ou complexos e

S.|Cn(t)]?= 1. Por exemplo, se o qubit j da cadeia do modelo proposto se encontra em

uma superposigao |v;) = a(t)|0) +b(t)|1), o qubit N em |uy) = |1) e o restante dos qubits
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da cadeia se encontram no estado |0), entao o estado geral sera

(W (t)) = 104)101)|02)...(a(?)]0;) + b(£)[1;))...|0n—1) |15 )}|0B),
= a(t)]0,40,05...0; .05 _11505) 4 b(£)][040,0,...1;..05 11505).  (2.16)

j-ésimo qubit j-ésimo qubit

Definiremos o operador densidade da cadeia de spins como

p =)L) (2.17)

Esse operador descreve todas as caracteristicas do sistema quantico. Assim como qual-
quer operador densidade, ele precisa obedecer algumas propriedades como Hermiticidade
(p' = p), seus autovalores sdo ndo-negativos e seu traco, isto é, a média sobre todos os

estados ortogonais que formam uma base [1], sempre terd um valor unitério:

Trip] = Y (enlplen),

= D len(®)P=1. (2.18)

Sera através desse operador que conseguiremos retirar as informacoes dos qubits que
nos interessam utilizando o traco parcial. Explicando de maneira simples, se temos o ope-
rador densidade de um sistema 5155, a fim de obter o operador densidade do subsistema

S1, calculamos o trago apenas do subsistema Sy, ou seja,

ps, = TTS2 [IO] = 2@52 <9032|:0|9052>' (219)

Desta forma, o resultado do trago parcial é outra matriz densidade, diferentemente do
trago total que retorna um valor numérico. Como estamos interessados em mensurar as
propriedades dos dois qubits de Bob na cadeia de spins, o subsistema Sy correspondera
a todos os qubits da cadeia menos o subsistema Si, que correspondera aos qubits de
Bob. O operador densidade resultante dessa operacao serd pp e esse podera descrever as
caracteristicas de um estado bipartite puro ou misto.

Podemos definir um estado puro como aquele que consegue ser descrito por um tnico
ket como, por exemplo, o estado geral do sistema |¥(¢)). Para estados bipartites de dois

niveis (qubits), podemos escrever um estado puro como

() = > calt)lun),

=1

= ¢1(t)][00) 4 c2(t)|01) + c3(¢)|10) + c4(t)[11). (2.20)

3

Ja o operador densidade normalizado ((¢/|¢)) = 1) de um sistema puro das particulas

[ e m é descrito como

prm = |[0)()]. (2.21)
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Porém, quando o sistema nao esta isolado, sofrendo interagoes com outras particulas
a todo instante, esse pode nao se encontrar em um estado puro. Seu operador densidade

é uma "mistura" de varios estados puros, isto é,

PLm = > 0;l0;) (], (2.22)

7>0
onde p; > 0 descreve uma fracao do estado puro |1);) que compoe o estado misto. Nota-se
que essa é a forma mais geral de escrever o operador densidade pois, se j = 1, descrevere-
mos um estado puro e, se 7 > 1, o estado sera misto. Uma condi¢ao necessaria e suficiente

para determinarmos se os qubits estao em um estado puro ou misto é calculando a pureza
2
Ir [pl,m]'

Tr [P?,m] = Tr [Pl,mpl,m]

= Tr ij|¢j><¢j|zljpz|¢l><¢l|]

= Tr (> > piwilvy) (sl (Wl
Jj o1 551

= Tr zp§|¢j><wj|] =30 (2.23)

Se j =1, Tr[plz,m] = Trlpi.m| = 1, o que significa que esse ¢ um estado puro. Ja para

o caso de j > 1, Tr[p},,] < Tr[pim]), indicando um estado misto.

2.2.1 Operador densidade em termos das matrizes de Pauli

E possivel escrever qualquer operador densidade p = |¥)(¥| em termos das matrizes de
Pauli através das combinagoes de envolvem 1, 0., 0, € 0, [1]. Como estamos interessados

em estudos de transmissao de emaranhamento entre dois qubits, teremos [61]
1
p=17 arf(I@I)+ Y (i(oe @) +ar(I®0.)]+ > ap(oa®op)|. (2.24)
a=x,y,z a,b=x,y,z

Agora, temos dezesseis parametros para calcular. Esses sao os valores médios dos

operadores de Pauli atuando em dois qubits e sdo obtidos da seguinte forma:

arr = {[@DH)=TrpIxI)] =1,

Qog = (0, @I)=Tr[p(o, ®I)],

ara = {(I®04) =Tr[p(I ®o,)],

Qap = (0@ 0y) =Tr[p(oa @ 0ay)]. (2.25)
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Sabendo disso, calcularemos os pardmetros das equagoes (2.25) para construirmos o
operador densidade dos dois qubits de Bob | e m a partir do operador do estado geral p

utilizando a relacao:

a=Tr|pm(0 ®o™)| =Tr |p(II'I°..I" ® o' © 0™)], (2.26)

em que o' e o™ podem ser I, 0., g, ou o, atuando nos sitios [ e m. A fim de provar essa
ultima equagao, partiremos do principio do trago total visto na equagao (2.18). Definindo
a como qualquer um dos pardmetros do conjunto de equagoes (2.25) atuando em [ e m,

e igualando com o termo da direita da equacao (2.26), temos

a = TrlpI'*.I*®o ®o™)
= > Aasb,e,nk Lm|p(IUTC TR @ o' @ 0™)]a, b, e, .k, ,m). (2.27)

a,b,c,...k,l,m

Rearranjando e separando os estados [ e m dos demais,

a= Y Aabc,..k|{l,m|p(I*I"I°..I")|a,b,c,..k)o" @ ™|, m). (2.28)

a,b,c,...k,lm

Atuando as identidades em seus respectivos kets, temos

a= Y (abc, ..k|{l,m|pla,bec,..k)o" @™|l,m). (2.29)

a,b,c,...k,l,m

Aplicando a somatoria em a,b,c,...k, vemos que os termos [ e m nao afetam o restante
dos estados, fazendo assim com que possamos reescrever a tltima equacao trazendo o bra

(I, m| para frente, a fim de rearranjar a equacao da seguinte forma:

a=>(l,m| Y (a,b,e,..klpla,b,c,..k)c" ®@a™|l,m). (2.30)
Im a,b,c,...k
Mas,
> Aa,bc, . klpla,b,c,..k) = Trope k(p) = prm. (2.31)
a,b,c,...k

Substituindo na equagao (2.30), encontramos finalmente

a=> (l,m|pm(c" @c™)|l,m) =Tr [pl,m(al ® O'm)} : (2.32)

Iym

Logo, ¢ possivel analisar o operador densidade dos tltimos dois qubits utilizando o
operador densidade total p = |[¥(¢))(W(¢)|. Esse método serd muito importante para
fazermos calculos mais analiticos ou retirarmos as informacoes do operador densidade de

Bob, j4 que a matriz densidade p fornecida apds os célculos tem dimensao 2V x 2V para
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o modelo padrao e 2¥*2 x 2¥*2 para o modelo proposto, tornando-se invidvel retirar o
trago parcial computacionalmente. No préximo capitulo, veremos que esse método nao
sera necessario se explorarmos algumas simetrias do modelo XX pois mostraremos que
podemos deixar o problema de uma forma que sua complexidade computacional cresce

polinomialmente com N.

2.3 Como ocorrera a transmissao de estados emara-

nhados

Para os dois casos da figura 2.1 o estado geral inicial pode ser descrito por meio de trés
sub-estados: |¥4(t)) (um estado bipartite dos qubits em posse de Alice), |1, (1)) (estado
dos qubits de transmissao) e [1p(t)) (o estado bipartite dos qubits em posse de Bob) [41].

Quantitativamente,

[W(0)) = [$4(0)) © [¢m(0)) @ [45(0)). (2.33)

Definimos o estado de entrada, no qual as informagoes serao introduzidas, da seguinte

forma:

[¥4(0)) = [¢in) = a1]00) + a|01) + a3|10) + a4[11), (2.34)

em que aj, as, az e ay podem ser reais ou complexos, desde que ¥2_,|a,|?= 1. Como

queremos enviar estados maximamente emaranhados, usaremos os estados de Bell:

%) = —=(00) £ [11)),

S

2
w5 = —=(01) £]10)). (2.35)

QI

Para os estados dos demais qubits, esses serdo preparados inicialmente no estado |0):
W (0)) = |¥4(0)) ® |0) ®[0) ® ... ® |0). (2.36)

Apo6s a preparacao do estado inicial, este evolui temporalmente com uma certa Hamil-
toniana durante um tempo t para |¥(t)). Nesse ponto, calcularemos o operador densidade
reduzido de Bob pg(t) para obter o grau de emaranhamento entre seus qubits e a fideli-
dade com o estado preparado por Alice [14(0)) [62] conforme explicado na segao seguinte.
Preparar o estado assim nos permitira sabermos, indepentende do niimero de spins da
cadeia, quantos estados excitados o sistema tem e, com isso, encontrar o melhor algo-
ritmo para analisarmos os resultados e comparar com o modelo padrao, cujos resultados

ja foram apresentados na literatura.



2.4. FIDELIDADE E EMARANHAMENTO 33
2.4 Fidelidade e emaranhamento

Uma maneira de quantificar a eficiéncia da transmissao de um estado quantico ao longo
de uma cadeia de spins se dd por meio do célculo da fidelidade F' [1]. Esta grandeza mede,
ap6s um tempo ¢, o quao préximo o estado de Bob estd do estado de entrada |14(t = 0))

originalmente com Alice. Matematicamente, definimos a fidelidade como

Fr=(1a(0)|ps(t)|1a(0)). (2.37)

Se o estado dos qubits de Bob for puro, pp(t) = |[¥p(t))(¥s(t)|, a fidelidade serd
F = [{¢a(0)[Y5()[*

J& para o emaranhamento de estados puros bipartites, Bennett et al. [45,63] demons-
traram que a entropia de von-Neumann pode ser utilizada para medir o grau de emara-
nhamento das particulas a e b descritos por um estado [¢). Sendo assim, mensuramos o

emaranhamento de estados puros através da equacao

E() = =Tr[paloga(pa)] = =Tr[psloga(ps)), (2.38)

onde p, = Trylp] e pr = Trylp] sdo os operadores densidade reduzidos das particulas a
e b, respectivamente. Os valores de E(p) estardo sempre entre 0 (estados separdveis) e

1 (estados emaranhados). Para o cédlculo do logaritmo de um operador, lembrando que

logs(pa) = Tn((”;)), temos que partir das séries de poténcia [65];
loga(pa) = —=In(ps)
0G2(pa) = ——In(p,
_ 1 (pa =12 | (pa =1  (pa—1)"
(@) [P~ 1) > T3 VI

Por exemplo, se calcularmos o emaranhamento do estado puro [¢); = |00), teremos
que o operador densidade serd p; = [00)(00] e p, = Trp[p1] = (0p]p|0s) + (1] p|1s) = 0)(0].
Ao calcularmos o logaritmo de base 2 do operador densidade reduzido p,, encontraremos
logs(pa) = Oaxe. Concluimos que E(p1) = —Tr[p.logy(pa)] = 0 (estados separdveis). Ou-
tro exemplo é calcularmos o emaranhamento para o estado de Bell [¢p1) = %(|OO) +11)),
partindo do operador densidade ps+ = 3(]00)(00[+]00)(11]+[11)(00[+|11)(11]). Calcu-

lando T'ry[ps+], encontramos que p, = £(]0)(0|+[1)(1]) e logy(pa) = —(|0)(0]+[1)(1]).
Logo, E(pg+) = —Tr(paloga(pa)] = —Tr[—5(10)(0[+]1)(1])] = 1 (estados maximamente
emaranhados).

Podemos também encontrar casos de qubits parcialmente emaranhados. Esses estados
podem ser utilizados em teleclonagem de qubits [64], estudos da espectroscopia Ramsey
sob alguma decoeréncia [66], entre outros. Um exemplo de estado parcialmente emara-

nhado é 1) = =5]00) + 3(]10) 4 |11)). Percebe-se que, se medirmos o estado |1) em a,
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o estado da particula b continuard em uma superposicao dos estados |0) e |1). Diferente-
mente, se medirmos o estado |0) em a, o estado de b colapcard para |0). Isso indica que
h&a um certo grau de emaranhamento entre os qubits. Para calcular o emaranhamento

desse estado partindo do seu operador densidade

1 1
po = 5100) (00477 (00} 101 +00)L1+10) {00+ {00Y + )

111(|10><1O]—|—|10><11]+\11><1O|+\11>(11\).

Ao determinarmos o operador reduzido da particula b, encontramos o operador den-
sidade resuzido p, = 1(3]0)(0[+|1)(1]) + $(|0)(1|+|1)(0]). Com isso, calculamos o emara-
nhamento E(py) = —Tr[pplogz(ps)] = 0,65. Logo, o estado [¢)) descreve um estado com
aproximadamente 65% de emaranhamento.

Apesar de Alice preparar um estado puro maximamente emaranhado para transmissao
via cadeia de spins, os qubits de Bob dificilmente estarao em um estado puro porque ha
interacao entre todos os qubits. Nesse caso, trata-se de estados mistos bipartites, e a en-
tropia de von-Neumann nao descreve corretamente o emaranhamento nesse cenério, sendo
necessario outra forma de medir essa caracteristica quantica. A seguir, apresentaremos
o emaranhamento de formacdo, que nos permite calcular o grau de emaranhamento em

estados mistos.

2.4.1 Emaranhamento de formacao e concorréncia

O emaranhamento de Formagao (EoF) mensura o niimero minimo de singletos neces-
sarios para obter um conjunto de pares de particulas descritas por p, utilizando apenas

operagoes locais e comunicagao cléssica [45,63,67]. Matematicamente, ele é definido como
EoF (p) = min»_ p;E(¢;), (2.41)

em que p = >, p;|ti)(w;] é o operador densidade em uma possivel decomposicao de p e
E(v;) é emaranhamento de cada estado puro [¢;) via entropia de von-Neumann. Apesar
de ser uma defini¢ao simples, na grande maioria das vezes encontrar a decomposicao de
p que minimiza Y_; p; E(1;) é um problema dificil de se resolver analiticamente.
Felizmente, Scott Hill e William K. Wootters [68] apresentaram uma solugao analitica

para dois qubits:

EoF(p) = —(f)loga(f) — (1= Hloga(1 — 1), (2.42)
onde f = (1++v1—C?)/2. Aqui, C é a concorréncia, definida como

C(p) == max{O, )\1 - )\2 - )\3 - )\4}, (243)
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na qual \;i—; 4 s@o as raizes quadradas dos autovalores em ordem decrescente do operador
nao-Hermitiano R = pp, em que p = (0, ® 0,)p* (0, ® 0,), € p* 0 conjugado de p [69].
Esse calculo acaba sendo muito abrangente pois pode ser aplicado tanto para esta-
dos mistos quanto puros. O estado dos qubits de Bob acabard sempre sendo misto, com
excegao dos casos dos seus qubits estarem em um estado separdvel (EoF=0) ou maxima-
mente emaranhado (EoF=1). O objetivo inicial na transmissdo de estado quantico em
uma cadeia de spins é o caso ideal em que Bob deve medir em seus qubits o mesmo es-
tado puro e maximamente emaranhado que Alice preparou. Porém, quando trabalhamos
com muitas particulas, dificilmente encontraremos uma situagao de fidelidade maxima em
t > 0 devido a decoeréncia do sistema. Isso se torna um problema para muitos protocolos
de comunicacao quantica que trabalham com estados maximamente emaranhados. Nosso
objetivo é alcancar uma transmissao de Alice para Bob para grandes cadeias de spins com

a fidelidade o mais proximo possivel de 1.
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Capitulo 3

Resultados

3.1 Transmissao de estados com uma excitacao

Vamos estudar com mais detalhes a transmissao dos estados [1)") e [¢)7) para o mo-
delo proposto, visto que o seu andlogo unidimensional (modelo padrao) ji é conhecido e
estudado em outros trabalhos [25,57,70]. Como o niimero de excitagdes é conservado para,
a Hamiltoniana estudada, podemos escrever o estado do sistema para qualquer tempo t

[T() = Y ea)or|0) =D cat)[1n), (3.1)

onde ¥y’ =1, n=A,1,2,...,N —1,N, B, |0) = [040,05...0y_10505) €

11,) = 0,7040,05...0,...05_10505) = |040105... 1,, ...0n_10x505). (3.2)
et et
Tn-es1mo qubi Tn-es1mo qubi

Essa ¢ a maneira mais simples de escrever um estado geral composto de estados de
um qubit excitado [40]. Se em ¢t = 0 os qubits de Alice A e 1 estiverem no estado de
Bell |[¢) = %(\Ol} +]10)), o estado geral do sistema serd |[¥*(0)) = %\OlOOO...OOO} +
%|10000...000>). Logo, a condi¢ao inicial na nota¢ao da equagao (3.1) sera

1
ca(0) =
1
a(0) = 55
cx(0) = 0, para k> 2. (3.3)
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O estado geral inicial é escrito como

[T(0)) = ca(0)|1a) + ca(0)[14),

Vamos, agora, obter a equagao de movimento do sistema, substituindo |¥(¢)) na equa-

¢ao de Schroedinger (2.5). Usando h = 1, temos

ZZCZ&C”( ch YH|1,) (3.5)

Realizando o produto escalar por (1,,| na equacao anterior, sendo m um sitio qualquer

do sistema, obtemos

i3 el = X en(t) (L HI1). (36)

Como (im\i,) = 0m.n, chegamos a seguinte equacao de movimento,

L n®) = 3 en(t) (L [HI 1) (3.7)

Resolvendo essa equacao para m = A,1,2,...., N — 1, N, B, usando a Hamiltoniana
(2.11) obtemos

d

i@%(t) = 2J4209(t), (3.8)
i;;cl (t) = 2J1209(1), (3.9)
iicz(t) = 2J1901(t) +2J42ca(t) + 2J53¢5(2), (3.10)
i;ick(t) = 2Jp_1kCk-1(t) + 20k kr10k41(t), sendo 3 <k < N —2,  (3.11)
zjtcN 1(t) = 2Jy_an—1cn—2(t) +2Jy_1 nen(t) + 20n-1 ger(t), (3.12)
z'jtcN(t) = 2Jy-_1nen-1(t), (3.13)
iicB(t) = 2Jy_1cN-1(1). (3.14)
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Matricialmente pode-se reorganizar esses resultados da seguinte maneira:

ca(t) 0 0 Jis O 0 0 0 ca(t)
e(t) 0 0 Jib 0 0 0 0 e (t)
ca(t) Jaz Ji2 0 Jog 0 0 0 co(t)

o] e 0 0 Jos O 0 0 0 es(t)

o : =2 SR : : : : :
en_a(l) 0 0 0 0 Jyoawa 00 ||eno(®
en-1(t) 0 0 0 ... Jv_2on— 0 Inin In—s | | en—i(t)
en(t) 0 0 0 0 Jyanw 0 0 en(t)
cu(t) 0 0 0 0  Jyas 0 0 cu(t)

(3.15)

Comparando com a equagdo (2.5), nota-se que, para estados gerais compostos de uma
base de estados de apenas um sitio ocupado no modelo proposto, podemos trabalhar com
o estado matricial |¥(¢)) como uma matriz coluna de dimensao N + 2. Além disso, temos
que Hxx passa a ser uma matriz (N + 2) X (N 4 2) em que a primeira linha e a primeira
coluna refere-se ao qubit A e a tltima linha e a ultima coluna remete-se ao qubit B.

Para o modelo padrao, se fizermos o mesmo tratamento, utilizando a Hamiltoniana

N-1

HlD =2 Z Jj,j—&-l(o-;_o-j_-t,-l + 0';:_10']»_)7 (316)
j=1

encontraremos a seguinte equacao de Schroedinger:

c(t) 0 Jiz O . 0 0 c1(t)
ca(t) Jig 0 Jag . 0 0 co(t)
i c3(t) 0 Jys O . 0 0 c3(t)
Z% =2
cn—ao(t) 0 0o ... 0 JN—2.N-1 0 en—ao(t)
en—1(t 0 ... Jn-an—1 0 IN_iN en—1(t)
en(t) 0 0o ... 0 IN-1N 0 en(t)
(3.17)

Resultado esse ja publicado e estudado [57,71,72]. Trabalhar com essas Hamiltonianas
nos trard um ganho computacional muito grande, nos permitindo calcular sistemas de até
milhares de qubits. Agora, estudaremos o operador densidade de Bob nessas condic¢oes

para os modelos proposto e padrao.

3.1.1 Operador densidade

Analisaremos o operador densidade de Bob quando Alice transmite os estados de Bell

|t) e [7), que possuem apenas uma excitacdo. Como o niimero de excitagoes aqui
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estudados nao se altera, sabemos que nao ha a possibilidade de encontrarmos estados de
dois ou mais qubits excitados. Dessa forma, o cadlculo da matriz densidade descrevendo
os qubits de Bob serd bem simplificado uma vez que nao precisamos incluir estados com
duas ou mais excitacoes ao tomarmos o traco parcial.

Comegamos os estudos pelo modelo padrao e sendo p = |U(¢))(¥(t)|, temos

PN—1,N

= (010 ]pl01.-Ox—o) + 3 (01O s| (07 ) por]01...0x o).
= <010N_2|\I/(t)><\11(t)|01ON_2> + i <01ON_2|(O';)T|\I/(t)><\I/<t>|0':|01ON_2> .

n=1

T1

- (3.18)

Sendo |U(t)) = =N_ ¢,,(t)0]0;...05), temos para o termo T2 da equacgdo acima,

T2 = - <01...ON_2|(0':)T <Z Cm(t)U;|O1ON>> <Z C?(t)<010N|(O'l+)T> 0'7—H01...0N_2>,

n=1 m=1 =1
N-2 N N
=3 S () (t)(01.- 05 o] (07) 107 ]01...0x_2)
n=1 m=1[=1
<Ol---ON—2|(Ur)TU;|01-~-ON—2>|0N—10N><0N—10N|a‘
N-2 N N
= Z Zcm(t)cik(t)<011n0N—2|Ol1mON—2>
n=1 m=1 (=1

(010110 05—2]01.. 1o On—2) [On 108 ) (O 10|
(3.19)
Como <01'-'1n-'-0N72’01---1m-'-0N72> = 5n,m [§ <01-'-1l-'-0N72’01'--1n-'-0N72> = (Sl,na te-

mos
N-2
T2 = Z ‘Cn(t)’2|ON—1ON><ON710N‘> (320)
n=1
= (1= [en—1(O)* = len(®)[*)|0n-10n) (On—10x],

onde usamos a condigdo de normalizacio Y2, |c,(t)|?= 1 para obter a tltima equacio.

O célculo do primeiro termo da equacgao (3.18), T'1, é mais simples:

T1 = (0;..05_s| (i cm(t)o—;ml...oN)) (i c;‘(t)<01...0N\(al+)T> 101...05_),

m=1 =1
= <01---0N72’(CN71<t>’01~-~ON72>’1N710N>
+ CN(t>|01m0N—2>|0N—11N>)(C*j\[71(t)<01~-0N—2’<1N—10N|
—|—C}k\7(t)<01...0]\[_2|<ON_11ND|01...0N_2>,
= <01-'-0N72’01'--ON72>[(CN71<t>’1N710N>
+ en(O)|0n—11n)) (e () (In—10n | +cx (8) (On—11n])],
= [en-1(H)[1x-108) (In-10n [+ |en (B *10n -1 1x) (On -1 1]
+CN—1(t)C*N(t)|1N—10N><0N—11N|+CN—1(t>*CN<t>|0N—11N><1N—10N|-

(3.21)
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Substituindo estes resultados na equacao (3.18) obtemos

pvan = |evo1 ()P In108) (In—10x|+en—1 () () [1n_10n) (On 1 1|+
1 () en ()01 1n) (Iv—10n [+|en () l0n—115) (On—11n |+
(1= len-1(OP =lex (D)) [08-105) (On-10w . (3.22)

Logo, a matrix densidade de Bob para o modelo padrao é

1— ]cN,l(t)|2—|cN(t)|2 0 0 0
0 ex(OF  ex(t)cy (b)) 0

PN = 0 aWen®  levar o | O
0 0 0 0

Para o calculo da concorréncia, utilizaremos as informagoes da secao 2.4.1. Temos que
as rafzes quadradas dos autovalores do operador R sdo Ay = 2|cn—1(t)en(6)]? € Aaza = 0.

Consequentemente,

Clon-1n) = 2leva)en(t)], (3.24)

resultado esse ja conhecido na literatura [40]. A fidelidade vale

1

Fo= @ lpvaawlv™) = 5 (lewa (B +Hen () + Rele (Dew(8)). (3.25)

Ja para o modelo proposto, partindo do mesmo principio:

ong =Tra1s. N-1[p)s
N—1

= (040102...0x-1]p|040102...0x—1) + D (040105...0x_1](c;) po;F040102...05_1),

n=A,1
- <OA0102...ON,1 ‘@(f)) <\D(t> ]OA0102...ON,1) -+

-1

=

<0A0102ON_1|(O',I)”\I/(t»<\I/(t)|0':|0140102ON_1>
1

Il
e

n

(3.26)
Substituindo [W(t)) = ¥, cm(t)o |0x12) onde m = A,1,2...N — 1, N, B, temos

png = len®)P1n08)(In0p]|+en (t)cs ()| 1n08) (On1|+ci (t)es(t)|0n15) (105
N—-1

+ep()*10n15)(On1a[+ D |ea(t)*|0n05) (0N 05|,
n=A,1

= [en(®)]P1In08) (In0p|+en (t)cp(t)[1n05) (On 1a]+cy () es (1) |0n15) (1n05]
+|CB(t)|2|0NlB><0NlB|+ (1 — |CN(t)|2—|CB(t)|2) |ONOB><0N0B| (327)
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Matricialmente,
L= len(t)—les(t)? 0 0 0
0 ce(t)|? cp(t)ey(t) O
PN.B = *| B( )| B( ) N(2> (3.28)
0 cpen(t)  len® 0
0 0 0
A concorréncia dos qubits de Bob para o modelo proposto é
Clpns) = 2len(t)es(t)]. (3.29)

Para o caso da fidelidade, partindo da equagao (2.37), em que Alice transmite o estado

|t)T), encontramos

F = |pnplt™") = vt ZCB(MQ‘ (3.30)

Caso os sitios N e B interajam com N—1 com a mesma intensidade (mesmas constantes
de acoplamento), teremos um sistema simétrico na ponta da cadeia e, consequentemente,

cn(t) = ep(t). Com isso, o operador densidade dos qubits de Bob em um instante ¢ é

1-2cp®)2 0 0 0
_ 0 les@®)* les(®)? 0
PN.B = 2 2
0 lecs@)]* es(O)F 0O
0 0 0 0
= 2ep®)P[ )@+ (1 = 2les(t)[?) [00)(00], (3.31)
Assim, a concorréncia passa a ser
Clpn,s) = 2lep(t)]” (3.32)
e a fidelidade
F =2|cs(t)|*= C(pn.B)- (3.33)

Logo, concluimos que a fidelidade sera igual a concorréncia no modelo proposto para
esse estado de Bell, diferentemente do modelo padrao, em que quase sempre cy_1(t) #
cn(t). Com isso, conseguimos demonstrar que para obtermos todas as informagdes neces-
sarias para o estudo da transmissao de emaranhamento, s precisamos calcular as variaveis
cn—1(t) e en(t) para o caso unidimensional e cy(t) e cg(t) para o modelo proposto se o
estado de Alice é [¢)1). Tendo essas informagoes estabelecidas, faremos uma anélise mais

detalhada da transmissao de estados emaranhados [¢)7) e [¢)7) a seguir.
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3.2 O estado de Bell |¢7)

No comeco dos estudos sobre a transmissao de informagao, observamos que, diferente-
mente dos demais estados de Bell, ndo ha transmissao do estado [)~) = %(\Ol} —1[10)) na
grande maioria dos casos estudados para o modelo que propomos nesses estudos. Inves-
tigaremos em qual cenério o estado |¢)~) nao evolui temporalmente com a Hamiltoniana
proposta, isto é, quais as condicoes para que dpy-/dt = 0,

Trabalhando na representagao de Heisenberg, temos

d .
S = il py-]. (3.34)

Escrevendo o estado geral quando o estado de Bell [¢h7) estd com Alice, vemos que

W) = [¥7)1a®][0):@[0)3® ... @[0)n ®|0)s5,

= UE(IOD — \10>>] » .. 2[0)2[0)®..0 0y |05  (3.35)

Seu operador densidade em termos das matrizes de Pauli é

pp- = [¥7){¥7,
= W)W ,4©0){0l, @ [0)(0]; @ ... ©]0){0]y © |0){0] g,
1 N,B
= Z(h@&—af@aﬁ—ai’@a%—Uf®02)®(1+az)i. (3.36)

1=2

Para calcular o comutador [H, py-], reescreveremos a equacao (2.7) da seguinte forma:

B
Ho=—hiof —hooly = Y o+ Y. (0708 + J5,050%)
k=2 a2 (3.37)

N-1
o o (0% (63 o (0% o « o
+ > (ZJJ‘JH%%H)JF > (JN—l,NUN—10N+JN—l,BUN—l‘TB)-
j=2

a=2,Y,% a=x,Y,2

Trabalhando com a equacao (3.37), nao é dificil fazer os célculos do comutador. Assim,
é possivel ver que as condigoes para que dp,- /dt seja nula, ou seja, para que [H, py-] =0
sao:

1. Ji4 = Jiy, sendo a = z,y, 2;

2. JPi=J} 0, emquem =2,3,4,...,N —1,N, B;

3. hl == hA.

Na verdade, se satisfizermos essas condi¢oes, teremos uma Hamiltoniana cujo estado

|t)~) é um dos seus autovetores, com autovalor 0, como veremos na préxima se¢ao. Logo,
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esse estado nao evolui para modelos XX e XXZ, por exemplo. Os outros parametros,
como hy, e J7 ;. q, para j > 2, terdo importancia nos resultados apenas quando pelo menos
uma dessas condi¢oes nao for satisfeita. E de se perceber pela primeira condicdo que isso

nao ocorre no modelo padrao, em que é possivel transmitir |¢)).

3.3 O estado de Bell |¢T)

Apesar de o estado [)7) nao ser transmissivel para o modelo proposto para cadeias
no modelo isotrépico XY, o mesmo ndo ocorre para [p7), onde as simulagoes apontaram
resultados expressivos com transmissoes altamente eficientes. Para melhor compreender
a razao desse sucesso, analisaremos primeiramente um sistema de poucos qubits, cuja
solugao analitica podemos obter usando métodos analiticos. Em seguida passaremos aos

estudos numeéricos para cadeias de centenas e milhares de qubits.

Formalmente, qualquer Hamiltoniana pode ser escrita na base em que ela é diagonal

da seguinte forma:
Moo= > Enln)al, (3.38)

onden =1,2,..., N +2 e |n) é o n-ésimo autovetor de H com autoenergia £, [40]. Para

obter a evolugao temporal do estado |¢), temos que projetd-lo nesta base

) = D_Ia)(ily). (3.39)
Na base em que a Hamiltoniana é diagonal, a evolugao temporal ¢é

(T(t) = e Mp(0)) =D e )l (0)). (3.40)

Para o modelo aqui investigado, temos |¥(0)) = [¢p") 41 ® |02...0505) e portanto

1

) = S| g (1 + )], (3.41)

onde usamos a notagao introduzida na se¢do 3.1. Calculando a fidelidade do estado dos

qubits com Bob com o estado enviado, temos

Fo= o |(slinl) 12

(3.42)




3.3. O ESTADO DE BELL |/*) 45

Analogamente, podemos fazer o mesmo estudo para o modelo padrao em que n =
1,2,...,N. A fidelidade nesse caso ¢é

FP = (i) )

n

Passemos agora ao calculo da fidelidade para o menor sistema possivel e nao trivial,
aquele com N = 4. Para o modelo proposto, isso significa que teremos seis qubits no

sistema, sendo dois para Alice, dois para Bob e dois para transmissao (figura 3.1).

N=4

J 3B

J23

A N

1,2

Figura 3.1: Representagao do modelo proposto para uma cadeia de N = 4.

Os estados |1Az;%|11> e ‘im\;%'im descritos na equagao (3.42) para N = 4 serdo

(3.44)

_ = O O O O

&
Sl
[\
S O O O = =

Reescrevendo a Hamiltoniana da equagao (3.15) para 6 qubits, temos

0 0 Jas 0 0 0

0 0 Jis 0 0 0
Jao J 0 Jys 0 0
How —2| 7212 2.3 ’ (3.45)
0 0 Joys 0 Jsq J3p
0 0 0 Joy 0 O

0 0 0 Jsp 0 0
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cujas autoenergias sdo By = 0, By = —\/2(XJ?+ K), B35 = —/2(XJ?—-K), E, =

V22 J2 = K), Es = /2(X J*+ K) e Eg = 0,sendo 3 J* = J3 ,+ Ji o+ S35+ J5,+ 3 p

e K = \/(Z J?)? — 4(Jf‘72 + J70)(J34 + J??,B). Ao calcularmos os autoestados de E; e Eg

temos,

-Jio 0
Jaz2 0
- 1 0 o 1 0
= — e 6= —— . (3.46)
Va2 + It 0 V. + I3 0
0 Js,B
0 —J374

Nao é dificil notar que (%<13|+%<1N|)|6> e (i[(%]i@ —1—%\10) serdao nulos se Jy 5 =
Jao =Jae Jss = J3p = Jp. Esta éarelacao que permite que a férmula da concorréncia

seja igual a da fidelidade no modelo proposto, como visto na secao 3.1.1.

Como para transmissoes de um qubit o uso de Hamiltonianas espelhadas [25,57,71-73]
se mostrou como sendo a melhor op¢ao, definimos também que J; ;41 = Jy_; n—it+1 Para o
nosso modelo, onde i =1,2,.... N — 1 e Jg = J4. Além disso, para simplificar a notagao,
Jo3 = Jpm. Assim, reescrevendo a Hamiltoniana (3.1) para N = 4 descrito acima, obtemos

para o caso em que N = 4:

0 0 1 0O 0O
0 0 1 0 00
11 0 2= 00
H =2J Ja 3.47
I 00 = o0 11 (347)
A
00 O 1 00
00 O 1 00
Suas autoenergias sao Fy = 0, Fy = —Jax™, B3 = —Jarx~, By = Jyx~, E5 = Jaxt e

Es =0, onde k* = ‘% +,/8+ (‘%)2 Além disso, seus autoestados sao

-1 1

—_ =

o
S~

I
=

+l\.')
w
~

I

| M‘I‘

oo

+
Sk
=

+

v
oo

+
S
=

|
| [\3‘3

—_

=
S~
|
sl
[\
o O O O =
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_ o O O O

T~
S~
Il
— wﬁ wﬁ [ —
ot
S~
I
[ — w‘ﬁw‘ﬁ_ (S —Y
©)
=
S~
I

(3.48)

Usando os autoestados e autoenergias acima podemos calcular a fidelidade da seguinte

forma:
J, 0 Apl+1a\ oo (114 +110)
F <m,J t> = tnt :
i) = | e D (S
2
iy sen [(% + /8 + (%)2 ) JAt} . sen [(% —/8+ (%)2 ) JAt}
8+ (92)2 + 42,8 + (42)? 8+ (42)2 — 2= /8 + (42)?
(3.49)

Para obtermos os méaximos de fidelidade, precisamos saber quando %F (‘ﬁ—’:, Jat) =0ce
F (%, Jat) # 0. Essas condigoes sao satisfeitas para J,, # 0 quando os dois numeradores

da equagao (3.49) forem 1 e/ou —1. A tnica situagao possivel é quando % = 2\/2 ea

fidelidade se torna
J 2 2
Fl22 =22 = 0124/ :
(JA \/;, JAt) sen ( \/;JAt) : (3.50)

nos mostrando que, para obtermos fidelidade maxima, Jst = %;D\/gﬂ, em que a =
1,2,3,...

Ja para o modelo padrao, em que N = 4, podemos fazer o mesmo tratamento para
uma cadeia de spins simétrica, Ji o = J34 = Jyu, além de Jo3 = J,,. Sendo assim, a

Hamiltoniana do modelo padrao é

0 1 0 O
1 0 I= 0
HIE =27 Ja 3.51
XX A 0 iim 0 1 ( )
A
0 O 1 0
Suas autoenergias sao By = —Jant, Ey = —Jun~, B3 = Jan~ e Ey = Jant, em que

Nt = ‘}—Z +./4+ (%)2. Apés calcularmos os autoestados dessa Hamiltoniana, a fidelidade
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sera

2

Y

ntcos [T Jat] — i [1 4 0.25(n")?] sen [nTJst]
4+ Jnnt

(3.52)

n-cos [~ Jat] — i [1 4 0.25(n7)2 sen [~ Jat]|”
+ -
45 Jo

Ao verificarmos qual o valor de J,, que satisfaz as equagoes %F 1D (j—j, Jat) = 0 e
FlD(‘%, Jat) # 0, encontramos Jm = 2\/7 Logo,

FP (im = 2\/; JAt) = sen® (2\/§JA15> + sen? ( \/>JAt> cos (2\/gJAt) (3.53)
A

e concluimos que, para obtermos valores de fidelidade maxima, o valor de tempo devera
ser Jut = ?(Qa — )7, em que a = 1,2,3, ...

No caso em que N = 4, encontramos uma caracteristica importante: devemos construir
uma cadeia simétrica para o modelo proposto assim como foi feito em outros trabalhos
para o modelo padrao. Essa simetria deve ocorrer também para as interagoes 1,2 e A, 2,
allmde N -1, Ne N — 1, B.

Estudemos agora uma cadeia de N = 5, com o modelo proposto representado pela
figura 3.2, onde, J1o = Jao = Jas = Jup = Ja e Jo3 = J34 = Jp,. Escrevendo a

Hamiltoniana para sete qubits (N = 5) temos

00 1 0 0 0O
00 1 0 0 0O
11 Im 00
A
00 0 2 0 11
A
00 0 O 0 0
00 0 O 1 0O
Ao determinarmos suas autoenergias, obtemos E; = 0, Fy = —2.2uJs, E3 =

—2V2Ja, By = 0, B5 = 2V2Ja e Eg = 2\/2uJa e Er = 0, em que p = 14 (32)%
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J_A ¢ i J_A

Figura 3.2: Representagdo do modelo proposto para uma cadeia de N = 5.

J& seus autoestados sao

-1 1 1 1
1 1 1 1
T B | v 1 V2 I ’
=70 [[R=0g| 2 [[B=p| O |'W=5m% |
0 —V2u V2 0
0 1 -1 1
0 1 -1 1
1 1 0
1 1 0
. L V2 . L | v - Y
b=z 0 |- O= & 29 e = 7| 0| 65
-2 V2 0
-1 1 1
-1 1 1

Com isso, podemos calcular a fidelidade da equagao (3.42) para N = 5:

(CR) = [ () os (2vae) 4 cos (2vanani+ ()')

4 1+ ()

2
F =

9

2 (3.56)

Nesse caso, ¢ possivel encontrarmos maxima concorréncia para os qubits de Bob

quando % =V4da? —1e Jyt = 2”7_21%, sendo a,b = 1,2,3, ... Por exemplo, para a = 1,
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Jm — S 3 .
= V3, a equacio da fidelidade passa a ser:

F (j’; _ 3, JAt) — sen’ (V2Jat). (3.57)

Para o modelo padrao, é possivel calcular o valor da fidelidade para cadeias de 5 qubits
com 0 maximo ocorrendo quando % = \/g . Percebemos que conseguimos fidelidade F'
maxima e assim transmitir a Bob um estado puro maximamente emaranhado quando
N = 4 e N = 5. Para cadeias com N > 5 as contas analiticas tornam-se inviaveis.
A partir desse ponto, faremos nossas analises de forma numérica, em que definiremos a

Hamiltoniana para o modelo proposto como sendo

N—
Hxx =2Jy [(JAJQ +o50y)+ (0o, +o507)+ J—m Z ~+1+0;~r+10j_)
i=2 (3.58)

+ (08105 + 0hon_1) + (0% _1on + UJJ\FJUJ_V_Q} :

e para o modelo padrao

_ I & - - - -
j=2

3.3.1 Analise numérica

Primeiramente, é importante verificar para cadeias maiores se a melhor configuragao
para os dois modelos é aquela apontada no final da se¢do 3.3 (configuragao simétrica).
Como pode ser visto na figura 3.3, comparamos as cadeias simétricas com outras diferentes
configuragoes nos dois modelos. Definimos um tamanho de cadeia N = 50 para nossos es-
tudos, buscando o melhor valor de emaranhamento para cada configuracao. Nessa busca,
evoluimos o estado geral |U1(0)) = %(HOOOO...) + 101000...)) até Jat = 257, armaze-

nando o maior valor de EoF e o tempo em que isso ocorre. Comecamos as simulagoes

Im
Ja

aumentando o valor de J—m em 0,001. Esse processo de acréscimo em 0,001 nas constantes

com 0 e, ap6s terminar e armazenar o melhor EoF, repetimos o processo, mas agora
de acoplamento ocorrera Sucesswamente até a tltima simulagao, quando J’" = 50, to-
talizando 50001 simulagoes para cada configuragao de cadeia. Terminado esse processo,
observamos qual dentre todos esses resultados é o que fornece o maior valor de FoF' nos
qubits de Bob, apresentados abaixo de cada configuracdo na figura 3.3. Nota-se clara-
mente que o melhor cenario ocorrerd quando Ja2 = Ji2 = Jy_1,8 = Jy_1,8v = Ja para o
modelo proposto e J; 2 = Jy_1 ny = Ja para o modelo padrao. Vale a pena observar que
encontramos excelentes resultados para esse e outros tamanhos de cadeia modulando o

sistema com apenas dois valores de acoplamento, sem necessidade de campo externo.
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N=50 + 2 qubits
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N=50 + 2 qubits
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In/J,=2,334; EoF=0,179; J,t=5,798

Jun/1,=1,786; EoF=0,0956; J,t="7,413

N=50 + 2 qubits
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(7 |A m| Q)
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In/J,=1,982; EoF=0,0691; J, t=57,111

N=50 qubits

%@J_m @) or @J_m@i_;@

In/J,=30,409; EoF=0,564; J, t=73,616

N=50 qubits

%@J_m @ . @h%@

In/J,= 1,868; EoF=0,213; J, t=7,572

Figura 3.3: Comparacao das configuracoes de acoplamento que foram estudadas para os modelos
proposto e unidimensional. As correntes representam o emaranhamento dos qubits de Alice em
t=0 e Bob para J4t dado na figura. Para obter os resultados, evoluimos o estado |¥T(0)) =
%(\01) + |10)) ® [000...) até Jat = 257 utilizando a Hamiltoniana da equacdo (3.58) para o
modelo proposto e (3.59) para o modelo padrao, variando apenas o valor de J,,/J4 de 0 a 50.
Durante a evolugao, calculamos o estado dos qubits de Bob e armazenamos o melhor valor de
emaranhamento encontrado e o tempo em que este ocorreu para cada valor de J,,/Ja. No
quadro acima estdo os melhores resultados encontrados e a melhor condi¢do de acoplamento
para tal. Notamos que a melhor condi¢cdo para o modelo proposto ocorre quando os qubits de
Alice e Bob estao acoplados com a cadeia de transmissdo com uma mesma magnitude e essa
deve ser menor que os acoplamentos J,,. J& para o modelo proposto, o melhor cenario ocorrera
quando o acoplamento entre os dois qubits de Alice for da mesma magnitude do acoplamento
dos dois qubits de Bob. Observe que o modelo proposto supera em muito as outras propostas
de configuragéo, transmitindo um emaranhamento dado por 0,997.

Definida qual serd a configuracao padrao das nossas simulagoes para todos os tama-
nhos de cadeias estudadas, vamos antes, por completeza, estudar a situacao mais simples
possivel: todas as interacoes tém a mesma magnitude nos dois modelos, ou seja, J,,, = J4.
Assim, a Hamiltoniana do modelo proposto passa a ser

N-1

Hxx =2Ja |(0hoy +050,)+ Y (07054 +0/10;) + (0n_105 +0hon_4)|, (3.60)
j=1

e a Hamiltoniana para o modelo padrao sera

N-1
HY =2J4 Y (0] 05 +0f07). (3.61)
j=1

Como visto na figura 3.4, os dois modelos encontram valores de emaranhamento se-
melhantes em boa parte das simulagoes, mostrando que o arranjo proposto em sua con-

figuragdo mais simples pode servir de transmissor de estados emaranhados. No entanto,
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vemos que o caso unidimensional sempre consegue transmitir em um tempo menor que o
nosso modelo. Um dos principais motivos é que o modelo proposto tem dois qubits a mais
na cadeia de transmissao, fazendo a informacao dos qubits de entrada "ter um caminho
mais longo" do que o caso 1D. Resumidamente, o modelo proposto, apesar de demonstrar
resultados eficientes em boa parte dos casos, ndo é melhor que o modelo padrao quando
todas as interacoes tém a mesma magnitude. Vale a pena destacar que nesta configuracao,
nao conseguimos transmissoes quase-perfeitas do emaranhamento seja via modelo padrao

ou modelo proposto.

0.8 —— T 0,8 — . ——
0,6 — 0,6 —

504 _— 0,4 —
0,2 — 0,2 —
0,00_ 0,0 _

Figura 3.4: Comparacao dos modelos unidimensional (linha continua) e o proposto no nosso
trabalho (linha tracejada) para (a) N = 8 e (b) N = 9 com o estado inicial [¢)1) = %(|01)—H10>),
e quando todos os acoplamentos tém a mesma magnitude, ou seja, J,, = Ja. Nesses graficos,
utilizamos a Hamiltoniana da equagdo (3.60) para o modelo proposto e (3.61) para o modelo
padrao.

De agora em diante, analisaremos as situagoes em que J,,, # J4. Para simplificar os
estudos a seguir, fixaremos J4 = 1. Com essa mudanca, a Hamiltoniana para o modelo

proposto sera

N-2
Hyxx =2 [(criicr; +oy0y)+(0foy +ojor)+ T Y (0f 07 +0f07)
j=2

(3.62)
+ (08105 +050N1) + (0F_10n +onoy-1) |
e para o modelo padrao
N-2 ]
Hix =2 |(0f 0y +0507) + I D (07050 + 051107 ) + (0f 10y +ofon_y)| - (3.63)
Jj=2 J

Vamos comecar nossa discussao supondo a condigao inicial dada pelo estado de Bell
|pt) = %(|01> +]10)) e dois tamanhos de cadeia: N = 100 ¢ N = 1000. Evoluiremos
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esse estado geral até t = 257 para todos os valores de acoplamento .J,, entre 0 a 100
e armazenaremos o melhor valor para o emaranhamento transmitido e o tempo em que
isso ocorre. Como visto na figura 3.5, ao aumentarmos os valores de J,, aumentamos
também a quantidade de emaranhamento que chega a Bob. Isso ocorre para os dois

modelos e cessa a partir de um certo valor critico de J,,. Acima desse valor de J,, a

1’0 i T W T T | 1 ]
Ay (a) _|
0,8 1 .‘!3 3
206§ 8 —
ER V2 i
S 04
Sl ]
0,2 ‘:’ RN g o
00l | . | . | . | .
0 20 40 J 60 80 100
1,0 . | . | — . | .
0,8 -
mcﬁ 0.6 ?k ----- = Modelo proposto
S 04— +  Modelo unidimensional _
02 N
0,0 _ ; ‘E‘f 1 : - vismme Y e M
0 20 40 ] 60 80 100

Figura 3.5: Comparagao dos pontos de maximo EoF dos modelos proposto e unidimensional, em
que transmitimos o estado |¢p) = %(ml) +110)) de Alice para Bob por cadeias de (a) N = 100
e (b) N = 1000. Utilizamos as Hamiltonianas das equacoes (3.62) para o modelo proposto e
(3.63) para o modelo padrao, variando apenas o valor de J,,, de 0 a 100, em incrementos de 0, 1.
Evoluimos o sistema até t = 257 para cada valor de .J,, e coletamos o maior emaranhamento
transmitido a Bob que occore durante esse tempo.

quantidade de emaranhamento chegando a Bob diminui. No entanto, ao continuarmos
aumentando o valor de J,,, um novo valor critico dessa constante surge, além do qual o
emaranhamento transmitido volta a aumentar. E a partir desse ponto que vemos uma
diferenca fundamental entre os modelos padrao e proposto. Para o primeiro, esse aumento
do emaranhamento transmitido é muito pequeno, nao superando o valor do primeiro pico
de maximo. Agora, para o modelo proposto nesta Tese, o emaranhamento chegando a
Bob continua a aumentar até alcancarmos uma transmissao praticamente perfeita para
valores suficientemente grande de J,,. De fato, observando na figura 3.5.a, vemos o
emaranhamento transmitido a Bob, quando N=100, aingir valores acima de 0,97 quando
Jm = 40 e 0,99 quando J,, &~ 70. Especificamente, para .J,,, < 5, o melhor cenario ocorre

para J,, = 2,86; para J,, < 50, o melhor acoplamento sera 49,98; ja para J,, < 100,
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o melhor valor de J,, é 99,10. Quando a cadeia possui N = 1000 qubits (figura 3.5.b),

vemos um comportamento semelhante ao descrito quando N = 100 qubits.

1,0 ' ' | | ' . -
0,8 N=10
0,6 EoF=0,9977
0,4
0,2
1,0
0,8
0,6
0,4

LLO’2
010 ] ] | | |

Lu s I T | I | | | J'L’— '”l»,q\q
0,8 N=250
0,6 EoF=0,9981
0,4
0,2
1,0 | | | | | |
0,8
0,6
0,4

| |
EoF=0,9991
0,2

0 | | | | | |
20T 40Tt t 60Tt 80T 1001t

N=70
EoF=0,9976

L LT R

/

)

Figura 3.6: Grafico de evolugao temporal do emaranhamento nos qubits de Bob quando J,,, = N
para o modelo proposto. Utilizamos para gerar as curvas a Hamiltoniana da equacao (3.62).
Todos os resultados de EoF maximo estao acima de 0,99.

Note que esse comportamento de maxima transmissao de emaranhamento ocorre
quando J,, for muito maior que J4. Verificamos isso para diferentes tamanhos de cadeias
e todas deram resultados excelentes, alcangando transmissoes de estados emaranhados
quase perfeitas. Os valores de .J,,, que fornecem esses resultados tendem a ser da ordem
do nimero de qubits da cadeia, em que certamente encontraremos EoF> 0,99 em algum
instante de tempo (apesar do tempo para o maximo EoF ficar cada vez maior), como
visto na figura 3.6. No entando, a medida que aumentamos a cadeia, valores menores de
Jm também serao suficientes para transmitir emaranhamento proximo de 1.

A analise precedente mostrou que temos um sistema que pode transmitir estados ema-
ranhados com alta eficiéncia apenas alterando o valor do acoplamento entre os qubits da
cadeia de transmissao, para qualquer tamanho de cadeia, desde que .J,, seja suficiente-
mente grande. E mais, como visto na figura 3.6 para cadeias de diferentes tamanhos e
também observado na figura 3.7 para uma cadeia de N = 100 qubits, o valor do emara-
nhamento transmitido é ciclico no modelo proposto, isto é, oscila entre regioes de minimo

e maximo ao longo do tempo. Além disso, vemos que a frequéncia de maximos EoF é
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cada vez menor a medida que aumentamos o valor de J,,,.

-

-
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Figura 3.7: Graficos de EoF dos qubits de Bob quando o estado de Alice em t=0 é [¢) =
%(\Ol) + [10)) ¢ N = 100 para o modelo proposto (equacdo (3.62)). Aqui, J, = 22,50,
Jm = 49,98, J,, = 73,30 e J,, = 100,0. Nota-se que, quanto maior o valor de .J,,,, menor é a
frequéncia de oscilacdo dos pontos de maximo emaranhamento transmitido.
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Figura 3.8: (a) Valor de J,, dando o primeiro pico de méximo emaranhamento transmitido a
Bob em fungao de N. (b) Valor do emaranhamento no primeiro pico de méximo descrito em (a)
em fungao de N. (¢) Tempo em que o primeiro pico de méximo ocorre conforme descrito em (a)
em funcio de N. O estado emaranhado inicialmente com Alice é dado por [¢1) = %(\Ol) +110))
e nos graficos acima N varia de NV =4 até N = 100.

Nao ha vantagens apenas quando o sistema proposto opera com .J,,, muito maior que
J4. Como visto figura 3.5, valores pequenos de J,,, também dao bons resultados. Para

melhor ver isso, mapeamos todos os valores de J,,, que dao os primeiros picos de maximo
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emaranhamento transmitidos com precisao de duas casas decimais, para os dois modelos

variando N de 4 até 100. Essas simulagdes podem ser vistas na figura 3.8.
Analisaremos, agora, os graficos para N = 100, em que J,, = 2,33 para o modelo

padrao e J,, = 2,86 para o modelo proposto, cujos maximos EoF correspondem a 0,4057

e 0,8165, respectivamente (figura 3.9). Observando estes graficos, notamos uma caracte-

1,0 B T T T I T | T [ T _
0,8 — ' —
w06 - :": — Modelo unidimensional _
o Tt --- Model t g
S04l IIuII :\‘l odelo proposto B
02 ¥ A " N i ]
0,0k i | L TN N NS, G B WA ]
0 5T 10T t 151 20m 25m

Figura 3.9: Emaranhamento transmitido a Bob em fung¢ao do tempo para o caso de N = 100
Pty = %(\01) +|10)). Os valores de J,,, usados para
gerar estes dados sao aqueles que dao o primeiro pico de maximo emaranhamento transmitido

qubits quando o estado de Alice em t=0 é

a Bob. Para o modelo proposto, temos J,, = 2,86 e para o modelo padrao (unidimensional)
temos J,, = 2,33. As curvas acima sao claras ao mostrar que o FoF transmitido pelo modelo
padrao nao ultrapassa 0,5 enquanto o modelo proposto supera o valor de 0,8.

ristica importante: o valor de maximo emaranhamento ocorre no primeiro pico, seguido
de regides de minimos e outros picos menos expressivos.

Ao estudarmos cadeias maiores para o modelo proposto, vemos que nao ha a neces-
sidade de evoluir o estado geral para além do primeiro maximo EoF por sabermos que
este dard o melhor resultado (figura 3.10). Logo, encontramos uma situa¢ao de excelen-
tes valores de emaranhamento transmitido para cadeias relativamente grandes e em um
tempo razoavel. Esse comportamento do maximo emaranhamento transmitido ocorrer no
primeiro pico da evolugdo temporal ocorre em todas as cadeias quando utilizamos valores
baixos de J,,. A seguir analisaremos mais detalhadamente esse fato.

Como temos um modelo em que é possivel de se analisar milhares de qubits, fizemos
uma varredura para tamanhos de cadeias entre N = 4 e N = 2500, nos limitando ao
primeiro pico de maximo emaranhamento transmitido. Vemos na figura 3.11.a que, mesmo
para uma cadeia de N = 2500, encontramos uma transmissao de emaranhamento acima
de 2/3 em um tempo de simulagao de ~ 42, 8w. Percebe-se também que o valor do EoF
transmitido decai cada vez mais lentamente a medida que aumentamos a cadeia. Além
disso, nao ha a necessidade de usarmos um valor de .J,,, cada vez mais alto a medida que a
cadeia aumenta, pois a taxa de aumento do valor de J,,, do primeiro pico de méaximo EoF
em relacao ao numero de qubits diminui, tendendo a ser cada vez mais linear em relacao
ao nimero de qubits (figuras 3.11.b e 3.11.c). Para N = 2500, por exemplo, encontramos
EoF = 0,6787 para J,, = 4,70, um valor de J,, nao muito alto.

Desta se¢ao, concluimos que, quando Alice quer transmitir o estado [¢/T), o modelo

proposto da os melhores resultados, superando, e muito, o modelo padrao. Nessas condi-
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Figura 3.10: Graficos de transmissdo de estados emaranhados para cadeias de (a) 22, (b) 102,
(¢) 502 e (d) 1002 qubits no modelo proposto. O grafico do lado esquerdo corresponde ao calculo
do primeiro maximo de emaranhamento causado pela variagao de J,,, quando transmitimos o
estado [ypt) = %(\01) + [10)) utilizando a Hamiltoniana da equagdo (3.62). Para cada valor de
Jm, 0 tempo variou de 0 a 257 nas evolucbes temporais. Nota-se que esse valor de J,,, d4 um
primeiro maximo de emaranhamento seguido de outros picos menos expressivos.

¢oes, conseguimos uma excelente transmissao de estados emaranhados, mesmo para uma
cadeia de milhares de qubits, ajustando apropriadamente os valores de J,, e J4 na equacao
(2.11). Conseguimos, também, fazer essa transmissdo num tempo razodvel, mesmo para

grandes cadeias de spin.

3.4 Estados de Bell |¢7) e |¢7)

Diferentemente da transmissio de [¢), o estado |¢pT) = %(|OO) + |11)) tem dois
estados excitados, o que faz com que o nimero de estados relevantes para a evolugao
temporal seja da ordem de N2. Logo, nao ¢ tao vantajoso utilizar os métodos numéricos
aplicados ao estado |¢)7) descritos na segio anterior. No entanto, podemos ainda utilizar
o fato de que o nimero de excitagoes é constante.

Com isso em mente, nao é dificil ver que, usando a notacgao da equagao (2.6),

1. H;;|V) = 0 se os numeros de estados excitados nos sitios ¢ e j forem iguais, seja 0

ou 1.

EX.ZHA,2‘0A11021304...0NOB> == 0
A
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Figura 3.11: Graficos de (a) EoF transmitido, (b) tempo e (c) constante de acoplamento J,,
quando o estado de Alice é [¢pT) = %(]01) +110)) para cadeias de N = 4 até N = 2500. Usamos
a Hamiltoniana (3.62) para evoluir o modelo proposto e o valor de .J,, associado ao primeiro
pico de méximo emaranhamento, conforme descrito no texto e na figura 3.10. Encontramos
EoF=0,6787, acima de 2/3, mesmo para N = 2500 em um tempo razoavel de simula¢do. O
valor da constante de acoplamento é J,, = 4,70 para N = 2500.

2. H;;|V) = |¥) se os niimeros de estados excitados nos sitios i e j forem diferentes.

Aqui, |¥) é o estado |¥) onde trocamos os papéis de i com j.

Yl
Ex.: HA,2|OA11120304---0NOB> = |1A11020304---ONOB>-
S

De posse dessas informagoes, expandimos o operador evolugao temporal U(At) =
e "MAt da seguinte forma,
U(At) =~ I — iHAL. (3.64)

e utilizamos as propriedades (1) e (2) acima para calcular numericamente o estado no
tempo At, isto é, |U(At)) = U(At)|¥(0)). Dividindo nosso tempo total de evolugdo
temporal em intervalos de At suficientemente pequenos, conseguimos calcular a evolugao

temporal do nosso sistema atravéz de sucessivas aplicagoes do operador U (At),

(U (t)) = U(AL)...U(AH)|T(0)), (3.65)

onde nAt = t.

Essa aproximagao para até N = 20 qubits é muito precisa se At ~ 107" (tabela 3.1)
e o tempo maximo for de 57. Sendo assim, nossos estudos se limitardao a N = 20 para

transmissao dos estados [¢T) e |¢7).

A principio, estudaremos como o operador evolugdo temporal (3.64) age nesses dois
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At N=15 N=20
EoF tEoF EoF tEoF
1,00m.1072 | 0,9123025539 | 0,8817 | 0,8693109377 1,049
2,007.107* | 0,8818990180 | 0,88147 | 0,8381488160 1,0494n
1,007.107* | 0,8781324383 | 0,88157 | 0,8342447307 | 1,04957
6,257.107° | 0,8767230568 | 0,8815007 | 0,8327824477 | 1,0495625m
5,007.107° | 0,8762536279 | 0,881507 | 0,8322953049 | 1,0495507
4,007.107° | 0,8758782164 | 0,881527 | 0,8319056650 | 1.0495607
3,20m.107° | 0,8755779863 | 0,8815047 | 0,8315940154 | 1,0495687

Tabela 3.1: Tabela dos valores de maximo EoF transmitido a Bob quando o estado de Alice
6 |6%) = =(00) + 11)).
operador evolugao temporal U(At) = I —iHAt. As interagdes sao descritas pela equagio (3.62),
sendo J,, = 2,150 para N = 15 e J,,, = 2,252 para N = 20. Para os dois tamanhos de cadeias
estudadas, quando At < 5,007.107° ~ 1,57.107%, a alteracdo de valor do EoF étimo passa a

Aqui, N = 15 e N = 20 e utilizamos diferentes valores de At no

ser na terceira casa decimal e do tempo 6timo na quarta casa decimal, sempre que os tempos
totais de evolugao forem menores que 5.

estados de Bell:
n 1
U(At)|9=-(0)) = U(A?) (\/5100) + ]11)) ® |000...0),

1
= —5U(A1)]00000...0) £ —=U(A#)[11000...0). (3.66)

%

.0) é um autoestado da Hamiltoniana, entao U(At)[000...0) =

N

Como #]000...0) = 0 ¢ |000..
1000...0)

Assim, reescreveremos a equagao (3.66) como

U(A8)|®E(0)) = ;§|00000...0> + At)|11000...0), (3.67)

1
vl
e precisamos apenas estudar a evolugao temporal do estado [11000...) para obter a evolugao
do estado geral. Note que a evolugdo temporal dos estados |¢p1) e |¢p~) diferird apenas
pelo sinal + e —. Dessa forma, a dinamica destes dois estados serda semelhante e, sem
perder em generalidade, escolhemos trabalhar de agora em diante com |¢™).

Na figura 3.12 apresentamos os resultados de nossas simula¢ées para valores de N

de 4 a 20 qubits. Como pode ser visto, os modelos padrao e proposto atingem valores
V3
2
Tr(pg®) — 1, o que indica que o estado que chegou a Bob é um estado puro. A partir

de FoF — 1 em um tempo t =~ %71 quando N = 4. Além disso, encontramos que
de N = 7, o modelo proposto comeca a dar resultados melhores que o modelo padrao,
obtendo melhores valores de emaranhamento e em um menor tempo. Percebemos que,
para a transmissao desses estados, também precisamos aumentar o valor de J,, a cada
nimero de qubits adicionado & cadeia, assim como na transmissdo do estado |¥F) (figura

3.12.a). Além disso, como visto na figura 3.12.b, o emaranhamento de formagcao decai
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a uma taxa menor para o modelo proposto, mostrando que, para cadeias maiores, a

transmissao desses estados também ¢é extremamente eficiente via esse modelo.

190 | T | T
= e—e Modelo 1D =
4—a Modelo proposto
0,9 — N=1F7 ]
- N=20
L v
S08-
0,7 —
0.6 | ! |
U2 314 n Stv4
tempo t

Figura 3.12: Comparagao dos primeiros maximos de emaranhamento transmitido a Bob via
modelos 1D e proposto nesta Tese quando o estado inicial de Alice for |¢pT) = %(!OO} +]11)).
A Hamiltoniana usada é dada pela equagdo (2.11) e evoluimos o estado em incrementos de
At = 3.10_4, conforme explicado no texto. Vemos que o valor de J,, étimo para o caso
unidimensional é menor que o do modelo proposto (veja grafico pequeno (b)). Em compensagao,
o valor de EoF transmitido pelo modelo proposto é maior, alcancando valores acima de 0,8 mesmo
para N = 20 (veja grafico pequeno (a)).

1,00 T T T T T T T
0,95 _
- ST4 T T T T T T T 17T ot
5090 ; v [y
— A—a orl]
(b) —
0’85 B w4 I T I N T
L 4 6 8 10 11\% 14 16 18 20 (a) *
0,80 I | I | I | I | I | I | I | I
4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 3.13: (a) Comparagdo dos pontos de primeiro maximo de EoF transmitido a Bob e
(b) o tempo em que ocorre este miximo quando inicialmente Alice tem os estados |¢pT) =
%(\Om +[11)) e [9T) = %(|01) + |10)), de N=4 até N=20. A Hamiltoniana usada é dada
pela equagdo (2.11) e evoluimos o estado em incrementos de At = §.10*4. Notamos que, ao
aumentarmos do niimero de qubits, o estado [1)™) fornece melhores resultados.

Quando comparamos os resultados do primeiro méaximo de transmissao desse estado

de Bell (|¢™)) com o estado |1)T), observamos que o estado 1)) tem o melhor desempenho
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entre os dois, obtendo valores de EoF maiores (figura 3.13.a) em um tempo menor (figura
3.13.b).

Apesar de observarmos resultados interessantes, ainda nao sabemos se esse estado
emaranhado nos qubits de saida é o mesmo estado de entrada. E importante, pois, avaliar
a fidelidade do estado com Bob para descobrirmos qual estado de Bell esta chegando até
ele.

Para determinar o estado de saida, precisamos estudar a fidelidade dos qubits de Bob
em t em relagdo aos qubits de Alice em t = 0. Quando encontramos um alto valor
de fidelidade nas regides de maximo emaranhamento (figura 3.14.a), isso significa que o
estado de Bob apds um tempo t é o estado transmitido por Alice. Ja no caso da fidelidade
ser quase nula nessas regioes (figura 3.14.b), isso significa que o estado dos qubits de
Alice foi alterado ao longo da transmissao. Mas qual estado chegou a Bob quando o
emaranhamento é maximo, mas a fidelidade é nula? Ao analisar o operador densidade
do estado de saida nestes casos, vemos que se prepararmos um estado de entrada |¢7),
encontramos o estado de saida |¢~) e vice-versa. Em outras palavras, ha condi¢oes em

que os estados de Bell sao "invertidos" e é importante determinar tais condigoes.

1,0 —r— 1,0
0.8 W 0.8
06 il 0,6

3 i 3

IR [ E
04 " 0.4
02} 0.2
0,0 /\j | I M 0,0

0 m st 0

Figura 3.14: Valores da fidelidade (linha tracejada) e emaranhamento de formagao (linha con-
tinua) quando o estado inicial de Alice for |¢1) = %(\Om + |11)). No painel (a) temos N=9
qubits e em (b) N=10. Aqui usamos a Hamiltoniana (3.62) com .J,, = 2 para implementar a
evolucao temporal.

Através de nossas simulac¢oes percebemos que isso ocorre quando temos um niimero par
de qubits na cadeia. Assim, se quisermos que Bob receba |¢~), por exemplo, precisamos
saber quantos qubits temos na cadeia para determinar qual o estado Alice deve preparar
em t =0, isto é, |¢p1) se N par ou |¢~) se N impar.

Ha uma outra maneira de Alice garantir que Bob receba o estado preparado por ela
quando N for par. Para isso, ela deve alterar o sinal do acoplamento entre o qubit A e
o qubit 2, isto é, J42 — —Ja2. Neste cendrio, nossas simulagoes mostraram que para

cadeias com N par, se Alice envia |¢1) (ou [¢7)), Bob receberd o mesmo estado |¢) (ou
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[¢7)).
Logo, se quisermos sempre transmitir o estado de entrada |¢*) ou |¢7), indiferente-

mente do niimero de qubits, a nossa Hamiltoniana deve ser

N—
Hxyxy = (—1)N+1(0j4r(;2_ +oyoy)+ (o]0 +o507)+ Jn(N) Z (U;»“Ojjrl +a;-r+1aj_) (3.68)
=2

[\

+ (UJJ\rLlUl_a + UEU]?/71> + (UJJ\;AUR/ + UJJ\FJUXIA)

Essa mesma troca de sinal, J4 9 — —J4 2, também afeta a transmissao no cendrio em
que [T = %(|01> +10)) é o estado de Alice em t = 0. Mas agora, no entanto, a troca de
sinal produz o seguinte resultado. Ao trocarmos o sinal e se Alice prepara em t = 0 os seus
qubits no estado |)7), ndo observamos transmissiao alguma. Caso ela prepare seus qubits
no estado [¢)7), observamos que Bob recebe o estado |¢)1) ao final da evolucao temporal.
Ou seja, neste caso trocar o sinal de Jy o significa bloquear ou permitir a transmissao de
emaranhamento.

Em suma, toda a extensa discussao feita nesse capitulo mostrou que o modelo proposto
¢ muito superior ao modelo padrao na tarefa de transmitir emaranhamento de Alice para
Bob. Além disso, vimos que dos quatro estados de Bell, [¢)7) foi o que se mostrou mais
apropriado para transmitir emaranhamento. De fato, mostramos que, se Alice prepara
seus qubits no estado [)T), a quantidade de emaranhamento que chega a Bob é superior
aquela obtida usando-se os outros trés estados de Bell e o tempo em que esse emaranha-
mento chega a Bob também se mostrou menor. Nossa tarefa, agora, é estudar a robustez
das configuracoes 6timas do protocolo aqui proposto em diversos cenarios de imperfeicao

em sua construcao (desordem). E esse o assunto do préximo capitulo.



Capitulo 4
Inclusao de desordem

Estudaremos neste capitulo a inclusao de desordem no modelo proposto quando este
transmite o estado [T) = %(!Ol) +110)) de Alice para Bob. A desordem serd implemen-
tada adicionando imperfei¢oes nas constantes de acoplamento entre primeiros vizinhos,
campos magnéticos externos fracos e interagoes residuais entre qubits no eixo z (0507, ).
A inclusao de desordem nos permitira trabalhar com um sistema "mais realista", onde ve-
rificaremos o quanto a transmissao é afetada por possiveis problemas na montagem ou na
execugao experimental [74,75]. Nas discussoes a seguir, chamaremos de "caso ordenado"
o sistema sem desordem e de "caso desordenado" o sistema que apresentar algum tipo de

desordem.

4.1 Desordem nas constantes de acoplamento

Comecaremos os estudos de desordem supondo a possibilidade de haver erros aleatorios
em cada constante de acoplamento 6tima obtida no capitulo anterior. Em outras pala-
vras, queremos verificar a robustez dos resultados anteriores em um cenario de possivel
implementag¢ao experimental do nosso protocolo, onde nao é factivel regular com perfeicao
todos os parametros do sistema. Imaginemos um exemplo: o responsavel pela montagem
do experimento nos informa que, ao regular as intera¢ées do modelo proposto, cujos valo-
res devem ser J4 = 1 e J,,, = 2, possivelmente haverd um erro aleatério de até +0,1% do
valor ideal. Isso indica que, experimentalmente, J4 = 1+0,001 e J,, =2+ 0,002. Todas
as constantes J4 e J, poderao ter valores independentes devido a essa imprecisao na
montagem. Possivelmente J4 2 # J; 2, por exemplo. Tal cendrio poderia inviabilizar o uso
pratico do modelo proposto se as condi¢oes 6timas de acoplamento forem muito sensiveis
e o minimo desvio nos seus valores afetar drasticamente os resultados. Por outro lado, nao
sabemos informar se a melhor configuracao ¢ aquela em que todas as interagoes J4 e J,,
devam ser a do caso ordenado ou se alguns desvios podem otimizar a transmissao. Nesse
caso, ter um sistema desordenado pode ser benéfico. Sendo assim, hd uma necessidade

real de investigarmos a robustez do sistema estudado para além do caso ordenado. Afinal,

63
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se quisermos tentar prever como ocorrera uma transmissao experimentalmente, devemos
estuda-la incluindo essas imperfeigoes. Isso pode ser feito adicionando um erro aleatorio
0J; j que fard com que cada constante J; ; tenha um leve desvio de seu valor 6timo, ficando
um pouco maior ou menor que no caso ordenado.

Podemos descrever matematicamente como atuarao esses desvios nas constantes de

acoplamento que irdo compor a Hamiltoniana Hyx da seguinte maneira:

Ji,j - JiJ (1 + 5JZ7J) (41)
valorm erro val;/i_(;eal

Aqui, 0J; ; ¢ um nimero aleatério dentro de uma distribui¢ao uniforme continua entre
—p e p, sendo p a maxima porcentagem de erro no valor de interacao J; ;. Por exemplo,
para um erro maximo de 1% (p = 0,01), temos —0,01 < ¢J < 0,01 e, se aplicado
nas interacoes entre qubits Jio = 1 e Jy3 = 2, suas magnitudes poderao estar entre os
valores 0,99 < Jyo < 1,01 e 1,98 < Jy3 < 2,02, respectivamente. Como nossa intencao
é verificar a robustez dos resultados apresentados anteriormente para a transmissao do
estado |1T) ao longo de grandes cadeias de spin, utilizaremos como valores ordenados as

constantes 6timas de acoplamento J4 e J,, estudadas no capitulo 3 (figura 4.1).

JA 1+5JA 2)
J (14+dJ J(1+8J
JA(1+8J1 2) ’/ 1+8J3 4) (149 N—Q,N-l) ‘/> A N-1,B)
OO0 O8O O
! o
Jm(1+ 3J.3) I 14Ty 5 n.s) T(1483 ;)

Figura 4.1: Representagao da desordem que pode ocorrer durante a montagem do experimento.
Cada constante de acoplamento tera um valor aleatério escolhido independentemente a partir
de distribuicao uniforme centrada sobre seu valor ideal. ¢.J; ; representa a porcentagem de erro
sobre o valor 6timo tedrico para o caso ordenado.

A desordem descrita pela equacao (4.1) ocorre durante a construgdo ou montagem
da cadeia de spin e assim as interacoes XX entre os qubits se mantém fixas durante a
transmissao. Em outras palavras, essa é uma desordem estdtica (figura 4.2.a). No entanto,
devemos estudar a possibilidade dessas interacoes oscilarem assim que Alice comecar a
enviar o seu estado quantico para Bob. Nessa situacao, J; ; = J; ;j(t) e a equacao do desvio

para as constantes de acoplamento sera
Jij(tn) = Jij(ta1) (14 6.Ji5(t)). (4.2)

Nesse tipo de desordem, J; ;(%o) sera o valor ideal da constante de acoplamento e J; ;(t)

o desvio na montagem, com o qual o sistema evoluira até o instante ¢;. A seguir, ele sofrerd
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um novo desvio, J; ;(t3), evoluindo até o instante 5. Isso ocorrerd sucessivamente até o
tempo final £, em que Bob deveria receber o emaranhamento transmitido por Alice no caso
ordenado. Logo, a equagao (4.2) serd uma relagao de recorréncia utilizada nos estudos e
os n valores aleatoérios de §.J; ;(t) utilizados serao independentes entre si e com os valores

anteriores, tendo como tunica semelhanca o méaximo valor possivel *p.

QO (a)Desordem (O (57 QO (b)Desordem (O v (O (c) Desordem Q 6)s
Bl estética </ B dindmica | % [ ]| flutuante L/
OEORCOO~-0OIOEOEO [OHCHOEO-~-OEOEORO OROCHOEO~-OECEOEO
e | e e
E O @) E O @) B O O
T W 2 [ 0 B [
G ¢ OnoZONS L 0N CACHONONCIONONONCRe ¢ ¢ oZeone ONe)
O O O O O O
[ [ | [ [ O [ |
OHOROOO~-OOOHEOEO {OEOECOEO-OECEOEC *OEOECOO~-OECOOEO
Posigao Posigao Posigao

Figura 4.2: Aqui circulos representam os qubits da cadeia e os quadrados a variagao das cons-
tantes de acoplamento entre os qubits em torno dos seus valores 6timos. As cores distintas nos
quadrados representam diferentes flutuacoes das constantes de acoplamento, as quais diferem
do valor étimo ordenado por §J;;(t). Os paineis representam (a) a desordem estatica, (b) a
desordem dinamica e a (c) desordem flutuante. Para a desordem estatica, 0.J; j(t) = 6J;;, isto
é, as constantes de acoplamento ndo mudam com o tempo e, por isso, as cores dos quadrados
nao mudam conforme o tempo passa. Na desordem dindmica, 0J;;(t) = dJ(t), isto é, todas
as constantes de acoplamento sofrem a mesma variacdo conforme o tempo passa. Na desordem
flutuante, §J; ;(t) depende tanto da posi¢ao quanto do tempo.

Nesse novo cenario, existem duas possibilidades da desordem atuar no sistema durante
a transmissdo. A primeira forma descreve a situacao em que todas as constantes de
acoplamento sofrem a mesma porcentagem de desvio em torno de seu valor 6timo e ao
longo do tempo, isto é, §.J; ;(t) = §J(t). Essa serd uma desordem dindmica (figura 4.2.b),
em que a cadeia muda suas interagoes em unissono, ficando todas proporcionalmente mais
fortes ou mais fracas a cada periodo de tempo At =t, —t,_1. A segunda possibilidade
de desordem ao longo do tempo se da quando os desvios ocorrerem independentemente
em cada interagao, nao somente na montagem, como na desordem estatica, mas também
durante a transmissao de Alice para Bob. Isso significa que, de tempos em tempos durante
a transmissao, cada constante de acoplamento oscilara independentemente das demais,
sendo essa a aleatoriedade mais geral possivel, chamada desordem flutuante (figura 4.2.c).

Faremos nossas anélises numéricas da seguinte maneira: a partir da configuragao étima
do caso ordenado, em que ja sabemos o tamanho da cadeia, o valor de J,, (fazendo J4 = 1),
e o tempo para o maximo EoF aparecer, implementamos uma das desordens acima e
evoluimos o sistema até o tempo em que o méaximo EoF apareceu no caso ordenado. Apos
isso, o resultado é coletado e volta-se a fazer outra simulagdo e assim sucessivamente. O
objetivo é termos um nimero suficiente de resultados para sabermos se existe um padrao,

analisando a média dos resultados e quantos estao acima ou abaixo do resultado no caso
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ordenado.

Para ilustrar melhor essas ideias, vamos comecgar com o seguinte exemplo. Estuda-
remos a desordem estatica nos modelos padrao e proposto para uma cadeia pequena de
N =10 e N = 60 qubits, utilizando as informacoes da figura 3.8. Matematicamente, a

Hamiltoniana de desordem estatica para o modelo padrao é

N—-2
HYx =2 |Ja(L+8D12) (0705 +0507) + D Jn(1+0J5551) (0] 07y + 01107)
i=2 (4.3)

+ Ja(1+8In_1n) (o _jon + Uj{,ag,_l)] ,

e para o modelo proposto

Hxx =2 | Ja(l+6Ja2)(0hoy +0504) + Ja(1+6J12) (005 +0507)
N—2
+ > T4 0J5551) (0, 051 + 07107) + Ja(l + 6Iv_an)(0f 10N + ooy )
j=2
+ Ja(1+8In_1.8)(0f_105 + 0hoN_1)
(4.4)
Para uma cadeia de N = 10, o maximo EoF transmitido a Bob ocorre quando

Jm = 1,477 et = 0, 75107, para o modelo padrao e, para o modelo proposto, o tempo sera
t = 0,56287 para J,, = 1,941. Assim, prepararemos as Hamiltonianas das equagoes (4.3)
e (4.4) com esses valores de .J,,, e J4 = 1. Para os valores de cada §.J; ;, comegaremos com
um desvio de 0,2% (p = 0,002). Nesse caso, faremos 1000 simulac¢des. Ao término de cada
simulagao, o resultado do EoF chegando a Bob serda armazenado e outra Hamiltoniana
serd preparada com outros valores aleatérios 0.J; ; para a proxima simulacao. Armazena-
remos todos os valores de EoF encontrados nos tempos em que encontrariamos o maximo
EoF no caso ordenado dos dois modelos. Terminada essa etapa, voltaremos a preparar
as Hamiltonianas, mas agora acrescentando 0,2% na méaxima desordem possivel, ou seja,
agora p = 0,004. Realizaremos mais 1000 simulagoes conforme explicado anteriormente.
Terminada a segunda etapa, acrescentaremos novamente 0,2% no desvio maximo, ou seja,
agora ¢ possivel haver um desvio de 0,6% do valor ideal em cada constante de acopla-
mento, fazendo outras 1000 simulagoes distintas. Esse processo sera feito sucessivamente
até atingirmos 10% (p=0,1) como maximo desvio. Esse mesmo estudo serd repetido pos-
teriormente para N = 60, em que J,, = 2,099 e t = 2,5827, para o modelo padrao, e
Jm = 2,545 e t = 2,10937, para o modelo proposto (figura 4.3).

Verificando os resultados, notamos que as caracteristicas no comportamento da de-

sordem sao semelhantes para os dois modelos, padrao e proposto. Para uma desordem
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Figura 4.3: Emaranhamento transmitido a Bob na presencga de desordem estatica. O estado
inicial enviado por Alice é [ T) = %(\01) +/10)) e o tempo t no qual calculamos a quantidade
de emaranhamento com Bob é aquele previsto a dar o maximo emaranhamento transmitido para
o caso ordenado. Os gréaficos da esquerda correspondem ao modelo padrao e os da direita ao mo-
delo proposto. Os graficos superiores referem-se a N = 10 qubits e os inferiores a N = 60 qubits.
Utilizamos como ponto de partida os valores 6timos do caso ordenado: J4 = 1 e J,, conforme
visto nas figuras (Hamiltonianas (4.3) e (4.4)). Para cada valor de p, a porcentagem méxima
de variagdo das constantes J4 e J,,, em torno de seus valores 6timos, foram feitas 1000 simula-
¢oes. Variamos p de 0,2% a 10%, em incrementos de 0,2 ponto percentual, totalizando 50000
realizagoes de desordem para cada um dos quatro graficos acima. As linhas violetas mostram
as médias dos valores do emaranhamento transmitido em funcao de p e as "barras" verticais que
cortam as linhas roxas sdo na verdade os pontos que representam os valores do emaranhamento
transmitido para as 1000 simulacoes realizadas para cada valor de p. Por fim, os histogramas
na parte inferior de cada grafico nos dao a fragdo de realizacoes de desordem superando o valor
6timo do caso ordenado. A linha roxa corresponde & média do EoF transmitido.

de até 2%, o desvio do valor do EoF transmitido em relacdo ao caso ordenado é muito
baixo. Notamos que tanto o FoF,,;, quanto o FoF,,,, encontrados sao muito proximos
do caso ordenado. Além disso, os resultados do EoF acima do caso ordenado se deu em
quase 50% do total de simula¢oes. Continuando a aumentar os valores de aleatoriedade,
diminuimos o niimero de resultados acima do valor para o caso ordenado e, consequen-
temente, a sua média. Logo, vemos que os dois modelos sao modelos robustos quando

afetados por pequenas desordens (abaixo de 2%).

Nosso interesse principal é descobrir se o modelo proposto continua robusto para ca-
deias de centenas ou milhares de qubits, ja que o caso ordenado alcanca altos indices
de transmissao de emaranhamento nesse cenédrio. Note que o modelo padrao nao atinge

valores de emaranhamento satisfatorios mesmo para uma cadeia de N = 60, e os maximos
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de EoF diminuem cada vez mais assim que aumentamos a cadeia. Assim sendo, de agora
em diante, estudaremos os casos com desordem apenas para o modelo proposto.

Analisaremos agora uma cadeia de N = 100 qubits para trés valores das constantes de
acoplamento do modelo proposto: J,, = 2,863, sendo esse o valor 6timo de acoplamento
encontrado se J,, < 5; J,, = 49, 98, melhor cenario para J,,, < 50; e um valor intermediario
entre eles, J,, = 22,50. Faremos 10000 simulacoes para cada porcentagem méaxima de
aleatoriedade p, partindo de 0, 1%, aumentando em 0, 1 ponto percentual a cada andlise,
até atingirmos um desvio maximo de p = 5%. Esse procedimento serd feito para os trés
valores de J,, anteriormente descritos.

Como observado na figura 4.4, o modelo proposto é eficiente quando a aleatoriedade
¢ baixa (~ 0,1%). Além disso, para baixa desordem os resultados do EoF méximo
transmitido acima do caso ordenado sao quase 50% do total de simulacdes. J4 para
desordens mais altas, percebemos que, a medida que J,,, aumenta, menor seréa a quantidade
de emaranhamento transmitido, isto é, mais sensivel a desordem é o sistema. Além
disso, notamos que a média do EoF transmitido se mantém acima de 2/3 para p < 4%.
Em outras palavras, mesmo com uma desordem alta, é possivel encontrar resultados
excelentes, onde a flutuagao dos EoF transmitidos é muito baixa em comparagao ao caso
ordenado, e acima do previsto para o modelo padrao, que nestes casos dd no maximo
EoF ~0,4.
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EoF

0,4

0,2

0,0 1,0 20 30 40 50 1,0 20 30 40 50 1,0 20 30 40 50
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Figura 4.4: Emaranhamento transmitido a Bob na presenga de desordem estatica. Os dados
e curvas apresentadas nas figuras acima tém o mesmo significado ja explicado na legenda da
figura 4.3. Agora, no entanto, N = 100 qubits e fizemos 10000 simulagoes para cada valor de
p. Aqui p varia de 0,1% a 5% em incrementos de 0,1 ponto percentual. Alice envia o estado
|ty = %(\Ol} + ]10)) e as constantes de acoplamento do caso ordenado foram J4 = 1 e (a)
Im = 2,863, (b) Jn = 22,50 e (¢) J,,, = 49,98. Os tempos em que calculamos o emaranhamento
dos qubits de Bob foram aqueles em que temos os melhores resultados do caso ordenado, isto é,
(a) t =3,037m, (b) t =3,323m e (c) t = 6,537w. O valor do emaranhamento transmitido para
os casos ordenados sao (a) EoF = 0,8165, (b) EoF = 0,9409 e (c) EoF = 0,9872. A linha roxa
corresponde a média do EoF transmitido.

Para N = 1000, estudamos dois casos para o modelo proposto: J,, = 4,253 e J,,, =

200, 0, cujos emaranhamentos 6timos transmitidos sao FoF' = 0.7113 em t = 19,117
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e FoF = 0.9896 em t = 26,067, respectivamente (figura 4.5). Agora temos um novo
cenario, em que aumentamos em dez vezes o tamanho da cadeia e, por isso, o nimero de
simulagoes com desordem resultando em um EoF acima do EoF dos casos ordenados é
menor que anteriormente, quando N = 60 e N = 100. Com desordens de apenas 0,1%,
um pouco mais de 30% do total de simulagées onde J,, = 4,253, e aproximadamente
13% quando J,, = 200,0, tém EoF acima do caso ordenado. J4 para desordens mais
altas, percebemos uma maior reducao do emaranhamento transmitido. Por exemplo,

EoF a0 < 0,5 para os dois valores de J,, estudados quando a desordem é de 5%.

0,8 1,0
0.6 0.8 i
%04 0,6 ..:! "-N.."-n |
: s - T AL
2 o4 i
SEH L |
0.2 NI 0.2 -oyinyi i
0 II. | ] | l | ] | ] 0 1I. 1 I'. | l 1 |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Aleatoridade méxima p (%)

Figura 4.5: Mesmo cendrio ja descrito na figura 4.4, s6 que agora N = 1000 qubits e, para cada
p, fizemos 1000 realizacoes de desordem. No grafico da esquerda (a) o valor 6timo de .J,, no caso
ordenado ¢é J,, = 4,253 e no da direita (b) J,,, = 200, 0, enquanto os tempos em que a maxima
transmissao ocorreu sao t = 19,117 e t = 26, 067, respectivamente. Os valores destes maximos
emaranhamentos transmitidos para o caso sem desordem sdo FoF = 0.7113 e EoF = 0.9896,
respectivamente. A linha roxa corresponde a média do EoF transmitido.

Concluimos que, para a desordem estatica, o modelo é robusto para cadeias de ordem
de N = 1000 qubits quando os desvios a partir da configuracao 6tima do caso ordenado sao
pequenas. Em condigdes em que o responsavel pela montagem do experimento consegue
uma boa precisao e o possivel desvio é da ordem de 0,2%, conseguimos praticamente
os mesmos resultados que no caso ordenado. Acima desse desvio, também encontramos
6timos resultados, isto é, a flutuacao em relagao ao valor do caso ordenado é muito baixa.
Porém, os valores de EoF' transmitido diminuem gradativamente assim que a porcentagem
¢ maior. Outro ponto é que, quanto maior o valor de J,, e quanto maior o tamanho da
cadeia, mais sensivel é o sistema as desordens.

Terminada essa etapa, estudaremos agora as desordens dindmica e flutuante. Para
tais desordens, definiremos alguns conceitos que serdo utilizados em todas as simulagoes
subsequentes. O primeiro destes conceitos estd relacionado com a propria definicao de
desordem dindmica e com a maneira pela qual construimos a desordem flutuante. Essen-
cialmente, nas desordens dindmica e flutuante precisamos definir uma escala de tempo

At em que a Hamiltoniana que descreve a evolucao do sistema muda com o tempo. Ao
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contrario da desordem estatica, agora lidamos com Hamiltonianas dependentes do tempo.
A taxa com que a Hamiltoniana muda depende do sistema fisico em questao, sendo pro-
porcional a 1/At. Com isso em mente, a evolugao do sistema de N + 2 qubits do tempo

t=1ty =0 até t =t, sera dada por

|\I/+(t)> _ e,%H(tn)(tn,tn_l) e*i’H(tg')(t;g*tz)e*.i’H(tQ)(tQ*tl)e*i'H(tl)(tl*to)’\IJ+(0)>7 (4.5)
_ HIAL | iH)A iH )M =M g+ (),

onde H(t;), em que [ = 1, ..., n, sdo as Hamiltonianas utilizadas em cada etapa da evolugao
temporal. Por exemplo, de t = ¢y a t = ¢y, utilizamos H(¢;) para evoluir o sistema. Ao
chegar em ¢, a Hamiltoniana muda para H(ts), sendo esta utilizada para evoluir o sistema,

até ty. Este processo se repete até chegarmos a t = t,, (figura 4.6).

H(t1) H(ty) H(tng) | H(ta-1) | H(tn)
At s At A At
|
tO t1 ts tn-3 th-2 th-1 t

Figura 4.6: Esquema da evolugao temporal quando a Hamiltoniana varia temporalmente (de-
sordens dinamica e flutuante). Vemos que, caso t, nao ocorra em um multiplo de At, ele sera
calculado utilizando a Hamiltoniana que esta descrevendo o sistema naquele periodo.

Vale a pena observar que H(;41) é obtida por meio de processos aleatérios a partir
de H(t;). Em particular, H(¢;) é obtido a partir da configuracao 6tima do caso ordenado,
dada por H(to).

O segundo conceito de que necessitamos é aquele que nos permite diferenciar a desor-
dem dindmica da flutuante. No primeiro caso, a cada intervalo de tempo At, a Hamiltoni-
ana muda de tal forma que todas as constantes de acoplamento sofrem a mesma variagao
percentual. Na notagdo introduzida nas paginas anteriores, temos 0.J;;(t) = 6J(¢). A
cada intervalo At, podemos ter diferentes valores para 0.J(t;), mas este valor atuard em
todas as constantes de acoplamento.

A desordem flutuante, por sua vez, é tal que 6.J; ;(t;) é aleatoriamente calculado para
cada constante de acoplamento em cada intervalo de tempo At. Ou seja, aqui combinamos
os elementos da desordem estatica e dindmica, onde nao sé a cada intervalo de tempo At
as constantes de acoplamento mudam (desordem dindmica) como também mudam de
forma distintas, dependendo de quais primeiros vizinhos temos (desordem estética). Nas
simulagoes que se seguem, utilizamos trés escalas de tempo: At = 7w, At = 0,17 e
At =0,01m.

Para os casos de desordem estatica, nao é dificil fazer milhares de simulacoes. Isso
se deve ao fato de precisarmos fazer apenas um calculo: |UT(¢)) = e | ¥T(0)). Agora,
como H(t) depende do tempo, devemos calcular a evolugdo do sistema a cada periodo

de tempo At. Essa evolugao fard com que se leve muito tempo de processamento nos
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computadores utilizados para cada simulacao e, por isso, nos limitaremos a 100 realizacoes
de desordem para cada porcentagem p de desordem. Verificamos que esta quantidade de
simulagoes ¢ o minimo necessario para estabelecermos uma estatistica razoavel sobre os
comportamentos especificos da média de emaranhamento transmitido e do ntimero de
casos acima do valor 6timo para o sistema ordenado.

Estudaremos primeiramente a desordem dindmica, em que 0J;(t) = 6J(t). Essa
desordem nos acoplamentos implica que todos os valores de J4 e J,, variardo a uma

mesma proporc¢ao a cada periodo At. Matematicamente

Hax(tn) = Jalta-1) (14041, ) (choy + o))
+ JA(tn_l) (1 +0.;,) (o705 +ofor)

+ Z Talta1) (L +80,) (07 051 + 0 107) (4.6)

+ JA( n,l)(l + 5Jtn) (O’N Oon Fokon_ 1)
+ Ja(tn-) (140, ) (o 105 + ohoy ).

Note que podemos por em evidéncia o termo (1 + §.J;,) na Hamiltoniana e, com isso,
vemos que Hxx(t,) = (1 + 0J;, )Hxx(tn—1). Logo, os resultados dessa desordem sdo
"distor¢oes temporais" do caso ordenado pois, se descrevermos a evolugao temporal em

um periodo At,
U(At) = e Mxxttn)ltnztn) (4.7)

e—iHXX(tn—l)[(1+5Jtn)(tn—tn—l)}’
notamos que a aleatoriedade deslocard no eixo do tempo as grandezas relevantes (figura
4.7). Por esse motivo, se estamos analisando os resultados no tempo de méaximo emara-
nhamento de formagao do caso ordenado, nenhuma desordem puramente dindmica terd
valores maiores de emaranhamento do que o caso sem desordem. Em outras palavras, o
tempo em que medimos o EoF dos qubits de Bob ja ocorre no maior maximo possivel e
esse efeito de descolamento temporal fara com que outro ponto em torno do maximo seja
medido naquele instante de tempo t,,.

Outra caracteristica da desordem dindmica se da quando observamos os resultados
para J,,(to) = 22,50 e, principalmente, J,,(to) = 49,98. Aqui notamos que pouquissimas
realizagoes de desordem dao resultados inferiores a um certo valor de emaranhamento
transmitido (linhas tracejadas na figura 4.7). Esse efeito é mais aparente para altos valores
de J,,. Podemos entender isso notando que, quanto maior J,,,, mais 'largo" é o intervalo
de tempo em que os valores de EoF transmitido ficam préximos do valor maximo. Assim,
precisamos de intervalos de tempo At cada vez menores para que tenhamos um acimulo
suficiente de alteracdes da Hamiltoniana de tal forma a afetarmos significativamente a

performance da transmissao de emaranhamento para altos valores de J,,.
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Figura 4.7: Resultados do EoF méaximo transmitido para desordem dinamica quando o estado
enviado por Alice ¢ |¢pT) = %(|01) +110)) e calculamos o EoF com Bob no tempo do méximo
emaranhamento transmitido no caso exato (sem desordem). Para estas simulagoes, J4(tp) = 1
na equacao (4.4) e N = 100. Foram feitas 100 simulag¢oes para cada porcentagem méaxima de
aleatoriedade de p = 0 a p = 1%, variando p em incrementos de 0,02 ponto percentual, em
torno dos valores 6timos de acoplamentos J4 e J,,, dos casos ordenados. Utilizamos os valores
do caso ordenado indicados no canto direito e os emaranhamentos maximos transmitidos nestas
situagdes (caso ordenado) dados por (a) EoF = 0,8165, (b) EoF = 0,9409 e (c) EoF = 0,9872.
A primeira coluna mostra os graficos do emaranhamento transmitido por tempo para cada um
dos acoplamentos J,, citados acima no caso ordenado. A linha roxa corresponde a média do
EoF transmitido.

Em suma, a desordem dinamica nao afeta significativamente a performance da trans-
missao do emaranhamento de Alice para Bob. E para um periodo At de mudancas na
Hamiltoniana, sempre podemos melhorar o desempenho aumentando o valor de J,,,, con-
forme pode ser visto na figura 4.7, em especial para o caso em que At = 0,017.

Vejamos, agora, o que acontece para o caso da desordem flutuante. Matematicamente,

a Hamiltoniana em um instante ¢,, é descrita pela equagao

Hxx<tn) = JA’2(tn71)<1 -+ 5JA’2(tn))(O'XU; + U;O'Z)

+ Jl,g(tn_l)“. + 6J1’2<tn))(0-f_0-2_ + 0'3_0'1_)
N—-2

+ > Jigr(tn1) (L4 0T 541 (tn)) (0] 051 + 051105) (4.8)
Jj=2

+ I N (1) (L4 0In—1n (tn)) (0X 108 + 0XON_1)
+ In-1,8(tn—1)(1 + 0JIn_1,8(tn)) (0N _105 + 0HON_1)-

Aqui, Jao(ty) = Jia2(to) = Inv—an(to) = Inv-1,8(te) = Ja e Jjj41(to) = Jp para
2 < j < N —1. Como vemos na figura 4.8, os resultados sao semelhantes a desordem
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Figura 4.8: Resultados do EoF méaximo transmitido para desordem flutuante quando o estado
enviado por Alice é [yT) = %(IOD +]10)) e calculamos o EoF com Bob no tempo do méximo
emaranhamento transmitido no caso exato (sem desordem). Para estas simulacoes, Ja(tg) = 1
na equacao (4.4) e N = 100. Foram feitas 100 simulagoes para cada porcentagem méaxima de
aleatoriedade p de 0 a 1%, variando em incrementos de 0,02 ponto percentual em torno dos
valores de acoplamentos J4 e J,,. Utilizamos os valores do caso ordenado indicados no canto
direito e os emaranhamentos méximos transmitidos nestas situagoes (caso ordenado) dados por
(a) EoF = 0,8165, (b) EoF = 0,9409 e (c) EoF = 0,9872. A primeira coluna mostra os graficos
do emaranhamento transmitido pelo tempo para cada um dos acoplamentos J,,, citados acima
no caso ordenado. A linha roxa corresponde & média do EoF transmitido.

estatica (figura 4.4) até p = 1,0% de desordem e quando o periodo de flutuagao é grande,
1

como At = 7, por exemplo. Isso se deve a taxa de mudanca da Hamiltoniana (5;) ser
muito pequena para grandes valores de At. Isso faz com que o sistema esteja quase em
uma desordem estatica. Assim, desordens baixas nos acoplamentos (p < 0,2%) nao afe-
tam significativamente os resultados. A medida que diminuimos o periodo de desordem
temporal, no entanto, os resultados tendem a piorar significativamente, principalmente
para J,(tg) = 22,50 e J,,(tg) = 49,98. Mesmo pequenas desordens nos acoplamentos,
quando hé muita oscilacao temporal (At pequeno), pioram a transmissao na grande mai-
oria das vezes, principalmente quando o valor de .J,, é alto. Para desordens de p = 1% nas
constantes de acoplamento, a qualidade da transmissao ¢ muito ruim neste cenario. Logo,
o modelo proposto é robusto a desordens em J; ; quando o periodo de tempo At em que

a Hamiltoniana muda nao for muito pequeno. Quanto menor o tempo em que devemos
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obter a maxima transmissao de emaranhamento em relacao a At, melhores resultados
teremos.

Apos analise de todos os casos de desordem até agora estudados, concluimos que o
modelo proposto é muito eficiente quando a desordem é mais baixa que 1%, fornecendo
bons indices de emaranhamento transmitido a Bob. Para valores de desordem maiores
que 1%, os resultados ainda sao razodveis para as desordens estdtica e dindmica. Para a
desordem flutuante, a situagao se deteriora rapidamente, principalmente para altos valores
de J,,.

4.2 Ruidos oriundos de campos magnéticos externos

ao sistema

Estudaremos agora os efeitos de um campo magnético externo fraco atuando sobre
o sistema na direcdo z. Experimentalmente, é possivel que os equipamentos eletronicos
possam gerar um campo magnético muito fraco, devido a correntes elétricas ou mesmo
pela presencga de imas. Em alguns casos, pode ser dificil inibir completamente a presenca
desses campos que agirao como um ruido na cadeia de spins.

Primeiramente, devemos definir como implementar matematicamente estes campos.

O campo magnético externo sera descrito pela seguinte Hamiltoniana:
Hz(tn) = Z hj(tn)u + 05)7

J (4.9)
= Zth(tn)ajaj_,
j

onde hy(tn) = hy(ta_s) + Sh; (). (4.10)

Aqui, h;(t,) é a magnitude do campo magnético em t, e dh;(t,) é a variagdo no
campo, o qual pode assumir valores dentro de uma distribuicdo continua entre —p a p.
Por exemplo, se a desordem maxima de 0h;(t,) for p = 0,1, este poderd assumir valores
entre —0,1 e 0, 1. Nos nossos estudos, h;(ty) = 0, ou seja, os campos magnéticos oscilardo
em torno do caso ideal em que nao ha campo.

Agora, devemos converter a Hamiltoniana (4.9) para a notacao de estados de um qubit
excitado utilizada até entdo nessa Tese. Se utilizarmos H = Hxx + Hz na equagao (3.7)

teremos

i;icm(t) =2 ()T Haex 1) + (n[Hz10)). (4.11)

Os termos advindos da expansio de (1,,|Hxx|1,) sdo os obtidos nas equacdes (3.8-14).

novo term mlHz|1,), referen mpo magnéti rnecera n men
O novo termo, (1,,|Hz|1,), referente ao campo magnético, fornecerd apenas os elementos
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2hm(t)em(t) em cada uma das equagdes (3.8-14). Entao, resolvendo a equagao (4.11) para,
m=A,1,2,... N — 1, N, B, usando a Hamiltoniana (2.11) para Hxx e (4.9) para Hy,

obtemos

iicA(t) = 2J4202(t) + 2ha(t)ca(t), (4.12)
ijtcl (t) = 2J12¢9(t) + 2h1(t)ca(2), (4.13)
z';icg(t) = 2J1201(t) +2J42¢a(t) + 2J53¢5(t) + 2ha(t)ca(t), (4.14)
ijtck(t) = 2Jk1kCk-1(t) + 2Tk kr1k11 () + 2R (t) (),

sendo 3 < k< N —2, (4.15)

icCliSCN_l(t) = 2Jy_an—1cn—2(t) + 2 N1 nen(t) + 2 N1, pes(t)

+2hy_1(t)en_1 (1), (4.16)
ijtcN(t) = 2Jy_1nen(t) + 2hn(t)en(t), (4.17)
iicB(t) = 2Jy-1cn-1(t) + 2hp(t)cp(t). (4.18)

O dltimo termo de cada uma dessas equagdes nos permite construir uma segunda
matriz Hamiltoniana, Hz, que descreve apenas o campo magnético. Esta se trata de uma

matriz diagonal do tamanho do nimero de qubits (matriz (N+2)x(N+2)):

ha(t) 0 0 0 0 0 0 0
hi(t) 0 0 0 0 0 0
0  he(t) O 0 0 0 0
0 0 hs(t) 0 0 0 0
Hz =2 : : : : :
0 0 0 0 hy_a(t) 0 0
0 0 0 0 0 hya(t) O
0 0 0 0 0 0 hn(t)
0 0 0 0 0 0 0 hg(t)

(4.19)

Estabelecido isso, estudaremos os casos em que a desordem é estatica (o campo mag-
nético em cada qubit é fixo no tempo, como visto na figura 4.9.a), dindmica (o campo
magnético atua uniformemente em todos os qubits, mas varia a cada instante de tempo
At, como observado na figura 4.9.b) e flutuante (cada qubit sofre a presenca de campo
independente dos demais que pode ou nao variar a cada periodo de oscilagdo, como na
figura 4.9.c).

Comecaremos pela desordem dinamica, talvez a mais provavel de ocorrer experimen-

talmente devido as dimensoes diminutas das cadeias de spin do sistema, em que qualquer
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Figura 4.9: As cores nos qubits representam as variacoes do campo magnético 6h;(t) e cada
cor equivale a um valor aleatério diferente. As desordens possiveis sao (a) estéticas (0h;), (b)
dinamica (dh(t)) e (c) flutuante (6h;(t)). Se observarmos essa figura, o tempo cresce de cima
para baixo e temos as posi¢oes dos qubits crescendo da esquerda para a direita. Logo, a desordem
estética ocorre apenas nas colunas, a desordem dinidmica nas linhas e a flutuante ocorre tanto
em linhas quanto colunas.

campo magnético afetara todos os qubits da mesma maneira. Para esse tipo de desordem,

onde

Haz(tn) = 2h(tn) 300y, (4.20)

nao haverd alteracdo nos resultados, pois [Hz, [ ") (W] = 2k, [0/ 05, [vT) (7] = 0.
Como o comutador é zero, Hz nao constribuira efetivamente na evolugao temporal do
sistema. Isso significa que, se o campo magnético for igual para todos os qubits, nao
havera influéncia na transmissdo, independente do campo ser constante ou oscilar ao
longo do tempo.

Passemos, entao, a desordem estatica, em que h;(t,) = dh;. Para todos os estudos, uti-
lizaremos a Hamiltoniana Hxx do caso ordenado, (3.62), com J,,, = 2,863 e t = 3,0374m,
Jn =22,50et=3,32297 e J,, = 49,98 e t = 6, 53667, ja discutidos anteriormente. Para
a magnitude do campo magnético definido na equacao (4.10), utilizaremos h; = 0 e dh;
inicialmente oscilando entre 0,002, isto é, p = 0,002. Para cada p faremos 10000 simu-
lagoes. Repetiremos esse procedimento para p até 0, 1, em incrementos de 0,002 (figura
4.10).

No cenario da desordem estatica, nosso sistema esta sofrendo um ruido fixo de campo
magnético para cada qubit j, campo esse que nao deveria existir no caso ideal. O pri-
meiro ponto que devemos destacar é que encontramos poucos e inexpressivos resultados
de transmissao acima do caso 6timo ordenado, o que mostra que campos magnéticos
aleatérios em cada qubit efetivamente prejudica a transmissao no modelo proposto mais
intensamente do que flutuacgdes nas constantes de acoplamento .J,,, e J4. Por esse motivo,
experimentalmente é importantissimo tentar inibir qualquer presenca de campo magné-
tico que nao afete de forma homogénea o sistema, como no caso da desordem dinédmica.
Em compensacao, caso se consiga inibir quase completamente os campos, deixando apenas

campos extremamente fracos (~ 0,04), os resultados da transmissao serao pouco afetados,
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Figura 4.10: Resultados de EoF méximo transmitido com desordem estatica no campo magné-
tico e quando o estado inicial de Alice ¢ [¢p1) = %(|01) +]10)). Os valores de EoF calculados
acima sdo aqueles obtidos no tempo ¢t em que a maxima transmissdo de emaranhamento seria
esperada para o caso ordenado. Definimos Hx x pela equacao (3.62) onde J4 = 1, além de J,, e
t que estdo indicados na figura. Para o campo magnético definido na equagéo (4.10), utilizamos
hj = 0 e dhj sendo dado por uma distribui¢do uniforme compreendida entre —p e p, conforme
explicado no texto. Fizemos 10000 simulagbes para cada p. A linha roxa corresponde & média
do EoF transmitido.

principalmente para .J,, mais baixos. Concluimos que, se os campos magnéticos externos
forem muito fracos mas fixos no tempo, o modelo proposto é robusto o suficiente para
nao deixar que a transmissao seja prejudicada mesmo com cada qubit sofrendo a agao de

campos magnéticos com valores distintos.

Para a desordem flutuante de campo magnético, utilizaremos os mesmos casos da
desordem estética, isto é, usaremos a Hamiltoniana Hxx (3.62) para J,, = 2,863, J,, =
22,50 e J,, = 49,98. Também utilizaremos h;(ty) = 0 e p variara de 0,002 a 0,1,
aumentando em incrementos de 0,002. Para cada p, implementaremos 100 realizagoes de

desordem flutuante.

Em um cenério real, o sistema (que idealmente nao deveria ter campo magnético) esta
agora com um ruido de campo externo diferente em cada qubit j e esse ruido varia a cada
periodo At = 7, At = 0,17 e At = 0,017 (figura 4.11). Assim como na desordem estatica,
h& poucos casos de EoF transmitido com um valor acima do caso 6timo ordenado, e,
quando hé, a diferenga é inexpressiva. Concluimos, assim, que o campo magnético atuando
no sistema sob forma de ruido s6 tende a piorar a transmissao na maioria das vezes.
Entretanto, assim como no caso da desordem flutuante nas constantes de acoplamento,
quando o periodo At de oscilagoes for da ordem do tempo de medida dos qubits de
Bob, o sistema é pouco afetado, e os resultados sao muito parecidos com o caso estatico.
Por outro lado, a medida que diminuimos o tamanho de At, a transmissao piora muito,

principalmente para os valores de J,, mais altos.

Outro ponto a se destacar é que o sistema também serd mais sensivel a medida que J,,
for maior. Para desordens de 1% hé realizacoes de desordem para .J,, = 49,98 em que a

transmissao chega a ser praticamente nula em ¢ = 6, 53667, mesmo com poucas oscilagoes.
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Figura 4.11: Resultados de EoF méximo transmitido com desordem flutuante no campo mag-
nético quando o estado inicial de Alice é |¢pT) = %(\OD +110)). Os valores de EoF calculados
acima sao aqueles obtidos no tempo ¢ em que a maxima transmissao de emaranhamento seria
esperada para o caso ordenado. Definimos Hx x pela equagao (3.62) onde J4 = 1, além de J,,
e t que estao indicados no lado direito da figura. Para o campo magnético definido na equacao
(4.10), utilizamos h;(to) = 0 e 0h;(t) sendo dado por uma distribui¢do uniforme compreendida
entre —p e p, conforme explicado no texto. A linha roxa representa a média de EoF transmitido
e para cada p fizemos 100 simulag¢oes de desordem flutuante. Os intervalos At em que os valores
de 0h;(t) mudam estao indicados no topo de cada coluna do grafico. A linha roxa corresponde
a média do EoF transmitido.

Lembremos que no caso ordenado, o emaranhamento trasmitido ¢ 0, 9872, muito préximo
de uma transmissao perfeita. Isso significa que, se os campos nao forem muito fracos,
mesmo que nao oscilem muito, é improvavel que Bob receba algum emaranhamento. Em
um cenario pior, no qual o campo magnético oscila demais, mesmo magnitudes baixas de
campo atrapalharao drasticamente a transmissao, como visto no tltimo quadro da figura
4.11. No entanto, se experimentalmente o campo magnético for muito fraco e se esse oscilar
muito pouco, como visto na primeira coluna da figura 4.11, onde At = 7, a transmissao
é pouquissimo afetada. Acreditamos que essas condi¢bes de pouca desordem e pouca
oscilagao nao sejam impossiveis de se conseguir experimentalmente com equipamentos

atuais. Em suma, o sistema ¢é robusto a pequenas desordens de campo magnético.
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4.3 Interagoes residuais entre qubits do tipo o;0;

Entre as possiveis desordens que podem influenciar experimentalmente na transmissao,
temos a possibilidade de haver pequenas interacoes entre os qubits que nao sejam do tipo
XX. Isso indica a possibilidade de haver uma fraca anisotropia afetando o sistema. Por
esse motivo, devemos estudar um pouco o modelo XXZ. Utilizaremos a equagao (2.1) com
v = 0 para descrever esse modelo. Entao

Hi,j (tn) = Jiyj(O'imO';-: + 0'5!0'?) + Ai7j(tn)0'20'z (421)

170
onde A, ;(t,) atua como um ruido no sistema, isto é,
A i(tn) = Ay (th—1) + i (tn). (4.22)

Aqui, §; ;(t,,) assume valores entre —p e +p, sendo p o méaximo valor de ruido possivel.
Por exemplo, se a desordem maxima de 9, ;(¢,,) for p = 0,05, esse podera assumir valores

entre —0,05 e 0,05. E a nossa Hamiltoniana geral pode ser escrita como

Hxxz<tn) = JA’Q(O'IQZO'; + (7%0’%) + AAQ(tn)Ui‘O';
N-1
+ > jgr(ofof +0fol ) + Ajja(tn)oior,] (4.23)
j=2

+ JIn-1,8(ON_ 105 + 0% _105) + An_1,8(tn)0% 105

Ja que estamos trabalhando a partir da situacao ideal em que o sistema nao sofre essa
interacao, A; ;(to) = 0.

Como [(of0F + ofc?),0f0%] = 0, a matriz unitdria que da a evolugao temporal do
sistema fatora, U(t,) = Uzz(t,)Uxx(t,), onde Uzz(t,) = e~ Hzztn ¢ Uy x(t,) = e~ Hxxtn,
Note que, como o comutador acima é zero, também temos que [Uzz(t,), Uxx(t,)] = 0,

indicando que U(t,) = Uzz(t,)Uxx(tn) = Uxx(tn)Uzz(t,). Aqui,

Hxxz=Hxx +Hzz, (4.24)
em que
N-1
sz(tn) = AA,2(tn>UZU§ + Z Aj’j+1(tn)0'50';+1 -+ AN,LB(tn)O']Z\ffla'zB. (425)
j=1

Se observarmos a equacao (2.10), temos que 0 = 2070~ — I. Assim, podemos rees-

crever uma interacao XXZ7 como:

oioj +alo! = 2(0fo; +o;0])
oio; = (20707 —1);(2070" —1I);. (4.26)
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Logo, reescrevendo a equagao (4.25), temos

Hzz(tn) = Aaa(ty) (20404 — 14)(205 05 — 1)
N-1
+ Z Aj,j-%l(tn)@ajaj_ - ]j)(20j+1‘7;+1 - ]j+1) (4.27)

j=1
+ An_1,8(tn) (208 105 1 — IN—1) (20505 — I).

Para a andlise da transmissao do estado [¢1), partindo da equagao (3.7) e utilizando
a Hamiltoniana (4.23), para m = A,1,2,..., N — 1, N, B, obtemos

ijtcA = 2J4902+ (A —2A45)ca, (4.28)
ijtcl = 2J1900+ (A —2A15) cq, (4.29)
ijtcg = 2Ja9ca +2J19c4 4+ 2Jo3c5 + (A — 2049 — 2015 — 2A33) c2, (4.30)
ijtck = 2J5-15Ck-1 + 2k k1641 + (A — 28,1 5 — 20k j41) Cr,

sendo 3 < k< N —2, (4.31)

ithNq = 2Jy_oNn-1CN—2+ 2Jn_1nCN + 2 N1 BCB

+ (A —=2AN_an-1 —2AN_1v —2AN_1B) CN-1, (4.32)
ijtc]v = 2Jy_inev—1 + (A —2AN_1N)en, (4.33)
i(icB = 2Jy_1ecn-1+ (A —2AN_1 ) CB. (4.34)

Aqui, A = ¥;A;. Observando as equagoes acima, vemos que a contribuicao de Hzz
serd uma matriz diagonal. Com isso, podemos estudar a transmissdo do estado |¥T) para
os modelos XX e XXZ utilizando as técnicas apresentadas no capitulo 3, o que nos
permite analisar cadeias de centenas a milhares de qubits.

Comegaremos com a desordem estatica. Aqui hd uma fraca interacdo em z (equivalente
a um ruido) entre cada par de qubits vizinhos. Nesse caso, d; j(¢,) tem um valor entre —p e
p, sendo p o maximo valor de desvio possivel. As desordens aqui sao apenas em Hzz, entao
Hxx serda a Hamiltoniana ordenada (2.11). Comecaremos as andlises com o valor de §; ;
tendo maximo desvio p = 0,002, fazendo 1000 simulagoes neste cenario. Sucessivamente,
aumentaremos o desvio méaximo em 0,002 apés cada rodada de simulagoes até p =0, 1.

Para comparar esses resultados com os obtidos nos outros tipos de desordem, utili-
zaremos cadeias com N = 100 qubits, como visto na figura 4.12. Comparativamente,
encontramos aqui um cenario semelhante a inclusao do campo magnético, em que ha
poucos e inexpressivos resultados acima do caso 6timo ordenado. Em compensagao, o
sistema ¢é extremamente robusto para valores baixos de J,,. Exemplo disso é o menor
valor encontrado de emaranhamento para p = 0,02 e .J,,, = 2,863, onde FoF = 0,81650,

enquanto que no caso ordenado temos EoF = 0,81655. A transmissao, porém, fica mais



4.3. INTERACOES RESIDUAIS ENTRE QUBITS DO TIPO oc%0% 81

sensivel a desordem a medida que J,,, aumenta, como visto para J,,, = 22,50 e J,,, = 49, 98.
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Figura 4.12: Resultados do EoF méximo transmitido com desordem estética dada pelo termo
A; jofos, quando o estado inicial de Alice é [¢pF) = %(IOD +/10)). Os valores de EoF calculados

(2
acima sao aqueles obtidos no tempo t em que a maxima transmissao de emaranhamento seria

esperada para o caso ordenado. Definimos Hx x pela equagdo (3.62) onde J4 = 1, além de J,,
e t que estao indicados na figura. Para a magnitude da anisotropia A;; definida na equagao
(4.25), utilizaremos d; ; maximo variando a partir de p = 0,002 a p = 0,1, em incrementos de
0,002. Realizamos 1000 simulacoes para cada valor de p. A linha roxa corresponde a média do
EoF transmitido.

Conclui-se que, caso houver interagoes do tipo o0 muito baixas entre qubits vizinhos,
o sistema nao é efetivamente prejudicado. Porém, é importantissimo retirar o maximo
possivel dessas interagoes, ja que uma anisotropia desse tipo se mostrou prejudicial a
transmissao de emaranhamento para altos valores de .J,,.

J& para a desordem dindmica, A, ;(t,) = A(t,). Comecaremos as analises com desor-
dem maxima de p = 0,002 até p = 0, 100, aumentando o valor de p em 0,002 apés cada
100 simulagoes. Inicialmente, em todas as simulagoes A(ty) = 0, sendo esse o valor ideal
para transmissao. Assim como as outras desordens variando no tempo, faremos At = m,
At = 0,17 e At = 0,01w. Percebemos na figura 4.13 que, assim como visto na figura
4.7, também ha uma "barreira' inferior muito visivel para J,, = 49,98. Estudando esse

cenario, vemos que

N-1
Hzz(tn) = Ata) | 0405+ > 050, +0x_ 105 | = Alty)Hzz, (4.35)
=1

em que Hy; ¢ a Hamiltoniana que descreve a interagao com A, ; = 1 constante para todas
as interacoes entre qubits ¢ e j. Essa desordem, quando muito baixa, se assemelha muito a
desordem nas constantes de acoplamento visto na figura 4.7 e os motivos para a "barreira’
inferior nos valores de EoF sao semelhantes aquela figura. No entanto, quando At é muito
pequeno nos casos em que a maxima desordem p é alta, encontramos valores muito baixos
de emaranhamento. Outro ponto a se destacar é a robustez para J,, baixo quando ha

poucas oscilagoes nessas interagoes o707 (At grande). Mesmo com uma desordem de
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0,10, a maioria dos resultados foram apenas um pouco menores do que o valor do caso
sem desordem. Além disso, mesmo para muitas oscilagoes (At muito pequeno), o sistema
nao foi muito prejudicado quando a desordem dindmica for baixa (p ~ 0,01). Contudo,
assim como na desordem estatica, nao ha valores de EoF acima do esperado teoricamente,

o que mostra que a desordem dinamica tende a piorar a transmissao.
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Figura 4.13: Resultados de EoF méximo transmitido com desordem dindmica dada pelo termo
A(t)ofo%, quando o estado inicial de Alice é [)T) = 12 (|01)4-]10)). Os valores de EoF calculados
acima sdo aqueles obtidos no tempo ¢ em que a maxima transmissao de emaranhamento seria
esperada para o caso ordenado. Definimos Hyx pela equagdo (3.62) onde J4 = 1, além de
Jm € t que estdo indicados no lado direito da figura. A primeira coluna mostra o grafico do
emaranhamento transmitido por tempo de cada um dos acoplamentos 6timos J,, utilizados para
o caso ordenado. Para a magnitude da anisotropia A(t) definida na equacgao (4.25), utilizaremos
0(t) méximo variando em 0,002 de 0 a 0,1, realizando 100 simulagdes em cada valor. Os valores
de 0(t) mudam aleatoriamente a cada periodo At dado por m, 0,17 e 0,0lw. A linha roxa
corresponde a média do EoF transmitido.

Para a desordem flutuante, as caracteristicas de analise serao as mesmas da desordem
dinamica estudada anteriormente, diferenciando apenas que cada A; ;(t) sera indepen-
dente dos demais. As analises terao desordem maxima de p = 0,002 até p = 0,100,
aumentando p em 0,002 apés cada 100 simulagoes feitas (figura 4.14).

Assim como na desordem causada por campo magnético externo, vemos que o sistema

¢ robusto para pequenas desordens (p = 0,01) quando o periodo At de cada oscilagao de
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Figura 4.14: Resultados de EoF méaximo transmitido com desordem flutuante dada pelo termo
A j(t)ofo?, quando o estado inicial de Alice é [¢T) = %(|Ol> +10)). Os valores de EoF calcu-
lados acima sdo aqueles obtidos no tempo ¢ em que a maxima transmissao de emaranhamento
seria esperada para o caso ordenado. Definimos Hy x pela equagdo (3.62) onde J4 = 1, além
de J,, e t que estdo indicados no lado direito da figura. A primeira coluna mostra o grafico
do emaranhamento por tempo de cada um dos acoplamentos 6timos J,, utilizados para o caso
ordenado. Para a magnitude da anisotropia em z definida na equacao (4.25), utilizaremos p
variando de 0 a 0,1 em incrementos de 0,002, realizando 100 simulacées em cada valor. A de-
sordem muda a cada periodo At dado por 7w, 0,17 e 0,017w. A linha roxa corresponde a média
de EoF transmitido.

A, ;(t,) for da ordem de grandeza do tempo da transmissao, fazendo com que o sistema
esteja em uma desordem "quase estatica'. Todavia, para os casos de muitas oscilagoes,
como At = 0,017, mesmo baixos valores de maxima desordem p fazem com que a trans-
missao seja praticamente nula, principalmente quando o valor de J,, for alto. Nota-se
uma real necessidade de que essas interagoes residuais entre qubits o707, se inevitdveis
na montagem experimental, sejam fixas durante a transmissao, ja que o sistema nao é
robusto quando a oscilagao dessas interacoes ocorrer varias vezes até o tempo de medir o

estado dos qubits de Bob, fatalmente prejudicando a transmissao de emaranhamento.
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4.4 Varios tipos de ruido agindo simultaneamente

Estudaremos agora o que ocorrera se todos os tipos de ruidos anteriormente estuda-
dos atuarem simultaneamente no sistema ao longo de uma mesma transmissao. Sendo
assim, os parametros d.J; ;(t), dh;(t) e &;;(t) poderdo ser nao nulos simultaneamente no
sistema. Mas, antes de continuarmos, é importante estabelecermos alguns padroes. Pri-
meiramente, nao estudaremos casos em que ha diferentes valores de maximo desvio p para
os trés parametros. Assim sendo, todos os trés parametros reagirao a desordem com o
mesmo valor de desordem maxima p. No entanto, todos variarao independentemente.
Queremos verificar como o sistema reage a uma desordem mais geral, quando todos os
parametros nao conseguem ser ajustados com perfeicdo, um cenario provavel experimen-
talmente. Outro ponto a se destacar é que os tipos de desordem serao iguais a todos.
Sendo assim, nao havera possibilidade de termos desordem estatica em um e flutuante em
outro parametro, por exemplo. Isso nos leva ao ultimo ponto a se destacar: as oscilagoes
At deverao ocorrer igualmente a todos os pardametros. Com essas condigoes estabelecidas,
teremos um estudo relativamente abrangente e factivel de ser implementado num tempo
de computacao razoavel nos equipamentos computacionais de que dispomos.

Primeiramente, estabeleceremos a Hamiltoniana a ser estudada. Para todos os para-

metros de ruido inclusos, temos que nossa Hamiltoniana sera
H(tn) = Ja 2( W) (040 +03054) + Aaa(ta)oiaos + 2ha(tn)oioy
+ Z 7J+1 +1 to +1‘7 )+ Aj,j+1( ] g+1 + ZQh

+ JNfl,B( W) (0N 105 +0hon_1) + An_1B(t)or 105 + QhB( n)0B0g.
(4.36)

Aqui, todos os pardmetros J; ;, h; e A; ; serao regidos pelas equagoes (4.2), (4.10) e
(4.22), respectivamente. Para to, os valores serao os ideais do caso ordenado, em que os
J; ;(to) assumirdo os valores das constantes J4 = 1 e J,, apropriados, além de h;(ty) =0
e A; ;(to) = 0.

Comecando nossas analises pela desordem estatica, estudaremos as trés transmissoes
j& estabelecidas onde J,, = 2,862, J,, = 22,50 e J,,, = 49,98, tendo como maximo valor
para p nos desvios 0.J; ;, 0h; e d;; os valores p = 0,002 até p = 0,100, aumentando
o valor do desvio méximo em 0,002 a cada 1000 simulagoes feitas (figura 4.15). Aqui,
vemos que o modelo se mostra robusto para baixos valores de desordem méaxima (p ~
0,002), tendo pouquissima diferenga do valor ordenado mesmo sofrendo diferentes tipos
de ruido. No entanto, notamos que quando o valor de J,, fica maior, h4 uma piora na
transmissao de emaranhamento. Para desordens um pouco mais altas, acima de p = 0, 04
aproximadamente, a transmissao acaba sendo bastante afetada e ndo encontramos mais
EoF acima do valor do caso ordenado. Logo, fica visivel nos graficos que, quanto maior

a desordem e quanto maior o tamanho de J,,, maior sera a sensibilidade do modelo para
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transmissao de emaranhamento. Por esse motivo, é importante experimentalmente que
esses parametros tenham uma desordem minima, ja que qualquer desordem um pouco
mais alta fard com que Bob tenha uma probabilidade menor de medir o estado |¢)") que

Alice enviou.

Jm=2,863 t=3,037n 10 Jm=22,50 t=3,3231
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Figura 4.15: Resultados do EoF transmitido com desordem estatica simultdnea nos trés ce-
narios estudados anteriormente AJ; j, Ah; e A; ;, definidos nas equacoes (4.1), (4.10) e (4.25),
respectivamente (assume-se que n = 1 e t; = ¢ para a desordem estatica nessas equagoes). Utili-
zamos a Hamiltoniana (4.36) para transmitir em ¢y = 0 o estado de Alice [¢1) = %(\01) +110))
para Bob em ¢ (indicado acima de cada grafico). Os valores de EoF calculados acima sao aque-
les obtidos no tempo t em que a maxima transmissao de emaranhamento seria esperada para o
caso ordenado, ou seja, os J; j(tp) assumirdao os valores das constantes J4 =1 e J,, apropriado
(indicados acima de cada grafico), além de h;(tg) = 0 e A; j(t9) = 0. Para os pardametros 6.J; ;,
dh; e 6; j, utilizaremos seus maximos valores p (variando em incrementos de 0,002) de 0,002 até
0,1, realizando 1000 simulacées para cada valor de p.

Para a desordem dindmica, temos apenas dois tipos de ruido, §.J(t)e d(t) pois, como ja
discutimos anteriormente, dh(t) ndo afeta o sistema. Aqui, as desordens méaximas p irdo
de 0,002 a 0,100, aumentando p em incrementos de 0,002 a cada 100 simulagoes. Ja os
periodos serao os mesmos dos outros casos com desordem dindmica, At = 7, At =0, 1w
e At = 0,017 (figura 4.16). Comegando a analisar os resultados, percebemos que héa
pouquissimos resultados acima do valor de EoF para o caso ordenado, o que mostra que
essas condigoes de desordem tendem apenas a prejudicar a transmissao. Observamos
também que o sistema é pouco robusto nessas condi¢oes, em que o emaranhamento tende
a ser nulo quando temos At muito pequeno para oscilagao das desordens. No entanto, se
a desordem for baixa e houver poucas oscilagoes, obtemos bons resultados. No caso de
poucas oscilagoes (At grande), a transmissao fica mais robusta a medida que aumentamos
o valor de J,,, como visto para J,, = 49,98 quando At = 7. Isso se deve ao fato da regiao
de maximo emaranhamento transmitido ser bastante "larga" temporalmente falando, como
visto no grafico EoF por tempo da figura 4.16. Em contrapartida, para J,, = 2,863, essa
regido é muito estreita e, por consequéncia, qualquer desordem um pouco mais forte sera

suficiente para diminuir consideralmente o EoF transmitido.
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Figura 4.16: Resultados do EoF transmitido com desordem dindmica nos pardmetros es-
tudados anteriormente AJ(t) e A(t) (Ah(t) ndo afeta o sistema na desordem dinidmica),
definidos nas equagoes (4.2) e (4.25), respectivamente, quando o estado inicial de Alice é
[Ty = %(|Ol> + |10)). Os valores de EoF calculados acima sdo aqueles obtidos no tempo
t em que a maxima transmissdo de emaranhamento seria esperada para o caso ordenado, ou
seja, os J; j(to) assumirdo os valores das constantes J4 = 1, além de J, e t apropriados (indica-
dos ao lado direito da figura), AJ(tp) = 0 e A(tp) = 0. Definimos a Hamiltoniana (4.36) como
ordenada para ty. A primeira coluna mostra o grafico do emaranhamento por tempo de cada
um dos acoplamentos 6timos J,,, utilizados para o caso ordenado. Para os pardmetros 6.J(t) e
0(t), utilizaremos seus méximos valores p (variando em incrementos de 0,002) de 0,002 até 0,1,
realizando 100 simulagoes para cada p.

Em relagdo a desordem flutuante, encontramos um cenario em que a transmissao
¢ praticamente nula quando a desordem aparece (figura 4.17). Para que seja possivel
haver uma transmissao razoavel, o experimento deve ser muito bem controlado quanto as
desordens e o tempo no qual essas oscilam. Por exemplo, se a desordem for p ~ 0,002 para
At = m, a transmissao ainda tera qualidade, principalmente para J,, mais baixo, onde
encontramos pouca flutuacao nos resultados de emaranhamento e um nimero razoavel de
EoF acima do valor 6timo ordenado. Um pouco mais de desordem, no entanto, ja sera o

suficiente para prejudicar totalmente a transmissao de emaranhamento.

Concluimos que o modelo proposto, quando todos os ruidos estao presentes, e lidamos

com desordem flutuante, é extremamente sensivel ao aumento de desordem. Para peque-
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Figura 4.17: Resultados de EoF transmitido com desordem flutuante nos pardmetros estudados
anteriormente AJ; ;(t), Ah;(t) e A;;(t), definidos nas equagoes (4.2), (4.10) e (4.25), quando
o estado de Alice é |[¢T) = %(ml) + [10)) Os valores de EoF calculados acima sao aqueles
obtidos no tempo ¢t em que a maxima transmissdo de emaranhamento seria esperada para o
caso ordenado, ou seja, os J; ;(tp) assumirdo os valores das constantes J4 = 1, além de Jp, e
t apropriados (indicados ao lado direito da figura), h;(to) = 0, AJ; ;(to) = 0 e A;;(to) = 0.
Definimos a Hamiltoniana (4.36) como ordenada para ¢y. A primeira coluna mostra o grafico do
emaranhamento por tempo para cada um dos acoplamentos 6timos J,, utilizados para o caso
ordenado. Para os pardmetros 0.J; ;(t), dh;(t) e 6;;(t), seus méaximos valores p variardo (em
incrementos de 0,002) de 0,002 até 0,1, realizando 100 simulacoes para cada valor de p.

nas desordens e se essas nao oscilam muito até o momento de medicao do EoF dos qubits
de Bob, o sistema se apresenta robusto o suficiente para transmitir estados emaranhados
com praticamente a mesma eficiéncia do caso ideal (sem desordens). No entanto, assim
que aumentamos o nimero de oscilagoes possiveis até o tempo de medi¢ao (At pequeno),

o sistema s6 tende a piorar, com situacoes em que a transmissao é nula.



38

CAPITULO 4. INCLUSAO DE DESORDEM



Capitulo 5

Transmissao do estado de 1 qubit

excitado

Para complementar os nossos estudos, verificamos se o modelo proposto serve para
transmissao de apenas um estado excitado, [14(0)) = |1), de Alice para Bob. Estudare-
mos também o modelo padrao neste cenario a fim de validar nossas simulagoes, ja que na
literatura ha muitos estudos para transmissdo de uma tnica excitacao. Dessa forma, con-
seguiremos comparar os resultados obtidos por meio das nossas simulagoes com resultados

disponiveis em outros trabalhos e assim checar a consisténcia dos nossos programas.

5.1 Fidelidade da transmissao

A grandeza relevante agora ¢ a fidelidade do estado de Bob, pg = >, p;|B;)(B;l,
quando Alice transmite o estado [¢4(0)) = |1). No modelo padrao, em t = 0, o qubit
1 pertencente & Alice é preparado no estado |1;) e os demais estados se encontram em
|0). Ap6s um tempo t, Bob mede o estado de seu tinico qubit N (figura 5.1.a). J& para o
modelo proposto, Alice prepara seu tinico qubit A no estado |14) e os demais estados se
encontram em |0). Apds um tempo ¢, Bob medird o estado de seu tnico qubit B (figura
5.1.b). Fizemos a escolha dos qubits A e B por conveniéncia, pois ndo teriamos diferentes
resultados se utilizdssemos 1 ou A e N ou B, devido a simetria da Hamiltoniana do
modelo proposto perante a troca destes qubits (1 <+ A e N <+ B). As configuragoes para
as constantes de acoplamento serdo iguais as adotadas anteriormente, em que definimos
J4 =1 e procuramos o melhor valor de J,, para transmissao.

O primeiro passo para validacao das nossas simulagoes foi verificar os resultados apon-
tados em [24], que estudou o modelo padrao assim como representado na figura 5.1.a com
uma tunica diferenca: em vez de fixar J4 = 1 e aumentar o valor de J,,, eles estudaram o
mesmo problema fixando J,,, = 1 e diminuindo o valor de J4 até ele ser nulo (figura 5.2).

No entanto, essencialmente, os dois modelos sao iguais, diferenciando-se apenas na escala

89



90 CAPITULO 5. TRANSMISSAO DO ESTADO DE 1 QUBIT EXCITADO

MODELO PADRAO

@ Ja m DR ¥ T Ja @ (a)
®

\JA MODELO PROPOSTO |74 (b)

Figura 5.1: Cadeias para transmitir apenas um estado excitado, em que queremos transmitir
o estado |1) do qubit A até o qubit B no modelo proposto e transmitir um estado excitado do

qubit 1 até o qubit N no modelo padrao.
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Figura 5.2: Reproducao do estudo de [24] em que hd uma cadeia de N = 30 qubits. Utilizamos
o estado inicial |¥(0)) = [110203...028029030) e a Hamiltoniana Hxx = JA(U;'_O'Q_ + J;Uf) +

Z?iQ(UjUj_H + U;-LHJJ»_) + Ja(039030 + 045029) € variamos J4 de 1 a 0. O grafico representa

a probalilidade maxima de se medir o estado |13g), isto é, P(30) = |(130|¥(¢))|>= |cs0|* num
intervalo de tempo entre t = 0 e ¢t = 2007.

de tempo para transmissao 6tima do estado excitado.

Para os dois modelos, o operador densidade de qualquer qubit j da cadeia serd p; =
(1—1¢;1*)[0){0]+]¢;|*[1)(1]. Logo, a fidelidade de qualquer qubit com o estado transmitido
|1) serd F' = |¢;|%. Esse valor para F nada mais é do que a probabilidade de medirmos o
estado excitado em algum qubit especifico P(j) = [(1;|¥(¢))|*= |¢;]*. Mediremos o qubit
de Bob j = N para o modelo padrao e j = B para o modelo proposto. Ja o estado
inicial global para o modelo padrao é |¥(0)) = |1,05...0_10x) e para o modelo proposto
é |W(0)) =[140105...0N_10x0p).

Vamos analisar os resultados para cadeias de N = 100 e N = 1000 qubits, variando .J,,
para encontrar a melhor fidelidade dentro de uma janela de tempo de evolugao temporal

pré-determinada. Para a cadeia de N = 100, variamos J,, de 0 a 50 nos dois modelos,
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buscando o melhor resultado entre t = 0 e t = 257. Os resultados de nossas simulacoes
para os dois modelos estao apresentados na figura 5.3.a. J& para a cadeia de N = 1000,
variamos J,, de 0 a 301 com o tempo ¢ entre 0 a 1507 (figura 5.3.b). Como pode ser visto
na figura, para a transmissdo de uma tnica excitagdo, o modelo proposto acaba sendo
ineficiente, e seus resultados nao passam de 0,25. Ja para o modelo padrao, conseguimos
encontrar maiores probabilidades de achar o estado |1y). Logo, o modelo padrao é a
escolha ideal para transmissao de uma unica excitagao, produzindo uma transmissao
quase perfeita. Na verdade, o modelo proposto nunca pode se destacar nessa tarefa, uma
vez que a Hamiltoniana e a condig¢ao inicial neste caso sao simétricas com respeito a troca
entre os qubits A e 1, além de N e B. Isso quer dizer que o maximo de estado excitado
transmitido tem amplitude % e, quando esse chega nos qubits de Bob, nunca obteremos
estados diferentes entre esses qubits, isto é, o maximo de amplitude de probabilidade de
um estado que obtiveremos no qubit B sera %% = % Sendo assim, o estado que dara
a maxima probabilidade de transmissao de uma tnica excitagdo para o qubit de Bob serd

111n) + 3|15), resultando o valor de 0,25 visto numericamente.

1,0 . 1,0
’ T T T 7 ’ T T T
| N=100 J,=41.57 L N=1000 . J =300,071
Modelo unidimensional Modelo unidimensional
0,8 — — 0.8~ —
I J_=3,012
,,: - Modelo unxi‘dimension (a) - o Modelo unidimensional (b) —
&
O 0,6 — ] 0,6 — ]
o]
(2]
< | _ L .
= Jm=49,98\ J =298,269
8 0,4 — Modelo proposto ] 0,4 — Mrorclielo proposto N ]
£t / : / > _
02 ] 0,2 |- -
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0
0 5Tt 101t 151t 20 25t 0 301t 601t 90Tt 120t 1501
Tempo t Tempo t

Figura 5.3: Gréfico da probabilidade 6tima (ou fidelidade) P(j) = [(1;|¥(¢))|?= |cj|?, em
que j = N para o modelo padrdo e j = B para o modelo proposto. Os graficos foram feitos
com as Hamiltonianas das equagoes (3.62) para o modelo proposto e (3.63) para o modelo
padrao. O estado inicial para o modelo padrao é |¥(0)) = |1102...0y_10x) e para o modelo
proposto é |¥(0)) = |140102...04-10x50p5). Os resultados para (a) N = 100 e (b) N = 1000
estdo apresentados nos graficos da esquerda para direita, respectivamente. Para o caso em
que N = 100, apresentamos para o modelo padrao o caso 6timo em que J,, varia de 0 a 5
(J8tme — 2.022) e quando J,, varia de 0 a 50 (Jo1M° = 47 57). Para o modelo proposto temos
apenas a curva para o .J,, 6timo obtido quando este varia de 0 a 50 (J;?fimo = 49,98). No caso em
que N = 1000, as curvas para o modelo padrao correspondem aos J,, 6timos quando J,, varia de
0ab (JOHme =3 012) e de 0 a 301 (JS™° = 300,071). Para o modelo proposto temos apenas
a curva para .J,, fornecendo o melhor resultado quando J,, varia de 0 a 301 (JSUm° = 298 269).
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Capitulo 6
Conclusoes

Nesta Tese estudamos a transmissao de estados emaranhados através de cadeias de
spins, investigando sua eficiéncia na transmissao de estados de Bell, os quais sao estados
maximamente emaranhados de dois qubits. Especificamente, estudamos a eficiéncia de
determinados estados de Bell, preparados em uma das pontas da cadeia de spins (Alice),
serem transmitidos até a outra ponta (Bob), explorando exclusivamente a dindmica do
sistema. Em outras palavras, em ¢t = 0 Alice prepara um estado de Bell e monitoramos
se e quando no tempo t > 0 os dois qubits finais da cadeia em posse de Bob passam a ser
descritos por este estado de Bell.

A cadeia proposta nesta Tese é ligeiramente diferente da cadeia unidimensional tra-
dicional. Aqui, incluimos dois qubits extras: um qubit A que se acopla com o qubit 2 e
outro qubit B que interage com o qubit N-1. Os qubits de Alice serdo A e 1 e esses nao
interagem entre si, mas apenas com o qubit 2. Analogamente, Bob tem em seu dominio
os qubits B e N, os quais s6 interagem com o qubit N-1 (figura 2.1). O modelo de cadeia
de spins utilizado foi 0 XX para cadeias de spin-1/2. Na nossa proposta, nao utilizamos
campo externo e nem precisamos modular os acoplamentos entre os qubits. Utilizamos
apenas dois valores distintos para as constantes de acoplamento: .J,,, cujo valor descre-
vera todas as interagoes de primeiros vizinhos j,7 + 1, quando j = 2,3,4....,. N — 1; e Jyu,
sendo essa a magnitude de interacao dos qubits de Alice e Bob com os qubits 2 e N-1,
respectivamente.

A motivacao dessa modificagao para cadeias descritas pelo modelo XX foi a constata-
¢ao de que o modelo padrao nao consegue transmitir estados emaranhados com eficiéncia
para cadeias muito grandes sem modulacao das constantes de acoplamento entre os qubits
e sem o auxilio de campo externo. O que buscamos nessa Tese foi uma configuracao de
cadeias de spins simples, eficiente e que alcanca resultados muito melhores quando com-
parado ao modelo puramente unidimensional. Nosso modelo fornece a possibilidade de
fixarmos todos os valores das constantes de acoplamento na cadeia de transmissao em um
valor J,,, e entre os qubits extras com a cadeia de transmissao em .J,, para conseguirmos

transmissoes quase perfeitas, mesmo para cadeias de milhares de qubits. Nesse cenario, o
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modelo padrao (unidimensional) ndo consegue valores significativos para cadeias grandes,
diminuindo rapidamente sua eficiéncia a medida que aumentamos o niimero de qubits.

Notamos que o melhor estado de Bell para transmissao no modelo proposto é o [ 1) =
%(|01> +10)), em que mostramos que é possivel transmitir quase perfeitamente o estado
de Alice para Bob para qualquer tamanho de cadeia, desde que J,, seja suficientemente
maior que J4. No entanto, encontramos situagoes favoraveis para transmissao mesmo
para J,, < 5J4, em que conseguimos obter, por exemplo, um emaranhamento nos qubits
de Bob dado por 0,6787, quando J,, = 4,70J4 e temos uma cadeia de N = 2500 (figura
3.11).

Para os demais estados de Bell, conseguimos demonstrar que nao ha transmissao via o
modelo proposto quando o estado geral for |[U~) = %(|0A11>_’1A01>)®|0203---0N—10NOB>,
por esse ser um autoestado da Hamiltoniana deste modelo. Quando Alice prepara em
t =0 os estados de Bell |¢T) = %(|OO) 1 |11)), conseguimos mostrar que a eficiéncia de
transmissao é a mesma para |¢+) e |¢7). Além disso, para |¢T), também obtemos 6timos
resultados, superando a eficiéncia do modelo padrao, mas tendo resultados inferiores a
transmissao do estado [¢T).

No6s também testamos a robustez do modelo proposto para varios tipos de imperfei-
¢Oes tanto na construgao (desordem estatica) quanto na execugdo (desordens dindmica
e flutuante) deste protocolo de transmissdo de emaranhamento. Isto é, incluimos varios
tipos de desordem no sistema. Essas desordens podem ser vistas como um desvio no
valor ideal dos acoplamentos, um ruido de campo magnético externo ou um outro tipo de
interacao residual entre os qubits. Esses estudos de imperfei¢coes na construcao e execu-
¢ao experimental do modelo proposto nos mostraram a robustez do sistema. Em outras
palavras, mapeamos em quais cendrios estes erros tém pouca influéncia na transmissao.
Verificamos que, para erros de uma porcentagem de 0,002 (0,2%) aproximadamente, te-
mos pouquissima perda na transmissao para qualquer tipo de desordem, com reducao no
emaranhamento transmitido de no méximo 1% na maioria dos casos. Em alguns cené-
rios, erros maiores, como visto na figura 4.4, nao afetaram significativamente o sistema.
Verificamos também que, se os acoplamentos flutuarem poucas vezes no tempo durante
a transmissao, nao diminuimos substancialmente o emaranhamento transmitido. Ao con-
trario, tem-se a possibilidade de encontrarmos resultados melhores que os previstos pelas
configuragoes 6timas encontradas no caso ordenado.

Finalizamos os estudos testando o modelo proposto para transmitir apenas uma tinica
excitacao de Alice para Bob, comparando com os resultados do modelo padrao. Notamos
que transmitir a excitagao do qubit A (ou 1) para B (ou N) néo é eficiente via o modelo
aqui proposto, nao conseguindo alcancar valores mais altos do que 0,25 de fidelidade.
Neste cendrio, o modelo padrao (cadeia unidimensional) é a melhor escolha.

Ao longo do doutorado, tivemos algumas dificuldades em relacao aos estudos numé-

ricos. Isso se deveu a complexidade computacional para obtencao dos resultados quando
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trabalhamos com um algoritmo que engloba todas as 2%V possibilidades de estados quénti-
cos que podem descrever uma cadeia de spins. Por esse motivo, inicialmente os trabalhos
se limitavam a treze qubits e, a medida que aumentamos a cadeia, maior foi o tempo de
simulagao. Os dados para uma cadeia de treze qubits, por exemplo, levavam semanas
para serem obtidos, o que atrasou substancialmente os trabalhos. As analises em estados
de uma excitagdo vieram solucionar grande parte desses problemas no meio do douto-
rado, pois agora poderfamos estudar o envio do estado |¢1) para cadeias de centenas ou

milhares de spins em pouquissimo tempo.

Essas dificuldades reapareceram quando analisamos nosso sistema incluindo as de-
sordens. Isso se deve, principalmente, ao niimero de simulagoes para cada porcentagem
maxima de desordem p. Para as desordens dinamica e flutuante, temos que outra dificul-
dade é realizar o processo de evolucao temporal a cada periodo At, o que consome um
tempo computacional consideravel. Para obtermos cada um dos graficos do capitulo 4,
levamos uma semana, na melhor das hipdteses. Contudo, nossos algoritmos bases ja esta-
vam estabelecidas e otimizadas e, com isso, conseguimos realizar os estudos de desordem

de forma eficiente.

Outro ponto de dificuldade do trabalho foi a falta de resultados de transmissao de
estados emaranhados em cadeias de spins publicados na literatura e que poderiam ajudar
a validar nossos algoritmos. Para nao termos maiores dificuldades nesse ambito, foram
feitos varios algoritmos de diferentes formas, com diferentes plataformas computacionais,
tanto pelo doutorando quanto pelo orientador, para que pudéssemos avancar nos nossos

estudos validando os resultados obtidos e apresentados nesta Tese.

Gragcas a todos esses esforgos, nossos estudos demonstraram que transmitir um estado
emaranhado de Alice para Bob através de uma cadeia de milhares de qubits é viavel se
usarmos o modelo proposto nesta Tese. Nao precisamos recorrer a campo externo nem
a modulagoes entre as constantes de acoplamento. Precisamos apenas preparar o estado
inicial de forma que todos os qubits que nao pertencem a Alice estejam preparados no
estado |0), e ajustar os acoplamentos em apenas dois valores distintos e especificos de
magnitude de interagao entre os qubits das pontas interagindo com os qubits 2 e N-1 (J,)
e entre os qubits do meio da cadeia (J,,). Vale salientar que esse trabalho teve como
principal objetivo demonstrar que nao precisamos recorrer a modulacdo ou inclusao de
campo magnético durante a transmissao para termos transmissoes de emaranhamento
eficientes.

Por ser um modelo tedrico que exige uma preparacao inicial antes da transmissao e
que esteja em temperatura proxima do zero absoluto, esse modelo pode ser dificil de se
preparar experimentalmente. Sendo assim, seria interessante estender o presente trabalho
nas seguintes dire¢oes sempre visando testar e estudar a performance do modelo proposto
em cendrios ainda mais realistas. Por exemplo, qual a eficiéncia do modelo proposto

quando temos um sistema aberto? O que aconteceria se a cadeia de spins interagir com
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um reservatorio térmico em temperatura 7' > 07 Como seria a transmissao se os qubits
2,3, ..., N, B estivessem no estado fundamental da Hamiltoniana, em vez de preparados no
estado 000...00)7 Quais modificagdes precisarfamos implementar no nosso modelo para
deixa-lo funcional nestas situacoes? Como o sistema responderia perante uma anisotropia
nas interacoes XX, isto é, o que aconteceria caso lidassemos com o modelo XY anisotré-
pico? E, por fim, qual a influéncia das interagoes entre segundos e terceiros vizinhos na

eficiéncia da transmissao de emaranhamento?
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Apéndice A

ALGORITMO BASE PARA
TRANSMISSAO DE ESTADOS
EMARANHADOS

Segue em anexo a esta Tese o algoritmo base para simular computacionalmente o
modelo proposto quando Alice prepara o estado |[¢p) = %(]OD + |10)). A partir deste
c6digo, foram montados os demais programas estudados no capitulo 4. As letras cinzas
representam as anotagoes para o leitor entender melhor o que cada passo do cédigo signi-
fica. Apresentaremos o algoritmo da simulacao para que ele possa ser adaptado a qualquer
software de simulagao. O simbolo "?" indica ao autor da simulagdo que, naquele ponto,

ele deve incluir um valor numérico para algum dos parametros de entrada do algoritmo.
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Simulacdo para o modelo proposto quando Alice prepara o estado |PsiA+>= %5 (|01> + |10>).

Os termos cinzas sao apenas anotagoes.
Os pontos de interrogacdo representam valores a serem colocados inicialmente

Numero de qubits

n="7?+2;

Tempo inicial e final (em funcdo de m)
t0 =7 m;

tl=7?mm;

T=1t1-10;

Intervalo de tempo entre cada passo. Ex.: dt=0,001
dt="7;

Valores de JA e Jm

JA=7;
Jm=7;
Hamiltoniana

H . x» = Matriz n x nnula;

Estado geral
U nx1 = Matriz coluna nula de tamanho n;

Yix1= %E ;

Yax1= %E ;

H3x1 = JA;
Hsxx =JA;
Hixz=JA;
Hox3z=JA;
H3x4 = Jm;
g=1;

Faca enquanto g<n—6
{ Heg+3)x(gr2) =Jmy;
Hg+3)x@ra =Jm;
g=g+1};

H w2y x @3y = Jmy;
H o) x 1) = JA;
H w2y xm = JA;
H@uyxmo = JA;
Hwxwo =JA;

Melhor emaranhamento e o tempo em que ocorre
EoF=0;
tempo=0;



resultados = Matriz (rayx4nula;

UO: e—iZHIO
Y =U0.y;
U: e—i2Hdt
b=1;
Faca enquanto b<T/dt
{t=1t0 + dt.b;
y=U.y;
1—|llf(n71)x1|2—|llf(n)x1|2 0 o * 0 0
p= 0 *|w(n)x1| L:U(n—l)xl llj(nz)xlo :
0 w(n)xl l/J(n—l)xl |w(n—1)xl| 0
0 0 0 0
0_
_ 2] .
Yo 2]’
0

Fidelidade = Lpg. p.Yy ;

C:2|llj(n—1)x1 lﬂ(n)x1| ;
- 1+V1-C°

2 b

f =1, Emaranhamento=0

Se:
f#1; Emaranhamento=f.log,(f)—(1—f).log,(1—f)

b

b

Se: Emaranhamento>EoF , EoF = Emaranhamento ; tempo=t,
Emaranhamento < EoF ; ndo facanada.

resultados px1 = t;

resultados ,x» = Fidelidade;
resultados ,x3 = C;

resultados ,x4 = Emaranhamento;

b=b+1}

Imprima EoF e tempo;
Exporte[ resultados];



