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Resumo

Neste trabalho abordamos o problema de boa postura da equação diferencial parcial não

linear conhecida como a "boa"equação de Boussinesq em espaços de Sobolev. Apresen-

taremos os resultados de boa postura em ambos os casos, o periódico, quando os dados

iniciais e as soluções são periódicos na variável espacial, e o não periódico.
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Introdução

Por volta de 1870, Boussinesq encontrou alguns modelos para propagação de onda de pe-

quena amplitude e ondas na superfície da água. Estas equações possuem solução por ondas

viajantes chamadas ondas solitárias que são denominadas dessa maneira pela translação da

onda na superfície. A teoria de Boussinesq foi a primeira a dar uma explicação satisfatória

e cientí�ca sobre o fenômeno das ondas solitárias descobertas por Scott-Russel(1808-1882)

30 anos antes. À primeira vista, Boussinesq desejava denominar tal equação de equação

de Lyapunov, dada sua conexão com a estabilidade das ondas solitárias.

Iremos considerar o problema de valor inicial para a equação de Boussinesq$'&'%utt � uxx � uxxxx � pfpuqqxx � 0, x P T, t ¡ 0, (Caso Periódico)

up0, xq � u0pxq; utp0, xq � u1pxq

e $'&'%utt � uxx � uxxxx � pfpuqqxx � 0, x P R, t ¡ 0, (Caso Real)

up0, xq � u0pxq; utp0, xq � u1pxq.

Dessa forma, pode-se perceber que existem várias maneiras de observarmos e modelarmos

o problema de pequena amplitude, basta colocarmos diferentes funções para fpuq. Porém,

todos estes modelos possuem uma característica marcante, de que são as perturbações da

equação de onda linear que cuidam da não linearidade e dispersão.

Parte do motivo da relativa escassez de resultados referentes às equações do tipo Boussi-

nesq podem ser devidas ao fato que o problema de valor inicial nem sempre é globalmente

bem posto. Existem per�s iniciais de onda e velocidade que são suaves, mas para os quais

a solução perde a regularidade em tempo �nito.

Nosso principal objetivo é encontrar boa postura local para a solução quando fpuq � u2.
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O tipo de espaço onde iremos desenvolver tal postura será o espaço de Sobolev HspTq e
HspRq, s P R, equipados, respectivamente, com as normas

}f}HspTq � }xnysf̂}L2pTq e }f}HspRq � }xξysf̂}L2pRq,

sendo xay � 2
a

1� |a|2.
Além disso, trabalharemos com índices de Sobolev s ¡ �1

4
, em especial, garantiremos

que para s   �1

4
, algumas estimativas usadas aqui não valem.

Este trabalho foi baseado nos artigos sobre boa postura da "boa"equação de Boussinesq

no caso real produzido pelo professor doutor Luiz Gustavo Farah e no caso periódico junto

com a professora doutora Márcia Assumpção Guimarães Scialom, citados em r1s e r3s.
Além disso, este texto está organizado da seguinte maneira: no capítulo 1, apresentamos

alguns resultados preliminares que serão úteis na demonstração do principal resultado

desse trabalho, com ênfase na de�nição dos espaços de Sobolev periódicos e não periódicos.

No capítulo 2, primeira seção, apresentamos a demonstração dos resultados necessários

para consolidar nosso principal resultado, já na segunda seção, podemos então enunciar

e desenvolver a estimativa principal, iniciando com uma equivalência de desigualdades

e repartindo R4 em 6 regiões, de modo que, ao obter a estimativa da desigualdade em

cada uma delas, completamos a demonstração. Utilizamos então, tal estimativa para

desenvolver a existência e a boa postura da solução. No capítulo 3, com base nos resultados

desenvolvidos no capítulo 2 e fazendo algumas pequenas mudanças, mostramos como obter

o mesmo resultado de boa postura para o caso real.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, faremos uma exposição de alguns resultados necessários para abordar-

mos os principais resultados desse trabalho. As demonstrações desses resultados serão

omitidas, o leitor interessado poderá encontrá-las nas referências r4s,r5s e r8s.

De�nição 1.1. Uma função f : R Ñ R é dita periódica, se existe um número real T ,

chamado período de f , tal que

fpx� T q � fpxq, @x P R,

ou seja, qualquer múltiplo inteiro positivo nT de T também é um período de f. O menor

valor de T que satisfaz a igualdade é chamado período fundamental de f e será denotado

por T. Qualquer outro período de f será um múltiplo inteiro do período fundamental.

Exemplo 1.2. As funções seno e cosseno são 2π-periódicas.

De�nição 1.3. Vamos denotar por x�y o operador que age da seguinte maneira

xxy .�
a

1� |x|2, @x P R.

De�nição 1.4. Vamos denotar o círculo unitário por S1 � R2, ou seja,

S1 � tpx, yq P R2;x2 � y2 � 1u.
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12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Exemplo 1.5. Podemos identi�car S1 com o intervalo r0, 2πs via a seguinte aplicação

ϕr0, 2πs Ñ S1

θ ãÑ pcosθ, senθq.

Tal função é sobrejetora, injetora a menos de ϕp0q � ϕp2πq. Considerando então topolo-

gicamente o quociente

ϕ̄ :
r0, 2πs
t0, 2πu Ñ S1,

temos que ϕ̄ é um homeomor�smo e então

r0, 2πs � S1.

De�nição 1.6. Vamos de�nir o toro n-dimensional Tn como sendo

Tn � S1 � S1 � � � � � S1loooooooooomoooooooooon
n vezes

.

De�nição 1.7. Vamos denotar por C8pTq o espaço das funções de classe C8 munido da

norma

}f}k � sup
xPT

|f pkqpxq|.

De�nição 1.8. Dizemos que uma sequência pφjq em C8
c pRq converge a zero segundo a

norma se

• DK � R compacto tal que supp φj � K, @j P N;

• φj e φpkqj convergem uniformemente a zero @k P N.

De�nição 1.9. Uma distribuição 2π-periódica é um funcional linear contínuo u : C8pTq Ñ
C tal que

upφq .� xu, φy,

ou seja, uma aplicação que satisfaz as seguintes propriedades

• xu, αφ� βψy � αxu, φy � βxu, ψy
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• xu, φjy Ñ 0 sempre que φj Ñ 0 em C8pTq e esta convergência ocorre uniformemente

segundo a norma.

Notação: D1pTq � pC8pTqq�.

Exemplo 1.10. Seja f : T Ñ C uma função periódica de classe C8. De�nimos o

operador

Tf : C8pTq Ñ C

φ ãÑ
» 2π

0

φpxqfpxqdx,

isto é

xTf , φy .�
» 2π

0

fpxqφpxqdx.

É fácil ver que Tf de�ne uma distribuição 2π-periódica. Além disso, dadas f, g P C8pTq,
temos Tf � Tg se, e somente se, f � g. Podemos então fazer a identi�cação Tf � f.

De�nição 1.11. Se u P D1pTq então de�nimos

xu1, φy � �xu, φ1y, @ φ P C8r0, 2πs.

Pergunta: Se φ é periódica, é possível expressar φ como uma soma do tipo

φpxq �
¸
kPZ

ake
ikx,

para certas constantes ak P C? Se essa decomposição for possível então, @n P Z, temos

e�inxφpxq �
¸
kPZ

ake
ipk�nqx.

Integrando ambos os lados de 0 a 2π, temos

» 2π

0

e�inxφpxqdx �
¸
kPZ

ak

» 2π

0

eipk�nqxdx � an2π.

Então o coe�ciente deverá ser

an � 1

2π

» 2π

0

e�inxφpxqdx.
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Isso motiva a seguinte de�nição.

De�nição 1.12. Se φ P C8pTq, de�nimos a transformada de Fourier periódica de φ por

φ̂pnq � 1

2π

» 2π

0

e�inxφpxqdx, @n P Z.

Teorema 1.13. De�na o operador Dx � 1

i

d

dx
. Então

yDj
xφpnq � njφ̂pnq, @j P R, @n P Z.

De�nição 1.14. Se u P D1pTq então de�nimos o coe�ciente de Fourier de u por

ûpnq � 1

2π
xu, e�inxy.

Teorema 1.15. Se u P D1pTq então

u �
¸
nPZ

ûpnqeinx.

Vale ressaltar que o Teorema 1.15 ocorre na convergência pontual em D1pTq.

De�nição 1.16. Considere pΩ, A, µq um espaço de medida positiva, Ω � Rn, A σ- álgebra

em Ω, µ medida positiva, de�namos

Lp � LpµpΩq � tf : Ω ÝÑ C; }f}p   8u,

sendo

}f}p �
�»

Ω

|fptq|pdµptq

 1

p

, 1 ¤ p   8

e

}f}8 � sup
tPΩ

ess|fptq|.

De�nição 1.17. De�nimos o espaço de Sobolev HspTq, s P R, como sendo

HspTq � tu P D1pTq;
¸
nPZ
p1� n2q s2 |φ̂pnq|2   8u.



15

Se f P HspTq então

}f}HspTq �
�¸
nPZ
p1� n2q s2 |φ̂pnq|2

� 1
2

.

Teorema 1.18. }.}HspTq é uma norma e pHspTq, }.}HspTqq é um espaço de Hilbert.

Teorema 1.19. (Hölder) Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8,
1

p
� 1

q
� 1. Se f P Lp, g P Lq então

»
|fptqgptq|dµptq ¤ }f}p}g}q.

Teorema 1.20. (Minkowski) Se 1 ¤ p   8 e f, g P Lp então f � g P Lp e

}f � g}p ¤ }f}p � }g}p.

Proposição 1.21. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam u, v P L2 então

xu, vy2 ¤ xu, uy xv, vy , @u, v P L2.

Sendo xu, vy o produto interno dado por

xu, vy �
»
R
fpxqḡpxqdx.

Teorema 1.22. Lp é um espaço de Banach.

De�nição 1.23. Se f P L1pRq de�nimos a transformada de Fourier de f por

f̂pξq �
» �8

�8
e�ixξfpxqdx.

Além disso, iremos nos referir à transformada total de Fourier quando a transformada

for tomada em todas as variáveis da função f . Usaremos também a notação Fpfqpξq.

De�nição 1.24. De�nimos o espaço de Schwartz por

SpRnq � tf P C8pRnq; sup
xPRn

}xjDα
xfpxq}   8, @j P N, @α P Znu,

sendo α � pα1, α2, � � � , αnq, x � px1, x2, � � � , xnq e Dα
x �

1

i
Bα1

1 Bα2
2 � � � Bαnn .

Teorema 1.25. Seja o operador F : SpRnq ÝÑ SpRnq dado por Fpϕq � ϕ̂. Então
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(i) F é inversível;

(ii) F�1 é contínua;

(iii) ϕpxq � p2πq�n
»
Rn
eixξϕ̂pξqdξ.

Teorema 1.26. (Plancherel) Se f P L2 então f̂ P L2 e vale

}f̂}2 �
?

2π}f}2.

De�nição 1.27. De�nimos o espaços das funções teste por

C8
c pa, bq � tφ P C8pa, bq; suppφ é compactou,

sendo suppφ � tx P pa, bq;φpxq � 0u.

De�nição 1.28. Uma distribuição sobre pa, bq é um funcional linear contínuo u : C8
c pa, bq ÝÑ

C tal que

upφq .� xu, φy ,

ou seja, uma aplicação que satisfaz

(i) xu, αφ� βψy � α xu, φy � β xu, ψy ;

(ii) xu, φjy Ñ 0 sempre que φj Ñ 0 em C8
c pa, bq.

Utilizamos a notação D1pa, bq � pC8
c pa, bqq1.

De�nição 1.29. Dizemos que uma sequência pφjqjPN � S converge a zero se

|xαφpβqj pxq| Ñ 0,

uniformemente para todo α, β P Z�.

De�nição 1.30. Um funcional u : SpRnq ÝÑ C linear e contínuo é chamado de distri-

buição temperada. Notação: S 1.

De�nição 1.31. De�nimos o espaço de Sobolev de grau s P R por

HspRq � tf P S 1; p1� ξ2q s2 f̂ P L2u.
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Teorema 1.32. (Teorema da representação de Riesz) Seja H um espaço de Hilbert

real ou complexo, munido do produto interno x., .y. Seja u um funcional linear contínuo

em H então existe um vetor y P H tal que

upxq � xx, yy , @x P H.

Teorema 1.33. (Desigualdade de Young) Sejam p, q P R tais que
1

p
� 1

q
� 1 então

para todo par de números reais não negativos a, b vale

ab ¤ ap

p
� bq

q
.

Teorema 1.34. (Teorema da convergência dominada) seja pfnq uma sequência de

funções integráveis que converge quase sempre para uma função real mensurável f . Se

existe uma função integrável g tal que |fn| ¤ g, para todo n P N, então f é integrável e

»
fdµ � lim

nÑ8

»
fndµ.

Finalizaremos este capítulo enunciando o teorema do ponto �xo de Banach, funda-

mental neste trabalho.

De�nição 1.35. Seja X um espaço métrico não vazio com uma métrica d. Uma aplicação

f : X ÝÑ X é dita uma contração se existir 0 ¤ β   1 tal que

dpfpxq, fpyqq ¤ βdpx, yq, @x, y P X.

Teorema 1.36. (Ponto �xo de Banach) Seja X um espaço métrico não vazio completo

Se f : X ÝÑ X é uma contração então existe um único ponto �xo x� P X, isto é,

fpx�q � x�.



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES



Capítulo 2

O Caso Periódico

Este capítulo é dedicado ao estudo do problema de Cauchy para a "boa"equação de

Boussinesq com condições iniciais periódicas.

Considere o problema de valor inicial periódico$'&'%utt � uxx � uxxxx � pfpuqqxx � 0,

up0, xq � u0pxq; utp0, xq � u1pxq.
(2.1)

com fpuq � u2 e a seguinte norma

}f}HspTq � }xnysf̂}L2pTq.

De�nição 2.1. Seja Υ o espaço das funções F p�q com

i) F : T� RÑ C;

ii) F px, �q P SpRq , @x P T;

iii) F p�, tq P C8pTq , @t P R.

Para s, b P R, vamos denotar Xs,b o completamento de Υ com a norma

}F }Xs,b � }x|τ | � γpnqybxnysF̃ }l2nL2
τ

�
�¸
nPZ

}x|τ | � γpnqybxnysF̃ }L2
τ

� 1
2

(2.2)

�
�¸
nPZ

»
R

x|τ | � γpnqybxnys|F̃ |2dτ
� 1

2

, (2.3)

19



20 CAPÍTULO 2. O CASO PERIÓDICO

sendo γ a função dada por γpxq �
?
x2 � x4, @x P R.

2.1 Resultados Preliminares

Nesta seção, iremos desenvolver alguns lemas necessários para a demonstração do Teo-

rema de existência e unicidade. Tais lemas podem ser encontrados em r1s,r2s,r3s, r6s e r7s.

Vamos considerar a equação diferencial parcial linear$'''''&'''''%
utt � uxx � uxxxx � 0,

up0, xq � φpxq,

utp0, xq � pψpxqqx.

(2.4)

Aplicando a transformada de Fourier periódica em (2.4) na variável x. Temos a se-

guinte equação diferencial ordinária de segunda ordem

pn4 � n2qûpt, nq � B2
t ûpt, nq � 0. (2.5)

Agora, pelo Método de Variação dos Parâmetros, temos que a solução de (2.5) é da

forma

upt, nq � c1e
?
n2�n4it � c2e

�?n2�n4it. (2.6)

Como em (2.4) temos up0, xq � φpxq e utp0, xq � pψpxqqx, as condições iniciais de (2.5)
�cam ûp0, nq � φ̂pnq e ûtp0, nq � ψ̂xpnq. Logo,$'&'%c1 � c2 � φ̂pnq,

?
n2 � n4c1 �

?
n2 � n4c2 � ψ̂xpnq.

(2.7)

Usando a notação desejada e lembrando as novas condições inicais, temos para n � 0$''&''%
c1 � c2 � φ̂pnq,

c1 � c2 � ψ̂xpnq
γpnq .

(2.8)
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Resolvendo o sistema acima temos,

c1 � φ̂pnq
2

� ψ̂xpnq
γpnq , c2 � φ̂pnq

2
� ψ̂xpnq

2iγpnq ,

e assim, substituindo esses valores de c1 e c2 em (2.6) temos que a solução da edo (2.5) é

dada por

ûpt, nq � {Vcptqφ� {Vsptqψx.
Dessa forma, tomando-se a transformada de Fourier inversa, obtemos

upt, nq � Vcptqφ� Vsptqψx,

sendo

Vcptqφ �
�
eit
?
n2�n4 � e�it

?
n2�n4

2
φ̂pnq

�
q

e

Vsptqψx �
�
eit
?
n2�n4 � e�it

?
n2�n4

2i
?
n2 � n4

ψ̂xpnq
�
q

.

Para encontrar a solução da EDP não linear, vamos procurar uma solução para funções

de t do tipo

uptq � b1ptqu1ptq � b2ptqu2ptq, onde u1 � eitγpnq e u2ptq � e�itγpnq.

Da teoria qualitativa de equações diferenciais, temos

b1ptq � �
»
u2ptqpu2qxx
W pu1, u2q dt� c1 e b2ptq �

»
u1ptqpu2qxx
W pu1, u2q dt� c2.

Uma vez que,

W pu1, u2qptq � Det

�� eit
γpnq

e�it
γpnq

iγpnqeitγpnq � iγpnqeitγpnq

�� � �2iγpnq,
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obtemos

b1ptq � c1 �
» t

0

e�itγpnq

2iγpnq pu
2qxxptqdt e b2ptq � c2 �

» t

0

e�itγpnq

2iγpnq pu
2qxxptqdt.

Substituindo as constantes c1 e c2 pelo que obtemos anteriormente, chegamos na solução

da equação não linear dada por

uptq � Vcptqφ� Vsptqψx �
» t

0

Vspt� t1qpu2qxxpt1qdt1.

Seja agora θ P C8
c pRq uma função de corte tal que, 0 ¤ θ ¤ 1, θ � 1 em r�1, 1s,

supppθq � r�2, 2s. Para 0   T   1, de�na θT ptq � θp t
T
q. Assim,

uptq � θptq
�
Vsptqψx � Vcptqφ� θT ptq

» t

0

Vspt� t1qpu2qxxpt1qdt1


, (2.9)

é uma solução de (2.4) obtida em r0, T s.

Lema 2.2. Seja uptq uma solução de$'''''&'''''%
utt � uxx � uxxxx � 0,

up0, xq � φpxq,

utp0, xq � pψpxqqx,

(2.10)

com φ P Hs e ψ P Hs�1. Então existe c ¡ 0 dependendo de θ, s, b tal que

}θu}Xs,b ¤ c p}φ}Hs � }ψ}Hs�1q .

Demonstração: Seja uptq � Vcptqφ�Vsptqψx e θptq dados como anteriormente. Então

θptqupx, tq � θptqVcptqφ� θptqVsptqψx.
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Tomando-se a transformada total de Fourier de θu, obtemos

xθupτ, ξq � »
R
e�itτxθupt, ξqdt � »

eitτθ

�
eitγpξq

�
φ̂pξq

2
� ξ ˆψpξq

2γpξq

�
� e�itγpξq

�
φ̂pξq

2
� ξ ˆψpξq

2γpξq

��
dt

�
»
eitpτ�γpξqqθptq

�
φ̂pξq

2
� ξ ˆψpξq

2γpξq

�
dt�

»
e�itpτ�γpξqqθptq

�
φ̂pξq

2
� ξ ˆψpξq

2γpξq

�
dt

� θ̂pτ � γpξqq
2

�
φ̂pξq � ξψ̂pξq

γpξq

�
� θ̂pτ � γpξqq

2

�
φ̂pξq � ξψ̂pξq

γpξq

�
.

Sejam agora h1pξq � φ̂pξq � ξψ̂pξq
γpξq e h2pξq � φ̂pξq � ξψ̂pξq

γpξq . Assim,

}θu}Xs,b � }x|τ | � γpξqybxξysxθu}L2
τ,ξ

�
�����x|τ | � γpξqybxξys

�
h1pξqθ̂pτ � γpξqq

2
� h2pξqθ̂pτ � γpξqq

2

������
L2
τ,ξ

¤
�����x|τ | � γpξqybxξysh1pξqθ̂pτ � γpξqq

2

�����
L2
τ,ξ

�
�����x|τ | � γpξqybxξysh2pξqθ̂pτ � γpξqq

2

�����
L2
τ,ξ

.

Logo,

I2 �
�����x|τ | � γpξqybxξysh1pξqθ̂pτ � γpξqq

2

�����
2

L2
τ,ξ

�
»
R

»
R
xξy2sx|τ |�γpξqy2b|h1pξq|2

����� θ̂pτ � γpξqq
4

�����
2

dτdξ.

Uma vez que,

||τ | � |γpξq|| � ||τ | � γpξq| ¤ mín t|τ � γpξq, |τ � γpξq|u,

temos,

I2 ¤
»
R

»
R
xξy2sxτ � γpξqy2b|h1pξq|2

����� θ̂pτ � γpξqq
4

�����
2

dτdξ.

Fazendo a mudança α � τ � γpξq, temos dα � dτ e

I2 ¤
»
R

»
R
xξy2sxαy2b|h1pξq|2

����� θ̂pαq4

�����
2

dαdξ �
»
R
xξy2s|h1pξq|2dξ

»
R
xαy2b

����� θ̂pαq4

�����
2

dα.
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Observemos agora que »
R
xαy2b

����� θ̂pαq4

�����
2

dα ¤ C2
θ,b,

uma vez que θ̂ P S sempre que θ P C8
c pRq. Portanto,

I2 ¤ C2
θ,b

»
R
xξy2s|h1pξq|2dξ � C2

θ,b }xξy2h1}2
L2
ξ
.

Analogamente, obtemos um resultado para pIIq2, isto é,

pIIq2 ¤ C2
θ,b }xξy2h2}2

L2
ξ
.

Juntando todas as partes, obtemos o seguinte

}θu}Xs,b ¤ pIq � pIIq ¤ 2Cθ,b

�
}xξy2h1pξq}2

L2
ξ
� }xξy2h2pξq}2

L2
ξ

	
.

Observe então que

}xξy2h1pξq}2
L2
ξ
� }xξy2h2pξq}2

L2
ξ
�
�����xξys

�
pφ̂pξq � ξ ˆψpξq

γpξq

������
L2
ξ

�
�����xξys

�
pφ̂pξq � ξ ˆψpξq

γpξq

������
L2
ξ

¤ 2}xξysφ̂pξq}L2ξ � 2

�����xξys ξψ̂pξqγpξq

�����
L2
ξ

.

Mas, �����xξys ξψ̂pξqγpξq

�����
2

L2
ξ

�
»
R
xξys |ξ|

2

γpξq2 |ψ̂pξq|
2dξ �

»
R
xξys 1

xξy2
|ψ̂pξq|2dξ,

pois,
ξ2

ξ2 � ξ4
� 1

1� ξ2
� 1

xξy2
.

Em vista das observações obtemos a seguinte relação�����xξys ξψ̂pξqγpξq

�����
L2
ξ

� }ψ}Hs�1 ,

e

}θu}Xs,b ¤ Cθ,b p}φ}Hs � }ψ}Hs�1q .

A demonstração do lema está completa. �
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Lema 2.3. Sejam �1

2
¤ b1 ¤ 0 ¤ b ¤ b1 � 1 e 0   T ¤ 1. Então

(i)

����θT ptq » t

0

fpt1qdt1
����
Hb
t

¤ T 1�pb�b1q}f}Hb1
t

(ii)

����θT ptq » t

0

Vspt� t1qfpuqpt1qdt1
����
Xs,b

¤ T 1�pb�b1q
�����F�1

�
f̃puqpτ, nq

2iγpnq

������
Xs,b

.

Demonstração:

(i) Vamos reescrever piq da seguinte maneira

θT ptq
t»

0

fpt1qdt1 � 1

2π
θT ptq

t»
0

8»
�8

eit
1τ pfpτqdτdt1

� 1

2π
θT ptq

8»
�8

pfpτq t»
0

eit
1τdt1dτ

� 1

2π
θT ptq

8»
�8

pfpτq�eitτ � 1

iτ



dτ.

Agora, vamos separar a integral em duas regiões |τ |T ¤ 1 e |τ |T ¡ 1,

θT ptq
t»

0

fpt1qdt1 � θT ptq
»

|τ |T¤1

pfpτq�eitτ � 1

iτ



dτ � θT ptq

»
|τ |T¡1

pfpτq�eitτ � 1

iτ



dτ

� pIq � pIIq � pIIIq

com

pIq � θT ptq
8̧

k�1

tk

k!

»
|τ |T¤1

piτqk�1 pfpτqdτ
pIIq � θT ptq

»
|τ |T¡1

pfpτqeitτ piτq�1dτ

pIIIq � �θT ptq
»

|τ |T¡1

pfpτqpiτq�1dτ.

Aqui, usamos o seguinte fato eitτ�1 �
8̧

k�1

pitτqk
k!

. Vamos agora estimar cada parcela.

Estimativa de (I): Se |τ |T ¤ 1, então |τ |k�1 ¤ pT�1qk�1 para todo k ¥ 1. Temos
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então

}pIq}Hb
t
¤

8̧

k�1

1

k!

�������tkθT ptq
»

|τ |T¤1

piτqk�1 pfpτqdτ
�������
Hb
t

¤
8̧

k�1

1

k!
T 1�k

�������tkθT ptq
»

|τ |T¤1

pfpτqdτ
�������
Hb
t

�
8̧

k�1

T 1�k

k!

�����
»

|τ |T¤1

pfpτqdτ ����� ��tkθT ptq��Hb
t
.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, observamos que

�������
»

|τ |T¤1

pfpτqdτ
������� �

�������
»

|τ |T¤1

pfpτqxτyb1xτy�b1dτ
������� ¤ }f}Hb1

��� »
|τ |T¤1

xτy�2b1dτ

��

1
2

,

o que implica

}pIq}Hb
t
¤ }f}Hb1

8̧

k�1

T 1�k

k!

��tkθT ��Hb

� »
|τ |T¤1

xτy�2b1dτ

� 1
2

.

Logo, é su�ciente provar que

8̧

k�1

T 1�k

k!

��tkθT ��Hb

� »
|τ |T¤1

xτy�2b1dτ

� 1
2

¤ CT 1�pb�b1q. (2.11)

Temos
��tkθT ��Hb �

���xτybytkθT pτq���
L2

com

ytkθT pτq �
8»

�8

e�itτ tkθT ptqdt �
8»

�8

e�itτ tkθ
�
t

T



dt

�
8»

�8

e�ipTsqτ pTsqkθpsqTds � T k�1

8»
�8

e�ispTτqskθpsqds,
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isto é, ytkθT pτq � T k�1
�xtkθpTτq�. Assim,

��tkθT ��Hb � T k�1

�� 8»
�8

xτy2b
���xtkθpTτq���2 dτ

�
1
2

� T k�1

�� 8»
�8

xT�1ρy2b
���xtkθpρq���T�1dρ

�
1
2

.

Como T�2 ¥ T�1 ¥ 1, temos que

xT�1ρy2 � 1� T�2ρ2 ¤ T�2p1� ρ2q � T�2xρy2,

o que implica o seguinte fato

��tkθT �� ¤ T k�1T� 1
2

�� 8»
�8

T�2bxρy2b
���xtkθpρq���2 dρ

�
1
2

� T k�
1
2T�b ��tkθ��

Hb . (2.12)

Usando que b ¤ 1� b1 ¤ 1, obtemos

��tkθ��
Hb ¤

��tkθ��
H1 �

��tkθ��
L2 �

��Btptkθq��L2 �
��tkθ��

L2 �
��ktk�1θ

��
L2 �

��tkθ1��
L2 .

Como supp pθq � r�2, 2s, podemos trabalhar com limitações do seguinte tipo

|tkθptq| ¤ 2k|θptq|, |ktk�1θptq| ¤ 2k�1k|θptq| and |tkθ1ptq| ¤ 2k|θ1ptq|,

para quaisquer t P R e k ¥ 1. Então,

��tkθ��
Hb ¤ k2k p2 }θ}L2 � }θ1}L2q � k2kCθ, @k ¥ 1.

Da equação (2.12) temos

��tkθT ��Hb ¤ CθT
�bT k�

1
2k2k.

Sendo assim,

8̧

k�1

T 1�k

k!

��tkθ��
Hb ¤ CθT

1�bT
1
2

8̧

k�1

2k

pk � 1q! ¤ CθT
1�bT

1
2 ,
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onde usamos que
8̧

k�1

2k

pk � 1q! � 2e2   8. Por outro lado, como b1 ¤ 0 e T�2 ¥ 1,

temos

� »
|τ |T¤1

xτy�2b1dτ

� 1
2

�
� »
|τ |T¤1

p1� τ 2q�b1dτ
� 1

2

¤
� »
|τ |T¤1

p2T�2q�b1dτ
� 1

2

¤ 2�
b1

2 T b
1

� »
|τ |T¤1

1dτ

� 1
2

� Cb1T
b1T� 1

2 .

Então,

8̧

k�1

T 1�k

k!

��tkθT ��Hb

� »
|τ |T¤1

xτy�2b1dτ

� 1
2

¤ CθT
1�bT

1
2Cb1T

b1T� 1
2 � Cθ,b1T

1�pb�b1q,

concluindo assim que (2.11) acontece.

Estimativa para (II): Observemos que

}pIIq}Hb
t
�

�������θT ptq
»

|τ |T¡1

piτq�1 pfpτqdτ
�������
Hb
t

�

�������
»

|τ |T¡1

piτq�1 pfpτqdτ
������� }θT }Hb . (2.13)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos�������
»

|τ |T¡1

piτq�1 pfpτqdτ
������� �

�������
»

|τ |T¡1

xτy�b1piτq�1xτyb1 pfpτqdτ
������� ¤

� »
|τ |T¡1

xτy�2b1 |τ |�2dτ

� 1
2

}f}Hb1 ,

com

»
|τ |T¡1

xτy�2b1 |τ |�2dτ � 2

8»
T�1

p1� τ 2q�b1τ�2dτ � 2

8»
1

p1� T�2s2q�b1T 2s�2T�1ds

¤ T 2b1�1

8»
1

p1� s2q�b1s�2ds,

pois T�2 ¥ 1 e �b1 ¥ 0. Além disso,

8»
1

p1� s2q�b1s�2ds ¤
8»
1

p2s2q�b1s�2ds � 2�b
1

8»
1

s�2b1�2ds   8,
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pois 2b1 � 2 ¡ 1. Então,

� »
|τ |T¡1

xτy�2b1 |τ |�2dτ

� 1
2

}f}Hb1 ¤ Cb1T
b1� 1

2 }g}Hb1 .

Por outro lado, }θT }Hb �
���xτybpθT ���

L2
com

pθT pτq � »
e�itτθ

�
t

T



dt �

»
e�isTτθpsqTds � T pθpTτq.

Assim,

}θT }Hb �
�»

xτy2bT 2|pθpTτq|2dτ� 1
2

� T

�»
xT�1ρy2b|pθpρq|2T�1dρ

� 1
2

¤ T
1
2

�»
xT�1ρy2b|pθpρq|2dρ� 1

2

¤ T
1
2

�»
T�2bxρy2b|pθpρq|2dρ� 1

2

� T
1
2
�b }θ}Hb ,

pois xT�1ρy2b � p1 � T�2ρ2qb ¤ T�2bp1 � ρ2qb � T�2bxρy2b. Voltando à equação

(2.13), concluímos que

}pIIq}Hb
t
¤ Cb1T

b1� 1
2T

1
2
�b }θ}Hb }g}Hb1

� Cθ,b,b1T
1�pb�b1q }g}Hb1 .

Estimativa para (III): Vamos escrever pIIIq � θT ptqJptq, sendo

Jptq �
»

|τ |T¡1

eitτ piτq�1pgpτqdτ.
Temos então que

}pIIIq}Hb
t
�
���xτyb {pθT � Jq���

L2
� C

���xτybxθT � pJpτq���
L2
.

Observemos que

xτyb ¤ Cpxτ � yyb � |y|bq, @y P R. (2.14)
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De fato,

|τ |2 ¤ p|τ � y| � |y|q2 � |τ � y|2 � 2|τ � y||y| � |y|2 ¤ 2p|τ � y|2 � |y|2q,

pois 2|τ � y||y| ¤ |τ � y|2 � |y|2. Assim, como b ¥ 0,

xτyb � p1� |τ |2q b2 ¤ �
1� 2p|τ � y|2 � |y|2q� b2 ¤ 2

b
2 p1� |τ � y|2 � |y|2q b2 .

Para provarmos a equação (2.14), é su�ciente garantir que

pα � βq b2 ¤ α
b
2 � β

b
2 (2.15)

é verdade para todo α, β ¥ 0. Suponhamos que α � 0 temos então que (2.15)

ocorre, se, e somente se,

�
1� β

α


 b
2

¤ 1�
�
β

α


 b
2

.

Vamos considerar a função gptq � 1� t
b
2 � p1� tq b2 . Como gp0q � 0 e

g1ptq � b

2

�
t
b
2
�1 � p1� tq b2�1

	
¥ 0,

pois 0 ¤ b

2
  1, temos gptq ¥ 0 para todo t ¥ 0. Provamos assim a desigualdade

(2.15), o que �naliza a prova de (2.14).

Usando (2.14), obtemos

xτybxθT � pJpτq �
»
xτyb pJpτ � yqxθT pyqdy

¤ C

»
xτ � yyb pJpτ � yqxθT pyq � pJpτ � yq|y|bxθT pyqdy

� C
�
pxτyb pJq �xθT � pJ � p|τ |bxθT q	 .

Assim, aplicando a desigualdade de Young, temos

}pIIIq}Hb ¤ C
����pxτyb pJq �xθT ���

L2
�
��� pJ � p|τ |bxθT q���

L2

	
¤ C

�
}θT }L1

���xτyb pJ���
L2
�
���|τ |bpθT ���

L1

��� pJ���
L2

	
.
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Sendo χ a função característica no conjunto tτ P R; |τ |T ¡ 1u, temos então

Jptq �
»
eitτ

�
χpτqpiτq�1 pfpτq	 dτ � F�1

τ

�
χpτqpiτq�1 pfpτq	 ptq,

mostrando que pJpτq � χpτqpiτq�1 pfpτq. Assim,

���xτyb pJpτq���
L2

�
���xτybχpτqpiτq�1 pfpτq���

L2
�
� »
|τ |T¡1

|τ |�2xτy2b| pfpτq|2dτ� 1
2

�
� »
|τ |T¡1

|τ |�2xτy2pb�b1qxτy2b1 | pfpτq|2τ� 1
2

¤
�

sup
|τ |T¡1

|τ |�2xτy2pb�b1q
� 1

2

}f}Hb1 .

Segue de 0 ¤ b� b1 ¤ 1 e T�1 ¥ 1 que

|τ |�2xτy2pb�b1q � |τ |�2p1� τ 2qb�b1 � �|τ |�2pb�b1q�1 � |τ |2p1�pb�b1q�1q�b�b1
¤ �

T 2pb�b1q�1 � T�2p1�pb�b1q�1q�b�b1
� T 2p1� T�2qb�b1 ¤ 2b�b

1

T 2p1�pb�b1qq,

para todo |τ | ¡ T�1. Obtemos então

���xτyb pJpτq���
L2
¤ Cb,b1T

1�pb�b1q }f}Hb1 .

Além disso, lembremos que xθT ptq � T pθpTτq. Logo
���xθT ���

L1
�
»
|pθpTτq|Tdτ � »

|pθpsq|ds � ���pθ���
L1
.

Então,

���xθT ���
L1

���xτyb pJpτq���
L2
¤ Cθ,b,b1T

1�pb�b1q }g}Hb .

Resta agora estimar apenas
���|τ |bxθT ���

L1

��� pJ���
L2
. Temos

���|τ |bxθT ���
L1
�
»
|τ |b|pθpTτqTdτ � »

|T�1s|b|pθpsq|ds � T�b
»
|s|b|pθpsq|ds � Cθ,bT

�b,
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pois pθ P S. Por outro lado, lembremos que pJpτq � χpτqpiτq�1pgpτq. Sendo assim

��� pJ���
L2

�
� »
|τ |T¡1

|τ |�2| pfpτq|2dτ� 1
2

�
� »
|τ |T¡1

|τ |�2xτy�2b1xτy2b1 | pfpτq|2dτ� 1
2

¤
�

sup
|τ |T¡1

|τ |�2xτy�2b1

� 1
2

}f}Hb1 .

Como 0 ¤ �b1   1 e T�1 ¥ 1, temos

|τ |�2xτy�2b1 � |τ |�2p1� τ 2q�b1 � �
τ 2pb1q�1 � τ 2p1�pb1q�1��b1 ¤ �

T�2pb1q�1 � T�2p1�pb1q�1q��b1
� T 2p1� T�2qb1 ¤ 2�b

1

T 2p1�b1q,

para todo |τ | ¡ T�1. Logo,

���|τ |bxθT ���
L1

��� pJ���
L2
¤ Cθ,bT

�b2�
b1

2 T 1�b1 � Cθ,b,b1T
1�pb�b1q,

o que �naliza a estimativa para pIIIq e, consequentemente a prova de (2.3)piq.

(ii) Temos que Vsptq é o operador pseudo diferencial dado por

FpVsptqϕpξq � {Vsptqϕpξq � �
eitγpξq � e�itγpξq

2iγpξq



ˆϕpξq.

Notemos agora que

Fξ
�
θT ptq

» t

0

Vspt� t1qfpuqpt1qdt1


pt, ξq � θT ptq

» t

0

Fξ pVspt� t1qfpuqpt1qq dt1

� θT ptq
» t

0

�
eipt�t

1qγpξq � e�ipt�t
1qγpξq

2iγpξq


Fξpfpuqqpt1, nqdt1

� eitγpnq
�
θpT ptq

» t

0

e�it
1γpnqFξpfpuqqpt1, nq

2iγpnq dt1


� e�itγpnq

�
θpT ptq

» t

0

eit
1γpnqFξpfpuqqpt1, nq

2iγpnq dt1



� eitγpnq
�
θT ptq

» t

0

h1pt1, nqdt1


� e�itγpnq

�
θT ptq

» t

0

h2pt1, nqdt1


.

De�na:

FxpApt, nqqq � eitγpnqFxpw1pt, nqq � e�itγpnqFxpw2pt, nqq.
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Tomando agora, a transformada de Fourier em relação a t, nos dá

Apτ, nq �
»
R
e�itτFxpApt, nqqdt

�
»
R
e�itpτ�γpnqqFxpw1pt, nqqdt�

»
R
e�itpτ�γpnqqFxpw2pt, nqqdt

� w̃1pτ � γpnq, nq � w̃2pτ � γpnq, nq.

Agora, usando a de�nição de Xs,b

}Apt, xq}Xs,b � }x|τ | � γpnqybxnysÃ}l2nL2
τ

¤ }x|τ | � γpnqybxnysw̃1pτ � γpnq, nq}l2nL2
τ
� }x|τ | � γpnqybxnysw̃2pτ � γpnq, nq}l2nL2

τ
.

Assim,

}Apt, xq}Xs,b ¤
�¸
nPZ
xny2s

»
R
x|τ | � γpnqy2b|w̃1pτ � γpnq, nq|2dτ

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s

»
R
x|τ | � γpnqy2b|w̃2pτ � γpnq, nq|2dτ

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s

»
R
x|ρ� γpnq| � γpnqy2b|w̃1pρ, nq|2dρ

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s

»
R
x|ρ� γpnq| � γpnqy2b|w̃2pρ, nq|2dρ

� 1
2

.

Como γpnq ¥ 0, @ n P R, temos

máx t|ρ� γpnq| � γpnq, |ρ� γpnq| � γpnqu ¤ |ρ|,

pois,

|ρ| ¥ |ρ� γpnq| � γpnq e |ρ| ¥ γpnq � |ρ� γpnq|,

então

|ρ| ¥ ||ρ� γpnq| � γpnq|.

Por outro lado,

|ρ| ¥ | � γpnq| � |ρ� γpnq| � γpnq � |ρ� γpnq|,
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e daí,

|ρ| ¥ ||ρ� γpnq| � γpnq|.

Logo,

}Apt, xq}Xs,b ¤
�¸
nPZ
xny2s

»
R
xρy2b|w̃1pρ, nq|2dρ

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s

»
R
xρy2b|w̃2pρ, nq|2dρ

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s

»
R
xρy2b|FρpFxpw1pρ, nqqq|2dρ

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s

»
R
xρy2b|FρpFxpw2pρ, nqqq|2dρ

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s}Fxpw1q}Hb

t

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s}Fxpw2q}Hb

t

� 1
2

.

Agora, lembremos que

Fxpw1pt, nqq � θT ptq
» t

0

h1pt1, nqdt1 e Fxpw2pt, nqq � θT ptq
» t

0

h2pt1, nqdt1.

Pela parte piq temos

}Fxpw1pt, nqq}Hb
t
¤ T 1�pb�b1q}h1pt1, nq}Hb1

t

e

}Fxpw2pt, nqq}Hb
t
¤ T 1�pb�b1q}h2pt1, nq}Hb1

t
.

Logo,

}Apt, xq}Xs,b ¤ T 1�pb�b1q

���¸
nPZ
xny2s}h1pt1, nq}2

Hb1
t

� 1
2

�
�¸
nPZ
xny2s}h2pt1, nq}2

Hb1
t

� 1
2

�� ,
sendo

h1pt, nq � e�itγpnqFxpfpuqpt, nqq
2iγpnq e h2pt, nq � eitγpnqFxpfpuqpt, nqq

2iγpnq .

Então

Fxph1pτ, nqq �
»
R
e�itτh1pt, nqdt � f̃puqpτ � γpnq, nq

2iγpnq
e

Fxph2pτ, nqq �
»
R
e�itτh2pt, nqdt � f̃puqpτ � γpnq, nq

2iγpnq .
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Portanto,

}Apt, xq}Xs,b ¤ T 1�pb�b1q

��¸
nPZ
xny2s

»
R
xτy2b1

����� f̃puqpτ � γpnq, nq
2iγpnq

�����
2

dτ

�
1
2

� T 1�pb�b1q

��¸
nPZ
xny2s

»
R
xτy2b1

����� f̃puqpτ � γpnq, nq
2iγpnq

�����
2

dτ

�
1
2

.

Fazendo a mudança de variáveis

τ � γpnq � ρ e τ � γpnq � ρ,

temos

}Apt, xq}Xs,b ¤ T 1�pb�b1q

��¸
nPZ
xny2s

»
R
xρ� γpnqy2b1

����� f̃puqpρ, nq2iγpnq

�����
2

dρ

�
1
2

� T 1�pb�b1q

��¸
nPZ
xny2s

»
R
xρ� γpnqy2b1

����� f̃puqpρ, nq2iγpnq

�����
2

dρ

�
1
2

.

Observemos agora que

||ρ| � γpnq| ¤ mín t|ρ� γpnq|, |ρ� γpnq|u,

donde seque que

||ρ| � γpnq|2b1 ¥ máx t|ρ� γpnq|2b1 , |ρ� γpnq|2b1u,

pois b1 ¤ 0.

Daí,

}Apt, xq}Xs,b ¤ T 1�pb�b1q
�����F�1

�
f̃puqpρ, nq

2iγpnq

������
Xs,b

,

ou seja,

����θT ptq » t

0

Vspt� t1qfpuqpt1qdt1
����
Xs,b

¤ T 1�pb�b1q
�����F�1

�
f̃puqpτ, nq

2iγpnq

������
Xs,b

.
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A demonstração do lema está completa. �

Lema 2.4. Existe c ¡ 0 tal que

1

c
¤ sup

x,y¥0

1� |x� y|
1� |x�

a
y2 � y| ¤ c.

Demonstração: A�rmamos que

y ¤
a
y2 � y ¤ y � 1

2
, @y ¥ 0.

De fato,

y � |y| �
a
y2 ¤

a
y2 � y, @y ¥ 0,

além disso,

py � 1

2
q2 � y2 � y � 1

4
¥ y2 � y.

Concluímos então que a
y2 � y ¤ y � 1

2
,

demonstrando a a�rmação.

Daí,

1� |x�
a
y2 � y| ¥ 1� |x| � |

a
y2 � y| � 1�x�

a
y2 � y ¥ 1�x� y� 1

2
� 1

2
�px� yq,

temos também,

1� |x�
a
y2 � y| ¥ 1�

a
y2 � y � x ¥ 1� py � xq ¥ 1

2
� py � xq,

logo,

1� |x�
a
y2 � y| ¥ 1

2
� |x� y| ¥ 1

2

então

1� |x� y|
1� |x�

a
y2 � y| ¤

1
2

1� |x�
a
y2 � y| �

1
2

1� |x�
a
y2 � y| ¤ 1� 1 � 2.
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Por outro lado,

1� |x� y| ¥ 1� px� yq ¥ 1� x�
a
y2 � y ¥ 1

2
� x�

a
y2 � y

e

1� |x� y| ¥ 1� py � xq ¥ 1�
a
y2 � y � 1

2
� x � 1

2
�
a
y2 � y � x,

o que implica

1� |x� y| ¥ 1

2
� |x�

a
y2 � y| ¥ 1

2
p1� |x�

a
y2 � y|q

e
1� |x� y|

1� |x�
a
y2 � y| ¥

1

2
.

Portanto, para c � 2 concluímos o resultado e a demonstração do lema está completa. �

Lema 2.5. Sejam 0 ¤ a� ¤ a�, a� � a� ¡ 1

2
, e a� � 1

2
então

Jpsq �
»
R

1

xy � sy2a�xy � sy2a�
dy ¤ c

xsyα , @s P R,

sendo α � 2a� � r1� 2a�s� e

rλs� �

$'''''&'''''%
λ se λ ¡ 0

ε, λ � 0

0 se λ   0.

(2.16)

Demonstração: Sabemos que

xyy2 � p1� |y|2q.

Daí

xyy2 ¤ 1� p|y � s| � |s|q2 � 1� |y � s|2 � |s|2 � 2|y � s||s|,

e como

2|y � s||s| ¤ |y � s|2 � |s|2,
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temos

xyy2 ¤ 2p1� |y � s|2 � |s|2q ¤ 2p1� |s|2qp1� |y � s|2q � 2xsy2xy � sy2

e

xyy ¤
?

2xy � syxsy,

isto é,
1

xy � sy ¤
?

2xsy
xyy .

Analogamente,
1

xy � sy ¤
?

2xsy
xyy ,

e então
1

xy � sy2a�xy � sy2a�
¤
?

2
2pa��a�qxsy2pa��a�q

xyy2pa��a�q ¤ 2xsy
xyy2pa��a�q ,

pois 2pa� � a�q ¡ 1. Logo,

Jpsq ¤
»
R

2xsy
xyy2pa��a�qdy   8, @s P R.

Vamos agora dividir Jpsq em 3 regiões, sendo elas

A1 � ty P R ; 0 ¤ y ¤ 2su
A2 � ty P R ; �2s ¤ y ¤ 0u
A3 � ty P R ; |y| ¥ 2su.

Dessa forma, Jpsq � JA1psq � JA2psq � JA3psq. Nossa meta agora é estimar Jpsq através
destas integrais. Vamos trabalhar primeiro com a integral JA1psq, temos

JA1psq �
» 2s

0

1

xy � sy2a�xy � sy2a�
dy.

Neste caso, 0 ¤ y ¤ s, donde segue que s ¤ y � s e xsy ¤ xy � sy, e assim,

1

xy � sy2
¤ 1

xsy2
.
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Logo

JA1psq ¤
1

xsy2a�

» 2s

0

1

xy � sy2a�
dy � 1

xsy2a�

» 2s

0

1

p1� |y � s|2qa� dy

� 1

xsy2a�

» s

�s

1

p1� u2qa� du �
2

xsy2a�

» s

0

1

p1� u2qa� du.

Observe agora que

1� u2 ¤ 1� 2u� u2 � p1� uq2 ¤ 2p1� uq2,

pois 0 ¤ p1� uq2 e 2u ¤ 1� u2. Daí,

1

1� u2
¥ 1

p1� uq2

e

2

xsy2a�

» s

0

1

p1� u2qa� du ¤
2c

xsy2a�

» s

0

1

p1� uq2a� du

� 2c

xsy2a�

» s

0

1

p1� uq2a� du

�

$''&''%
2c

xsy2a�

�p1� uq�2a��1

�2a� � 1


����s
0

, se a� � 1

2
2c

xsy2a�
ln|1� u| |s0 , se a� � 1

2
.

Logo, como a� � 1

2
então 1� 2a� ¡ 0 e

JA1psq ¤
2c

xsy2a�

�
1

p1� 2a�qp1� sq1�2a�
� 1

1� 2a�



¤ 2c

xsy2a�

1

p1� sq2p 12�a�q ¤
c

xsy2a�

1

xsy1�2a�

� cxsy�2a��p1�2a�q ¤ cxsy�2a��r1�2a�s� ,

pois xsy ¥ 1 e 1� 2a� ¤ r1� 2a�s�.
Observe também que

1

p1� sq2p 12�a�q ¤
1

p1� s2q 1
2
�a�

� 1

xsy 1
2
�a�

, se 1� 2a� ¡ 0
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e
1

p1� sq2p 12�a�q ¤
1

2p1� s2q 1
2
�a�

� c

xsy 1
2
�a�

, se 1� 2a�   0.

Portanto, temos

JA1psq ¤ cxsy�2a��r1�2a�s� ,

ou ainda,

JA1 ¤
c

xsyr , r � mint2a�, 2a�, 2a� � 2a� � 1u.

Estimemos agora a integral JA2psq :

JA2psq �
» 0

�2s

1

xy � sy2a�xy � sy2a�
dy �

» 2s

0

1

xy � sy2a�xy � sy2a�
dy.

Fazendo a mudança u � �y e usando o raciocínio análogo feito para JA1 , nos dá

JA2 ¤
1

xsy2a�

» 2s

0

1

xy � sy2a�
dy ¤ cxsy�2a��p1�2a�q ¤ cxsy�2a��r1�2a�s� .

Finalmente, vejamos a estimativa para JA3psq :

JA3psq �
» �2s

�8

1

xy � sy2a�xy � sy2a�
dy �

» 8

2s

1

xy � sy2a�xy � sy2a�
dy

�
» 8

2s

�
1

xy � sy2a�xy � sy2a�
� 1

xy � sy2a�xy � sy2a�



dy.

Como s ¥ 0, segue que

y ¤ 2py � sq e
y

2
¤ y � 2,

e, no caso em que y ¥ 2s, temos

y ¤ y � py � 2sq � 2py � sq e
y

2
¤ py � sq.

Logo,

xy
2
y ¤ mín txy � sy, xy � syu

e

JA3 ¤ 2

» 8

2s

1

xy
2
y2a��2a�

dy � 4

» 8

s

xuy�p2a��2a�qdu.
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Lembremos agora que

p1� uq2 ¤ 2p1� u2q e p1� uq2 ¤ 2xuy2,

e assim

xuy�p2a��2a�q ¤ cp1� uq�p2a��2a�q.

Portanto,

JA3psq ¤ c

» 8

s

1

p1� uqp2a��2a�qdu � c � u1�2pa��a�q

1� 2pa� � a�
|8s ,

pois a� � a� ¡ 1

2
e 2pa� � a�q ¡ 1, e então

JA3psq ¤ cs1�2a��2a� ¤ cxsy1�2pa��a�q .

Por �m,

Jpsq ¤ JA1 � JA2 � JA3 ¤ cxsyα

sendo α � �2a� � r1� 2a�s�, pois

�2a� � r1� 2a�s� ¥ �2a� � r1� 2a�s� ¥ 1� 2pa� � a�q.

A demonstração do lema está agora completa. �

Corolário 2.6. Sejam p, q ¡ 0, p � 1

2
, q � 1

2
e r � mintp, q, p � q � 1u com p � q ¡ 1.

Então existe c ¡ 0 tal que

»
R

1

xx� αypxx� βyq dx ¤
c

xα � βyr .

Demonstração: Segue diretamente da demonstração do Lema 2.5. �

Lema 2.7. Sejam 0   α   1

2
, α P R, β, ν ¡ 0 e H � th P R ; h � α� n, n P Z e |h| ¤

βu. Então ¸
hPH

1

pν � |h|q2α ¤ 2

�
2

ν2α
�
» β

0

dx

pν � xq2α


.
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Demonstração: Observe que, como ν ¡ 0 e β ¡ 0,

1

pν � |h|q2α ¤
2

ν2αβ
� 1

pν � |h|q2α .

Portanto,

¸
hPH

1

pν � |h|q2α ¤
¸
hPH

2

ν2αβ
� 1

pν � |h|q2α

¤
» β

�β

2

ν2αβ
� 1

pν � |x|q2αdx

� 2

» β

0

2

ν2αβ
� 1

pν � |x|q2αdx

� 2

�
2

ν2α
�
» β

0

dx

pν � xq2α


,

o que conclui a demonstração. �

Lema 2.8. Se γ ¡ 1

2
então

sup
pn,τqPZ�R

¸
n1PZ

1

p1� |τ � n1pn� n1q|γ   8.

Demonstração: Vamos reescrever o resultado de maneira que

¸
n1PZ

1

p1� |τ � n1pn� n1q|γ �
¸
n1PZ

1

p1� |pn1 � α�qpn1 � β�q|qγ ,

sendo α � α� e β � β� as raízes do polinômio

τ � pn1pn� n1qq � 0,

isto é,

τ � pn1pn� n1qq � pn1 � α�qpn1 � β�q.

Existem no máximo 10n1 tal que

|n1 � α| ¤ 2 ou |n1 � β| ¤ 2.

De fato, seja fpn1q � τ � pn1pn� n1qq � 0. Agora, suponha que exista apenas uma raiz,
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ou seja, α � β. Então

fpn1q � pn1 � αq2,

e o caso |n1 � α| ¤ 2 é válido para

(i) n1 � α;

(ii) n1 � α � 1;

(iii) n1 � α � 2,

que totalizam 5 diferentes opções. No caso α � β, temos

fpn1q � pn1 � αqpn1 � βq

e daí, o caso |n1 � α| ¤ 2 é válido para

(i) n1 � α;

(ii) n1 � α � 1;

(iii) n1 � α � 2,

e o caso |n1 � β| ¤ 2 é válido para

(i) n1 � β;

(ii) n1 � β � 1;

(iii) n1 � β � 2,

que totalizam 10 possíveis casos. Agora, observe que se α R Z, podemos tomar n1 como

a parte inteira de α, isto é,

n1 � rαs � z, α P rz, z � 1s � R,

e o resultado dos 10 casos seguem analogamente. Vamos agora trabalhar com o restante

dos n1, isto é,

|n1 � α| ¡ 2 e |n1 � β| ¡ 2.
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Observe que

|n1 � α| ¤ |n1 � α||n1 � β|
2

e |n1 � β| ¤ |n1 � α||n1 � β|
2

,

assim

|n1 � α| � |n1 � β| ¤ |n1 � α||n1 � β|

e

1

2
p1� |n1 � α|qp1� |n1 � β|q � 1

2
p1� |n1 � α| � |n1 � β| � |n1 � α||n1 � β|q

¤ 1

2
p1� 2|n1 � α||n1 � β|q

¤ 1� |n1 � α||n1 � β|.

Logo,
1

2
p1� |n1 � α|qp1� |n1 � βq ¤ 1� |n1 � α||n1 � β|,

e daí
1

1� |pn1 � αqpn1 � βq| ¤
2

p1� |n1 � α|qp1� |n1 � β|q .

Portanto,

¸
n1PZ

1

p1� |τ � n1pn� n1q|γ �
¸
n1PZ

1

p1� |n1 � α||n1 � β|qγ

¤
¸
n1PZ

2

p1� |n1 � α|qγp1� |n1 � β|qγ

� 2
¸
n1PZ

1

p1� |n1 � α|qγ �
1

p1� |n1 � β|qγ

¤ 2

�¸
n1PZ

1

p1� |n1 � α|q2γ �
1

p1� |n1 � β|q2γ
� 1

2

¤ 2

�¸
n1PZ

1

p1� |n1 � α|q2γ
� 1

2

�
�¸
n1PZ

1

p1� |n1 � β|q2γ
� 1

2

� 2}x}l2}y}l2   8,

sendo x e y os vetores de l2 obtidos. A demonstração do lema está completa. �

Observação 2.9. Usaremos a notação a À b quando existir θ ¥ 0 tal que a ¤ θb e
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denotaremos a � b quando a À b e b À a. Com essa notação, temos

}u}Xs,b � }x|τ | � n2ybxnysũpτ, nq}l2nL2
τ
.

De fato,

(i) xny � 1� |n|, pois

p1� |n|q2 ¤ 2p1� |n|2q

e além disso,

xny2 � 1� n2 ¤ p1� |n|q2.

(ii) x|τ | � n2y � x|τ | � γpnqy, pois
o lema 2.4 com x � |τ | e y � n2 nos garante que

1

c
¤ 1� ||τ | � n2|

1� ||τ | � γpnq| ¤ c.

Do item piq, temos

1� ||τ | � n2| � x|τ | � n2y e 1� ||τ | � γpnq| � x|τ | � γpnqy.

Logo,

x|τ | � n2y � x|τ | � γpnqy.

2.2 Resultados Principais

Nesta seção, demonstraremos os resultados principais deste capítulo.

Teorema 2.10. Seja s ¡ �1

4
, u,v P Xs,�a. Então existe c ¡ 0, com c dependendo apenas

de a, b e s, tal que ����F�1

� |n|2�uvpτ, nq
2iγpnq


����
Xs,�a

¤ c}u}Xs,b}v}Xs,b (2.17)
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acontece nos seguintes casos

(i) s ¥ 0, b ¡ 1

2
e

1

4
  a   1

2
,

(ii) �1

4
  s   0, b ¡ 1

2
e

1

4
  a   1

2
tal que |s|   a

2
.

Demonstração: Sejam u,v P Xs,b. De�nimos

fpτ, nq � x|τ | � n2ybxnysũpτ, nq

e

gpτ, nq � x|τ | � n2ybxnysṽpτ, nq.

A�rmação 1: A desigualdade (2.17) é equivalente a

W pf, g, φq ¤ c}f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
, (2.18)

sendo

W pf, g, φq �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn� n1ys

gpτ1, n1qfpτ � τ1, n� n1qφ̄pτ, nqdτdτ1

x|τ | � n2yax|τ1| � n2
1ybx|τ � τ1| � pn� n1q2yb .

Primeiramente, vamos mostrar que (2.17) implica (2.18). Para isto, suponha válido o

teorema. Agora observe que

W pf, g, φq �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn� n1ys

x|τ | � n2ybxnysṽpτ, nqfpτ � τ1, n� n1qφ̄pτ, nqdτdτ1

x|τ | � n2yax|τ1| � n2
1ybx|τ � τ1| � pn� n1q2yb

�
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn� n1ys

x|τ | � n2ybxnysṽpτ, nqx|τ | � n2ybxnysũpτ, nqφ̄pτ, nqdτdτ1

x|τ | � n2yax|τ1| � n2
1ybx|τ � τ1| � pn� n1q2yb

�
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

ṽpτ1, n1qũpτ � τ1, n� n1qφ̄pτ, nq
x|τ | � n2ya dτdτ1

�
¸

n,n1PZ

»
R

|n|2
γpnqxny

sx|τ | � n2y�aφ̄pτ, nq
�»

R
ṽpτ1, n1qũpτ � τ1, n� n1q



dτdτ1

�
¸
nPZ

»
R

|n|2
γpnqxny

sx|τ | � n2y�aφ̄pτ, nqṽ � ũpτ, nqdτ

�
¸
nPZ

»
R

|n|2
γpnqxny

sx|τ | � n2y�aφ̄pτ, nqp2πq�uvpτ, nqdτ.
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Logo,

|W pf, g, φq| ¤
¸
nPZ

»
R

|n|2
γpnqxny

sx|τ | � n2y�a|φ̄|pτ, nq2π|�uvpτ, nq|2i
2i
dτ

¤
�¸
nPZ

»
R

|n|2
|2iγpnq|2 xny

2sx|τ | � n2y�2a|�uvpτ, nq|2dτ� 1
2
�¸
nPZ

»
R
|4πi||φ̄pτ, nq|2dτ

� 1
2

�
����F�1

� |n|2�uvpτ, nq
2iγpnq


����
Xs,�a

}φ}l2nL2
τ
|4π|

¤ c}f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
.

�

Vamos agora mostrar que (2.18) implica (2.17).

Sabemos que

W pf, g, φq �
¸
nPZ

»
R

|n|2
γpnqxny

sx|τ | � n2y�aφ̄pτ, nqp2πq�uvpτ, nqdτ.
De�nindo

hpτ, nq � 2π|n|2
γpnq xny

sx|τ | � n2y�a�uvpτ, nq,
podemos escrever W como o seguinte produto interno

W pf, g, φq � xh, φyl2nL2
τ
.

Usando agora (2.18), nos dá

|xh, φy| ¤ c}f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
, @φ P L2pRq.

Logo, o operador

Th : L2pR2q Ñ C

φ ãÑ xh, φy

satisfaz

|Thpφq| ¤ c}f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
, @φ P L2pRq,
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e pelo teorema de representação de Riesz para espaços de Hilbert, temos

}h}l2nL2
τ
� }Th} ¤ c}f}l2nL2

τ
}g}}l2nL2

τ
.

Observe agora que
|n|2
γpnq ¤ 1, @n P Z. Daí

����F�1

� |n|2�uvpτ, nq
2iγpnq


����
Xs,�a

¤
�¸
nPZ

»
R

|n|2
|2iγpnq|2 xny

2sx|τ | � n2y�2a|�uvpτ, nq|2dτ� 1
2

� }F�1p�uvpτ, nqq}Xs,�a
� }h}l2nL2

τ
¤ c}u}Xs,b}v}Xs,b .

Isso mostra que as a�rmativas (2.17) e (2.18) são equivalentes.

Agora, para conseguirmos a desigualdade desejada, precisaremos analisar melhor todas as

possibilidades de sinais de τ, τ1 e τ � τ1. Para isso, dividiremos R4 nas seguintes regiões:

• Γ1 � tpn, τ, n1, τ1q P R4 ; τ1   0, τ � τ1   0u

• Γ2 � tpn, τ, n1, τ1q P R4 ; τ1 ¥ 0, τ � τ1   0, τ ¥ 0u

• Γ3 � tpn, τ, n1, τ1q P R4 ; τ1 ¥ 0, τ � τ1   0, τ   0u

• Γ4 � tpn, τ, n1, τ1q P R4 ; τ1   0, τ � τ1 ¥ 0, τ ¥ 0u

• Γ5 � tpn, τ, n1, τ1q P R4 ; τ1   0, τ � τ1 ¥ 0, τ   0u

• Γ6 � tpn, τ, n1, τ1q P R4 ; τ1 ¥ 0, τ � τ1 ¥ 0u.

Desta forma, denotando também

• n2 � n� n1

• σ � |τ | � n2

• σ1 � |τ1| � n2
1

• σ2 � |τ2| � n2
2

• τ2 � τ � τ1
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podemos ver que é su�ciente provarmos a desigualdade (2.18) com Zpf, g, φq no lugar de

W pf, g, φq, sendo

Zpf, g, φq �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτdτ1

e σ1, σ2, σ nos seguintes casos

(I) σ � τ � n2, σ1 � τ1 � n2
1, σ2 � τ2 � n2

2

(II) σ � τ � n2, σ1 � τ1 � n2
1, σ2 � τ2 � n2

2

(III) σ � τ � n2, σ1 � τ1 � n2
1, σ2 � τ2 � n2

2

(IV) σ � τ � n2, σ1 � τ1 � n2
1, σ2 � τ2 � n2

2

(V) σ � τ � n2, σ1 � τ1 � n2
1, σ2 � τ2 � n2

2

(VI) σ � τ � n2, σ1 � τ1 � n2
1, σ2 � τ2 � n2

2.

Observemos que os casos pIq, pIIq, pIIIq, pIV q, pV q, pV Iq correspondem às regiões Γ1,Γ2,Γ3,Γ4,Γ5,Γ6,

respectivamente.

A�rmação 2: pIIIq ô pIV q, pIIq ô pV q, pIq ô pV Iq.
pIIIq ô pIV q Façamos a mudança de variáveis

pn, τ, n1, τ1q ÞÝÑ �pn, τ, n1, τ1q.

Assumindo agora que pIIIq está estimado temos

pIV q �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xτ � n2yaxτ1 � n2

1ybxτ2 � n2
2yb
dτdτ1

�
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

gp�τ1,�n1qfp�τ2,�n2qφ̄p�τ,�nq
xτ � n2yaxτ1 � n2

1ybxτ2 � n2
2yb

dτdτ1

¤ c}fp�τ2,�n2q}l2nL2
τ
}gp�τ1, n1q}}l2nL2

τ
}φp�τ,�nq}l2nL2

τ

� c}f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
.

Tal fato acontece pois as normas l2 e L2 são invariantes por re�exão. Analogamente

conseguimos pIIq ô pV q e pIq ô pV Iq.
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A�rmação 3: pV q ô pIV q. Para isto, sem perda de generalidade, assuma pIV q
válido. Logo,

pV q �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xτ � n2yaxτ1 � n2

1ybxτ2 � n2
2yb
dτdτ1.

Façamos as mudanças

τ2 � τ � τ1, n2 � n� n1, pn, τ, n1, τ1q ÞÝÑ �pn, τ, n1, τ1q.

Assim,

pV q �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xτ � n2yaxτ1 � n2

1ybxτ2 � n2
2yb
dτdτ1

�
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

gpτ � τ2, n� n2qfpτ � τ1, n� n1qφ̄p�τ,�nq
xτ � n2yaxτ1 � n2

1ybxτ2 � n2
2yb

dτdτ1

¤ c}fp�τ2,�n2q}l2nL2
τ
}gpτ � τ2, n� n2q}}l2nL2

τ
}φ̄p�τ,�nq}l2nL2

τ

� c}f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
.

A recíproca é análoga.

Portanto, dadas as equivalências, precisamos apenas estabelecer os casos pIV q e pV Iq.
Vamos primeiramente tratar do caso pV Iq.
Neste caso, usaremos a seguinte relação algébrica

pτ � n2q � pτ1 � n2
1q � ppτ � τ1q � pn� n1q2q � 2n1pn� n1q. (2.19)

De fato,

� pτ � n2q � pτ1 � n2
1q � ppτ � τ1q � pn� n1q2q

� �pτ � n2q � pτ1 � n2
1q � ppτ � τ1q � n2 � 2nn1 � n2

1q
� 2nn1 � 2n2

1

� 2n1pn� n1q.
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Por simetria, vamos nos restringir ao conjunto

A � tpn, n1, τ, τ1q P Z2 � R2 ; |pτ � τ1q � pn� n1q2 ¤ |τ1 � n2
1u.

Observe que, se

B � tpn, n1, τ, τ1q P Z2 � R2 ; |pτ � τ1q � pn� n1q2 ¡ |τ1 � n2
1u,

então

Zpf, g, φq � IA � IB,

e assim, fazendo a mudança de variáveis em IB

n2 � n� n1 , τ2 � τ � τ1,

obtemos IA. Dessa forma, basta provarmos (2.18) para IA.

Dividimos agora A em 3 partes

• A1 � tpn, n1, τ, τ1q P A ; n � 0u

• A2 � tpn, n1, τ, τ1q P A ; n � 0 ou n1 � nu

• A1 � tpn, n1, τ, τ1q P A ; n � 0, n1 � 0, e n1 � nu

e dividimos A3 em mais duas partes

• A3,1 � tpn, n1, τ, τ1q P A ; |τ1 � n2
1| ¤ |τ � n2|u

• A3,2 � tpn, n1, τ, τ1q P A ; |τ � n2| ¤ |τ1 � n2
1|u.

Agora, de�namos os conjuntos

R1 � A1 Y A2 Y A3, 1 e R2 � A3,2.

Em vista disso, temos A � R1 YR2 com R1 XR2 � H.
A partir de agora, seja χRi , a função característica do conjunto Ri, i � 1, 2.
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A�rmação 4:|Z|2 ¤ }f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
� pP1 � P2q, sendo

P1 �
����� 1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

»
R

xny2sxn1y�2sxn2y�2sχR1

xσ1y2bxσ2y2b
dτ1

�����
l8n L

8
τ

e

P2 �
����� 1

xσ1y2b

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

»
R

xny2sxn1y�2sxn2y�2sχR2

xσy2axσ2y2b
dτ

�����
l8n1L

8
τ1

.

De fato, como A � R1 YR2, temos

|Z| ¤
����� ¸
n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χR1gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ

�����
�
����� ¸
n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χR2gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ

����� ,
assim

|Z| ¤ c1 � c2,

sendo

c1 �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χR1gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ

e

c2 �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χR2gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

c1 ¤
��¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�¸
n1PZ

»
R

χR1gpτ1, n1qfpτ2, n2q
xn1ysxn2ysxσ1ybxσ2yb dτ1

�2

dτ

�� 1
2

� }φ}l2nL2
τ
.

Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

¸
n1PZ

»
R

χR1gpτ1, n1qfpτ2, n2q
xn1ysxn2ysxσ1ybxσ2yb dτ1 ¤

�¸
n1PZ

»
R

χR1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b
dτ

��¸
n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1

�
.

Então

c1 ¤
�¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�
χR1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b


�¸
n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1

�
dτ

�
}φ}l2nL2

τ
.
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Vamos agora aplicar a Desigualdade de Hölder, de modo a obter

c1 ¤
�����¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�
χR1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b



dτ

�����
l8n L

8
τ

����� ¸
n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1

�����
l1nL

1
τ

}φ}l2nL2
τ
.

Observemos que�����¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�
χR1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b



dτ

�����
l8n L

8
τ

� sup
nPZ,τPR

�����¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�
χR1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b



dτ

�����
e assim, através de uma mudança de variáveis, obtemos����� ¸

n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1

�����
l1nL

1
τ

�
¸
nPZ

»
R

¸
n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1dτ

�
¸
n1PZ

»
R
|gpτ1, n1q|2

�¸
nPZ

»
R
|fpτ2, n2qdτ

�
dτ1

�
¸
n1PZ

»
R
|gpτ1, n1q|2

�¸
nPZ

»
R
|fpτ 1, n1qdτ 1

�
dτ

� }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
.

Logo,

c1 ¤ P
1
2

1 }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
,

e analogamente,

c2 ¤ P
1
2

2 }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
,

donde segue agora a a�rmação, isto é,

|Z|2 ¤ }f}l2nL2
τ
}g}}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
� pP1 � P2q.

Lembremos agora que estamos tratando com o caso pV Iq. Assim, usando o corolário 2.6,

temos
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P1 �
����� 1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

»
R

xny2sxn1y�2sxn2y�2sχR1

xσ1y2bxσ2y2b
dτ1

�����
l8n L

8
τ

�
����� 1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

»
R

1

xσ1y2bxσ2y2b
dτ1

�����
l8n L

8
τ

�
����� 1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

»
R

1

xτ1 � n2
1y2bxpτ � τ1q � pn� n1q2y2b

dτ1

�����
l8n L

8
τ

¤
����� 1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

xn2
1 � pτ � τ2 � n2q2y2b

�����
l8n L

8
τ

�
����� 1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ � n2 � 2n2
1 � 2n1ny2b

�����
l8n L

8
τ

.

Logo, precisamos encontrar limitantes para

J1 � sup
nPZ, τPR

1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ � n2 � 2n2
1 � 2nn1y2b

, em R1

e

J2 � sup
n1PZ, τ1PR

1

xσy2a

¸
nPZ

|n|4
γpnq2

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ1 � n2
1 � 2nn1y2a

, em R2,

sendo J2 obtido de maneira análoga a J1 através do corolário 2.6.

Em A1, temos
|n|4
γpnq2 � 0, tornando o supremo acima limitado.

Na região A2, temos

xny2sxn1y�2sxn2y�2s � xny2sxn1y�2sxn� n1y�2s � p1� |n|2qsp1� |n1|2q�sp1� |n� n1|2q�s.

Se n1 � 0, então

xny2sxn1y�2sxn2y�2s À 1.

Se n1 � n, então

xny2sxn1y�2sxn2y�2s À 1,

e além disso,
|n|4
γpnq2 ¤ 1, @n P Z.

Para n1 � 0, observemos que

J1 � sup
nPZ, τPR

1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxny�2s

xτ � n2y2b
À sup

nPZ, τPR

1

xσy2a�2b
À 1.
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Se agora n1 � n, observemos que

J1 � sup
nPZ, τPR

1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxny�2s

xτ � n2 � 2n2 � 2n2y2b
À 1,

e então, em ambos os casos temos

J1 À sup
nPZ, τPR

1

xσy2a�2b
À 1 para a, b ¡ 0.

Em A3,1 temos |τ1 � n2
1| ¤ |τ � n2|. Assim

xny2sxn1y�2sxn2y�2s À xσyλpsq,

sendo

λpsq �

$'&'%0, se s ¥ 0,

2|s|, se s ¤ 0.

De fato, suponha s ¥ 0. Daí

n2 ¤ p|n1| � |n� n1|q2 � |n1|2 � 2|n1||n� n1| � |n� n1|2

¤ |n1|2 � |n1|2 � |n� n1|2 � |n� n1|2 � 2|n1|2 � 2|n� n1|2.

Logo,

1� n2 ¤ 2� n2 ¤ 2� 2|n1|2 � 2|n� n1|2 � 2p1� |n1|2q � 2|n� n1|2

¤ 2p1� |n1|2q � 2p1� |n1|2q|n� n1|2 � 2p1� |n1|q2p1� |n� n1|2q

e a a�rmação segue para s ¥ 0.

Suponha agora que s ¤ 0. A�rmamos que

xn1yxn2y ¤ cxσyxny.
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De fato,

xn1yxn2y � p1� |n1|qp1� |n2|q � 1� |n2| � |n1| � |n1||n2| ¤ 1� |n2| � |n1| � 3

2
|σ|

¤ 1� |n| � 5|σ| ¤ 5p1� |n| � |σ|q ¤ 5p1� |n| � p1� |n|q|σ|q
� 5p1� |n|qp1� |σ|q � 5xnyxσy.

Observe então que provamos o seguinte resultado

xny2s À xn1y|2s|xn2y2s, @n, n1, n2 P Z, s P R. (2.20)

Aplicando tal resultado em J1, temos

J1 À sup
n1PZ,τPR

xσyλpsq�2a
¸

n1PZ,n1�t0,nu

1

xτ � n2 � 2n2
1 � 2nn1y2b

À 1, para b ¡ 1

2
e λpsq ¤ 2a.

Analogamente, para a região A3,2 temos

xny2sxn1y�2sxn2y�2s À xσ1yλpsq,

e além disso

|τ1 � n2
1 � 2nn1| ¤ |τ1 � n2

1| � |2nn1| ¤ 2xσ1y.

Queremos estabelecer as condições do lema 2.7. Para isto, de�na

H � tn P Z ; |τ1 � n2
1 � 2nn1| ¤ 2xσ1yu.
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Aplicando agora o lema 2.7, nos dá

J2 À sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yλpsq�2b
¸
nPH

1

xτ1 � n2
1 � 2nn1y2a

¤ sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yλpsq�2b 2

�
2�

» 2xσ1y

0

1

p1� xq2adx
�

� sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yλpsq�2b 2

��2�
» 2xσ1y

0

1�
2|n1|
2|n1| � x

	dx
�


� sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yλpsq�2b 2

���2� 1

2|n1|2a
» 2xσ1y

0

1�
1

2|n1| � x
2|n1|

	2adx

��

� sup

n1PZ,τ1PR
xσ1yλpsq�2b 2

���2� 1

2|n1|
» xσ1y

|n1|

0

1�
1

2|n1| � y
	2ady

��

¤ sup

n1PZ,τ1PR
xσ1yλpsq�2b 2

2|n1|2a�1

���2p2|n1|q2a�1 �
» xσ1y

|n1|

0

1�
1

2|n1| � y
	2ady

��
.

Vamos agora calcular a integral acima. Lembremos que a   1

2
e

1

2|n1| ¤
xσ1y
|n1| . Daí

» xσ1y
|n1|

0

1�
1

2|n1| � y
	2ady �

�
1

2|n1| � y
	�2a�1

�2a� 1

�������
xσ1y
|n1|

0

À
�

1

2|n1| �
xσ1y
|n1|


�2a�1

� 1

2|n1|

À
�

1

2|n1| �
xσ1y
|n1|


�2a�1

À
�xσ1y
|n1| �

xσ1y
|n1|


�2a�1

�
�

2
xσ1y
|n1|


�2a�1

� c � xσ1y�2a�1

|n1|�2a�1
.

Então

J2 À sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yλpsq�2b

�
1� 1

p2|n1|q2a�1 � xσ1y�2a�1

|n1|�2a�1

�

À sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yλpsq�2b

�
xσ1y�2a�1 � 1

22a�1
� xσ1y�2a�1



� sup

n1PZ,τ1PR
xσ1yλpsq�2b�2a�1

�
1� 1

22a�1



.

Agora, λpsq � min t2b, 2a� 2b� 1u, e assim,

λpsq � 2b� 2a� 1 ¤ 0,
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o que implica

J2 À sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yλpsq�2b�2a�1 À 1,

para a   1

2
e λpsq ¤ min t2b, 2b� 2a� 1u.

Vamos agora tratar do caso pIV q, isto é

σ � τ � n2 , σ1 � τ1 � n2
1 , σ2 � τ2 � n2

2.

Este caso segue passos parecidos com o caso pV Iq. Utilizaremos aqui a seguinte relação

algébrica

�pτ � n2q � pτ1 � n2
1q � ppτ � τ1q � pn� n1q2q � 2nn1. (2.21)

Vamos dividir agora Z2 � R2 nos seguintes três conjuntos

• B1 � tpn, n1, τ, τ1q P Z2 � R2 ; n � 0u,

• B2 � tpn, n1, τ, τ1q P Z2 � R2 ; n1 � 0u,

• B3 � tpn, n1, τ, τ1q P Z2 � R2 ; n � 0, n1 � 0u.
Dividimos ainda B3 em três partes

• B3,1 � tpn, n1, τ, τ1q P B3 ; |τ1 � n2
1| ¤ |τ � n2| e |pτ � τ1q � pn� n1q2| ¤ |τ � n2|u,

• B3,2 � tpn, n1, τ, τ1q P B3 ; |τ � n2| ¤ |τ1 � n2
1| e |pτ � τ1q � pn� n1q2| ¤ |τ1 � n2

1|u,

• B3,3 � tpn, n1, τ, τ1q P B3 ; |τ1 � n2
1| ¤ |pτ � τ1q � pn� n1q2| e |τ � n2| ¤ |pτ � τ1q �

pn� n1q2|u.

Vamos de�nir agora os conjuntos Si, i � 1, 2, 3, da seguinte forma

S1 � B1 YB2 YB3,1 , S2 � B3,2 , S3 � B3,3.

A�rmação 5: |Z|2 À }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
� pP1 � P2 � P3q sendo

P1 �
����� 1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

»
R

xny2sxn1y�2sxn2y�2sχS1

xσ1y2bxσ2y2b
dτ1

�����
l8n L

8
τ

,
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P2 �
����� 1

xσ1y2a

¸
nPZ

|n|4
γpnq2

»
R

xny2sxn1y�2sxn2y�2sχS2

xσy2axσ2y2b
dτ

�����
l8n1L

8
τ1

e

P3 �
����� 1

xσ2y2b

¸
n1PZ

»
R

|n1 � n2|4
γpn1 � n2q2

xn1 � n2y2sxn1y�2sxn2y�2sχS̄3

xσ1y2bxσy2a
dτ1

�����
l8n2L

8
τ2

,

com

S̄3 � tpn2, n1, τ2, τ1q P Z2 � R2 ; n1 � 0, n1 � n2 � 0, |τ1 � n2
1| ¤ |τ2 � n2

2|
e |pτ1 � τ2q � pn1 � n2q2| ¤ |τ2 � n2

2|u.

De fato,

|Z| ¤
����� ¸
n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χS1gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ

�����
�
����� ¸
n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χS2gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ

�����
�
����� ¸
n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χS3gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ

�����
e então, |Z| ¤ k1 � k2 � k3, sendo

k1 �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χS1gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ,

k2 �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χS2gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ,

k3 �
¸

n,n1PZ

»
R2

|n|2
γpnq

xnys
xn1ysxn2ys

χS3gpτ1, n1qfpτ2, n2qφ̄pτ, nq
xσyaxσ1ybxσ2yb dτ1dτ.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

k1 ¤
��¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�¸
n1PZ

»
R

χS1gpτ1, n1qfpτ2, n2q
xn1ysxn2ysxσ1ybxσ2ybdτ1

�2

dτ

�� 1
2

� }φ}l2nL2
τ
.
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Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

¸
n1PZ

»
R

χR1gpτ1, n1qfpτ2, n2q
xn1ysxn2ysxσ1ybxσ2yb dτ1 ¤

�¸
n1PZ

»
R

χS1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b
dτ

�
��¸

n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1

�
.

Assim,

k1 ¤
�¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�
χS1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b


�¸
n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1

�
dτ

�
�}φ}l2nL2

τ
.

Vamos agora aplicar a Desigualdade de Hölder, de modo a obter

k1 ¤
�����¸
nPZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2s

xσy2a

�
χS1

xn1y2sxn2y2sxσ1y2bxσ2y2b



dτ

�����
l8n L

8
τ

����� ¸
n1PZ

»
R
|fpτ2, n2q|2|gpτ1, n1q|2dτ1

�����
l1nL

1
τ

}φ}l2nL2
τ
.

Em vista da demonstração da a�rmação 4, temos então

k1 ¤ P
1
2

1 }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
,

e analogamente,

k2 ¤ P
1
2

2 }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
.

Para k3, seguindo o raciocínio análogo temos

k3 ¤
����� 1

xσy2b

¸
n1PZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2sxn1y�2sxn2y�2sχS3

xσ1y2bxσ2y2a
dτ1

�����
l8n2L

8
τ2

.

Fazendo agora a mudança

S3 Ñ S̄3, n � n1 � n2 e τ � τ1 � τ2,
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temos

k3 ¤
����� 1

xσy2b

¸
n1PZ

»
R

|n|4
γpnq2

xny2sxn1y�2sxn2y�2sχS3

xσ1y2bxσ2y2a
dτ1

�����
l8n2L

8
τ2

¤
����� 1

xσ2y2b

¸
n1PZ

»
R

|n1 � n2|4
γpn1 � n2q2

xn1 � n2y2sxn1y�2sxn2y�2sχS̄3

xσ1y2bxσy2a
dτ1

�����
l8n2L

8
τ2

.

Segue então que

k3 ¤ P
1
2

3 }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
,

e

|Z|2 À k1 � k2 � k3 À }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
}φ}l2nL2

τ
� pP1 � P2 � P3q.

Novamente, usando o mesmo raciocínio utilizado na A�rmação 4, a relação algébrica

(2.21), o caso pIV q e o corolário 2.6, temos limitantes para

K1 � sup
nPZ,τPR

1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ � n2 � 2nn1y2b
em S1,

K2 � sup
n1PZ,τ1PR

1

xσ1y2b

¸
nPZ

|n|4
γpnq2

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ � n2 � 2nn1y2b
em S2,

K3 � sup
n2PZ,τ2PR

1

xσ2y2b

¸
n1 P Z

|n1 � n2|4
γpn1 � n2q2

xn1 � n2y2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ � n2
2 � 2n2

1 � 2n1n2y2b
em S̄3.

Em B1 temos
|n|4
γpnq2 � 0, e então a estimativa segue.

Em B2 temos uma situação análoga à A�rmação 4

xny2sxn1y�2sxn2y�2s À 1 e
|n|4
γpnq2 ¤ 1, @n P Z

e também, se n1 � 0,

K1 À sup
nPZ,τPR

1

xσy2a�2b
À 1, para a ¡ 0 e b ¡ 0.

Agora, na região B3,1, temos

xny2sxn1y�2sxn2y�2s À |n1|ηpsq À |n1n|ηpsq, (2.22)
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sendo

ηpsq �

$'&'%0, se s ¥ 0,

4|s|, se s ¤ 0.

De fato, se s ¥ 0, então por (2.20),

xny2s À xn1y2sxn2y2s

e

xny2sxn1y�2sxn2y�2s À 1 � |n1|ηpsq, pois ηpsq � 0, s ¥ 0.

Agora, se s ¤ 0, novamente por (2.20),

xny2s À xn1y�2sxn2y2s

e daí,

xny2sxn2y�2s À xn1y�2s ô xny2sxn2y�2sxn1y�2s À xn1y�4s.

Uma vez que xn1y � 1� |n1| ¤ 2|n1|, pois n1 � 0, e �4s ¡ 0, temos

xn1y�4s À |n1|�4s � |n1|4|s| � |n1|ηpsq.

Segue agora da relação (2.21) escrita de outra forma que

�σ � σ1 � σ2 � 2nn1

e assim,

|nn1| � 1

2
| � σ � σ1 � σ2|.

Como estamos em B3,2, temos xσ1y, xσ2y ¤ xσy. Logo,

|nn1| ¤ 3

2
xσy ô |nn1| À xσy.
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Em vista disso, analogamente à A�rmação 4, temos

K1 � sup
nPZ,τPR

1

xσy2a

|n|4
γpnq2

¸
n1PZ

xny2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ � n2 � 2nn1y2b
À sup

nPZ,τPR
xσyηpsq�2a

¸
n1�0

1

xτ � n2 � 2nn1y2b
À 1

para b ¡ 1

2
e ηpsq ¡ 2a.

Vamos estimar agora K2. Na região B3,2, temos por (2.20) que

|nn1| À xσ1y

e

|τ1 � n2
1 � 2nn1| ¤ 2xσ1y.

Usando agora (2.22) e o lema 2.7 temos, de modo análogo ao obtido para J2 no caso da

A�rmação 4,

K2 À sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yηpsq�2b
¸
nPH

1

xτ1 � n2
1 � 2nn1y2a

À sup
n1PZ,τ1PR

xσ1yηpsq�2b

|n1|2a�1

���|n1|2a�1 �
» xσ1y

|n1|

0

1�
1

2|n1| � y
	2ady

��

À sup

n1PZ,τ1PR
xσ1yηpsq�2b�2a�1

À 1,

para a   1

2
e ηpsq ¤ mínt2b, 2a� 2b� 1u.

Vamos agora estimar K3pn2, τ2q. Na região B3,3, temos por (2.20) que

xn1 � n2y2sxn1y�2sxn2y�2s À |n2|ηpsq

e

|n2| À |n1 � n2| � |n1| À |n1pn1 � n2q| À xσ2y.
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Agora, vamos usar o lema 2.8. Para isto, observe que

K3 � sup
n2PZ,τ2PR

1

xσ2y2b

¸
n1�0

|n1 � n2|4
γpn1 � n2q2

xn1 � n2y2sxn1y�2sxn2y�2s

xτ � n2
2 � 2n2

1 � 2n1n2y2b

À sup
n2PZ,τ2PR

xσ2y�2bxσ2yηpsq
¸
n1�0

1

xτ2 � n2
2 � 2n1 � 2n1n2y2a

� sup
n2PZ,τ2PR

xσ2yηpsq�2b
¸
n1�0

1

xτ2 � n2
2 � 2n1 � 2n1n2y2a

.

Assim, fazendo a mudança de variáveis

τ 1 � τ2 � n2
2

2

podemos então aplicar o lema 2.8, isto é,

sup
n2PZ,τ2PR

xσ2yηpsq�2b
¸
n1�0

1

xτ2 � n2
2 � 2n1 � 2n1n2y2a

À sup
n2PZ,τ 1PR

xσ2yηpsq�2b
¸
n1�0

1

xτ 1 � pn1 � n2qn1y2a

À sup
n2PZ,τ2PR

xσ2yηpsq�2b

À 1

para a ¡ 1

4
, b ¡ 1

2
e s ¡ �1

4
, o que implica que ηpsq ¤ 2b, o que conclui a demonstração

do teorema. �

Corolário 2.11. Sejam s ¡ �1

4
e a, b P R dados como no Teorema 2.10. Para s1 ¡ s,

temos ����F�1

� |n|2�uvpτ, nq
2iγpnq


����
Xs1,�a

¤ c}u}Xs1,b}v}Xs,b � c}u}Xs,b}v}Xs1,b .

Demonstração: Basta observar que

xnys1 ¤ xnysxn1ys�s1 � xnysxn� n1ys1�s

e aplicar o Teorema 2.10. �

Teorema 2.12. Para qualquer s   �1

4
e para quaisquer a, b P R, com a   1

2
, a estimativa

(2.17) falha.

Demonstração: Para u P Xs,b e v P Xs,b, de�na

fpτ, nq � x|τ | � γpnqybxnysũpτ, nq
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e

gpτ, nq � x|τ | � γpnqybxnysṽpτ, nq.

Pelo lema 2.4 e usando a A�rmação 1 para Z, a desigualdade (2.17) é equivalente a����� |n|2γpnq
xnys
xσys

¸
n1PZ

fpτ1, n1gpτ2, n2qdτ1q
xn1ysxn2ysxσ1ybxσ2yb

����� À }f}l2nL2
τ
}g}l2nL2

τ
, (2.23)

sendo

n2 � n� n1, τ2 � τ � τ1, σ � |τ | � n2, σ1 � |τ1| � n2
1, σ2 � |τ2| � n2

2.

A ideia é mostrar que a estimativa (2.23) falha. Para isto, se N P Z, de�na

fNpτ, nq � anχ

�pτ � n2q
2



,

sendo

an �

$'&'%1, se n � N,

0, se n � N

e

gNpτ, nq � bnχ

�pτ � n2q
2



,

sendo

bn �

$'&'%1, se n � 1�N,

0, se n � 1�N,

com χp.q denotando a função característica no intervalo r�1, 1s.
Observe agora que

an1bn�n1 � 0 ô n1 � N e n � 1.
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Vamos agora estimar a seguinte integral

»
R
fpτ1, n1qgpτ2, n2qdτ1 �

»
R
fpτ1, n1qgpτ � τ1, n� n1qdτ1

�
»
R
an1χ

�
τ1 � n2

1

2



bn�n1χ

�
τ � τ1 � pn� n1q2

2



dτ1

�
»
R
aNχ

�
τ1 � n2

1

2



b1�Nχ

�
τ � τ1 � pn� n1q2

2



dτ1

�
»
R
χ

�
τ1 � n2

1

2



χ

�
τ � τ1 � pn� n1q2

2



dτ1

Á χppτ � pn� n1q2q � n2
1q

Á χpτ � 1� 2Nq,

sendo a última parte apenas para N su�cientemente grande.

Usando agora o fato de que ||τ | � n2| ¤ mín t|τ � n2|, |τ � n2|u e n1 � N , n � 1 temos

que a desigualdade (2.23) é equivalente a

1 Á
����N�2s

Na
χppτ � 1� 2Nqq

����
L2
τ

Á N�2s�a

Sendo a   1

2
, fazendo N Ñ 8 temos que a desigualdade (2.23) não é preservada, sendo

assim, a desigualdade (2.17) também não é preservada. O que conclui a demonstração do

teorema. �

De�nição 2.13. Para s, b P R e T ¥ 0, XT
s,b irá denotar o espaço Xs,b com a norma

}u}XT
s,b
� inf

wPXs,b
t}w}Xs,b ;wptq � uptq em r0, T su.

Estamos agora em condições de demonstar o principal resultado desse capítulo.

Teorema 2.14. Seja s ¡ �1

4
. Então para toda φ P HspTq e ψ P Hs�1pTq, existe

T � T p}φ}Hs , }φ}Hs�1q e uma única solução u de (2.1) com fpuq � u2, u0 � φ, u1 � ψx

tais que

u P Cpr0, T s : HspTqq XXT
s,b.

Além disso, dado T 1 P p0, T q existe R � RpT 1q ¡ 0 tal que a função

S : W Ñ Cpr0, T 1s : HspTqq XXT
s,b, pφ̃, ψ̃q Ñ uptq



2.2. RESULTADOS PRINCIPAIS 67

é Lipschitziana, sendo

W � tpφ̃, ψ̃q P HspTq �Hs�1pTq ; }φ̃� φ}2
HspTq � }ψ̃ � ψ}2

Hs�1pTq   Ru.

Além disso, se pφ, ψq P Hs1pTq �Hs1�1pTq, com s1 ¡ s, os resultados acima seguem com

s1 no mesmo intervalo r0, T s sendo T � T p}φ}Hs , }φ}Hs�1q.

Demonstração:

Existência: Seja pφ, ψq P HspTq � Hs�1pTq, com s ¡ �1

4
e T ¤ 1. De�na a seguinte

equação integral

ΓT puqptq � θptqpVcptqφ� Vsptqψxq � θT ptq
» t

0

Vspt� t1qpu2qxxpt1qdt1. (2.24)

Queremos usar então o teorema do ponto �xo para encontrar uma solução de

ΓT puq � u.

Sejam s ¡ �1

4
e a, b P R como no teorema 2.10, isto é,

1

4
  a   1

2
  b e 1� pa� bq � δ ¡ 0.

Agora, observemos que, usando o lema 2.3piiq e o teorema 2.10, obtemos

}ΓT puq}Xs,b ¤ }θptqpVcptqφ� Vsptqψxq}Xs,b �
����θT ptq » t

0

Vspt� t1qpu2qxxpt1qdt1
����
Xs,b

¤ cp}φ}Xs,b � }ψ}Xs,bq � T δc}u}2
Xs,b

.

Nesta mesma linha de racícionio, nosso primeiro objetivo é mostrar que ΓT puq é uma

contração. Para isso, notemos que

}ΓT puq � ΓT pvq}Xs,b �
����θT ptq » t

0

Vspt� t1qpu2 � v2qxxpt1qdt1
����
Xs,b

¤ T δ

�����F�1

�
|n|2 �u2 � v2pτ, nq

2iγpnq

������
Xs,�a

¤ cT δ}u� v}Xs,b}u� v}Xs,b .
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Como precisamos de um conjunto fechado em um espaço de Banach, de�na

Xs,bpdq � tu P Xs,b; }u}Xs,b ¤ du,

sendo d � 2cp}φ}Xs,b � }ψ}Xs,bq. Observe que, se u P Xs,bpdq, temos

}ΓT puq}Xs,b ¤ cp}φ}Xs,b � }ψ}Xs,bq � T δc}u}2
Xs,b

¤ cp}φ}Xs,b � }ψ}Xs,bq � cd2T δ.

Agora, tome

0   T   min

#
1,

1

p4dcq 1
δ

+
.

Daí,

}ΓT puq}Xs,b ¤ cp}φ}Xs,b � }ψ}Xs,bq � cd2T δ ¤ d

2
� cd2 1

4dc
  d.

Logo,

}ΓT puq � ΓT pvq}Xs,b ¤ cT δ}u� v}Xs,b}u� v}Xs,b
¤ cT δp}u}Xs,b � }v}Xs,bqp}u� v}Xs,bq

¤ c
1

4dc
2d}u� v}Xs,b

� 1

2
}u� v}Xs,b .

Portanto, ΓT é uma contração em Xs,bpdq e existe então uma única solução u de (2.24)

em Xs,bpdq.
Unicidade: Sejam T ¡ 0, u P Xs,b solução de (2.24) ṽ P XT

s,b solução de (2.9). Fixe

agora, uma extensão v P Xs,b. Assim, para algum T �   T   1 nós temos

vptq � θptqpVcptqφ� Vsptqψxq � θT ptq
» t

0

Vspt� t1qpv2qxxpt1qdt1, @t P r0, T �s.

Considere

M ¥ maxt}u}Xs,b , }v}Xs,bu.

Pela de�nição de XT�

s,b , temos que dado ε ¡ 0, existe w P Xs,b tal que

wptq � uptq � vptq, @t P r0, T �s
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e

}w}Xs,b ¤ }u� v}XT�
s,b
� ε.

De�na

w̃ptq � θptq
» t

0

Vspt� t1qpwpt1qupt1q � wpt1qvpt1qqxxpt1qdt1, t P r0, T �s.

Observe que w̃ P Xs,b pelo lema 2.3piiq. Agora

w̃ptq � θptq
» t

0

Vspt� t1qppupt1q � vpt1qqupt1q � pupt1q � vpt1qqvpt1qqxxpt1qdt1

� θptq
» t

0

Vspt� t1qpu2 � v2qxxpt1qdt1

� ΓT puq � ΓT pvq
� uptq � vptq.

Pela de�nição da norma, pelo Lema (2.3)piiq e o Teorema 2.10 temos

}u� v}XT�
s,b

¤ }w̃}Xs,b

¤ T �δ
�����F�1

�
|n|2 �u2 � v2pτ, nq

2iγpnq

������
Xs,�a

� cT �δ}u� v}Xs,b}u� v}Xs,b
� cT �δ}w}Xs,b}u� v}Xs,b
¤ cT �δ}w}Xs,bp}u}Xs,b � }v}Xs,bq
¤ 2McT �δ}w}Xs,b .

Escolha T � tal que 2McT �δ   1

2
. Daí

}u� v}XT�
s,b

¤ 1

2
}w}Xs,b ¤

1

2
}u� v}XT�

s,b
� ε

2

e então,

}u� v}XT�
s,b

¤ ε, @ε ¡ 0.

Portanto, u � v � ṽ em r0, T �s. Como tal argumento não depende da condição inicial,

podemos transladar T � para 0 e repetir o processo uma quantidade �nita de vezes para
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estender a unicidade até o intervalo r0, T s.
A�rmação: Se s1 ¡ s o resultado é válido no intervalo r0, T s, com T nas condições do

teorema.

Sejam s ¡ �1

4
e a, b P R dados como no teorema 2.10. Para s1 ¡ s vamos considerar o

seguinte

W � tu P Xs1,b; }u}s1 � }u}Xs,b � β}u}Xs1,b   �8u

sendo β � }φ}Hs � }ψ}Hs�1

}φ}Hs1 � }ψ}Hs1�1

.

Com raciocínio análogo ao da existência, temos

}ΓT puq}Xs,b ¤ cp}φ}Hs � }ψ}Hs�1 � T δ}u}2
Xs,b

q.

Agora, pelo Corolário 2.11 obtemos

}ΓT puq}Xs,b ¤ cp}φ}Hs1 � }ψ}Hs1�1 � T δ}u}Xs,bq}u}Xs1,bq
¤ c

β
p}φ}Hs � }ψ}Hs�1 � T δ}u}2

s1q.

Então

}ΓT puq}s1 ¤ 2cp}φ}Hs � }ψ}Hs�1 � T δ}u}2
s1q,

e analogamente,

}ΓT puq � ΓT pvq}s1 ¤ 2cT δ}u� v}s1}u� v}s1 .

De�na então em W a bola fechada centrada na origem com raio d1 � 4cp}φ}Hs �}ψ}Hs�1q
e tome

0   T   min

#
1,

1

p8cd1q 1
δ

+
.

Como obtido no caso da existência, temos que ΓT será contração e existirá uma solução,

com T � T p}φ}Hs , }ψ}Hs�1q. A demonstração do teorema está agora completa. �



Capítulo 3

O Caso Real

Neste capítulo, abordaremos o problema de Cauchy para a "boa"equação de Boussinesq

no caso real, isto é, com dados iniciais em espaços de Sobolev na reta. Em linhas gerais, os

argumentos aqui se assemelham aos do caso periódico. Procuramos, portanto, dar ênfase

aos pontos que se diferenciam deste último.

Considere o problema de valor de inicial$'&'%utt � uxx � uxxxx � pfpuqqxx � 0, x P R, t ¡ 0,

up0, xq � u0pxq; utp0, xq � u1pxq,
(3.1)

com fpuq � u2 e

}f}HspRq � }xξysf̂}L2pRq,

os dados iniciais pertencendo a espaços de Sobolev na reta.

De�nição 3.1. Para s, b P R, Xs,b denotará o completamento do espaço de Schwartz

SpR2q com respeito à seguinte norma

}F }Xs,b � }x|τ | � γpξqybxξysF̃ }L2
τ,ξ
,

sendo γpξq �
a
ξ2 � ξ4.

De�nição 3.2. Para s, b P R e T ¥ 0, XT
s,b denotará o espaço Xs,b com à seguinte norma

}u}XT
s,b
� inf

wPXs,b
t}w}Xs,b ;wptq � uptq em r0, T su.

71



72 CAPÍTULO 3. O CASO REAL

3.1 Resultados Preliminares

Nesta seção iremos enunciar alguns lemas necessários para o teorema de boa postura.

Tais lemas podem ser encontrados em r1s,r2s,r3s, r6s e r7s. As demonstrações dos dois

lemas abaixo são inteiramente análogas aos seus equivalentes no caso periódico (lemas 2.2

e 2.3 respectivamente), bastando trocar somas por integrais nas de�nições das respectivas

normas.

Lema 3.3. Seja uptq uma solução de$'''''&'''''%
utt � uxx � uxxxx � 0,

up0, xq � φpxq,

utp0, xq � pψpxqqx,

(3.2)

com φ P Hs e ψ P Hs�1. Então existe c ¡ 0 dependendo de θ, s, b tal que

}θu}Xs,b ¤ c p}φ}Hs � }ψ}Hs�1q .

Lema 3.4. Sejam �1

2
¤ b1 ¤ 0 ¤ b ¤ b1 � 1 e 0   T ¤ 1. Então

(i)

����θT ptq » t

0

fpt1qdt1
����
Hb
t

¤ T 1�pb�b1q}f}Hb1
t

(ii)

����θT ptq » t

0

Vspt� t1qfpuqpt1qdt1
����
Xs,b

¤ T 1�pb�b1q
�����F�1

�
f̃puqpτ, nq

2iγpnq

������
Xs,b

.

Lema 3.5. Seja b ¡ 1

2
. Então existe c ¡ 0, dependendo apenas de b, tal que

}u}CpR:Hsq ¤ c}u}Xs,b .

Demonstração: Vamos provar primeiramente que Xs,b � L8pR, Hsq.
Seja u P Xs,b, escreva u � u1 � u2, sendo pu1 � puχtτ¤0u, pu2 � puχtτ¡0u e χA a função

característica do conjunto A. Então, como
��eiγpξqt�� � 1,

}u1px, tq}Hs
x
� }xξys pu1

xpξ, tq}L2
ξ
� ��xξys eiγpξqt pu1

xpξ, tq��
L2
ξ

� ��F�1
x

�
eiγpξqt pu1

xpξ, tq���
Hs
x
,
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para todo t P R. Assim, usando a desigualdade de Minkowski, temos

}u1px, tq}Hs
x
�

����F�1
t Ft

�
F�1
x

�
eiγpξqt pu1

xpξ, tq�
����
Hs
x

�
����» eitτFt�F�1

x

�
eiγpξqt pu1

xpξ, tq��pτqdτ����
Hs
x

�
��»

xξy2s

�����
»
eitτFt

�
eiγpξqt pu1

xpξ, tq�pτqdτ �����
2

dξ

�
1
2

¤
��» �»

xξys ��Ft�eiγpξqt pu1
xpξ, tq�pτq��dτ�2

dξ

�
1
2

¤
» �»

xξy2s
��Ft�eiγpξqt pu1

xpξ, tq�pτq��2dξ
 1
2

dτ.

Logo,

}u1px, tq}Hs
x
¤
» ��FtF�1

x

�
eiγpξqt pu1

xpξ, tq�px, τq��
Hs
x
dτ,

para todo t P R. Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

}u1px, tq}Hs
x
¤
�»

xτy�2b dτ


 1
2
�»

xτy2b
��FtF�1

x

�
eiγpξqt pu1

xpξ, tq�px, τq��2

Hs
x
dτ


 1
2

.

Observe que

��FtF�1
x

�
eiγpξqt pu1

xpξ, tq�px, τq��2

Hs
x
�

»
xξy2s

��Ft�eiγpξqt pu1
xpξ, tq�pτq��2dξ

�
»
xξy2s

����» e�itτeiγpξqt pu1
xpξ, tqdt

����2 dξ
�

»
xξy2s

��pu1pξ, τ � γpξqq��2dξ.
Daí,

}u1px, tq}Hs
x
¤
�»

xτy�2b


 1
2
�»

xτy2b

»
xξy2s

�� pu1pξ, τ � γpξqq��sdξdτ
 1
2

.
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Lembremos que pu1 � χtτ¤0u. Obtemos assim

}u1px, tq}Hs
x
¤

�»
xτy�2b dτ


 1
2

�»
xξy2s

0»
�8

xτy2b
��pupξ, τ � γpξq��2dτdξ� 1

2

�
�»

xτy�2b dτ


 1
2

�» �γpξq»
�8

xξy2s xρ� γpξqy2b
��pupξ, ρq��2dρdξ� 1

2

¤
�»

xτy�2b dτ


 1
2

�» 0»
�8

xξy2s xρ� γpξqy2b
��pupξ, ρq��2dρdξ� 1

2

,

pois γpξq ¥ 0. Por outro lado, um argumento similar implica que

}u2px, tq}Hs
x
¤
�»

xτy�2b dτ


 1
2

�» 8»
0

xρ� γpξqy2b xξy2s
��pupξ, ρq��2dρdξ� 1

2

,

para todo t P R. Agora, como b ¡ 1

2
e

��|ρ| � γpξq�� �
$&% |ρ� γpξq|, for ρ ¥ 0,

|ρ� γpξq|, for ρ ¤ 0,

temos

}upx, tq}Hs
x
¤ }u1px, tq}Hs

x
� }u2px, tq}Hs

x
¤ Cb }upt, xq}Xs,b ,

para todo t P R. Concluímos então que

}upx, tq}L8pR,Hsq ¤ Cb }upt, xq}Xs,b ,

isto é, u P L8pR, Hsq.

Resta ainda mostrar a continuidade na variável t. Sejam t P R e ttnu � R uma

sequência tal que tn Ñ t. Temos então,

}u1px, tq � u2px, tnq}Hs
x
�
����» FtF�1

x

�
eiγpξqt puxxpξ, tq�px, τq �e�itτ � eitnτ

�
dτ

����
Hs
x

. (3.3)
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Fazendo nÑ 8, podemos aplicar duas vezes o Teorema da Convergência Dominada para

concluir que o lado direito de (3.3) vai a zero. Entretanto, u1 P CpR, Hsq. Aplicando o

mesmo argumento a u2, concluímos o resultado. �

Lema 3.6. Sejam p, q ¡ 0, p � 1

2
, q � 1

2
e r � mintp, q, p� q� 1u com p� q ¡ 1. Existe

c ¡ 0 tal que »
R

1

xx� αypxx� βyq dx ¤
c

xα � βyr .

Demonstração: Veja o Lema 2.5. �

Lema 3.7. Existe c ¡ 0 tal que

1

c
¤ sup

x,y¥0

1� |x� y|
1� |x�

a
y2 � y| ¤ c.

Demonstração: Veja o Lema 2.4. �

3.2 Resultados Principais

Esta seção é dedicada à prova do teorema de boa postura do caso real, com ênfase aos

argumentos que se distanciam do caso periódico.

Teorema 3.8. Seja s ¡ �1

4
, u,v P Xs,�a. Então existe c ¡ 0, com c dependendo apenas

de a, b e s, tal que ����F�1

� |ξ|2�uvpτ, ξq
2iγpξq


����
Xs,�a

¤ c}u}Xs,b}v}Xs,b (3.4)

acontece nos seguintes casos

(i) s ¥ 0, b ¡ 1

2
e

1

4
  a   1

2
,

(ii) �1

4
  s   0, b ¡ 1

2
e

1

4
  a   1

2
tal que |s|   a

2
.

Demonstração: Sejam u, v P Xs,b e de�na

fpξ, τq � @|τ | � ξ2
Db xξys pupξ, τq e gpξ, τq � @|τ | � ξ2

Db xξys pvpξ, τq,
funções em L2pR2q. A�rmamos que (3.4) é equivalente à seguinte desigualdade

|W pf, g, ϕq| ¤ C }f}L2 }g}L2 }ϕ}L2 , @ϕ P L2pR2q, (3.5)
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sendo

W pf, g, ϕq �
»
R4

|ξ|2
2iγpξq

xξys
xξ1ys xξ � ξ1ys

gpξ1, τ1qfpξ � ξ1, τ � τ1qϕpξ, τq
x|τ | � ξ2ya x|τ1| � ξ2

1yb x|τ � τ1| � pξ � ξ1q2yb
dξdτdξ1dτ1.

De fato, para provar que (3.4) é equivalente a (3.5), vamos usar um argumento de duali-

dade. Observe que

W pf, g, ϕq � rhpξ, τq, ϕpξ, τqs ,

sendo r , s o produto interno em L2pR2q e

hpξ, τq �
»
R2

|ξ|2
2iγpξq

xξys
xξ1y2 xξ � ξ1ys

gpξ1, τ1qfpξ � ξ1, τ � τ1q
x|τ | � ξ2ya x|τ1| � ξ2

1yb x|τ � τ1| � pξ � ξ1q2yb
dξ1dτ1

� |ξ|2
2iγpξq

xξys
x|τ | � ξ2ya

»
R2

pvpξ1, τ1qpupξ � ξ1, τ � τ1qdξ1dτ1

� |ξ|2
2iγpξq

xξys
x|τ | � ξ2ya pu � pvpξ, τq � |ξ|2

2iγpξq
xξys

x|τ | � ξ2yaxuvpξ, τq.
Se (3.4) vale, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

|W pf, g, ϕq| ¤ }hpξ, τq}L2 }ϕ}L2

�
����xξys @|τ | � ξ2

D�a |ξ|2
2iγpξqxuvpξ, τq

����
L2

}ϕ}L2

�
����F�1

� |ξ|2
2iγpξqxuvpξ, τq


����
Xs,�a

}ϕ}L2

¤ C }u}Xs,b }v}Xs,b }ϕ}L2

� C }f}L2 }g}L2 }ϕ}L2

concluindo então que (3.5) vale. Por outro lado, se (3.5) é válida para todo ϕ P L2pR2q,
observando a ação do produto interno, segue do Teorema de Representação de Riesz que

h P L2pR2q e }h}L2 ¤ C }f}L2 }g}L2 , o que nos garante que (3.4) também é válida.

Assim sendo, para provar tal estimativa, precisamos analisar todos os possíveis casos de
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sinal de τ , τ1 e τ � τ1. Para isto, vamos particionar R4 nas seguintes regiões

Γ1 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; τ1   0, τ � τ1   0
(

Γ2 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; τ1 ¥ 0, τ � τ1   0, τ ¥ 0
(

Γ3 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; τ1 ¥ 0, τ � τ1   0, τ   0
(

Γ4 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; τ1   0, τ � τ1 ¥ 0, τ ¥ 0
(

Γ5 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; τ1   0, τ � τ1 ¥ 0, τ   0
(

Γ6 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; τ1 ¥ 0, τ � τ1 ¥ 0
(
.

Logo, é su�ciente provar (3.5) com Zpf, g, ϕq no lugar de W pf, g, ϕq, sendo

Zpf, g, ϕq �
»
R4

|ξ|2
2iγpξq

xξys
xξ1ys xξ2ys

gpξ1, τ1qfpξ2, τ2qϕpξ, τq
xσya xσ1yb xσ2yb

dξdτdξ1dτ1,

com ξ2 � ξ � ξ1, τ2 � τ � τ1 e σ, σ1, σ2 em um desses casos

• σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 .

• σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 .

• σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 .

• σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 .

• σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 .

• σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 .

Observe que os casos

σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 e σ � τ � ξ2, σ1 � τ1 � ξ2
1 , σ2 � τ2 � ξ2

2 ,

não podem ocorrer, já que τ1   0, τ � τ1   0 implica τ   0 e τ1 ¥ 0, τ � τ1 ¥ 0 implica

τ ¥ 0.

Aplicando a mudança de variáveis

pξ, τ, ξ1, τ1q Ñ �pξ, τ, ξ1, τ1q
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e observando que a norma L2 é preservada por re�exão, os casos pIVq, pVq e pVIq podem
ser facilmente reduzidos a pIIIq, pIIq e pIq respectivamente. De fato, vamos mostrar que o

caso pIVq pode ser reduzido ao caso pIIIq. Assuma que pIIIq é válido, temos������
»
R4

|ξ|2
2iγpξq

xξys
xξ1ys xξ2ys

gpξ1, τ1qfpξ2, τ2qϕpξ, τq
xτ � ξ2ya xτ1 � ξ2

1yb xτ2 � ξ2
2yb

dξdτdξ1dτ1

������ �
�

������
»
R4

|ξ|2
2iγpξq

xξys
xξ1ys xξ2ys

gp�ξ1,�τ1qfpξ1 � ξ, τ1 � τqϕp�ξ,�τq
xτ � ξ2ya xτ1 � ξ2

1yb xτ2 � ξ2
2yb

dξdτdξ1dτ1

������
¤ C }f}L2 }gp�ξ1,�τ1q}L2

ξ1,τ1

}ϕp�ξ,�τq}L2
ξ,τ

� C }f}L2 }g}L2 }ϕ}L2 ,

isto é, o caso pIVq está provado. Além disso, da mesma maneira, fazendo a mudança

de variáveis τ1 � τ � τ1, ξ2 � ξ � ξ1 e pξ, τ, ξ2, τ2q Ñ �pξ, τ, ξ2, τ2q o caso pIIq pode ser

reduzido ao caso pIIIq. Logo, precisamos apenas provar os casos pIq e pIIIq.

Vamos considerar primeiramente (3.5) com Zpf, g, ϕq no caso pIq e vamos utilizar a

seguinte relação algébrica

�pτ � ξ2q � pτ1 � ξ2
1q �

�pτ � τ1q � pξ � ξ1q2
� � 2ξ1pξ1 � ξq. (3.6)

Podemos escrever R4 � AYB, sendo

A �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; |pτ � τ1q � pξ � ξ1q2| ¤ |τ1 � ξ2
1 |
(

e

B �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; |pτ � τ1q � pξ � ξ1q2| ¥ |τ1 � ξ2
1 |
(
.

Considerando Zpf, g, ϕq no caso pIq e fazendo a seguinte mudança de variáveis ξ2 � ξ� ξ1

e τ2 � τ � τ1, obtemos

»
B

|ξ|2
2iγpξq

xξys
xξ1ys xξ2ys

gpξ1, τ1qfpξ2, τ2qϕpξ, τq
xτ � ξ2ya xτ1 � ξ2

1yb xτ2 � ξ2yb
dξdτdξ1dτ1

�
»
A

|ξ|2
2iγpξq

xξys
xξ � ξ2ys xξ2ys

gpξ � ξ2, τ � τ2qfpξ2, τ2qϕpξ, τq
xτ � ξ2ya xpτ � τ2q � pξ � ξ2q2yb xτ2 � ξ2yb

dξdτdξ2dτ2.

Assim, por simetria, podemos nos restringir ao conjunto A. Vamos dividir A em três



3.2. RESULTADOS PRINCIPAIS 79

partes, sendo elas

A1 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P A; |ξ1| ¤ 10
(

A2 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P A; |ξ1| ¥ 10 e |2ξ1 � ξ| ¥ |ξ1|{2
(

A3 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P A; |ξ1 ¥ 10 e |ξ1 � ξ| ¥ |ξ1|{2
(
.

Temos A � A1 Y A2 Y A3. De fato, se pξ, τ, ξ1, τ1q P A temos que

|ξ|
2
¤ |2ξ1 � ξ| ou

|ξ1|
2

¤ |ξ1 � ξ|,

caso contrário teremos

|ξ1| � |ξ1|
2
� |ξ1|

2
¡ |2ξ1 � ξ| � |ξ � ξ1| ¥ |2ξ1 � ξ � ξ � ξ1| � |ξ1|,

o que é um absurdo.

Vamos agora dividir A3 em duas partes, sendo elas

A3,1 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P A3; |τ1 � ξ2
1 | ¤ |τ � ξ2|(

A3,2 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P A3; |τ � ξ2| ¥ |τ1 � ξ2
1 |
(
.

Podemos de�nir agora os conjuntos R1 e R2 da seguinte maneira

R1 � A1 Y A2 Y A3,1 e R2 � A3,2.

No que segue, χR denotará a função característica no conjunto R. Como A � R1 YR2,

|Zpf, g, ϕq| ¤ |R1| � |R2|,

sendo

Ri �
»
R4

|ξ|2
2γpξq

xξys
xξ1ys xξ2ys

χRipξ, τ, ξ1, τ1qgpξ1, τ1qfpξ2, τ2qϕpξ, τq
xσya xσ1yb xσ2yb

dξdτdξ1dτ1.
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Usando duas vezes a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|R1| ¤
��»
R2

|ξ|4 xξy2s

4γpξq2 xσy2a

��»
R2

χR1gpξ1, τ1qfpξ2, τ2q
xξ1ys xξ2ys xσ1yb xσ2yb

dξ1dτ1

�
2

dξdτ

��
1
2

}ϕ}L2

¤
��»
R2

|ξ|4 xξy2s

4γpξq2 xσy2a

��»
R2

1

xξ1y2s xξ2y2s xσ1y2b xσ2y2b
dξ1dτ1

�

�
��»

R2

|gpξ1, τ1q|2|fpξ2, τ2q|2dξ1dτ1

�
dξdτ
�� 1

2

}ϕ}L2 .

Aplicando a Desigualdade de Hölder, obtemos

|R1| ¤
������ |ξ|4 xξy2s

4γpξq2 xσy2a

»
R2

χR1

xξy2s xξ2y2s xσ1y2b xσ2y2b
dξ1dτ1

������
1
2

L8ξ,τ

�
��»
R4

|gpξ1, τ1q|fpξ2, τ2q|2dξ1dτ1dξdτ

�� 1
2

}ϕ}L2

¤
������ |ξ|4 xξy2s

4γpξq2 xσy2a

»
R2

χR1

xξ1y2s xξ2y2s xσ1y2b xσ2y2b
dξ1dτ1

������
1
2

L8ξ,τ

}f}L2 }g}L2 }ϕ}L2 .
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Aplicamos agora os mesmos passos para R2,

|R2| ¤
��»
R2

1

xξ1y2s xσ1y2b

��»
R2

|ξ|2 xξys fpξ2, τ2qϕpξ, τqχR2

2γpξq xξ2ys xσya xσ2yb
dξdτ

�
2

dξ1dτ1

��
1
2

}g}L2

¤
��»
R2

1

xξ1y2s xσ1y2b

��»
R2

|ξ|4
4γpξq2

xξy2s χR2

xξ2y2s xσy2a xσ2y2b
dξdτ

�

�
��»

R2

|fpξ2, τ2q|2|ϕpξ, τq|2dξdτ
�
dξ1dτ1

�� 1
2

}g}L2

¤
������ 1

xξ1y2s xσ1y2b

»
R2

|ξ|4
4γpξq2

xξy2s χR2

xξ2y2s xσy2a xσ2y2b
dξdτ

������
L8ξ1,τ1

�
��»

R4

|fpξ2, τ2q|2|ϕpξ, τq|2dξdτdξ1dτ1

�
1
2

}g}L2

¤
������ 1

xξ1y2s xσ1y2b

»
R2

|ξ|4
4γpξq2

xξy2s χR2

xξ2y2s xσy2a xσ2y2b
dξdτ

������
L8ξ1,τ1

}f}L2 }g}L2 }ϕ}L2 .

Usando que |ξ|4γpξq�2 � |ξ|4 �|ξ|2 � |ξ|4��1 � p|ξ|�2 � 1q�1 ¤ 1 para todo ξ P R, concluí-

mos que

|Zpf, g, ϕq| ¤
������ xξy

2s

xσy2a

»
R2

χR1

xξ1y2s xξ2y2s xσ1y2b xσ2y2b
dξ1dτ1

������
L8ξ,τ

}f}L2 }g}L2 }ϕ}L2

�
������ 1

xξ1y2s xσ1y2b

»
R2

xξy2s χR2

xξ2y2s xσy2a xσ2y2b
dξdτ

������
L8ξ1,τ1

}f}L2 }g}L2 }ϕ}L2 .

Temos ainda

xξy2s

xξ1y2s xξ2y2s ¤
xξ1y2|s|

xξ1y2s � xξ1yβpsq ,

sendo

βpsq �
$&% 0, se s ¥ 0

4|s|, se s   0.
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Além disso,������ xξy
2s

xσy2a

»
R2

χR1

xξ1y2s xξ2y2s xσ1y2b xσ2y2b
dξ1dτ1

������
L8ξ,τ

¤
������ 1

xσy2a

»
R2

χR1 xξ1yβpsq
xσ1y2b xσ2y2b

dξ1dτ1

������
L8ξ,τ

e ������ 1

xξ1y2s xσ1y2b

»
R2

χR2 xξy2s

xξ2y2s xσy2a xσ2y2b
dξdτ

������
L8ξ1,τ1

¤
������xξy

βpsq

xσ1y2b

»
R2

χR2

xσy2a xσ2y2b
dξdτ

������
L8ξ1,τ1

.

Segue do corolário 2.11 que

»
R2

χR1 xξ1yβpsq
xτ1 � ξ2

1y2b xτ2 � ξ2
2y2b

dξ1dτ1 �
»
R

χR1 xξ1yβpsq
»
R

1

xτ1 � p�ξ2
1qy2b xτ1 � pτ � ξ2

2qy2b
dτ1dξ1

À
»
R

χR1 xξ1yβpsq
xτ � ξ2

2 � ξ2
1y2b

dξ1,

uma vez que b ¡ 1

2
e mint2b, 4b� 1u � 2b. Analogamente, temos

»
R2

χR2

xτ � ξ2y2a xτ2 � ξ2
2y2b

dξdτ À
»
R

χR2

xτ1 � ξ2
2 � ξ2y2adξ

pois mint2b, 2a, 2a� 2b� 1u � 2a e a ¡ 1

4
.

Como τ � ξ2
2 � ξ2

1 � τ � ξ2
2 � 2ξξ1 � 2ξ2

1 e τ1 � ξ2
2 � ξ2 � τ1 � ξ2

1 � 2ξξ1, é su�ciente

estabelecer limitantes para

J1pξ, τq � 1

xσy2a

»
R

xξ1yβpsq
xτ � ξ2 � 2ξξ1 � 2ξ2

1y2b
dξ1 em R1

J2pξ1, τ1q � xξ1yβpsq
xσ1y2b

»
R

1

xτ1 � ξ2
1 � 2ξξ1y2adξ em R2.

Na região A1, temos xξ1yβpsq ¤ x10yβpsq À 1. Além disso, para a ¡ 0 e b ¡ 1

2
, obtemos

J1pξ, τq À 1

xσy2a

»
|ξ1|¤10

1

xτ � ξ2 � 2ξξ1 � 2ξ2
1y2b

dξ1 ¤
»

|ξ1|¤10

1dξ1 À 1 em A1,
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pois xηy ¥ 1, para todo η P R. Na região A2, por mudança de variáveis temos

η � τ � ξ2 � 2ξ2
1 � 2ξξ1, dη � 2|2ξ1 � ξ|dξ1

e |2ξ1 � ξ| ¥ |ξ1|
2
. Temos então

J1pξ, τq � 1

xσy2a

»
|ξ1|¥10

xξ1yβpsq
xηy2b

dη

2|2ξ1 � ξ| ¤
1

xσy2a

»
|ξ1|¥10

xξ1yβpsq
xηy2b |ξ1|

dη em A2.

Por outro lado, xξ1y � p1� ξ2
1q

1
2 ¤ p2ξ2

1q
1
2 À |ξ1| implicando que

J1pξ, τq À 1

xσy2a

» xξ1yβpsq�1

xηy2b
dη em A2.

Observemos que βpsq � 1 ¤ 0 para todo s ¡ �1

4
, assim

J1pξ, τq À 1

xσy2a

»
1

xηy2b
dη À 1 em A2,

pois b ¡ 1

2
. Agora, por de�nição da região A3,1, temos

xξ1y2 ¤ 2|σ1 � σ � σ2| ¤ 2p|σ1| � |σ2| � |σ3|q ¤ 6|σ| À xσy ,

uma vez que |σ1|, |σ2| ¤ |σ| na região A3,1. Para a ¡ 0, temos xσy�2a À xξ1y�4a. Além

disso, segue do corolário 2.11 que

J1pξ, τq À
» xξyβpsq�4a

xτ � ξ2 � 2ξ2 � 2ξξ1y2b
dξ1 À

»
1

xτ � ξ2 � 2ξ2
1 � 2ξξ1y2b

dξ1 À 1 em A3,1,

pois βpsq   4a.

Vamos agora estimar J2pξ1, τ1q. Fazendo a mudança de variáveis η � τ1 � ξ2
1 � ξξ1 na

região A3,2, obtemos

J2pξ1, τ1q � xξ1yβpsq
xσ1y2b 2|ξ1|

»
1

xηy2adη.
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E ainda, na região A3,2 temos |ξ1 � ξ| ¥ |ξ1|
2

e |σ|, |σ2| ¤ |σ1| o que implica que

|ξ1|2 ¤ |ξ1|2|ξ1 � ξ| � |σ1 � σ � σ2| ¤ 3|σ1| À xσ1y

sendo que aqui estamos utilizando a relação algébrica (3.6), e o fato que

|η| � |τ1 � ξ2
2 � 2ξξ1| � |τ1 � pξ � ξ1q2 � ξ2| ¤ |τ1 � τ � pξ � ξ1q2| � |τ � ξ2| � |σ2| � |σ1| ¤ 2|σ1|.

Como |ξ1| ¥ 10 em A3,2, temos

J2pξ1, τ1q À |ξ1|βpsq�1

xσ1y2b

»
|η|¤2|σ1|

1

xηy2adη.

Observe agora que

»
|η|¤2|σ1|

1

xηy2adη �
»

|η|¤xσ1y

1

p1� |η|2a � 2

2|σ1|»
0

1

p1� ηq2a �
p1� ηq1�2a

1� 2a

����2|σ1|
0

� p1� 2|σ1|q1�2a

1� 2a
� 1

1� 2a
¤ 2p1� |σ1|q1�2a

1� 2a

À xσ1y1�2a

pois a   1

2
. Além disso,

J2pξ1, τ1q À |ξ1|βpsq�1

xσy2a�2b�1
¤ 1,

uma vez que βpsq� 1   0, para todo s ¡ �1

4
e 2a� 2b� 1 ¡ 0 com a ¡ 0 e b ¡ 1

2
. Vamos

agora demonstrar o caso pIIIq. Utilizaremos a seguinte relação algébrica

�pτ � ξ2q � pτ1 � ξ2
1q � ppτ � τ1q � pξ � ξ1q2q � �2ξ1ξ. (3.7)
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Primeiramente vamos dividir R4 em quatro regiões

B1 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; |ξ1| ¤ 10
(

B2 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; |ξ1| ¥ 10 e |ξ| ¤ 1
(

B3 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; |ξ1| ¥ 10, |ξ| ¥ 1 e |ξ| ¥ |ξ1|{2
(

B4 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P R4; |ξ1| ¥ 10, |ξ| ¥ 1 e |ξ| ¤ |ξ1|{2
(
.

Dividiremos também B4 em três partes, sendo elas

B4,1 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P B4; |τ1 � ξ2
1 |, |pτ � τ1q � pξ � ξ1q2| ¤ |τ � ξ2|(

B4,2 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P B4; |τ � ξ2|, |pτ � τ1q � pξ � ξ1q2| ¤ |τ1 � ξ2|
(

B4,3 �  pξ, τ, ξ1, τ1q P B4; |τ1 � ξ2
1 |, |τ � ξ2| ¤ |pτ � τ1q � pξ � ξ1q2|

(
.

Podemos agoar de�nir os conjuntos Si, i � 1, 2, 3, da seguinte maneira

S1 � B1 YB2 YB4,1, S2 � B2 YB4,2 e S3 � B4,3.

Analogamente ao caso pIq, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de
Hölder, temos

|Zpf, g, ϕq| ¤ }f}L2 }g}L2 }ϕ}L2

�
S1 � S2 � S3

�
,

sendo

S1 �
������ xξy

2s

xσy2a

»
R2

χS1

xξ1y2s xξ2y2s xσ1y2b xσ2y2b
dξ1dτ1

������
L8ξ,τ

S2 �
������ 1

xξ1y2s xσ1y2b

»
R2

χS2 xξy2s

xξ2y2s xσy2a xσ2y2b
dξdτ

������
L8ξ1,τ1

S3 �
������ 1

xξ2y2s xσ2y2b

»
R2

χS̃3
xξ1 � ξ2y2s

xξ1y2s xσy2a xσ1y2b
dξ1dτ1

������
L8ξ2,τ2

,
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com σ, σ1 e σ2 dadas nas condições do caso pIIIq e

S̃3 �
$&%pξ2, τ2, ξ1, τ1q P R4;

|ξ1| ¥ 10, |ξ1 � ξ2| ¥ 1, |ξ1 � ξ2| ¤ |ξ1|{2
e |τ1 � ξ2

1 |, |pτ1 � τ2q � pξ1 � ξ2q2| ¤ |τ2 � ξ2|

,.- .

Temos ainda

xξy2s

xξ1y2s xξ2y2s ¤ xξ1yβpsq , sendo βpsq �
$&% 0, se s ¥ 0

4|s|, se s   0.

Como �zemos no caso pIq, obtemos

S1 À
������ 1

xσy2a

»
R2

xξ1yβpsq χS1

xσ1y2b xσ2y2b
dξ1dτ1

������
L8ξ,τ

S2 À
������xξ1yβpsq
xσ1y2b

»
R2

χS2

xσy2a xσ2y2b
dξdτ

������
L8ξ1,τ1

S3 À
������ 1

xσ2y2b

»
R2

χS̃3
xξ1yβpsq

xσy2a xσ1y2b
dξ1 dτ1

������
L8ξ2,τ2

.

Aplicando o Corolário 2.11, obtemos

»
R2

xξ1yβpsq
xσ1y2b xσ2y2b

dξ1dτ1 �
»
R

xξ1yβpsq
»
R

1

xτ1 � ξ2
1y2b xτ � τ1 � pξ � ξ1q2y2b

dτ1dξ1

À
»
R

xξ1yβpsq
xτ � ξ2 � 2ξξ1y2b

dξ1,

»
R2

1

xσy2a xσ1y2b
dξdτ �

»
R

»
R

1

xτ � ξ2y2a xτ � τ1 � pξ � ξ1q2y2b
dτdξ

À
»
R

1

xτ1 � ξ2
1 � 2ξξ1y2adξ,
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e

»
R2

xξ1yβpsq
xσ1y2b xσy2a

dξ1τ1 �
»
R

xξ1yβpsq
»
R

1

xτ1 � ξ2
1y2b xτ1 � τ2 � pξ1 � ξ2q2y2a

dτ1dξ1

À
»
R

xξ1yβpsq
xτ2 � ξ2

2 � 2ξ2
1 � 2ξ1ξ2y2adξ1

uma vez que mint2b, 4b � 1u � 2b e mint2b, 2a, 2b � 2a � 1u � 2a. Concluímos então

que

S1 À
������ 1

xσy
»
R

xξyβpsq χS1

xτ � ξ2 � 2ξξ1y2b
dξ1

������
L8τ,ξ

S2 À
������xξy

βpsq

xσ1y2b

»
R

χS2

xτ1 � ξ2 � 2ξξ1y2adξ

������
L8ξ1,τ1

S3 À
������ 1

xσ2y2b

»
R

xξyβpsq χS̃3

xτ2 � ξ2
2 � 2ξ2 � 2ξ2ξ1y2adξ1

������
L8ξ2,τ2

.

Logo, é su�ciente encontrar limitantes para

K1pξ, τq � 1

xσy2a

»
R

xξ1yβpsq
xτ � ξ2 � 2ξξ1y2b

dξ1 em S1

K2pξ1, τ1q � xξ1yβpsq
xσ1y2b

»
R

1

xτ1 � ξ2
1 � 2ξξ1y2adξ em S2

K3pξ2, τ2q � 1

xσ2y2b

»
R

xξ1yβpsq
xτ2ξ2

2 � 2ξ2
1 � 2ξ1ξ2y2adξ1 em S̃3.

Na região B1, temos |ξ1| ¤ 10 o que implica que xξ1yβpsq À 1. Então,

K1pξ, τq À 1

xσy2a

»
|ξ1|¤10

1

xτ � ξ3
1 � 2ξξ1y2b

dξ1 ¤
»

|ξ1|¤10

1dξ1 À 1 em B1,

pois xηy ¥ 1 para todo η P R e a ¥ 0, b ¥ 0. Na região B3, a troca de variáveis
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η � τ � ξ2 � 2ξξ1 nos dá

K1pξ, τq � 1

xσy2a

» xξ1yβpsq
|ξ| xηy2b

dη À 1

xσy2a

» xξ1yβpsq�1

xηy2b
dη em B3,

uma vez que |ξ1| ¥ 10. Usando que βpsq � 1   0 para todo s ¡ �1

4
e xηy ¥ 1 para todo

η P R, obtemos

K1pξ1, τ1q À
»
R

1

xηy2b
dη À 1 em B3,

pois 2b ¡ 1.

Agora, por de�nição da região B4,1 e da relação algébrica (3.7) temos

xξ1y ¤ 2|ξ1| ¤ 2|ξ||ξ1| � |σ1 � σ2 � σ| ¤ 3|σ| À xσy ,

já que |ξ1| ¥ 10, |ξ| ¥ 1 e |σ1|, |σ2| ¤ |σ| em B4,1.

K1pτ, ξq À 1

xσy2a

» xξ1yβpsq
2|ξ| xηy2b

dη À xσyβpsq�2a

2|ξ|
»

1

xηy2b
dη À 1

para todo s ¡ �1

4
, b ¡ 1

2
e a P R tal que 0   a   1

2
, se s ¥ 0 ou 2|s|   a   1

2
, se s ¡ 0.

Vamos agora estimar K2pξ1, τ1q em S2. Fazendo a mudança de variáveis η � τ1 � ξ2
1 �

2ξξ1, obtemos

K2pξ1, τ1q � xξ1yβpsq
xσ1y2b

»
1

2|ξ1| xηy2adη.

Observamos que, em B2, temos |η| � |τ1 � ξ2
1 � 2ξξ1| ¤ |σ1| � 2|ξξ1| ¤ 2p|σ1| � |ξ1|q e

xξ1y ¤ 2|ξ1|. Então,

K2pξ1, τ1q À |ξ1|βpsq�1

xσ1y2b

»
|η|À|σ1|�|ξ1|

1

xηy2adη.

Por outro lado,

»
|η|À|σ1|�|ξ1|

1

xηy2adη �
»

|η|À|σ1|�|ξ1|

1

p1� |η|q2adη À 2

|η1|�|ξ1|»
0

1

p1� ηq2adη,
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sendo

|η1|�|ξ1|»
0

1

p1� ηq2adη � p1� ηq1�2a

1� 2a

����|σ1|�|ξ1|
0

� p1� |σ1| � |ξ1|q1�2a

1� 2a
� 1

1� 2a

¤ �
1� |σ1| � |ξ1|

�1�2a

À � xσ1y � |ξ1|
�1�2a

,

uma vez que 1� 2a ¡ 0. Logo,

K2pξ1, τ1q À |ξ1|βpsq�1

xσ1y2b

� xσ1y � |ξ1|
�1�2a ¤ |ξ1|βpsq�1

xσ1y2b

�xσ1y1�2a � |ξ1|1�2a
�
,

onde usamos o fato que
�|x|�|y|�α ¤ |x|α�|y|α para todo 0 ¤ α   1 e para todo x, y P R.

Como 2b � 2a � 1 ¡ 2a ¡ 0, xηy ¥ 1 para todo η P R, |ξ1| ¥ 10 em B2 e βpsq � 2a   0,

concluímos que

K2pξ1, τ1q À |ξ1|βpsq�1

xσ1y2b�2a�1
� |ξ1|βpsq�2a

xσ1y2b
¤ 1,

para s ¡ �1

4
, b ¡ 1

2
e 0   a   1

2
tal que βpsq ¤ mint1, 2au.

Na região B4,2, pela relação algébrica (3.7), temos

xξ1y � p1� |ξ1|q ¤ 2|ξ1| ¤ 2|ξ1||ξ| � | � σ � σ1 � σ2| ¤ 3|σ1| À xσ1y ,

pois |ξ1| ¥ 10, |ξ| ¥ 1 e |σ|, |σ2| ¤ |σ1 em B2. Além disso, a mudança de variáveis

η � τ1 � ξ2
1 � 2ξξ1, a restrição da região B2 e(3.7) nos dão |η| ¤ 2|ξξ1| � |σ1| À xσ1y.

Assim,

K2pξ1, τ1q À xξ1yβpsq
xσ1y2b

»
|η|Àxσ1y

1

|ξ1| xηy2adη À
|ξ1|βpsq�1

xσ1y2b

»
|η|Àxσ1y

1

xηy2adη

e ainda,

»
|η|Àxσ1y

1

xηy2adη � 2

xσ1y»
0

1

p1� ηq2adη �
2p1� ηq
1� 2a

����xσ1y
0

À p1� xσ1yq1�2a À xσ1y1�2a
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para todo 0   a   1

2
. Daí,

K2pξ1, τ1q À |ξ1|βpsq�1

xσ1y2b�2a�1
À 1

pois |ξ1| ¥ 10, 2b� 2a� 1 ¡ 0 e βpsq � 1   0 para todo s ¡ �1

4
.

Finalmente, vamos estimar K3pξ2, τ2q em S̃3. Observemos que na região S̃3 temos

xξ1y ¤ 2|ξ1| ¤ 2|ξξ1| � | � σ � σ1 � σ2| ¤ 3|σ2| À xσ2y .

Além disso, o corolário 2.11 implica que

K3pξ1, τ1q � 1

xσy2b

» xξ1yβpsq
xτ2 � ξ2

2 � 2ξ2
1 � 2ξ1ξ1y2adξ1

À
» xξ1yβpsq�2b

xτ2 � ξ2
2 � 2ξ2

1 � 2ξ1ξ2y2adξ1

¤
»

1

xτ2 � ξ2
2 � 2ξ2

1 � 2ξ1ξ2y2adξ1   8,

uma vez que βpsq � 2b   0 para todo s P R. A prova do teorema está agora completa. �

Vamos agora enunciar, sem demonstração, o principal resultado desse capítulo. Uma vez

estabelecidos os resultados acima, a prova aqui é análoga ao caso periódico (teorema 2.14).

Teorema 3.9. Seja s ¡ �1

4
. Então para toda φ P HspRq e ψ P Hs�1pRq, existe T �

T p}φ}Hs , }φ}Hs�1q e uma única solução u de (3.1) com fpuq � u2, u0 � φ, u1 � ψx tais

que

u P Cpr0, T s : HspRqq XXT
s,b.

Além disso, dado T 1 P p0, T q existe R � RpT 1q ¡ 0 tal que a função

S : W Ñ Cpr0, T 1s : HspRqq XXT
s,b, pφ̃, ψ̃q Ñ uptq

sendo

W � tpφ̃, ψ̃q P HspRq �Hs�1pRq ; }φ̃� φ}2
HspRq � }ψ̃ � ψ}2

Hs�1pRq   Ru

é Lipschitz. Em adição, se pφ, ψq P Hs1pRq � Hs1�1pRq com s1 ¡ s, os resultados acima
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seguem com s1 no mesmo intervalo r0, T s sendo T � T p}φ}Hs , }φ}Hs�1q.
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