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Resumo

Neste trabalho abordamos o problema de boa postura da equacao diferencial parcial nao
linear conhecida como a "boa'"equacao de Boussinesq em espacos de Sobolev. Apresen-
taremos os resultados de boa postura em ambos os casos, o periddico, quando os dados

iniciais e as solucoes sao periddicos na variavel espacial, e o nao periddico.
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Introducao

Por volta de 1870, Boussinesq encontrou alguns modelos para propagacao de onda de pe-
quena amplitude e ondas na superficie da agua. Estas equagoes possuem solugao por ondas
viajantes chamadas ondas solitarias que sao denominadas dessa maneira pela translacao da
onda na superficie. A teoria de Boussinesq foi a primeira a dar uma explicacao satisfatoria
e cientifica sobre o fendomeno das ondas solitarias descobertas por Scott-Russel(1808-1882)
30 anos antes. A primeira vista, Boussinesq desejava denominar tal equacdo de equacio
de Lyapunov, dada sua conexao com a estabilidade das ondas solitarias.

Iremos considerar o problema de valor inicial para a equacao de Boussinesq

Ut — Uz + Ugzaz + (f(U)ee =0, x€T, t>0, (Caso Periodico)

u(0,z) = up(x); u(0,2) = uy(x)

Ut — Uz + Ugzzr + (f(U))ee =0, x€R, t>0, (Caso Real)

u(0,z) = up(x); ut(0,2) = uy(z).

Dessa forma, pode-se perceber que existem vérias maneiras de observarmos e modelarmos
o problema de pequena amplitude, basta colocarmos diferentes fun¢oes para f(u). Porém,
todos estes modelos possuem uma caracteristica marcante, de que sao as perturbagoes da
equacao de onda linear que cuidam da nao linearidade e dispersao.

Parte do motivo da relativa escassez de resultados referentes as equacoes do tipo Boussi-
nesq podem ser devidas ao fato que o problema de valor inicial nem sempre é globalmente
bem posto. Existem perfis iniciais de onda e velocidade que sao suaves, mas para os quais
a solucao perde a regularidade em tempo finito.

Nosso principal objetivo é encontrar boa postura local para a solu¢do quando f(u) = u?.
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10 SUMARIO

O tipo de espago onde iremos desenvolver tal postura sera o espago de Sobolev H*(T) e

H*(R), s € R, equipados, respectivamente, com as normas
| flesery = [Kn)* flrzery e [ fla=@) = KO fllr2m),

sendo (ay = /1 + |al?.

. . 1 . .
Além disso, trabalharemos com indices de Sobolev s > T em especial, garantiremos

que para s < 7 algumas estimativas usadas aqui nao valem.

Este trabalho foi baseado nos artigos sobre boa postura da "boa'"equagao de Boussinesq
no caso real produzido pelo professor doutor Luiz Gustavo Farah e no caso periodico junto
com a professora doutora Marcia Assumpcao Guimardes Scialom, citados em [1] e [3].
Além disso, este texto esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 1, apresentamos
alguns resultados preliminares que serao fteis na demonstracao do principal resultado
desse trabalho, com énfase na definicao dos espagos de Sobolev periddicos e nao peridédicos.
No capitulo 2, primeira secao, apresentamos a demonstracao dos resultados necessarios
para consolidar nosso principal resultado, ja na segunda se¢ao, podemos entao enunciar
e desenvolver a estimativa principal, iniciando com uma equivaléncia de desigualdades
e repartindo R* em 6 regies, de modo que, ao obter a estimativa da desigualdade em
cada uma delas, completamos a demonstracao. Utilizamos entao, tal estimativa para
desenvolver a existéncia e a boa postura da solucao. No capitulo 3, com base nos resultados
desenvolvidos no capitulo 2 e fazendo algumas pequenas mudancas, mostramos como obter

o mesmo resultado de boa postura para o caso real.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos uma exposicao de alguns resultados necessarios para abordar-
mos os principais resultados desse trabalho. As demonstragoes desses resultados serao

omitidas, o leitor interessado podera encontré-las nas referéncias [4],[5] e [8].

Definicao 1.1. Uma funcao f : R — R ¢é dita periddica, se existe um nimero real T,

chamado periodo de f, tal que
fa+T) = f(x), ¥z eR,

ou seja, qualquer multiplo inteiro positivo nT de T também é um periodo de f. O menor
valor de T que satisfaz a igualdade € chamado periodo fundamental de f e serd denotado

por T. Qualquer outro periodo de f serd um mailtiplo inteiro do periodo fundamental.
Exemplo 1.2. As funcoes seno e cosseno sao 2mw-periddicas.

Defini¢ao 1.3. Vamos denotar por {-) o operador que age da sequinte maneira
() =A/1+ |z, VzeR.

Definicao 1.4. Vamos denotar o circulo unitdrio por S* < R?, ou seja,

St ={(z,y) e R* 2 +¢* = 1}.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES
Exemplo 1.5. Podemos identificar S com o intervalo [0, 27] via a sequinte aplicagdo

©[0,27] — S*

0 — (cosb, send).
Tal fungao é sobrejetora, injetora a menos de p(0) = ¢(27). Considerando entao topolo-
gicamente o quociente

_ [0, 2n]
" {0,27}

st
temos que @ € um homeomorfismo e entao
[0,27] ~ S*.
Definigao 1.6. Vamos definir o toro n-dimensional T" como sendo

T”EtS’lelx---xSl.

J

~
n VezZes

Definig¢ao 1.7. Vamos denotar por C*(T) o espago das fungoes de classe C* munido da

norma

[l = sgqx;lf(’“)(x)h

Definicao 1.8. Dizemos que uma sequéncia (¢;) em CL(R) converge a zero sequndo a

norma se
o 1K < R compacto tal que supp ¢; © K,Vj e N;
e pje ¢§k) convergem uniformemente a zero Vk € N.

Definicao 1.9. Uma distribui¢ao 2m-periddica é um funcional linear continuo u : C*(T) —

C tal que
u(¢) = (u,9),

ou seja, uma aplicacao que satisfaz as sequintes propriedades

o (u,a¢ + fi) = alu, ¢y + u, ¢)
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o (u,¢;) — 0 sempre que ¢p; — 0 em C*(T) e esta convergéncia ocorre uniformemente

sequndo a norma.
Notagao: D'(T) = (C*(T))*.

Exemplo 1.10. Seja f : T — C uma funcao periddica de classe C®. Definimos o

operador

Ty : C*(T) - C
27

¢ = | o) f(x)dr,

0

1sto €

Ty, ) = . ' f(x)p(x)dx.

E fdcil ver que Ty define uma distribuicio 2m-periddica. Além disso, dadas f,ge€ C®(T),

temos Ty =T, se, e somente se, f = g. Podemos entao fazer a identifica¢ao Ty = f.

Definigdo 1.11. Se u € D'(T) entao definimos

G, §y = —lu, ¢5Y b e C[0,2r].

Pergunta: Se ¢ é periodica, é possivel expressar ¢ como uma soma do tipo
¢($) _ Z akeikx’
para certas constantes a, € C? Se essa decomposicao for possivel entao, Vn € Z, temos
e—in$¢(x) _ Z akei(k—n)z‘

keZ

Integrando ambos os lados de 0 a 27, temos
27 ] 27 )
J e "o(x)dr = Z akf e BT gy — g, 27,
0 keZ 0
Entao o coeficiente devera ser

1 2

n = 5 ) e p(x)da.
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Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.12. Se ¢ € C*(T), definimos a transformada de Fourier periddica de ¢ por

ngS(n) ! J% e~ ¢ (x)dx, Yn € Z.

:% .

Teorema 1.13. Defina o operador D, = T Entao
1 dx

Dig(n) = nl¢(n),¥j e R,Yn € Z.

Definigao 1.14. Se u € D'(T) entao definimos o coeficiente de Fourier de u por

~ 1 —inx
in) = 5-Cu e,

Teorema 1.15. Se u € D'(T) entdo

Vale ressaltar que o Teorema ocorre na convergéncia pontual em D'(T).

Definicao 1.16. Considere (2, A, 1) um espaco de medida positiva, 2 < R", A o- dlgebra

em §2, u medida positiva, definamos
LP = LE(Q) ={f: Q@ — G| fl, < o},
sendo .
o= ([ 1raran®) 1 <p <o
| flloo = sup ess[f(t)].
te2
Defini¢ao 1.17. Definimos o espaco de Sobolev H*(T), s € R, como sendo

H*(T) = {ue D'(T); Y, (1 +n°)3|d(n)* < o).

neZ
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Se fe H*(T) entao

| f]

Hs(T) = (Z(l + n2)5|<5(n)|2> :

neEZ

Teorema 1.18. |.|gs(my € uma norma e (H*(T),||.|#s(r)) € um espago de Hilbert.

1 1
Teorema 1.19. (Hélder) Sejam 1 < p,q< o0, —+—=1. Se fe LP, ge L7 entao
P q

| 1109 1dn(0) < 111l

Teorema 1.20. (Minkowski) Se 1 <p <o e f,ge LP entio f +ge LP e

If + gl < 171 + 19l

Proposicao 1.21. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam u,v € L* entio
(u, v) < (u,w) v, vy, Yu, v e L2
Sendo {u,v) o produto interno dado por

oy = | f@as

Teorema 1.22. L? é um espaco de Banach.

Definicdo 1.23. Se f € L'(R) definimos a transformada de Fourier de f por

fo-| et f (0)da

—0Q0

Além disso, iremos nos referir a transformada total de Fourier quando a transformada

for tomada em todas as varidveis da funcao f. Usaremos também a notacao F(f)(§).

Definicao 1.24. Definimos o espago de Schwartz por

S(R") = {f e C*(R"); sup |2’ D f (x)| < o0,¥j € N, Vo € Z"},

zeR™

sendo o = (ay, g, -+ ,ap), © = (1,20, ,2,) € DY = ;8?1832 g,

Teorema 1.25. Seja o operador F : S(R") — S(R") dado por F(¢) = ¢. Entao



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES
(i) F € inversivel;

(i) F 1 é continua;

(i) @) = (2m) " | e ()i

Teorema 1.26. (Plancherel) Se f € L? entio f € L? e vale

|Fll2 = V2] £l

Definicao 1.27. Definimos o espacos das fungoes teste por

C*(a,b) = {¢p € C*(a,b);supp ¢ € compacto},

sendo supp ¢ = {z € (a,b); p(x) # 0}.

Definicao 1.28. Uma distribuicao sobre (a,b) é um funcional linear continuo u : C¥(a,b) —

C tal que
u(¢) = (u, 9,

ou seja, uma aplicacao que satisfaz

(i) w0+ By) = alu, ¢) + Bu, ¥);

(it) {u,p;y — 0 sempre que ¢p; — 0 em C(a,b).
Utilizamos a notagao D'(a,b) = (CF(a,b))’.

Definicao 1.29. Dizemos que uma sequéncia (¢;)jen © S converge a zero se
2687 (2)] — 0,

uniformemente para todo o, 3 € Z".

Defini¢ao 1.30. Um funcional u : S(R") — C linear e continuo é chamado de distri-

buicdo temperada. Notagdio: S'.

Definicao 1.31. Definimos o espaco de Sobolev de grau s € R por

HR) ={feS;(1+&):feL?.
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Teorema 1.32. (Teorema da representag¢do de Riesz) Seja H um espago de Hilbert
real ou complexo, munido do produto interno {.,.). Seja w um funcional linear continuo

em H entao existe um vetor y € H tal que
u(z) ={z,y),Yr € H.

. . . 1 1 .
Teorema 1.33. (Desigualdade de Young) Sejam p,q € R tais que — + — = 1 entdo
p q
para todo par de numeros reais nao negativos a,b vale

al b
ab < — + —.
p q

Teorema 1.34. (Teorema da convergéncia dominada) seja (f,) uma sequéncia de
Jungdes integriveis que converge quase sempre para uma fungdo real mensurdvel f. Se

existe uma funcgao integrdavel g tal que |f,| < g, para todo n € N, entao f € integrdvel e

f fdyi = lim ffndu.

Finalizaremos este capitulo enunciando o teorema do ponto fixo de Banach, funda-

mental neste trabalho.

Definicao 1.35. Seja X um espaco métrico nao vazio com uma métrica d. Uma aplicagao

f: X — X € dita uma contragao se existir 0 < 5 <1 tal que

d(f(z), f(y)) < pd(z,y),Vz,y e X.

Teorema 1.36. (Ponto fizo de Banach) Seja X um espago métrico nao vazio completo

Se f: X — X € uma contracio entdo eriste um unico ponto firo x* € X, isto é,

fx®) = a*.
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Capitulo 2

O Caso Periodico

Este capitulo ¢ dedicado ao estudo do problema de Cauchy para a "boa'equacao de

Boussinesq com condigoes iniciais periodicas.

Considere o problema de valor inicial peridédico

Ut — Uge + Ugzger T (f(u))a:a: = 07

u(0,2) = ug(x); u(0,x) = uy(x).

com f(u) = u* e a seguinte norma

1l z7ecxy = 1€)° Fllzacey-

Defini¢ao 2.1. Seja T o espago das fungées F(-) com
i) F:TxR - C;
ii) F(x,)e S(R) ,Yx e T;
i) F(-,t)e C*(T) ,YteR.

Para s,b e R, vamos denotar X, ;, o completamento de T com a norma

|

neZ

oo = [l =y () ) Flligre = <Z IKI7] =7 (1)) F | e

)2 (2.2)

N[

- (ZLM—v(n)>”<n>s|F|2dT> . @3)

19



20 CAPITULO 2. O CASO PERIODICO

sendo 7 a funcdo dada por y(z) = va? + 24, Ve e R.

2.1 Resultados Preliminares

Nesta se¢ao, iremos desenvolver alguns lemas necessarios para a demonstragao do Teo-

rema de existéncia e unicidade. Tais lemas podem ser encontrados em [1],[2],[3], [6] e [7].

Vamos considerar a equagao diferencial parcial linear

Ut — Ugy + Ugpgr = O,
§ u(0,z) = ¢(x), (2.4)
ue(0, ) = ((x))e.

\

Aplicando a transformada de Fourier periodica em (2.4)) na varidavel . Temos a se-

guinte equacao diferencial ordinaria de segunda ordem
(n* — n®)a(t,n) + ofa(t,n) = 0. (2.5)

Agora, pelo Método de Variagao dos Parametros, temos que a solucao de (2.5) ¢ da

forma

w(t,n) = ¢ @™V 4 peVntantit (2.6)

Como em (22.4) temos u(0,z) = ¢(z) e ut(0,x) = (¢¥(z))., as condigoes iniciais de (2.5)
ficam @(0,n) = ¢(n) e 4,(0,n) = ¥, (n). Logo,

~

c1+co = ¢(n)7

vVn? +ntc; —vVn? + nicy = @x(n)

(2.7)

Usando a notacao desejada e lembrando as novas condicoes inicais, temos para n # 0

€1 +Co = Cg(”)a
) M (2.8)

v(n)
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Resolvendo o sistema acima temos,

L) ) dm) )
2 T )

e assim, substituindo esses valores de ¢; e ¢y em (2.6) temos que a solucao da edo (2.5)) é

dada por

e

a(t,n) = Ve(t)g + Va(t)he.

Dessa forma, tomando-se a transformada de Fourier inversa, obtemos

u(t,n) = Ve(t) + Vi),

sendo

i/ pinf
V() = < : ¢(n>>

n2—n4 —ity/n2+nt
+e -
2iv/n? + nt o) |-

Para encontrar a solucao da EDP nao linear, vamos procurar uma solucao para funcoes

Vi(t)i, = (ei

de t do tipo
w(t) = by (H)ur(t) + ba(t)ua(t), onde uy = ™ e uy(t) = e M,
Da teoria qualitativa de equagoes diferenciais, temos

bi(f) = — %dt + ey e by(t) = %dt + e

Uma vez que,

W, w)(#) = Det | - — 2iv(n),
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obtemos

t e—itv(n)

t o—ity(n)
szq—f———mﬂm@ﬁea@@=@+f (u?) e (t)dt.

o 2iv(n) o 2iv(n)
Substituindo as constantes c¢; e co pelo que obtemos anteriormente, chegamos na solu¢ao
da equacao nao linear dada por
t

ult) = V(1) + Va(t)s + f Vit — 1) (1) (£

Seja agora 0§ € C(R) uma fungdo de corte tal que, 0 < 0 < 1, # = 1 em [—1,1],
t
supp(f) < [-2,2]. Para 0 < T < 1, defina 0p(t) = 9(?) Assim,

u(t) = 0(0) (m(tm F 0+ 0100 [ Vit t'><u2>m<t'>dt') S @)

0

¢ uma solucao de (2.4) obtida em [0, T'].

Lema 2.2. Seja u(t) uma solucio de

p
Ut — Ugg + Uggzr = 07

{ u(0,2) = ¢(x), (2.10)

ui(0,2) = (P(2))a,

\

com ¢ € H® e e H . Entio existe ¢ > 0 dependendo de 0,s,b tal que

Heu Hs—l) .

Xop S C(|@]ms + 0]

Demonstracao: Seja u(t) = V.(t)p+V;(t), e 0(t) dados como anteriormente. Entao

O(t)ulz, t) = O(t)Ve(t)d + O(t)Vi(t) s
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Tomando-se a transformada total de Fourier de 6u, obtemos

Ou(r, &) = JR e u(t, €)dt = fei”e <em<f> [@ + %] + e~ [@ — %D dt

2 T2 > 299

:Jeiwwf))@(t) [¢(25) gf((g]dH ity 1) [ (2 &bf]
=é“§“®[ao %§1+ w;ﬂm[ﬂo__@q

Sejam agora. hn(€) = H(€) + %g) e ha(€) = 3(€) - 5;”((5) Assim

0ullx,, = [<I7] = 7€) 0ul 12
:<hy,ﬂ@y@y<hm@a;—w@>+hxoa;+w@»>LZ
< el = 2@ O =A| Lry —epecey T><g+7@”

Logo, T’ ﬂ

12 = K| ey Y ff@2m7 @ |2 ”ﬁw@

Uma vez que,

7] = I = lIT] =] < min {|7 — (), [T + 7]},

temos,

0r — ()|
4

P | | @ —a@Pmer drdt.

Fazendo a mudanca o = 7 — y(§), temos da = d7 e

2 ay? 2 é(a) 2 - 2s 2 2b é(a)
< | [Lom@mimr| 5 dade = | crim©Ps | @22 a
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J]R<a>2b @

uma vez que 0 € S sempre que 6 € C(R). Portanto,

Observemos agora que

2
da < Cpy,

P < Gy | P Imi©)Fds = Gy Kl

Analogamente, obtemos um resultado para (/71 )2, isto é,

(I1)* < 3y K hal 12+

Juntando todas as partes, obtemos o seguinte

0ullx,., < (1) + (IT) < 2Cos (KO, + [€2a(E)2)

Observe entao que

K (Ol + KO ha(©) I - ‘<§>s ((&(5) + %?) PR (Wf) i %(—f))) i
<2 dOh + 2 L) )
Mas,
‘@ J Ll 1i@rac- [ € tire
pois,

£2 1 1

et 1+ (6

Em vista das observacoes obtemos a seguinte relacao

‘<€> () = Y] ms-1,

L2

[0ulx., < Cop (¢l + [P]e1)

A demonstracao do lema esta completa. O
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1
Lema 2.3. Sejam—iéb'é()ébéb’—i—l e0<T < 1. Entao

rt

(i) |0r(t) | f{)dt

JO

< T £
HY K

rt

(i) |0r(t) | Vit =) f(u)(t)dt’

JO

1—(b—b
;<5,b

[ fw)(n)
(55,

s,b

Demonstragao:

(i) Vamos reescrever (i) da seguinte maneira

(#) f FEVdE — %HT(t) f

Agora, vamos separar a integral em duas regides |7|T <1 e |7|T > 1,
t

GT(t)Jf(t’)dt’ — Jf ( )dr+9T ff ( Z;1>d7

0 Ir|T<1 |7|T>1

= (1) + (1) + (110

M = Yo |
k=1 |7|T<1
i) = 0r(t) f Fr)et (im)tdr
|T|T>1
I = —6p(t) J Fr) i) tdr.
|7 T>1

© k
, T
Aqui, usamos o seguinte fato e""—1 = E ( k') . Vamos agora estimar cada parcela.

k=1
Estimativa de (I): Se |7|T < 1, entdo |7|*~! < (T7')*™! para todo k > 1. Temos
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entao

YA\
s
=

I tort) [ o Fnar

|7|T<1

ol
Il
—_

Hy

T () f Frydr

|7 T<1

x>
Il
—

N
s
| —

Hy
Tlfk
k!

I
18

[t*02 ()] -

f F(r)dr

|7 T<1

x>
Il
—_

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, observamos que

N

f f(r)dr| = J FOY Y ar| < |f ] f |

|T|T<1 |T|T<1 |T|T<1

o que implica

(S

O l-k ,
O <t 3 T ort ([ vr)

k=1 |7|T<1

Logo, é suficiente provar que

© ik , 3 /
2 10r] 1 J<T>‘2bd7 < T, (2.11)

Temos HthTHHb = H<T>bt/k,9\T(T)

.2
e o] e¢]

_ . . t

thop(t) = J e TR (t)dt = fe_mth (?) dt
—0o0 —a0

0
= J e IO (Ts)*g(s)Tds = T J eI sk (s5)ds,
—00

—0Q0
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isto é, th\T(T) = T [tk/\H(TT)] Assim,

[N
[N

o0} o8]
Worl, =1 [ fTon| ar | =1 | [ do)| T
— 0 — 0

Como T2 >T""' > 1, temos que
(T p? =1+T2p" ST ?(1+p*) =T *p),

o que implica o seguinte fato

1
0 2
[0, < T* T J T2b<p>2b‘t’f/\9(/})‘2dp = TEIT ke, (2.12)

— 0

Usando que b < 1 + b < 1, obtemos

[£°0] ;0 < [°0] ;0 = [£°0] o + |08 O)] o = 20 o + [R2*770] o + %07

Como supp (0) < [—2, 2], podemos trabalhar com limitagoes do seguinte tipo
t50(t)] < 210(1)|, |kt 'O(t)] < 287'k|0(t)| and [¢F0'(t)] < 2%(0(¢)],
para quaisquer t € R e k > 1. Entao,
[£°6) ,, < k28 (2]0]] 2 + 6] 2) = k2°Ch, VE = 1.
Da equacao temos
|50z ,,, < CoT=PT 2 k2",
Sendo assim,
© ik

S 2k .
tka < CeTlbe% < CeTlbe§’
5 5 el e
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© k
onde usamos que = 1) = 2¢? < 0. Por outro lado, como b’ < 0e T2 > 1,
k=1 :
temos
: ! :
( f <T>_2bld7> = ( j (1—1—7’2)_bld7'> << f (2T‘2)_b/d7>
|T|T<1 |T|T<1 |T|T<1
4 % 1
< 22Tb’< J 1d7'> = CyTYT 3.
|T|IT<1
Entao,
1
Tli / / /
> Lol | @) <arricyrrrt - coro
k=1

|T|T<1

concluindo assim que (2.11)) acontece.

Estimativa para (II): Observemos que

1 = o) | 0 Fyar| =] [ Fede| ol 213

|7|T>1 |7 T>1

Hy
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

| | =| | @ ane o ( | @ er> 1l

|7 T>1 |7 T>1 |7 T>1

=

| @i

|7|IT>1

e 0] 0
2 f (1+ 7277 2%dr = 2[(1 + T2 25727 s
T-1 1
Q0
< T f(l + 52)7Ys72ds,
i
pois T 2>=1e —b > 0. Além disso,

o0 0 o0
J(l + 52V 2ds < J(ZSQ)_bls_2ds — 27" js_%/_2ds < o,
i 1 i
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pois 2b' + 2 > 1. Entao,

o

2
/ 7 /o1
( | @h 26”) Fl < CyT" % gl -
|7|T>1
Por outro lado, |07 = H<7'>b9THL2 com

fr(r) = J ei7g (%) it — J 5T 0(s\Tds — TH(T7).

Assim,

1
2

107] e = <J<T>2”T2|5(TT)|2dT> = T<J<T‘lp>2b|5(p)l2T‘1dp>

< T5< j<T1p>2b|§<p>|2dp> <T%< | T?b<p>2b|§<p>|2dp>

1_
T 0] o

D=

pois (T 'Y = (1 + T2p*)° < T72(1 + p*)* = T?*(p)*. Voltando a equacio

(2.13), concluimos que

I .
D < CoT 2Tz (6] 1o gl o

= Cop T | gl 1o -

Estimativa para (III): Vamos escrever (III) = 07(t).J(t), sendo

Temos entao que

Iy = [ Or - T)| | =€ [+ T(7)

2’

Observemos que

(M <CUr =P + YY), YyeR. (2.14)
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De fato,

P < (Ir =yl +y)?* = |7 =y + 27 = ylly| + ly[* < 2(7 =y + [y]*),
pois 2|7 — y|ly| < |7 — y|* + |y|*. Assim, como b > 0,

T = (4 rP)E < (12— yP + ) F <251+ |r— o2 + S,

Para provarmos a equacao ([2.14), é suficiente garantir que

(SIS

(a+B)% <as+p2 (2.15)

é verdade para todo «, § > 0. Suponhamos que o # 0 temos entdo que (2.15)

ocorre, se, e somente se,

(SIS

. Como ¢g(0) =0e
Jg(t) = b (tg—l —(1+ t)g‘l) >0
2 7

b
pois 0 < 2 < 1, temos ¢(t) = 0 para todo t > 0. Provamos assim a desigualdade

(2.15)), o que finaliza a prova de (2.14).

Usando ([2.14), obtemos

(Pr e J(r) = f@fﬂr—@@@ﬂy
< cf@—y&ﬂf—w@@y+ﬂr—wmﬁaw@

= (D) +br+ T (7'0r)
Assim, aplicando a desigualdade de Young, temos

Il < ¢ (j@ D+, + |7« (D) ,)

< (ol [ d], + Jirter] ,71,.) -

Ll
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Sendo y a funcdo caracteristica no conjunto {7 € R; |7|T" > 1}, temos entao

50 = [ (\)ir) 1 Fm) dr = 72 (x(rlin) 7)) @),

~

mostrando que J(7) = x(7)(i7) " f(7). Assim,

L2=< | |r|—2<f>2b|f<r>|2df>

|7|T>1

- ( | |T|-2<T>2<b-b’><f>%'|f<f>|%>

|7 T>1

N

~

[0, = [ En )

L2

1
2

1
2
< (sup |T|2<T>2(”/)> 11 o

|7|T>1

Segue de 0 <b—0b <leT ' >1que

7|72 = 7|21+ )Y = (|7-|_2(b—b’)‘1 i |T|2(1—(b—b’)—1))b—b’
< (T2(b*b’)‘1 + T*Z(lf(bfb’)—l))b—b’

= T2(1 + Tf2)bfb’ < 2b*b’T2(1f(b—b’))’
para todo |7| > T~'. Obtemos entdo

[T, < oo
Além disso, lembremos que 5;(15) = Té\(T’I’). Logo

o

A

- f|§(TT)|TdT - J|§(s)|ds — Hé
Entao,

o

b7 L= (b—b)
LRI < Conw T gl

Resta agora estimar apenas H|T|b9T

J H . Temos
Lt L2

7-”5; — | 1710 Tdr = | 1T s210(s)|ds = T~ | |s|°|6(s dszcebT_by
It 7

31
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. Por outro lado, lembremos que J(7) = x(7)(i7)"'§(7). Sendo assim

pois hesS
7, = ( | |T|2|f<7>|2df> =< | |T|2<T>2b'<r>2b’|f<7>|2df>
|7|T>1 |7 T>1
< <Sup |T|_2<T>_2b'> 11
|T|T>1

Como 0< —b <1leT ' >1, temos
72 = 242 = (2O 200 T (o2 o2 Y)
_ T2(1 + T—Q)b' < 2—[)'112(14—17’)7

para todo |7| > T~'. Logo,

L’ / _(bh_}
< CppT7027 2T = Gy T,
L

it
Lt

o que finaliza a estimativa para (III) e, consequentemente a prova de (2.3))(7).

(ii) Temos que Vi(t) é o operador pseudo diferencial dado por

— eit(&) _ p—itv(§) -
FO09(6) = T = (S5 ) O

Notemos agora que

7. (9T<t> [ vy <t'>dt') .6 =0r(0) [ F - O
—i(t—t")v(€)

~ort [ (T ) U

0

= eftr(n) <9
2iy(n) 0 2iy(n)

as
et <9T f (t',n) dt) e~ (@T(t) L t h2(t',n)dt').

Defina:

Fo(A(t,n))) = e F (wy(t,n)) — e F, (wy(t,n)).

0 dt’)

TN ) i (o [ T
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Tomando agora, a transformada de Fourier em relacao a ¢, nos da

A(r,n) = J e T F,(A(t,n))dt

R

_ J ¢ 1) F, (ay (£, m) )t — J e ) F (w2, ) )t
R

R

Wy (1 = (n),n) — (T +v(n), n).

Agora, usando a defini¢ao de X,

| A, )] x

o = IKI7] = ()" n)* Az 2
< 7l =)y (1 = y(n), m)lizsz + IKI7| = (1)) <n)*a (7 + 5(n), 1) iz 2

Assim,

( Sy [ il =2t in(r - <n>,n>|2dr>
+< S [ el =0 ta(r + () %h)

Z<n>zsf<|p+v ¥(n))*[in (p, n |2dp>

<Z<n>%f<|p ()] = y(n))* s (p, n |2dp>

Como vy(n) = 0, ¥ n e R, temos

max {[p —y(n)| —v(n), |p +v(n)| —v(n)} < |pl,
pois,
ol = |p+v(n)] —~(n) e |p| = v(n) —[p—~(n)],

entao

ol = [lp +v(n)| —~v(n)].

Por outro lado,

ol = [ =) = |p =) =~v(n) — |p —~v(n)],
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e dai,
ol = |lp =~y (n)| = y(n)l.
Logo,
At @)l < { S jR<p>2b|w1<p,n>|2dp> +<2<n>2s jR<p>2b|wz<p,n>|2dp>
= Z<n>28JR<9>2bIFp(Fx(w1(p,n)))l2dp> + <Z<n>28JR<0>2b|fp(f$(wz(p,n)))l2d,0>
= Z<n>25||fx(w1)Hg> +<Z<n>28fx(wz)lng> :

Agora, lembremos que
t t
Falwn(ton)) = 020) [ me.mat’ e Fuwn(ton)) = 02(0) [ hatt.mpar
0 0
Pela parte (i) temos

|Fewi(t,n) |y < Tt 0) ]

e
| Fo(wa(t, n) |y < T ot ) -
Logo,
JA(t, 2)|x,, < T [<Z<n>2$h1<tcn>zg> + <Z<n>25||h2<t',n>|lifg> ]
nez nez
sendo . .
e MWE(fu)(tn)) e (f(u)(t,n))
Entao B
Fo(hi(r,n)) = JR e~ Ry (t,n)dt = / (U)(;; (ng’ n)
e

fm(hQ(T, n)) = JR B_itThQ(t7 n)dt _ f(u) (;Z;(zgn), n)

N
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Portanto,
At,{E <T —(b-b") nQSf 7_2b’ f ( ( )7n)
JAt, D)lx., (2< | (o) )

fW)(r +~(n),n)
2iy(n)

(bt <7§<n>25 J (Y

Fazendo a mudanca de variaveis

T—9(n)=p e T+7y(n)=np,

temos

f(w)(p,n)

|A(t,2) s

X, ST (2<n>28 | oty

Fu)(p.n)
2i7y(n)

4+ T (b-=b") <Z<H>QSJ<p ’Y >2b’

Observemos agora que

o] —=v(n)| < min {|p —~y(n)],[p +v(n)|},

donde seque que

pois

Dali,

ol = () [* = max {|p — v)|*, |p + v(n)|*},
v <0.

| At 2)]x,, < T

s,b

L [ Fw)(p,n)
(556,

s,b

ou seja,

/
<70
Xop

2i7y(n)

Or(t) Jt Vit — ) f(u)(t")dt

0

= <f<u><f, n)

2 2
dp)
2 2
dp) .

).

1=

=

s,b

35
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A demonstracao do lema estd completa. D

Lema 2.4. Fxiste ¢ > 0 tal que

1<sup 1+ |z + vy <.
¢ ayz0l4lr— APty

Demonstracao: Afirmamos que

1
yéx/y2+y<y+§> Yy = 0.

De fato,
y=lyl =V <y +y, Vy=0,
além disso,
1
(y+§f=y”+y+ >y’ +y
Concluimos entao que
VPE+Yy<y+ o

demonstrando a afirmacao.

Dalf,

1 1
1+|x—\/y2+y|Z1—|—|x|—|\/y2+y|=1+x—\/y2+y>1+x—y—§=§+(x—y),

temos também,

1
1+|x—\/y2+y|>1+\/y2+y—x>1+(y—x)>§+(y—x),
logo,
1 1
1+|x—«/y2+y|>§+|x—y|>§
entao

1+ |z —y 5 5

< 2 + 2
L+ |z—+/v?2+yl 14+|z—+/v2+yl 1+ |z—+/12+y

<1l+1=2
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Por outro lado,

1
l+lz—ylzl+(z—y) =1+x— y2+y>§+x—\/y2+y

1 1
1+|:z:—y|>1+(y—x)>1+\/y2+y—§—x=§+ Y24y -,

o que implica

1
e = vyt +yl 2 51+ |z =y )

DO | —

1+ |z —y| >

1+ |z —y| 1

= —.
L+ |z —A/y2+y| 2

Portanto, para ¢ = 2 concluimos o resultado e a demonstracao do lema esta completa. o

. 1 1 .
Lema 2.5. Sejam 0<a_<ay,a, +a_ > 3 ea,; # 3 entao

1 c
T = JR GGy VS e ER
sendo v =2a_ — |1 +2a,]y e
.
A ose A>0
[Ali =4¢ A=0 (2.16)
k0 se A <O.

Dai

@GP <1+ (y—sl+1s)? =1+y— s> + s + 2y — s||sl,

€ como

2ly — slls| < |y — sI” + [s]*,
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temos
W <201+ Jy — s+ [s) <201+ ) (1 + |y — s*) = 2(s)*(y — 5)°
e
{y) < V2y — s)s),
isto é,
L V2(s)
y—s) Ly
Analogamente,
L V2(s)
y+s = W’
e entao Nasta)
1 _ ﬁ a++a— <S>2(a++a_) _ 2<S>
(y — )24y + sy~ (yyHa++a-) = (yyHarta)?
pois 2(a; +a_) > 1. Logo,
2
J(s) < Ldy < o0, VseR.

= Jg (y)Hlartas)

Vamos agora dividir J(s) em 3 regides, sendo elas

A ={yeR; 0 <y <2s}
Ay={yeR; —2s <y <0}

Az ={yeR; |y| = 2s}.
Dessa forma, J(s) = Ja,(s) + Ja,(s) + Ja,(s). Nossa meta agora ¢ estimar J(s) através
destas integrais. Vamos trabalhar primeiro com a integral J4, (s), temos

2s 1
o T

JAl (S) = dy.

Neste caso, 0 < y < s, donde segue que s <y + s e {(s) < {y + s), e assim,

1L
y+ 52~ ()
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Logo

5 ()< 1 2s 1 4 1 J‘ZS 1 J
1\5) = =
WIS )y T Gl Wy =Py

1 J“ 1 du — 2 .fs 1 Ju
T L e T G )y e

Observe agora que
T+u? <1+2u+u?=(1+u)® <2(1+u)?

pois 0 < (1 —u)? e 2u < 1+ v Dai,

1 1
=
T+u? ™ (14 u)?

2 Jﬁ 1 du < 2c J“ 1 du
O A O (e

2 JS 1 J
" o P

2¢ (1 +u) 20T\ |7 . 1
se a =
<s>2a— —2a. +1 /|’ 72
B 1
——In|l+u|ly, se ay=-.
< >2a 2
1 ~
Logo, como a, # 3 entao 1 —2a, >0e
2c 1 1
J < _
w0 < e (Tama Ty )
2c 1 1

<
o o < G

— C<S>—2a,+(1—2a+) < C<S>—2a7+[1—2a+]+

pois (s) = 1el—2a, <[1—2a.]..
Observe também que

1 1 1
(14 s)2G7e) (1+52)%—a— (sh2=0-
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e
1 1
- < - = lc , se 1—2a_ <0.
(1+s)2G72) " 2(1+s2)27%  (s)a o+
Portanto, temos
Ja, (5) < «(s) 2020414
ou ainda,

Ja, < %, r=min{2a_,2a,,2a, + 2a_ — 1}.
S T

Estimemos agora a integral Jy,(s) :

0 2s
1 1
Ja,(8) = dy = dy.
G YT GGy
Fazendo a mudanca u = —y e usando o raciocinio analogo feito para J4,, nos da

J<1281
RO RCED

dy < C<S>—2a,+(1—2a+) < C<S>—2a7+[1—2a+]+'

Finalmente, vejamos a estimativa para Ja,(s) :

—2s 1 o0 1
JAB(S) = J dy +

d
o Gy L Gy syt s

:LjQ@—@%iy+@%f*@—sWiy+@M)d“

Como s = 0, segue que

y<2y+s) e géy—i—Z,

e, NO caso em que y = 25, temos

Logo,

() < min (&= ).y + )}

0 1 0
Jag 2| ———dy = 4] (uy~Bas+2a) gy,

2s <%>2a++2a, s
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Lembremos agora que

(T+u)?<20+u?) e (1+u)?<2u)?

e assim
—(2a4+2a-) —(2a4+2a-)
{uy <c(l+w) :
Portanto,
o) 1 u1—2(a++a,)
J < du=c- —— |,
45(5) CL (1 + u)@a++2a) w=c 7 2(ay +a_

1
pois ay +a_ > 5¢€ 2(a; +a_) > 1, e entdo
JAg(S) < 05172a+72a_ < C<S>172(a++a,).

Por fim,
J(s) < Jay, + Ja, + Jay < «(5)°

sendo & = —2a_ + [1 4+ 2a,]4, pois
—2a_ +[1—-2ay]: > —2a: +[1—2a_]4 =21 —-2(ay +a).

A demonstracao do lema esta agora completa. O

1 1
Corolario 2.6. Sejam p,q > 0, p # 374 # g er= min{p,q,p + q — 1} com p+ q > 1.

Entao existe ¢ > 0 tal que

c
de <

1
JR =z =pyr " ~La—=p)"

Demonstragao: Segue diretamente da demonstracao do Lema [2.5 O

1
Lema 2.7. Sejam0<oz<§,aeR, B, v>0e H={heR; h=axnneZe|h|<

B}. Entdao ;
1 2 dx
2 o < (_ *L <u+x>2a) |

heH
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Demonstracao: Observe que, como v > 0e > 0,

L2
(v + Rz = w28 " (v + |h])2

Portanto,
1 2 1
2T S 2 o e
P2 1
= fﬂ vop o
F2 1
-2 ], Gt
2 b d

(), i)

o que conclui a demonstracao. 0

1
Lema 2.8. Se v > > entao

Sup Z ! < o
(n,m)ELXR =y (1 +[r £ni(n—ni) '

Demonstragao: Vamos reescrever o resultado de maneira que

) : ) 1
n1€Z (1 - |T + nl(n - nl)h ni1€Z (1 + |(n1 - ai)(nl - Bi)D’Y’
sendo a = ot e B = T as raizes do polinémio

T+ (ni(n—mn)) =0,

isto é,
7+ (ni(n—m)) = (ng — a™)(ny — 7).

Existem no méaximo 10n; tal que
In1 —a| <2 ou |n;—fg] <2

De fato, seja f(n1) = 7 + (n1(n —ny)) = 0. Agora, suponha que exista apenas uma raiz,
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ou seja, a = (5. Entao

flm) = (n — ),

e o caso n; — o < 2 é valido para
(i) m = o
(i) ny = a £ 1;
(iii) ny = a £ 2,

que totalizam 5 diferentes opcoes. No caso a # 3, temos

f(n1) = (n = a)(m = P)
e dai, o caso |n; — a| < 2 é valido para
(i) n1 =«
(i) ny = a =+ 1;
(iii) ny = o £ 2,
e o caso |n; — 3| < 2 é valido para
(i) n1 =5
(i) n; =B+ 1;
(iii) ny =B £ 2,
que totalizam 10 possiveis casos. Agora, observe que se « ¢ Z, podemos tomar n; como
a parte inteira de «, isto é,

n=lal ==z aelz,z+1] R,

e o resultado dos 10 casos seguem analogamente. Vamos agora trabalhar com o restante
dos nq, isto é,

Ini1—a|>2 e |ng— 03] >2.
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Observe que

|n1 - 04||”1 - 5|

< |”1—04||n1—5| |

— Bl <

assim

niy —af + ng — B < |ny — afjng — B

1 1

S+l —a)X+ [ = Bl) = SA + | = af + ny = B + | — aflng — B])
1

< 5(1 +2[n1 — aflng — B)

<1+ |ny —allng — B

Logo,
1
5(1 +ni—al)(1+|ny—B) <1+ |ny —allny — 5,
e dai
1 - 2
L+ [(m = a)(m = B)] ~ (1+ |y — a)(1+ |y = B)
Portanto,

1 1
Z (1+ |7 £ni(n—ny)|” a Z (14 |ny — allny — B])”

n1€Z ni1€Z

2
<00 |n1 —a) (Lt m - Bl

n1€Z

1
7 Z 1+ Im—Oé|) (L + [ =Bl

ni GZ

1 1 2
<7 (Z A+ —ah? [+ —m)%)

1 1 :
= (Z (L [ — W) | (Z (1+ [ —m)%)

= 2lelyle < o0,

sendo z e y os vetores de [% obtidos. A demonstracio do lema esta completa. =

Observacao 2.9. Usaremos a notacao a < b quando existir 0 = 0 tal que a < 0b e
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denotaremos a ~ b quando a < b eb < a. Com essa notacao, temos

Xow ~ K7l =0 ny (T, n) iz 2.

1]

De fato,

(i) {ny ~ 1+ |n|, pois

(1+n)* <2(1+ [n]?)

e além disso,

Y =1+n*<(1+ |n|)>

(i) (|| = n*) ~|r| = 7(n)), pois
0 lema.4) com x = |7| e y = n* nos garante que
1 1+ ||7] — n?|

- < < c.
¢ 1+|[r]—~(n)|

Do item (i), temos
Lt[[r]=n?|~(rl=n%) e L+|lr| =y(n)] ~ 7] =~(n)).

Logo,

(7l =n*) ~ (|| = ~(n)).

2.2 Resultados Principais

Nesta secao, demonstraremos os resultados principais deste capitulo.

1
Teorema 2.10. Seja s > e u,v € X5 _q. Entao existe c > 0, com c dependendo apenas

de a, b e s, tal que

< cflulx, vl

Xs,fa

Xo (2.17)

Xs,b

= ()
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acontece nos sequintes casos

1 1 1
(7;)820,[)>§61<CL<§,
1 1 1
(i1) —Z—l<s<0,b>§eZ<a<§talque|s|<g.

Demonstracao: Sejam u,v € X, ;. Definimos

f(r,n) =7l =n*Mny*a(r, n)

g(r,n) = (Ir| = n*)*(ny*o(r, n).

Afirmacao 1: A desigualdade (2.17)) é equivalente a

W, g.8) < el flisz ol eIl o (2.18)
sendo
|n|2 (n)* g(r1,m) f(r — 71,m — n1)d(7, n)drdn
Wif9.0)= 2] f ) Ganyoln — iy (7| — n2yad|m] — 7 — ] — (n— m)E

n,ni€Z

Primeiramente, vamos mostrar que (2.17) implica (2.18). Para isto, suponha valido o

teorema. Agora observe que

W(f9,0)= ), f Pl =0 i, n) f(r = 1in = m)(r, n)drdn

W n){npy(n —niy* (| =0 n| = n)|r —nf = (n—m)?)?
_ |n|2 (ny* (| = n*)*ny*o(r, n)(|7| — n*)*m)*a(r, n)d(r, n)drdn
N nnzllezf n) (n1)*{n —ny)* (7l = n?|m] = nHX|T — 7| = (n—ny)?)P
B Inf? o(m, n)a(r — 71,m —n1)p(r,n) dr
- 3 Jow T~ 2y i

-3 | W S el = nt) (. m) UR (r1yma)ii(r — 71,1 — nl)) drdn

n,n1€Z

—Zf'm<>w| 2y~ (r, )i » i, m)r

neZ

B - edte ) eyt

neZ
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Logo,

Wt 0l < 35 [ T el =ty l6l(rmyzalan(e, ) 5

neZ

< (J |22|”|2 i (il =y () dr) (%f [millo(r,n 2d¢>
b ()

< clflzrzliglliz c2 [0l 2 -

B2 2]47|
Xs,—a

Vamos agora mostrar que (2.18) implica (2.17)).

Sabemos que

(7,90 = 3 [ 2o e) -y <dte,m) emyavte mar

neZ

Definindo
27 |n|?

7(n)

podemos escrever W como o seguinte produto interno

h(r,n) = (ny*(|r| = n*)~"uv (7, n),

W(f7 g, ¢) = <h7 ¢>I%LE_
Usando agora (2.18)), nos da

[Ch o)l < el f

erzlgllizez ez, Yo € L*(R).

Logo, o operador

Ty : L*(R*) - C
¢ — (h, @)

satisfaz

Tu(®)] < el flizrzlglliz el dlizrs, Vo € L*(R),
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e pelo teorema de representacao de Riesz para espacos de Hilbert, temos

[7liz 2 = 1Thl < el Flizrzllgllz cz-

[nf?

v(n)

Observe agora que <1, Vne Z. Dai

=

= ()

= |77 (@5 (r,n))|

ﬂn%T—nQ_Q“%TnQT
Xs,f<ZL|2m<n>|2<><" 2 (. >|d>

neZ

Xs,—a

= A2z < c|ulx,,|v]x,,-

Isso mostra que as afirmativas (2.17)) e (2.18) sdo equivalentes.

Agora, para conseguirmos a desigualdade desejada, precisaremos analisar melhor todas as

possibilidades de sinais de 7,7, e 7 — 7. Para isso, dividiremos R?* nas seguintes regioes:
oIy ={(n,7,n,m)eR; 71 <0,7—7 <0}
_ 4,
e Iy ={(n,7,n;,m)eR*; 7 20,7—71 <0,7 = 0}
I's = 4.
o I's={(n,7,n,m)eR*; 1 20,7—7 <0,7 <0}
_ 1.
o I'y={(n,7,n,m)eR"; 71 <0,7—7 20,720}
_ 4,
0F5—{(n,7',n1,7-1)eR ,Tl<0,7-—7'120,7'<0}

o I's={(n,7,n,m)eR*; 7, 20,7 — 7 >0}.

Desta forma, denotando também
® Ny =n—1n
o 0 =|7|—n?
e 0y = || —ni
o 0y = || —n?

® To =T —1T1
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podemos ver que é suficiente provarmos a desigualdade (2.18)) com Z(f, g, ¢) no lugar de

nP ) g(rm)f(mn)é(rn)
P = ZJ Wy ooy

e 01,09, 0 NOS seguintes casos

(I) oc=T1+n% 0y =71 +n2, 0y =Ty + 1
() o =7—n* 0, =7 —ni, 00 =T +nj
(M) o =7+n% 01 =7 —nj, 02 =72 +nj
(IV) o =7—n* 01 =7 +n3, 0y = o — N5
(VY o=74+n0,=1+nl 00 =7 —n3
(VI) o =7 —n? o1 =7 —n?, 0y = T — N3

Observemos que os casos (1), (I1), (I11),(IV),(V),(VI) correspondem as regioes I';, 'y, '3, 'y, I's, ['g
respectivamente.

Afirmacgao 2: (I11) < (IV), (II) < (V), (I)  (VI).

(I1I) < (IV) Fagamos a mudanca de variaveis

(n> T, N1, 7—1) — _(na T,MNy, 7_1)-

Assumindo agora que (1) esté estimado temos

. |”|2 (n)* Q(lenl)f(TQ,nz)d_?( n) -
(V)= 2, f G T = e £y — T

_ |n|2 Y g(—m, =) f(=72, —n2)d(—7, —n) .
= Z j <n1> <n2> <7-_|_n2>a<7-1 >b<7_2 —|—n2>b drd 1

2rz|o(=7,—n)iz

n,n1€Z

n,n1€Z

< o f(=72, —n2) iz 22 [ g(—=71,71)]

= | flizezlgllz ez [0l 2.

Tal fato acontece pois as normas [* e L? sdo invariantes por reflexdo. Analogamente

conseguimos (I1) < (V) e (I) < (V).
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Afirmagao 3: (V) < (IV). Para isto, sem perda de generalidade, assuma (/V)
valido. Logo,

Sy [ e o m)f (o ma)ofrin)

n) (n1)y*(ng)® (1 +n*)*(m1 + ni)*(ry — n3)"

n,ni€Z

Facamos as mudangas
To =T — T, Ng =N —"ny, (n77—7n1a7—1) > _(naTaanl)'

Assim,

V) = ZJ In|>  (n)* g(11,m1) f (T2, n2)P(7, ) drdm

n) (n1)*(ng)* (7 + n*)(m + ni)¥(ry — n3)’

|TL|2 <n>5 g(T—Tg,n—nz)f(T—7'1771_711)(5(_7-7 _n)
Z f <n1> <n2> <7— — n2>a<7_1 + n%>b<7-2 — n§>b drdmn

1212 ||¢_>(—Ta —n) ||liLz

n,n1€Z

n,n1€Z

< | f(=72, —n2)zr2[9(T — 72, n — n2)|

= | flizezlgllizcz [0l e

A reciproca é anéloga.
Portanto, dadas as equivaléncias, precisamos apenas estabelecer os casos (IV) e (V).
Vamos primeiramente tratar do caso (V).

Neste caso, usaremos a seguinte relagao algébrica
(=) +(n—n) +(t—71) — (n—n1)%) =2n1(n —ny). (2.19)
De fato,

—(r=n*)+ (n—n) + (T —71) = (n—m1)*)
—(r =1+ (r —n}) + ((r — 71) — n® + 2nn; — n})
= 2nn; — 2n?

=2n1(n —ny).
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Por simetria, vamos nos restringir ao conjunto
A={(n,n,7,m)eZ*xR*; |[(1—7)— (n—m)*> <|n —n3}.
Observe que, se
B={(n,n,7,n)eZ*xR?; |(T—71) — (n—n1)?* > |r —n?},

entao

Z(faga¢) :IA+[B7

e assim, fazendo a mudanca de variaveis em Ig
No=mn—n1 ,72=T—T1,

obtemos I4. Dessa forma, basta provarmos (2.18) para 4.

Dividimos agora A em 3 partes
o Ay ={(n,m,7,7)€eA; n=0}
o Ay = {(n7n17777'1) eA;n=0 ou m zn}

o Ay ={(n,n,7,m)€EA; n#0, ny #0, e ng #n}

e dividimos Az em mais duas partes

Az ={(n,n,7,m) € A; |m —ni| < |1 —n?|}

Asgo = {(n,mﬂ',ﬁ) €A; |7' - n2| < |7'1 _"ﬂ}

Agora, definamos os conjuntos

R] = Al U A2 ) Ag, 1 e RQ = Agyg.

Em vista disso, temos A = Ry U Ry com Ry n Ry = .

A partir de agora, seja xr,, a fungao caracteristica do conjunto R;, i = 1, 2.
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Afirmagio 4:|2]° < | flisz gz 2l0ligze - (P + Po). sendo

1 |n|4 J m)** ()= (na)™* X, dr,

@ A (1)) IFLE
e
1 |n|4 f (ny**{ny)~?*(na)~ 2SXJ%GZ
2b 2a 2
<U > Nn1€Z <0> <02> l;{1L‘{1

De fato, como A = R; U Ry, temos

7] <

n? My xrg(m1,m) f(72, nz)qg(T, n)
Zj Wy ooy

|n|2 n)*  Xr,g(m1,m1) f (72, nz)dS(T, n)
nnzlggz J <77/1> <77,2> <0>a<01>b<02>b d7'1 dr

Y

assim
|Z| Cl+02,
sendo 7
n|? ny  xgr,9(m1,n1)f(12,n2)P(T,n)
ZJ Wy oy
e

2 n)* XRryg(Ti,m1) (72, n2) (7, n)
nnzlzezj <n1> <TL2> <0->a<0-1>b<0.2>b dTldT.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|TL|4 <n>28 XR.1 9 Thnl 7'277),2) 2 : .
[ZJ Jiop (ZJ {my(nzy (o) o >bdﬁ> dT] [0l z2-

Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

XR.1 9 7—1anl TQ,”Q XRy
nIZEZJ- <n1> <TL2> <0-1>b<0-2>bd 1S (Z JR <n1>2s<n2>25<0-1>2b<0-2>2b ) (nng |f To, N2 | |g(7'17nl)| dTl)

n1€Z

Entao

‘s [éj s EZ;Z (<n1>2s<n2>>2<5}271>2b<02>2b) (nZeZJ |f (72, m2) g (71, m1))] dﬁ) dT] |oliz -
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Vamos agora aplicar a Desigualdade de Holder, de modo a obter

<

2

ne, JR 7@; EZ iz <<n1>25<n2>§8§;1>2b<02>2b) ar ol

1LLL

Z JR | (72, 12)1?|g(m1, 1) |*dmy

ni1€Z

12 L

Observemos que

2

neZ

). J% Eﬁiii (Gt &

o0 J oC
ln LT

= Ssup
neZ,TeR

D R (e e L

nez

e assim, através de uma mudanca de variaveis, obtemos

Z JR |f (72, m2) [P |g (71, 1) Pdmy

N1€Z

=S [ [ 1) Pl )P

ILrL nez ni1€Z
- Z JR lg(71,n1) | (Z J}R |f(7'2,n2)d7'> drm

N1EZ nez
-y f lg(rs, n) 2 <2 f |f(T’,n’)dT’> dr
n1€Z R nez R

= [ flezrz gl r:.
Logo,
1
o1 < PP flerzlgleczleliz ez,

e analogamente,

1
co < PR flizezlglizcz |9l e,

donde segue agora a afirmacao, isto é,

121 <l zz Lol 2 [9lia.e - (P + P).

Lembremos agora que estamos tratando com o caso (V). Assim, usando o corolario [2.6}

temos
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_|1 Inl4 (n)**(na)"**(n2) ™ Xr,
P = <0>2a mezj {0125y dn

12 L>

1 |n|4 2 2 2 J 1
= ()" ng) ™ | ——dT
P 2T |, Gt
12 LE
1 |n|4 2 2 2 1
= (ny™(na )™ (na) ™" dr
AP 2 R (G R D
|t |n|4 3 <n>28<n1> gy~ 1 |n|4 D (ny**(ny)—**(ng)~*
= 2a 2 _ 2\2b 2a 2 —m2 92 2b
(o) = ni—(T+7m—n9)? o <cr> = (T —n?—=2n% + 2nin) s
Logo, precisamos encontrar limitantes para
1 4 2s —2s —2s
P | WPy

nez, rer {0 )% y(n)? = (1t —n? —2n? + 2nn, )%’

Jp = sup 1 Z Int (n)?5{ny)=25(ny)=2*

mez, nek (0)% & y(n)? (r1 +ni — 2nny)p*

em R,

sendo J5 obtido de maneira analoga a .J; através do corolario
n[*

Em Ay, temos = (, tornando o supremo acima limitado.

7(n)?
Na regiao A,, temos

() {na)™* (ne)™ = ()" ()™ (n —na)™ = (L+ [n*) (1 + [ma) (1 + In — ma ")~

Se n; = 0, entao

<n>2s<n1>—25<n2>—25 S 1.

Se ny = n, entao

(n)*(n1) " (na) ™ £ 1,

e além disso,

4
y(n

Para n; = 0, observemos que

;o L R L

= Su § su - $
nez, Pee (o)?@ y(n)? (t—n2)® ~ P e {oH2at2

n1€Z
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Se agora m; = n, observemos que

v )™y~

I
Ji= sup (T —n?—2n2 +2n2)2 ~ 7

n|?
nezZ, TeR <0'>2a 7(”)2 nieZ

e entao, em ambos 0s casos temos

1
J1 < sup ———— <1 para a,b>0.
nezZ, TeR U>2a+2b

Em Az, temos |1 — ni| < |7 — n?|. Assim

<n>25<n1>72s<n2>72s § <J>)\(s) ’

sendo

0, se s=0,

2|s|, se s<0.

De fato, suponha s > 0. Dai

n® < (| = [n = m))® = [ma]? + 2/nal|n = na| + [0 — nq

<P+ nu? + n =P+ n =P =22+ 2ln — ng]?
Logo,

1+n2 <2402 <24 2m P +2n—n? = 201 + | ) + 2jn — ny |2

<21+ () +2(1 + [ma ) n — na|* = 2(1 + |n1)*(1 + [n — na]?)

e a afirmacao segue para s = 0.

Suponha agora que s < 0. Afirmamos que

(n1)(ng) < o )Xn).

99
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De fato,

3
(napnz) = (L4 [mf)(L+ [naf) = 1+ [ng| + | + [ flng] < 1+ [ng] + |na| + Slo]
<1+ |nf+5|0| <51+ |nf +[o]) < 5(1 + |nf + (1 + [n[)|o])

=51+ [n)(L +|o]) = 5{n)Xo).
Observe entao que provamos o seguinte resultado
nd* < () nyd?, Yn,ny,ny € Z, seR. (2.20)

Aplicando tal resultado em J;, temos

1 1
Ji$ sup (o) <1, para b> - e A(s) < 2a.
' n1EZ,I‘I?ER< > ?’L1€Z,§é{0,n} <T —n?— 277,% + 2nn1>2b D) ( )

Analogamente, para a regiao Ao temos

(ny**(nay 2 (nay > < (o)™,

e além disso

171 + 0T —2nny| < |1 — 03| + [2nn] < 2{00).

Queremos estabelecer as condicoes do lema Para isto, defina

H={neZ; |n+n]—2nn| <20}
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Aplicando agora o lema nos da
Ty < GV 1 < (O 22+ rw S—
< su o < su o —dx
2 n1EZ,71'316R ! el <’7'1 + n% — 2nn1>2a nﬁZ,EeR ! 0 (1 + x)?a
2<0’1> 1
— sup ()22 (24 J dx
n1€Z,meR 0 (;}Z;‘I + x)
1 2<0’1> 1
= sup (o224 5 f 5o dx
n1€Z,11€R 2|y [ Jo ( 1, )
2|n1| 2|n1|
{o1
1 Tl 1
= sup <01>>‘(S)_2b 212+ mj ' —dy
n1€Z,m1ER n 1
1€Z,11€ 11 Jo M 4 y)
P o 1
< sup <01>)‘(S)_2b2|n b 2(2|ny )%t + J ' ——-dy
n1€Z,m1€ER 0 1
1 1 (2‘711' + y)
1 1 < @ Dai

Vamos agora calcular a integral acima. Lembremos que a < 5 e

{o1>
—2a+1 |Tn
1> 1 ) Inql

2lni]  fnal

R - —|-y —2a+1
fl 1l 1 2ady _ (2\ 1 < ( 1 n <O'1>) B 1
0 L —2a+1 2|nq|  |na 2|n4|
2na] T Y 0
—2a+1 —2a+1
(o + @) (@ )
2lna| [ |
() e
n1| | 20+
Entao
Jy < sup (oY1 4 !
n1€Z,meR (2lma])2et - S0y
< sup <O_1>/\(S)72b (<01>2a+1 + St _<01>2a+1)
n1€Z,m1ER
1
_ A(s)—2b—2a+1
= su o 1+ .
n1€Z,£GR< 1> ( 22a+1)
Agora, A(s) = min {2b,2a + 2b — 1}, e assim,

A(s) = 2b—2a+1<0,
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o que implica

J2 S Sup <O_1>)\(S)72b72a+1 S 1’
TL1€Z,T1ER

1
paraa <o e A(s) < min {2b,2b 4 2a — 1}.

Vamos agora tratar do caso (IV'), isto é
o=T1—n? , 01 =7'1+nf , angg—ng.

Este caso segue passos parecidos com o caso (V1). Utilizaremos aqui a seguinte relagao

algébrica
—(r =)+ (m+n3) +((t—1) — (n—n1)?) = 2nn,. (2.21)

Vamos dividir agora Z* x R? nos seguintes trés conjuntos
L Bl = {(nvnla,r77—1)622 XR2 ; n:0}7
L BQ = {(n7n177—77—1)ez2 XRz y :O}J

L4 Bd = {(n,n17T,T1)EZ2 XRQ ) 77,750,7111 ;é()}

Dividimos ainda Bz em trés partes
e B3y ={(n,n1,7,7)€ B3 ; |1 —n%| < |7’—TL2| el|(tr—m)— (n—n1)2| < |7’—TL2|},
® B3y ={(n,ny,7,71) € Bs ; IT—n?|<|m+ndle|(t—1)— (n—n)?| < |n+ 03},

e B33 ={(n,ny,7,7)€ Bs; |1 +n%| <|(r—m)— (n—n1)2| e |T—n2| <|(r—m)—

(n—m)*[}.

Vamos definir agora os conjuntos .S;, i = 1,2, 3, da seguinte forma
Si=BiuByuBs1 , Sy=DB3s , S3=DBs3.

Afirmagdo 5: |Z|* <

2 - (P1 + P, + P3) sendo

n-—T n-—T

1 In|4 (m)*(ny) *(na) *xs,
| (oy2a A £ ezf {0127y dn

12 LF
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Z 7| J<n> (n1)”*(na)~ XSh o

- lo 2o R W
e
P - ‘ Z J Ing + no|* {(n1 + n2>28<n1>725<n2>725>{§3 dr
2 2/ N2 ’
2) ni€Z Y(n1 + ng)? (01)*¢0 )% 12
com
Sz < {(ng,n1, 72, 11) €Z* x R* ; my # 0,m1 +ny # 0,71 +ni| < |7 —nj|
e [(m +7) — (m +n2)?| < |2 —n}.
De fato,

nfP ) xsig(mm)f (e ma) (7, )
ZJ MGy ooy

|n|2 <n>8 stg(Tlv nl)f(T% n2)$(7’ n)
up f n) Gy {oyloniony T

M Y xssg(rm) (72 no)B(r )
ZJ ) Gy {oyaloiony T

2] <

n,n1€Z

n,n1€Z

e entdo, |Z| < ki + ko + k3, sendo

ke = Z J |n|2 <n>s Xslg(Thnl)f(T??n?)q;(Tv n) drdr,

n) (n1)*(ng)® (0)%01)%(02)"

n,n1€Z

. |77J|2 (n)® XSzg(Tlanl)f(T2>n2)$(7—’n) - dr
£y = Zf W) Gyl ooy T

n,n1€Z

_ |n|2 (n)? ngg(Tl,nl)f(Tz,nz)ﬁ(Ta”) — dr
b= ), J W) Gy iy ooy T

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

n,n1€Z

1

|n|4 <TL>25 Xs. 9 7'1, n1 7'2’ ng) 2 .
[ZJ B (nZezJ (n1)s(ny)* <U1>b<02>bd ) dT] llliz 22

59
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Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

XR.9(T1, 1) f (T2, 102) XS, )
Z J (n1)*(na)* <01>b<<72>bd LS <n ezJ (n1)?5(ng)**{01)**{(02)* >

<nzelzj | (72,12)]?]g(T1, 70 dﬁ).
Assim,

" [ZJ S ;:;22 (<n1>28<n2>§2?}1>zb<@>2b) (Z | 17 Plgtr ) dﬁ) ]
|Plliz 2

Vamos agora aplicar a Desigualdade de Hélder, de modo a obter

ZJ o %2 (Grmtym) &

Em vista da demonstracao da afirmacao 4, temos entao

k<

|6]iz 2

ILLL

D f | 72y ) Pl (s o) P

ni1€Z

1P LE

1
ki < PP flizrzlglizrz o)z e,

e analogamente,

1
ky < P flizrzlglizrz @)z rz-

Para k3, seguindo o raciocinio analogo temos

ks <

i (o) o) s
e R o o e

[0 [©
n2TT2

Fazendo agora a mudanca

S3—> 53, m=ni+ny, e T=1+ 7o,
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temos
by < Z J |n|4 (n)**(ny)~>*(ng)~ 25X53d
>2b = (o1 2 gp)2e i
B Z f Iny + ”2|4 {ny + ng)**{ny) > (ng)” 2SXs;d
h <U2>2b = e (1 4 np)? (01)%{0 )%

Segue entao que

1
ks < P8 flizrzlglizrzoliz e,

|21 < ki + ke + ks < | flizrz loliz ez [l e - (Py+ Po + Py).

xL o0
ln2 L7'2

61

Novamente, usando o mesmo raciocinio utilizado na Afirmacao 4, a relacao algébrica

(2:21), o caso (IV) e o corolario [2.6] temos limitantes para

Ko— sy LIl )y

em S7,
neZ, TER <0'>2a 7(n)2 niel <T —n? + 2nn1>2b !

4 2s 2s 2s
fom wp oS @GR
neZnek {01) oy v(n)? (T —n?+ 2nny)
+ + 2s —2s —2s
Ky= sup - Z |n1 nal* (ma 7122> <”21> (ng) -
n2€Z,mER <U2> nl + ng) <T — Ny — 2n1 + 2n1n2>
4
Em B; temos i 5 = 0, e entao a estimativa segue.

7(n)

Em B, temos uma situacao anéloga a Afirmacao 4

In|*
<1, VneZ
v(n)?

<n>25<n1>72s<n2>723 $ 1 e

e também, se ny = 0,

Ki< sup ——— <1, paraa>0 e b>0.
neZ,TeR <J>2a+2b

Agora, na regiao Bs;, temos

(Y )" (o)™ < Ima [ < g7,

em Ss.

(2.22)
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sendo

0, se s=0,
n(s) =
4s[, se s<0.

De fato, se s = 0, entao por ({2.20)),

<n>23 $ <n1>25<n2>25

(ny**{ny) > (na)™ <1 = |ny "), pois n(s) = 0,5 = 0.
Agora, se s < 0, novamente por ([2.20)),
(Y% < ()~ (ny)?
e dai,
()**(nz)™ < (na)™* & ()" (ng) ™ (na) ™ < (™™
Uma vez que {ny) = 1+ |ny| < 2|ny|, pois ny # 0, e —4s > 0, temos
()™ < |7 = |15 = [ 1),
Segue agora da relacao (2.21]) escrita de outra forma que
—0 + 01 + 09 = 2nny

e assim,

1
|nnq| = §| — 0+ 01+ 09|.

Como estamos em Bs o, temos (1), {02) < (o). Logo,

3
| < 5¢0) & [nm| < o).
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Em vista disso, analogamente & Afirmacao 4, temos

1 |n|4 <n>25<n1>_25<n2>_25 )
K= su < sup (o)ns)-2a E
1 ”EZ’T%R (o)**~(n)? EZ (T —n?+2nny)? nez,imf / n1#0

1
para b > 5 n(s) > 2a.
Vamos estimar agora Ks. Na regido Bso, temos por (2.20) que

[nna| < <01y

|T1 + nf — 2nn1| < 2<0’1>.

63

1

(T —n? + 2nny y?

Usando agora (2.22)) e o lema temos, de modo analogo ao obtido para J; no caso da

Afirmacao 4,
n(s)—2b 1
Ky < sup {(o1) Z 2 onm. N2
ni€Z,meR A+ ni = 2nny)
(o1
(o yns) =2 2a—1 Il 1
< sup Lo | |0 + —
n1€Z,m1€R |n1| 0 1 +
onr] T Y
< sup <0_1>7](s)—2b—2a+1
nleZ,neR
<1

~ bl

1
paraa < o e n(s) < min{2b,2a + 2b — 1}.

Vamos agora estimar K3(ng, 72). Na regido Bs s, temos por (2.20) que

(ny + np)*(na) *Xngy > < [ng|")

Ina| < |n1 + no| + |na| < [ni(ng + no)| < (o9).

<1
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Agora, vamos usar o lema Para isto, observe que

Z I+ no|t (ny + nod*(ny )2 ny) =2

K;= su
’ ngEZ,gER <0'2>2b 20 ’7 ny + n2 <7' — n% — 2”% + 2n1n2>2b
1
<  su 0o ) 20 gy Y1) Z
ngez,geR< 2oz 120 {19 — n% — 21y — 2nyngy)?®

1

{1y — n3 —2ny — 2nyng )%’

No€Z TQER n1#£0

Assim, fazendo a mudanca de variaveis

podemos entao aplicar o lema isto &,

1
<’T — n1 +n2)n1>2“

1
< sup (o n{s)—2b
—n3 —2n; — 2nng)?* " Len eR< 2 Z

sup <O' >77(s) 2b Z

no€Z,moER

nl;/:O n1#0
< sup (op))
no€Z,mER
<1
1 o . .
para a > e b > 3 e s> 7 o que implica que 7n(s) < 2b, o que conclui a demonstracdo
do teorema. O

1
Corolario 2.11. Sejam s > 1 e a,b € R dados como no Teorema |2.10. Para s’ > s,

temos
1 [ In|*uv(r,n)
f 1 | ’ o
("), = bl + clulx. ol
Demonstragao: Basta observar que
()" < )+ (= )y
e aplicar o Teorema [2.10 O

1 1 4 4
Teorema 2.12. Para qualquer s < ~1 e para quaisquer a,b e R, com a < 2 a estimativa

©17) falha.

Demonstracao: Para ue X, e v e X, defina

frn) =] = y(n))ny*a(r, n)
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g(r,n) = |7 = v(n))*(ny*o(r, n).

Pelo lema e usando a Afirmagdo 1 para Z, a desigualdade (2.17)) é equivalente a

|”|2 <n> (71, M19(72, n2)dT)
E‘Z (n1)*n2y*(o1)%02)"

< | flezzlglizre, (2.23)

sendo

ng=n-—ny, n=7-1, 0=|1|-n% o=|n|—ni oy=]|n|—n.

A ideia é mostrar que a estimativa (2.23) falha. Para isto, se N € Z, defina

et = an (75,

sendo
1, se n=N,
an =
0, se n#N
e
T +n?
ax(r) = b (5,
sendo

1, se n=1—N,
0, se n#1—N,
com x(.) denotando a fun¢do caracteristica no intervalo [—1,1].

Observe agora que

Apybppny 0 ny =Ne n=1.
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Vamos agora estimar a seguinte integral

r

JR f(ﬁ, 77/1)9(72, n2)d71 = f(Tl, nl)g(T — T, — nl)dTl

JR

r 2 2
— — 71+ (n+
= An X <7_1 nl) bn—n1X (T n (n nl) ) dTl

JR 2

i Tl—n%) (T—Tl—i-(

= anx bi_nX
R < 2 2
)

:RX(n;ﬁ)X(T—n +2(n—|—n1 2) ir
((m + (n —m)*) —ni)

(1 +1—2N),

o

o

<X
< X

sendo a ultima parte apenas para N suficientemente grande.
Usando agora o fato de que ||7| — n®| < min {|7 —n?|,|7 +n?} e ny = N, n = 1 temos
que a desigualdade (2.23]) é equivalente a

1>

~

> N72sfa
L2

X((t +1—2N))

‘ N72s

Na

1
Sendo a < 3 fazendo N — oo temos que a desigualdade ([2.23)) nao ¢ preservada, sendo
assim, a desigualdade (2.17) também nao é preservada. O que conclui a demonstragao do

teorema. O

Definicao 2.13. Para s,be R eT =0, ng ird denotar o espago X, com a norma

lulxr, = inf {{lwlx,,;w(t) =u(t) em [0,T]}.
Ss ’wEXS’b

Estamos agora em condi¢oes de demonstar o principal resultado desse capitulo.

1
Teorema 2.14. Seja s > ~1 Entdo para toda ¢ € H*(T) e v € H*'(T), emiste
T =T(|¢| @ gs-1) e uma tinica solucdo u de [2.1) com f(u) = u?, ug = ¢, uy = V¥,

Hs,
tats que

uwe C([0,T]: H*(T)) n X[,

Além disso, dado T' € (0,T) existe R = R(T") > 0 tal que a fung¢ao

S:W = C([0,T]: H¥(T)) 0 XJp, (6,9) = u(t)
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€ Lipschitziana, sendo

W ={(6,4) € H*(T) x H*"(T) ;|6 — ¢,

%IS(’JI) + Y — ¢|?{sfl(1r) < R}.

Além disso, se (p,1) € HSI(’]I‘) X Hsl’l(']l‘), com s’ > s, 0s resultados acima sequem com

s’ no mesmo intervalo [0, T] sendo T = T(|P|ws, |¢] ms-1)-

Demonstragao:
1
Existéncia: Seja (¢,) € H*(T) x H**(T), com s > —7 e T < 1. Defina a seguinte
equagao integral
t

Pr(u)(t) = 0@)(Ve(t)g + Vi(t)iba) + 02(1) f Vit =) (0?)aa(t')dt. (2.24)

0

Queremos usar entao o teorema do ponto fixo para encontrar uma solucao de

FT(U) = U.

1
Sejam s > 1 e a,b e R como no teorema [2.10) isto é,

1 1
Z<a<§<b e l—(a—b)=9>0.

Agora, observemos que, usando o lema [2.3(iz) e o teorema [2.10) obtemos

or (1) f Vit — ) (u)n () dV

ITr(u)lx,, < 10 (Ve(®)¢ + Va(t)ia)x., + .

Xs,b

< e @llx., + Wlx.,) + Tclulk, -

Nesta mesma linha de racicionio, nosso primeiro objetivo é mostrar que I'r(u) é uma

contracao. Para isso, notemos que

[Pz (u) =Tz (v)]

Xs,b =

O7(t) L Vit — ) (u? — v?) e (t)dl!

[ In2u? =v2(r,n)
4 < 2iy(n) >

< cTP||u + v

Xs,b

s
<T

Xs,fa.

Xs,b U = /U| Xs,b'
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Como precisamos de um conjunto fechado em um espaco de Banach, defina

Xsp(d) = {u e Xopi [ul

Xsb < d}v
sendo d = 2¢(|¢|x,, + [¥]x,,). Observe que, se u € X,;(d), temos

[T (w)]

x.) + Tclul

x,, < cllolx,, + ] ﬁs’b < cl|gllx., + [¢]x.,) + cd*T°.

Agora, tome

1
0<T <min<1, -7
(4dc)s

Dai,
2 _ O 2 1
ITr()lx,, < clldlx., + [¥lx.,) +cd™T° < 5 + cd”— < d.
sb ’ ’ 2 4dc
Logo,
Iz (u) = Tr(v)lx,, < Tllu+vlx,,Ju—vlx,,
< T (Jullx,., + [olx,,) (le = vlx,,)
1
< Cﬁzd\\u —v|x,,
1
= §Hu - U| Xs,b'

Portanto, I'r ¢ uma contragao em X, ,(d) e existe entdo uma tnica solugao u de (2.24)
ernl Xs,b(d).
Unicidade: Sejam T > 0, u € X, solucao de (2.24) v € Xzb solucao de (2.9). Fixe

agora, uma extensao v € X;. Assim, para algum 7" < T < 1 nés temos

t

v(t) = 0(t)(Ve(t)d + Vi(t)ha) + 02(2) L Vit — ) (v?)ee(t)dt', Vte[0,T].

Considere

M = max{|ul

Xspo HU‘ Xs,b}'

Pela definicao de Xg:;, temos que dado € > 0, existe w € X, tal que

w(t) = u(t) —v(t), Vtel0,T]
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Julx,, < Ju=vllyzs + e

Defina

w(t) = G(t)L Vit — ) (w(t)u') + wt)o(t')()dt', te[0,T*].

Observe que w € X, pelo lema [2.3(ii). Agora

w(t) = 0(t) f Vit =) ((u(t) = v(@)u(t’) + (u(t) = o(t")o(t'))za(t)dt’

0

_ Q(t)L Vit — 1) (u? — v2)a () dF
= FT(U) — FT(U)

= u(t) — v(t).

Pela definigdo da norma, pelo Lema ([2.3))(i7) e o Teorema temos

Ju— vl grs < @

Xs,b

. |n|2u?t;2(7',n)
F( 20y(n) >

= cT*||lu — v

5
<T*

Xs,—a

Xs,b u + 'U‘ Xs,b

= cT*5||w\

Xs,b u + /U‘ Xs,b

< T wl

X F V]

% ([l Xos)

< QMCT*(SHWHXS,,,-

1
Escolha T* tal que 2M T < 5 Dai

[ —vllgrs < Slwlx,, < 2l —vllges + o
U VxS I S I T BT T g

e entao,

lu — U”XgT: <e, Ye>0.

Portanto, u = v = © em [0, T*]. Como tal argumento nao depende da condigao inicial,

podemos transladar T para 0 e repetir o processo uma quantidade finita de vezes para
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estender a unicidade até o intervalo [0, 7.
Afirmagao: Se s’ > s o resultado & valido no intervalo [0,7], com T nas condi¢oes do

teorema.

. 1 .
Sejam s > 1 e a,b € R dados como no teorema [2.10L Para s’ > s vamos considerar o

seguinte
W = fue Xop luly = Julx,, + Blulx,, <+
sendo 5 = Lol [lms
|00 grsr + 1] g1

Com raciocinio analogo ao da existéncia, temos

|Tr (u)] o=+ Tl

e+ [

X < (9] X))

Agora, pelo Corolério [2.11] obtemos

ITr (u)] pe—r + 1l

X S [0 g + (Y]
Cc

< (ol

Xs,b) ||u| Xslyb)

ot + T ful?).

us + |9

=@

Entao

ICz(u)ly < 2e(| @l + ] rror + T Jull2),

e analogamente,

IPr(u) = Tr(v)ly < 2¢T°u+ v]lsfu = vls.

Defina entdo em W a bola fechada centrada na origem com raio d' = 4c(||é]gs + || s-1)

1
0<T <min<1, -7
(8ed')s

Como obtido no caso da existéncia, temos que I'r serd contracao e existird uma solugao,

com T = T(|¢|

e tome

Hs»

Y| gs-1). A demonstracdo do teorema estd agora completa. o



Capitulo 3

O Caso Real

Neste capitulo, abordaremos o problema de Cauchy para a "boa"equacao de Boussinesq
no caso real, isto é, com dados iniciais em espacos de Sobolev na reta. Em linhas gerais, os
argumentos aqui se assemelham aos do caso periddico. Procuramos, portanto, dar énfase
aos pontos que se diferenciam deste tltimo.

Considere o problema de valor de inicial

Utt — Ugg + Uggga T+ (f(u))xw =0, zeR, t>0,

uw(0,x) = ug(x); u(0,2) = uy(x),

com f(u) =u® e

/]

HS(R) — ||<§>sfHL2(R)»

os dados iniciais pertencendo a espagos de Sobolev na reta.

Definicao 3.1. Para s,b € R, X,;, denotard o completamento do espago de Schwartz

S(R?) com respeito G sequinte norma

|1

%o = Kirl = 1O Fle .

sendo v(§) = /&2 + &~

Definicao 3.2. Para s,be ReT >0, Xg:b denotard o espago X, com a sequinte norma

lulxz, = inf {lw

S5

X, w(t) =u(t) em [0,T7]}.

71
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3.1 Resultados Preliminares

Nesta secao iremos enunciar alguns lemas necessarios para o teorema de boa postura.
Tais lemas podem ser encontrados em [1],[2],[3], [6] e [7]. As demonstragoes dos dois
lemas abaixo sdo inteiramente andlogas aos seus equivalentes no caso periodico (lemas
e respectivamente), bastando trocar somas por integrais nas defini¢des das respectivas

normas.

Lema 3.3. Seja u(t) uma solugao de

B
Ut — Ugg + Ugzgr = 07

J (0, 2) = ¢(x), (3.2)
u(0,7) = (P())s,

\

com ¢ e H¥ ey e H™ . Entio existe ¢ > 0 dependendo de 0,s,b tal que

6wl

Xop S C(I¢lms + 9] o) -

1
Lema 3.4. Sejam—§<b’<0<b<b'+1 e0<T < 1. Entao

(i) lor(t) j F(t)dt

< T £l
HY K

1—-(b—b
;fs,b

[ f(w)(mn)
(55,

1
Lema 3.5. Seja b > 5 Entao existe ¢ > 0, dependendo apenas de b, tal que

s,b

(ii) |0r(t) f Vi(t — &) f (u)(t)dt

0

Xs,b‘

lulo@:me < cul

Demonstracao: Vamos provar primeiramente que X, , < L(R, H®).
Seja u € X4, escreva u = uj + Uy, sendo U = Ux(r<o}, U2 = UX{r>0} € X4 a fungao

caracteristica do conjunto A. Entao, como ‘em(@t‘ =1,

Jn () = €60 @7 (€ D)z = <€) ™ @7 (6, 1)y = [ Fo (7O i (€, 1)

s 7
Hm
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para todo t € R. Assim, usando a desigualdade de Minkowski, temos

(2, ) g

Logo,

F ( Fo (e, )
( [ d&)2

(J (J-<§>S R (7 (6, ) (7) MT) zdg)Q
J(J ot ora) Car

f ¢ Fy (€O (€, 1)) (r)dr

N

N

st g < | 1R (00 € 0) 7]

para todo t € R. Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

el < ([ @ d) ([ 1me @@ ar e,

Observe que

. dT)

| FF (e @0 (€, 1)) (w, HH = f & |F (M Otay (£, 1)) ()| de

Dai,

pte 0 < ([ ) ([ [ late @l acar)

2

dg

B Ga

_ f (© (€, 7 — ()| de.

J‘eitTei’y(f)tﬁ\lx(g’ t)dt

(e i

N

H3
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Lembremos que 41 = X{r<o}- Obtemos assim

N[
N

el < ([ortar) ([ j <T>2b\@(§,r—v(£)\2dfd£>
- (Jor dr)é | fg)@?s (o + A ale, p>\2dpd§> :

1

” f & (p+ (e \a@,p)fdpds) ,

SIS

VA
R

[ (72 dT)

pois y(§) = 0. Por outro lado, um argumento similar implica que

w ([ormar) ( [ [-r@re \a@,p)fdpdg) ]

1
para todo t € R. Agora, como b > 5 ©

=

Jua (e,

lp—(&)|, for p=0,
lp+ (&), for p<O,

[lo] =~(€)] =

temos

Ju(@, )]

< Jua(z, 2)]

uy + s (@, )]

< G fult, o), ,
para todo t € R. Concluimos entdao que

lu(@, Ol e sy < CoJult, )l ,

isto &, ue L*(R, H?).

Resta ainda mostrar a continuidade na variavel ¢t. Sejam ¢t € R e {t,} < R uma

sequéncia tal que t,, — t. Temos entao,

|ui(x,t) — ug(x, t,)

U FF (€O (€ 1) (2, m) (77 — €T dr (3.3)
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Fazendo n — o0, podemos aplicar duas vezes o Teorema da Convergéncia Dominada para
concluir que o lado direito de (3.3) vai a zero. Entretanto, u; € C(R, H®). Aplicando o

mesmo argumento a us, concluimos o resultado. O

1 1
Lema 3.6. Sejam p,q >0, p # 5,(]7& 5 er= min{p,q,p+q— 1} com p+q > 1. Eriste

c > 0 tal que

J 1 c
dr < .
k (T — )Pz — )1 (=)
Demonstracao: Veja o Lema [2.5 =
Lema 3.7. Existe ¢ > 0 tal que
1<Sup 1+ |z +y <.
¢ w0l lz—ASyf+yl
Demonstracao: Veja o Lema [2.4] O

3.2 Resultados Principais
Esta secao é dedicada a prova do teorema de boa postura do caso real, com énfase aos
argumentos que se distanciam do caso perioédico.

1
Teorema 3.8. Seja s > T u,v € X5 _o. Entao existe c > 0, com c dependendo apenas

de a, b e s, tal que

()

< ulx,, 0]

Xs,fa

Xs,b (34>

Xs,b

acontece nos sequintes casos

, 1 1 1
=0, 5 n By
(i) s Ob>264<a<2

(i1) 1< <0b>1 1< <1tl ||<a
) —— S - € — a — tal que |S —.
1 I p 2

Demonstracao: Sejam u,v € X, e defina
b, os~ b s ~
f(gvT) = <|T| - §2> <§> U(f,T) € 9(577—) = <|T| - §2> <£> U(§77—)7
funcoes em L?(R?). Afirmamos que (3.4) é equivalente a seguinte desigualdade

(W(f.9.0) < Clfllpzlglpe lolLe, Voe LXR?), (3.5)
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sendo

_ 45 )’ 91, 1) f(€ =&, 7 —1)P(E, 7) e dr
e _R[ 209(6) @€~ 0 (] — €7 (Il — € G —ml — (€~ &y T

De fato, para provar que (3.4]) é equivalente a (3.5, vamos usar um argumento de duali-
dade. Observe que

W(f,g,0) =M 7),0(& )],

sendo [, ] o produto interno em L?(R?) e

|§|2 <§>S 9(5177—1)f(§_§177—_7—1)
h , T . D) S b bd 1d7'1
(&.7) 12@7(5) <€1> € =& | =& n| =& | — | = (£ = &) ‘
= |€|2 T T — T T
- 227( )<|7_| §2> f 517 1 5 gla 1)d§1d 1
€2 <& €2 <&

- D, T) =

2@ ]~ (7).

2iv(§) (|| = €2)°

Se (3.4) vale, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

(W(f, 9,01 < |72 ]l 2
_ ‘@ (i - €y 5)“”(5’) el
‘;1( 5P 2 @ ) Il
2iy(§ Xe—a
< Cluly,, W, lel
= Clfle gl 2 el 2

concluindo entdo que (3.5) vale. Por outro lado, se (3.5)) ¢ valida para todo ¢ € L*(R?),
observando a acao do produto interno, segue do Teorema de Representagao de Riesz que
he L*(R?) e |h]2 < C|fl: |gll2» 0 que nos garante que (B.4) também é valida.

Assim sendo, para provar tal estimativa, precisamos analisar todos os possiveis casos de
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sinal de 7, 7, e 7 — 71. Para isto, vamos particionar R* nas seguintes regides

I = {(¢n&n)eRy <0, 7—7m <0}

Iy = {(¢(,n&,m)eR 720, 7—71 <0, 7=0}

s = {(57'51, n)eRY >0 7—1 <0, 7'<0}

Iy = {(¢&n&meR 71<0,7—7120, 7>0}

Iy = {74, 1)GR4 71 <0, 7—7 >0, 7<0}
( ) €

I'e = {5751,7'1 /0,7'—7'120}.

Logo, ¢ suficiente provar (3.5) com Z(f, g, ) no lugar de W(f, g, ), sendo

— |€|2 <€>s g(glaTl)f(&’T?)@(S?T) . .
Z(fvgv ) _ﬂé[ 22’7(5) <€1>s <§2>s <0_>a <o’1>b <0'2>b dfd d&d 1,

com & =& —&, o =T—T €0, 01, 03 em um desses casos
2 2 2
e 0 =7+, 01 =T1+&, 00 =70 +&.

027—52, 0127'1—5%, 0227'2—1-53.

0=T+§2,01=ﬁ—§f, 0227'2—1-53.

2 2 2
oc=T7—=§, 00 =11 +&, 0, =T0—&.

2 2 2
oc=T7+E, 00 =11 +&,00=T0—&.

UzT—fz,alle—ﬁf, 09 = Ty — S

Observe que os casos

o=1+&, 01271—5%, 0227'2—f§ e o+7-&, 01=T1+5%> 0227'24‘53,

nao podem ocorrer, ja que 7, < 0, 7 — 7 <O implicaTt<0em =20, 7—7n
T =0.

Aplicando a mudanca de variaveis

(577-7 5177—1) - _(577—7 5177—1)

7

> 0 implica



78 CAPITULO 3. O CASO REAL

e observando que a norma L? é preservada por reflexdo, os casos (IV), (V) e (VI) podem
ser facilmente reduzidos a (III), (II) e (I) respectivamente. De fato, vamos mostrar que o

caso (IV) pode ser reduzido ao caso (III). Assuma que (III) ¢ vélido, temos

(¢ &’ 9(&1, 1) f(&2, )€, T)
2i7(€) €1)° 620" (7 — ) (ry + W (my — €2

dédrdé dr| =

[

]R4

B T A [ TV (S S s - G S PR

) 2i7(€) (€1)"(&)° (T +E)Un — Y n + &)
< COflffl g2 l9(=&1, —Tl)HLgm lo(=& =)Lz

= Ol gl el e

[

isto é, o caso (IV) esta provado. Além disso, da mesma maneira, fazendo a mudanga
de variaveis p = 7 — 1, & =& — & e (€,7,&, 1) — —(&,7,&,T) o caso (IT) pode ser

reduzido ao caso (III). Logo, precisamos apenas provar os casos (I) e (III).

Vamos considerar primeiramente (3.5) com Z(f, g, ) no caso (I) e vamos utilizar a

seguinte relacao algébrica

—(r+ &)+ (m+ &)+ (T —m) + (€ - &)*) =26(& - ©). (3.6)

Podemos escrever R* = A U B, sendo

A = {(577751>71)€R4; |(7'—71)+(€—§1)2| < |7'1+€%|} €
= {n&n)eRY [(T—n)+ (€ —-&)* = In + &I}

Considerando Z(f, g, ) no caso (I) e fazendo a seguinte mudanca de variaveis & = £ — &

e Ty = T — 71, obtemos

J ey 9(&1, 1) f (&, 1) P(E, T) sdgdrde, dmy

J 2i7(€) (610" (&2)" (7 + )" (1 + ¢ + &)

J £[? <3 9(§ =&, 7 — 1) f (&2, T2)P(E, T)
2i7(€) (€ — &)°(&)° T+t —1) + (£ — 52)2>b (T2 + &)

~dedrdé,drs.
A

Assim, por simetria, podemos nos restringir ao conjunto A. Vamos dividir A em trés
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partes, sendo elas

A = {(&,7.&,m) € A; |&] <10}
Ay = {(& &, m)ed; &l =10 e |26 — €] = |&]/2}
Ay = {(&m&n)eA; & 210 e |&—¢ = &l/2}

Temos A = A; U Ay U As. De fato, se (§,7,&1,71) € A temos que

|§—|<|2§1—§| ou %<|§1—§|,

caso contrario teremos

ISt

o= B B e g ez s v e el =l

o que é um absurdo.

Vamos agora dividir A3 em duas partes, sendo elas

Asn = {(&,1,6,m) €A In+ & <|r+ &}
Az = {(,&6,m)eds [T+ =2 n+ &}

Podemos definir agora os conjuntos R; e Ry da seguinte maneira
Ri=A10UAUA31 e Ry=A3z,.
No que segue, xr denotara a funcao caracteristica no conjunto R. Como A = R; U Rs,
1Z(f.9:0) < [Ra| + R,

sendo

dedrde, dr.

R.:J €7 <©° Xw (&7 &, m)9(&, ) f(&, )P, T)
EFRICICHCS @ @ (o)
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Usando duas vezes a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

NI

|R1| < _ [ |€|4 <€>23 [ Xng(gh Tl)f(f% 7_2) déldﬁ dde HQOH )
(O™ \J (@) (&) @) (@) ’

(O™ [ ! dérdr
()™ \J €)™ (&)™ (o) (o)

B
[ V)
(4

N

o
N

X ({J 9(51771)2f(§2772)2d§1d71)d§d7} ] 22 -

Aplicando a Desigualdade de Holder, obtemos

2

|f|4<5>2s XRy
R < d&d
. 1€ (0)™ ) (" () (01)” ()" s
&,
X Lj 9(51771)f(§2772)2d§1d71d§dT] ||l 2
€]4 (&)™ Xr, ’
d&d 9 ) 5.
B | G @ €idr 1 £z gl 2l

135
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Aplicamos agora os mesmos passos para Rao,

T PO Fa P e |
el s g@>@>Q 29(6) (&) ()" (o) 5)§ ]g

T RGP
JJQ <§1>25 <01>2b (W 4v(£)? <§2>25 <U>2a <02>2b ¢ )

2

X (.J |f (&2, )P (¢, T)QdédT) déldﬁ] lgll.»

1 95 (% xR,
€ (o)™ ) A€ (&)™ (o)™ (o2

=

N

55 ddr

§1,71

X(R f(ﬁzﬁz)2@(5,7)2d§d7d£1dﬁ) e

Usando que [£[*7(€) > = [¢[* (J¢] + |£|4)_1 = (J¢] 2+ 1) ! <1 para todo ¢ € R, conclui-

! €t O% xm,
<fl>25 <01>2b 2 A (§)? <§2>25 <U>2a (02)

spdSdr 1122 gl 22 el 2 -

-
L£1ﬂ'1

mos que
2s
Z(f,9.0)| < j%%j@0<agzywwﬁﬁﬂn £l a2 Tl
er
2s
; &7 Xt gearl | fle gl e lelpe

&)™ <01>2be2 (&) (o)™ (o)™

£1,71

Temos ainda

& <51>2‘ * _ e \B)
G S e

sendo

0, se s=0
pls) =
4)s], se s < 0.
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Além disso,
<§>28 XR, de. d < 1 XR: <£1>6(8) déd
@ ) @@ e e S e ) e e
&,
e
2b Xr (€ >28 <5>’8 XR;
déd
el Foae e I o R
&1,

Segue do corolério que

Xy (€07 B(s) 1
déd =
A (ri+ & (m + &) fn H!XRl “ ]1!<Tl — (=N (n — (r +&)*

dﬁdfl

A
o
<
=
PR
™~
=
~
@
©

1
uma vez que b > 3 ® min{2b, 4b — 1} = 2b. Analogamente, temos

XRs
T dgdr

o T+ (r+ ) J<71 &+ f2>2a

1
pois min{2b, 2a,2a +2b— 1} =2a e a > 1

Como 7 + 522 + 512 =7+ 5% — 2861 + 2§f e T — 522 + 52 =7 — ﬁ + 2££;, € suficiente

estabelecer limitantes para

&)’
J = d R
&7 @W£@+e—%&%ﬁﬁélmll
B(s)
Jo(&, 1) = SV ! g em R,.

o™ ) (r— & + 266)™

1
Na regiao A, temos <£1>B(s) < <10>B(s) < 1. Além disso, paraa > 0e b > 3 obtemos

1
J < d& < Ay,
1(§,7) < < (r+ € — 26, +2§%>2b dé < J 1d& <1 em Ay

|€1]<10 |€1]<10



3.2. RESULTADOS PRINCIPAIS 83

pois {(n) = 1, para todo n € R. Na regido Ay, por mudanga de variaveis temos

n=74+ &+ 267 - 2660, dn = 2|26 — €|d&

e |26 —¢&| = |£1| . Temos entdo
1 <§1>ﬂ(s) dn 1 <51>B
T, T) = — < AV As.
o <0>2a\s 10 (™ 2026 — ¢~ (o)™ ol

|€1]=10

Por outro lado, (&) = (1 +£2)7 < (2¢2)? < |& | implicando que

€I A
Mo S g [ Sgin e o

1
Observemos que (s) — 1 < 0 para todo s > ——, assim

1 1
Ji(€,7) < o f—@% dn <1 em Ay,

pois b > 5 Agora, por definigao da regiao As;, temos

(&1)" < 2001 — 0 + o] < 2(|o] + |0z + |os]) < 6lo] < (o),

uma vez que |oy, 02| < |o| na regido As;. Para a > 0, temos (o) ">* < (&))", Além

disso, segue do corolério que

@ !
Ji(€,7) < (T + €2 4 262 4 26, 2b SIS

7d6 <1 em Az,

(748 +26 +266)
pois ((s) < 4a.

Vamos agora estimar Jy(&1, 7). Fazendo a mudanga de variaveis n = 7
regiao As o, obtemos

— & + &6 na

G 1
J2(£1; 1) - <0_1>2b2|51| J<n>2ad77
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E ainda, na regido Az o temos [{; — &| = |§—21| e |ol, |oa| < |o1| 0 que implica que
&7 <6126 — €] = o1 — 0 + 0o < B|on| < (o)
sendo que aqui estamos utilizando a relacao algébrica (3.6)), e o fato que

Il =In—&+26&| =In— (- &) + & <|n—7— (€= &)’ + |7+ & = |o2| + |0 < 2]o].

Como [&] > 10 em Aj,, temos

ST 1
Jo(&,m) < — —=dn.
(o1) )
In<2|o]
Observe agora que
2% 2o
f L f 1 5 f 1 (14 n)t 2™
o2 1+ |nl2a a
(ny” (1 + [nf? (1 +1)2 1-2a |,
In|<2|o] In|<{o1) 0
1) e S € 1
B 1—2a 1-2a = 1-2a
$ <O_1>172a
. 1 ) .
pois a < 5 Além disso,
ST

Jo(&1,m1) < < 1,

<U>2a+2b_1 =~

1 1
uma vez que 5(s) —1 < 0, para todo s > ~1 e2a+2b—1>0coma>0eb>—. Vamos

agora demonstrar o caso (IIT). Utilizaremos a seguinte relagao algébrica

—(T+ &)+ (= &)+ (T — ) + (§ - &)*) = —26&. (3.7)
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Primeiramente vamos dividir R* em quatro regides

By = { 577—761’7—1) ER4; |£1| < 10}

By = {(&né&,m)eRY 6] =10 e ¢ <1}

577—7 5177-1) € R47 |§1| = 107 |§| =1e |§| = |§1|/2}
)

By = { 57775177-1 ER4; |£1| = 107 |£| =1e |£| < |€1|/2}

(
(
By = {(
(

Dividiremos também B, em trés partes, sendo elas

By = {(577751,7'1)634; I =&, [(T—7) + (€= &)%| < |7'+52|}
Bys = {(577,51771)634; T+ & (T —1) + (= &) < |Tl—§2|}
Bis = {(7&,m)eBy In =&l [r+ &<t —7)+ (- &)}

Podemos agoar definir os conjuntos S;, i = 1,2, 3, da seguinte maneira
Sl = Bl (& B2 U B471, SQ = BQ U B472 [§] Sg = B473.

Analogamente ao caso (I), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de

Hoélder, temos

Z(f, 9,0l < If 22 lglz 2l 2 (St + Sz + ),

sendo
s J T e
T <51>281<al>2bR2 <52>2§23<>§31502>2bd5d7
£1,7m1
=T <€2>251<0'2>2sz <§>ff§s<<§;>;§<f;bd&dﬁ /

£2,79
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com o, 0y e 0y dadas nas condigbes do caso (III) e

Ss {(52 72,61, 71) € RY: 16| =10, |& + & =1, &+ & < |&)/2 } |

e |n—&LIm+m) + (& + &) < |+ &

Temos ainda

<5>2s _ 5 ; _ 0, ses=0
&P &)™ @ sendo 5() 4]s|, se s <O0.

Como fizemos no caso (I), obtemos

1 5(5)
S < % <£1>2b XS;bdfldTl
(o)™ J {o1)"{o2)
R2 LET
g B(s) X
Sy < K3 2 2a52 s d&dr
o ) @ e
£1,71
1 X~ é’ B(s)
S3 < 2% S32§L Y 55 A& dm
@ ) @
£2,72

Aplicando o Corolario obtemos

RGN 5(s) ! drid
f o™ J © J e T

€™
J (r+ €2 —26)°

A

bd€17

J <a>2@< @ f f <r+52>2a<7—1n+<é—51>2>%

drde

N

d Y
H! g2
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<51>B(8) B(s) 1
7 —
) oo J v f (11— + 72 + (1 + &)
B(s)
& %,

S J 2 2 2a
J (T 6+ 26 2606

dﬁdfl

87

uma vez que min{2b, 4b — 1} = 2b e min{2b, 2a, 2b + 2a — 1} = 2a. Concluimos entao

que
1 B(s) 1
Sl S _ <§> XS = dél
(@) J {7+ —266)
B(s)
Rl ey L —
(o)™ J {m = & + 286
" 1
S; < ! <€>5(8) XSy dé&
T o) J(n+8+262+ 26,6,)° |
€272
Logo, ¢ suficiente encontrar limitantes para
Kl (57 7—) = 12 <£1>6(S) % dfl em Sl
o ) e )
&’ 1
K. » T = d em S
oen) = ) g ’
B(s) ~
K;5(&2,72) &) —d& em S

1
<U2>2b Rj (1263 + 267 + 261&2)

Na regiao Bi, temos |£;| < 10 o que implica que <§1>5(s) < 1. Entao,

1 1
o | arampis | wast e s,
1

l€1/<10 |€1]<10

K1(£77_> <

pois () = 1 para todon € Re a = 0, b = 0. Na regidao Bs, a troca de variaveis
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n =71+ & — 266 nos da

SR S (VR S Vi
o)™ J L1 <my ™

Kl(gvT) d77 €m B37

1
uma vez que |§;| = 10. Usando que (s) — 1 < 0 para todo s > ik {(n) = 1 para todo
n € R, obtemos

1
(™

dn <1 em Bs,

K1(&1, 1) SJ

R

pois 2b > 1.
Agora, por definigao da regido By e da relacao algébrica (3.7)) temos

&) < 2[6] < 2[E]|&r] = lor + 02 — o] < 3lo] £ {0,

Jé que |€1| = 10, |€| =1le |O'1|, |O'2| < |0| em B471.

1 <£1>5(8) <0>5(8)*2a 1 p
S0 2P T J =t

Kl (Ta 5)

1 1 1 1
paratodos>—1,b>5eaeRtalqueO<a<§,se3200u2|3|<a<E,ses>0.
Vamos agora estimar Ky(£1,7) em Sy. Fazendo a mudanca de variaveis n = 7 — &7 +
2££1, obtemos

&) 1
Bolbon) ="C5 | s

Observamos que, em By, temos || = |71 — & 4 2£61] < |o1| + 2/€&1| < 2(|o1] + 1&1]) e
(1) < 2[&|. Entao,
B(s)—1
_ &l 1

S

InlSlo|+1&1]
Por outro lado,

m|+[€1]

1 1 1
—dn ~ J ———dn <2 ————dn,
J (ny” (1+ [n])? S (L)

[n|<lo1]+]€1] [n|<lo1]+€1]
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sendo

[+

1 i = (14 n)t2a o[+
(1"‘77)2‘177 B 1—2a |,
0
R )
1—2a 1 —2a
< (Lol +lal) ™
1—2a
s (<01> + |§1|) )
uma vez que 1 — 2a > 0. Logo,
Als)—1 _ B(s)—1 s
Ky(&§1,m1) < L(@Q + &) < &7 (<01>1 20 6,172

<O'1 >2b <O'1 >2b

onde usamos o fato que (|z|+[y|)" < |z|*+|y|* para todo 0 < a < 1 e para todo z,y € R.
Como 20+ 2a — 1 > 2a > 0, {n) = 1 para todo n € R, [&] = 10 em By e (s) — 2a < 0,

concluimos que

<1,

6P g [P
KQ(flaTl) < <O_1>2b+2a—1 <O_1>2b

1 1 1
para s > T b > 5 e 0<a< 5 tal que f(s) < min{l, 2a}.

Na regido By, pela relagao algébrica (3.7), temos
E~ A+ 16]) <208 <20allé] = [ =0+ o1 + 03] < 30| < {01y,

pois |&] = 10, [¢] = 1 e |o|, |o2] < |01 em Bs. Além disso, a mudanca de varidveis
n =7 — & + 286, a restricao da regido By e(3.7) nos dio |n| < 2/€&| + |o1] < (o).

Assim,

(&) 1 RESE 1
K. ) < dn < d
Aol = f|m@%" @Wﬂj "

Inl<<o1) <o)
e ainda,

{o1)

Lo [ L g 204W)
J <77>2“d’7_2!(1+n)2ad’7 1—2a

Inl<{o1)

(o1
<+ ) S oy

0
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1
para todo 0 < a < 5 Dai,

B(s)—1
2611~ <0_1>2b+2a—1 ~

1
pois [&1] =10, 2b+2a—1>0e f(s) — 1 <0 para todo s > 1

Finalmente, vamos estimar K3(&, 72) em Ss. Observemos que na regiao S temos
&y <216 <208&] = [— 0+ 01+ 02 < 3[oa| < (02).

Além disso, o corolario implica que

1 <§1>5(3)
K3(&,m) <0>2b J (19 + €2 + 282 + 2§1fl>2a o
B(s)—2b
< 2<£1> 2 Za dfl
(g + €2 + 262 + 26,6)
< ! Qadfl < 0,

<T2 + f% + 25% + 2§1§2>

uma vez que 3(s) —2b < 0 para todo s € R. A prova do teorema esta agora completa. o
Vamos agora enunciar, sem demonstracao, o principal resultado desse capitulo. Uma vez

estabelecidos os resultados acima, a prova aqui ¢ analoga ao caso periodico (teorema [2.14]).

1
Teorema 3.9. Seja s > ~7 Entdo para toda ¢ € H*(R) e ¢ € H ' (R), eviste T =

T(||@l s, || zs-1) € wma dnica solugao u de (3.1) com f(u) = u?, ug = ¢, uy = P, tais
que

uwe C([0,T] : H*(R)) n X[,

Além disso, dado T' € (0,T) existe R = R(T") > 0 tal que a fung¢ao
S:W = C([0,T]: H*(R)) n X[ (6,9) — u(t)
sendo

W = {(¢, ) € H*(R) x H " (R) ;| — o|

?{s(u@) + 1Y — 9| 12LIS—1(R) < R}

¢ Lipschitz. Em adicio, se (¢,1) € H*(R) x H*"Y(R) com ' > s, os resultados acima
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sequem com s’ no mesmo intervalo [0,T] sendo T = T(||)|

Hs,

9|

Hs—l).

91
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