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RESUMO

Nessa dissertagao apresentaremos uma nova caracterizagao (pontual) para o espago
de Sobolev W (R") e uma nova demonstragao da caracterizacio de W'P?(R™) para
1 < p < oo, em termos da desigualdade de Poincaré. Ambas as caracterizagoes foram
estabelecidas por Piotr Hajlasz no paper “A new characterization of the Sobolev spaces”

publicado no jornal Studia Mathematica em 2003.

Palavras chaves: Funcao Maximal de Hardy-Littlewood, Espacos de Sobolev,

Desigualdades de Poincaré, Caracterizacao pontual dos Espacos de Sobolev.



ABSTRACT

In this work we will present a new characterization of the Sobolev space W (R™)
and also we give another proof of the characterization of the Sobolev space W1P(R™),
1 < p < 00, in terms of Poincaré inequalities. Both characterization was proved by Piotr
Hajlasz in the paper “A new characterization of the Sobolev spaces” published in the

journal Studia Mathematica in 2003.

Key words: Hardy-Littlewood Maximal Functions, Sobolev Spaces, Inequality of

Poincaré, Pointwise Characterization of the Sobolev Space.
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LISTA DE SIMBOLOS

Subconjunto aberto do R”
Espaco das fungoes continuas
Espaco das funcoes k vezes diferenciaveis
Espaco das funcoes infinitamente diferencidveis
Espaco das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto
Espago das fungoes continuas que decaem no infinito
Espago das funcgoes testes
Conjunto das distribuicoes
Distribuicao Delta de Dirac no ponto a
f convolucao com g
Gradiente da fungao u
Funcao de Heaviside no ponto 0
Fungao maximal de Hardy-Littewood
Fungao maximal de Hardy-Littewood restrita
Espaco das funcoes de Schwartz
Conjunto dos funcionais lineares continuos em S
Suporte da funcao ou distribuicao f
1
E /B U= :fB U
Funcao distribuicao associada a f

Medidas absolutamente continua



INTRODUCAO

Nosso estudo é dedicado a estabelecer uma nova caracterizacao dos espacos de
Sobolev
WP(R™) = {u € LP(R"); Vu € L*(R")}

para 1 < p < oo.
Veremos a possibilidade de encontrar uma nova caracterizagao equivalente a W1*(R™)
que nao envolva derivadas. A caracterizacao que apresentaremos é devida a Piotr Hajlasz.
No artigo [13] Hajlasz provou que se 1 < p < oo entao u € WP(R™) se, e somente

se, existe 0 < g € LP(R™) tal que satisfaz a desigualdade

lu(x) —u(y)| < |z —yl(g(x) +9(y) q.tp.

Entretanto, para p = 1 esse resultado nao é verdadeiro (apresentaremos um contraexemplo
no decorrer do texto). Um dos objetivos da dissertagao é apresentar uma versao, também
dada por Hajlaz, que engloba o caso p = 1.

O texto fora estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1 veremos resultados
preliminares sobre Teoria da Medida, Anélise Funcional e Teoria das Distribuicoes. No
Capitulo 2 apresentaremos alguns tépicos em Anélise Harmonica, definiremos o operador
maximal de Hardy-Littlewood e provaremos o Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz.

O Capitulo 3 sera dedicado a uma breve introducao aos Espagos de Sobolev W!P(R™).



SUMARIO 13

Mostraremos que para certas escolhas de p os espacos sao de Banach, separavel e refle-
xivo, bem como, alguns resultados sobre densidade e desigualdades nesse espaco. No que
concerne o Capitulo 4, o principal capitulo da dissertacao, cujo enfoque é estudar o artigo
[10]. Alguns resultados dos capitulos iniciais nao serdo demonstrados, apenas citaremos

as referéncias de suas demonstragoes.

13



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo trataremos de diversos assuntos em Teoria da Medida e Integracao,
alguns resultados de Anadlise Funcional e de Teoria das Distribui¢oes. Assumiremos fami-
liaridade com alguns tépicos em Espacos Métricos e Topologia. As principais bibliografias

utilizadas neste capitulo foram: [8], [19] e [21] (para referéncias adicionais consulte [2] e

3])-

1.1 Topicos em Teoria da Medida e Integracao

Nesta secao vamos recordar algumas defini¢oes e resultados de Teoria da Medida
que serao essenciais no estudo dos espacos LP. Em seguida enunciaremos alguns teoremas
que serao recorrentes nas demonstragoes dos resultados de Teoria das Distribui¢oes como,
por exemplo, Teorema da Convergéncia Monotona e Dominada. Por fim, definiremos me-
dida de Radon e o Teorema de Radon-Nikodym, que serao importantes na demonstracao
de um lema fundamental que seré enunciado no Capitulo 4.

Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que uma algebra M em X é uma colecao
nao vazia de subconjuntos de X tal que:

(i) Se E; € M para j =1,2,--- ,n entao UEjGM;

=1

14



1.1. Topicos em Teoria da Medida e Integracao 15

(ii) Se E € M entao E° e M.

Uma o—algebra é uma algebra fechada para uniao enumeravel.

Observacgoes: Seja M uma &algebra em X nao vazia. Entao
(1) @ € M. De fato, como X € M entao X =0 € M.

(2) X € M. De fato, se E € M entdao EU E° = X.

J

(3) Seja E; € M paraj=1,2,---,n, temos ﬂ E; = (U E‘?> , ou seja, é uma algebra

J=1 J=1

fechada em relagao a intersecao finita.

Se X é um espaco topoldgico qualquer entao a o—algebra gerada pela familia de
conjuntos abertos (fechados) de X é chamada de o—algebra de Borel e seus elementos sao
chamados de conjuntos de Borel.

Seja X um conjunto munido com uma o—algebra M. Uma medida em M é uma

fungao p : M — [0, 00] tal que

(ii) Se {E;}jen € M é uma colecao enumerdvel disjunta entao
1 (U Ej) =Y u(Ey).
j=1 j=1

O par (X, M) é chamado de espago mensuravel e os conjuntos em M sdao chamados
conjuntos mensuraveis. A terna (X, M, ) é chamado de espago de medida.

Uma medida satisfaz as seguintes propriedades:
Proposicao 1.1. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Entao

(i) Sejam Ey e Ey € M tais que Ey C Ey entao p(Ey) < u(Es);

o0

(ii) Se {Ej}jen € M entdo p (U Ej> < ZM(EJ‘)-

j=1

Demonstracao. Vide [8] p. 25.

15



1.1. Topicos em Teoria da Medida e Integracao 16

Sejam (X, M,u) e (Y,N,0) espagos de medida. Dizemos que f : X — Y é
mensurdvel se f~!(B) € M para qualquer B € N. Denotamos por M+ = M (X, M, i)
o espaco das fungoes a valores reais, nao negativos e mensuraveis.

Uma fungao em M é chamada simples se pode ser escrita da seguinte forma:
n
$(x) = axa
j=1

no qual a; € RT e A; € M disjuntos. Assim, podemos definir a integral de uma funcao

simples em M™ como:
/ pdp =Y a;u(A;).
X =

Uma vez que definimos a integral de func¢oes simples, podemos definir a integral para qual-
quer f € M™, nesse sentido o préximo resultado afirma que qualquer funcao mensuravel

nao negativa pode ser aproximada por funcoes simples.

Proposicao 1.2. Se f € M™ entao existe uma sequéncia {¢;}jen de fungoes simples
tais que ¢; < @iy e @ < f, para todo j € N. Além disso, ¢; — f pontualmente e

uniformemente em qualquer conjunto no qual f seja limitada.

Demonstracao. Vide [8] p. 47.
|
Agora podemos estender o conceito de integral a todas as fungdes mensuraveis a
valores positivos.

Se f € M™ entao a integral de f com respeito a u é

/ fdp = Sup/ pdp,
X X

no qual o supremo é tomado sobre todas as fungoes simples ¢ € M™ que satisfazem
0<p<f

Os proximos resultados seguem na dire¢ao de definir a integral para fungoes men-
suraveis a valores reais.

Seja f : X — [—o0, +00] definimos a parte positiva e parte negativa de f, respec-

16



1.1. Topicos em Teoria da Medida e Integracao 17

tivamente, como

fH(x) = max(f(z),0),  f(2)=max(—f(z),0).

Observemos que f é mensurdvel se, e somente se, f e f~ pertencem a M™. Se, a0 menos,

uma das partes (positiva ou negativa) possue integral finita com respeito a p,definimos a

/X fp = /X Fdp - /X fdp,

e dizemos que f é integravel.

integral de f por

Dizemos que uma fun¢ao complexa f : X — C mensuravel é integravel quando a

parte real e imaginaria da funcao f sao funcoes integraveis e por defini¢ao,

[ tin= [ Retnau= [ 1minan

SejaK =R ouCedefina L = {f: X — Ktal que f é integrdvel}. Considere sobre
L a relacao de equivaléncia dada por f «~ g < f = g ¢.t.p e as classes de equivaléncia
[f] ={g9: X = Ktal que f = g u— q.t.p}. Denotaremos por £*(X) o conjunto {[f]: f €
L} munido das operagoes usuais de soma e produto de fungoes.

Dizemos que uma fungao f : X — C mensurédvel f pertence ao espago L'(X), ou

simplesmente L', quando |f| € L.

Teorema 1.3. (Teorema Convergéncia Mondtona) Seja f uma fungao e {f,}nen
uma sequéncia de fungoes em M™ tais que fn(x) < fni1(x) para todo n. Suponha que a

sequéncia converge para a funcao f em quase todo ponto. Entao f é mensurdvel e

[ =t [

Demonstracao. Vide [8] p. 31.
|

Teorema 1.4. (Teorema Convergéncia Dominada) Seja { f,}nen uma sequéncia de

fungoes em LY X) que convergem para uma funcio f em quase todo ponto. Além disso,

17



1.1. Topicos em Teoria da Medida e Integracao 18

suponha que exista uma fungio g € LY(X) nao negativa tal que |f,(z)| < g(x) q.t.p para

todon € N. Entio f € LY(X) e

/ f=1lim [ f..
n—o0
Demonstracao. Vide [8] p. 44.

Teorema 1.5. (Lema de Fatou) Seja { f,,}nen uma sequéncia de funcoes em M entdo

/ lim inf f, < lim inf/fn.
n—oo n—oo

Demonstracao. Vide [8] p. 52.
|

Defini¢ao 1.6. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Uma medida com sinal em (X, M)

¢ uma fungio v : M — [—o0, +00] tal que
1. v(0) =0;
2. v assume apenas um dos valores: 400 ou —oQ;

3. Se {E;}jen € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M entao

o0
no qual a soma converge absolutamente se v <U Ej) € finita.
j=1

Exemplo 1.7. Toda medida é uma medida com sinal.

Definig¢ao 1.8. Se v é uma medida com sinal em (X, M), um conjunto E € M € positivo
em relagao uma medida v (respectivamente negativo em rela¢ao a medida v) se v(F) > 0
(respectivamente v(F') < 0) para toda F € M tal que F C E. Dizemos que o conjunto

F e M é nulo em relagio uma medida v se v(F) =0 para toda F € M tal que F C E.

18



1.1. Topicos em Teoria da Medida e Integracao 19

Definicao 1.9. Suponhamos que v é uma medida com sinal e p é uma medida positiva

em (X, M). Dizemos que v € absolutamente continua com respeito a p se
u(E) =0 implicar v(E) = 0 para qualquer E € M,

e escrevemos v << [i.
Vejamos um exemplo no qual as medidas nao sao absolutamente continuas.
Exemplo 1.10. Considere uma enumera¢ao {ry,rs,-- -} do conjunto Q. Defina

pA) = o

r;€EA

Observemos que 1 € uma medida positiva para qualquer aberto da reta, pois necessaria-
mente A contém algum r;.

Seja | | a medida de Lebesgue, sabemos que |Q| = 0. Porém, a medida p de Q é
1

n(Q) = Z 5 = 1. Portanto, i nao é absolutamente continua com respeito a medida de
r,€A
Lebesgue.

0

Defini¢ao 1.11. Dizemos que duas medidas com sinais p e v em (X, M) sdo mutualmente
singulares, se exviste E, F € M tais que ENF =0, EUF = X, E € nulo com respeito a

medida p e F' € nulo com respeito a medida v. Denotamos por p L v.

O proximo teorema afirma que quando v << u, a medida v pode ser vista como

integral, com respeito a medida p, de uma certa fungao mensuravel f.

Teorema 1.12. (Teorema de Radon-Nikodym)' Sejam v uma medida com sinal o-
finita e pu uma medida positiva o-finita em (X, M). Ezistem tunicas medidas com sinal

o-finitas em (X, M) tais que

Al p, p<<pu e pu=A+p.

1Otto Marcin Nikodym (1887 - 1974) matemédtico polonés, um de seus trabalhos mais famosos foi o
teorema enunciado.

19



1.1. Topicos em Teoria da Medida e Integracao 20

Além disso, existe uma unica funcao f p-integravel tal que

dp = fdu.

Demonstracao. Vide [8] p. 90.
[ |
Dizemos que uma medida é o-finita quando X = U,enEj, no qual p(E;) < oo para

todo j € N.

Definicao 1.13. Seja p uma medida de Borel positiva em X e E um conjunto de Borel

em X. Dizemos que uma medida p € reqular exterior em E se

p(E) =inf{u(U); £ C U, U aberto}.

Dizemos que uma medida (v € reqular interior em E se

w(E) =sup{u(K); K C E,K compacto}.

Definigao 1.14. Uma medida de Radon® em X € uma medida de Borel que € finita em
todo conjunto compacto (localmente finita), reqular exterior em todo conjunto de Borel e

reqular interior em todo conjunto aberto ou qualquer E € M tal que v(E) < oo.
Vejamos alguns exemplos de medidas de Radon.

Exemplo 1.15. A medida de Lebesque em espacos Fuclidianos restrita a subconjuntos de

Borel ¢ uma medida de Radon.

Exemplo 1.16. Sejam (X, M) mensurdvel e E € M. A medida da contagem em X

definida por:
#E, se FE € finito,

n(E) =
oo , se FE € infinito,

no qual #E denota a cardinalidade do conjunto E, nao é uma medida de Radon, uma vez

que nao € localmente finita.

2Johann Radon (1887 - 1956) matemdtico austriaco, foi aluno de David Hilbert.

20



1.1. Topicos em Teoria da Medida e Integracao 21

O
Defini¢ao 1.17. Definimos Co(R™) o espago das funcoes continuas que decaem no infi-
nito, ou seja,

Co(R™) ={f : R" — C continua; |f(z)| — 0 quando |x| — +o0}.

Claramente segue da definigdo que Cy(R™) C L*(R"), entretanto a reciproca nao
é verdadeira (basta considerar uma fungao constante nao nula). A seguir vamos enunciar

um resultado que caracteriza os funcionais lineares continuos em (Co(R™), || ||oo)-

Teorema 1.18. (Teorema de Representacdo de Riesz) Se U é um funcional linear

continuo em Co(R™) entdo existe uma unica medida de Radon compleza p tal que

v(f) = [ fin.

para toda f € Co(R").

Demonstracao. Vide [8] p. 223.
|
Observacao: A continuidade acima significa que existe C' > 0 tal que |V (f)| < C||f||w
para toda f € Cy(R™).
Um outro resultado utilizado durante o texto é o Teorema de Integracao em coor-

denadas polares no R".

Teorema 1.19. Se f é Borel mensurdvel em R™, com f > 0 ou f uma funcdao integrdvel

definida q.t.p, entao

f(x)dx = /OO frw)r"tdo(w)dr,
8 0 Jen-1

no qual do(w) é uma medida de Borel na esfera S™*.

Demonstracao. Vide [8] p. 78.

21



1.2. Topicos de Analise Funcional 22

Corolério 1.20. (Integra¢do de uma funcao radial) Seja f uma fun¢ao mensurdvel

definida em R™ e integrdvel tal que f(x) = g(|z|) para alguma g definida (0,00) entao

f(z)dr = o(S™ ) /000 g(r)r™tdr.

R n

Demonstragao. Vide [8] p. 79.

A seguir vejamos uma propriedade geral dos espagos com medida.

Definigao 1.21. Dizemos que um espag¢o (X, M, u) é s-reqular (s > 0) com respeito a
medida i, se u(X) < 0o e existe uma constante b tal que para qualquer x € X e para todo
r < diam X temos

u(B(z,r)) > bre.

Exemplo 1.22. A bola do R™ com a medida de Lebesgue é n-regqular. U

1.2 Tépicos de Analise Funcional

Neste se¢ao veremos alguns resultados sobre os espagos LP. Daqui em diante dx

representa a medida de Lebesgue.

Definicao 1.23. Sejam f: Q CR" - R e 1 < p < oo, definimos

LP(Q2) = {f mensurdvel, /Q |f(z)Pdx < oo},

que € munida pela norma

[

It = ( [ 1)

Ainda,

LP

loc

Q) ={f mensurcivel;/ |f(z)[Pdx < 00, para qualquer K C €2 compacto}.
K

22



1.2. Topicos de Analise Funcional 23

Para p = oo, definimos
L>=(Q) = {f mensurdvel; |f(z)| < C q.t.p},
neste caso a norma € dada por

[fllee = ess sup [f(z)| = inf{a > 0; p(2;[f(x) > a]) = 0},

zeR"
chamada de supremo essencial.
Proposicao 1.24. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p < oo el < g < 00 sao

tais que % + % =1. Se f € LP(R") e g € LY(R™) entao fg € L'(R") e

179l = | 1f@g(@)ldz < I fllpllglla-

Demonstracao. Vide [8] p. 182.

Agora seguem duas consequéncias da Desigualdade de Holder.

Proposicao 1.25. (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € LP(R™) entao f+ g €
LP(R™) e

1F =+ gllp < 1[f1lo + llgllp-

Demonstragao. Vide [8] p. 194.
|

Proposicao 1.26. (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam g1,g9,- - , gm

fungoes tais que g; € LPi(R™) com p; > 1 para todoi=1,2,--- ,m e
T
~ p;

Entao [, g; € LP(R") e vale a desigualdade

1] ille < TTg:lls
i=1 i=1

23




1.3. Teoria das Distribuicoes 24

Demonstracao. Vide [3]| p. 93.

1
loc

Proposicao 1.27. LP(R™) é um subespaco de L;,.(R™) para qualquer 1 < p < oc.

Demonstracao. De fato, para p = 1 é imediato. Suponhamos 1 < p < co e % + % = 1.

Seja K C R™ compacto,

[1swnie= [ o< ([ r@pa)” ([ a)" =i < s

Para o caso p = oo, temos

[ 15@lde < il [ do <171l < o0
K K

Portanto, f € L}, (R"). |

loc
Teorema 1.28. Sdo vdlidas as sequintes propriedades sobre os espacos de Lebesque:
(i) LP(R™) é um espago de Banach para 1 < p < o0;
(ii) LP(R™) é um espago separdvel para 1 < p < 0o;
(113) LP(R™) é um espago reflexivo para 1 < p < oo.

Demonstracao. Vide [3] p. 93, 95 e 98.

1.3 Teoria das Distribuicoes

Na primeira metade do século XX o matematico francés Laurent Schwartz intro-
duziu o formalismo ao que chamamos de Teoria das Distribuigoes. Com a criacao dessa
importante teoria Schwartz recebeu uma medalha Fields em 1950.

Considere © = (1, %2, -+ ,x,) € R" e o gradiente V = (0, 0py, -+ , 0z, ), N0 qual

Oy,

7

= %. Dado o = (g, a9, -+ , ) € N” com |a] = aq + ag + -+ - + v, escrevemos
1

o (o5} [679)
0 _arl 8%;77

24



1.3. Teoria das Distribuicoes 25

denominamos a de multi-indice. Note que 0°f =99 89 --- 02 f = f.

Seja f : R"™ — C continua definimos o suporte de f por

supp(f) = {x € R"; f(x) # 0}.

Observemos que o suporte é sempre um subconjunto fechado. Além disso, segue
imediatamente da definigdo que se zy ¢ supp(f) entdo f é nula em uma vizinhanca de x.
Dizemos que uma fungao f tem suporte compacto se o supp(f) for um conjunto compacto.
Denotamos o conjunto C*(R™) como o espaco das fungoes k vezes diferencidveis em R™
e C(R"™) o espago das fungoes infinitamente diferencidveis em R"™. Definimos o espago
C>(R™) como sendo o espago das fungoes definidas em R™ infinitamente diferencidveis
com suporte compacto, denominado espago das funcgoes testes. Alguns autores denotam
o espago das fungoes testes por D(R™). Vale ressaltar que Cy(R") é o espago das fungoes
continuas definidas em R"™ que decaem no infinito. Observemos que C°(R™) C C.(R™) C
Co(R™) € C(R™). Poderiamos nos questionar sobre a existéncia de alguma fungao em

C®(R™). O exemplo abaixo nos garante que o conjunto de tais fungées é ndo vazio.

Exemplo 1.29. Seja ¢ : R — R tal que

eXp<_||mH+—1>’ se ||z|| <1,

0, se |lz|| >1.

p(z) =

Entao ¢ € C*(R") com supp ¢ = B(0,1). O

Vamos apresentar o conceito de convergéncia em C2°(R").

Definig¢ao 1.30. Dada uma sequéncia {¢;}jen C C°(R™) dizemos que a sequéncia con-
verge para zero, ou seja, p; — 0, se existe um conjunto K C R" compacto tal que
supp(pj) € K, para todo j € N, e para qualquer o multi-indice temos 0%¢; converge

uniformemente para 0 em K, quando j — 0.

Defini¢ao 1.31. Um funcional linear continuo f : C°(R™) — C é chamado de distri-
buicao em R™. Denotamos o espago das distribuicoes em R™ por D'(R™) e < f, o >:= f(p)

para qualquer ¢ € CP(R™). Em outras palavras, sejam @1,ps € CX(R"), A € C e {¢;}
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1.3. Teoria das Distribuicoes 26

uma sequéncia em C°(R™), satisfazendo:

(i) f(p1+ Ap2) = f(o1) + A f(p2);

(ii) p; = 0€ CX(R") entdo f(p;) = 0€ C.

Exemplo 1.32. Sejam a € R" e 4, : CX(R™) — C definida por d,(¢) := ¢(a). Entdo o,

¢ uma distribuicao chamada de Delta de Dirac®.

Demonstragao. De fato, para qualquer ¢, ¢ € C°(R") e A € C, temos

da(d1 + Ag2) = (91 + Ad2)(a) = ¢1(a) + Apa(a) = da(P1) + Ada(P2).

Agora mostremos a continuidade de J,. Consideremos uma sequéncia {¢;}jen €
C°(R™) tal que ¢; — 0. Pela defini¢do de convergéncia, isto significa que existe K C R”
compacto tal que supp(¢;) C K para qualquer j € N e para qualquer a multi-indice
0%p; — 0 uniformemente em K. Se a ¢ K entdo ¢;(a) = 0, o que implica ¢;(a) — 0.
Se a € K, em particular, consideremos o multi-indice a = (0,---,0), assim 0%¢;(a) =

¢;(a) = 0.

Abaixo um dos principais exemplos de distribuicao.

Exemplo 1.33. Seja f € L}, (R™) entdo definimos uma distribui¢io associada a fungao

f denotada por Ty como

Tilp) = | J@)ele)de,
para qualquer ¢ € C(R™).

Demonstracao. Primeiro vejamos que o funcional 7 estd bem definido. De fato, como

¢lloe < M, temos

Ti(e)l = || fl@)p(z)de

< [ U@lle@lde <0 [ |f@)lds < o

supp(p)

3Como fato histérico, é interessante saber que a ideia da distribuicdo Delta como pico de uma funcao
concentrada em um ponto foi introduzida pela engenheiro elétrico, graduado em matemaética, Paul Dirac
(1902 - 1984). Essa fungdo aparece no seu livro Principles Quantum Mechanics (1930). Para saber mais
sobre essa funcao veja [4].
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1.3. Teoria das Distribuicoes 27

Portanto, Ty € D'(R").

A linearidade segue imediatamente das propriedades de integracao. Mostremos
agora que Ty é continua. De fato, seja {p;};en € C(R") tal que ¢; — 0, isto ¢, dado
e > 0 existe um compacto K € R” tal que supp(¢;) C K e jo € N no qual, se j > jo

implica |¢;(z)| < €, para qualquer € K. Entao,

el = [ @l < [ @i << [ 1@

para qualquer 7 > 7.
O
A partir desse exemplo, inferimos que L{, (R") C D'(R"), ou seja, podemos iden-
tificar as fungoes localmente integraveis como distribuigoes. A vista da Proposicao 1.27,
qualquer funcado f em LP(R™) pode ser vista como distribuicdo por meio do operador
T}, mais ainda, qualquer fungdo nos subespagos C(R"), C*(R"), C>°(R"), pode ser visto
como distribuicao. Vale a pena ressaltar que a reciproca nem sempre é valida. Vamos
assumir por hora que C°(R™) é denso em LP(R") para 1 < p < oo (esta demonstragao

encontra-se no Capitulo 3). Um contraexemplo é a distribuigao Delta de Dirac vista no

Exemplo 1.33, que é uma distribui¢ao, contudo, nao define uma funcao em L;,.(R™). De

1

fato, suponhamos que exista f € L; .

(R™) tal que Ty = 6, ou seja,

<d,¢0>= [ flx)o(x)dr,
Rn

para qualquer ¢ € C°(R").

Definamos

1 1
eXp (|kx\2—1) ’ se ’$‘ < L
me(x) ==
0, caso contrario,

para todo k£ € N. Como 7 € C°(R"), temos

/ (@) f(@)dz = 6(n) = mi(0) = e~
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1.3. Teoria das Distribuicoes 28

para todo k € N. Assim,

e = \ [ n@rsys

<l [ (f@)ds
B(0,1/k)

Como f € L}, (R") e ||| < e, pelo Teorema de Convergéncia Dominada segue

et <e! inf/ |f(z)|dx = 0.
B(0,1/k)

keN

Absurdo. Portanto, a distribuigao Delta de Dirac nao define uma fungao em Lj, .(R™).

1

e(R™). Entdao f = g em quase todo ponto se, e somente

Proposigao 1.34. Sejam f,g € L

se, Ty =Ty no sentido das distribuicoes.

Demonstracao. Vide [19] p. 35.
[ |
Em vista das proposigoes acima, ndo faremos distingao entre f € LL (R") e a
distribuicao T’ associada a ela.
Motivados pela regra de integracao por partes, definimos a derivada de uma dis-

tribuicao u € D'(R™) como

<8$.7u790> = —<U,ax.7.90>, (1'1)

para qualquer ¢ € C®(R™) e para qualquer j = 1,2,---  n. Analogamente, para «

multi-indice e u € D'(R™) definimos

<aau, $0> = (_1)‘a|<u> 6a90>v (1'2)

para qualquer ¢ € C2°(R"). Dessa forma, a derivada de uma distribui¢do é também uma
distribuicao.
Exemplo 1.35. Consideremos a fungio Hy : R\{0} — R dada por

1, se >0

0, se z<0.
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1.3. Teoria das Distribuicoes 29

1

loe(R), logo Hy € uma distribuicdo, chamada de fungao de Heavi-

Observemos que Hy € L

side*. A derivada de Hy € a distribuicao Delta de Dirac vista no Exemplo 1.33.

Demonstragao. De fato, para qualquer ¢ € C° com supp(p) C [-M, M] com M € R,

temos

(OHy¢) = — / Ho()dp(x)dz
= —/Oooago(m)dm

= —/O Op(x)dx
—p(M) +¢

(0)

Concluimos, assim dHy = §y € D'(R").

O

Definigao 1.36. Definimos o espago de Schwartz S(R™) como sendo o conjunto das

fungoes f € C®(R™) tal que para qualquer «, 5 multi-indice, vale
sup [220° f(x)| < oo.

Definimos a convergéncia em S(R™) do seguinte modo: uma sequéncia {¢y}r con-
verge para zero se, e somente se, para quaisquer «, 3 multi-indices z90%py(z) — 0

uniformemente em R”™.

Exemplo 1.37. Qualquer fun¢ao infinitamente diferencidvel com suporte compacto é uma
fungdo de Schwartz, ou seja, CP(R™) C S(R™). Entretanto, a reciproca nao é verdadeira.
Considere a fun¢ao ell=l* ¢ S(R™), que nao pertence a C°(R™) (pois nao possui suporte
compacto).

O

Os funcionais lineares continuos em S(R") sao chamados de distribuigdes tempe-

radas, denotado por S’(R").

“Recebeu esse nome devido ao engenheiro elétrico Oliver Heaviside (1850 - 1897), um inglés que
desenvolveu um dispositivo matemédtico para manipular equagoes e analisar inducao eletromagnética.
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Proposigao 1.38. O espaco de Schwartz S(R™) estd contido L'(R").

Demonstracao. Considere f € S(R") para |a] =n + 2, § = 0, para |z| grande, temos

|f(z)] < ez - Entao

Ll = [ is@les [ i@
171l BO. )]+ [

lz[>1 |z [+

<1
= +c/ / —3de3
Snfl 1 T

c1+ 0 (8" = C < 0.

IN

IN
o)
&
+
9}
P
|
}—\
8
<
2
I\
<
7
o
3
QL
V2]

IN

n
O espago de Schwartz S(R™) é denso em LP(R"™). Além disso, C2°(R") é denso
no espago de Schwartz S(R™). Como consequéncia, a restrigao dos funcionais S'(R™) no

conjunto C2°(R") define uma distribuigao em D'(R™) e assim S'(R™) C D'(R™).

1.4 Convolucao

Primeiro iniciemos com a definicao de convolugao para funcoes continuas.
Definicao 1.39. Sejam f,g : R" — C funcoes mensurdveis. A convolucdao de f e g € a

fungao f x g definida por

fxg(r)= - flx—y)g(y)dy

para todo x tal que a integral exista.

Varias condi¢oes podem ser impostas em f e g para garantir que a integral esteja
bem definida, como por exemplo, continuidade e suporte compacto.
A operacao de convolucao satisfaz algumas propriedades que serao listadas na

proposicao a seguir.
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Proposicao 1.40. Suponha que a integral acima esteja bem definida. Entdo
(i) x € bilinear e simétrico,
(ii) (f xg)xh = f*(g*h);
(iii) Se w € R™ entdao 7,(f * g) = (7 f) x g onde 7, f(x) = f(x —w);

(iv) supp(f * g) C {supp(f) + supp(g)}.

Omitiremos a demonstracao dos itens (i) e (ii) e mostremos apenas os dois tltimos.

Demonstracao (iii) Seja z € R" entao

Tw((f*9)(@)) = (f*9)(z —w)

= flz —w—1y)g(y)dy

= [ o= oty
= () % (0).

Demonstragao (iv) Primeiro notemos que supp(f) + supp(g) é um conjunto fechado.
Seja z € R", basta mostrarmos que se x ¢ supp(f) + supp(g) entao = & supp(f * g), ou
seja, (f * g)(z) = 0. De fato,

(f*g)(x /f T —y dy—/ flz —y)g(y)dy.
(z—supp(f))N(supp(g))

Se x ¢ supp(f) + supp(g) entdao (x — supp(f)) N (supp(g)) = 0, assim (f  g)(z) = 0.

Portanto, (f * g)(z) = 0 q.t.p em (supp(f) + supp(g))®. Em particular, (f % g)(z) = 0

q.t.p em Int[(supp(f) + supp(g))]. Donde concluimos,

supp(f * g) C {supp(f) + supp(g)}-

[ |
O préximo resultado afirma que sob certas restricoes a convolucao, como na De-

finicao 1.39, pode ser estendida para funcoes nos espacos de Lebesgue.

Teorema 1.41. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q,r < oo tais que 1 +% =
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+ %. Se f € LP(R™) e g € L1(R™) entao f * g existe q.t.p e vale

SR

1 gllr < [1£1lol1g]lg-

Demonstracao. Vide [3] p. 104.
Motivamos pela definicao de convolucao para fungoes continuas vamos estender

este conceito para distribuigoes.

Definicao 1.42. Sejam u € D'(R™) (ou S'(R™)) e ¢ € C°(R™) (ou S(R™)) denotaremos

por ux @ a funcao definida por

(ux @) (x) = (u, p(z =)

Exemplo 1.43. §, * p(x) := p(x — a). O

Exemplo 1.44. Seja f € L}, (R™), jd vimos que podemos associar a esta uma distribuicao

Ty, entao Ty x ¢(x) = [ f(y)d(z — y)dy. O

Rn
O préximo resultado nos mostra como a operacao de derivagao se comporta com

relacao a convolugao.

Teorema 1.45. Seja f € C*(R") e g € L} (R™) entao f * g € C*(R™) e satisfaz

loc

0%(fxg) = (0°f) *yg

para qualquer multi-indice |a| < k.

Demonstracao. Vide [3] p. 107.
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CAPITULO 2

TOPICOS EM ANALISE HARMONICA

Neste capitulo versaremos sobre o operador maximal de Hardy-Littlewood e al-
gumas consequencias decorrentes da limitagao destes operadores. Um dos principais re-
sultados desse capitulo é o Teorema de Marcinkiewicz, que é fundamental para o estudo
da limitagao do operador maximal de Hardy-Littlewood em norma L? para 1 < p < oo.
Além disso, veremos também o conceito de aproximacao da identidade e o Teorema da

Diferenciagao de Lebesgue. Este capitulo foi baseado na referéncia [5].

2.1 Aproximagao da Identidade

Seja ¢ € L'(R™), com ¢ > 0, tal que ||¢||; = 1. Para cada € > 0 definimos

Pe(x) == L (g) : (2.1)

8”

denominada Aproximagao da Identidade. Notemos que a seguinte propriedade é mantida

o(x)dr = ¢ (x)dr = 1.
R™ Rr
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2.1. Aproximacao da Identidade 34

p(z)
J=li

Um exemplo de fungao como acima é dado por ¢(z) = no qual

exp <_Hx|\+—l>’ se ||z|| <1,

0, se |lz|| >1.

p(z) =

Outro fato interessante sobre a familia de fungoes {¢.}.~o é que, quando € — 0 o
“volume”de ¢. se concentra na origem, em outras palavras, converge para a distribuicao

Delta de Dirac na origem.

Proposigao 2.1. Seja ¢ € L'(R"),¢p > 0, tal que ||¢||y = 1. Entdo ¢. converge para a

distribuicao 5y em S'(R™) quando € — 0.

Demonstragao. De fato, para qualquer ¢ € S(R™), temos

o) = [ oaela)da= [ =

R Rn en

¢ (g) o(x)dr = . o(2)p(ez)dz.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, quando € — 0 temos

[ otz = [ s:)p0)z = w00,

R

Assim,

(D=, ) = p(0) = (do, ¥)-

Portanto, llg(l) o-(p) = o(p) em S'(R™).
|
Como § x f = f para qualquer f € S(R™) temos ¢. x f — f quando € — 0. Por
esta razao, dizemos que ¢. é uma aproximacao da identidade. O proximo resultado nos

fornece informagao adicional sobre a convergéncia de ¢. x f — f em LP.

Teorema 2.2. Seja ¢ € L'(R") com ¢ > 0 e [p, o(x)de = 1. Se f € LP(R") com

1 <p< oo entio ¢ x [ — f em norma LP(R™) quando € — 0.
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Demonstracgao. De fato,

¢ex f(z) — f(z) = . ¢=(r —y) f(y)dy — . o(y) f(x)dy

= [ 2o rwar- [ ety

- /. o(2)f(x —ez)dz — s ¢(2) f(x)dz
- /| ¢(2)[f(x —e2) — f(x)]d.

Pela Desigualdade de Minkowski, temos

fo.e sl = ([ )

/n ( - lo(2)|P| f(z — e2)dz — f(x)]pdx) ’ dz
= [P |7 f = fllpdz,
Rn

()f (z = e2)dz — [(x)]d=

R

IN

no qual 7 representa a translagdo de f no ponto a, ou seja, 7,9(+) := g(- — a).

Para cada z fixo, defina f, como sendo ||7..f — fl|,- Observe que f, é integravel
e limitada por ||7..f — f|l, < 2||f||,- Além disso, converge pontualmente para a funcao
nula quando ¢ — 0, pois a translacdo é continua na norma LP(R™) para 1 < p < oo.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos que

H¢8*f_f|‘p_>0

Observagao 2.3. Para cada f € LP(R") fizada temos que se lim._,o ||z * f — f||, = 0
entdo ||¢e * f||l, = || f|lp- Isto seque como consequéncia direta da desigualdade triangular,
pois |||oe* fllp = fllp] < o= f— fllp. Além disso, se || f — f||, = O entdo passando

a uma subsequéncia temos que ¢., * f — f q.t.p quando g, — 0.
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2.2. Operador Maximal de Hardy e Littlewood 36

2.2 Operador Maximal de Hardy e Littlewood

Seja B, = B(z,r) a bola centrada em = € R" e raio r > 0.

Definigao 2.4. Seja f € L} (R™) entao definimos a fun¢ao mazimal de Hardy-Littlewood

loc

por

M) = s [ 17

no qual o supremo € tomado sobre todas as bolas centradas no ponto x e |B,| é a medida

de Lebesque de B,.

Embora definimos a fungao maximal de Hardy-Littlewood com bolas centradas
no ponto z, poderiamos ter definido para qualquer bola que contenha o ponto x, pois
as bolas nao centradas estao contidas na bola com raio duas vezes maior que o raio das
bolas centradas, assim é possivel mostrar que as definigoes sao equivalentes, ou seja, que
existem ¢; e ¢o tais que ey M'f < M f < coM'f, no qual M’ é a funcao maximal definida
para bolas centradas.

Chamamos de Operador Maximal de Hardy-Littlewood
M:felL, (R")— MfecM(R"),

no qual M(R™) é o espago de todas as fun¢oes mensuraveis em R™.
Proposigao 2.5. Se f € LY(R") e f # 0 entao M f ¢ L*(R™).

Demonstragao. Se f € L'(R") e f # 0, entdo existe B(0,r) C R™ mensurdvel tal que
/ f(2)|de > e > 0.
B(0,r)

Caso contrario, se para toda B(0,r) tivéssemos / |f(z)|dz = 0 entao f(x) = 0 em
B(0,r)
quase todo ponto de B(0,r). Como B(0,r) é arbitrério, implicaria que f(z) = 0 em quase

todo ponto do R".
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2.2. Operador Maximal de Hardy e Littlewood 37

Seja x € R™ tal que |z| > r, temos B(0,7) C B(z,2|z|). Assim,

1
Mf(x) = sup 75— fy)ldy > / dy
r>0 |B(0,7)] B(O,r)‘ ) 07"\ B(0,r) )l
- \B(O,T)\
g
Bz, 2|z])]
. 19
||

Como,

1 1 1
/ —dr = U(S"_l)/ —r" iy = 0(5’"‘1)/ —dr = o
n jz|m 0 " o T

entao M f ¢ L'(R").

[ |
O Teorema de Diferenciacao de Lebesgue, também conhecido como Teorema Pon-
tual de Lebesgue nos fornece uma aproximacao em médias do valor de uma fungao no

ponto.

Teorema 2.6. (Teorema de Diferenciacao de Lebesgue) Seja f € L, .(R™) entdo

1
lim —— flx—y)dy = f(z) q.tp.
AR TBON oo )

Este teorema sera provado mais adiante.

Corolario 2.7. Seja f € LP(R"). Entao

1 )|Pdy = t.p.
B ] o O =15 0t

Demonstragao. Como LP(R™) C L}, (R™), basta aplicar o teorema anterior para | f(y)?,

o resultado segue diretamente.
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Definicao 2.8. Seja x € R", dizemos que x ¢ um ponto de Lebesque de f quando

1 —y) — dy =0
rggl+\BO7’\/0T (@ fle)ldy

Observagao 2.9. Se x é um ponto de Lebesque e {B;}jen sequéncia de bolas tal que

oo
Bi>DByD>---DB;jD>--- e ﬂ B; = {x} (bolas nao necessariamente centradas em x)
j=1

}:ff;m / Iy (2).

entao

2.3 Desigualdades do Tipo Forte e Fraco

Estamos interessados em estudar a limitacao do operador maximal de Hardy-
Littlewood nos espagos LP, isto é, nos questionarmos quando existe uma constante C' > 0
tal que

1M fllp < ClIp,

para toda f € LP. Para p = oo, o resultado é imediato. Seja B = B(x,r), para qualquer

1 1
E/Bmywys HfHOOE/de— 1]l

M) =swp oz [ 1wl < 1

r > 0, temos

Logo,

Portanto,

1M flloe < ([ f1]oo-

Para p = 1, vimos na Proposigao 2.5 que a desigualdade nao é valida, pois se f nao
¢ identicamente nula temos M f(z) ~ |z|™" para x grande. Diante disso, nao é possivel

obter a estimativa desejada para o caso p = 1, mas podemos enfraquecer a estimativa.
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Observemos que para A > 0, temos

L Ay N

> )\/ 1dx
{z€R™; f(z)>A}

— Mz € R f(z) > A}

ou seja, [{z € R™; f(z) > A\}| <

Pergunta: Sera possivel encontrar uma constante ¢ > 0 tal que

o e m () > 2} < W

Inspirados nessa observagao definiremos um controle que chamaremos de desigualdade do

tipo fraco.

Defini¢ao 2.10. Um operadorT : V — {g : (X, n) — C mensurdveis}, V espago vetorial,

¢ dito ser sublinear se satisfaz:
(1) [T(fr + f2) (@) < |TH )|+ T fa(2)];
(i) [TAf ()] = [T f ()]
para qualquer fi, fo, f €V, € X e A e C.
Exemplo 2.11. O operador Maximal de Hardy-Littlewood € sublinear.

Demonstragao. De fato, sejam f,g € L (R") e A € C entao para qualquer z € R",

loc

temos

M(f +g)(x) = wpw|/'u+m

r>0

< sup

r>0 | By |/ (1f1+ 1g])(v)dy

= i, o g 10
= Mf(x)+ Mg().
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Ainda,

MAf)(z) = e ),

P
= AMf(z)

M |(y)dy

U
Sejam (X, u) e (Y, v) espagos com medida e T : LP(X, u) — {g mensuraveis; g :
Y — C} sublinear.

Defini¢ao 2.12. Dizemos que T' € do tipo fraco (p,q) com 1 < p,q < oo se existe uma

constante ¢ > 0 tal que

v({y € Y3ITf(y)l > A}) < (@)

para A > 0.

Definigao 2.13. Dizemos que T ¢é (p,q) forte com 1 < p,q < oo se T ¢é limitado de

LP(X,p) em LYY, v), ou seja, se existe uma constante C' > 0 tal que ||Tf||l; < C||fll,

para qualquer f € LP.
Observagao: Definimos fraco (0o, 00) simplesmente por forte (0o, 00).
Proposicao 2.14. Se T ¢ do tipo (p,q) forte entao T € do tipo fraco (p,q).

Demonstracao. Seja A > 0. Considere o conjunto Ey = {y € Y;|Tf(y)| > A}, assim

V(EA):/E < o [ sy

< Aq||Tf||q

< = cllfll

< (AWe)'

40
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Proposicao 2.15. Um exemplo de operador fraco (1,1).
Antes de apresentar a demonstracao vamos enunciar o seguinte lema.

Lema 2.16. (Lema de Recobrimento de Vitali) Seja B = {B1, B, -+ , Bx} uma cole¢ao
de bolas (abertas ou fechadas) em R™. Entao existe uma subcole¢io {B;,, Bi,, - , B, }

de bolas disjuntas de B tal que

N
U
=1

k
<3") Byl
j=1

Demonstracao. A demonstragao deste lema ¢ construtiva. Considere a bola B = B(z, 1)
de maior raio do conjunto B e defina B* = (x,3r). Todas as bolas que intersectam B
estarao contidas em B*. Chame B de B;, e remova da colegdao todas as bolas que
intersectam B;,. As bolas restantes formam uma colegdo B’, no qual repetimos este
processo, ou seja, destacamos em B’ a bola de maior raio que serd chamada de Bis.
Remova todas as bolas que a intercectam, obtendo uma nova colecao e assim repetindo
0 processo, que acabard apds k passos (quantidade finita de bolas), teremos k bolas

disjuntas. Como toda bola B; estd contida em uma B e |B; | = 3"|B;;| segue

N
Us
=1

K K
< Z |B;| = 3”2 | Bi; |-
=1 1

j=

|

Demonstracao do Proposigao 2.15. Vamos utilizar o lema para mostrar que M f é
fraco (1,1).

Seja f € L'(R") mensurdvel e E\ = {y € Y : |[Mf(y)] > A\}. Notemos que o

conjunto E\ é um aberto, pois Ey = |[M f|7']\, +o00[ e a aplicacio

1

(z,7) =
|B<I7T)| B(z,r)

|f(y)|dy := g(x,7)

é continua em R"x]0, +00[. De fato, suponhamos que (z,,r,) — (zo, 7o) quando n — oo

e mostremos que g(x,,r,) — (2o, 70), UMa Vez que XB(a, r,) — XB(zoro) PONtUalmente e
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X B(zn,r) € limitada em norma L', segue do Teorema da Convergéncia Dominada

1 1
L F)ldy — ——— / F)ldy.
|B(xn7 Tn)| B(zn,mn) ’B(x(]? TO)‘ B(zo,r0)

Portanto, a aplicagdo g é continua em R"x]0, +00[ e consequentemente, M é continua.

Consideremos x € F), assim existe uma bola B, centrada em x tal que

1
|B| J,

[f(y)ldy > X

pois F\ é aberto. Logo,
1
Bl <5 [ 15wy
By

Seja K C F\, compacto. Observemos que K C U B,, sendo este compacto podemos

IGE/\
extrair uma subcobertura finita de bolas disjuntas

N
Kcl|JB.

=1

Pelo lema anterior, existem B;,, B;,,--- , B;, disjuntas tal que

K| <

N
Uz
=1

k
SWEJ&A
j=1
3"
< — d
_A;LVWy

37’L
=74k&wmw

J=1""

3n
<5 [ 1w

3n
= S0l

Como |E,| = sup{|K|; K C E) com K compacto} ja que a medida de Lebesgue é regular
3TL
e |Fy\| < THle’ segue que M f é fraco (1,1).
U

Definicao 2.17. Seja {1;}i~0 uma familia de operadores lineares definidos em LP(X, ).
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Definimos

T"f(x) = sup [Tpf ()]

t>0

chamado de operador maximal associado a familia T;.

Exemplo 2.18. Seja ¢, uma aproximagao da identidade. Entao T, f(x) = ¢y* f(x) define

uma familia de operadores associado a familia T.

Teorema 2.19. Se T* (definido como acima) € fraco (p,q) entdo o conjunto

A={fe "X, p); lmTif(z) = f(z) qt.p}

¢ fechado em LP(X, ).

Demonstracao. Seja {f,}nen € A tal que f,, — f em LP, ou equivalentemente, ||f, —

fll, = 0. Mostremos que f € A. Como f, € A para todo n € N, vale que
i T fu(2) = fuls) gt
Analisemos a medida do seguinte conjunto
Ey={ze XQ}H% sup |T3f (z) — f(z)] > A},
Somando e subtraindo f,, e usando a desigualdade triangular temos
Tif (x) = f(2)] < [Ti(fu — [)(@) = (fo = ) @) + [Tefnl(2) = fulz)].

Com a observacao acima podemos separar o conjunto na seguinte uniao

{z € X;tli_{g sup |Tif(z)—f(x)| > A} C {z € X;}i_}rg sup | Ty (fn—f)(x)=(fu—f)(z)] > A/2}U

{z € X;}i_}rg sup | T3 (fn — fu)(2)| > A/2}.

Entretanto,

(o€ X sup 10, — fulo)] > 3/2}) =0
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pois, por hipétese, f, € A, ou seja, 1tlir}tq Tifu(z) = fu(z) q.t.p.
—1t0

Assim, como T* f(x) = sup,. |T:f(x)| e T* é fraco (p, q), segue

u ({rv € X; lim sup [T, f(z) — f(w)| > /\}) < p({reX;

lim sup |Ti(fo = f)(@) = (fa = (@) > A})

< p{r e X5 |T7(fu = @) > A/2}) +
p{z e X5 (fn = f)@)] > A/2})

< pl{e e XTI (fu = (@) > A/2})

<

2|l fn = fllb\* | (20 = fllp )"
() ()

Por hipotese, f, — f em LP, segue que £\ — 0 com A uniforme. Para concluir a

demonstracao, consideremos \ = % com k € N e notemos que

Eo=JEBs = nB) < ulEr)=o.

k

Assim,

n({z € X; lim sup |T2 f(2) — f(2)| > 0}) = 0

o que implica, tlir? Tif(x) = f(x) q.t.p . Portanto, A é fechado.
—lo

Vamos agora demonstrar o principal resultado deste secao.
Demonstragdo do Teorema 2.6. Vamos supor f € L'(R") e f > 0, caso contrdrio
escrevamos f = f* — f~ com f*,f~ > 0 no qual f*(z) = f(2)X{wern;f)>0 € f(z) =
—f(T)X{zerr;f(z)<0}- No caso em que f seja complexo escrevamos f = Ref +ilmf.
1° caso: f é continua.

Fixado B(0,r) temos que f é uniformemente continua em W,T), ou seja, dado
£ > 0 existe § > 0 tal que |y| < 0 entdo |f(z —y) — f(z)| < e para todo = € B(0,7).

Considere 1o = min{d,r} assim, se s < ro para qualquer y € B(0,s) temos que

[f(z—y) = flz)] <e
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Portanto,

‘1303\/03 o ‘f”)dy' |BOS|/OS (¢ —y) = fla)ldy < =

2° caso: f e L'(R").

Para cada r > 0 defina

1
T.1(@) = T /B R

Pelo Teorema 2.19 aplicado a p = 1 temos que o conjunto

A={fe }®) lmTf()= /@) gt}

é fechado em L'(R"). Como o conjunto das fungoes continuas estd contido em A que é
denso e fechado em L!(R"), assim o resultado segue para f € L'(R").
Agora se f € L}, (R™). Considere a familia Q = {Q;}; de cubos de tamanho 1 de

R™ abertos a direita com vértices em Z". Como os cubos sao disjuntos, temos
o o
f= ZfXQj = ijv
j=1 j=1

no qual cada f; € L'(R™), pois / If;] < / | f] < 0.
R~ Q;

Pelo 2° caso, temos

| —y)dy =
T%‘BOT‘/O'F) 7= y)dy = J;(@)

em que R™\ E; tal que |E;| = 0.

Defina £ = J;Z, Ej, temos

lim fle —y)dy = f(x)
r—0 B(0,r)
com € R"\E. Além disso, |E| <> |E;| = 0. ]
j=1
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2.4 Teorema de Interpolacao

Vamos mostrar nessa secao que o operador maximal de Hardy-Littlewood é um
operador limitado em L” para 1 < p < oo como consequéncia de um resultado bastante

util chamado Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz.

Definicao 2.20. Se f ¢ uma fungcao mensurdavel de X em C, definimos sua fungao dis-

tribuicao we(A\) em [0, +00) como
W) = (€ X |f(@)] > AD).

Exemplo 2.21. A funcdo distribuicio da funcio f(z) = 2 éws(N) = |S”_1|/\7%.

R

De fato, {z € R™; # >\ ={z e R™ (%)% > |z|}, e a medida deste dltimo conjunto é
igual a medida da bola B(0, )f%).
O

Com a definigdo precedente as normas em LP(R™), para 1 < p < oo, ficam com-

pletamente determinadas pela funcao distribuicao. De fato, pelo Teorema de Fubini,

obtém-se:
| f(2)] )
1l = | 1f(@)Pdz = / / PN
R™ n Jo

:P/ Ap_l(/ dx)d)\
0 |f(z)[>A

zp/ /\p_lwf()\)d/\.
0

Portanto,

111, = (p / ) Aplwfu)dA)’l’ . 2.2)

Proposigao 2.22. Seja f uma fungao mensurdvel de X em C. Suponhamos ¢ : [0, +00) —

[0, 4+00) diferencidvel, crescente e tal que ¢(0) = 0 entdo

/X 6 (11 (2)]) da = / " (N (N,
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Demonstragao.

[otsna = [ ( / f(x)'cb'(m) "

= / ( / ¢’()\)X{w€X;|f(w)|>A}(x)d)‘) dx
X 0

= / ¢'(A) ( / X{weX;f(z)>A}(37)d37> dA
0 X

_ / SO0 € X3 1f(2)] > ApdA
_ /OOO & (Nwp(\)dA.

Teorema 2.23. (Teorema de Interpolagcao de Marcinkiewicz) Dados (X, u) e
(Y,v) espacos de medida com 1 < py < p; < 0o eT um operador sublinear de LP°(X, uu)+
LP (X, 1) no conjunto das fungoes mensurdveis definidas em Y. Se T € do tipo fraco

(o, po) € fraco (p1,p1) entao T € do tipo forte para todo py < p < p.

Antes de comecarmos a demonstracao, vamos esclarecer alguns conceitos.
Definimos LP° + LP' como sendo o conjunto das funcoes f tais que f = fy + f1 no

qual fy pertence a LP° e f; pertence a LP'. Ainda, uma norma neste espaco é dado por

il = int (ol + 11111}

Demonstracao. A ideia inicial consiste em escrever como soma de duas funcoes (§
s 0
1 de modo que pertengam a LPoe [Pt respectivamente.

Sejapo <p <p1, f € LP(X) e A > 0. Defina

fo(z) = f('r)X{:JcEX:\f(x)bc)\}

fl(x) = f(x)X{meX:\f(x)|§cA}7

no qual ¢ é uma constante positiva a ser determinada. Claramente, f = fy + fi.

Afirmagao: fy € LPo.
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Note que {xEX:]f(a:)\>c)\}:{a:EX:%f)‘>1}equep—pg>0, assim

/\fo(a:)!mda::/ | f(2)|Po1da
X {zex: L1y

< [ 1 (@ ) .

N /X @)z < oo,

pois f € LP.
Afirmacao: f; € LP.

Observemos {z € X : |f(z)| < cA}={zr € X : ‘fc(f)l <1} eque p—p; <0, logo

/ |fi(@)[" de = / | |f ()P 1da
X {eex: U@DI<1y

< [ 1t (@ ) )

= (c)\)plp/x |f(z)Pdx < oc.

pois f € LP.

Observemos que o conjunto {x € X;|Tf(x)| > A} estd contido na seguinte uniao
{z € X5 [Tfo(x)] = A/2} U{x € X5|T fi(x)] = A/2}.
De fato, notemos que se z € X, ¢é tal que
ITfo(x)] <AN2 e |Tfi(z)] <A/2,

entao

A<|Tf(@)| =T (fo+ f)(@)] < [T folx)| +|Tfi(z)] = A
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Contradicao. Assim,

wry(A) = p({z € X;|Tf(x)| > A})
< p({r e X5 |Tfo(x)| = A/2}) + p({z € X; (T fo(x)| > A/2})

= wrp(A2) +wrp (A/2).

Dividamos a demonstracao em dois casos.
1° caso: p; = o0o. Escolhamos ¢ = 55 O qual a ¢é tal que ||Tf]|s < a||f|lo para toda
a
f € L>. Mostraremos que wry, (A/2) = 0.

Segue da definicao que

A
|fi(@)] = [f(2)X{zexif@)<ent] < cA = %"

Assim,
a\ A
T o < o S =2
ITAle < allfille < 2 = 2

Deste modo,

Tfi(@)] < ||ITfillee < A/2

para todo v q.t.p € X. Logo,
wry,(A2) =p{z e X |Tfi(z) > \/2}) =0. (2.3)

Por hipétese, T' é fraco (pg, po), ou seja, existe um ¢ > 0 tal que

or /D < (SlAlln) (2.4)
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Finalmente, da igualdade (2.2) e das desigualdades (2.3), (2.3) e (2.4), temos

HTfHZEEP]C N Loy, (A/2) dA

</ v*%(/ uuwwﬁdx
{zeX:|f(z)|>cA}

0

1f(z)]
< [P0 ¢
< Qﬂ>|<l
< ) |Pdx
Néu<nd

S -

)\p_l_pod)\> dx

2° caso: p; < o0

Como wrf(A) = p({x € X : |[Tf(z)| > A}) sabemos que
wry(A) Swrp(A/2) + wrp (A/2).

Além disso, por hipétese, T' é fraco (po, po) e fraco (p1,p1) sendo assim, vale:

wrpy(M2) < (%)p Jwrp(A/2) < (%)p (2.5)

20
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Seguem pelas estimativas (2.2),(2.5) e pelo Teorema de Fubini

TR = /wmw

< p/ AP~ waO()\/Z)d/\+p/ N wor e (A/2)dA

< p(2¢0)” / )\ppol/ | fo(z)[PodxdA
0 b

+ p(2¢1)” / /\p_pl_l/ | f1(2)|PrdxdA
b

< / )\pp°1/ |f(x)[P°dzd\
0 {zeX:|f(z)|>cA}

+ / APTPi— 1/ |f(x)[Prdxd\
zeX:|f(z)|<cA}

|f (@)

< /U|me
¢ [ ( [ Ap-m—ldg s

)\p_po_ld)\> dx

c

[ir@mis@pd+ [ (s s

S A1

N

Exemplo 2.24. Como o operador mazimal de Hardy-Littlewood fraco (1,1) e forte (00, 00),
seque como consequéncia do Teorema de Interpolagcao de Marcinkiewicz que o operador

mazximal é forte (p,p) para 1 < p < 00, isto €, existe uma constante C > 0 tal que

IMfllp < ClIfll,  Vf el
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CAPITULO 3

ESPACOS DE SOBOLEV W1L(RN)

Em 1930, Sobolev! introduziu o conjunto das funcoes no espaco de Lebesgue LP
com derivadas em LP, espaco este que recebeu seu nome, a saber Espacos de Sobolev. Os
espacos de Sobolev tornaram-se muito importantes no desenvolvimento de diversas areas
da Anélise, principalmente, em Equagoes Diferenciais Parciais.

Neste capitulo faremos uma breve introducao a Teoria dos espacos de Sobolev no
intuito de estabelecer as principais propriedades que serao utilizadas no capitulo posterior.
Veremos alguns resultados gerais, dentre eles a Desigualdade Classica de Poincaré e a
Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg. Este capitulo foi baseado nas referéncias

[1], [7], [21] e [22].

3.1 Introducgao aos Espagos de Sobolev W1?(R")

Inicialmente vamos recapitular alguns conceitos. Vimos no Capitulo 1 que se

u € D'(R") e @« € N* multi-indice entao a derivada distribucional de u é definida por

<@au’ @) = (_1)\a|<u7 @a<’0>7

1Sergei Lvovich Sobolev (1908 - 1989) matemético russo, introduziu os espacos de Sobolev, bem como
fungoes generalizadas.
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para qualquer ¢ € C°(R™) e portanto defini uma distribuigdo. Vimos também que se

u € L}, (R™) entdao podemos identifica-la como uma distribuicao T, € D'(R™) dada por

para ¢ € C*(R"). Além disso, no Exemplo 1.35 calculamos a derivada distribucional
da fungao Heaviside Hy € L} (R™) e vimos que a derivada de Hy é a distribuigao Delta

loc

de Dirac que nao pertence a L (R™). Mostramos que nao existe nenhuma fungao f €

Ll

1 (R™) que satisfaga

(6o, ) = / f(@)p(x)de,

para qualquer ¢ € C2°(R"). Com isso, dado u € L}, (R"™), pode ou nio existir uma funcao

v e L (R") tal que

loc

[ u@orp@is = (- [ v@)pis
para qualquer ¢ € C°(R™).
Justificados por tais observagoes formalizemos o conceito de derivada fraca.

Definigao 3.1. Seja u € L} (R") e a € N" multi-indice. Dizemos que uma fung¢ao

v € L,.(R") € a a-ésima derivada fraca de u quando

| u@ost@yts = (-0 [ vwpota)ds
para qualquer ¢ € C°(R™).
Comumente escrevemos v = 0*u.
Proposicao 3.2. Se a derivada fraca existe entao ela € unica.

Demonstragao. De fato, suponhamos que existam v; e vy € L}, (R™) satisfazendo

[ u@arotits = (-1 [ w@owis = (-0 [ w(ods

n

23
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para toda ¢ € C2°(R"). Entao

/n(vl — ) (z)p(x)dr =0 = /n 0¢(z)dx

para toda ¢ € C2°(R™). Assim, pela Proposicao 1.34 segue que v; —vy = 0 ou seja, v; = vq

q.t.p.

Exemplo 3.3. Sejam n =1, Q = (0,2). Considere

r, se O0<z<1,
u(zx) =
1, se 1<ax<?2.

Essa func¢ao nao possui derivada no sentido cldssico em ), mas possui derivada no sentido

fraco.

Defina
1, se O0<z<1,

0, se 1<z<?2.

Afirmacgao: v = v no sentido fraco.

De fato, seja ¢ € C°(2) entao

/0 2u(x)gz§’(x)dm = /0 1u(arr)cb’(ac)+ /1 2u(rv)¢’<fv>dfv
-/ (o) + /lzd)’(x)dx
_ (¢<1>— / 1 ¢<x>dx) +6(2) — 6(1)
= [ o= [ owrotes

Exemplo 3.4. Sejam n =1, Q = (0,2). Considere

r, se O<zx<1,

2, se l<ao<?2

54



3.1. Introducgao aos Espagos de Sobolev W!?(R") 55

Afirmacgao: A func¢ao u nao possui derivada fraca.

Seja ¢ € C°(Q) e suponhamos (por absurdo) que exista v € L} () tal que

loc

/0 " () () = — /O ()6 (x)ds
para toda ¢ € C(Q). Entéio
/0 (@) () = /0 ) () + /1 () ()
_ /0 e () + /1 90/ ()da

— o) - / o)z + 26(0) — 26(1)

= o)~ [ oy

Dessa forma, deveriamos ter,

| @t =)+ [ otyie (3.1)

para toda ¢ € C°(R") o que ¢é impossivel. De fato, considere uma fungao ¢ € C°(f2)
tal que 0 < ¢ < 1 e ¢ = 1 numa vizinhanca de K C Q com K compacto (veja [19] p.
7). Consideremos K = {1} ¢ Q,, = (1 — 1/m,1+ 1/m) com m € N. Assim, é possivel
construir uma sequéncia {@., tmen tal que ¢,,(1) = 1, |¢,,| < 1 para qualquer m € N e

Om — 0 quando m — oo para x # 1. Substituindo ¢ por ¢,, na igualdade (3.1), temos

/02v(:c)¢m(x)dx = (1) + /01 ()

Como ¢, sao fungdes integraveis, pois ¢, € CX(Q), ¢ — 0 q.t.p e |dm| < 1, pelo

Teorema de Convergéncia Dominada, segue que

1
/ ¢Om(z)dz — 0.
0
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Assim,

0= lim [ o(@)on(x)de = lim. (¢m(1)+/01 gbm(x)dx> 1,

m—00 0 m—r

Absurdo.
O

Definigao 3.5. Seja 1 < p < co. Os espagos de Sobolev WHP(R™) consistem de todas as
fungoes f € LP(R™) tais que existe a i-ésima deriwada fraca O, f € LP(R™) para qualquer
i=1,2--n.

Além disso, definimos o espaco I/Vli’f(R”) como sendo o espaco das funcoes f €

p
loc

LP

loc

1,2, ,n.

(R™) tais que existe a i-ésima derivada fraca O, f € L (R™) para qualquer i =

Notemos que podemos escrever os espagos de Sobolev W1?(R™), como
WHP(R") = {f € L'(R"); Vf € L'(R")},

no qual Vf = (axlfv axzfa e 7a$nf)
Sejam 1 < p < oo e f € W'P(R"). Uma norma para o espago W'P(R") é dada

por

111 = 11l + D 110,11,
i=1

ou equivalentemente,

A e = 11 + [TV £l

no qual ||g[loc = €sssup,egn |g(2)]

3.2 Propriedades dos Espagos W!?(R")

Vejamos algumas propriedades dos espagos W1P(R™).
Proposigao 3.6. W'?(R") é um espago de Banach para 1 < p < oco.

Demonstragao. Seja {f,}neny uma sequéncia de Cauchy em W1P(R™) entdo existe um
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no € N tal que para qualquer m,n > ng temos

1 fo = finllip < e
Pela defini¢ao do espago W1P(R") segue
Hamzfn - aa:%mep < g, para todo 7 = 17 27 e, N,

ou seja, Jy, fr, ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(R™), sendo LP(R™) completo existem f
e g;, ambas pertencentes a LP(R"), tais que f,, = f e O, f, — ¢; na norma LP(R"), para
todo ¢ =1,2,--- ,n. Resta mostrar que g; é a i-ésima derivada fraca de f.

Como f, € WHP(R") vale

[ h@oads = (1) [ (@)@,

para qualquer ¢ € C°(R").
Afirmagao 1: fo(2)0p,0(x)dr — | f(x)0y,¢(x)dz.
R?’L

R

De fato, usando a Desigualdade de Holder e a hipotese de que f,, — f, temos

fn(x)8x1¢($)d:£ - f(x)azﬁb(x)dx

R Rn

IN

| = J1(@)[0n, 0(2) di|

R

[ fn = Fllpl|0x; ¢

IN

lq = 0,

noqualg—lj—i-%:l.

Afirmacao 2: / (O fr)(@)p(x)dr — | gi(z)d(x)dw.

n Rn
De fato, novamente pela Desigualdade de Hélder e a hipdtese de que f, — g;,

temos

< |(Or; ) (2)0(x) — gi(2)]| () |d

Rn

||a:vzfn - ginHQqu — 0,

| @ut)@ois - [ g

IN

noqual%—i-é:l.
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Assim, para qualquer ¢ € C°(R") ei=1,2,--- ,n, temos

1) [ go=lm (1) [ @upo=lm [ 500 = [ F0.0)

n—oo

Portanto, g; é a i—ésima derivada fraca de f, donde concluimos que W'?(R™) é um espago
de Banach.
[ |

Teorema 3.7. Seja f € WYP(R") entao supp(0.,f) C supp(f) para qualquer i =

Demonstracao. Seja {O,;},c; a familia de todos os subconjuntos abertos O; do R"
tais que f = 0 em quase todo ponto de ;. Podemos ver o suporte da fungao f como
sendo o conjunto R"\O no qual O = U,;c;0; (notemos que esta definigdo é equivalente
a definigdo de suporte que apresentamos no Capitulo 1, pois se zg ¢ suppf < f(x) =
0 em uma vizinhanca de zy < xy € O; para algum j < zo € UO; < 9 ¢ R"\O). O
teorema segue se mostrarmos que 0,,f = 0 para qualquer j € J, com i = 1,2,--- ,n.

Para qualquer ¢ € C2°(0;), temos

[ @un@ods= | f@)o,ole)ds =0 gtpem O,
0; 0;

J

Pela Proposicao 1.34, segue 0., f = 0 q.t.p em O;.
[ |

Teorema 3.8. Seja f € WIP(R™) para1l < p < oo entdo existe uma sequéncia {@m bmen C
WP 0 C®(R™) tal que @, — f em WIP(R™) quando m — oo. Em outras palavras,

WP N C®(R") € denso em WHP(R™).

Demonstragao. Sejam f € W'P(R") com 1 < p < oo e ¢ € C*(R") uma funcao
positiva com [ ¢(z)dz = 1. Tal como fizemos em (2.1), para cada ¢ > 0 definamos uma
aproximacao da identidade dada por

Pe() = i@ (E) :

en 9
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Consideremos a seguinte convolugao

fa::SOE*f-

Afirmagao. f. € C*NWP(R").
Uma vez que ¢ € CX(R") temos f. € C*(R"). Resta provarmos que f. €

WhP(R"). De fato, pela Desigualdade de Young, temos

1 F=llp = llpe * Fllp < llpellall fllp < oo

Pelo Teorema 1.45, para todo i = 1,2, ,n segue

axife = 8301-@5 * f = Qe ¥ aﬂfzf

Assim, novamente aplicando a Desigualdade de Young, temos

||8acif€Hp = e * a$if||p < ||90€||1||azif||p < 0.

Logo, f. e 0., f- € LP(R™), o que conclui a afirmagao.
Mostremos agora que C*° N WH?(R™) é denso em WP(R™). Pelo Teorema 2.2,

dado que f e 0,,f € LP(R") temos

fe =@ *x f — f em norma LP(R"),

analogamente,

Op, fe = e % Oy, f — Oy, f em norma LP(R").

Portanto, C* N WYP(R™) é denso em W1P(R").

Teorema 3.9. C°(R"™) € denso em W1P(R™).

Demonstracao. Pelo Teorema anterior basta provarmos que C2°(R™) é denso em C* N
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WhP(R"). Dado u € C* N W'P(R™) queremos encontrar u,, € C°(R") tal que
||y, — ||, — O.

Fixemos ¢ € C°(B(0,2)) tal que 0 < ¢ <1e 1 =1se |z| < 1. Para cada m >0

definamos

Notemos que u,, € suave, pois ¥ e u o0 sao e o produto de funcgoes suave é suave. Além
disso, como ¥ possui suporte compacto na bola B(0,2) segue que u,, possui suporte
compacto na bola B(0,2m).

Vamos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada para mostrarmos que u,,
converge para v em norma LP(R™).

Primeiramente u,, converge para u q.t.p. De fato, fixado x € R", temos

|(tm = u)(@)] = [¢(z/m)u(z) — u(z)| =0,

uma vez que,

lim ¢ (z/m) = (0) = 1.

m—00

Além disso, |u,,| é dominada, em quase todo ponto, por uma fungao em LP(R"),
pois

|t ()] = [¢(z/m)u(z)| < |u(z)],

e u € LP(R™). Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada ||u,, — u||, — 0.

Proposigao 3.10. WHP(R") é um espago separdvel para 1 < p < co.

Demonstragao. Considere a aplicagao T : WHP(R™) — LP(R™) x LP(R") x --- x LP(R")
n+1‘:/ezes

tal que
f'—> (faa:mfv"' 7axnf)
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Sabemos que a norma no espaco cartesiano de LP é dada por

T fllzrxxre = [ Fllp + 1102y fllp + - -+ + {10z, Fllp-

Logo, [|Tf||zex-xrr = ||fl|1p, ou seja, T é uma isometria.

Como LP(R™) é separavel para 1 < p < 0o, 0 espago LP(R"™) x LP(R™) x - - - x LP(R")
também é separdvel. Além disso, T(W1P(R™)) é um subespago de LP(R") x LP(R™) X - - - x
LP(R™), assim temos que T(WHP(R™)) é separdvel, logo possui um subconjunto denso e
enumeravel X, considerando a pré-imagem de X, uma vez que T' é um isometria, temos
um subconjunto denso e enumerdvel em W'P(R™), donde concluimos que W1P(R") ¢

separavel para 1 < p < oo.

Proposigao 3.11. WHP(R") é um espago reflexivo para 1 < p < oc.

Demonstragao. Considere a aplicagao T : W'P(R™) — LP(R™) x LP(R") x --- x LP(R")

-—
n+1 vezes

tal que
f'_) (f?aémfv"' 7aa€nf)'

Sabemos que a norma no espaco cartesiano de LP é dada por

T flzoscr = [[flp + 1100y fllp + - - 4 {10, f]p-

Logo, || T f|lzex--xre = ||f||1p, ou seja, T é uma isometria.

Como LP(R™) é reflexivo para 1 < p < 00, 0 espago LP(R™) x LP(R") x - - - x LP(R")
também é reflexivo. Além disso, como T' é uma isometria e W1P(R") é Banach, segue que
T(WHP(R™)) é um subespaco de LP(R™) x LP(R"™) x --- x LP(R"), temos T(W1P(R")) é
reflexivo. Considerando a aplicacdo T : W'P(R") — T(WP(R")) que é uma aplicacio
bijetora e fechada, portanto, dado que T(W1P(R")) é reflexivo, concluimos que WP (R")

é reflexivo.
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3.3. Desigualdades de Sobolev 62

3.3 Desigualdades de Sobolev

As desigualdades de Sobolev desempenham um papel extremamente importante
na teoria de Equagoes Diferenciais Parciais. Existe um grande nimero de desigualdades

relacionadas a este espago, apresentaremos apenas algumas que serao usadas adiante.

Definicao 3.12. Para 1 < p < n defina

1

= " -
n—p p p
no qual p* € chamado de expoente conjugado de Sobolev.

Teorema 3.13. (Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 < p < n.

Entao existe uma constante C' > 0, que depende de n e p tal que

p < ClIV I,
para toda f € C°(R").
Demonstragao. Primeiro consideraremos p = 1. Neste caso p* = 5. Como [ tem
suporte compacto, para cada 1 =1,2,--- ;n e x € R”, temos

f(iU) = / ayif(»Tl, Ty i1, Yiy L1, 7xn)dyi-

—00

Assim,

f@)] < / 0y f (01 g )l

Consequentemente,

1

n 00 1
(RS H (/ 0y, f (1, Ti1, Yis Tigr, - 7$n)’dyi) .

Para simplificar a notacao, daqui em diante nesta demonstracao, a menos que

deixemos explicito outro intervalo de integracao, a integral varia de —oo a oo.
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3.3. Desigualdades de Sobolev 63

Agora, integrando em relacao a 1, segue que

/\f(x)\"ildﬂ?l < /ilj(/’ayif(xlf" s i1y Yir Tig1, - awn)\dyi)nlldﬂh
([0t coian) ™ [H ([ 10usn ,xn>|dyi)”‘1] o
o) (s

Definamos g; = ( [0y, f dyl) . Temos que g; € L"1(R), pois

/g[‘lda;i = /(/\ )nldml
= //|8yif|dyidx1<oo.

a 1ltima passagem segue do fato de 9, f € L'(R"), entao pelo Teorema de Fubini temos

dyi) " dxy.

que cada integral iterada é finita.

Assim, aplicando a Desigualdade de Holder generalizada para p; = n — 1, temos

[ < ([, f|dy1> ( | 1.t

Agora, integrando em relagao a o, vemos que

e

dxldyz) .

1
—1

/(/!aylf!dyl)nil (ﬁ//‘ayiﬂdxldyi)”d@
_ (//faygf!dazldyQ) / 11 (//lé’yif\dxldyi)'ildxz,

i=1,i2
Novamente aplicando a Desigualdade de Holder generalizada para p; = n — 1, obtemos

IN

_n_
n—1 dl‘ldlCQ

1

1 dayday < ( I/ !8y2f|dx1dy2) " ( I/ \3y1f|d3/1d372> T x
1/ i)
=3

2

17
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Repetindo esse processo para 3, x4, - ,T,, teremos

[ @l < [[(// /raxlfdxl ) -
(L

|dx) (3.2)

ou seja, B
1l = ([ W@ian) © < [ 9 s@la
Rn Rn
Portanto,
Al 2y < IV AL
Se 1 < p < n entdo p* = &. Aplicando em (3.2) g := [f|7 com 7 > 1 a ser

escolhido. Pela Desigualdade de Holder para -t e p, temos

n—1 n—1

([ atwtar) ™ = ([ |f<:c>ri"1das)

=< V() dx
R

= 7| @)V f(2)ld
R

7( |f(9:)|(”‘”fldx>p ( IVf(x)|pda:)p.
R” R™

<
Escolhendo —— — (v—1) b implica v = p(n i) > 1. Como 2=t — =1 — 2o — gy
n—1 p—1 (n —p) n P np
concluimos N )
( |f(93)|””ppdx) U< c( IVf(x)Ipdx)p.
R™ Rn
Portanto,

p < ClIV .

[ |
Observacgao: Usando argumento de densidade é possivel estender a Desigualdade de
Sobolev-Gagliardo-Nirenberg para qualquer fungao f € WP(R"). Seja f € WIP(R™).

Como C2°(R™) é denso em W'?(R™) basta considerar { f, },eny uma sequéncia em C'°(R™)
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tal que f,, converge para f em norma W1?(R"). Pela Teorema 3.13 vale que

g

p* < Cvaan-

Como f,, converge para f em norma W1P(R") temos ||V f,||, converge para ||V f]|, quando
n — oo. Por outro lado, {f,} é uma sequéncia de Cauchy em LP" (R"), sendo este completo

entdo f, converge para g em LP (R"), uma vez que f, converge para f, pela unicidade do

limite f = g, segue que ||f,||,+ converge para ||f||, quando n — oo.

Corolario 3.14. Seja 1 < p < n. Entdo existe uma constante C' > 0 que depende den e
p tal que
1

p* < C||f||1,pv
para qualquer f € W1P(R™).

Demonstracao. O resultado segue da Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e

do Teorema 3.9.

Teorema 3.15. (Desigualdade Cldssica de Poincaré) Seja 1 < p < oco. Entdo

existe uma constante C' > 0, que depende de n e p, tal que

3[;5|u—u3| <Cr :,[;?|Vu|,

para qualquer u € WHP(R™), no qual B é uma bola qualquer do R™ com raior >0 e

up = ﬁ /B u(y)dy = f u(y)dy

A demonstracao sera realizada no proximo capitulo.
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CAPITULO 4

UMA NOVA CARACTERIZACAO DOS
ESPACOS DE SOBOLEV

O objetivo deste capitulo é fornecer uma nova caracterizacao do espaco de Sobolev
WHL(R") que nao envolva derivadas e também dar um nova demonstragao para a carac-
terizagao dos espagos de Sobolev W1P(R") em termos da desigualdade de Poincaré. Mais
especificamente, é dedicado a provar o teorema que segue logo adiante. Este capitulo foi
baseado nas referéncias [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16] e [18].

Usaremos up para indicar a média da funcao em uma bola B qualquer do R™ de

raio r > 0, em outras palavras,

un = g7 [ o)y = f utw)ay.

Denotamos por My f a fungao maximal de Hardy-Littlewood restrita para R > 0, ou seja,

Mpgf(z) =sup
R ( ) r<R |Br’ B,

[f(y)ldy,

no qual B, = B(z,r) parax € R"er < R .

A notagao f < g significa que existe uma constante ¢ > 0 tal que f(z) < cg(z)

66



4.1. Caracterizagao dos Espagos W!*(R") 67

para todo z € R™. Dizemos que é f ~ g, se f < ge g < f, ou seja, existem constantes
c1,09 > 0 tais que ci1g(z) < f(x) < cog(x) para todo z € R™. E vale relembrar que
a abreviatura q.t.p neste contexto significa que tal propriedade é valida salvo em um

conjunto de medida de Lebesgue nula.

4.1 Caracterizagao dos Espagos W!*(R")

O primeiro resultado apresenta uma desigualdade envolvendo a fungao maximal

de Hardy-Littlewood restrita, que sera usada com frequéncia durante o texto.
Teorema 4.1. Seja o > 1. Seu € WHP(R") para 1 < p < co entdo existe uma constante
C, que depende de n e o, tal que
lu(r) —u(y)| < Clr — y|(M0|m—y||vu|(x) + Malw—yllvu’(y))- (4.1)
Para demonstrarmos esse teorema precisaremos de dois lemas que serao enunciados
e provados logo a seguir. O préximo lema pode ser encontrado em [9] p. 154.
Lema 4.2. Sejam € um conjunto aberto, limitado e convexo do R™ e d o diametro de €.

Suponha que u € WHH(Q), entao

dn
() — ug] < / &~y Vuly)ldy gtp em 9,
n]S\ Q

no qual S € um subconjunto mensurdvel de € tal que |S| > 0.

Demonstragao. Mostraremos, primeiramente, o lema para u € W' N CY(Q). Sejam
xr € Qey € S para qualquer S C ) mensuravel, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

temos

|lz—yl
u(z) —u(y) = —/0 Oru(x + rw)dr,
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68

no qual w = ﬁ Integrando com respeito a y, obtemos

1
) —us = u(e) = / u(y)dy

- @ / fu) — u(y)ldy

= _|—;‘/S (/Olzyl Opu(z —H"w)dr) dy.

Defina

|0yu(z)], se xe€Q,
V() =
0, se x¢ Q.

lu(z) — ug| < %/5 </OOO V(x+ 'r’w)dr) dy.

Logo,

Seja d = diam 2. Notemos que se v := x + rw entdo [v — z| = r. Fixado z €

estamos interessados apenas nos pontos v tais que |v — x| = r < d, pois caso contrério, se

v ¢  temos V(z + rw) = 0. Dessa forma,

%/5 (/Ooo V(x+rw)dr> dy
1

< = (/ V(z+ rw)dr) dy
|S’ |lz—yl<d 0

IN

ju(z) — us|

Chamando z = x — y e passando para coordenadas polares, temos

IN

s L v(erg)e)
u(x) —u — Vie+r— |dr)dz
ule) —usl < 1 |z|<d(o B

_ |_;| - [/Od (/OOO V(x+m)dr) pn_ldp} dio.

no qual z = pw.

Notemos que |@| = 1, ou seja, nao depende do raio. Pelo Teorema de Fubini,
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temos

\M@—uﬂféK%Am(LﬂV@+HWM)W(A%WWQ
I

= Vix +rao)do ) dr.
n|S| Jo </|5J|1 ( ) )

Afirmacao: / (/ V(e + T@)d@) dr < |z — y|' " Vu(y)|dy.
0 5]=1 R"

De fato,

[z =yl Mouy)ldy = | e =yl V(ydy = | 2TV (e + 2)dz

R™ R™ R™

Fazendo a mudanga para coordenadas polares, temos

|27V (24-2)dz = / / Y (z4r@) e Hdrdo = / ( Viz+ T@)d@> dr.
Rn 0 Jal=1 0 |ol=1

Afirmacao: |0,u(y)| < |Vu(y)|.
De fato, fazendo mudanga para coordenadas polares, seja y = rw com |w| = 1,

temos

u(y) = a(r,w).

Assim,
|0 (r, w)| = [Oru(y)] = [Vu- 0, (y)| = [Vu- 0,(rw)| = [Vu - w| < |[Vullw] = [Vul.
Pela desigualdade provada na afirmacao acima, concluimos que vale a desigualdade

/ooo (/QZIV(“ Wd@) dr < /Q o =y | Vu(y)|dy.

Por conseguinte, o lema é vélido para u € WhH N CY(Q), ou seja,

dn
_ < o 1-n )
ute) = us| < 1z [ o=yl ITulw)ldy
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Agora mostraremos para u € W'(Q). Pelo Teorema 3.8 existem {uy}reny €
Whli N C>=(Q) tal que uy, — u converge para zero quando k — oo na norma Wh(Q), ou
seja,

||uk—u||1—>0 e ||V(uk—u)||1—>0

Como uy, € W1 N CH(Q) para qualquer k € N, sabemos que

|un(z) = (ur)s| <

dr .
v dy q.t.p. em Q.
n,5|/9\x y| " Vu(y)|dy  q.t.p. em

Mostremos que o lado esquerdo da desigualdade converge q.t.p. para |u — ug| quando

k — oo . De fato,

luk — (ur)s| — Ju—us|] < fup — (ur)s — (v — ug)|
< ugp —uf + [(up)s — (u)s]
1
< |Uk—ul+m|”uk—uH1.

Passando a uma subsequéncia, quando k — oo temos |uy — u| converge para zero q.t.p,
uma vez que ||uy — ul|; tende a zero.

Por outro lado, quando £ — oo, temos

/le—yll”\Vuk(yNdy - /Q!:c—ylln|W(y)!dy g.t.p. em Q.

De fato,

/Q 2 — 4| V() |dy — / |:c—y|1—”|wk<y>|dy' < / & — 4"V — ) ().

Nosso objetivo é mostrar que / |z — y|" "V (u — ug) (y)|dy converge a zero quando k —
oo q.t.p. em 2. Como €2 C R”iz sem perda de generalidade, podemos calcular a integral
em todo R” estendendo u como nula fora de 2. Dividamos a integral em duas regides
disjuntas, na bola de centro em x € R" e raio r > 0 e no seu complementar. Notemos que

R"™ = B(z,r) U B(z,r) e B(xz,r) N B(xz,r) = .
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Seja h(y) = |z — y|' ™|V (u — uy)(y)| entao

/ h(y)dy=/ h(y)dy+/ h(y)dy.
n B(z,r) Be(z,r)

Seja y € B(x,r), temos |z —y| > e logo |z — y|'~ < r'~". Consequentemente,
/BC(M) lz = y)" "V (w = w) (y)|dy < 7V (u— we)]1,
mas, por hipétese ||V (u —u)|[1 — 0, passando a uma subsequéncia, temos
/BCW) o —y["V (- w)(y)ldy = 0

quando k — oo.
Para a outra parte, inicialmente reescrevemos-a como uma convolugao, da seguinte

forma
[ I wwldy = 9= w0 w)] = bl xs00 ()
Pela Desigualdade de Young, temos
1V (w = we) ()] * [yl " xs00 |; < IV =)l 11y xBonl1 = COINV (@ = w)lh.
Mas, por hipétese, ||V (u — ug)||; — 0 e portanto passando a uma subsequéncia, temos
(IV(u—u) @) * [yl "xBon)(2) = 0 ¢tp

quando k — oo.

Donde concluimos, passando a uma subsequéncia, temos

[ eI w0 gt
B(x,r)

quando k — oo.
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Portanto, mostramos o lema para qualquer u € WhH(Q).

Observagao 4.3. O lema anterior vale em especial para qualquer fungao W'P(B), no
qual B ¢ uma bola do R™ (que é um aberto, convero e limitado), pois se [ € W1P(B)

entio f € WHY(B). Pela Desigualdade de Hélder, considerando g = V f, assim

/m<(/m@1mkh«m

para 1l < p < oo. Se p =00 entio

ngsnmuuﬂ<a»

Lema 4.4. Seja 0 < a <n, d >0ex € R". Se f € L, .(B(z,0)) entio eriste uma

constante C' > 0 que depende apenas de n tal que

(/ 2 — g f)ldy < C8"M;(f)(2).
B(z,9)

Demonstragao. Para z € R" e § > 0, considere o anel

o 0 ) )
Ak:A<I,%,?) :B(ZL’,?) \B (ZL‘,W),
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para qualquer £ € NU {0}. Notemos que Ay N Ay = 0 para todo k € N. Logo,

/ & — gl ()ldy = / 1 — 4| (y)|dy
B(I,(S) U-Ak
= lz —y|* 7" f(y)|dy
>/,

< i(;) [ 1wy
= 5a—”§(2—1,€)an\B(x,5/2’“)}<‘B<x715/2k)‘ . If(y)ldy)

VAN
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pois, Z (?) ¢é convergente.
k=0

Agora temos todas as ferramentas necessarias para demonstrarmos o teorema.

Demonstragao Teorema 4.1. Suponhamos que u € W?(R") com 1 < p < co. Para
qualquer z, y podemos encontrar uma bola B C R" cujo raio de B ~ o|x—y| com =,y € B

e 0 > 1. Assim, pelo Lema 4.2 juntamente com a Observacao 4.3 e o Lema 4.4 temos

u(e) — u(y)l < Ju(z) — usl + uly) — ugl
< 0 [le=ylVat@ldz+C [ o=yl ITulldy
S 17 =y Moy [ Vul(@) + |2 — y| Moy [ Vul(y)
S o =yl (Mgja—y | Vul(2) + Mojo—y | Vul(y))  q.t.p,

o que conclui a demonstracao do teorema.
[ |
O préximo teorema apresenta uma caracterizacao dos espagos WHP(R") que nao

envolve derivadas. Essa caracterizagao foi introduzida por Hajlasz em [13].
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Teorema 4.5. (Teorema de Caracterizacao para 1 < p < oo) Uma fun¢io u €

WHP(R") para 1 < p < oo se, e somente se, u € LP(R") e existe 0 < g € LP(R™) tal que

u(z) = u(y)| < |z = yl(g(x) + 9(y)) ¢tp. (4.2)
Além disso,
IVull, ~ inf gl
no qual o infimo é tomado sobre a classe de fungoes g que satisfaz (4.2).

Antes de provarmos o teorema observemos que no enunciado do teorema acima
1 < p < oo, ou seja, o resultado nio engloba o espago W11(R™). Vejamos um exemplo

em que o teorema nao ¢é satisfeito para p = 1.
Exemplo 4.6. Seja Q =] —1/2,1/2[ e u(z) = —x(|z|In|z|)~! entdo u € WH(Q).

Demonstracao. De fato,

/y (2)]d /é L 4 2/5 L 4
ulx €Xr = xXr = Z.
Q ~1 I fz] o |In(z)]

1 1
Comparemos a funcao (), com a fungao — que € integravel proximo a origem para
n(x x
(0%
0 < a < 1. De fato, como lim —— = 0, por defini¢ao, dado € > 0 existe § > 0 tal que
z—0+ In(x)
se 0 < x < ¢ entao ’%‘ < €, ou seja, m < . Sendo assim,

N|=

a1 | 1 | 1/2 —
2/ da:§26/ —dx+/ dr < 2e —dz + / 5<+oo.
o |In(z)] 0 T s |In(z)| 0 % | In(d)]
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Além disso, v'(z) = De fato,

Ix\31n2 ||

i () = ( — ) _ (=@)(|2| o)) — (ja| In|2])'(—2)
[ In [z] |2[21n? |z|
— [z In[2] + [(J])' In 2| + || (In|2])]2
2] In* |2
—|x|In[z] + <I In|z| + |””‘>
]2 In? |2
—|z?In|z| + 22 In|z| + |z

[2]? In* |

LL’2

[]? In* ||

1 1
/ —_ da:z?/ dx—/ —dt = :
~1 2| In"[z] o zln’z IV In(1/2)

Suponha que exista g € L'(Q) com g > 0 satisfazendo (4.2). Entao para 0 < x <

Assim,

1/2, temos

u(z) —u(=2z)| < |z = (=2)[(9(x) + g(—2)) = 2z[g(z) + g(==)].

Todavia,
u(z) —u(=z)[ = yx|1f|:c| leffllwl :|1jx|'
Assim,
] < (0(0) + ().
Agora,
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temos,

1 1 1 1
2 2 2 1 n(1/2) 1
— — > _— = —dt = .
/_ g(z)dx /0 g( a:)d:z:—i—/o g(a:)da:_/o ] /_ tdt 00

1
2

[N

Deste modo, g ¢ L'(Q).

O
O lema subsequente nos auxiliara a provar o Teorema 4.5.
Lema 4.7. Sejau € L, (R") e 0 < g€ L}, .(R"). Se
u(z) —u(y)| < |z —yl(g(z) + 9(y)) qtp. (4.3)

entio |Vu| < C(n)g em quase todo ponto, o que implica, Vu € L} (R").

loc

Demonstracao. Para demonstrarmos que |Vu| < C(n)g em quase todo ponto, mostra-
remos que cada componente do gradiente é limitada por g.

Dada uma fungao u : R” — R temos

Vu = (Op,tt, Oyt + -+, Oy, 10).

Fixemos uma coordenada x; com ¢ = 1,2,--- ,n. Consideremos a funcao u restrita a esta

coordenada, dada por

u(xzax_l) = U($1,l‘2, Ty i1, Ly L1y wxn)a
no qual 7; = (xy,- -+ ,;-1,0, 2441, -, x,). Parafacilitar a notagdo denotaremos u(z;, 7;) :=
u(z;). Assim, a fungao u(x;) ¢ uma funcdo de uma variavel real quando 7; esta fixo. A
notagao anterior também é estendida para a funcao g.

Sejam a, b € R e sem perda de generalidade suponhamos a < b, com a condi¢ao

1
loc

adicional g(a), g(b) < oo, pois g € L;,.(R™). Dividamos o intervalo [a,b] em n segmentos

. b— . .
de comprimento ( na), dessa forma, teremos n subintervalos em [a,b] de comprimento
b— . .
%, os quais denotaremos por [;, com i = 1,--- n no qual I} = [a = zp,2], [ =
[21722]7”. 7]71 - [Znab:Zn—l—l]'
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Afirmacao. Para cada i, com ¢ =1,2,--- ,n, existe x; € I; tal que

para todo x € I;. Isto implica que

1 1
A /Iig(y)dy <g(r) = m/]g(w)dy

para todo J C I; que contém x tal que |J| # 0 . A contradi¢ao ocorre quando J = I;.

Consideremos z¢g = a, x,+1 = b, x; € I; satisfazendo a propriedade acima para

cadat=1,2,--- ,n. Dessa forma, a = zo < 21 < --- < x,.1 = b, e além disso,

u(a) —u(®)] < ZIU(%) — u(Zit1)]

Z |z — il [g(@:) + g(@it1)]

<
< 20 gt + o)

_ Q(b; a) (g(a) o)+ 2Zn;g(xi)>

< Q(bn_ a)(g(a)+g(b))+4(bn_ “)Zlﬁ | a(w)dy
= 2(b; >(9(a)+g(b)) +4i/h9(y)dy

Quando n tende ao infinito, concluimos

\w@—uwﬂsg/g@My
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Seja I = [a, b], pela desigualdade acima, temos

- ula) —uw@) _ 1 /” 1 /
Oz, =lim——F——— <lim—— (4 dy | =4 lim — dy.
10z (a)] boa |b—al — boa |b— al u 9(y)dy |Il|g0 7] Ig(y) Y

Pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue, concluimos

0z,u(a)] < 4g(a) q.t.p

isto é, u ¢ absolutamente continua sobre linhas e a conclusao para o espaco euclidiano

segue via o Teorema de Caracterizacao de Nikodym - ACL (veja Teorema 1.42 em [17]).

Como cada componente do gradiente é limitado por g e |Vu| < \/n max|0,,u
(2

Y
segue que

|[Vu| < C(n)g.

Demonstragao Teorema 4.5. Se u € W'?(R") entdo pelo Teorema 4.1, temos
u(z) — u(y)] < Cln, o) — yl (Mojpy|Val(x) + Mooy Vul(y)) gt

Notemos que pontualmente o operador maximal restrito pode ser estimado pelo operador

Maximal de Hardy-Littlewood, ou seja,
Mooy | Vul(z) < M|Vul(z).
Assim,
fu(z) — uly)| < Cn, o)z — y| (M|Vul(x) + M|Vul(y)) q.tp.

Tomando g = C(n,o)M (|Vul), como |Vu| € LP(R™) para 1 < p < oo e sabendo
que o operador maximal de Hardy-littlewood é limitado em LP(R™) para p > 1, segue que
g € LP(R™) para p > 1. Dessa forma (4.2) é satisfeita.

Vejamos a outra implicagdo. Sejam u € LP(R") e 0 < g € LP(R™) tais que

u(z) —u(y)| < |z —yl(9(x) +9(y)) ¢-tp.
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mostremos que u € WHP(R") para 1 < p < co. Por hipétese u € LP(R™), resta mostrar

que Vu € LP(R"™). Como LP(R"™) C Lj,.(R"), pelo Lema 4.7, segue que |[Vu| < C(n)g em

loc

[Ivar<cw [ <.

Para concluir o teorema mostremos que ||Vul|, = inf, ||g||,, ou seja, existem cons-

quase todo ponto, logo

Assim, |Vu| € LP(R™).

tantes C, Cy > 0 tais que
Cyint[lgl, < 17l < Cyinf gl

Sabemos que |Vu| < C(n)g em quase todo ponto, assim segue

IVall= [ 1vuP < ) [l = clgl,
como a desigualdade é uniforme para g € L”, em particular,
IVullp < Coint|g]l,-

Dado que g = C(n)M(|Vul) satisfaz (4.2) e o operador maximal é do tipo forte
para 1 < p < oo, temos

lgllp = [[M(Vu)ll, < ClIVull,

em particular,

Crint|lgll, < [[Vull,.

Portanto, segue ||Vull|, ~ inf, ||g||,-
[ |
O proximo teorema nos fornece uma caracterizacao andloga ao apresentado no
teorema anterior para o espaco WH1(IR"). Cabe ressaltar que na demonstracao do Teorema
4.5 usamos fortemente que o operador maximal de Hardy-Littlewood é limitado para
p > 1, mas ja vimos na Proposicao 2.5 que isto nao acontece para p = 1, por isso, faz-se

necessario uma caracterizacao alternativa para este caso.
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Teorema 4.8. u € WU (R") se, e somente se, u € L'(R") e existe 0 < g € L'(R") ¢

o > 1 tal que
u(z) —u(y)] < Clz — y|(Mojo—y9(2) + Moja—y 9(y)) g-t-p. (4.4)
Além disso, se u satisfaz (4.4) entdo
|IVu| < C(n,o)g q.t.p.

Para demonstrar esse teorema precisaremos de alguns resultados preliminares.

Seja u € WH(R™). A versao cldssica da Desigualdade de Poincaré é dada por

Jg]u—uB| < Or <3€3|vu\>,

no qual C' é uma constante positiva que sé depende de n e B é uma bola do R".

Definigao 4.9. Sejam o >1 el <p<oo. Seu € L}, (R") e g uma fun¢io mensurdvel

loc

0<gelLl (R"), dizemos que o par (u,g) satisfaz a desigualdade p-Poincaré quando

loc
1
p
fw—umzr(f’f),
B oB

para toda bola B de raio v, no qual cB € a bola concéntrica com B e raio or.
O lema que vem a seguir implica em uma desigualdade do tipo p-Poincaré.

Lema 4.10. Sejam u € L, (R"), 0<ge L} (R*) com1<p<ooeo>1. Se

loc
u(e) — u(w)] < Ol — 4] (Moo (@) + Mooy ())F) gty (45)
entdo existe uma constante C' = C(n,p,0) > 0 tal que

1/p
J[|“—UB|§7"C'(J gp) :
B B

para toda bola B de raio r.
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Demonstracgao. Primeiramente, demonstraremos o caso em que p > 1.

Sejam a € R™ e r > 0 quaisquer. Consideremos B = B(a,r) uma bola de centro
a € R™ e raio r > 0. Denotaremos por Bs, = B(a,30r) a bola concéntrica com B e raio
30 vezes o raio de B.

Sejam x,y € B quaisquer, observemos que

1
MUJ:— gp(x) = sSup TS5 |g(Z)’de
o=l s<o|z—y| |B(5E7S)| B(z,s)
1
< sup ——— Pdz
B s<3£)r |B($’ S | B(z,s) ’ ( )’
< ] fo I P = M) (45)

s>0

Segue da hipétese (4.5) juntamente com a observagao anterior que

3=

fu(z) = u(y)] < |2 =yl ((M(g"Xp.) (@) + (M@ )W)?) . (47)

Assim,

Jlu@) sl =

(4.8)

IA
S 5=
S
=
=
=
=
<
S,
S

Substituindo (4.7) em (4.8), obtemos

=

§ [u(@) = upldz < f S o =yl (M(g"xn,)@)7 + M(gX,,)(9)* ) drdy.

Como |x —y| < 2re
§ 4 (Mg xp, ) (@) dady = f (M(g7x8,,) (@) do

Temos,

f o) = uslde <2 (20 f O1(5 @) ).
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Chamando f = M(¢”xB,,), ja que f é uma fun¢do mensuravel positiva, podemos

definir a func¢ao distribuicao,

we(t) = {z € B; f(z) > t}].

Pela Proposigao 2.22, tomemos ¢ : [0,4+00) — [0, +00) como sendo a fun¢ao identidade,

isto é, ¢(t) = t. Notemos que ¢ é diferenciavel, crescente, ¢p(0) = 0 e ¢'(t) = 1, temos

[ als@nis = [~ wia

ou seja,
/ |f(z)|dx :/ {z € B; f(z) > t}|dt.
B 0

Com isso obtemos,

fB|u(:c) —uplde < 4rfB(f(x))%dx
1 - p
= 4T® i H{z € B; f(x) > tP}|dt

_ 4T% (/Ot {z € B: f(z) > }|dt

+ [l e Bis) > o) (19

to

com ty uma constante a ser escolhida.

Agora vamos estimar separadamente os valores das integrais,

to

/to {z € B: f(z) > )]t g/ |Bldt = | Blto. (4.10)
0 0

Para a outra parte usaremos o fato do operador maximal de Hardy-Littlewood ser
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limitado fracamente (1, 1), assim

/00 {x € B; f(x) > t'}|dt = /OO {x € B; M(¢°xB,,)(x) > tP}|dt

to to

o [ (el
(o) ([ b
(L)

= Ctép/ g (4.11)
BSo‘

Substituindo as estimativas (4.10) e (4.11) em (4.9), obtemos

—ugl|dr <4 Bjt to P
£ 1ute) = unlir < a0 (180 + 7 [ )

3=

Tomando ty, = <ﬁ f B gp) , Vemos que

1—-p

1 [ 1 % 1 P
u(x) —uglde < 4r— ||B —/ gp) +C’(—/ gp) / g°
§ u(w) — us| | |(B 5 7/ 5
—1 1B / ) +C|B|IF1 (/ P>;
P g
|B’ Bso Bz,

1
s ([ ( p
B3o'

r(ﬁﬁf.

Nesta parte da demonstracao foi essencial assumirmos p > 1 a fim de que a funcao

INA
W
5

bS]

A

A

t7P fosse integravel em [ty, +00), sendo assim, precisamos de uma demonstracao alterna-

tiva para o caso p = 1.

Demonstracao do Lema 4.10 para p = 1. Fixemos uma bola B e novamente seja Bs,
a bola concéntrica a B com raio 30 vezes o raio de B. Para cada z,y € B, pela estimativa
(4.7) temos

u(z) — u(y)| < Clz —y|(Mh(z) + Mh(y)), (4.12)
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no qual h = gxp,,. Devemos mostrar que

lu —ug| < C(n,p,o h. (4.13)
f ",

Se h = 0 entao |u(x) —u(y)| = 0 para qualquer z,y € B, isto implica que u é cons-
tante, assim a desigualdade (4.13) é satisfeita. Suponhamos, sem perda de generalidade,

que f Bs, h > 0. Além disso, podemos assumir que

0< f h<2hem By, eh=0emR"\By,. (4.14)

Bso

Caso contrario, se 3[ h > 2h em Bs,, entao (4.14) é satisfeito para
BSU

f=h+ ( 3][3‘30}1) XBs, -

De fato,
fom e Lo s o

(& Consequenlemenle,
’—2 } h<2 J h+2h—21€IIlBg.

Por defini¢ao f = 0 em R™\ Bs,. Note que neste caso (4.2) permanece valido.

Vamos decompor a bola B em conjuntos de niveis. Para qualquer k € Z seja

Ey={r € B;Mh(z)<2*} e a,= sup |u(z)|. (4.15)

el

Notemos que E; C FEj.1, consequentemente a; < ajy;. Observemos também,
oo

B = U (Ex\E)_1) e essa uniao é disjunta.

k=—o00
Da desigualdade triangular, temos

[u—usl < [ usl+ [ Jul < [l (Bllusl < [ ful+ [ =2 [
B B B B B B B
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Logo,

/B\u—uB](a:)da: < 2/B\u(:ﬁ)\da§ (4.16)
_ 2/UOO oy i@l
= 2 Z/ x)|dz

k——oo ¥ (Ek\Ek-1)

< 2 Z sup  |u(z)] / ldz
e —oo \TEEK\Ek_1 (Ex\Ek-1)
< 2 ) al|B\Ey

k=—00

ko 0o
= 2 Z ak|Ek\Ek+1]+ Z G,k‘Ek\Ek_;,_ﬂ)

k=—o00 k=ko+1

ko 00
= 2 Y alB\Ecal+ Y arlE\Eea| |- (417)
iczfoo , k=ko+1
Parte I Parte II

no qual kg € N é um nimero a ser escolhido.
Nosso objetivo agora serd encontrar estimativas para ay e ay,. Pela hipdtese (4.12)
e pela Definigao 4.15, a funcio uy g, é Lipschitz de constante 28+1. De fato, para quaisquer

x,y € Ej, temos

lu(@) —u(y)] < |z —y[(Mh(z) + Mh(y))
<z —yl(2 + 2%

= Ml — ).

Agora, para qualquer x € Ep ey € E,_1 C Ej,

u(z)] < Ju(z) = uly) + Juy)] < 22—yl + apr.

Mostremos uma propriedade sobre bolas em R™ que sera 1util mais adiante.

Afirmagao 1: Para qualquer x € B e r < diam B vale |B(x,r) N B| > |B(z,7/2)|.
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De fato, seja B a bola de centro em a € R"” e raio £ > 0. Temos trés casos a
considerar:

(1) r < € —d(z,a). Neste caso, B(z,r) C B, o que implica

|B(x,r) N B| = |B(x,r)| > |B(z,r/2)|.

(13) £+ d(x,a) < r. Vemos que B C B(z,r), assim

|B(z,r) N B = [B| = |B(x,7/2)],

pois r < diamB = 2/.
(1ii) 0 — d(z,a) <r < Ll+d(z,a).
Lembrando que = € B entéo d(z,a) < ¢, assim ¢ — d(z,a) > 0.
Tomemos 2/ € B na reta que une x a a tal que d(z,2’) = r/2. Pela invariancia

|B(x,r/2)| = |B(2',7/2)|. Vamos demonstrar que

B(x',r/2) C B(x,r)N B(a,l), (4.18)

e assim segue que

|B(z,r) N B(a,0)| > |B(z',7/2)| = |B(z,r/2)|.

De fato, seja y € B(2/,7/2) entao d(z’,y) < r/2. Primeiramente mostremos que
d(xz,y) <r. Como d(z,2") =r/2 e d(z',y) < r/2 implica d(z,y) < 2(r/2) =r.

Resta-nos mostrar que d(y,a) < £. De fato,

d(a,y) < d(a,z") +d(z',y) < d(a,z’) +1r/2.

Temos dois casos a considerar
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Se (1) acontece entao
d(a,y) < d(a,2") +r/2=d(a,z) —d(x,2") + /2 = d(a,z) < L.
Se vale (2) entao

da,y) < d(a,2")+r/2 = [d(z,2") —d(a,z)]+r/2
= r/2—d(a,z)+1r/2
= r—d(a,x)

< [U+d(a,z)] —d(a,z) = L.

Portanto, a inclusao (4.18) é verdadeira e assim segue a afirmagao.
Observemos que qualquer bola em R™, com a medida de Lebesgue, satisfaz a

propriedade de n-regularidade, isto é,
|B(x,r)| > wy(r/2)",

no qual w, é o volume da bola unitaria.
Escolhamos r, com r < diam B, tal que |B(z,r/2)| > |B\Ek_1|. Basta tomar

r > 2wn " | B\ Ey_1|. De fato,
1B(2,7/2)] > wa(r/2)" > wy (me\Ek,ﬁ) — |B\Ey_|.

Afirmagao 2: Dado x € Ej eziste y € FEy_1 tal que |v — y| < r para diamB > r >
%uon™ | B\ Ej_1| .

De fato, suponhamos (por absurdo) que dado x € Ej e r como acima B(z,r) N
E)_1 = 0. Lembremos que Ej,_; = {z € B; Mh(z) < 2*¥71}. Assim, podemos escrever B
como uniao disjunta B = (B\Ej_1) U E;_1. Intersectando a bola B com a bola B(z,r),

e usando a propriedade distributiva da intersecao, temos

BN B(z,r) = ((B\Ex-1) N B(x,r)) U (Ex_1 N B(x,r)).
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Pela definicao de medida de conjunto,
|BN B(z,r)| = |(B\Ek-1) N B(x,r)| + |Ex—1 N B(x,r)|,
mas por hipétese |B(x,r) N Ey_1| = 0. Logo
|B N B(x,7)| = [(B\Ek-1) N B(z,7)].
_1 1
Pela Afirmacao 1, r > 2wy, " |B\ E_1|» segue
BB, )] > B, r/2)| > |B\Ea|.

Portanto,

((B\Ey-1) N B(z,7)| > [B\Ej1]|

o que é uma contradi¢ao. Logo, B(z,r) N Ey_1 = 0.

Pela Afirmacao 2 dado = € Ej temos que
lu(z)| < 25T1C|B\Ej_1|* + a1

para C' = C(n) >0 e r = 2w, "|B\Ejy_1|= (caso limite de r).

Como a desigualdade acima é uniforme, tomando o supremo no conjunto Fy, segue
1
ag 5 2k+1|B\Ek_1|” + ap—1- (419)

Analisemos |B\Ej_;|. Usando o fato do operador maximal M ser fraco (1,1),

temos

|B\E_1| = |{z € B; Mh(x) > 2*1}| <

c 2c C
h| = — h=— h. 4.2
g [ =5 [ n=g [ n
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Substituindo (4.20) em (4.19), obtemos uma estimativa para a,

1
1 n
ag S Ar—1 +02k+1 (_k/ h)
2 BSO’
1
= ap—1+ C2F1=3) (/ h) )
B3a

Se k > ko, podemos iterar a desigualdade anterior até chegarmos em k. Conside-
remos dois casos n =1en > 1.

Se n = 1, para qualquer k > kg, temos

ag S Ap—1 +C/ h
BSO
S (ak_g + C h) + C h
Bgo— ng

< gy + (k- kO)C/ h. (4.21)

B3,

Assumindo n > 1, para qualquer k > kq, segue

agp—1 + k=) (/ h) !
BSU
Qg2 + C2k=D(1-3) (/ h)n + 02k (/ h)n
B3<7 B3<7

k 1
ak0+0< > 2%'(1—2)) (/ h>
B30’

i=ko+1

1
g, + C2F0— ) (/ h) . (4.22)
B3cr

Se k < kg entao Ej C Ey,, assim a < ag,. Escolhamos kg tal que

IN

ag

IN

IN

IN

|Eryi| < 1BI/2 < | By, . (4.23)

1
De fato tal kg existe pois devido a limitagao de h, visto em (4.14), temos h > 3 J[ h
BSo‘
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assim,

Mh(z) > h.

B3,

N | —

Além disso, 2¥ tende a zero quando k — —oo entdo
|Ex| = 0 quando k — —ooc.

Pela defini¢do de limite, existe um j, € N tal que |Ej| < €; para j < —jj. Escolha

€1 = @. Assim, temos um lado da desigualdade
| B|

| Ej| < o

Por outro lado, como |Ey| — |B| quando k — oo, existe ky € N tal que |B|—|Ey| <

|B|/2 para k > ko, isto implica, |2£‘ < |E,| para k > ko. Tome ko 0 menor entre os indices

ko tal que Bl R, para k > ko. Este ko verifica
2
‘ Eo—l|<| |/2§| ]50”

e assim temos (4.23).

Como Ej, # 0, existe z € B tal que

1
- h < Mh(z) < 2%, 4.24
5, h<Mh() < (124)

De (4.23) segue

B
1B1 = |B\Biy1 U Biya| = 1B\BEigal + | Biga| < |B\Egoa| + 12,
o que implica
B
% < |B\ Eky-1]-
Da estimativa fraca (1,1) do operador maximal, temos
B 2C
’—2‘ < |B\E,_1| = |[{z € B; Mh(z) > 2k} < 270/ h, (4.25)
Bss
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4.1. Caracterizagao dos Espagos W!*(R") 91

o que implica
C
ko < — h=C(o) h. (4.26)
|B| B3o- £3U

Das estimativas (4.24) e (4.26), segue que

¥~ f h ! h. (4.27)
B

3o B ’B3U’ BSU

De acordo com a aproximacao dada anteriormente podemos inferir que para qual-

quer n € N,

1
9wl (/ h) ~ |Bs,|" = C(n, o)diam B. (4.28)
Bss

Sem perda de generalidade podemos assumir que ay,_; < 2¥~! diam B, pois caso
contrdrio, existiria b constante positiva tal que sup,cp, _, lu(z) — b < 2%~1 diamB e
substituindo u por u — b a desigualdade (4.12) permanece vélida.

Para qualquer x € Ej,, temos |u(x)| < ax,. Mais ainda, u é Lipschitz em Ej, de

constante 2F0+1 assim

1
Ak < 2k0+1’x - y’ + Apy—1 < 2k0+1|B\Ek0—1‘; + Agy—1

1
C n
gko+1 (270/3 h) + Qpo—1
30

2kt 10 (g)diamB + 2%~ diamB

diamB ( Jg ) h) . (4.29)

Voltando a desigualdade (4.16), e substituindo a estimativa a, na Parte I, temos

IN - IA

A

k:() k()
> | Bi\Bi] S diam B Jg WS ENE] (4.30)
3

o

k=—o0 k=—o00

Ja no caso da Parte II da desigualdade (4.16), serd necesséario analisar separada-

mente os casos n = 1 e n > 1. Para n = 1, pelas estimativas (4.20), (4.21), (4.28) e
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(4.29), obtemos

> alB\Eia| < ) (ako +C(k — ko)/ h) | B\ Er 1]
k=ko+1 k=ko+1 Bso
'Bss B
k=ko+1 30
< 2diamB f h Y |EN\Erall + / hC > (k= k)| B\Egs|
Bao ) ot Bso k=ko+1
< 2diamB f h i |Ek\Ek+1|+/ hC i (k — ko) (g/ h)
Bso k=k B3, — 2k B3,
=ko+1 k=ko+1
. f [ee} 2 ] (k’ o k'o)
< 2diamB - h Z |Ex\Ext1| + C ; h Z o
k=ko+1 3o k=ko+1
o) 2 1 [e%e] k’
< 2diamB 3][3;, h Z |Ep\Ex1| + C (/B h) (270 Z ?>
k=ko+1 30 k=1
o) 2
< 2diamB :f h Z |Ek\Ek+1| +C (/ h) 2_koé
Bso Dot Bso
< 2diamB { b Y |B\Beal + 0/ h diam B,
P37 kot Bso
uma vez que ; o converge.
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Se n > 1 entao pelas estimativas (4.20), (4.22), (4.28) e (4.29), temos

oo

> x| E\Ejp]

k=ko+1

IN

IN

IN

IN

IA

IN

IN

Z (ako-l—CQk(l_rlz) (/ h) )|Ek\Ek;+1|
k=ko+1 Bso
Z <2diamB ][ h+C’2k(17l) >|Ek\Ek+1|
k=ko+1 Bso Bda
2diamB f h Z |E,€\Ek+1y+< / ) Z 0=3)| B\ Ep 1|
37 k=ko+1 Bso =ko+
2diamB f h Z |Ek\Ek+1|+</ ) Z 1-1>< / h)
37 k=ko+1 Bso =ko+ Bso
1
n k
2diamB h E\E h 27n h
SR NICERE VD ISR VAD
k=ko+1 30 k=ko+1 3o
1
n k
2diamB f h Z |Ek\Ek+1]+C</ h) 27w (/ h)
Bso B B
k= k0+1 3o 30

2diamB

S

h Z |Ex\ Eiy1| + CdiamB / h.

37 k=ko+1 Bso

Notemos que as estimativas obtidas para os casos n = 1 e n > 1 sao similiares.

Entao finalmente concluimos que

/|u—u3\
B

IN

IN

IN

IN

IN

ko 00
2 < Z o | Ex\ Egy1| + Z aklEk\Ek+1|>

k=—o00 k=ko+1
4 diam B< f ) Z | Ex\ B
k=—o00
+ 4diamB( f h) Z | B\ Ex41] + Cdiam B/ h
Bao ) kot B
4 diam B h E\E Cdiam B h
l1am < Jgga )(Z.o’ k\ k+1|>+ 1am /1ng

4diam B h|B|+CdiamB/ h
BScr

B3O‘
C diam B / h,
B3O‘

0 que completa a demonstracao

:,£|u—u3| < C(n,p,o)r ][B h.

30
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O proximo lema tem como hipdtese a desigualdade de Poincaré.

Lema 4.11. Sejam u € L}, (R"), 0 < ge LI (R") com1<p<oo eo >1 sio tais que

loc
1/p
J[ lu—ug| < Cr (f gp> , (4.31)
B B

para toda bola B de raio r. Entio u € W,2P(R") e

oc

|IVu| < C(n)g em quase todo ponto.

Demonstracao. Todas as constantes do decorrer da demonstracao dependerao apenas
de n.

Seja B = B(0,1) a bola de centro em 0 € R™ e raio 1. Considere ¢» € C°(B)
com ) > 0e [1 =1 (como vimos na Segao 2.1 existem fungdes com esta propriedade).
Além disso, considere 9 (x) = e ")(x/e) e a aproximacao suave da distribuigdo u dada
por u * 1., provada no Teorema 2.2.

Pela Definicao 1.2 de derivada distribucional, a derivada de u em relagao a coor-

denada z; é

ou
axi’

0
) = —(u, %% para qualquer ¢ € C°(R"™).

{

Como u € L (R") e ¢ € C>°(R"™), podemos identificar o lado direito da igualdade da

loc

seguinte forma

0 0
<831;L- Lp) = —/u(x)af (x)dx, para qualquer ¢ € C2°(R").
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Pelo Teorema 1.45, temos
(o) = - [u)5 >da:
= —hm / u * Pe) _,
- ll—{% 6@»
= {111)% <u * gij) ®. (4.32)

Observemos

e _ e\ o
B VA L B

no qua‘l T = (xlf o in—hoaxi—l-h” : 7$n)-

Disso, segue que

€ a €
(1 52 ) @) = (0= umte) + G200,
Agora, pela definicao de convolugao e regra da cadeia

e

.
@) = | um) ¢ G

0x;

u *

()

— | [ v 5ot~ iy

10y

1
< lu — UB(Q:,E)|<y>€_n = o

= | [ = umeag (St - nr0) )

((z—y)/e)|d

Como ¢ tem suporte compacto na bola unitaria, segue do Teorema 3.7 que

supp (e = /=)y ) € Blz.e)
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Logo, pela observagao acima e pela hipdtese (4.31), temos

e
ox;

U *

() 0,

o, 7)

Para qualquer conjunto compacto K C R" temos,

I

1
—_ = d
Oo€n+1/B = vaeal(y)dy

€

—~
s B

IN

/ N / (B( f ()dy) .
B !Bae| (/“5) >dy> dx
B !Bael Ko ( / XB(y,os)(w)da:) dy
< O [ PWIKO B0y
: Cp/ Sy (4.33)

no qual, K,. é o conjunto dos pontos em R" cuja distancia a K é menor que oe.

Agora pela Identidade (4.32) e pela Desigualdade de Hélder, temos

ou . 81/16
'(axi,@‘ < lgr(l)mf/n (u*ax)w‘

lim inf ( / O
e=0 supp(ep)

31‘2-
noqual%—l—%:l,comq:oosep:l.

IN

U *

) (L)

Fixe uma bola B. Como ¢ € C°(B), usando a Desigualdade 4.33, obtemos

N R (L —

também valida parap=1e g =00

Tal como fizemos na demonstracao anterior, dividamos a demonstracao em dois

casos. Assumamos inicialmente 1 < p < co. Fixe uma bola B do R™ qualquer. Considere
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4.1. Caracterizagao dos Espagos W!*(R") 97

o funcional linear 7" := g—; : (C2(B), || |lq) — C tal que

T(p) = (T, ), (4.35)

para qualquer ¢ € C°(B).

Pela Desigualdade (4.34), como |T'(¢)| < C||¢llq, temos que, T' é um funcional
linear limitado no subespago C2°(B) do espago normado L%(B). Em vista disso, pelo
Teorema de Hahn Banach, este funcional pode ser estendido a um funcional linear limitado
em L1(B).

Lembremos que (LY(B))* = L?(B). Entao g—; € LP(B) e

(Rl <e (L)

Aplicando o Coroléario da Diferenciacao de Lebesgue na desigualdade acima, vemos

ou
8:102-

ou
83:2-

ou
81’1‘

- 1 :
) < C'lim (—/ gp) =C(n,o)g q.tp.  (4.36)
r—0 B 0B,

r

) 1
:Pﬂ%(rBrr "

Como g € L? (R") e cada componente do gradiente é limitada por g, concluimos que
loc

Vue L

loc

(R™) para 1 < p < 0.

p

Falta mostrarmos que u € L,

(R™). Sejam K C R™ compacto e a,a’ > 1, entao
pela Desigualdade de Holder, temos

[wrr<(] |u|m>é (/ dm)i’, (437

1 1 - 1 _ 1 _ 1 NN _
no qual -+ 7 = 1. Deﬁnapa—p,noqual;—5—5,1st01mphcaa—7>1e
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L=1- £ > 0. Pelo Coroldrio 3.14, temos

o (o) ()
_ (/Kyuv’*)p* K|+

CK)|lu

IN

IN

p
p*

< C(E)[|[Vull}.
Portanto, para qualquer K C R" compacto vale
luxxllp < ClIVullp.

Com isso, concluimos que u € VV;S(R") para 1 < p < oo.

1

Loe(R™), resta mostrarmos

Agora o caso p = 1. Ja temos, por hipdtese, que u € L
que |Vu| < C(n)g.

Se p = 1 entdo g = co. Considere o funcional linear 7" := g—; (C2(B), || ||ee) = C
tal que

T(p) = (T, p), (4.38)

para qualquer ¢ € C°(B).

Pela Desigualdade 4.34, como |T' ()| < C||¢]||s0, temos que T é um funcional linear
limitado no subespago C2°(B) do espago normado Cy(B). Pelo Teorema de Hahn Banach,
este funcional pode ser estendido a um funcional linear limitado T em (Co(B), || ||s)-

Pelo Teorema de Representagao de Riesz, T pode ser representado por uma tnica

medida de Radon complexa p, isto é,

T(p) = /wdu, Ve CF(R).

Mostremos que p é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.
Suponhamos (por absurdo) que existe um compacto K cuja medida de Lebesgue |K| = 0,

entretanto p(K) # 0. Seja ¢; € C(Ky/) uma sequéncia decrescente de fungoes, com
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0 <p; <1ep)|rg =1. Pelo Teorema de Convergéncia Monétona, temos

/ pidp /duzu(K)>0-
Ky /i K

Por outro lado, pela Desigualdade (4.34)

/ pidp
Ky,

< [Tl

ol ([ o)
/X g (4.39)

Ki/;

/ g— / gdxr =0,
XKy /4 K

pois, supomos que |K| = 0, no qual dz denota a medida de Lebesgue. Donde obtemos

IN

IN

Mas,

uma contradigao.

De acordo com Teorema de Radon-Nikodym, temos

ou ou "
- _dl‘a (9_{['1 € Llloc(]R )

Agora, pela definicao de derivada distribucional e da unicidade da medida do Teorema de

Radon-Nikodym segue

ou ou
= d = dr|.
‘<axi,s@>’ '/so u‘ ‘/s@axi x
Pela Desigualdade (4.34) para p =1 e g = 0o, temos
ou
de| < N 44
o] <clidl [ o (4.40)

para qualquer ¢ € C°(B).

Como a funcdo sgn (g—;) € LY(B) e ja vimos que C>(B) é denso em L'(B),

segue que sgn (5—“) pode ser aproximada por fungoes ¢; € C2°(B) em norma L*(B) com

T
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l|©i]loo < 1. Assim,

ou\ Ou ou
/B /Bsgn (8:1:2-) on, A | iy _CH%HOO/O_Bg_C/GBg,

para qualquer bola B.

ou
al’i

Pelo raciocinio anédlogo ao feito na desigualdade (4.36), segue do Teorema de Di-

ferenciacao de Lebesgue aplicado a p = 1 que

ou
8xi

<Cg qtup.

Como g € L}, (R"), conclufmos |Vu| € L}, (R™), por conseguinte, u € W' (R™).

loc oc

Isto completa a demonstracao do Lema 4.11.

Demonstragao do Teorema 4.8. Se u € W1 (R") entao pelo Teorema 4.1, temos
u(z) —uy)| < C(n, 0)|z = y|(Mojz—y [ Vul(2) + Mojz—y [ Vul(y)),

sendo assim, basta tomar g = C'(n,0)|Vu| € L}(R").
Por outro lado, como u e g € L'(R") C L}, (R™), entao pelo Lema 4.10 concluimos

que vale a desigualdade de Poincaré e, por sua vez, pelo Lema 4.11 implica que |Vu| <

C(n)g q.t.p e assim u € WHH(R™).

4.2 Teorema de Equivaléncias em W1?(R")

Segue abaixo o teorema principal desse capitulo.

Teorema 4.12. Seja u € LP(R™) com 1 < p < 00. As sequintes condi¢oes sao equivalen-

tes:

(i) u € WP (R").
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(ii) Ezxiste 0 < g € LP(R™) tal que

]£|U—UB’§C7“3£9

para qualquer bola B do R™ com r > 0.

(iii) Erxistem 0 < g € LP(R") com 1 < q<peo>1 tais que

1

]]g\u—uB|§C'7’( i;ng)q

para qualquer bola B do R™ com r > 0.

(iv) Existem 0 < g € LP(R™) com 1 < q<p eo >1 tais que
[u() = u(y)| < Clo =yl ((Meja—yg"(2))" + (Mopeyyg"®))7) L,
Além disso, as desiqualdades (it), (iii) e (iv) implicam que
[Vu| < Cg q.t.p.

Demonstragao. Mostraremos que (i) < (i1) = (i11) = (i) = (iv) = (i19).

(i) = (ii) Segue da Desigualdade Classica de Poincaré 3.15 que
3[ |lu —uplde < Cr 3[ |Vu|dx
B B

para qualquer bola B de raio r. Como u € W'?(R"), temos que |Vu| € LP(R"). Basta

considerarmos g = |Vu/| e o resultado segue.

(ii) = (i) Basta mostrar que Vu € LP(R™). Por hipétese existe 0 < g € LP(R™) tal que

fB\u—uB| < CrfBg. (4.41)
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Queremos aplicar o Lema 4.11, entretanto

1 1 » )
_ < P 1=
mle < m (/Bg> B
1—1 1
— |B|r (/gp)p
| B B
(1)
B
D P
C(n,p,a)( 039) :

De (4.41) e da desigualdade acima segue (4.30), e portanto

IN

|Vu| < C(n,p,0)g implica |Vu| € LP(R").

(ii) = (iii) Como LP(R") C LP

loc

(R™) c L}

loc

(R™) para qualquer 1 < ¢ < p < oo e, por
hipétese, g € LP(R"), logo g € L], (R™) para qualquer 1 < ¢ < p < o0.

Considere B uma bola fixada. Pela Desigualdade de Hélder aplicada para g e ¢

tais que 1 = é + ﬁ, temos

Jg|u—u]3\§r3gg = TE Bg

1
i () 1
gl*) |B|«
o (o) 12
L 13,B)i N i3y
riglBe Bl (o) 1B

— Croi|Bls ;,_1( Jf |g|q)q
oB

pr— q

C(n,p,ff)r( %{IBQ)

IN
<
|

IN

Q=

(iii) = (i) Basta observar que o Lema 4.11 permanece valido substituindo ¢B no lado

direito de (4.30) por 30B.

Com isso mostramos que (i), (i7) e (iii) sdo equivalentes.
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(i) = (iv) Uma vez que u € WHP(R") para 1 < p < oo, pelo Teorema 4.1 aplicado a

1 < p < oo e pelo Teorema 4.8 para p = 1, segue a desigualdade

u(z) —u(y)| < C)|z = y[(Mopz—y g(x) + Moiz—y9(y)),

para alguma 0 < g € LP(R") com 1 < p < 0.

Agora pela Desigualdade de Holder aplicada a g e ¢’ tais que é + i =1, temos

1
Myjp—yg = sup —
ol r<olz—y| |B7’| Br

](/||0;w|1
sup g vl
r<o|z—yl |BT’ B,

1 i
= sup 1_L (/ |g|q>
r<olz—y| |Br| a r

1 q
= sup (o7 !9!q>
r<o|z—yl (’BT| B

1 q
= | sw = 9" | = (Mgja—yg?)
r<olz—y| ‘ 7"‘ B,

g

IN

Q=

(iv) = (iii) Dado que u € LP(R") C L} (R") e g € LP(R") C L} (R"), a desigualdade

loc loc

desejada segue diretamente do Lema 4.10.
|
A demonstracao do teorema de equivaléncias estd concluida. Faremos uma de-
monstracao adicional que (iii) implica que existem 0 < g € LP(R")com 1 < g<peoc >1

tais que satisfazem a seguinte desigualdade:

[u(w) = ul)] < Clo = y| ((Mooiw-g"(@))7 + (Moo 9" W))" ) - -t

(iii) = (iv) Sejam x,y € R" pontos de Lebesgue da fungiao u € LP(R") C L} (R"). Pelo

loc

Teorema da Diferenciacao de Lebesgue isto é verdadeiro em quase todo ponto.
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Escrevamos

Bi(r) = B(z,r;) = B(x,27 |z — y|), com i € N.

Notemos que By(z) = B(z,|r — y|) e Bi(x) C By(z) para qualquer i € N. Além disso,
B;y1 C B; para qualquer ¢« € N e pela Observacao 2.9, uma vez que x é ponto de Lebesgue,
segue

up,(r) = u(z)

quando 7 — oo.

Pela desigualdade triangular e pela desigualdade da hipétese

() = upye)| <Y B — Up@| = D [us,@ — 53[( )U(Z)d2|
i=0 =0 (e

IN
ZiNg
s

E
s

|
=

IN
(]2 L[]
E_
S
|-
—
s
o

B
£

IN IN IN
S, o, I
e LM]e =
= = e
P i N =
I S
s+ _
=X <
0 =
NS "
% &
N—— |
Q= S

Q=

IN

C]x—y[ M3a|:}c y\g ( ))

Analogamente,

Q=

u(y) — upy)| < Clz —y| (Msopo—yg®(y)) -

E ainda, seja 2By(z) = B(z,2|x — y|), segue que By(y) = B(y,|r — y|) C 2By(x) =

B(z, 2|z — y|). De fato, tomemos z € By(y) entdo |z —y| < |x — y|. Queremos mostrar
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que z € 2By(x), ou seja, |z — x| < 2|z — y|, mas
2 —al=lz—yt+y -z <|r—yl+|z -yl =2z -yl
Assim,

[UBo(z) — UBo(y)| < [UBo(w) — U2Bo(w)| + [UBo(y) — U2Bo()]

U — U2By(z + J U — U2By(z
gfm\ wl+ f ] )]
C ;9[ U — U, (x| + C i U — U (x
20@)’ 2By ()] 20(96)‘ 2Bo(a)]
2C zjjg |u — u2py()]
o(x)
1

Clz -yl ( ngogq)q

Cla =yl (Mooje—y19" ()" -

IN IN

IN

IN

Q=

IN

Juntando as trés desiguladades, concluimos

IN

lu(x) — u(y)| [u(®) — uBy@)| + |UBy@) — UBo(y)| + [UBy() — u(y)]
Clz —y| ((M3o|x—y\9q(ﬂf))5 + (Meoje—y 9% (7)) + (M3o\m—y|9q(3/>>5)

< Clo =yl ((Mooppy19"(@))7 + (Mogpey19" (1))

IN
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