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RESUMO

A presente dissertacdo consiste em uma revisdo sobre alguns aspectos da termodinamica
de buracos negros de Schwarzschild e inclui uma discussédo acerca da evolucao temporal da
massa dos mesmos num contexto termodinamico. Para isso fizemos um apanhado da teoria
da relatividade geral. Em especial trabalhamos com os espacos-tempo de Minkowski, sob a
perspectiva de um observador acelerado, e de Schwarzschild. Em seguida fizemos um estudo
sobre a teoria quantica de campos em espacos curvos. Introduzimos o efeito Unruh como
motivacdo para o estudo da radiacdo Hawking, principal objetivo do trabalho, deduzindo a
temperatura de um buraco negro de Schwarzschild. Apresentamos as leis da termodinamica
de buracos negros e fizemos um paralelo com as leis da termodinamica classica. Por fim,
fizemos uma discussdo sobre a evolugdo temporal da massa de buracos negros de Schwarzschild
analisando diferentes condi¢des iniciais e diferentes condicdes de ambientes externos, a saber o
vazio, a radiagdo cosmica de fundo com temperatura constante e evoluindo no tempo de acordo

com as eras do universo.

Palavras-chave: Termodinamica de buracos negros de Schwarzschild. Relatividade geral.
Teoria quantica de campos em espacos curvos. Radiacdo Hawking. Evolu¢io temporal da massa

de buracos negros de Schwarzschild.






ABSTRACT

This dissertation consists of a review about some aspects of Schwarzschild black hole ther-
modynamics and includes a discussion related to the temporal evolution of the masses of
these black holes in a thermodynamic context. We started studying some aspects of general
relativity, verifying some properties first in Minkowski space-time, from perspective of an
accelerated observer, and then in Schwarzschild space-time. After that we moved to quantum
field theory in curved spaces, starting with the Unruh effect as a motivation for the Hawking
radiation, which is the main goal of this work, deducing the temperature for a Schwarzschild
black hole. Later we presented the laws of the black hole thermodynamics and an analogy with
classical thermodynamics laws. Lastly, we discussed the temporal evolution of the masses of
Schwarzschild black holes for different initial values and environment conditions: empty space,
cosmic microwave background with constant temperature and with temperature varying with

time according with the eras of the universe.

Keywords: Schwarzschild black hole thermodynamics. General relativity. Quantum field theory
in curved space-time. Hawking radiation. Time evolution of mass of the Schwarzschild black
hole.
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1 INTRODUCAO

No final do século XIX e inicio do século XX nasceram a Mecanica Quantica (MQ) e
a Relatividade Geral (RG), duas teorias aparentemente distintas e que revolucionaram toda
a Fisica existente até o momento [1]. Distintas porque sao capazes de descrever fendmenos
nas duas pontas opostas da escala de comprimento. Ao passo que a MQ descreve muito bem a
Fisica do “microscopico”, isto é, a Fisica dos atomos e das particulas elementares’, a RG descreve
muito bem a Fisica do “macroscopico”, ou seja, a Fisica dos astros e do universo. A distancia
entre essas duas teorias diminui quando pensamos na proposta de Max Karl Ernst Ludwig
Planck, de 1899, na qual combinamos constantes universais da Fisica como a velocidade da luz
¢, a constante universal da gravitacdo G e a constante de Planck reduzida i = h/27 para criar
unidades fundamentais de comprimento [p = \/’Z:g ~ 1073m e tempo tp = \/’ZZ ~ 107%s
[3]. Essas unidades ficaram conhecidas como escala de Planck e, por misturarem constantes
de ambas teorias aqui destacadas, se impde como a escala de unidades fundamentais do que
esperamos por uma Teoria Quantica da Gravitacdo, uma teoria que quantizaria a unica interagao

fundamental restante, unindo as duas pontas da escala.

Até o presente momento ndo temos uma Teoria Quantica da Gravitacdo, mas esforgos
incontaveis, desde a década de 70, criaram o que chamamos hoje de Teoria Quantica de Campos
em Espacos Curvos (TQCEC) [3]. Ela é considerada como uma teoria suplente para o que
esperamos de uma Teoria Quantica da Gravitacdo. Isso porque ela é entendida como uma
jungao entre a Teoria Quantica de Campos (TQC) e a RG, considerando os campos de matéria
quantizados sobre o espaco-tempo que atua como “pano de fundo”, ou seja, a gravitacdo
continua classica. Em outras palavras, ¢ uma teoria que analisa como os campos quénticos se
comportam no espaco-tempo curvo, afinal, para todos os efeitos, ndo temos apenas o espaco-
tempo de Minkowski. Essa teoria prevé uma série de fendmenos extremamente interessantes,
ndo intuitivos e muitas vezes intrigantes para a comunidade cientifica como um todo. Fendmenos

estes como a Radia¢do Hawking e o Efeito Unruh, ambos estudados na presente dissertacao.

O Efeito Unruh pde em cheque o conceito de particula: o que antes era pensado como
universal, passa a depender do referencial. Em 1976 William George Unruh mostrou que
observadores constantemente acelerados, ainda no espaco-tempo de Minkowski, medem um
banho térmico de particulas reais onde observadores inerciais medem o estado de vacuo [4].

Esse efeito consolidou a relatividade da quantidade de particulas.

Ja a Radiacdo Hawking contraria a ideia classica de que buracos negros sdo objetos
passivos, no sentido de apenas absorverem matéria e nunca emiti-la. Em 1975, Stephen William

Hawking mostrou que buracos negros sio capazes de “emitir particulas” com espectro de corpo

! Quando falamos de particulas elementares estamos nos referimos a Fisica do Modelo Padréo. Para

mais detalhes ver Referéncia [2].
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constante de Boltzmann [5]. O trabalho de Hawking firmou que a RG, a Termodinamica e a

negro a temperatura 7' = sendo k a gravidade superficial do buraco negro e kg a
TQC estao profundamente interconectadas, dando o suporte e a evidéncia necessarios a TQCEC

e a Termodinamica de Buracos Negros.

Podemos dizer que a Termodinamica de Buracos Negros surgiu em 1972, quando Jacob
David Bekenstein propds que um buraco negro teria entropia [6]. Possuindo entropia, o buraco
negro possuiria temperatura, o que discordava da nocéo classica de buracos negros. Entretanto
Bekenstein ndo elaborou uma explicacdo para sua proposta. Deste modo, até a descoberta da
Radiacdo Hawking, essa area ndo passava de uma “especulacdo”. As Leis da Termodinamica de
Buracos Negros representam o paralelo entre os observaveis dos buracos negros, conjuntamente
com suas leis, e os equivalentes fisicos de grandezas termodinamicas. Uma propriedade muito
intrigante de buracos negros é sua capacidade térmica negativa?, o que impossibilita seu
equilibrio térmico com um reservatério de energia, resultando em sua evaporagdo ou na

absorcdo de toda a radiacdo emitida pelo reservatorio.

Nesse sentido a presente dissertacdo busca fazer uma revisdo sobre alguns aspectos da
Termodinamica de Buracos Negros de Schwarzschild e inclui uma discussao sobre a evolugao
temporal da massa dos mesmos num contexto termodinamico. Para isso vamos iniciar com
um breve resumo das ferramentas da RG, que serio tteis no desenvolvimento desse trabalho,
no Capitulo 2. Em especial apresentamos uma nocéo de causalidade e trabalhamos com os

espacos-tempo de Minkowski, sob a perspectiva de um referencial acelerado, e de Schwarzschild.

No Capitulo 3 fazemos uma introdugdo a TQCEC. Iniciamos com uma descri¢ao do
campo de Klein-Gordon no espago-tempo plano e quantizamos o mesmo. Seguimos com a tran-
sicdo para espagos curvos mostrando as alteragdes necessarias na teoria. Entao, introduzimos o

Efeito Unruh e a Radiacdo Hawking.

Por fim, no Capitulo 4 desenvolvemos a Termodinamica de Buracos Negros, apresen-
tando suas leis e fazendo seu paralelo com a Termodinamica Classica. Em seguida adentramos
ao tema relacionado a evolucdo temporal da massa de um buraco negro de Schwarzschild.
Primeiro, mostramos porque um buraco negro nao alcanca o equilibrio térmico quando em
contato com um reservatorio de energia. Entdo, modelamos o comportamento da massa de
um buraco negro de Schwarzschild quando no espaco vazio e quando imerso na radiacdo
cosmica de fundo em duas situacdes distintas: com temperatura constante e com temperatura
dependente do tempo, de acordo com as eras do universo. Finalizamos com uma apresentacéo

das conclusdes e comentarios finais deste trabalho no Capitulo 5.

Notacao e convencoes:

No decorrer da dissertacdo utilizamos as unidades de Planck, ou seja, definimos as

2 Veja que a capacidade térmica negativa nio é apenas uma caracteristica dos buracos negros, ela

ocorre também em estrelas e aglomerados estelares. Para mais informagoes ver Referéncia [7].
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contantes fundamentais: velocidade da luz ¢, constante universal da gravitacao (G, constante
de Planck reduzida i = h/27 e constante de Boltzmann kp como valendo 1. Retomamos
as mesmas quando conveniente. Representamos com indices latinos coordenadas espaciais
valendo 1, 2 ou 3 e com indices gregos coordenadas temporais e espaciais, sendo a componente
0 referente ao tempo e as outras referentes ao espaco valendo 1, 2 ou 3. Vetores espaciais sdo
escritos em negrito. A derivada ordinaria é representada como 0, = 8% e a covariante como
V.. Sobre todos os indices repetidos “em cima” e “em baixo” consideramos a convencao da
soma de Einstein. Todas as constantes e parametros numéricos utilizados, a menos de quando
expressa uma referéncia especifica, foram retirados da Referéncia [8]. Além disso, adotamos a

assinatura da métrica como (—, +, +, +).
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2 A TEORIA DA RELATIVIDADE

No inicio do século XX a Teoria da Relatividade surgiu, revolucionando a Fisica existente
até o momento [1]. Noc¢des de que o espaco e o tempo seriam partes de uma entidade unica e
fundamental, o espaco-tempo, nortearam o desenvolvimento da Relatividade Especial (RE) [9,10].
Essa teoria impunha que as leis da Fisica seriam as mesmas em todos os referenciais inerciais e
que a velocidade da luz seria um limite natural independente do referencial em questdo. Dessa
forma, ela confrontava as tao bem estabelecidas Leis de Newton, porque, segundo as mesmas, a
interacdo gravitacional agiria instantaneamente. Assim, a ideia de unir a RE a gravitagao foi

uma das bases para o desenvolvimento da RG.

Em 1915 Albert Einstein prop6s uma série de equacgdes que consolidaram a RG [11].
A RG pode ser descrita como uma teoria da gravitagdo que proporciona uma nova conotacéo
para a gravidade: ela ndo seria mais considerada como uma forga entre dois corpos, como na
teoria Newtoniana, mas sim uma manifestacdo da curvatura do espaco-tempo. Além disso, essa
teoria mantinha as nog¢des de causalidade e localidade da RE. Diversos testes e experimentos
foram e ainda sao feitos com essa teoria, a saber: o avanco no periélio de Mercurio, a deflexdo
e o desvio espectral da luz e, mais recentemente, as ondas gravitacionais, obtendo extrema
precisdo experimental. Em 1916, a primeira solucgdo para as equagdes de Einstein foi criada por
Karl Schwarzschild [12] e apds muita relutéincia, ela foi o ponto de partida para a teoria dos

buracos negros.

No presente capitulo discorremos resumidamente sobre os fundamentos da Relatividade
Geral baseados nas Referéncias [3,13-20]. Iniciamos com uma breve descri¢do das equagdes
de Einstein, na Secdo 2.1, e exploramos uma série de conceitos e defini¢des que fomentam
a estrutura causal do espaco-tempo, nas Se¢des 2.2, 2.3 e 2.4. Em seguida fazemos um breve
apanhado sobre o espago-tempo plano de Minkowski enfatizando um observador acelerado, na
Secéo 2.5. Posteriormente estudamos o espaco-tempo de Schwarzschild, no qual desenvolvemos
sua solucdo e exploramos seus principais pontos, nas Se¢des 2.6 e 2.7. Finalizamos com uma

definicdo de buracos negros e seus observaveis, na Se¢ao 2.8.

2.1 As equacdes de Einstein e o espaco-tempo curvo

O cerne da RG se baseia nas equagdes de Einstein [13-17]. Resumidamente podemos
dizer que essas equacoes relacionam a curvatura do espago-tempo, representada pelo tensor
de Einstein G,,,, com a densidade de matéria e energia presentes, representada pelo tensor de

energia-momento T,,,. Assim, podemos escrever

1
G,ul/ = Rw/ - ERQ;U/ = 87TT;“,, (21)
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onde g, é o tensor métrico, R, é o tensor de Ricci, I? é o seu trago e T}, é o tensor de energia-

momento. Escrevemos R, e R como

o,re, — oI, +10.1,, —T0,T) (2.2)

RIW Qv P P

R = ¢"R, =R", (2.3)

juy

sendo g o inverso do tensor métrico g,,,, tal que ¢"” g, = gr,g™* = 6% ou também ¢g"*g,, = I

e I'g, o simbolo de Christoffel, que é dado por

ad
a 9
F,Bw = 7 (85957 + 67955 - 8§g57) . (2.4)

Ele também ¢é conhecido como conexdo porque relaciona pontos diferentes de uma trajetoria
no espago-tempo curvo. Como podemos notar, a partir das defini¢des (2.2-2.4), a curvatura do

espaco-tempo esta atrelada ao comportamento do tensor métrico.

O tensor métrico é simétrico e pode ser escrito como o elemento de linha
ds® = g dztdz”, (2.5)
porque fornece a distancia infinitesimal entre pontos do espago-tempo. Ele é utilizado para

classificar objetos do espaco-tempo’ e para “subir” ou “abaixar” os indices dos tensores?.

O tensor de Ricci origina-se da contragdo 1, = RAW\V do tensor de Riemann
R, =800, —0,I0, + 10T, -0, (2.6)

A curvatura de um espaco-tempo é diretamente relacionada ao tensor de Riemann, sendo o

mesmo nulo para todo espaco-tempo plano.

O tensor de energia-momento 7}, representa o conteido de energia e momento que age
como fonte da curvatura do espaco-tempo. A determinacdo desse tensor é, em geral, complicada.
Assim, usamos aproximacdes, como por exemplo a consideracido de um fluido perfeito. Um
fluido perfeito pode ser considerado como um fluido representado em seu referencial inercial

local, cujas componentes T, e Tj; sdo nulas e que pode ser completamente caracterizado por

1 _ dxH

Dado um objeto do espago-tempo, um 4-vetor V* ou uma curva z* (o) com vetor tangente V* = <,
ele sera classificado como

« Tipo Tempo = g,, VFV" <0,
» Tipo Luz ou Tipo Nulo = g,,VFV" =0,
« Tipo Espaco = g, VFV" > 0.

Essa quantidade é independente do sistema de coordenadas utilizado.

A representacdo de um 4-vetor V' pode ser feita com sua forma covariante V,, (indices para baixo) ou
contravariante V'# (indices para cima). Passamos de uma forma para a outra utilizando o tensor métrico:
Vi=guwV"ouVH =gV,

2
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sua pressdo p e sua densidade de energia p. Dessa forma, em termos de sua 4-velocidade u,,

podemos escrever
T,Lw = (p + p) Uy Uy + PYuv- (2-7)
Para o espaco-tempo vazio 7, = 0.

Resolver as equacdes de Einstein significa encontrar a forma do tensor métrico. Porém,
elas sdo néo lineares, o que faz com que suas solu¢des nao sejam facilmente obtidas. Ainda
assim, uma vez que nos atentemos as simetrias do espago-tempo essas equagdes se tornam

mais tangiveis, como veremos com a deducdo da métrica de Schwarzschild, na Subsecéo 2.6.1.

2.2 Algumas propriedades do espaco-tempo curvo

Dadas as equacdes de Einstein, que constroem o espago-tempo curvo, podemos analisar
algumas de suas propriedades, que diferem de suas equivalentes no espago-tempo plano [13-17].
Antes de tudo, embora tenhamos falado até agora de espaco-tempo, ainda nao fornecemos uma

definicdo formal para o mesmo, logo:

Definicao (Espaco-tempo). Definimos um espago-tempo como o par (M, g,,), com M sendo

uma variedade diferenciavel real, suave e munida de uma métrica g,,, Lorentziana.

Por variedade M entendemos uma superficie que possui dimensao n e que suporta
estruturas diferenciaveis. Os pontos de uma variedade podem ser nomeados por n coordenadas
reais x', 2%, ..., 2" J4 uma métrica Lorentziana é aquela que, quando diagonalizada, possui
pelo menos uma componente negativa e as outras todas positivas. No caso 4-dimensional temos

(—, +, +, +). Consideramos métricas obtidas por meio das equacdes de Einstein (2.1).

Agora que definimos o “objeto” com o qual estamos trabalhando, vamos para a primeira
. , . . ' v vari , . v u
ropriedade, a derivada covariante. A derivada covariante é a representacio de derivada num

espago-tempo curvo. Ela é definida, para dois 4-vetores V' e V,,, como

V.V = 9V 4TV (2.8)
V.V, = 9V, -T9,V, (2.9)

e pode ser generalizada para um tensor arbitrario 7' da forma

Vo, Thw = 0, T
_i_FZ;T)\...,uk et F,;L];\T,ul.../\

V... V1.1
A Mk A e
_FUVZLTA...V[ - ]'_‘O'I/Qlel...A . (2.10)

Dada a nocdo de derivada covariante, podemos nos ater ao que chamamos de transporte

paralelo. Podemos dizer que o mesmo se resume a manter um tensor constante ao longo de um
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caminho. Mais especificamente, dado um 4-vetor tangente t” = ddi/\ a uma curva x7(\) e um

tensor arbitrario T/, o transporte paralelo desse tensor € tal que

dz°
d\

VTt = 7V, Th 1 = (), (2.11)

vi.../p vi...r;

O termo ‘%\VU é definido como derivada covariante direcional e pode ser escrito como V) =
dz®
Wvo—.

Por fim, temos a no¢do de trajetoria em RG, que é dada pelas geodésicas. As geodésicas

sdo uma generalizacdo de uma linha reta no espaco-tempo curvo. Precisamente podemos

definir uma geodésica como uma curva z*(\) ao longo da qual seu 4-vetor tangente t = % é
paralelamente transportado, assim
d?zr dx? dx°
V= SE) et 0. (2.12)

a2 TN AN

O parametro de dependéncia A é chamado de parametro afim.

Dadas essas propriedades, vamos apresentar uma breve discussio acerca das simetrias

do espago-tempo.

2.3 Simetrias e vetores de Killing

Como ja dissemos, no final da Secéo 2.1, as solugdes das equacgdes de Einstein se tornam
mais tangiveis a medida que nos atentamos as simetrias do espago-tempo. Nao daremos aqui
uma defini¢do precisa de simetria, apenas veremos como trabalhar com ela. Podemos dizer que
por simetria nos referimos a uma transformacéo que faca com que o tensor métrico se mantenha

inalterado. Baseados nessa ideia temos a defini¢do do vetor de Killing K [13,15,17-19].

Dado um tensor métrico g, que seja independente de uma coordenada z*, tal que

Ox g = 0, definimos

K = O0Ox = representacio de derivada direcional , (2.13)

K" = (0x)" = 0% = representagdo em componentes , (2.14)

sendo X um indice fixo. Vetores de Killing representam simetrias de translacdo, ou seja, dada
uma transformacio da forma z* = z* + ¥, sendo a® um valor constante, o tensor métrico

permanece inalterado. Eles sao definidos pela equacao de Killing

VK, +V,K, =0. (2.15)

Os vetores de Killing estdo intrinsecamente relacionados com a noc¢éo de conservagao
em RG. Dado um vetor tangente ¢# a uma geodésica afinamente parametrizada, tal que siga
(2.12), temos

'V, (t'K,) =t (V,t") K, +t"t" (V,K,) =0, (2.16)
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sendo nulo devido a equacao geodésica (2.12), para o primeiro termo e a equacao de Killing
(2.15) devido a simetria dos indices y e v. Portanto, a quantidade t# K, = cte é conservada ao
longo da geodésica. Por exemplo, temos a conservacao de energia £ (devido ao vetor de Killing
associado & simetria temporal: E = —t, (0;)"') e de momento angular L (devido ao vetor de

Killing associado a simetria de rotacdo: L = t,, (0,)").

Vetores de Killing também podem ser utilizados para algumas defini¢des como horizonte
de Killing, gravidade superficial e até mesmo para a classificagdo de espacos-tempo. Vamos
comecar com a definicdo de horizonte de Killing, mas para fazé-la precisamos definir o que é
uma hiper-superficie nula. Uma hiper-superficie’ ¥ é nula de acordo com a classificagio de
seu vetor normal n* como nulo, ou seja, g,,n*n” = 0 para cada ponto de ¥. Vale notar que
para uma hiper-superficie nula seu vetor normal é também tangente a mesma*. Além disso,
elas podem ser pensadas como uma colegéo de geodésicas nulas x#(\), chamadas geradoras
da hiper-superficie ¥.. Os vetores tangentes a essas geodésicas sdo proporcionais aos vetores

dxt

normais de ¥ da forma t* = €= = h(z)n*, sendo h(z) uma funcio suave®. Portanto, um

horizonte de Killing é uma hiper-superficie X tipo nula para um dado vetor de Killing K* se

K'K,|s = 0. (2.17)

Ja a gravidade superficial é definida por meio de um vetor normal n* a uma hiper-
superficie > que seja um horizonte de Killing, satisfazendo n*V ,n” = 0. Podemos escrever o
vetor de Killing como proporcional ao vetor normal da forma K* = h(x)n*, sendo h(z) uma
funcdo suave. Assim, calculando sua variacao, temos

K'V,K" = K"V, (hn") = K" [n"(V,h)+ h(V,n")] = K*n"(V h)

v

= K*CU(V,0) = (K9, (logh)]K” = kK", (218)

sendo k = K"V ,[logh(x)| a gravidade superficial do horizonte de Killing. Ela surge quando as
curvas definidas pelo vetor de Killing nédo estdo afinamente parametrizadas. No Apéndice A

fornecemos uma interpretagido do nome “gravidade superficial”.

Para finalizar, podemos classificar um espago-tempo utilizando suas simetrias. Assim,
um espaco-tempo é estacionario se existe um campo de Killing K tipo tempo, relacionado a
conservacédo de energia, e que leva a 0;g,, = 0. Podemos dizer que temos um espaco-tempo
estatico se o mesmo for estacionario e admitir uma familia de hiper-superficies 3’s tipo espaco
e ortogonais ao seu campo de Killing em todo ponto. Outra simetria util é a esférica: um

espago-tempo é esfericamente simétrico, sendo 4-dimensional, se possuir 3 vetores de Killing,

3 Uma hiper-superficie 3. é uma subvariedade de dimenséo (n — 1) de uma variedade M de dimensio

n.
4 Isso porque, sendo ¢ um vetor tangente a hiper-superficie ¥, entéo t#n,, = 0. Como n* é nulo, n* ¢
normal e tangente a hiper-superficie 3.

Essa fungéo é escolhida de forma que as geodésicas do vetor tangente sejam afinamente parametriza-

das, ou seja, g, tHt" = 0 etV tH = 0.

5
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nomeados por exemplo como U, V' e W (associados as simetrias de rotagdo com relagao a cada

um dos eixos espaciais), que satisfacam as seguintes relagdes de comutagao

U, V] = W (2.19)
V,W] = U (2.20)
W,U] = V. (2.21)

Em Teoria de Grupos® diz-se que esses vetores compreendem o grupo de simetria SO(3). Se o
tensor métrico de um espaco-tempo se aproximar do tensor métrico de Minkowski 7,,, quando
nos afastamos de suas fontes de curvatura, ou seja, indo para o infinito, temos um espaco-tempo

assintoticamente plano.”.

Feito esse breve comentario acerca das simetrias e classificacoes de espagos-tempo,

vamos discorrer um pouco sobre a estrutura causal do mesmo.

2.4 A estrutura causal do espaco-tempo

A Teoria da Relatividade se baseia na causalidade. A causalidade pode ser entendida
como o fato de que eventos futuros sdo consequéncias de eventos passados. Dessa forma,
mantém-se a ideia da RE de que nenhum sinal pode viajar mais rapido do que a luz fazendo
com que qualquer trajetéria que carregue informacéo seja tipo tempo (para particulas com

massa) ou tipo luz (para particulas sem massa), nunca tipo espacgo [13,17-19,21].

A visualizacdo da causalidade em RE, é dada por cones de luz em cada evento, ponto P
do espago-tempo, como podemos ver na Figura 1. Dividimos o mesmo em cone de luz futuro e
passado. Eventos no interior do cone de luz futuro podem ser alcancados por uma particula
com massa a partir do ponto P. Essa regido é chamada de futuro cronologico de P. O futuro
cronolégico juntamente com os eventos repousando no cone de luz futuro compreendem o
futuro causal de P. Eventos nessa regido podem ser influenciados por um sinal luminoso emitido
em P. Analogamente, a mesma interpretacéo ¢é feita para eventos no passado. Localmente a
causalidade, como é entendida em RG, é idéntica em RE. As diferencas residem nas definicoes

globais devido a peculiaridades da geometria do espago-tempo curvo, como as singularidades®.

Para lidarmos com a causalidade precisamos definir que tipo de curvas que a obedecem.
Essas sdo as curvas causais. Curvas z*(«) tais que para cada ponto P € x* seu vetor tangente t*

seja tipo tempo ou tipo luz. Dizemos que uma curva, causal ou qualquer, aponta para o futuro ou

6
7

Para mais detalhes ver Referéncias [2,13].

Nao forneceremos aqui uma definicdo técnica de espago-tempo assintoticamente plano (para uma
discussdo completa ver Referéncia [17]). Entretanto, podemos dizer que ela é relacionada ao fato do
espaco-tempo poder ser “compactificado” por meio de uma transformagéo conforme, possuindo uma
“borda” OM para a variedade M. Essa “borda” equivale a unido de 3 construgdes: i° (infinito tipo espaco),
I (infinito futuro nulo) e I~ (infinito passado nulo). Para mais detalhes sobre a compactificagdo conforme
ver Nota de Rodapé 9 a seguir.

8 Locais do espaco-tempo onde sua curvatura diverge e as equacdes de Einstein perdem validade [13].
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Vetor
Nulo

Cone de Luz
Futuro

Cone de Luz —~
Passado

Vetor \

Tipo Tempo

Figura 1 — Cone de luz do ponto P para representacdo de sua estrutura causal em um diagrama do
espaco-tempo: t X x. Representamos 3 vetores: tipo nulo, tipo espaco e tipo tempo. Fonte:
Elaborada pela autora.

passado se seus vetores tangentes apontarem para o futuro ou para o passado, respectivamente.
Tal como destacamos em RE para um ponto P, podemos definir para RG o futuro cronologico
I e o futuro causal J*, tanto para um ponto P quanto para uma regido S do espaco-tempo.
Dado um subconjunto S de uma variedade M, o futuro cronolégico I*(S) é o conjunto de
pontos que, partindo de S, podem ser alcancados seguindo uma curva tipo tempo dirigida
para o futuro. Ja o futuro causal J*(S) representa o conjunto de pontos que, partindo de S,
pode ser alcangado seguindo curvas causais dirigidas para o futuro. A mesma ideia segue para
o passado cronologico Z~(S) e para o passado causal J~(S). Podemos restringir ainda mais
condicdes sobre o subconjunto S' e associar a0 mesmo regides com as quais ele esta causalmente

conectado. Essas regides sdo definidas como:

Definicao (Dominios de Dependéncia Futuro e Passado). Dado um subconjunto acronal fechado
S, tal que S C M, definimos o dominio de dependéncia futuro D*(S) como o conjunto de todos
os eventos P tal que cada curva causal apontando para o passado e inextensivel que atravesse P

intercepte S. Analogamente definimos o dominio de dependéncia passado D~ (S).

Por conjunto acronal fechado S entendemos um conjunto tal que nenhum par de pontos
P, (@) € S possa ser unido por uma curva tipo tempo e por curva inextensivel entendemos uma
curva que nao possui um ponto final passado ou futuro (de acordo para onde a curva apontar).
As superficies de D(S) e D™ (S) recebem os nomes de horizonte futuro H*(S) e passado
H~(S) de Cauchy e representam superficies nulas, pois como “bordas” de Dt e D~ sido geradas
por curvas causais nulas. A jun¢io do dominio de dependéncia futuro D*(.S) com o passado
D~ (S) de uma regido S recebe o nome de dominio de dependéncia D(S) = D*(S) U D~(5).

Podemos ver os dominios de dependéncia futuro D*(S) e passado D~ (S) para uma

sub-regido S de uma hiper-superficie 3 na Figura 2. Na mesma os horizontes de Cauchy futuro
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Figura 2 - Representacdo de um subconjunto S de uma hiper-superficie ¥ e sua estrutura causal.
Representamos os dominios de dependéncia futuro e passado D¥(S) e seus respectivos
horizontes de Cauchy H*(S). Além disso representamos os pontos P* conjuntamente com
seus cones de luz. Fonte: Elaborada pela autora.

H™*(S) e passado H~(S) representam os cones de luz passado e futuro para os pontos P*.
Portanto, qualquer curva que permaneca dentro ou sobre esse cone deve interceptar S, de
forma que as informacdes obtidas em S sejam suficientes para predizer informagdes nos pontos
P#*. Ainda da Figura 2, notamos que como S encontra-se no cone de luz passado de P* e no
cone de luz futuro de P, seu dominio de dependéncia nao é o espago-tempo completo. Isso é
equivalente a dizer que o dominio de dependéncia D(S) representa o conjunto completo de

eventos que podem ser determinados em S.

Agora que definimos causalidade para um subconjunto S C M, falta definirmos a
causalidade para a variedade M, ou seja, para o espago-tempo como um todo. Dizemos que um

espaco-tempo é causalmente conectado se o mesmo puder ser definido como:

Definicao (Espago-tempo Globalmente Hiperbdlico). Um espaco-tempo é globalmente hiperbo-

lico se possuir uma superficie de Cauchy 3.

Por uma superficie de Cauchy entendemos uma superficie > que seja acronal e fechada de
modo que seu dominio de dependéncia seja a variedade M completa D(X) = M. Uma superficie
de Cauchy para uma variedade Lorentziana M é uma hiper-superficie que é interceptada
exatamente uma vez por toda curva causal inextensivel em M. Pode-se mostrar (ver Referéncia
[17]) que um espago-tempo globalmente hiperbdlico pode ser folheado por uma familia de
superficies de Cauchy ¥; descritas por um parametro real t = cte. Dessa forma, todo o futuro e

o passado do mesmo pode ser previsto ou revisto a partir de condi¢des dadas sob uma superficie
de Cauchy ;.

Essas defini¢des nos serdo uteis na anélise dos diagramas de Penrose® (ver Figuras 3, 5,

9, 10) dos espagos-tempo em questdo e na definicdo dos campos sob o espaco-tempo (ver Secdo

?  Um diagrama de Penrose é uma representacio compacta e finita de um espaco-tempo infinito. Eles sio

construidos por meio de uma transformagio conforme. Essa transformacéo é definida tal que a métrica
resultante da transformaco g, esteja relacionada com a métrica original g,,,, da forma g,,,, = 02 (x) v
tal que 2(x) seja uma funcio suave e 2(x) # 0, Vz. Ela preserva a estrutura causal do espaco-tempo.
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3.2).

2.5 O espaco-tempo de Minkowski sob a perspectiva de
um referencial uniformemente acelerado

O espago-tempo de Minkowski é a solucéo de vacuo espacialmente plana, homogénea e
isotropica das equacdes de Einstein (2.1). E nele que se baseia a RE [13-17]. Sua representacio

em 2 dimensdes com coordenadas (¢, ) pode ser feita pelo elemento de linha
ds* = —dt* + da?, (2.22)

onde t,x € (—00,0). A simetria temporal é expressa pelo vetor de Killing K; = 0;. Outra
representacdo muito util é dada pelas coordenadas do cone de luz (u,v), coordenadas obtidas

requerendo-se geodésicas nulas, ou seja, ds?> = 0'°. Elas sdo escritas como

u=t—x
t=2dx+cte = , (2.23)
v=t+uw
com u,v € (—00,00) e elemento de linha ds? = —dudv.

Z‘+

Figura 3 — Diagrama de Penrose do espago-tempo de Minkowski. Fonte: Elaborada pela autora.

Uma boa forma de visualizar causalmente o espago-tempo de Minkowski é por seu

diagrama de Penrose (ver Nota de Rodapé 9 da Subsecdo 2.4). Para montar esse diagrama

Esses diagramas sao delimitados por superficies e pontos de extremo. As superficies sdo nulas e sdo
chamadas infinitos futuro e passado nulos T*. Para os pontos temos os infinitos futuro/passado tipo tempo
i* que representam a coordenada temporal ¢ — 00 com a coordenada espacial r = cte e o infinito tipo
espaco i que representa a coordenada espacial 7 — £00 com a coordenada temporal ¢ = cte. Nesses
diagramas as geodésicas nulas sao representadas com £45° com relacéo a vertical ¢ no plano ¢ x z,

possuindo seus pontos iniciais em Z~ e finais em Z+.

10 dx*

Quando requeremos ds? = 0 estamos requerendo que o vetor tangente t* = €~ a geodésica z+ ()

. . 2 v . . . ~
seja nulo, ou seja, (g—;) = gw%% = 0. Para mais detalhes veja Nota de Rodapé 1 da Subsecéo 2.1.
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precisamos da seguinte mudanca de coordenadas

u = tanhu
N : (2.24)
0 = tanhv
com @, € (—1,1) e elemento de linha d3* = —Q?(a, v)dudv, tal que Q*(a,7) = (1 — u?)
(1 — ©2). Escolhendo
i=T-X T = &£
: , N (2.25)
b=T+X X =

temos o diagrama de Penrose do espaco-tempo de Minkowski plotando 7" x X, que é globalmente
hiperbolico e pode ser visto na Figura 3. Nesse diagrama todas as geodésicas tipo espaco possuem
seus extremos nos pontos i%, todas as geodésicas tipo tempo possuem extremos em i* e todas

as geodésicas tipo nulas/luz possuem seus extremos em Z+.

2.5.1 O referencial uniformemente acelerado

Vamos considerar, no espaco-tempo de Minkowski em 2 dimensdes, um observador
uniformemente acelerado com aceleracio propria de médulo constante o se movendo na diregao

x, cuja trajetoria seja

t(r) = %sinh(ow) ’ (2.26)
x(7) = - cosh(ar)
onde 7 é o tempo proprio do observador [3,13,18-20,22]. A 2-aceleracdo a* é dada por
d*zt
at = Vit = T = lasinh(aT), a cosh(aT)], (2.27)
T
tal que
a’ = g,a'a’ =a* = |a|=a, (2.28)

confirmando que o é o médulo da aceleracdo propria. Esse observador acelerado segue uma
trajetoria hiperbolica do tipo

1
', = —t?2 4+ 2% = —- (2.29)
Q@

Uma outra escolha de coordenadas torna-se bem 1til: em vez de (¢, ), podemos utilizar

as coordenadas (7, £), nas quais os observadores acelerados sio estaticos''. Elas ficam definidas

como

t = e ginh —_
e sinh(an) - n=9or (2.30)
x = Le% cosh(an) ¢=1n(2)

Aqui, quando dizemos que as coordenadas (7, ) levam ao fato do observador acelerado ser estatico,
queremos dizer que o mesmo esta em “repouso” para £ = 0. Entdo, a coordenada temporal 7 coincide
com o tempo proprio 7: 7 = 7. O que é verificado, por meio da definicédo (2.30), para a = a.

11
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onde a é uma constante e recebem o nome de coordenadas direitas de Rindler. Caso tomassemos

t — —tex — —ux,nasequacdes (2.30), teriamos as coordenadas esquerdas de Rindler. Calculando
2a€ , ~

7", nesse caso obtemos “~-. Portanto, comparando com (2.29) temos o médulo da aceleracao

valendo o = ae~%. Ou seja, para & = 0 o modulo da aceleragio é simplesmente a.

Nas coordenadas direitas de Rindler o elemento de linha fica
ds® = e (—dn* + d¢?) (2.31)

com 7, £ € (—00,00). Como a métrica independe da coordenada 7), temos um vetor de Killing

da forma K = 0,. Escrevendo-o nas coordenadas (¢, ) temos

KP=0,= g—;@t + g—i@x = ™ [cosh(an)0, + sinh(an)d,] = a (20, + td,), (2.32)

que pode ser encarado como um “boost” na direcdo z. Analogamente, para as coordenadas
esquerdas de Rindler, temos o vetor de Killing dado por K} = —0,, também visto como um
“boost”, s6 que agora na dire¢do —x. Além disso, analisando o modulo desse vetor de Killing
K, K", podemos dizer que o mesmo pode ser: tipo tempo para [t| < z e |t| < —z, tipo luz para
t = +x e tipo espacgo para |t| > x e |t| > —z. Dessa forma, tal como vimos na Se¢do 2.3, as

hiper-superficies t = £x sdo horizontes de Killing.

& =cte

n = cte n = cte

i

Figura 4 — Espaco-tempo de Minkowski nas coordenadas de Rindler dividido em 4 regides com as drbitas
de observadores uniformemente acelerados de modulo a. Fonte: Elaborada pela autora.

O espaco-tempo de Minkowski nas coordenadas de Rindler pode ser visto na Figura 4.
Vemos que o espaco-tempo fica dividido em 4 regides distintas e apenas nas regides [ e /1]
temos trajetorias hiperbolicas tipo tempo, representando as linhas de mundo de um observador
uniformemente acelerado (2.26) e (2.30). Essas sdo as curvas hiperboélicas com a coordenada
espacial £ = cte. A coordenada temporal 77 = cte é representada por linhas retas que cruzam
a origem. No caso em que ¢ = £z temos as hiper-superficies nulas, que sdo representadas

pelos horizontes de Killing futuro e passado H*, funcionando como um horizonte de eventos
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para os observadores acelerados, porque qualquer ponto nas regides /1 e IV esta “causalmente

1

desconectado”'? com os mesmos.

Dados esses sistemas de coordenadas também nos sera tutil definirmos as coordenadas

do cone de luz (i, v)" para o espago-tempo de Rindler

i=n—
R s , (2.33)
v=n+¢

sendo @, € (—00,00) e o elemento de linha nessas coordenadas fica ds* = —e**dudv. A

relacdo entre as coordenadas do cone de luz usuais de Minkowski e de Rindler pode ser escrita

como
1 _—at ~ 1
u=—-e i = —-=In(—au
o€ N - ?( ), (2.34)
v=—e" v = ~In(av)
a a

sendo facilmente obtida da relacdo entre as coordenadas (¢, z) e (7,£) das equacdes (2.30).
Fornecemos aqui uma ultima representacao, o diagrama de Penrose de Rindler, na Figura 5.
Representamos as regides I, [1, [1] e IV e evidenciamos os lados de direito D e esquerdo I/

de Rindler, juntamente com os horizontes de Killing H*.

Figura 5 — Diagrama de Penrose do espago-tempo de Rindler evidenciando seus lados Direito e Esquerdo.
Fonte: Elaborada pela autora.

12 Com a expressio “causalmente desconectado” queremos dizer que o observador acelerando para a

direcdo positiva de = ndo consegue receber nenhum sinal da regido /7 e ndo consegue enviar nenhum
sinal para a regido I'V. Ja o observador acelerando na direcdo negativa de x ndo consegue receber
nenhum sinal da regido IV e néo consegue enviar nenhum sinal para a regido /1.

13 Também obtidas requerendo-se geodésicas nulas (ds?> = 0) para a métrica (2.31).

14 Note que esse diagrama é montado analogamente ao diagrama de Penrose do espago-tempo de
Minkowski. Entretanto, observadores acelerados interceptam Z7 e nio iT, de forma que os horizontes
de Killing funcionam como uma espécie de horizonte de eventos para os mesmos. Os horizontes de
Killing H™ sdo descritos pelas retas 7= X e T = — X.
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2.6 O espaco-tempo de Schwarzschild

Em 1916 Schwarzschild desenvolveu a primeira solugao para as equacdes de Einstein,
utilizando argumentos de simetria. Essa solugao descreve o espaco-tempo ao redor de um objeto
massivo, estatico, com simetria esférica, sem rotacdo, sem carga elétrica no vacuo e é resultado
do teorema de Birkhoff™.

2.6.1 A deducao da métrica de Schwarzschild

A solucdo de Schwarzschild, tal como foi obtida pelo trabalho original de Schwarzschild
[12] e como é obtida na maior parte dos livros textos [13-17], é dada postulando um tensor

métrico que satisfaca as seguintes condicdes:

Todas as suas componentes sejam independentes do tempo e N solugdo

nao possua elementos cruzados com relagao a coordenada temporal estatica

Seja espacialmente simétrico com relagao a origem . . -
] y = simetria esférica,
quando submetido a uma rotacdo

espago-tempo
3. Se assemelhe ao espago-tempo plano quando no infinito = pa P .
assintoticamente plano

Dessa forma aqui vamos dispor das coordenadas esféricas (¢, r, 6, ¢), sendo r a coorde-

nada radial, 6 e ¢ as coordenadas angulares e postularmos o elemento de linha
ds* = g datds” = —A(r)dt® + B(r)dr® + r* (d6* + sin® 6d¢?) , (2.35)

onde A(r) e B(r) sdo funcdes a serem determinadas. Como 0;g,, = 0 e go; = 0,7 = 1,2, 3,
satisfazemos a condicio 1. Mantendo ¢ e 7 constantes o elemento de linha ds? se torna dL? =
r? (d6? + sin*6dg¢?*), o que cumpre a condigio 2. Por fim, a condigfo 3 ¢ satisfeita requerendo-se
que as funcdes A(r) e B(r) satisfagam condicdes de contorno da forma A(r — o) = 1l e
B(r — o0) = 1.

O proximo passo consiste em resolvermos as equagdes de Einstein para o espaco-tempo
vazio, ou seja, I, = 0. Primeiramente determinamos os simbolos de Christoffel ng e entao
calculamos as componentes do tensor de Ricci .. Ao resolvermos R, = 0, encontramos um

sistema para as equacdes A(r) e B(r), cuja solucéo é

A(r) = (1 + é) e B(r) = (1 + é) h : (2.36)

O teorema de Birkhoff diz que a Unica solugéo esfericamente simétrica e no vacuo das equacdes
de Einstein equivale a solu¢do de Schwarzschild. Além disso, ndo ha nenhuma solu¢ido dependente do
tempo que possua essas caracteristicas. Para mais detalhes ver Referéncias [13,15,17].

15
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onde k é uma constante de integracio a ser determinada. Essas contas estdo feitas no Apéndice
B.

Para valores suficientemente grandes de 7, no limite de espaco-tempo assintoticamente
plano, podemos considerar o limite Newtoniano da RG, ver Apéndice C. Nesse limite o tensor

métrico pode ser escrito como

Juv = N + h,uuy (237)

sendo h,,, pequeno. Aqui goo = — (1 + k/7), com hgy = —k/r. Essa aproximacao escreve a

geodésica para uma particula de massa infima na forma (C.6), que fica

d*zt 1 d*r 1k
arz 27" a2 272 (238)
Dada essa geodésica, fazendo o paralelo com a equacdo de movimento, de uma particula de
massa infima, sujeita ao potencial gravitacional ® = — M /r da dindmica Newtoniana, escrita
como P Iy
r .

sendo M a massa do gerador do campo, obtemos
k= —2M. (2.40)

Portanto, na solug¢do de Schwarzschild, a métrica possui um termo k que esta diretamente

associado ao potencial gravitacional.

Finalmente, podemos reescrever o elemento de linha da equacéo (2.35) como

oM oM\
ds® = — (1 — —) dt? + (1 — —) dr? 4+ r? (d92 + sin? Gd(bQ) (2.41)
T T
e, isolando o tensor métrico, encontramos
G = diag [— (1 — 2M/r) , (1 — 2M/r) " r?, r?sin0)] . (2.42)

A partir da métrica de Schwarzschild, que ¢é estatica e esfericamente simétrica, temos
4 vetores de Killing linearmente independentes: K = 0;, associado a simetria temporal e
os 3 geradores de rotacdes (K = 0,, associado a simetria azimutal, em torno do eixo z e
os outros 2 associados a rotacdo em torno dos eixos x e y, que sdo respectivamente K =
—sing dy — cot O cos ¢ 9y e K = cos ¢ Oy — cot 0 sin ¢ Jy).

2.7 Analisando a métrica de Schwarzschild

Uma analise rapida da métrica de Schwarzschild mostra que, ao tomarmos os valores
r = 0 our = 2M, uma de suas componentes diverge [13]. Essas divergéncias podem ou

nio estar associados ao sistema de coordenadas utilizado, ou seja, fazendo uma mudanga de
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coordenadas adequada, essa divergéncia desaparece. Quando estdo, temos uma singularidade

removivel, que é o caso de r = 2. Quando ndo, temos uma singularidade.

Um modo simples de verificarmos a existéncia ou ndo de uma singularidade em um

determinado ponto do espaco-tempo é fazendo o calculo de um escalar associado a curvatura
o ~ , . . A

da métrica em questdo. Como a curvatura é dada pelo tensor de Riemann R,,,, = g\, uw

(2.6), podemos calcular seu escalar, de modo que

M?
R Ry o~ (2.43)
L
M4

realmente uma singularidade e 7 = 20/ é conhecido como raio de Schwarzschild. Esse calculo

Assim, RMP"R,,,,; — oo parar — 0, e RFP7R,,;,,5 X parar — 2M. Portanto, r = 0 é
é feito porque, como escalares sdo independentes do sistema de coordenadas utilizado, se
tivermos uma determinada divergéncia em um sistema de coordenadas a mesma ocorrera em

todos os outros.

Podemos encontrar o raio de Schwarzschild através de uma analogia com a Mecanica
Newtoniana, utilizando a velocidade de escape de um corpo sob a acio do potencial gravitacional
[13,23]. Dessa forma, igualamos a energia cinética de um corpo de massa m com a energia

potencial gravitacional gerada por um objeto de massa M, obtendo

mv?  GMm 2G M
— = = v=4/
2 r T

e tomando v = ¢ encontramos

2GM 2GM
= r=rg= 5
T C

CcC =

Devido ao fato de ser um nimero, dadas contantes universais e uma caracteristica unica de
cada corpo (sua massa M), o raio de Schwarzschild fornece uma escala de classificagio, ou seja,

dada a massa de um corpo temos seu rg (para o Sol temos: TSO ~ 3-10% m).

As singularidades da métrica de Schwarzschild sdo o ponto de partida para a Teoria
de Buracos Negros. O raio de Schwarzschild representa o raio do horizonte de eventos, que é a
distdncia maxima que um observador externo consegue ver, ou, em outras palavras, é a superficie
a partir da qual particulas ndo conseguem mais escapar para o infinito. A singularidade r = 0
€ o ponto no qual toda a energia esta concentrada, razdo da curvatura infinita. Tais pontos

podem ser vistos na singela representacdo da Figura 6.

Vamos agora apresentar dois sistemas de coordenadas convenientes para reescrevermos
a métrica de Schwarzschild: as coordenadas de Eddington-Finkelstein e as coordenadas de

Kruskal-Szekeres.

2.7.1 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

O sistema de coordenadas de Schwarzschild pode ser modificado de modo a ficar livre

de sua singularidade em r = 2M [13-15,17,18]. Um dos modos de fazermos isso é por meio
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Horizonte de Eventos

Singule.lridade

Raio de
Schwarzschild

Figura 6 — Representacéo pictorica da anatomia de um buraco negro de Schwarzschild. Fonte: Elaborada
pela autora.

das coordenadas de Eddington-Finkelstein, que sdo obtidas requerendo-se geodésicas nulas, ou
seja, ds> = 0. Em vez de apenas lidarmos com o elemento de linha nulo, tal como fizemos na
Secdo 2.5 e Subsecao 2.5.1, por questdes de resultados posteriores (ver Subsecao 3.4.1), aqui,
para encontrarmos as geodésicas nulas que percorrem o espaco-tempo de Schwarzschild (2.42),
vamos fazer uso das simetrias dessa métrica [24]. Inicialmente vamos requerer a conservagao da
energia I e do momento angular L para essas geodésicas. Portanto, as mesmas serdo definidas

sob um plano que contém geodésicas definidas por = 7. Dessa forma, o vetor tangente as
dxt dt dr _ do

th=—— ==, —,0,— 2.44

d\ (d)\’d)\’ ’d)\) ’ (2:44)

onde A é o parametro afim ao longo destas. Podemos utilizar os vetores de Killing associados as

mesmas €

simetrias temporal K = 0, e angular K = 0, para escrever, utilizando (2.16), as quantidades

conservadas ao longo dessas geodésicas

2M\ dt
= _— b — ) =
E = —t,(d) <1 : ) oY (2.45)
do
L = tli (8¢)“ = 7’25, (246)

sendo £ a energia e L o momento angular. Como queremos as geodésicas nulas nao iremos
utilizar a equacdo (2.12), mas sim tomaremos um atalho usando o fato de que para geodésicas

nulas o vetor tangente é nulo'®, entdo

oM\ oM\ (dr\? | L
0:#@:—(1—7) E2+(1—7> (é) +3 (2.47)

Restringindo-nos a geodésicas nulas radiais temos L = 0, bem como % = 0, de forma que a

equacio (2.47) fica
dr

— =%F. 2.48
™ (2.48)

16 Ver Nota de Rodapé 10.
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Podemos substituir esse resultado na equagao (2.45) encontrando

(2.49)

D DA

dt oM\t dr dr,
1 +
-2

onde definimos a coordenada tartaruga r, que pode ser escrita, integrando (2.49) em r, da forma

r.=r-+2M (ﬁ - 1) . (2.50)

Porque r € (2M, o0), temos 7, € (—00,00) ja que lim, o1 7 — —00 € lim, o, 7. — 00.
Assim, a integracdo da equacio (2.49), em t e r,, leva as geodésicas nulas radiais que sdo escritas

como

t = *£r, +cte = { , (2.51)

vélidas nos intervalos u, v € (—00, 00). As coordenadas (u, v) sdo conhecidas como coordenadas
tartaruga do cone de luz. Podemos reescrever o elemento de linha de Schwarzschild (2.41) em

cada uma dessas coordenadas, no lugar de ¢, de modo que

oM
ds? = — (1 — 7) du® — 2dudr + r* (df + sin® 0d¢*) (2.52)
2 2M 2 2 2 2 2
ds* = —[1-— - dv® + 2dvdr +r (d9 + sin” Odo ) (2.53)

Dessa forma, nao ha divergéncias em r = 2. Para essas duas métricas, desconsiderando-se

a parte angular, temos duas solucdes, para cada uma delas, considerando geodésicas nulas

(ds? = 0Y7):

du 2M N\ du dv 2M N\ dv

tais que as solucdes sdo

”
- = [2r +am ‘——1H 2.
u=cte ou u [7‘—1— 537 + cte (2.55)

r
v=cte o 'U:[Qr 4Mln‘——1H cte. 2.56
e ou + Wi + cte (2.56)

Na Figura 7 vemos a esquerda as solu¢des para u e a direita para v. No grafico a esquerda
graficamos (t, = u + r X r), de forma que as geodésicas nulas com u = cte “saem” de r = 0
eascomuy = — [2T—|—4M1n

Vi 1H + cte vao em direcdo a r = 2M, assintotando-o no
infinito, mas nao ultrapassam tal ponto, tanto para r < 2M quanto parar > 2M. Analisando os
cones de luz vemos que toda geodésica na regiao com r < 2M é ejetada da mesma, assim temos
a representacao de um buraco branco, a inversdo temporal de um buraco negro. Ja no grafico
a direita graficamos (t, = v — r X r), de modo que geodésicas nulas com v = cte “adentram”

em direcio ar = 0 e as com v = [27" +4M In ’ﬁ — 1H + cte demoraram cada vez mais

17" Novamente, ver Nota de Rodapé 10.
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Figura 7 - Representacdo das coordenadas nulas de Eddington-Finkelstein. Utilizamos M = 1 e o
horizonte estd marcado em preto para r = 2M | ;=1 = 2. Fonte: Elaborada pela autora.

para serem observadas por um observador externo, na regido com r > 2M ou nem mesmo
conseguem ultrapassar o ponto r = 2M se estiverem na regiao com r < 2M, alcanc¢ando o
ponto r = 0. Os cones de luz indicam que toda geodésica na regido com r < 2M nao consegue
mais sair, alcancando o ponto 7 = (. Veremos a definicdo formal de buracos negros na Secéo
2.8.

2.7.2 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Vimos que, usando as coordenadas u e v definidas em (2.51), conseguimos reescrever a
métrica de Schwarzschild removendo a singularidade » = 20/. Porém, da propria definigao de
u e v notamos que temos duas regides diferentes do espaco-tempo: passado e futuro'®. Assim
vamos escrever o espaco-tempo completo, utilizando as coordenadas u e v, formando o que é
chamado de espaco-tempo de Schwarzschild estendido [13,15,17,18,20]. Para isso, temos que

reescrever (2.42), mantendo essa singularidade e fazendo uso das coordenadas (u, v, 0, ¢) como

2M

sendo r = r(u,v), pois r, = (v — u) /2. Fazendo a seguinte mudanca de coordenadas

_ _—u/4M
{ U=-e (2.58)

V= ev/4M7
valida portanto para r > 2M, com os intervalos U € (—o0,0) e V € (0, 00), reescrevemos a
métrica (2.57) como

32M3
r

ds® = —

e dUAV + r? (d§? + sin? d¢?) , (2.59)

18 Essa ideia é dada pensando na defini¢do (2.51). Mantendo u e v constantes, ao tomarmos 7 — 2M

temos, respectivamente, t — —oo e t — 0o0. O que implica que u esta relacionado ao passado e v ao
futuro do espago-tempo de Schwarzschild.
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sendo agora r = r (U, V), definido implicitamente por UV = (1 — &) ezw.

Vale notar que, definindo coordenadas tipo tempo 7' e tipo espaco I? de acordo com

U=T-R
(2.60)
V=T+R,

podemos reescrever a métrica (2.59) da forma

ds? — e~ (dT? — dR?) +1* (d6* + sin® 0de?) , (2.61)

sendo agora r = r (T, R), definido implicitamente por 7?2 — R? = (1 — ;%) e2. Note que
R € (—00,00) e T? < R?+1. As coordenadas (T, R, 0, ¢) sio conhecidas como as coordenadas
de Kruskal-Szekeres e as coordenadas nulas (U, V') sdo suas coordenadas do cone de luz. Além
disso, nessas coordenadas ndo temos um campo de Killing associado a simetria temporal da
forma K i = Or. Isso ocorre devido ao fato de que temos uma dependéncia implicita da métrica

com relagdo a coordenada 7" devido a coordenada r depender de 1" e R.

Figura 8 — Espaco-tempo de Schwarzschild estendido: representagdo nas coordenadas de Kruskal-
Szekeres. Fonte: Elaborada pela autora.

A métrica nas coordenadas de Kruskal-Szekeres (2.59) é claramente bem definida para
r = 2M, ouseja, U =V = 0 e para todo r > 0. Dessa forma, podemos fazer uma extensao
analitica de forma que U,V € (—00,00), com a restricdo de que UV < 1, ou seja, r > 0.
Portanto, essa métrica fornece o espaco-tempo de Schwarzschild estendido, que pode ser visto
na Figura 8, para representacgao grafica I’ x R. O espaco-tempo de Schwarzschild estendido
pode ser divido em 4 regides, sendo [ a regido exterior ao buraco negro, I/ o buraco negro em
questdo, /] uma regido “espelho” ao exterior do buraco negro mas néo conectada causalmente
com a outra e /V um buraco branco, ou seja, o oposto de um buraco negro, no sentido que

nada consegue adentrar em tal regido.

Na Figura 8 as curvas com a coordenada espacial r = cte sdo representadas por hipér-

boles (definidas por 7% — R? = cte), que existem nas 4 regides do diagrama. As curvas com
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coordenada temporal ¢t = cte sdo representadas por linhas retas (definidas por % = tanh (ﬁ))
que cruzam a origem. No caso em que r = 2 temos as curvas 1" = £+ R, representando o
horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild. A singularidade » = 0 é representada

por duas hipérboles nas regides I/ e [V

Uma boa forma de visualizar causalmente o espaco-tempo de Schwarzschild estendido
é por seu diagrama de Penrose. Para montar esse diagrama precisamos da seguinte mudanga

de coordenadas

8 : (2.62)

U = tanh U
V =tanhV

com U,V € (—=Z,%) e elemento de linha d5*> = Q*(U,V)g,,dz"dz", tal que Q*(U,V) =

273
cos? U cos? V. Escolhendo

n—X 2
) 7 T7 ) (263)
{ N+ x _ (V2U)

temos o diagrama de Penrose do espago-tempo de Schwarzschild estendido plotando 7 X x, que

<t &h

pode ser visto na Figura 9. O mesmo é globalmente hiperbélico e possui a interpretacdo de suas
regides I, [1, 1] e IV analogamente a Figura 8. Nesse diagrama geodésicas tipo luz/nulas
sdo representadas por superficies com +45° com relacgao a vertical e geodésicas tipo tempo
possuem extremos em i*. Toda geodésica tipo tempo e luz/nula que é originada na regido /7
permanece nessa regiao e termina na singularidade » = 0, que portanto representa o interior

do buraco negro.

Figura 9 — Diagrama de Penrose do espago-tempo de Schwarzschild estendido: representacéo nas
coordenadas de Kruskal-Szekeres. Fonte: Elaborada pela autora.

2.8 Buracos negros

Até a presente se¢do, muito dissemos a respeito da concepcao geral de um buraco

negro: que os mesmos absorvem matéria e nunca a emitem, relacionamos pontos da solucio de



2.8. Buracos negros 49

Schwarzschild a “anatomia” do mesmo, verificamos o que acontece com as geodésicas nulas
na solucdo de Eddington-Finkelstein e até ja o representamos no diagrama de Penrose do
espago-tempo de Schwarzschild estendido. Porém, até agora nao fornecemos uma definicao
precisa, nao dissemos nada sobre a formagdo e nem mencionamos que existe uma classificagao

para os mesmos [13, 15,17, 18]. Esses sdo os objetivos dessa secao.

Uma definicdo formal para um buraco negro é dada como:

Defini¢ao (Buraco Negro). Um espaco-tempo assintoticamente plano (M, g,,,) admite um buraco
negro BB tal que
B=M — J (Z%) #10 (2.64)

sendo J~(Z") o passado causal do infinito futuro nulo Z™.

Por passado causal J~ () entendemos o conjunto de eventos que pode ser atingido por
Y. seguindo uma curva causal dirigida para o passado e por futuro infinito nulo T+ entendemos
uma superficie nula que delimita o espaco-tempo como um todo. Dada a defini¢do de buraco

negro definimos seu horizonte de eventos da forma:

Definicao (Horizonte de Eventos). Dado um buraco negro B seu horizonte de eventos é definido

como sua borda H* tal que
ot =J (I%) (2.65)

sendo J~(Z) a fronteira de J~(I*) do infinito futuro nulo T+.

Portanto, um buraco negro € a regido a partir da qual nenhum sinal causal consegue
atingir Z*. E o horizonte de eventos do mesmo é superficie que separa os pontos do espaco-
tempo que estdo conectados com o infinito por uma curva tipo tempo dos que néo estédo, ou

seja, o limite da regido visivel para um observador em Z+.

Na Secéo 2.3 falamos sobre horizonte de Killing. E claro que a nocdo dos mesmos é
independente da ideia de horizontes de eventos, mas, em espagos-tempo que possuem simetrias
temporais, eles estao profundamente conectados: horizontes de eventos >’s de um espaco-
tempo estacionario e assintoticamente plano sao horizontes de Killing para algum vetor de
Killing K*. Podemos interpretar o horizonte de eventos para um buraco negro de Schwarzschild

por meio da analise do modulo do vetor de Killing Kg = 0;. Seu céalculo leva a

2M
K,K" =g, K'K" = — (1 — —) : (2.66)
r
que indica que o vetor de Killing é: tipo tempo para r > 2M, tipo luz para r = 2M e tipo
espaco para r < 2. Assim, quando o vetor de Killing é tipo luz temos um horizonte de Killing,
de acordo com a definicdo da Secao 2.3, e, portanto, temos o horizonte de eventos do buraco

negro em questao.
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Podemos dizer que até hoje ndo temos uma concepg¢ao completa da formacdo geral de
buracos negros. Isso porque, por exemplo, ndo sabemos exatamente como e quais processos
seriam responsaveis pela formacao dos buracos negros primordiais, possivelmente formados
no inicio da formacédo do universo. Além disso, o estudo sobre a formacéo de buracos negros
foge dos objetivos da presente dissertagdo. De forma geral, buracos negros sao formados
pelo colapso gravitacional estelar. Uma estrela pode ser pensada como uma estrutura que se
sustenta pelo equilibrio da pressédo, devido a fusdo nuclear de seus constituintes, com a forca
gravitacional. Quando a for¢a gravitacional comeca a ganhar dizemos que a estrela entra em
estagio de colapso: a combustao nuclear se esgota. A partir dai a densidade da estrela aumenta
consideravelmente de forma que, ao passar de um determinado ponto (o raio de Schwarzschild
e seu entdo horizonte de eventos), o espaco-tempo fica tio distorcido que nada mais consegue

escapar. Temos entdo um buraco negro.

7

Figura 10 — Diagrama de Penrose de uma estrela colapsando esfericamente. A estrela colapsando é repre-
sentada pela regido hachurada em cinza. A linha em zigue-zague representa a singularidade
r = 0. O horizonte de eventos é representado por H . Fonte: Elaborada pela autora.

Dessa forma, o espaco-tempo de Schwarzschild estendido representa uma idealizagao
para o que esperamos de um buraco negro: ele nao representa sua evolucdo temporal pelo
colapso gravitacional. Ainda assim, podemos utilizar a solu¢do de Schwarzschild (2.42) para
descrever a regido exterior ao colapso esfericamente simétrico de uma estrela de massa M. O
teorema de Birkhoff garante que o exterior de uma estrela em colapso esfericamente simétrico é
descrito pela métrica de Schwarzschild, que ¢ estatica. E claro que o interior da estrela envolve
uma dindmica estelar interna extremamente complexa, porém nesse modelo ndo estamos

considerando como essa dinamica funciona. O que importa no mesmo ¢é a solucdo do exterior

19O colapso esfericamente simétrico também é uma situacio idealizada: ndo apenas pela simetria

esférica, mas principalmente por ser completamente livre de qualquer outro parametro fisico (como
momento angular L, por exemplo) além da massa M.
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da matéria em colapso e 0 momento a partir do qual, ao passar de um determinado ponto (o raio
de Schwarzschild), temos a formacdo do horizonte de eventos H™ e entdo seu desenvolvimento
temporal até a singularidade » = 0. A representacao do colapso esfericamente simétrico pode
ser vista por meio do diagrama de Penrose 10, sendo as geodésicas nulas representadas por
superficies com £45° com relacdo a vertical e a regido do buraco negro representada acima
do horizonte de eventos H*, como regido tal que todas as curvas causais que dela saem néo

alcancam o infinito futuro nulo Z™.

Até hoje conhecemos apenas um pequeno nimero de solucdes para as equacdes de
Einstein. Para buracos negros esse nimero se limita a 4 se nos referirmos as solucdes que
descrevem buracos negros 4-dimensionais, estacionarios e assintoticamente planos, a saber:
Schwarzschild (caracterizada pela massa M do buraco negro), Kerr (caracterizada pela massa
M e pelo momento angular L do buraco negro), Reissner-Nordstrom (caracterizada pela massa
M e pela carga () do buraco negro) e Kerr-Newman (caracterizada pela massa M, carga () e
momento angular L do buraco negro). O interesse para os casos estacionarios se concentra
no fato de serem o estagio final do colapso gravitacional. Essas 4 solucdes consideram apenas
3 parametros observaveis para o exterior dos buracos negros, que sio dadas pelo teorema do
“no-hair”. Esse teorema estabelece que buracos negros possuem apenas esses parametros para

caracteriza-los.

Na presente dissertacdo vamos nos restringir apenas ao buraco negro de Schwarzschild,

como vimos no presente capitulo e como veremos nos Capitulos 3 e 4.
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3 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS EM ESPA-
COS CURVOS

A origem da MQ é geralmente associada a Planck por seu trabalho sobre o espectro
da radiagao de corpo negro em 1901 [25]. Planck fez um tratamento fenomenologico capaz de
modelar os dados experimentais observados da radiagdo emitida por um corpo, associando a
mesma uma temperatura. Pouco tempo depois, em 1905, Einstein propos a ideia da quantizacio
da radiacdo eletromagnética em seu trabalho sobre o Efeito Fotoelétrico [26]. Assim, a luz
passou a ser vista como pacotes de particulas de massa nula carregando energia £/ = hv, sendo
h a constante de Planck e v a frequéncia da radiacdo emitida ou absorvida. Em 1926 Erwin
Schrédinger, inspirado por Louis de Broglie ao tentar associar ondas as particulas, elaborou
uma equacao para descrever particulas néo relativisticas [27]. Essa equagdo ficou conhecida
como equacao de Schrodinger e permitiu o calculo dos valores dos niveis de energia do atomo de
hidrogénio e o estudo da emissdo e absorcdo da radiagio atomica. Esses trabalhos, em conjunto
com muitos outros e tantos outros nomes, foram primordiais para o desenvolvimento da MQ
[1].

A partir da década de 20 uma nova teoria comecou a ser formulada, uma teoria que
pretendia explicar o universo do “pequeno” e do “rapido”, que podia ser interpretada como a
juncdo da MQ com a RE, surgia a TQC. Em 1926 Oscar Klein e Walter Gordon formularam
uma equagdo, que muitas vezes é considerada como uma versao relativistica da equacdo de
Schrédinger, para descrever particulas quanticas escalares em regime relativistico [28]. Paul
Adrien Maurice Dirac, em 1927, propds uma equacao capaz de descrever elétrons livres com
energia relativistica [29]. Essa teoria previa a existéncia das antiparticulas, explicava a criacido
e a aniquilacdo de particulas e, juntamente com a equacdo de Klein-Gordon, foram primordiais
para o desenvolvimento da Teoria Quéntica de Campos Eletromagnética. Posteriormente, a

forca fraca e a forte também ganharam tratamento aos olhos da TQC [1,2].

Dentre as quatro interagdes fundamentais a interacdo gravitacional ainda é a inica nao
quantizada. E nesse panorama que surge a TQCEC, uma teoria suplente para o que esperamos
de uma Teoria Quantica da Gravitacdo. Suplente porque embora ela possa ser entendida como
uma juncdo da TQC com a RG, ela considera todos os campos da matéria quantizados, porém
a interacdo gravitacional continua classica. Essa teoria afirma que o conceito de particula
¢ dependente do observador e que buracos negros podem emitir particulas, afirmagdes tais

consequéncias do Efeito Unruh e da Radiacdo Hawking.

No presente capitulo faremos um apanhado sobre a TQC em espagos-tempo planos, na
Secdo 3.1. Motivaremos a equacédo de Klein-Gordon, na Subsecédo 3.1.1, e passaremos para sua

visdo campistica, na Subsec¢do 3.1.2, finalmente quantizando este campo, no espago-tempo plano,
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na Subsecdo 3.1.3. Iniciaremos o tratamento para a abordagem em espacos-tempo curvos na
Secdo 3.2. Finalizaremos o capitulo discutindo sobre o Efeito Unruh, na Secéo 3.3, e a Radiagao
Hawking, na Secdo 3.4. Para o desenvolvimento desse capitulo nos apoiaremos nas Referéncias
[3,13,18-20, 22, 24,30, 31].

3.1 Teoria quantica de campos em espacos planos

3.1.1 A equacao de Klein-Gordon

A equacdo de Klein-Gordon foi proposta para descrever particulas relativisticas, escala-
res e sem carga [2]. Dessa forma, dada uma particula com massa m e 4-momento k" = (E, k),

ela obedece a seguinte relagao relativistica
k'k, = -m®> = E*=k-k+m’. (3.1)

Definimos particulas como possuindo energia positiva £ = vk - k + m?2.

Reescrevendo e atribuindo aos constituintes da equacdo (3.1) interpretacdes operacionais
da MQ: £ = H = 10, sendo H o operador hamiltoniano e k = —iV e aplicando no campo

escalar ¢(x)!, temos

(B —k-k—m?)¢(z) = 0
[(i6,)* — (—iV)? = m?] (z) = 0, (3.2)

o que define a equacdo de Klein-Gordon
(07 = V*+m?) ¢(x) = 0. (3.3)

Agora vamos para o tratamento campistico.

3.1.2 O campo de Klein-Gordon

Toda teoria de campos classicos nasce da acio classica, que, para um campo ¢(z) é da

forma

S[g) = / ' £(6,8,0,2) (5.4)

sendo L (¢, 0,¢, z) a densidade de Lagrangiana do respectivo campo [3,13,19,20]. Podemos

extremizar essa acdo, pelo método das variacoes, calculando

55 = /d%{%—i {i”w:o, (3.5)

¢ Ozt [0(9u0)
5S oL o [ oL
55 U 9 o {8 (8,@)] - 50

1" Aqui denotamos, pela dependéncia em x, a dependéncia com relagio as componentes do 4-vetor z*.
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onde o lado direito da equacdo (3.6) nos da as equacdes de Euler-Lagrange. Para o campo escalar

real ¢(x), de massa m e sem interacdes, a densidade de Lagrangiana L é escrita como

L= —% (0" 8,9 Do + m2¢7) , (3.7)

na qual " é a inversa do tensor métrico de Minkowski e as equacdes de Euler-Lagrange nos

levam a equagao de Klein-Gordon
n"9,0,¢ —m*¢ = 0, (3.8)

tal como na equacéo (3.3). As solugdes para essa equacdo podem ser expandidas no espago dos

momentos k e vamos representa-las por meio de ondas planas da forma
¢oc fy = froce TN (3.9)

sendo wy, a frequéncia de oscilagdo do campo e k o vetor de onda. A frequéncia de oscilacio,

obtida substituindo a solucéo (3.9) na equagao (3.8), é

wr = Vk -k +m?2. (3.10)

Para que a solu¢io do campo ¢(z) seja expandida em um conjunto completo e ortogonal
de solucdes temos que fazer uso do produto interno do campo de Klein-Gordon, que é definido

nas Referéncias [3, 13,19, 31], para duas funcdes f e g, como

(F9)ko = =i [ a7 05" 5" 001). B.11)
Calculando-o para fj,, = e {@nt=kix) o £ — o=iwrt—kaX) ghtemos
(fkpsz) - —Z/d?’l’ i(wkl +wk2)€_i(Wk1_wh)tei(kl_kz).x
= (Wi + why) 6% (kg — ko) (2m) e~ k) (3.12)
onde usamos que
3 d’x i(k1—k2)-x
) (kl — kz) = (27‘(’)36 s (313)

representando a delta de Dirac 3-dimensional. Da equacdo (3.12) inferimos que o produto
interno se anula a menos que k; = ko = k e, por conseguinte, wy, = wy, = wg. Por fim,
normalizamos os modos (3.9) como

1 1
(27)3/2 /2wy

A partir dos modos normalizados (3.14) associados ao produto interno (3.12) obtemos as relacdes

fi = ethue” (3.14)

(fu f) = 8 (k—X), (3.15)
(fes for) = 0, (3.16)
(fis fi) = =0(k-X), (3.17)
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sendo que a relacdo (3.15) implica que os modos fj sdo ortonormais entre si com norma positiva,
arelacdo (3.16) diz que os modos fj e f; sdo ortogonais e a relagdo (3.17) mostra que os modos
/5 séo ortonormais entre si com norma negativa. Nesse sentido, o conjunto { fi, f; } é completo

e ortogonal, possibilitando a expansio do campo ¢(z) como a combinacdo de modos f e f.

Antes de apresentarmos a expansio do campo ¢(x) nesses modos, vamos defini-los
como: modos de frequéncia positiva e modos de frequéncia negativa. Vamos chamar o conjunto

de modos { fi.} de modos de frequéncia positiva, satisfazendo

O fr = —iwp fr, wg > 0 (3.18)
e o conjunto de modos { f;'} de modos de frequéncia negativa satisfazendo

O fr = wi fr, wg > 0, (3.19)

sendo assim definidos com relacio ao tempo ¢, de um referencial inercial, do espaco-tempo de
Minkowski®. Essa defini¢do é importante para a padronizacio do conceito de particulas que

sera apresentada e que ficara mais clara na proxima secao.

Finalmente, podemos expandir o campo ¢(x) como uma combina¢do dos modos de
frequéncia positiva fj, e negativa f;. Portanto, expandindo-o continuamente no espago dos

momentos temos

d3k 1 —i(wgt—k-x * _t(wpt—k-x
1) = | Gy e i)

= [ @i+ ais). (3.20)

sendo ay, e a;, coeficientes da expansao. Vamos agora quantizar o campo de Klein-Gordon.

3.1.3 Quantizacao do campo escalar no espaco-tempo plano

A construcdo de uma teoria quantica a partir de uma teoria classica consiste na escolha
de um espaco de Hilbert de estados H e de operadores auto-adjuntos a, b que representem

observaveis classicos fundamentais [3, 13, 18-20, 24]. Essa escolha é, historicamente, baseada

2 A nomeacdo: modos de frequéncia positiva e modos de frequéncia negativa para fj; e f;, respectiva-

mente, possui uma origem histérica [20]. Ela remete-se a interpretacéo do operador Hamiltoniano H
fornecendo a autoenergiza E do campo e, entdo, de sua particula em questdo. Assim, fj, descreve
particulas com energia positiva £ > 0 e f descreve particulas com energia negativa I/ < 0 da
forma

Hfy = ihdify =hwpfr, = E>0
Hf; ihoi fy = —hwif, = E <0,

onde retomamos a unidade de energia. Como definimos particulas com energia positiva em TQC e, por
conseguinte, no presente texto (ver Subsecéo 3.1.1), essa interpretacdo consolida-se apenas historicamente.
Entretanto, emprestamos essa nomeagcéo para a diferenciacdo dos modos f e f;.
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nos parénteses de Poisson { , }, que fornecem a estrutura algébrica | , | dos operadores em

questao
[a, 13} —i{a,b}. (3.21)

Assim, o comutador fundamental da MQ fica [z, p| = i, pois {z, p} = 1. Na TQC fazemos a
chamada segunda quantizag¢ao onde promovemos o campo ¢(x) e seu campo canonicamente
conjugado 7(z) = % — 8,0 a operadores ¢(z) e 7(x) [32]. Vale dizer que, de acordo com

esse procedimento de quantizacio, estamos fazendo uso da representacdo de Heisenberg®.

Essa quantizacgao ¢é feita postulando as seguintes relagdes de comutagao

@) 7(y)| = ix—y). (322)

6@),6)] = @) 7w) =0, (323)

que sdo tomadas em tempos iguais. Dessa forma, os coeficientes ay, e a;, da equacdo (3.20), sdo

promovidos a operadores ay, e dz satisfazendo

[ak,a;] — Pk —K), (3.24)

(s, ] = [a;,&;]:o, (3.25)

Essas relacdes de comutacéo sdo similares as relacdes do Oscilador Harménico Quéantico (OHQ).
Similares porque a expressio (3.24) conta com uma delta de Dirac 6°(k — k') e ndo uma delta de
Kronecker 0y, j» (como é o caso do OHQ) [24], de modo que h4 um infinito nimero de operadores
indexados por k [13]. Assim, os operadores dL e aj nao possuem interpretacio fisica tao direta
como no caso do OHQ, como operadores de criacdo e destruigao, respectivamente. Para mais

detalhes ver Apéndice D.

Portanto, os campos ¢(z) e w(x) quantizados ficam escritos como

~ dgk 1 —i(wrt—k-x) ~ t(wpt—k-x)
o(r) = /(27)3/2 V2w, [e Ty )a;r“]’ (3.26)

dk , ,
7%(.1') = —Z/W % [eiz(wktik.x)dk — ez(wktikhx)d};} s (327)
T

Esses campos sdo expressos no espaco de Hilbert de estados de particulas Fg, conhecido
como espaco de Fock [3,24,31]. O espaco de Fock Fk é acompanhado da representacao/base de
Fock que descreve estados de particulas descritos por kets | ) construidos a partir do estado de
vacuo |0). Esse estado tem seu nome devido ao fato dele representar o estado sem particulas e

possui a propriedade de ser aniquilado por cada operador destrui¢do a; da forma

ax|0) = 0, vk. (3.28)

3 Por representacdo de Heisenberg estamos nos referindo a evolucdo temporal do campo sendo atribuida

aos operadores (no nosso caso ¢ e 7) e ndo aos estados do campo em questéo.



58 Capitulo 3. Teoria Qudntica de Campos em Espacos Curvos

Por fim, para explorarmos a interpretacéo fisica dos estados de Fock, é interessante

definirmos mais um operador, o operador niimero
Ny = ajay. (3.29)

Quando definido no caso do OHQ, seu valor esperado fornece exatamente o nimero de particulas
de um determinado estado. O mesmo acontece, por exemplo, quando o definimos para a
expansio discreta do campo gg (ver Apéndice D). Porém, sua interpretacio fisica no continuo néo
é tdo direta como para o OHQ, dado que ele expressa o produto de &L e 4y, como comentamos
ap0s as equacdes (3.24) e (3.25). Portanto, seguindo a discussdo do Apéndice D, podemos

interpretar seu valor esperado como uma densidade de particulas.

Aqui mostramos a quantizacdo do campo escalar no espaco-tempo plano. A quantizacio

em espagos-tempo curvos segue o mesmo principio.

3.2 Teoria quantica de campos em espacos-tempo cur-
VOSs

A generalizacdo da teoria classica de campos em espagos-tempo planos para curvos
[3,13,18-20,22,30] se da com:

1. A substituicdo da métrica de Minkowski 7,,,, pela métrica geral g,,,,;
2. A substituicdo das derivadas ordinarias 0, por derivadas covariantes V ;

3. A substituicio do elemento de volume d*z pelo elemento de volume covariante: d*z\/=q,

sendo g = det[g,,].

Assim, para um espaco-tempo (M, g,,,) que seja globalmente hiperbdlico, a propagacéo

do campo escalar ¢(z) possui a densidade de Lagrangiana

L= —% (9"'V 6V + m*¢?) (3.30)

obtida utilizando (3.7). Além disso a acdo classica S fica

Sl6l = [ dev/=g | -3 (@ V.0,0+ me?) 631

sendo que para o campo escalar V,¢ = 0,,¢. Essa densidade de Lagrangiana e agdo descrevem

um campo escalar minimamente acoplado com a gravidade®.

% O tratamento geral em TQCEC considera a a¢do para o campo escalar como

Sl¢] = / d'zy/=g H (9 6V 06 +m?¢” + chb?)] : (3:32)

sendo £ € R um termo que determina o acoplamento entre o campo escalar e a curvatura R, escalar de
Ricci. No nosso caso, como utilizamos { = 0, consideramos o acoplamento minimo do campo escalar ¢
com a gravidade.
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Entéo, a variacdo da acdo 0.5 = 0 fornece as equagdes de movimento como
1
—0 —g¢™0,) o —mPp=(0-m?) ¢=0, (3.33)
0, (Vae0) GRS
onde [1 = ﬁau (v/—g g"0,), representando a equagio de Klein-Gordon (3.8) no espago-
tempo curvo. As solu¢des nem sempre serdo representadas por meio de ondas planas da forma
(3.9), porém, a obtencido de um conjunto completo e ortogonal de solucdes continua sendo feita

por meio do produto interno, para duas funcdes f e g, agora definido como

(f. e = —i /2 P (Vg — 5V ,f). (3:34)

onde Y; é uma superficie de Cauchy de parametro ¢ com vetor normal n* e métrica induzida
Y. Esse produto interno independe da superficie de Cauchy ¥, escolhida. Vale frisar que é

nesse ponto que precisamos de um espago-tempo que seja globalmente hiperbolico®.

O produto interno, definido em (3.34), permite uma base ortonormal { fis f;‘} satisfa-

zendo
(fis f3) = i (3.36)
(fi,f;) = 0 (3.37)
(S5 F) = =0y, (3.38)

tal como nas relacdes (3.15-3.17). Os indices 7 e j podem representar que as fungoes f; e f;
sao discretas (utilizando a delta de Kronecker 9; ;) ou continuas (utilizando a delta de Dirac
§3(i — j)). Por conveniéncia, para a dedugdes de algumas transformagdes, vamos trabalhar com

a notacao discreta. Entretanto, as expressoes e discussoes a seguir valem para ambos os casos.

Para que possamos desenvolver o formalismo canénico de quantizacdo definimos o
momento 7 associado ao campo ¢ como
oL
9(0o9)

Dessa forma, a quantizacdo do campo escalar em espagos-tempo globalmente hiperboélicos

/e

(3.39)

segue exatamente como em espacos-tempo planos: escolhe-se um espago de Hilbert de estados
Fre com a promocio dos campos ¢(z) e m(z) a operadores ¢(x) e #(x). Entio, impomos as
relagdes candnicas de comutacao

ba). i) = idx—y). (3.40)

p3M

6@ = @), 7wy, =0, (3.41)

t

> A métrica induzida v, é a representacio do tensor métrico g,,,, definida sobre uma hiper-superficie

Y; (de dimenséo (n — 1)) e pardmetro ¢ mergulhada numa superficie M (de dimenséo n), onde o
tensor métrico é definido. Dado o vetor normal n* a hiper-superficie 3; escrevemos

Y = Guv + Npny. (3.35)

®  Para mais detalhes ver Secio 2.4.
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tal como em (3.22) e (3.23), mas agora tomadas sobre uma superficie de Cauchy »; com pa-

rametro ¢, sendo a coordenada temporal, constante. Analogamente, temos os operadores de

criacdo &I e aniquilagdo a; seguindo as relacdes de comutacao
S R P S
[ai,a;] = [ai : aj] =0, (3.43)

como em (3.24) e (3.25). Portanto, o campo escalar ¢ fica quantizado no espaco-tempo curvo

como

o= (afi+alfr). (349

(2

As defini¢oes do estado de vacuo e do operador nimero seguem respectivamente (3.28) e (3.29).

O campo escalar quantizado ¢ possui uma expansio ndo unica. Isso porque qualquer
modo que satisfaca o produto interno (3.34), formando uma base ortonormal, pode ser utilizado
para representar o mesmo. Portanto, o campo ng) pode ser expandido em qualquer sistema de
coordenadas desejado que descreva o espaco-tempo em questdo. Dessa forma, considerando
um conjunto de modos alternativo g;(x), temos a expansdo

0= (big; +lg;) . (3.45)

J

satisfazendo relacoes equivalentes a (3.36-3.38), (3.42), (3.43), (3.28) e (3.29). Podemos correlaci-
onar os coeficientes (f;’s e g;’s) e os operadores (a;’s e Bj’s) das expansodes do campo escalar gg

(3.44) e (3.45) a partir das chamadas transformacoes de Bogoliubov, como por exemplo

9 = D (Aufi+ Bif), (3.46)

fi = i(A’;igj—Bﬁg;‘) (3.47)
e j

i = Z(AﬂéjJrBjilS}), (3.48)

b = XJ:(A;di—B;;dD. (3.49)

7

Essas transformacdes, e suas respectivas inversoes, estao feitas no Apéndice E.

Mas qual seria a motivacéo fisica para a existéncia de mais de uma forma de expanséo
para o campo (ﬁ ? Desde RE imaginamos um sistema de coordenadas associado a um observador
em questdo. Assim, dados dois sistemas de coordenadas distintos, ligados por uma transforma-
cdo, podemos correlacionar medidas feitas pelos mesmos. Essa ideia se encaixa na expansao
do campo g5 ao pensarmos na existéncia de dois observadores distintos, por exemplo A e B,

cada um com sua expansdo de campo (3.44) e (3.45), estados de vacuo |04) e |0p), tais que
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i;]04) = 0,Vi e b;|05) = 0,V e ligados pelas transformacdes de Bogoliubov. A nogio da relacio

de medidas é o ponto chave da TQCEC, ponto que ficara mais claro na Seg¢ao 3.2.1.

Por fim, tal como fizemos no espaco-tempo plano, precisamos definir os modos de
frequéncia positivas e negativas para a padronizacdo do conceito de particulas no espago-tempo
curvo’. Como acabamos de ver, podemos escrever o campo ¢ em bases distintas, pensando em
observadores distintos, portanto nossa definicdo de particulas deve abranger essas distincdes.
Como cada observador possui seu tempo proprio 7, definimos particulas como os modos de

frequéncia positiva com base em 7 do observador em questio

Para um espago-tempo estatico, como a métrica é independente do tempo ¢ a equacdo de
Klein-Gordon (3.33) faz com que os modos f; sejam solucdes com variaveis separaveis f;(x) =
e~ f;(x) de modo que sempre 0,f; = —iw;f;. Essa relacio pode ser definida de forma
independente do sistema de coordenadas utilizando os vetores de Killing K = K*0,, associados

a simetrias temporais. Portanto, definimos os modos de frequéncia positiva satisfazendo

Kf; =0.fi = —iw; fi, w; > 0. (3.51)
E os modos de frequéncia negativa como

K[ =0 =iwif] w; > 0. (3.52)

Desde que a trajetoria dos observadores siga ao longo do campo de Killing, o tempo préprio
T sera proporcional ao parametro temporal de Killing ¢ e, portanto, os modos de frequéncia
positiva dados com respeito ao vetor de Killing fornecerao a base ortonormal para descrever o
espaco de Fock de cada observador. Vale notar que essa definicdo de particulas é valida desde
que tenhamos um espago-tempo com uma simetria temporal, de modo a possuirmos um campo
de Killing relacionado a mesma. Além disso, ela reforca a ideia da expansao nédo tinica do campo
b porque, como nao ha nenhuma coordenada temporal privilegiada no espago-tempo curvo,

ela vale para qualquer referencial.

No caso do Efeito Unruh (ver Secéo 3.3) vamos lidar com dois observadores distintos:
um observador inercial associado ao vetor de Killing K; = 0; de Minkowski e um observador
acelerado, associado ao vetor de Killing Kz = 0, de Rindler. Ja no caso da Radiacdo Hawking,
para o colapso esfericamente simétrico (ver Secdo 3.4.1), precisamos nos atentar ao fato de que
nio temos um vetor de Killing temporal global. Entretanto, esse espaco-tempo possui duas
regides estacionarias distintas (muito antes e muito depois do colapso), que nos permitem a

defini¢do de particulas para observadores estaticos nessas regides. Assim, definimos os modos

7 Veja que essa padronizagdo é importante porque define qual modo (diferenciando-o como de frequén-

cia positiva ou de frequéncia negativa) acompanha cada operador (de criacdo ou de destruicéo) para
cada expansdo do campo ¢, de forma que as medidas entre as expansdes facam sentido fisico.
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de frequéncia positiva nessas regides com relacdo a coordenada temporal e ao seu respectivo
vetor de Killing no passado e no futuro. Essas ideias ficardo mais claras no desenvolvimento

das respectivas se¢oes.

Agora vamos ver como relacionar a TQCEC a temperatura, resultado primordial da

Radiac¢do Hawking e do Efeito Unruh.

3.2.1 O operador numero e a temperatura

De acordo com o Apéndice D, para a expansao discreta de ¢, 0 ntimero de particulas
no estado de vacuo do proprio campo é sempre nulo (ver equacio (D.16))®. Porém, podemos
calcular o nimero de particulas esperado por um operador nimero de base diferente do vacuo
considerado, utilizando as expansdes (3.44) e (3.45). Esse calculo é equivalente a resposta para a

pergunta: quantas particulas um observador B, vé no vacuo A? Assim, precisamos calcular

Nj = (04]Bb;]0.), (3.53)

T

sendo que os operadores b; e b; se relacionam aos operadores @, e a; através das transformacoes

de Bogoliubov, vistas no Apéndice E. Portanto, utilizando as expressdes (E.21) e (E.22), temos

Nj = <0A|i7;i7j|0A> = <0A| Z ( Bapap + Aapa ) Z (A;qA B]ng) |0A>

p q

= (04| Y BjpB,apif|04) = ZB B;,05.4(04]0.4) = Z|qu|2 (3.54)

onde utilizamos que os operadores Bj e ZA)j satisfazem a relacdo de comutacio (3.42)°. Nio ha
nenhuma razdo para que o nimero de particulas N, seja nulo, desde que o coeficiente B,
nao seja nulo. Esse coeficiente basicamente descreve a mistura de operadores de criagéo e
aniquila¢do de uma base para a outra, como podemos ver pelas expressdes (E.19) e (E.21).
Portanto, o que seria vacuo na perspectiva de A esta cheio de particulas na perspectiva de B.
Além disso, como veremos a seguir, esse resultado nos leva a distribuicdo de Planck, no caso do

Efeito Unruh e da Radiacdo Hawking, firmando a ideia de termos uma temperatura 7'.

Esse calculo sera muito importante no decorrer da dissertacdo. Agora vamos ver como

o formalismo apresentado aqui pode ser desenvolvido no Efeito Unruh e na Radiacdo Hawking.

3.3 O efeito Unruh

Classicamente a nocdo de vacuo é associada ao estado fisico obtido com a exclusdo de

toda a matéria de uma dada regido do espaco. No entanto, o vacuo quantico é povoado por uma

8 A mesma relacio ¢ valida para o continuo, dadas as ressalvas da interpretacio do operador niimero

(3.29).
E interessante notar que, para o continuo, temos uma divergéncia infinita nesse ponto. A discussio
relativa a mesma seguira nas Se¢des 3.3 e 3.4.

9
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legido de particulas, denominadas virtuais, que surgem e se aniquilam tao rapidamente que sua
deteccdo direta é impossivel. Porém, o vacuo quantico continua sendo vazio com relagéo as
particulas reais, ou seja, de deteccao direta. Com o advento da TQC os campos passaram a ser
entendidos como entes fundamentais da natureza, sendo as particulas meras excitacoes dos
mesmos. Em 1976 Unruh mostrou que observadores com aceleragio constante a, no espaco-
tempo de Minkowski, medem um banho térmico de particulas reais onde observadores inerciais
medem o estado de vacuo. Esse efeito ficou conhecido como Efeito Unruh e consolidou a
relatividade da quantidade de particulas. Historicamente, o mesmo foi descoberto apos a

Radiacdo Hawking com o intuito de entendé-la melhor.

Nessa secdo iremos apresentar a quantizagdo do campo escalar ndo massivo em 2
dimensoes expandindo-o no espaco-tempo de Minkowski e de Rindler (sub-regiao de Minkowski
para um observador com aceleracdo constante a) [3,13,18-20]. Faremos o calculo do nimero
de particulas visto pelo observador acelerado no vacuo de Minkowski obtendo a temperatura
do banho térmico de particulas. O estudo do Efeito Unruh é primordial para o entendimento da
Radiacdo Hawking, que veremos na proxima sec¢ao, por possuir uma formulacdo matematica

equivalente.

3.3.1 Expandindo o campo escalar

Como vimos na Secao 2.5, dado o espago-tempo de Minkowski podemos definir trés
regides, a primeira vista distintas, quando queremos considerar um observador acelerado. A
primeira delas compreende todo o espago-tempo de Minkowski, que é integralmente acessivel
para um observador inercial. A segunda e a terceira compreendem o espago-tempo de Rindler
Direito e Esquerdo, como podem ser revistos na Figura 5. O espago-tempo de Rindler Direito
diz respeito ao espago-tempo visto por um observador acelerando na direcao positiva de z. Ja
o espaco-tempo de Rindler Esquerdo diz respeito ao espaco-tempo visto por um observador

acelerando na diregao negativa de x.

Para que possamos definir e quantizar o campo escalar ¢ nesse espagco-tempo precisamos
lembrar da defini¢io de particula, dada por (3.50-3.52). Como o espago-tempo de Minkowski é
estatico podemos utilizar os vetores de Killing, de Minkowski K; = 0; e de Rindler direito
KE = 0, eesquerdo Kf; = —0, para a definicdo dos modos de frequéncia positivas e negativas

na construcao da base de Fock para o campo escalar ¢ em cada uma dessas regides como:

Espaco-tempo de Minkowski (2 D): observador inercial

No espago-tempo de Minkowski a equagéo de Klein-Gordon (—97+0%)¢ = —9,0,¢ = 0

admite solu¢des da forma

1 .
fu(t,z) = e iwi=hkz), (3.55)

vVAarw

onde w = |k| > 0. Esses modos possuem frequéncia positiva com relacdo ao vetor de Killing
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K; = 0;. Ao consideramos o sinal do vetor de onda k temos

1 —iw Trad —
\/4—Twe' “ k >0 = se movendo para a direita ao longo de u = cte, (3.56)
ﬁe*’““, k < 0 = se movendo para a esquerda ao longo de v = cte.
Assim, o campo escalar ¢ quantizado fica definido como

N o

o= | (awsralf;). (357)
—00

satisfazendo as relag¢des de comutagdo [ax,ax] = [dz,dz,] =0e [&k,&z,] = 6k — F).

Juntamente, o estado de vacuo fica |0y/), tal que ax|0p) = 0,VEk .

Espaco-tempo de Rindler (2 D): observador acelerado

No espago-tempo de Rindler a equacéo de Klein-Gordon (—0; + 07 )¢ = —0303¢ = 0
admite soluc¢des da forma
eUKEESm) (3.58)

9k (n,§) = N
sendo 2 = |K| > 0. O sinal positivo (+) corresponde ao lado esquerdo de Rindler e o sinal
negativo (-) ao lado direito de Rindler. Essa diferenca de sinais reflete a defini¢io dos modos
de frequéncias positivas, que sdo definidos com relagio ao vetor de Killing K7 = —9,, para o

lado esquerdo e K = 0,, para o lado direito de Rindler.

Se pensarmos no modo (3.58) como

o) = gE = 417& eUKE+) - Jado esquerdo (3.59)
’ D 1 _oi(K&n)  ado direito '
9K V4T ’

os mesmos formam um conjunto ortogonal completo em cada um de seus lados: { gE, g}”}*}
no lado esquerdo e { g=, g[’?*} no lado direito, mas nio no espaco-tempo de Minkowski como
um todo. Isso porque, os modos g% e g2 nio sdo definidos por toda uma superficie de Cauchy
para todo o espago-tempo de Minkowski, como por exemplo >4, para ¢ = cte. Eles estdo apenas
definidos em suas bordas (esquerda e direita). Isso faz com que esses modos nao formem um
conjunto completo de fun¢des com respeito ao espaco-tempo de Minkowski como um todo.

Porém, podemos aproveitar esse fato e definir

BPn.€) = gl() = ﬁe‘mﬂ, no espaco de Rindler Direito ’ (3.60)
0, no espago de Rindler Esquerdo
. 0, no espaco de Rindler Direito
gr(n,€) = g5(0) = { Lo te Rindler Esauerdo 36D
Zin¢" ", mo espaco de Rindler Esquerdo

De modo que o campo seja definido sob o espaco-tempo completo, sendo as superficies com
1 = cte superficies de Cauchy entre os lados direitos e esquerdo de Rindler. Note que fazemos

uso das coordenadas do cone de luz, definidas na equacéo (2.33) e que o sinal do expoente da
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equagao (3.61) é positivo porque estamos considerando as frequéncias positivas com relacdo
ao vetor de Killing K5 = K5 = —0,. Dessa forma, os conjuntos {gg, gg*} e {gg, gg*}
formam um conjunto completo de fung¢des para o espaco-tempo como um todo. Vale frisar que
o produto interno entre os modos direitos e esquerdos vale (gg , gg ) = 0. Portanto o campo é

fica expandido nas coordenadas de Rindler como
é=/cMGm%%M%+@ﬁ+%ﬁﬁ, (3.62)

satisfazendo as relacdes de comutacao [I;K,IA)K/} = [ZA)}(,ZA);(/] = [k, i = [é}(,ék/] =0
e [ISK, B}{,] = [éK,é}{,} = 0(K — K'). Juntamente o estado de vacuo fica |0g), tal que
bi|0r) = éx|0g) = 0,VK .

Finalmente temos as expansdes do campo ¢ em Minkowski e em Rindler das formas

&zt/dK@m£%M%+@ﬁ+%ﬁﬂ, (3.63)
_ / dk (dkkard,if,j). (3.64)

3.3.2 Calculando o namero de particulas para o observador ace-
lerado

Dadas as expansdes (3.63) e (3.64) podemos nos perguntar: quantas particulas um
observador acelerado vé no vacuo de Minkowski? Para responder a essa pergunta precisamos
lembrar que o espacgo-tempo de Rindler é definido para um observador acelerado se movendo
no sentido positivo ou negativo de z, ou seja, precisamos escolher se o observador estara no
lado direito ou esquerdo de Rindler. Portanto, essa pergunta deve se restringir a um deles™.
Definido por exemplo, o observador direito, basta calcularmos o niimero de particulas No'',

utilizando o resultado (3.54) no continuo.

Para tanto, vamos considerar o campo escalar expandido em Minkowski utilizando
os modos f, (3.55) que se propagam para a direita, de modo que contemplemos o espago de
Rindler Direito. Fazemos isso por meio das coordenadas do cone de luz (2.23). Assim, utilizando

(E.1), vamos expandir o modo g5, no espaco das frequéncias w e na variavel 1, como

B) = / " do (Auafy + Buof?)
0

> 1 : 1 ‘
= / dw (AMQ—\/EGMW + Buo— Ee“’“) . (3.65)
0 2V w 2\ w

Os calculos sdo completamente analogos para o observador direito ou para o esquerdo. Portanto
essa escolha é neutra.

11 Observe que aqui nos referimos ao nimero de particulas com indice expresso no espaco das frequén-
cias. Essa relacio é direta dado que w = |k| e 2 = | K|, diferindo em unidades de medida apenas quando
recuperamos a velocidade da luz ¢: w = |k|c e Q = |K|c. Por conveniéncia, vamos escrever os modos e
os operadores nesse espaco.

10




66 Capitulo 3. Teoria Qudntica de Campos em Espacos Curvos

Essa expansio tem total semelhanga com a expanséo de Fourier de g (u) pois

1 o
B =5 [ ez, (3.66)
™ —0oQ
onde
~ 1 > wu
)= o [ ducghia) (3.67)
™ —0o0
Assim podemos reescrever (3.65) como
1 OO —iwu WU~
g0 (u) = o / dw [e7"53 (w) + " g (—w)] (3.68)
0

onde trocamos o sinal de integracdo da variavel w — —w no segundo termo devido ao sinal da
exponencial. Portanto, comparando as expressoes (3.65) e (3.68) podemos escrever os coeficientes

de Bogoliubov da forma

Ao = \/ggg \/7 o / du g8 (u), (3.69)
Buo = \/gég( \/7%/ du e g8 (u). (3.70)

Como u esta diretamente relacionado com u por meio da relacdo (2.34), podemos escrever

g5 (1) com relacio a coordenada u tal que

95 (i, u) = ———=e" 1 = e n(au) —(—au)?ﬂ, u < 0. (3.71)

VA7 472 VAT

Substituindo nos coeficientes de Bogoliubov (3.69) e (3.70) temos

0 .
Avo = C'/ du ei““(—au)%, (3.72)
7000 . i
B, = C’/ due ™" (—au) o, (3.73)
sendo C' = \/_ 57 V6 v Assim,

podemos reescrever (3.72) da forma

) e ) ) ) o0 Q ) )
Ao = C a’Q/“/ du e~y = ¢ ¥/ / du <—> e 1/a=1) (3 74)
0 0

w

sendo que mudamos de variaveis u — —u e integramos por partes. Essa integral néo é trivial e,

para resolvé-la, faremos uso de uma série de passos.

Primeiramente, dada a definicio da fun¢do Gama'?

[(z) = xz/ dt e ™ t*7' Re[z] > 0 eRe[z] > 0, (3.75)
0

12 Ver Referéncia [33], equacéo 8.312.2.
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podemos €screver

/ dt e™™ 771 = 2770 (2) = e 27T (2). (3.76)
0

Porém, desde que x, z € C temos que nos atentar que o logaritmo de um niimero complexo

x = A+ iB é indiferente por rotagdes de 27, ou seja,
Inz = In [\A +iB| ei[arcta“(?“"’f]} . nel (3.77)

Assim, ja pensando no uso da expressio (3.76), definimos

B
Inz =In|A+iB| + i sinal (B) arctan (%) , A>0. (3.78)

Para resolvermos a equagao (3.74) devemos fazer a seguinte mudanca de variaveis

T = €4iw, (3.79)
Q

z = €e+41—, (3.80)
a

sendo € < 1 e € > 0, de forma a utilizar a fungdo Gama (3.76) no limite em que € — 0. Assim,
utilizando (3.76) e as variaveis definidas em (3.79) e (3.80) podemos reescrever a equagéo (3.74)

da forma

AwQ _ CazQ/a—l (_)/ due—zwuuzQ/a—l
0

w
_ CaiQ/a—l 9 lim [e‘“”f‘(z)]
W /) e=0*t
- carent (2) g [ttt (4 2)]
W/ e=0* a
_ Oaiﬂ/afl (Q) e—i%[ln\w\—kisinal(w)g]r <ZQ)
w a
. 0 4 ‘ - Q
= Caet | — sinal(w)eﬂ%1““”'6%51“31(”)5F i— (3.81)
jwl a
Portanto, obtemos
A 9) . w )
Avy = Ca®/e 1 Z2) mifmlel 250 (K2 (3.82)
wl a
Bog = Cq™et —ﬂ e~fallele=35T ﬁ . (3.83)
|w] a

Assim, escrevemos o coeficiente de Bogoliubov A, em funcdo de B, como
|Apal? = €™V B |2 (3.84)

Usando a relacdo (E.5) na forma continua temos

/ dew (AMQALQ, _ BwQBjJQ,) = 5(Q—Q), (3.85)
0
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mas como §2 = (), entdo

| do (14l = |BaP) = 500) (3.86)
0
Substituindo o resultado (3.84) na relacdo (3.86), obtemos
* 6(0)
B .ol? = _ .
/0 dCd‘ wQ| (ezﬂ.Q/a —_ 1) (3 87)

O resultado (3.87) ¢é suficiente para respondermos nossa questao inicial: quantas particulas um
observador acelerado vé no vacuo de Minkowski? Portanto, basta plugarmos o mesmo na equagao
(3.54), obtendo finalmente

6(0)

@ ) (3.88)

No = (0| bo 0ar) :/ dw| Bau|? =
0

O “namero de particulas” obtido com a expressao (3.88) destaca o ponto que levantamos com a

discussdo da interpretacao fisica do operador nimero: o mesmo é uma densidade de particulas

no continuo (ver Apéndice D). Dessa forma, o fator divergente §(0) (ver comentario feito na

Nota de Rodapé 9 da Subsecdo 3.2.1) seria proporcional a um volume V' = L (por termos feito

o tratamento em 2 D) se realizdssemos a quantiza¢ido em uma “caixa” finita de volume V' = L.
1%

Ou seja, discretizariamos o espago-tempo e, entdo, 6(0) — 5~ (ver equacédo (D.21)). Portanto, a

densidade média de particulas ng, por unidade de volume (V' = L) e de frequéncia®®, fica

B Nq B 1
T Vi2r  (ex9a_ 1)

nao (3.89)

Essa densidade é exatamente idéntica a distribuic¢do de Planck para um gas de fétons. Como
fizemos a quantizacdo do campo escalar de Klein-Gordon para particulas sem massa, esse
resultado confirma que as mesmas obedecem a estatistica de Bose-Einstein e correspondem a
um estado térmico de temperatura

Ty = (3.90)

a
21
Essa temperatura é chamada de temperatura Unruh e representa o banho térmico de particulas

que um observador acelerado vé no vacuo de Minkowski.

Recuperando as unidades da temperatura (3.90), obtemos

b a

= —. 3.91
kBC 2w ( )

Ty

A analise dessa temperatura mostra que a aceleracdo necessaria para produzir uma temperatura

mensuravel é enorme: para termos uma temperatura de 7;; ~ 1K precisamos de uma aceleragao

3 Veja que, se recuperassemos as unidades do problema, nq seria nio apenas uma densidade de

particulas por unidade de volume (V' = L) e de frequéncia, mas por unidade de frequéncia e de tempo.
Isso porque, os fatores de conversido do Apéndice D equivalem ao elemento de volume do vetor de
onda. Como Q2 = |K|c, teriamos §(0) — % que possui unidade de tempo 7T'. Além disso, caso ndo

dividissemos pelo fator 27 teriamos uma densidade de particulas por unidade de volume (V = L) e de
frequéncia angular.
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a ~ 10?2, Assim, qualquer medida direta desse fenomeno é muito dificil. Todavia, ja existem
propostas de medicdo direta do Efeito Unruh utilizando Eletrodinamica Classica [34]. Trabalhos
como esse firmam que o Efeito Unruh nao pode ser desconsiderado ou mesmo posto em duvida
e declaram a interpretacio fisica mais fundamental do mesmo, de que o conceito de particula é

relativo: a existéncia ou ndo de particulas passa a depender do observador.

3.4 A radiacao Hawking

Informalmente um buraco negro pode ser entendido como uma regido do espaco-tempo
que possui uma atragao gravitacional tdo forte que nada, nem mesmo a luz, consegue escapar.
Dessa forma, somando a defini¢do formal de buracos negros que vimos na Secao 2.8, podemos
dizer que um buraco negro se comporta como um objeto passivo, no sentido que apenas absorve
matéria e ndo a emite, possuindo assim temperatura nula. Porém, em 1975 Hawking mostrou
que buracos negros séo capazes de “emitir particulas”, irradiando-as assintoticamente no futuro
com espectro térmico com relacdo a observadores estaticos no infinito. O trabalho de Hawking
firmou que a RG, a Termodinamica e a TQC estdo profundamente interconectadas, dando
o suporte e evidéncia necessarios a TQCEC e a Termodinamica de Buracos Negros, vistas

respectivamente no presente e no préoximo capitulo.

Na atual secdo vamos apresentar a quantizacdo do campo escalar ndo massivo para o
colapso esfericamente simétrico de uma estrela, ver diagrama de Penrose 10. Esta abordagem
segue as ideias do artigo original do Hawking [5]. Vamos nos basear nas seguintes Referéncias
[3,5,13,18-20,22,24,31].

3.4.1 A radiacao Hawking para o colapso esfericamente simé-
trico

Em seu trabalho [5] Hawking considerou a quantizacdo do campo escalar ndo massivo
para o colapso esfericamente simétrico de uma estrela formando um buraco negro de Schwarzs-
child, que pode ser visto na Figura 10. Dessa forma, a ideia da radiagdo Hawking consiste em,
supondo um estado de vacuo inicial muito antes da formacédo do buraco negro, saber como a
formacao deste e de seu horizonte de eventos leva a criagdo de particulas e seu espectro de

radiacdo para longos tempos apos a estabilizacdo do mesmo.

O espago-tempo de Schwarzschild estendido é um espaco-tempo estatico, porém o
espaco-tempo de uma estrela colapsando esfericamente nédo. Entretanto, como discutimos na
Secdo 2.8, podemos descrever a métrica do exterior do colapso esfericamente simétrico com
a métrica de Schwarzschild (2.42). Além disso, o espaco-tempo de um colapso esfericamente
simétrico é estacionario em duas regides distintas: no infinito passado nulo Z~, antes do colapso
e no infinito futuro nulo Z", apds o colapso gravitacional. Assim, podemos “ensanduichar” o

espaco-tempo de modo que tenhamos 3 diferentes regides: passado (antes do colapso), presente
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(colapso) e futuro (ap6s o colapso). Essa divisdo é primordial ja que estamos interessados em
observadores para a defini¢cdo do campo escalar nessas regides assintoticas. Com esse intuito,
antes de mais nada, temos que resolver a equacdo de Klein-Gordon considerando a métrica de
Schwarzschild.

A equacao de Klein-Gordon no espaco-tempo de Schwarzschild e sua quantizacio:

O espago-tempo de Schwarzschild, cuja métrica vimos em (2.42), é um espago-tempo
com curvatura nio nula'®. Dessa forma, a equacio de Klein-Gordon para o mesmo nio é simples
como em (3.8). Devemos usar a expressao geral para espagos curvos dada em (3.33) e, para

m = 0, temos

[\/%—gau (\/_—ggway)] ¢ =0¢ = 0. (3.92)

Como y/—¢g = 72 sin f, ficamos com

—1
o = a-(1-2) o] + Lo [2 (- 2) ]
r r r

1 , 1 2.
+— inQae [81n989¢]+m8¢¢—0. (3.93)

res

A solugio da equacio (3.93) pode ser encontrada por meio do “ansatz”

ot.r.0,6)= "Dyt g 6), 659

sendo R(r,,t) escrito em funcdo da coordenada tartaruga 7., definida em (2.50) e Y, (6, ¢) os

harmoénicos esféricos". A substitui¢do de (3.94) na equagéo (3.93) nos leva a

2 oM\, [, 2M R

D (sinOY}) + ;821/1 =0 (3.96)

+len sin ¢ Yisin2g "

de onde, igualando as partes a [({ + 1) e —[(l + 1), podemos obter as seguintes equagdes

sin 0y (sinfY)) + 05Y,, + (1 + 1)sin®0Y;, =0, (3.97)

14 Isso porque seu tensor de Riemann é nio nulo. Ver comentério apés a equacio (2.6) e seu calculo

indireto na equacdo (2.43).
1> Veja que os indices [, m € 7 sio indices discretos tais que |I| > |m| e m € [—[,1]. Além disso,
formam um conjunto ortonormal completo de acordo com

27 T
/ do / 0 sin O (8, ) Y.L (8, 6) = 610 G (3.95)
0 0

ver equacdo (12.154) na Referéncia [35]. Para mais detalhes ver Referéncias [33,35].
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—1

r2 r2

sendo que a equacio (3.97) é exatamente a equacéo diferencial dos harmoénicos esféricos ™.

Nesse ponto, podemos fazer a seguinte mudanca de coordenadas 0, — 0,.,, tal que

—1
o, = %am:@—%) ., (399)
or r
-1 -2 -2
2 - ar[(l_%) a”]:(lﬂ) # - (120 "B
T T T T

Substituindo em (3.98) obtemos

{(—83 +07) — (1 — QM) {l(l +1) + QM} } R=[-0;+ 02 —V(r)] R=0,(3.101)

r r2 3

sendo V(r) uma espécie de “barreira de potencial” da forma

Vi(r) = (1 - 2M) [l(l 1) + 2M} : (3.102)

r r? r3
A equagdo (3.101) nao possui solug¢do formal fechada. Entretanto, uma simples analise do

potencial V (r) nos diz que

r—2M = r.~-o0 = V(r) =0 = Proximode H" (3.103)

r—o00 = 7r,~+00 = V(r) =0 = Préximo de T, (3.104)

onde tomamos ¢ — 00 na consideracio da equacio (3.104), respectivamente para Z*. Logo,
o potencial V(r) é “inexistente” nas regides futuro e passado infinitos nulos I* (regides de
interesse para o nosso calculo) e ainda no horizonte de eventos H . Nessas regides a equacio

de Klein-Gordon fica escrita como
(=07 + 02) R(r,t) =0, (3.105)

apresentando solucéo geral, tal como em (3.14) s6 que para 2 D, da forma

1 ) 1 eTWwu L~ ()
R(r.,t) = e iwt=kr) — 7 3.106
(ret) = 7= Vo | e k<o (3.106)

onde utilizamos as coordenadas do cone de luz de Eddington-Finkelstein (2.51). Vale notar que,
tendo em vista as solucdes (3.106), estaremos considerando os modos de frequéncia positiva com

relacdo a coordenada temporal ¢ de Schwarzschild e, entdo, com relacdo ao vetor de Killing

K:at.

Definidos os modos com os quais iremos trabalhar temos que definir quais deles utili-

zaremos para o nosso calculo. Para entender a radiagao Hawking estamos interessados numa

16 Para mais detalhes, ver Referéncia [33], equagéo (8.810).
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solugdo que sai do passado infinito nulo Z~ e chega no futuro infinito nulo Z". Portanto,
utilizando a solucido em Schwarzschild (3.94) e (3.106), vamos considerar os modos do passado,

definidos sob a superficie Z~ e os modos do futuro, definidos sob a superficie Z*, como

1 v .
fo = —e " vindode T~ (3.107)
Viarw T
1 len —iQu +
go = e " indo para 7. (3.108)

VA4 r

Observe que temos duas bases ortonormais { f,,, £} e {ga, 95}, pois

(fur, fur) = Omm O 0 (w — W) (90, 9or) = S O 0 (2 — )
(for f) =10 (90,95) =0 . (3.109)
(fas f3r) = =0mm o 6 (w — ') (95, G5y) = — O O 8 (€2 — €Y

Agora, antes de definirmos os campos, temos que nos ater ao fato de quais superficies
de Cauchy estaremos considerando para a definicdo dos mesmos como um conjunto completo
e ortogonal. Dado o diagrama de Penrose da Figura 10, podemos ver que a superficie Z~ é
uma superficie de Cauchy (porque seu dominio de dependéncia D equivale ao espago-tempo
completo M, ou seja, D(Z~) = M), porém Z" ndo é (ndo ha curvas causais que a cruzem que
alcancem a regido interior a /). Entretanto, se considerarmos a superficie conjunta H* UZ™
temos uma superficie de Cauchy e podemos definir o campo escalar na mesma. Assim, podemos

definir 3 conjuntos de modos:

fw: modos definidos sobre 7~
go: modos definidos sobre Z* e nulos sobre H*

hq: modos definidos sobre H+ e nulos sobre Z™

sendo que os modos hg devem formar um conjunto ortonormal {hq, h§,} sobre a superficie
H™. Note que, como os modos hg sdo definidos sobre o horizonte de eventos H" e 0 mesmo
nao possui um vetor de Killing temporal (K = 0, é nulo no horizonte), a defini¢do dos
modos de frequéncia positiva com relagao a essa superficie torna-se ambigua. Como estamos
interessados nas medidas realizadas por observadores distantes ndo vamos utilizar os modos
hq. Isso porque esses modos eventualmente atravessam o horizonte de eventos H" e nunca
alcancam o futuro infinito nulo Z*. Além disso, como veremos a seguir, o resultado do espectro

térmico esperado é alcancado sem a utilizacdo dos mesmos. Mais ainda, devemos satisfazer
(90:ha) =0, (9o, ho) = 0 e (g5, ha) = 0.

Finalmente, dados os modos f,,, go e hq, definidos em suas respectivas superficies de
Cauchy, temos dois conjuntos completos e ortogonais de funcées: { f,,, f} e {gqa, 95 }U{hq, hs}

de forma que podemos expandir, ja quantizando os campos nessas regides, como

~

b = ;/dw (au fo+alf2), em Z7, (3.110)

¢ = Z/dﬂ (i)ggg + bhgs, + éaha + éghg) cem ZtUHY. (3.111)
lym
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satisfazendo as rela¢des de comutagdo [ay,, d,/| = dl,dl,} = 0, [59,691} = [ZA)}Z,ZA)T,} =
earie] = [heh| = 0 [awal] = 6w —w) e [bably] = [en.ch]| = (2 - )
Juntamente os estados de vacuo ficam [0,,ss), tal que @y, |Opess) = 0,Vw e [Ofy), tal que

ba|0u) = él0su) = 0,V

A pergunta a ser feita agora é: quantas particulas um observador no futuro infinito nulo
vé no vacuo do passado infinito nulo? Para responder a essa pergunta podemos fazer uso das
transformacoes de Bogoliubov tal como vimos para o Efeito Unruh na Subsecéao 3.3. Porém, antes
de respondé-la temos que responder a outra pergunta, que é intrinsecamente relacionada ao
colapso esfericamente simétrico: como podemos relacionar os modos futuro go com os modos do
passado f,,? Podemos simplesmente dizer que um modo gg, que chegou no infinito futuro nulo
T+, viajou pelo espaco-tempo apds abandonar o infinito passado nulo Z~ apenas passando

pela estrela colapsando?
De volta para o passado

Para descrever a radiagdo Hawking precisamos entender como a formacdo do buraco
negro leva a criacdo de particulas no futuro assintético, juntamente com seu espectro térmico.
Traduzindo essa ideia para a formulacdo que fizemos precisamos expandir os modos do futuro
assintotico nulo g em termos dos modos do passado assintotico nulo f,,. Vamos construir essa

ideia agora.

Qual seria o trajeto de um sinal luminoso que fosse emitido no infinito passado nulo
7, passasse pela estrela colapsando e chegasse no infinito futuro nulo Z*? Podemos dizer
que os modos f, e go seguiriam esse trajeto? Devido a existéncia do colapso gravitacional o
tratamento da propagacao de geodésicas nulas nao é tao simples, principalmente para aquelas
que passam pelo centro da estrela em tempos cada vez mais proximos da formacao do horizonte
de eventos. Essas geodésicas demoram cada vez mais para conseguir escapar para o infinito
(t = coer — 00), até o limite em que nunca escapam. Assim, algumas geodésicas adentram o
buraco negro e ficam presas para sempre dentro do mesmo. Outras escapam para o infinito
com um enorme desvio para o vermelho (representamos com 7 a geodésica que alcanga Z
com t — 00). E ainda algumas ficam tdo proximas da singularidade que acabam por “formar” o
horizonte de eventos do buraco negro (representada pela onda 7). Essa ideia é expressa na

Figura 11.

Como estamos interessados nas geodésicas que alcangam Z* com influéncia do colapso,
estamos interessados naquelas com altissimas frequéncias (aquelas capazes de enfrentar e
sobreviver ao enorme desvio para o vermelho gravitacional) e que se acumulam préximas
ao horizonte de eventos. Elas sdo representadas como superficies de fase constante e nos

permitem o uso da aproximagao de 6ptica geométrica'’ . A utilizagio dessa aproximacio nos

17 A aproximacdo de 6ptica geométrica consiste no fato de que, dada uma soluciio de onda geral da forma
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—

Horizonte
de Eventos

singularidade r = 0

r Estrela
Colapsando

Figura 11 — Representacio do colapso esfericamente simétrico de uma estrela no espaco-tempo ¢ x 7.
Estdo representados raios de luz préximos da formagao do buraco negro. O raio vy forma
o horizonte de eventos e marca o limite entre os raios que ficam presos dentro do buraco
negro e aqueles que alcancam o infinito. Fonte: Elaborada pela autora.

permite visualizar os modos f,, o e~ e g,, o< e~ percorrendo trajetérias retilineas, ou
equivalentemente geodésicas nulas, ao longo de v = cte e u = cte.'® Essas trajetorias podem
ser vistas na Figura 12. Por fim, vale dizer que o nome optica geométrica refere-se, literalmente,
ao tratamento da luz por meio de raios. Note que, porque estamos trabalhando com frequéncias
elevadas, podemos negligenciar o potencial V' (r) (3.102) na equacio (3.101). Portanto, o fato de
que o campo ngﬁ é livre, implica que o mesmo nao interage com a matéria do interior da estrela

em colapso.

Para lidarmos com esse problema, vamos analisar a Figura 12. A mesma equivale
ao diagrama de Penrose do colapso esfericamente simétrico (ver Figura 10), apenas sem a
representacio da estrela colapsando de modo que possamos analisar as geodésicas nulas que
percorrem o diagrama. Nessa figura vemos que o passado infinito nuloZ™ representa a superficie
a partir da qual as geodésicas nulas se originam e é descrito pelo pardmetro v. O futuro infinito
nulo T representa a superficie onde as geodésicas nulas terminam e é descrito pelo parametro
u. Temos uma geodésica nula entrando no buraco negro e descrita pelo parametro v = v,
e outra saindo da matéria colapsando e descrita pelo parametro u = wu;. A superficie H+

representa o horizonte de eventos do buraco negro que se formou, ou seja, a geodésica nula

U = Aetf') com uma superficie de fase constante F'(z), temos A variando lentamente com relacio a
fase F'. A equacdo de onda OW = 0, nos diz que (V,F)(V*F) = 0, ou seja, as superficies F'(x) sdo
nulas.

18 Lembrando da definicio das coordenadas do cone de luz u e v (2.51), sabemos que v = cte representa
geodésicas nulas entrando no buraco negro e que u = cte representa geodésicas nulas saindo do mesmo,
o que condiz com essa interpretacio.
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1
Figura 12 — Diagrama de Penrose representando o colapso esfericamente simétrico de uma estrela e as
geodésicas nulas 7y e . Fonte: Elaborada pela autora.

que comeca em 1 = ( e alcanca Z* terminando no futuro infinito tipo tempo i*. E por fim as
duas geodésicas nulas 7y e vy (com a correspondéncia para a Figura 11). A geodésica nula vy
se origina em Z~ com parametro v, passa pelo centro da estrela colapsando e fica presa no
horizonte de eventos (se tornando seu gerador) em direcio a Z+ com pardmetro u = u(vy). Ja
a geodésica nula 7y se origina em 7~ com parametro v, passa pelo centro da estrela colapsando
e emerge em dire¢do a ZT com parAmetro u = u(v). Note que geodésicas nulas que partem de
7~ com v > v, entram no buraco negro e terminam na singularidade » = 0 e vale repetir que
estamos interessados nas geodésicas nulas tipo v que passam muito proximas do horizonte de

eventos alcancando Z* para tempos muito longos.

Dito isso, vamos relacionar o parametro u com o pardmetro v encontrando u = u(v).
Faremos uma analise similar a das geodésicas nulas da Se¢édo 2.7.1, utilizando alguns de seus
resultados. Atentando-nos a geodésica com v = v; = cte (ver Figura 12) que cruza o horizonte
de eventos, entrando no buraco negro, podemos encontrar © = u(\), sendo A o parametro afim

ao longo da mesma. Tomando a derivada de u com relagdo ao parametro afim \ temos

du _d(t—r,) dt dr.dr

dA d\ d\  dr d\ ( )
Utilizando (2.48) com a escolha do sinal negativo mas com £ > 0, (2.45) e (2.49), de forma que
dr dt oM\ dr, oM\
S B () o
encontramos

-1
du_, (1 - ﬂ) E. (3.114)
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Com o intuito de integrarmos a expressao (3.114), em termos de u e ), precisamos reescrever o
termo de dependéncia em . Entdo, utilizando novamente a expressao (2.48), podemos integra-la

de r = 2M até um r qualquer de modo que o parametro afim A seja nulo para r = 2M. Assim,
r—2M = —FE\, (3.115)

onde \ < 0 para r > 2M. Dessa forma, podemos reescrever a equagao (3.114) como

du 4M
— =2F — —. 3.116
d\ A ( )
E, integrando (3.116) obtemos
A
1

sendo (' uma constante de integracio negativa. Os valores de u(\) nas regides de interesse sdo

. A , . ()
u()) ~ { 4M In (Cl> ,  proximo de H* (A = 0) (3.118)

a 2FE )\, distante de HT (A < 0).

Vale notar que a coordenada nula u vale —oco no passado infinito nulo Z~ e oo no horizonte de

eventos H ™.

Mas como vamos obter u = u(v) a partir de u = u(\)? O parAmetro \ é o parametro
de distancia afim J entre as geodésicas que saem da estrela colapsando percorrendo u = u(vy)
e u = u(v) e é constante ao longo dessas geodésicas por todo o espago-tempo em questao.
Podemos entender isso pensando na geodésica nula v = v; que entra no buraco negro. A
geodésica vy cruza a geodésica u(v) antes de cruzar o horizonte u = u(vy), logo existe um

parametro afim A\ = A\(v) tal que

u[Aw)] = —4M In PM | (3.119)

e AM(vg) = 0ja que u[A(vg)] — oo no horizonte. Portanto a separacdo afim 0 entre as geodésicas
u(v) e u(vg) € 5 = Av) — A(vg) = A\(v).

Tal como fizemos para a geodésica nula entrando no buraco negro podemos definir
uma geodésica com u = u; = cte, saindo da estrela colapsando, de modo que a coordenada v
seja func¢do de um novo parametro afim, ou seja, de forma que v = v(\’), sendo X’ o pardmetro

afim dessa geodésica. Tomando a derivada de v com relagdo a esse parametro temos

dv  d(t+r,) dt +dr*ﬁ

AN AN dN T dr d\

(3.120)

Utilizando (2.48) com a escolha do sinal positivo, com E > 0, (2.45) e (2.49), com relacédo ao

parimetro afim ), de forma que

oM\ X oM\ !
I _p dt:<1__) E dr:(l__) (3.121)
T

aN TdN r
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encontramos

d oM\
d_:' —9 (1 - 7) E. (3.122)

Como estamos interessados na regido bem distante da estrela colapsando, ou seja, no passado
infinito assintdtico Z~ (que equivale ao limite r — 0o e t — —00), a coordenada v pode ser

escrita em funcdo de A’ como
v(N) =~ 2EN. (3.123)

Tomando N = X (v) e ' = X (vp) como os pardmetros afim quando a geodésica u = u; cruza
as geodésicas entrando na estrela colapsando v e vy, podemos definir sua separagao da forma
UV — Vg Vg — VU

d=XNw)—N(w) = E TG (3.124)

tal que Cy, = —2F < 0.

Portanto, se pensarmos que estamos percorrendo as geodésicas u e u, de volta para o
passado, passando pelo colapso gravitacional e chegando até as geodésicas v e vy a separacdo
afim entre as geodésicas deve permanecer constante ao longo de todo o percurso, de forma que

Vg — U
§=Av) = ——. (3.125)
Co

Finalmente, substituindo (3.125) em (3.119) obtemos a tdo esperada relacio entre u e v como

u(v) = —4M In (Uog U) : (3.126)

tal que C' = C1Cy > 0.
Dessa forma, chegamos a relaciio necessaria para relacionar os modos gg oc e ~*** com

relacdo ao parametro afim v em Z~, possibilitando que escrevamos

inn(voiv)
e'= """ ) para v < vy,
gg { P 0 (3.127)

0, para v > vy,
onde ja substituimos k = ﬁ. Esse resultado confirma o que supomos desde o comeco dessa
analise, de que nao ha modos que alcancem Z" oriundos de dentro do buraco negro.

Calculando o numero de particulas

Apos todos esses calculos, voltamos a pergunta: quantas particulas do vacuo do passado
assintotico sdo esperadas no futuro assintético? Assim, podemos prosseguir exatamente como
na Sec¢do 3.3, apenas trocando as variaveis da analise. Aqui, os coeficientes de Bogoliubov, tal

como em (3.65), sdo obtidos por

dolv) = /0 " dw (Asafu + Boof?)

> I 1 A
= / dw (Awg— Temiww 4 ng—\/ze“”) , (3.128)
0 2\ w 2\ w
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onde a unica modificac¢do se da na redefinicdo do modo g, como funcéao direta de v. A analise
segue completamente equivalente, sendo que temos as rela¢des das transformadas de Fourier
entre os modos go(v) e go(w) tais como (3.66) e (3.67), a expansio utilizando essas transformadas

tal como em (3.68) e, entdo, podemos escrever os coeficientes de Bogoliubov como

w _ w1l [ i
Avo = 4/ —galw) = 1/——/ dv e gq(v), (3.129)
s T2 J_oo
w w 1 o0 )
B _ W o _ w — WU ] 1
Q) w/ﬂgg( w) ”ﬂ_27r /_Oodve ga(v) (3.130)

A expressdo equivalente a (3.71) fica definida por meio de (3.127), como

i

go(v) = ——eitm(*s) — 1 (UO_U>N, v < . (3.131)
VanS) VanS) C

Substituindo nos coeficientes de Bogoliubov (3.129) e (3.130) temos

[19]

Ao = D/ dv €™ (Uogv) K ; (3.132)

iQ
%) . i
Boo = D / dv e (%) : (3.133)

sendo D = \/g L _L_ Novamente, vamos focar nos calculos relacionados ao coeficiente A, q.
T 2T \/47 Q)

Fazendo uma mudanga de variaveis da forma V' = vy — v para (3.132), ficamos com

iQ

o : , VA =
A = D /0 dV e emV (5)
D

— . e“”ﬂ/ A% <Q> e~ VYL (3.134)
0

Q
KC'% w

sendo que integramos por partes apds a segunda igualdade. Essa integral, tal como (3.74), ndo
é trivial e, para resolvé-la, os calculos seguem exatamente como feito na Se¢ao 3.3.2: fazemos
uso da fung¢dao Gama utilizando (3.76), da definicao (3.78) e da mudanga de variaveis (3.79) e

(3.80) apenas trocando a — k. Dessa forma, podemos escrever (3.134) como

D . 9] . n Q
Ao = = e (—) €_z%ln |w|€%§r (Z—) . (3.135)
kCx |l k
Similarmente escrevemos o coeficiente B, da forma
D ) 0 . - Q
Buo=—z € ™" <——) e~ nlwle= 5 (z—) : (3.136)
kC'® |w] k

Assim, escrevemos o coeficiente de Bogoliubov A, em funcédo de B, como
| Auol? = €¥7%| Bal*, (3.137)

exatamente como em (3.84).
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Portanto, é direto que podemos obter o numero de particulas do passado assintotico Z~

no futuro assintético Z™ da forma

St > 5(0)
Na = (0pass|bh b6 Opass) = dw|Boy|* = ——o—.
o = (Opass|0oba|Opass) /0 w| Bow| (e272/r — 1)

Novamente, esse “numero de particulas” representa uma densidade de particulas de modo que o

(3.138)

fator divergente §(0) pode ser atribuido a um volume V' = L (porque estamos considerando a
integracdo em ). Portanto, tal como discutido no efeito Unruh, a densidade média de particulas,

por unidade de volume (V' = L) e de frequéncia’®, fica

~ No 1
T V/2r (1)

ng (3.139)
Esse é o espectro de Planck, de particulas que obedecem a estatistica de Bose-Einstein, com

temperatura Hawking
K 1

“ o SiM

Portanto um buraco negro é visto como um corpo que emite particulas e, entdo, radiacdo no

Ty (3.140)

futuro assintotico com temperatura 77 proporcional ao inverso de sua massa M. Vale dizer que

esse resultado ndo possui nenhum detalhe remanescente do colapso esfericamente simétrico.

3.4.2 Uma pequena discussido acerca da radiacao Hawking

Acabamos de ver o mesmo argumento utilizado no Efeito Unruh para justificar a
divergéncia infinita do resultado (3.138). Entretanto, como comentamos no final do Apéndice D,
podemos justificar esse resultado apenas pensando na interpretacéo fisica do operador numero
Ng = [;Z—ZEQ [24]. Como o valor esperado do mesmo equivale a uma densidade de particulas ng,
se 0(§2 — €') for escrita como

T2t o,

5(Q— Q) = lim e’ : (3.141)

T—o00 7T/2 27T

podemos reescrever formalmente a expressao (3.86) da forma
o T
/ dw (|Aval” = |Bual?) = lim —. (3.142)
0 —00

Assim, reescrevemos Ng, (3.138) tal que

o T 1
No _/ dw|Bau|* = lim ————7— (3.143)
0

T—00 27T (GQWQ/H _ 1)7
de modo que ng (3.139) fique escrita da forma

~ No 1
CT/2n (e2Ur — 1)
19 Ver Nota de Rodapé 13 na Secio 3.3.

no

(3.144)
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representando exatamente a densidade de particulas por unidade de tempo e de frequéncia,
que discutimos nos finais das Subsecdes 3.3.2 e 3.4.1, com unidades de acordo com a Nota de
Rodapé 13.

Outro topico notavel equivale ao fato de que o resultado (3.140) ndo possui nenhum
detalhe remanescente do colapso esfericamente simétrico. Isso leva a outras possiveis dedugoes
para a Radiacdo Hawking, como a radiacdao Hawking para o buraco negro eterno [3,20]. Essa
deducéo considera o buraco negro no espaco-tempo de Schwarzschild estendido (ver Figura 9) e
é dita “completamente equivalente ao Efeito Unruh” porque equivale a todo o desenvolvimento
da Secdo 3.3 apenas trocando a aceleracdo de mddulo a por . Pode-se mostrar que, para que um
observador permaneca estatico fora de um buraco negro de Schwarzschild, ele deve possuir uma
aceleracdo radial constante apontando para fora do mesmo [13,14]. Nesse caso a temperatura
Ty (3.140) é medida por um observador estatico assintoticamente distante do buraco negro em
questdo. Esses observadores seguem o campo de Killing K = 0;, possuem modos de frequéncia
positiva com relagdo ao mesmo, tal como o observador acelerado em Minkowski, possuem um
vacuo chamado de vdcuo de Boulware |0), similar ao vicuo de Rindler do observador acelerado
|Og), e ndo contém particulas do ponto de vista de um observador estatico fora do buraco
negro. Utilizando o sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres (2.60) podemos expandir o
campo ngS por todo o espaco-tempo, definir modos de frequéncia positiva com relagdo ao vetor
Kk = Or e definir um estado de vacuo chamado de vacuo de Hartle-Hawking |0 ), similar ao
vacuo de Minkowski |0,/), que contém particulas do ponto de vista de um observador distante
e estatico fora do buraco negro. Entretanto, esse estado e essa expansdo nao sio associados
a um observador seguindo um campo de Killing (afinal o espaco-tempo de Schwarzschild
possui apenas um campo de Killing relacionado a simetria temporal K = 9;) de modo que nao
podemos definir particulas com relagdo ao mesmo de acordo com a nossa definicio®. Ainda
assim, a interpretacao fisica da temperatura de um buraco negro eterno é consistente desde que
pensemos que o mesmo foi formado a partir do colapso esfericamente simétrico e confinado
em um sistema de forma que tenha atingido o equilibrio térmico com temperatura 7y (3.140).
Outra dedugdo para o caso do buraco negro eterno foi feita por Unruh [4], na qual ele define
um estado de vacuo |0y ) no horizonte de eventos passado H ~. Esse estado possui modos de
frequéncia positiva com relagéo ao vetor Jy (que é um vetor de Killing no horizonte de eventos
passado H ™) e corresponde a um fluxo térmico de particulas deixando a regido do buraco

negro®!.

Além disso, vale notar que o resultado do espectro de Planck que obtivemos (3.139)
representa o espectro de um corpo negro perfeito. Isso porque utilizamos uma série de aproxi-

macdes para alcancarmos tal resultado, como a desconsideracao do retroespalhamento pelo

20 Ver definiciio de particulas no final da Segéo 3.2 e ver que K = 07 nio equivale a um campo de

Killing, tal como discutido na Subsecéo 2.7.2.
21 Para uma analise detalhada dos vacuos de Boulware |0p), de Hartle-Hawking |0 ) e Unruh |0y/) ver
Referéncia [36].
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potencial V' (r) (3.102), ao considerarmos apenas os modos de frequéncia transmitidos. Caso
quiséssemos considerar o mesmo, ao imaginarmos a propagacdo de volta para o passado de
um modo gq terfamos que considerar que uma parte do mesmo é espalhada g& pelo potencial
V' (r) para fora da estrela colapsando e alcanca o passado infinito nulo Z~ com praticamente a
mesma frequéncia ) e outra parte entra na estrela colapsando g3, passa pelo centro 7 = 0 e se
propaga de volta para o passado até alcancar Z~. Ao voltar para o futuro, o modo g}, emerge
da estrela em colapso um pouco antes da formacdo do horizonte de eventos e entdo sofre um
enorme desvio para o vermelho até alcangar Z*. Dessa forma, uma fragdo 1 — I'g; do modo
go, correspondente a g} serd espalhada e outra ['g; sera transmitida, correspondente ao modo
gg . Assim, a equacdo (E.5) na forma continua?, seria interpretada como uma conservacio de

probabilidade de modo que ficasse escrita como

/‘M(AMﬂmu—&mﬂbﬁzéﬁ—Qﬂhw (3.145)
0
Esse fator faz com que o espectro (3.139) fique

Iay

de forma que se torne um espectro de corpo cinza. Expressodes analiticas desse fator sdo dificeis
de se obter (para mais detalhes ver discussdes nas Referéncias [3,13,20]). Entretanto, para o
tratamento que propusemos nesse trabalho e para as considera¢des do préoximo capitulo, o

resultado aproximado (3.139) ja é suficiente.

Recuperando as unidades da temperatura (3.140), obtemos

hed 1
Ty = ——. 3.147
" Gkp87M (3.147)
Calculando a temperatura para buracos negros com determinadas massas, como a massa de
Planck <m p= %C) a massa do Sol ou mesmo a massa do buraco negro do centro da Via

Lactea, obtemos a Tabela 1. Vemos que buracos negros com massas realistas ou de objetos
conhecidos possuem temperaturas de radiacdo Hawking baixissimas, temperaturas tais que
T < Tror ~ 2.7255K (sendo Trcr a temperatura da radiagao césmica de fundo®*). Como
a radiacdo cosmica de fundo permeia o espago-tempo, qualquer valor de temperatura muito
menor que a mesma ¢ dificilmente mensuravel. Ja buracos negros com massas extremamente
pequenas possuem temperaturas altissimas, taisque 7' ~ Tp = \/% (sendo T'p a temperatura
de Planck).

Embora ndo tenhamos nenhum tipo de medida direta da radiacdo Hawking, analogos
tedricos e experimentais ao efeito nao faltam. Ja em 1981 Unruh se propds a modelar, teorica-

mente, o movimento de ondas sonoras em um fluxo convergente de ondas [38]. Nesse modelo
22

Note que representamos o indice /, relacionado ao potencial V' (r) (3.102), nos coeficientes de Bogo-
liubov A, e By, da expressdo (3.145).

23 O valor para a massa do buraco negro do centro da Via Lictea foi retirado da Referéncia [37].

24 A radiacdo césmica de fundo é uma radiagdo eletromagnética que preenche isotropicamente e
remete-se ao inicio temporal do universo.
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Tabela 1 — Calculo das temperaturas para buracos negros com determinadas massas.

M (kg) T (K)
Massa de Planck 22-1078 5.6 - 1030
Sol 2.0-10% 6.2-1078

Buraco Negrodo | 4.5-10°M

L1014
centro da Via Lactea | 9.0 - 103¢ 1.4-10

Fonte: Elaborada pela autora.

haveria a observacdo de um espectro térmico de ondas sonoras, tal como o espectro térmico de
particulas da radiagdo Hawking, saindo de um horizonte sénico, representando o horizonte de
eventos de um buraco negro, criado em um fluido. Em 2010, um grupo de pesquisadores (Silke
Weinfurtner, Edmund W. Tedford, Matthew C. J. Penrice, Gregory A. Lawrence e o proprio
Unruh) fez a primeira observacgio experimental da radiacio Hawking na agua [39]. Mais recen-
temente, em 2016, Jeff Steinhauer observou experimentalmente a emissao de radiacao Hawking
emanando de um condensado de Bose-Einstein atomico [40]. Em todos esses analogos, tedricos
e/ou experimentais, o principal ponto ¢é a existéncia de uma métrica efetiva que proporcione
o surgimento de um horizonte. Portanto, além dos inimeros modos de deducao da Radiagéo
Hawking, temos motivos mais do suficientes para firmarmos a mesma como um fendémeno
chave para a TQCEC, para a Termodinamica de Buracos Negros e como fendmeno teste para o

que esperamos de uma Teoria Quantica da Gravitacao.
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4 TERMODINAMICA DE BURACOS NEGROS

A Termodinamica de Buracos Negros possui suas origens na década de 70 quando
uma série de trabalhos [6,41,42] comecaram a apontar as semelhancas entre as grandezas
observaveis dos buracos negros e suas leis com as grandezas e leis da Termodinamica Classica.
A ideia de se atribuir entropia a um buraco negro surgiu, além do fato de que tudo o que
conhecemos possui entropia, de uma questdo fundamental: a ndo violacdo da Segunda Lei da
Termodinamica Classica ao “perder-se” entropia do universo quando um corpo adentrasse um
buraco negro. Essa ideia é creditada a Bekenstein [43]. Em 1973, Bekenstein postulou que um
buraco negro teria entropia Spx proporcional a area A da forma

kgA
Spn = ehe lf ; (4.1)
P

sendo 7 uma constante numéricae lp = 4/ ’Z—? o comprimento de Planck [6]. Para ele a entropia

do buraco negro seria uma medida da informacao sobre o interior do mesmo, inacessivel para
um observador externo. Assim a perda de entropia de um corpo a ser engolido seria compensada
pelo aumento da entropia, e entdo da area do horizonte de eventos, do buraco negro. Possuindo
entropia, o buraco negro possuiria temperatura. Nesse mesmo trabalho, Bekenstein postulou
a Segunda Lei da Termodinamica Generalizada, impondo que a variagdo da entropia de um
buraco negro somada a variagao da entropia do exterior nunca diminuiriam. Entretanto, ele nao
elaborou uma explicacao fisica para tais postulados, apenas suportou sua ideia com elementos de
teoria da informacéo e experimentos pensados. Por essa razdo, em conjunto com a interpretagao
classica de que um buraco negro absorve todo e qualquer tipo de matéria, ndo emitindo nada
e a recém descoberta, por Hawking [44], de que o horizonte de eventos de um buraco negro
nunca diminui, a entropia e a temperatura de um buraco negro eram tratadas apenas como

analogias ou até mesmo sendo vistas como especulacéo.

Foi apenas em 1975, com a descoberta da Radiagdo Hawking [5], que os buracos ne-
gros sairam da escuriddo e ganharam enfim seu espectro térmico, emitindo particulas, como
vimos na Secdo 3.4. A partir dai a Termodinamica de Buracos Negros se consolidou como
uma area de intensa pesquisa. Foram elaboradas as Leis da Termodinamica de Buracos Negros,
representando o paralelo entre os observaveis dos mesmos e os equivalentes fisicos de grande-
zas termodinamicas. Propriedades simples, como a capacidade térmica de um buraco negro,
tornaram-se intrigantes impossibilitando seu equilibrio térmico com um reservatorio de energia
e implicando inclusive na evaporacdo ou crescimento sem fim dos mesmos. A evaporacio de
um buraco negro é um ponto muito contraditorio porque, quando completa, leva a paradoxos

como o da perda de informacéo’.

O paradoxo da perda da informacéo esta associado a evaporagdo de um buraco negro. Ao evaporar
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Iniciaremos esse capitulo com as leis da termodinamica de buracos negros na Sec¢ao 4.1,
onde iremos abordar o paralelo com as leis da Termodinamica Classica, esta Gltima com base na
Referéncia [45] e suas devidas modificacdes, com base nas Referéncias [20,46,47]. Finalizaremos
com uma discussao acerca do processo de evapora¢do ou aumento sem fim da massa de buracos
negros, em alguns casos especificos, na Secao 4.2, com base nas Referéncias [3, 13, 20, 46].
Reforcamos que nio pretendemos explicar as implicacdes fisicas* da ocorréncia ou ndo da
evaporacao completa de um buraco negro, apenas trataremos o problema termodinamicamente.
Mostraremos porque um buraco negro nao alcanca o equilibrio trocando energia com um
reservatorio térmico e modelaremos o comportamento da massa de um buraco negro de
Schwarzschild quando no espago vazio e quando imerso na radiacido céosmica de fundo em duas

situagdes distintas: com temperatura constante e com temperatura dependente do tempo.

4.1 Leis da termodinidmica de buracos negros

Apos toda a discussao feita na Secdo 3.4 mostramos que buracos negros de Schwarzschild
emitem radiacido com espectro térmico dado por (3.140). Portanto, temos motivos mais do que
suficientes para tratar um buraco negro como um sistema termodinamico com temperatura 7'
e entropia S. Nessa se¢do vamos mostrar que podemos atribuir quantidades fisicas que operam
analogamente as grandezas termodinamicas, fazendo o paralelo com as leis da Termodinamica
Cléassica [45] e suas devidas modificacoes [18-20,46,47].

A Lei Zero

A Lei Zero da Termodinamica é a lei do equilibrio térmico. Se dois sistemas estdo
em equilibrio térmico com um terceiro eles estardo em equilibrio térmico entre si. Assim, a
temperatura de um sistema é a propriedade que determina se um sistema esta em equilibrio
térmico com outros sistemas. No caso de um sistema unico a Lei Zero diz que, para que o

mesmo esteja em equilibrio térmico, sua temperatura deve ser uniforme ao longo do mesmo.

Para a termodinamica de buracos negros, assumindo a temperatura de um buraco negro

como T" = %, sendo k a gravidade superficial do mesmo, postulamos:

A gravidade superficial k de um buraco negro estacionario é constante ao longo de seu
horizonte de eventos.
1
Y

calculo de k para Schwarzschild e os calculos referentes ao fato de que ela é constante ao longo

No caso de um buraco negro de Schwarzschild a gravidade superficial vale x =

do horizonte de eventos podem ser vistos no Apéndice A.

o mesmo perde seu horizonte de eventos, a entidade que “esconde” seus estados internos. Assim, a
informacéo que entrou no buraco negro “desaparece” com a evaporagao do mesmo.

2 Ver Nota de Rodapé 1 do presente capitulo.
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A Primeira Lei

A Primeira Lei da Termodinamica € a lei da conservacdo da energia. Ela pode ser escrita
como

AU = AQ — AW, (4.2)

relacionando a variagdo da energia interna AU com a troca de calor A(Q e trabalho AW
realizado (AW > 0) ou absorvido (AW < 0) pelo sistema. A versao diferencial da expressio

(4.2), seguindo a definic¢do usual da entropia dS = %, fica
dU =TdS — dW, (4.3)

sendo U a energia interna, 7" a temperatura, S a entropia e I o trabalho.

Como a Primeira Lei é a lei da conservacgio da energia, para desenvolver sua versdo para
buracos negros temos que saber como relacionar seus observaveis e suas respectivas variagoes
de forma a descrever como essas grandezas ficam quando perturbadas infinitesimalmente para

um novo estado estacionario.
Para a termodinamica de buracos negros, postulamos:
Dado um buraco negro estacionario inicialmente de massa M, area A e gravidade superfi-

cial K, variamos esses parametros de forma que

AM = 8idA. (4.4)

™

Um buraco negro de Schwarzschild possui como pardmetro externo apenas a sua massa
M e é descrito pela métrica (2.42). A area A de seu horizonte de eventos é dada pela interseccéo
das hiper-superficies 3;, para ¢ = cte e do horizonte de eventos H ™, definido para r = 2M.

Assim a métrica induzida fica
ds? = vijda'dy! = r2d6?* + r? sin® Od¢?, (4.5)

com /vy = 72 sin . Portanto a area é

21 ™
A= / Vydide = / do / df(2M)*sin 6 = 167 M?, (4.6)
HTU%, 0 0
Variando a area com relacdo a massa M temos
dA = 32r MdM. (4.7)

Rearranjando a expressdo anterior chegamos a

1

M=
d 327 M

dA = 2 4A. (4.8)
8
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Essa é a Primeira Lei da Termodindmica para um buraco negro de Schwarzschild. Fazendo
o paralelo com a Primeira Lei Classica (4.3), M é o equivalente da energia U, x equivale a

temperatura 7', A representa a entropia .S.

Vale comentar que, de forma geral, formula-se a Primeira Lei da Termodinamica de
buracos negros com relacdo aos observaveis: massa M, carga () e momento angular L°. Assim
ela é enunciada como

dM = SidA + QudL + O dQ. (4.9)
N

Nessa expressdo {1y é a velocidade angular e ¢y é o potencial elétrico na superficie do buraco
negro. Fazendo o paralelo com a Primeira Lei Classica (4.3), M é o equivalente da energia U,
k equivale a temperatura 7', A representa a entropia S e {2y e ®, em conjunto com suas

respectivas variagdes de momento angular L e carga (), representam o trabalho W realizado.
Voltando ao caso de Schwarzschild, como sabemos que 7" = %, comparando (4.8) com

(4.3), associamos a entropia S da forma
A
S = 7= 4 M?, (4.10)

sendo diretamente proporcional a area, tal como a entropia postulada por Bekenstein (4.1).

. 3 . .
Recuperando as unidades de (4.10) ficamos com S = kaC % e verificamos que o fator numérico

7 da entropia de Bekenstein (4.1) vale n = }l.
A Segunda Lei

A Segunda Lei da Termodinamica possui duas formulagdes historicas, a de Kelvin e a
de Clausius, ambas baseadas em maquinas térmicas mas que levam a definicao de entropia e de
sua propriedade maxima de que

68 >0, (4.11)

ou seja, a variacdo de entropia do universo (sistema + exterior) é sempre positiva ou permanece

nula.

Para buracos negros, assumia-se a segunda lei da termodinamica de buracos negros
como: a area do horizonte de eventos de um buraco negro nunca decresce com o tempo, ou seja,
§A > 0 [41]. O que é provado de acordo com o teorema da Area de Hawking e que firma a
relacdo entre a area A de um buraco negro e sua entropia S. Entretanto, Bekenstein [6, 42]
propos que

5SBH + 5Seact Z O, (412)

a variagdo da entropia de um buraco negro, somada a variagdo da entropia do exterior nunca

decrescem. Que é conhecida como a Segunda Lei da Termodinamica Generalizada.

3 Ver Secio 2.8.
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E importante notar que ela contempla a radiacao Hawking porque a diminui¢do da
entropia do buraco negro, devido a diminuicdo de sua massa e de sua area, ¢ compensada pelo

aumento da entropia do exterior.
A Terceira Lei

A Terceira Lei da Termodinamica possui varias formula¢des historicas. Aqui vamos
citar apenas a inacessibilidade do zero absoluto. Segundo essa formulacao classica é impossivel

alcangarmos o zero absoluto através de um nimero finito de processos termodinamicos.
Para buracos negros postula-se que:

E impossivel reduzir a gravidade superficial k. de um buraco negro a zero por um niimero

finito de processos.

As Leis da Termodinamica de Buracos Negros possuem inimeras demonstracdes e
fornecem uma extensa discussao, topicos que vao além dos objetivos da presente dissertacao.
Mais detalhes podem ser encontrados nas Referéncias [6,41,42]. Agora, relacionadas as Leis
da Termodinamica de Buracos Negros com a Leis da Termodinamica Classica, vamos discutir
a evaporacdo ou o aumento da massa de Buracos Negros de Schwarzschild num contexto

termodinamico.

4.2 A inacessibilidade do equilibrio térmico com um re-
servatorio de energia e suas implicacoes

Na Termodinamica Classica corpos trocando energia com um reservatorio térmico
alcancam o equilibrio térmico estavel, ou seja, adquirem a temperatura do reservatério em um
tempo finito e permanecem com essa temperatura a partir dai. Porém, a analise das propriedades
termodinamicas dos buracos negros nos permite verificar que os mesmos nunca alcancam
uma situacdo de equilibrio térmico estavel, com um reservatoério térmico, em razdo de sua

capacidade térmica ser negativa Cgy < 0 [20,46].

E possivel mostrar isso apenas pensando no fluxo de energia entre um reservatério
térmico e um buraco negro utilizando a capacidade térmica deste ultimo. Calculamos a capaci-
dade térmica de um buraco negro tomando sua massa M como o equivalente de sua energia I
(lembrando que utilizamos o sistema de unidades de Planck). Assim, a capacidade térmica Cpy

fica
dE  dM B 1

dT — dT ~  8n1?

Se considerarmos um buraco negro imerso em um reservatoério de energia com uma temperatura

Cpy = = —81M?* < 0. (4.13)

T'r diferente da do buraco negro, temos duas situagdes possiveis: 7' > Tz ou T' < Tg. Para

T > Tp o buraco negro emite radiagdo, diminuindo sua massa, ou seja, evaporando, enquanto
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aumenta sua temperatura. Ja no caso em que 1" < Tr o mesmo absorve radia¢do, aumentando
sua massa “para sempre”, enquanto diminui sua temperatura. Dessa forma, o buraco negro

nunca alcanca a temperatura do reservatorio térmico 7'z.

4.2.1 Buraco negro e o espaco vazio

Dado um buraco negro de Schwarzschild com massa M no espaco vazio com 7' = 0,
podemos dizer que o mesmo emite radiagdo, aumenta sua temperatura e, entao, perde massa
até “evaporar completamente” [20,46]. Uma maneira simples para entender como a massa
do buraco negro varia no tempo é calcular o fluxo de energia irradiada L pelo buraco negro,

utilizando a lei de Stefan-Boltzmann*

hac® 1
L=0cAT"'= ————— 4.14
153607G? M?’ (4.14)
214
naqual o = GWOE% é a constante de Stefan-Boltzmann, A = 47r% é a area do buraco negro com
raio de Schwarzschild rg = Q%M e usamos que a temperatura do mesmo é 7" = %. Note

que vamos utilizar as unidades internacionais para facilitar a analise de comparacdo de massas
e temperaturas. Assim, a massa do buraco negro decresce com o tempo da forma
d(c*M hach 1
aewn w1 o
dt 153607G?2 M?
A equacio (4.15) possui solucdo analitica simples. Ela é uma equacéo diferencial ordina-
ria, ndo linear e de primeira ordem, portanto, podemos apenas integra-la e obter a solucéo a
menos de uma constante de integracdo. Considerando o tempo inicial como ¢ = 0, a constante
de integragéo é traduzida na massa inicial do buraco negro e expressa por M (t = 0) = M,.

Portanto, sua solucéo fica

£\ /3
M(t) = M, (1 — t_> ; t€[0,ty) (4.16)

1%
sendo ty = 5120%?—;]\45’ o tempo de vida® do buraco negro. Veja que explicitamos o intervalo

de t. Isso é importante para a interpretacio fisica de ¢y, com t < ty,. O comportamento geral

desse decaimento pode ser visto na Figura 13. Geral porque, ao graficarmos as razdes MMO e %,
< . A - Mt
a expressao (4.16) fica livre de parametros e, portanto, seu intervalo vale 7, W € 0,1).

4 Ao impormos o uso da Lei de Stefan-Boltzmann estamos fazendo uso de uma aproximacéo termo-

dinamica emprestando o resultado da temperatura (3.140) e considerando o espectro de corpo negro
perfeito de Planck (3.139). Para impormos essa igualdade mais rigorosamente deveriamos integrar o
resultado (3.139) sobre todos os modos, considerarmos inclusive a dependéncia relacionada a [, ou seja,
considerando o fator I' ;, discutido na Subsecéo 3.4.2. Porém, vamos aqui fazer uso de uma simplificacéo,
até porque nido consideramos qualquer caracteristica do campo quantizado para lidarmos com o fator
I'q; (ver discussdo nas Referéncias [3,20]). Trabalhos como o de Don Page [48] o fazem e estimam um
fator numérico o ~ 1074 em L = ac AT*.

Por tempo de vida de um buraco negro nos referimos ao tempo necessario para que a massa do
mesmo se anule, ou equivalentemente, o tempo necessario até a evaporacdo completa do mesmo.

5
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Figura 13 — Decaimento geral da massa de um buraco negro no espaco vazio. Fonte: Elaborada pela
autora.

Nao necessariamente a equagao diferencial que iremos trabalhar possui solugao analitica
simples. Para certos casos, como veremos nas proximas secoes, é util a analise da equacéao

diferencial por meio do streamplot®, representado na Figura 14. O comportamento obtido
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Figura 14 — Streamplot da evolugéo temporal da massa para um buraco negro no espaco vazio. Note que
utilizamos unidades arbitrarias (UA). Fonte: Elaborada pela autora.

é completamente equivalente a solucdo analitica (4.16) e grafica da Figura 13. Além disso,
verificamos que, independente da condigao inicial, temos o decaimento da massa do buraco

negro, demorando mais para uma maior massa inicial mas sempre tendendo a evaporacao

¢ Um streamplot é um grafico que fornece o comportamento, por meio do tracado de derivadas ponto

a ponto e representacdo por vetores, de uma equacéo diferencial de primeira ordem para diferentes
condicdes iniciais. O mesmo é uma ferramenta do software Mathematica 11.1 ®.
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completa. Note que utilizamos unidades arbitrarias para fazer esse grafico’. Outra anélise
muito util é a solucio da equacéo diferencial por meio da solucdo e interpolacdo numérica®. E
interessante fazé-la, no caso do espaco vazio, porque podemos comparar a solucdo analitica (4.16)
com a solugdo numérica, dada uma mesma condi¢éo inicial. Na Figura 15 comparamos ambas
as solugdes considerando a massa inicial do Sol. Vemos necessariamente que as solucdes sdo
equivalentes, ou seja, apresentam exatamente o mesmo comportamento por estarem sobrepostas.
Logo, os métodos do streamplot e a solucdo e interpolacdo numérica apresentam-se como uma

excelente analise para a solucdo das equagdes diferenciais.

2.0x10%
1.5x10%°

21.0x10% i
< = Analitica

snnni Numérica
5.0x10%°

0 1x107* 2x107* 3x107* 4x107* 5x107* 6x107*
t(s)

Figura 15 — Comparacdo da evolucdo temporal da massa para um buraco negro no espaco vazio, com
massa inicial do Sol MOO ~ 2.0-10%°kg, para a solugio analitica e numérica. Fonte: Elaborada
pela autora.

Voltando para a interpretacao fisica da equagao (4.16) podemos calcular o tempo de
vida ¢y para qualquer corpo massivo. Fazendo esse calculo para o Sol e para o buraco negro

do centro da Via Lactea obtemos a Tabela 2°. Esses valores sio muito maiores que o tempo do

Tabela 2 — Tempo de vida para buracos negros com determinadas massas.

M (kg) tv (s)
Sol 2.0-10%  6.6-10™
R
Buraco Nt?gro’do 4.5-10 ];/6[6 6.0 - 10%
centro da Via Lactea 9.0-10

Fonte: Elaborada pela autora.

7 A utilizacio de unidades arbitrarias é feita apenas para a verificacio do comportamento geral, em

um grafico tnico, da equacéo diferencial. Utilizando as unidades fisicas do problema muitas vezes ha a
necessidade de apresentarmos mais de um streamplot para a analise do comportamento completo.

A solugdo numeérica de uma equacédo diferencial corresponde a solucdo ponto a ponto, dada sua
condicdo inicial e o intervalo do parametro da mesma. Ja a interpolagdo numérica consiste em “ligar
os pontos” fornecidos pela solucdo numérica de modo a fornecer o comportamento grafico da solucgéo
da equacio diferencial em questéo. Para a elaboracdo das solugdes e dos graficos apresentados aqui
utilizamos as ferramentas NDSolve e Plot, também do software Mathematica 11.1 ®.

?  Ver Nota de Rodapé 23 na Subsecio 3.4.2.
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universo t,,; ~ 4.4 - 10*"s, o que indica que buracos negros com massas apenas um pouco
maiores do que a massa solar nao evaporardo na escala de tempo do universo. Dessa forma,
se quisermos considerar buracos negros com tempo de vida da ordem do tempo de vida do
universo temos que considerar buracos negros com massa inicial pertencente ao intervalo
M € (1072,10'")kg, obtido tomando o tempo de vida de um buraco negro utilizando o tempo

de Planck tp ~ 5.4 - 10~*5 e o tempo do universo t,,;.

4.2.2 Buraco negro e a radiacao cosmica de fundo

Agora vamos considerar um buraco negro de Schwarzschild com massa M imerso
na radiacdo cosmica de fundo, que atuard como um reservatorio térmico' para o mesmo.
A radiagdo cosmica de fundo irradia como um corpo negro com temperatura constante de
Trer ~ 2.7255 K. Isso faz com que o buraco negro troque energia com a radia¢do csmica
de fundo e podemos usar a Lei de Stefan-Boltzmann como uma corrente térmica entre essas

duas temperaturas, paralelamente a equagio (4.14), de forma que

J=0A(T" = Thep) - (4.17)
Tal como fizemos na equagao (4.15), obtemos o comportamento da massa do buraco negro em
funcao do tempo fazendo J = — d(ﬂjf) e encontramos
dM a
— = ——— + bM? 4.18
sendo a = 153L ~4.0- 1015"“—‘;73 eb= G Ther o 96.10° L § importante reparar

60mG2 — 15h3¢8 s'kg*
que, de acordo com a condicdo inicial de massa do buraco negro, o mesmo estara emitindo ou

absorvendo energia do reservatorio térmico, respectivamente paral' > Trep e T < Tgror,
de forma que o lado direito da igualdade da equacéo (4.18) seja negativo ou positivo, também
respectivamente. Se quisermos pensar em termos de massa, podemos calcular a massa de um
buraco negro com temperatura equivalente a Tzcr como

hed
M = ~45.10%kg. 4.19
RCF 87GkpTrop g ( )
aM

Esse é o valor esperado da massa do buraco negro para que “~, da expressdo (4.18), se anule.

A equacdo diferencial (4.18) nao é tdo simples como a equacéo (4.15). Embora ela seja
uma equacdo diferencial ordinaria, ndo linear e de primeira ordem, sua integracio direta e
indefinida nos leva a

1 b 1/4
t = W 2 arctan <a> M

+log (a'/* = bY*M) — log (a/* + b"* M)}, (4.20)

Note que nao teremos o equilibrio térmico alcancado do sistema, como endossado pela discussao
realizada no presente capitulo.

11 Observe que essa ¢ a temperatura da radiagdo césmica de fundo medida nos dias de hoje. A mesma
assume valores diferentes de acordo com a evolugio temporal do universo. Para um modelo de sua
evolucdo temporal ver Apéndice F.

10
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que ndo é uma expressio'? analitica facilmente inversivel para M (t). Porém, a anélise da mesma
nos diz que ha uma diferenca de comportamento quando os termos internos dos logaritmos

sdo nulos. Sdo os casos em que

o/t —pViM = 0, (4.21)
a/t AN = 0. (4.22)

E claro que a equacio (4.22) nos fornece massa negativa, portanto vamos despreza-la. Logo,
considerando apenas o caso com massa positiva (4.21) chegamos a massa critica do problema

em questao
a) 1/4 hc?

MI(— = — =M ~4.5-10%kg. 4.23
c SnGhnTron RCF 5-10%kg (4.23)

b
Como esperado esse valor é igual ao da massa de um buraco negro com temperatura equivalente
a temperatura da radiagdo cosmica de fundo (4.19). Portanto, a solugéo analitica da equagéo
(4.18) é matematica e fisicamente condizente. Fisicamente porque, além de possuir unidades
fisicas em concordancia, possui uma diferenca de comportamento para o buraco negro, sendo

de emissdo ou de absorcdo de energia, de acordo com sua condicéo inicial de massa com relacdo
a M, C-

A analise da solugdo (4.20), conjuntamente com a propria interpretacido da equacdo
diferencial (4.18), nos leva a pensar em comportamentos assintoticos para condi¢des iniciais
de pequenas ou grandes massas para os buracos negros. Dessa forma, podemos pensar que a
emissdo de energia esta associada ao primeiro termo —+7 (para buracos negros com massas
iniciais pequenas, ou seja, menores que M) e que a absor¢do de energia esta associada ao
segundo termo bM? (para buracos negros com massas iniciais grandes, ou seja, maiores que

M), ambos da equacéo diferencial (4.18). Assim, temos as seguintes solucio assintoticas

dM a t\"?
1°termo: % = _W = M(t) = MO <1 - E) y t e [O,tv> (424)
dM My 1
2°t . —— = bM? M(t) = ——F— t — 4.25
ermos = MO =g 1€ {0’ bMO> (4.25)

sendo que novamente explicitamos os intervalos de ¢ de modo a obtermos valores reais e
positivos para M (t). Além disso, a equacio (4.24) é idéntica a solucio (4.16) para o espaco vazio.

Vamos comparar as solu¢cdes numéricas as solucdes assintoticas a seguir.

Analisando a equacio diferencial (4.18) por meio do streamplot obtemos a Figura 16,
com a utilizacdo de unidades arbitrarias. Sdo evidentes 3 comportamentos para a evolucdo da
massa do buraco negro: a diminui¢io (para massa inicial M/ < 1), a constancia (para massa
inicial M = 1) e o aumento indefinido (para massa inicial M > 1). A diminui¢do da massa

do buraco negro, que ocorre para M < 1, deixa claro que temos um comportamento de

M2dM
(bM*—a)

12 no software Mathematica 11.1

Essa expressdo foi obtida por integracéo indefinida de dt =
®.
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Figura 16 — Streamplot da evolucdo temporal da massa de um buraco negro imerso na radiacao cosmica
de fundo com temperatura constante. Note que utilizamos unidades arbitrarias (UA). Fonte:
Elaborada pela autora.

emissao de radiagdo, aumento da temperatura e diminui¢do da massa do buraco negro até a
“evaporacdo completa” para um longo periodo de tempo. Independente da condicéo inicial,
esse comportamento se repete demorando mais para uma maior massa inicial. A constancia da
massa do buraco negro, que ocorre para massa inicial M/ = 1, indica que o mesmo possui, desde
o principio, uma temperatura igual a temperatura da radiacao césmica de fundo, de forma que
néo ha emissdo nem absorcio de radiagio pelo mesmo. Essa condigdo representa uma “condigéo
de equilibrio” da equacédo diferencial, que é completamente instavel. Observe que M = 1
representa exatamente a massa Mpcp (4.23), como discutido anteriormente. Ja o aumento
indefinido da massa de um buraco negro, que ocorre para M > 1, indica que a temperatura
desses buracos negros é menor do que a temperatura da radiacdo césmica de fundo. Dessa
forma, ha a absorc¢ao de radiacdo, diminuicdo da temperatura e aumento da massa dos buracos
negros indefinidamente. Novamente, independente da condi¢ao inicial, esse comportamento se

repete, mas agora sendo mais rapido para uma maior massa inicial.

Agora analisaremos as massas em fun¢ao do tempo por meio da solugdo e interpolagdo
numeérica da equacdo diferencial (4.18) e compararemos as mesmas com as solucdes assintoticas
(4.24) e (4.25). Para essa analise consideramos massas iniciais especificas para a observacio da
diminui¢do e do aumento da massa do buraco negro em questdo. Na Figura 17 utilizamos como
condicAo inicial a massa de Hipérion'® M ~ 5.6-10'8kg, menor que a massa critica M (4.23).
Assim, comparamos a solugdo numeérica completa (da equacéo (4.18)) com a solugdo analitica do

primeiro termo (4.24). Verificamos a superposicdo das duas solu¢des com a diminuicido da massa

13 Hipérion é a oitava lua de Saturno. O valor exato de sua massa pode ser encontrado na Referéncia

[49].
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Figura 17 - Comparacio da evolugdo temporal da massa de um buraco negro imerso na radiagéo cosmica
de fundo, com massa inicial Mé”p ~ 5.6 - 10'8kg de Hipérion, para a solucdo analitica do
primeiro termo e numeérica completa. Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 18 — Comparacio da evolu¢io temporal da massa de um buraco negro imerso na radiacio cosmica

de fundo, com massa inicial do Sol M(P ~ 2.0 - 103°kg, para a solucdo analitica do segundo
termo e numérica completa. Fonte: Elaborada pela autora.

no decorrer do tempo até a evaporacdo completa do buraco negro com Mé‘ P exatamente como
esperado pelo streamplot da Figura 16. Ja na Figura 18, consideramos como condigéo inicial a
massa do Sol ]\/[0O ~ 2.0 - 103°kg, maior que a massa critica M¢ (4.23). Entdo, comparamos
a solug¢ao numérica completa, da equagao (4.18), com solucdo analitica do segundo termo (4.24).
Vemos a perfeita concordancia das duas solucdes e o aumento indefinido da massa de um
buraco negro com MOO , exatamente como esperado pela analise anterior. Portanto, as solucoes
assintoticas (4.24) e (4.25) modelam muito bem o comportamento da massa de buracos negros

para essas condig¢des iniciais.

Veja que, fisicamente esperamos o aumento indefinido “para sempre”, ou seja, para
t — oo da massa de buracos negros com M, > M. Para discutir essa maxima precisamos
explicar 2 pontos. Primeiramente, nem a solucdo numérica, nem a solucio analitica assintotica

sdo capazes de fornecer o comportamento de massas maiores que o ultimo par de pontos no
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grafico obtido para a condicao inicial da massa do Sol ]\40O 14 Numericamente, o software
utilizado ndo nos permite a analise para intervalos de tempo maiores do que o apresentado
aqui, até porque a massa fica muito grande. J4 analiticamente, a solu¢éo assintotica (4.25) possui

um intervalo temporal de validade, um tempo critico que chamamos de to = % Y no qual a

Mo
massa do buraco negro diverge, num tempo finito, e a partir do qual M (¢) torna-se negativa e,
portanto, fisicamente desconsideravel. Dessa forma, fisicamente, para M () > M (t¢) o modelo
apresentado aqui, para a evolucdo temporal da massa de um buraco negro, perde validade.
Além disso, fisicamente podemos pensar que, ao passo que aumentamos cada vez mais a massa
do buraco negro, por um nimero finito de processos fisicos, diminuimos cada vez mais sua
temperatura e, entdo, sua gravidade superficial. Portanto, a terceira lei da termodinamica de

buracos negros faz-se por valer nesse limite.

4.510x10%
__4505x10%
2 = Mg +Erro
= 4.500x10% - Mc
M¢c - Erro
4.495 x 10?2
4.490 x 10%

0 2x10%" 4x10%" 6x10%" 8x10%" 1x10%
{(s)

Figura 19 — Interpolac¢do numérica para a evolucdo temporal da massa de um buraco negro em 3
situagdes distintas. Fonte: Elaborada pela autora.

Por fim, podemos fazer a comparacao dos graficos fornecidos pela interpolagdo numérica
completa da equacéo diferencial (4.18) para buracos negros com massa inicial: igual a massa
critica M (4.23), maior que a massa critica pelo erro de medidas experimentais das constantes
envolvidas M¢ + Erro e menor que a massa critica por esse mesmo erro Mo — Erro. O Erro
equivale ao erro obtido por propagacdo numérica usual utilizando os erros experimentais das
constantes envolvidas para o calculo de M (4.23), valendo Erro ~ 2 - 10'°kg. Vemos essa
comparacao através da Figura 19. Claramente, apenas o erro experimental, obtido pelo uso das
constantes fundamentais e parametros é suficiente para gerar os diferentes comportamentos:
massa constante, aumento indefinido da massa e diminuicdo da massa até a evaporacio do

buraco negro.

Na subsecao seguinte veremos o comportamento da massa de um buraco negro consi-

derando a temperatura, dependente do tempo, de acordo com a evolugao térmica do universo.

14 Observe que o mesmo ocorre para outras condicdes iniciais de massa, de crescimento, para um

buraco negro.
15 Ver intervalo de validade da expressio (4.25).
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4.2.3 Buraco negro e a evolucao térmica do universo

Acabamos de ver o que acontece com um buraco negro trocando energia com a radiacdo
cosmica de fundo com temperatura constante. Verificamos que nunca alcancamos o equilibrio
térmico e que o mesmo “acontece” apenas quando a temperatura do buraco negro é igual a
temperatura da radiacdo cosmica de fundo, como uma forma de “equilibrio instavel” da equacéo
diferencial. Porém, para todos os efeitos, sabemos que o universo evolui temporalmente e
que, portanto, ha uma evolugédo térmica da matéria e da energia do mesmo, principalmente
considerando grandes escalas de tempo. Dessa forma convém a analise do comportamento
da massa, e entdo, da temperatura de um buraco negro considerando a evolugéo térmica do
universo. Os detalhes, aproximacdes e comentarios aqui utilizados para a descricdo da evolucio

térmica do universo encontram-se no Apéndice F.

Nessa analise vamos considerar que o buraco negro troca energia com a radiagéo
cosmica de fundo e a temperatura da mesma evolui temporalmente de acordo com as diferentes
eras do universo: era de radiagdo, era de matéria e era de energia escura'®. Assim, a evolugio

térmica da radiacdo cosmica de fundo, de acordo com (F.16), fica

Trer 1
Tr = th t€(0,1) (4.26)
3 FRo
Trer 1
Ty = —2F t e (ty,ty) (4.27)
(67Gpar,)"/* 7 e
8w 12
Thn = Tger Exp |— (TpAO) t|, te (me, OO) (4.28)
1/2
onde t,, = m (/%2) } ~ 9.3 - 10''s é o tempo que limita a era de radiagdo, t,, =
L ~ 3.7-10's é o tempo que limita a era de matéria, Trcr representa a temperatura da

©Goag) /2 =
radiacdo cosmica de fundo hoje e pr,, par, € pa, representam as densidades atuais de radiagéo,

matéria e energia escura, respectivamente.

Assim, tal como fizemos na Subsecio 4.2.2, vamos utilizar a Lei de Stefan-Boltzmann
como uma corrente térmica entre a temperatura do buraco negro e a temperatura do universo,

de forma que
Ji=cA(T" =T}, (4.29)

sendo ¢ = R (radiagdo), M (matéria) ou A (energia escura). Novamente, o buraco negro estara

emitindo (7" > T;) ou absorvendo (1" < T;) energia do universo, que se comporta como um

16 A evolucio temporal do universo é marcada por 3 eras, ou seja, 3 intervalos de tempo que demarcam

o tipo de matéria dominante em cada época. Considerando o “big bang” como origem dos tempos, as
eras e os intervalos de tempo aproximados sio: era da radiacio t € (0,9.3 - 10'1)s, era da matéria
t € (9.3-10,3.7-10'")s e era da energia escurat € (3.7 - 1017, 00)s. Para mais informacdes, ver
Apéndice F.
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reservatorio térmico'’. Assim, substituindo as temperaturas (4.26-4.28) e ja transformando

d(Me?)
J = —=——, temos
dM a M?
Radiacido: — = —— +bap— 4.30
adiacdo o e +bag " (4.30)
Matéria: dM a . M? 431)
atéria: — - = —55 + M 575 (4.
dM a
Energia E D —— = —— b Mt 4.32
nergia Escura: — e + e (4.32)
oA 3 ATk G2 T} -
com @ =y = 40 10955, b = TGRS > 0.6 107 g, ar = (mm, oy
9.6 - 10%s%, ayy = —L—5 ~ 2.0-107s%2 e ap = (%pm)lm ~ 721071857

(67FGPMO)
As equacdes (4.30-4.32) sao ainda mais complicadas que a equacdo (4.18), elas sdo equagdes

diferenciais ordinarias, ndo lineares e de primeira ordem com dependéncia direta em relagéo a

variavel ¢. Dessa forma, ndo possuem solucao analitica direta.

Entretanto, tal como fizemos na Subsecdo 4.2.2, podemos analisar os comportamentos
assintoticos para condigdes iniciais de pequenas ou grandes massas para os buracos negros das
equagdes diferenciais (4.30-4.32). A 3 equagdes possuem 2 termos que levam a duas solugdes
assintoticas distintas. Porém, diferentemente da Subsecdo 4.2.2, ndo teremos uma massa critica
M¢ (4.19) que leva a uma ou a outra solugio assintotica, de acordo com a condicéo inicial. Isso
porque as equacdes diferenciais (4.30-4.32) possuem dependéncia temporal ¢ explicita. Assim, o
primeiro termo das equagdes diferenciais (4.30-4.32), que é igual para as 3, vale e possui solucédo
dM; a

t—t5)1"*

(2

1° termo:

onde o indice « = R, M ou A representa respectivamente a era de radiagdo, matéria ou energia
escura, M;(ty,) = My, equivale a massa inicial do buraco negro para cada era, ¢, representa o
« e e . 18 . ~ . 11
tempo inicial de cada era, valendo t,, = 0*° para a era de radiaco, ty,, = t,, ~ 9.3-10""s para
;. . 2
a era de matéria e ty, = t,, ~ 3.7 - 10'"s para a era de energia escura e ty, = 512OW%M§’Z_

representa o tempo de vida de um buraco negro'®. A expressao (4.33) é vélida nos intervalos:

LIS (toﬂ toi + tVz)7 se toi + tVi < témal da era (434)

€ (toivt%nal da era)’ se toz‘ + tVi > té‘lnal da era (435)

sendo th .1 4 era O tempo final de cada era, que é igual a tf ;| 4. ora = tp, =~ 9.3 - 105, para a era

de radiacdo, a t2l | 4. e = tpo =~ 3.7 - 10'7s, para a era de matéria e t3 ) 4. ora ~ 0O S, para a era

17" Mesmo mudando sua temperatura com o tempo, vamos considerar que essa mudanca, para a

temperatura do universo, nio sofre “interferéncia” da troca energética com o buraco negro.

18 Observe que, fisicamente ¢y, = 0, para a era de radiacdo. Porém, como resolvemos as expressoes
numericamente, fixamos um valor inicial para o tempo, sendo pequeno mas nao nulo. O valor escolhido
foi tg,, = 1073s.

1 Note que o tempo de vida ty; s6 depende da massa inicial do buraco negro, ou seja, é independente
de qualquer parametro relativo as eras. Isso acontece porque as equacdes (4.30-4.32) possuem o primeiro
termo sempre igual.
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de energia escura. Mais ainda, a equagio (4.35) firma que, para buracos negros com massas, de
modo que seu tempo de vida ¢y, ultrapasse o limite da era considerada, devemos considerar a
solucéo relativa a proxima era, utilizando sua entdo massa final (relativa ao tempo de interseccdo
das eras) como massa inicial para a era consecutiva®. Além disso, o primeiro termo continua

associado a emissdo de energia para buracos negros com massas iniciais pequenas.

Ja as solucdes para o segundo termo das equacdes diferenciais (4.30-4.32) sido diferentes,

valem e possuem solu¢do da forma

dM M? My, to,t

2° Radiagio: —— = bag— = M(t) = 1 _On , 4.36
adracao: Ty TR 0 = o My, ban (o, — 1) (4:36)

dM M? 5M,,, t0/315/3
2" Matéria: —— = baar g = M(t) = — Ont “Ons — (4.37)

t t 5ty 15/3 4 3bay Mo, (to@ - t5/3>

o . dM 2 _—apt ]\40AaA

2°Energia Escura: = bM<e " = M(t) = an T Mob (et — cantnn (4.38)

onde M, My,,, My,, to,, to,, €to, possuem os mesmos valores e interpretacdes discutidos
apods a equacio (4.33). Os intervalos de validade dessas expressoes sdo
b ar MOR tOR
(b ar MOR — tOR
3/5
<3baM MO]\/I) tou

Radiagdo: ¢ € (to,,l0) = t&= y e t& <t | d eras (4.39)

Matéria: ¢ € (to,,, 1) = to = se t <t} 1 oa(4.40)

3/5
5/3
<3baM My,, — 5tOM>
1 a
Energia Escura: t € (tOA,tg) = th = Tan In (e‘“AtOA - b]\z) ) se 15 < th 1 dn crar(4:41)
A

sendo t%, parai = R, M ou A, o tempo critico que representa o tempo a partir do qual a M (¢)
torna-se negativa e t; 4. .. possui a mesma interpretaciio e os mesmos valores conforme
discutido apés as equagdes (4.34) e (4.35). Entao, temos um segundo caso para os intervalos de

validades para as 3 eras dado por

le (toi’ 75-’fLAinal da era)’ se tZC > tz (442)

final da era*

Assim, a equacio (4.42) estabelece que, para buracos negros com massas cujo t%, ultrapasse o
limite da era considerada, devemos considerar a solugao relativa a préxima era, utilizando sua
entido massa final (relativa ao tempo de interseccio das eras) como massa inicial para a era

consecutiva®'. Mais uma vez, o segundo termo esta associado a absor¢do de energia para buracos
20

E interessante notar que isso é importante caso alguma condicio inicial seja assintoticamente
decrescente para a era de radiacio e assintoticamente crescente para as proximas eras: matéria ou
energia escura. Mais ainda, caso a condicéo inicial seja assintoticamente decrescente para as 3 eras, a
solugdo completa, ou seja, até a evaporacdo completa do buraco negro segue exatamente como (4.16),
que é a solucéo exata do primeiro termo das 3 equacdes (4.30-4.32). O que acontece com o caso da Figura
22, que veremos adiante.

21 Essaideia é paralela a levantada na discussdo que leva a Nota de Rodapé 20. Entéo, caso alguma condi-
cdo inicial seja assintoticamente crescente para a era de radiacéo ela pode seguir sendo assintoticamente
decrescente e/ou crescente para as proximas eras: matéria ou energia escura.
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negros com massas iniciais grandes. Novamente, vamos comparar as solu¢des assintdticas as

solugdes numeéricas a seguir.

Radiagao Matéria
RNy AR
. T M ffff // / ////“/?5‘//’,/{//',//: 8 T I T/] //}/2//4/';(//{/1//1/;;'::/

Wiy 7772 W ===
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Figura 20 — Streamplots da evolucido temporal da massa de um buraco negro trocando energia com
a radiacdo coésmica de fundo nas eras de radiacdo, matéria e energia escura. Utilizamos
unidades arbitrarias (UA). Fonte: Elaborada pela autora.

Para analisarmos as solucdes dessas equacdes graficamos seus streamplots na Figura
20. Nos 3 casos sdo evidentes 2 comportamentos para a evolugao da massa do buraco negro: a
diminuigao (para condicdes iniciais de baixas massas) e o aumento indefinido (para condicoes
iniciais de massas elevadas). Diferentemente da anélise do buraco negro imerso na radiacio
cosmica de fundo com temperatura constante ndo ha um equilibrio instavel simples (antes o
equilibrio instavel era uma constante, sendo a massa de equilibrio equivalente a massa de um
buraco negro com temperatura igual a temperatura da radiacdo coésmica de fundo). Agora o

equilibrio instavel “evolui” no tempo. Porém, igualmente a tal caso, a diminui¢do da massa do
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buraco negro equivale a emissdo de radiagdo, aumento da temperatura e diminui¢do da massa
do mesmo até sua evaporagao completa para um longo periodo de tempo. Esse comportamento
independe da condi¢do inicial e se repete demorando mais para maiores massas. Para massas
muito grandes o comportamento das 3 equacgdes se inverte e o buraco negro comeca a aumentar
sua massa “para sempre”. Dai temos a absor¢do de radiacdo e diminui¢do de temperatura.
Novamente esse comportamento se repete, independente da condi¢éo inicial, sendo mais rapido

para uma maior massa inicial.

Era de Radiagdo - My = 5.6 ~ 10'8 kg Era de Radiagdo - My = 2. < 10 kg
4x10%°
1)(1019
8x 10" 3x10%
D6x10' 2oy10%
< < 2x10
4x10'8
18 1)(1030
2x10'8|
0 0
0 2x10"  4x10"  6x10"  8x10" 0 2x10"  4x10"  6x10"  8x10"
t(s) t(s)
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;msxm‘f’ ;c»Zme
S S
4x10'8
1x10%
2x10'®
0 0
5.0x10'%1.0x1071.5x10'72.0x10'72.5x10'73.0x10'73.5x 10'” 5.0x10'81.0x10"71.5x10'72.0x10'72.5x10'73.0x10'73.5x 107
t(s) i(s)
Era de Energia Escura - M = 5.6~ 10 kg Era de Energia Escura - My = 2.« 10%° kg
4x10%
1x10'°
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26x10% Zox10®
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Figura 21 — Interpolacido numérica para a evolucdo temporal da massa de um buraco negro com massa
inicial Méﬂp ~ 5.6 - 10'8kg de Hipérion e MOO ~ 2.0 - 103%kg do Sol para as eras de
radiacdo, matéria e energia escura. Fonte: Elaborada pela autora.

Assim, nos resta analisar as massas em fun¢ao do tempo por meio da solucdo e inter-
polacao numérica das equagdes (4.30-4.32). Primeiramente, vamos estudar o comportamento
de buracos negros com massas iniciais iguais as de Hipérion e a do Sol, como fizemos para o

caso da radiagdo cosmica de fundo com temperatura constante. Tanto para Hipérion quanto
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para o Sol, ver Figura 21, verificamos que, para os tempos de cada era, a massa se mantém
constante. Portanto, evidenciamos que para essas condi¢des iniciais espera-se o decaimento, e
nao o aumento, dessas massas para tempos longos. E interessante notar que, se compararmos
essa evolugdo para o Sol com o caso da radiagdo cosmica de fundo com temperatura constante,

agora temos seu comportamento de diminuicdo de massa.

Hipérion
5x10'®
4x1 018
S5 3x10'8 ——— Primeiro Termo
X
S Radiagéo
25108 Matéria
----- Energia Escura
1x1 018
0
0 2.0x10%4.0x10%°6.0x10%°8.0x10% 1.0x10% 1.2x 10 1.4x 10%
1(s)
2.0x10% Sol
1.8x10%°
1.6x10%
;a’ 1.4x10%° —— Primeiro Termo
S | 0x10% ~ —— Radiagéo
% Matéria
1.0x10 .
----- Energia Escura
8.0x 102
6.0x 102

0 1x10™ 2x10™ 3x107* 4x107* 5x10™ 6x10"
t(s)

Figura 22 — Comparacéo da evolugio temporal da massa de um buraco negro imerso na radiacdo césmica
de fundo com sua temperatura evoluindo conforme as eras do universo, com massas iniciais

M(i)”p ~ 5.6 - 10'®kg de Hipérion e MOO = 2.0 - 10%3%&g do Sol, para a solucéo analitica do
primeiro termo e numeérica completa de cada era. Fonte: Elaborada pela autora.

Agora analisaremos o comportamento das massas de Hipérion e do Sol, ainda por
meio da solugdo e interpolagdo numérica, mas extrapolando os intervalos temporais de validade
de cada era, ou seja, tomando-os como ¢ € (0,ty), sendo ¢ o tempo de vida de cada corpo
(tHP ~ 15.10%s e 9 ~ 6.6 107s). Fazemos isso porque comparamos essas solucdes
com a solugdo assintética do primeiro termo (4.33) das equacdes diferenciais (4.30-4.32), que
é equivalente a solugido do vazio (4.16). Essa comparacdo é dada na Figura 22, onde vemos a
superposicao das diferentes dependéncias das massas dos buracos negros com relagéo a solucédo
analitica do primeiro termo e as solu¢des numéricas de extrapolagdes temporais para as eras

do universo. Vemos a diminui¢do da massa dos mesmos, levando a sua evaporacao, devido a
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emissdo de radiagdo e aumento da temperatura. Logo, a solugao assintética do primeiro termo

fornece perfeitamente o comportamento da massa de um buraco negro para essas condicoes

iniciais.

Tabela 3 — Massas de buracos negros com tempos de vida da ordem dos periodos das eras de radiacéo,
matéria e energia escura.

tv(s) Mkg)
Era de Radiacio 9.3-10% 22-10°
Era de Matéria 3.7-10" 1.6-10"
Era de Energia Escura | 6.6 - 10 9.2.10%

Fonte: Elaborada pela autora.

Seguindo a ideia de evaporagdo completa de um buraco negro, calculamos a massa
inicial de um buraco negro com tempo de vida da ordem do intervalo de tempo de cada era,
vide Tabela 3. Por questdes de completeza, consideramos o fim da era da energia escura como o
tempo do universo. Entdo verificamos o comportamento esperado de evaporacao do buraco
negro para tais massas para a solucdo numérica das equagoes (4.30-4.32) comparando com a
solucdo analitica do primeiro termo (4.33), equivalente ao espago vazio. Como podemos ver na
Figura 23, as curvas do buraco negro do primeiro termo e as solucoes numeéricas para as eras
sempre se superpdem, confirmando a ideia anteriormente apresentada. Portanto, para buracos
negros com massas menores que as massas encontradas sempre teremos a evaporacio completa

dos mesmos em cada era.

Encontramos a massa inicial a partir da qual a massa de um buraco negro comeca a
crescer para cada era, ou seja, 0 que esperamos ser o “equilibrio instavel” que comentamos nos
streamplots da Figura 20. Estimamos esse valor calculando a massa a partir da qual a segunda

derivada no tempo, das equagdes (4.30-4.32), se anula, como pode ser visto na Tabela 4. Essa

Tabela 4 — Massas de buracos negros a partir da qual temos seu crescimento para as respectivas eras.

to (s) M (kg)
Era de Radiacio 1073 1.1-10%
Era de Matéria 9.3-107 6.2-10%

Era de Energia Escura | 3.7-10'" 5.4-10®

Fonte: Elaborada pela autora.

avaliacdo é uma estimativa, visto que a analise utilizada fornece a inversdo de comportamento
(de diminui¢ao de massa para aumento da mesma) para a curva no ponto especifico de inicio de
cada era e ndo ao longo das curvas em questao. Vemos, para as condicdes iniciais encontradas, o
comportamento de crescimento de massa para as 3 eras na Figura 24. Note que para as 3 eras o
crescimento é ditado pela forma dos streamplots da Figura 20. Além disso, quando observamos
a repeticdo dos valores da massa no eixo vertical dos graficos temos o aumento da mesma para

digitos além dos mostrados pelos graficos.
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Figura 23 — Comparacédo da evolugio temporal da massa de um buraco negro imerso na radiagéo cosmica
de fundo com temperatura evoluindo de acordo com as eras do universo, para uma massa
inicial equivalente a massa de buraco negro com tempo de vida da ordem do periodo de
cada era, para a solugdo analitica do primeiro termo e numeérica completa para cada era. Fonte:
Elaborada pela autora.

Por fim, para condi¢des iniciais maiores que as encontradas com a estimativa anterior

esperamos o aumento indefinido da massa dos buracos negros, com a absor¢éo de radiagéo e
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Figura 24 — Interpolacdo numérica para a evolucdo temporal da massa de um buraco negro, com massa
inicial a partir da qual a massa do mesmo cresce, para um buraco negro imerso na radiacdo
cosmica de fundo com temperatura variando de acordo com as eras de radiacdo, matéria e
energia escura. Fonte: Elaborada pela autora.

diminuicdo da temperatura, relativo a dependéncia das 3 eras, que pode ser visto na Figura 25.
Na mesma, vemos a comparacao da solugdo numeérica completa para cada era com relacédo a sua
respectiva solu¢io assintética analitica do segundo termo (4.36-4.38). Em todos os casos vemos

a superposicdo das solucdes, concluindo que, mais uma vez, as solugdes assintéticas do segundo



4.2. A inacessibilidade do equilibrio térmico com um reservatorio de energia e suas implicagoes 105

o 105 Erade Radiacdo - My =5. - 10%kg

5)(1036

A4x1036

(@]
4 . =
s 3x10% == Radiagao

ssnni Segundo Termo
2% 1036

1x1036

0.0010000 0.0010005 0.0010010 0.0010015 0.0010020
t(s)

6x10% Era de Matéria- My =4. <10 kg
5x1049
4x10%

3x10%

M(kg)

s Matéria

ssnni Segundo Termo
210 g

1x10%

9.40x 10" 9.60x 10" 9.80x 10" 1.00x 102 1.02x 10" 1.04x 10" 1.06 x 102
t(s)

o Erade Energia Escura- My = 1.1 < 10°”
5x10

4x10%

a3x1061
X

=

=== Energia Escura
E 2% 1061

ssnn1 Segundo Termo

1)(1061

0
40x10"7  6.0x10"7  8.0x10" 1.0x10'8 1.2x10'8
t(s)

Figura 25 — Interpolacio numérica para a evolucdo temporal da massa de um buraco negro, com massa
inicial a partir da qual a massa do mesmo cresce “indefinidamente”, para um buraco negro
imerso na radiacdo cosmica de fundo com temperatura variando de acordo com as eras de
radiacdo, matéria e energia escura. Fonte: Elaborada pela autora.

termo descrevem com maestria a solugdo numérica para as devidas condicdes iniciais.

Note que, assim como no caso do buraco negro imerso na radiacdo coésmica de fundo
com temperatura constante (ver Secdo 4.2.2), fisicamente esperamos o aumento indefinido “para

sempre”, ou seja, para t — oo da massa dos buracos negros. Para discutir essa assertividade
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precisamos explicar 2 pontos. Primeiramente, nem a solu¢cdo numérica, nem a solucéo analitica
assintotica sdo capazes de fornecer o comportamento de massas maiores que o ultimo par de
pontos nos graficos obtidos para as devidas condi¢des iniciais®*. Numericamente, o software
utilizado nédo nos permite a analise para intervalos de tempo maiores do que os apresentados
aqui, até porque a massa fica muito grande. J4 analiticamente, cada solucédo assintotica (4.36-
4.38) possui um intervalo temporal de validade, um tempo critico que chamamos de %, (para i =
R, M ou A)* a partir do qual M (t) torna-se negativa e, portanto, fisicamente desconsideravel.
Dessa forma, fisicamente, para M (t) > M(t%,) o modelo apresentado aqui, para a evolucio
temporal da massa de um buraco negro, perde validade e, mais uma vez, podemos dizer que
a terceira lei da termodinamica de buracos negros faz-se por valer nesse limite pelos mesmos
argumentos utilizados no final da Subsecéo 4.2.2. O segundo ponto refere-se a nossa divisdo
do intervalo temporal em eras. Como optamos por essa divisdo, temos um buraco negro com
uma diferente massa inicial para o inicio de cada era, de modo que, em cada era, a massa do
buraco negro possa ser regida como crescimento ou decrescimento (e possivel evaporagio) e
que esse comportamento possa mudar (ou ndo) de acordo com a condi¢ao inicial alcancada para
a era seguinte. Portanto, se observarmos a Tabela 4, podemos dizer que, para que um buraco
negro consiga aumentar sua massa “para sempre”, 0 mesmo deve possuir uma massa inicial
na era de radiagdo My, > 1.1 -10%kg, alcancar a era de matéria com M,,, > 6.2 - 10""kg e
adentrar a era de energia escura com M, 2 5.4 - 10°%kg, crescendo de acordo com o modelo
que elaboramos até o tempo méximo predito por 2 (ver equacio (4.41)). Por isso, para t — oo,
ou seja, t > t&, o modelo apresentado aqui, para a evolucio temporal da massa de um buraco

negro, perde validade.

22 Observe que 0 mesmo ocorre para outras condicdes iniciais de crescimento de massa de um buraco

negro.
23 Ver intervalos de validade (4.39-4.42).
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5 CONCLUSAO

Na presente dissertacdo fizemos uma revisdo geral de aspectos relacionados a Termo-
dindmica de Buracos Negros de Schwarzschild. Dedicamos a primeira parte da mesma para
uma revisdo de ferramentas da RG que utilizamos no decorrer do trabalho como um todo.
Em seguida utilizamos a maior parte desta dissertacdo para a discussdo acerca da TQCEC,
onde deduzimos a temperatura do Efeito Unruh e da Radiacdo Hawking em detalhes. Por fim,
adentramos finalmente ao topico Termodindmica de Buracos Negros, no qual discorremos
acerca das Leis da Termodindmica de Buracos Negros, com seu paralelo classico e incluimos
uma discussdo de carater termodinamico sobre a evolucdo temporal da massa de buracos negros
de Schwarzschild.

No Capitulo 2 demos uma maior aten¢do aos conceitos, espacos-tempo e equagdes
que viriamos a utilizar no Capitulo 3. Podemos destacar como principais topicos: a analise da
estrutura causal do espaco-tempo, vista na Sec¢do 2.4, os vetores de Killing, vistos na Secdo
2.3 e anogdo de buracos negros, vista durante a Secdo 2.6 e mais precisamente na Secao 2.8.
A estrutura causal é primordial porque a defini¢cdo dos campos em espagos-tempo curvos
¢ estruturada de modo a conseguirmos definir os mesmos por todo o espaco-tempo, dai o
fato de lidarmos com um espago-tempo globalmente hiperbdlico. Os vetores de Killing sao
as entidades que definem particulas no espaco-tempo curvo. Sao eles que sao utilizados na
definicdo dos modos de frequéncia positivas. Claramente, eles também sdo primordiais na
definic¢do de horizonte de Killing e Horizonte de Eventos, sendo este tltimo responsavel por
esconder a informacio interna dos buracos negros. E claro que as definicdes e interpretacdes

dos buracos negros nortearam esse trabalho.

A densidade envolvida no Capitulo 3 foi de extrema importancia para a introducéo da
autora no seguimento da TQCEC. Apresentamos a “conversio” de TQC em espagos-tempo
planos para espagos-tempo curvos focando no calculo do numero de particulas. Esse calculo foi
feito em um vacuo diferente do operador niimero considerado, para a obtengao do espectro de
Planck e de sua entdo temperatura de forma geral. Dai, utilizamos essa “receita” para o Efeito
Unruh e para a Radiagdo Hawking. Introduzimos o Efeito Unruh como uma motivacdo para a
Radiacdo Hawking, por possuir uma formula¢do matematica equivalente. Entdo apresentamos a
deducdo da Radiacdo Hawking para o colapso esfericamente simétrico, seguindo e destrinchando

o trabalho original do Hawking [5].

Muito embora tenha servido como motivacao para o estudo da Radiacdo Hawking, o
Efeito Unruh, estudado na Secéo 3.3, é notavel com relacdo ao seu principal resultado: de que a
nogao de particulas, a sua existéncia ou nao, passa depender do observador em questao. Além

de revolucionaria, essa ideia orienta o que esperamos de fenomenos em TQCEC: a relatividade
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das medidas e declaragdes com relacdo a que entidades sdo ou ndo fundamentais. Isso porque a

Fisica continua a mesma com relacdo a qualquer referencial, mas as medidas podem diferir.

O trabalho sobre a Radiagdo Hawking [5], em 1975, quebrou com o que se entendia
na época com relacdo a Fisica de buracos negros. Os mesmos passaram a emitir particulas
para o infinito com um espectro térmico. Aqueles corpos que eram tidos como objetos a
partir dos quais nada, nem mesmo a luz, poderia escapar, ndo seriam mais os mesmos. Como
discutimos no final da Secéo 3.4, o fato de podermos chegar a temperatura de um buraco negro
de Schwarzschild considerando diferentes deducdes, como o buraco negro eterno, mostra que o
resultado do colapso esfericamente simétrico é totalmente independente das caracteristicas do
mesmo. Portanto, a temperatura de um buraco negro de Schwarzschild 7y apresenta-se mais

como uma consequéncia da estrutura causal do espago-tempo do que da geometria do mesmo.

Embora muitas vezes tidos como fenémenos pormenorizados, por ndo possuirem carater
experimental, comentamos que tanto o Efeito Unruh quanto a Radiagdo Hawking possuem
experimentos propostos e analogos experimentais. Esses experimentos endossam ainda mais a
credibilidade desses fenémenos. Além disso, os fixam como fenémenos testes para qualquer

proposta de Teoria Quantica de Gravitacdo que venha a ser elaborada.

Por fim, o Capitulo 4 fecha todas as ideias desenvolvidas no decorrer dessa dissertaciao
apresentando as Leis da Termodinamica de Buracos Negros, que ganharam seguidores apos
as ideias de Bekenstein [6], mas que se estabeleceram como linha de intensa pesquisa apos
o trabalho de Hawking. Apresentamos o paralelo com as Leis da Termodinamica Classica. A
principal ideia desenvolvida nesse capitulo foi a da evaporacdo ou do crescimento indefinido
de buracos negros com um carater termodinamico. Discorremos acerca da mesma para um
buraco negro no espago vazio, mostrando que o mesmo sempre evapora e que demora mais para
fazé-lo quanto maior for a sua massa. Entdo, consideramos um buraco negro imerso na radiagao
cosmica de fundo com temperatura constante. Encontramos trés diferentes comportamentos:
o de aumento indefinido da massa, o equilibrio instavel de constancia da massa (por possuir
massa equivalente a temperatura da radiacdo cosmica de fundo) e o da propria evaporagao.
Assim, partimos para considerar a radiagdo coésmica de fundo com temperatura evoluindo no
tempo com dependéncia temporal relacionada a evolucdo do contetido de matéria e energia do
universo. Obtemos dois comportamentos distintos: o de aumento indefinido da massa e o da
evaporagdo. O caso do “equilibrio instavel” passou a ser visto por sua evolucdo temporal. Em
todas as analises fizemos uso das solu¢des numéricas comparando-as sempre que possivel as

solugdes analiticas assintdticas, discutindo seus intervalos de validade e comportamentos.
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APENDICE A - GRAVIDADE SUPERFICIAL

A gravidade superficial, em um espago-tempo estatico e assintoticamente plano, pode ser
interpretada como a aceleracio de um observador estatico perto do horizonte de eventos de um
buraco negro medida por um observador estatico no infinito. Dessa forma, neste apéndice vamos
explicar essa interpretacdo (ver Se¢ao 2.3), calcula-la para um buraco negro de Schwarzschild (ver
Secdes 2.6, 2.7 e 2.8), utilizando a interpretacdo apresentada e mostrar que a mesma é constante

ao longo do horizonte de eventos de um buraco negro (ver Se¢des 2.8 e 4.1) [13,17,19,32].

A.1 A interpretaciao do nome gravidade superficial

Primeiramente precisamos considerar um observador estatico. A ideia geral de um
observador estatico consiste em um observador “parado”, ou seja, cujas coordenadas espaciais
permanecam fixas no tempo. Assim, um observador estatico é aquele que possui as componentes
espaciais da 4-velocidade nulas (u* = (u°,0,0,0)) ou, mais especificamente, esta relacionado a
simetria temporal. Assim, um observador estatico possui uma trajetoria no espago-tempo que
segue o campo de Killing associado a vetores de Killing temporais. Portanto, sua 4-velocidade

sera proporcional ao vetor de Killing

ut = AK*, (A1)
sendo A uma constante de normaliza¢io obtida requerendo-se que u? = u,u* = —1, ou seja,
A = —_. A 4-aceleracio é dada calculando

Weye

a* = u'Vyu' = Ke \Y4 < K" )
vk \V=R?
K° [ V=-K%(V,K") — K (V,V/—K?)
i —KZ{ (V=R }
KoV K"

sendo que da segunda para a terceira linha fizemos uso da anti-simetrizacdo dos indices de
forma que K°V,K? =2K°K"V,K, = 0.

Podemos escrever a = v/ —a? representando o médulo da aceleracdo e V = v/ —K?

representando o modulo do vetor de Killing'. Desde que estejamos no limite do horizonte de

1"V também é chamado de fator de desvio para o vermelho porque pode ser utilizado para relacionar

frequéncias emitidas e observadas por observadores estaticos. Como a energia de um féton é £ = w,

sendo w sua frequéncia e a energia desse foton medida por um observador estatico, com 4-velocidade
Ho& oy — — H — _, Kt _E _ 2 ;

u”, é w = —p,u”, podemos escrever w = —p,, 5~ = 7. Portanto, sendo A = = o comprimento

de onda medido por um observador, que chamaremos de 2, com relagio a outro que chamaremos de
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eventos do buraco negro (o que para um buraco negro de Schwarzschild equivale a r — 2M?),

ou seja, possamos escrever K*V, K" = kK" da equagao (2.18), temos

K'V,K"  rK"

T -
a4 TEIQHM —K? —K?’ (A4)
de modo que a gravidade superficial x, seja escrita como
k= lim Va. (A.5)

r—2M

Portanto, a gravidade superficial  é interpretada como a aceleracéo limite da particula quando

ela se aproxima do horizonte de eventos de um buraco negro.

A.2 A gravidade superficial para um buraco negro de
Schwarzschild

Para calcular x para um buraco negro de Schwarzschild, utilizando a métrica (2.42),

seguindo a interpretagdo acima, podemos reescrever (A.2) como

1
V

1K~ K K K“ KWV, K
v’uv _ __[ (vﬂ O‘) + &4 (V;Uf )] — V’Y H (A.6)

a, =V, InV = 5 (KK (—KQKO‘)'

T 7

Assim, tomando: K* = (1,0,0,0), u* = [(1 — ﬂ)_l/2 ,0,0, O], V =,/1— 21 obtemos

M M .
a, = YT (1 - ¥) Vur = (] o (1 — %) 0, (A.7)
Sendo que a® = ﬁ, o moddulo da aceleracéo fica
M
a= - (1 . M)l/z. (A.8)
Portanto, a gravidade superficial vale
2M M 1
k= lim Va= lim /1 — 5 = : (A.9)
r—2M r—2M T2 (1 _ w) / AM

Como esperado o resultado (A.9) representa exatamente o valor que relaciona as coor-
denadas de Eddington-Finkelstein e Kruskal-Szekeres em (2.58) e é diretamente proporcional a

temperatura de um buraco negro de Schwarzschild (3.140).

1, ¢

Ao = 2. (A.3)

Temos o desvio para o vermelho quando A2 > Aj. A situacéo contraria é dita como desvio para o azul.

2 Para mais detalhes ver Secdes 2.6, 2.7 e 2.8.
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A.3 Algumas relacdoes com a gravidade superficial

Agora vamos deduzir duas relagdes uteis para a gravidade superficial x. A primeira
delas relaciona o tensor de Riemann R,,,) € o comutador da derivada covariante para um
vetor de Killing K. Pode-se mostrar (utilizando as expressoes (2.6) e (2.10)) que, para um vetor

qualquer v, vale
[V, Vo] U = Ryorv’. (A.10)
Assim, tomando v, = K, temos
Vu Vi) K, = V,V,K, —V,V,K, =V, V,K, +V,V,K, = R K", (A.11)

onde usamos a equagao de Killing (2.15) para escrever a expressao apos a segunda igualdade.

Reescrevendo a expressdo (A.11) como permutacdes da forma
Ry K* = V,V,K,+V,V,K,
RonK* = V,V,K,+V,V,K,
RoyunK* = V,V,K,+V,V,K,
podemos combina-las e obtermos
(Ruvor — Ruopr + Ron) K* =2V, V, K,,. (A.12)
Usando a Identidade de Bianchi
Ryvox + Ry + Rygun = 0, (A.13)
reescrevemos (A.12) como
ViViKs = —RygnK* = Ryyn K. (A.14)
Outra relagdo bastante 1til relaciona k2 a derivadas covariantes do vetor de Killing K*.
Para deduzi-la fazemos uso da relacdo
0=K,V,K, +K,V,K, +K,V,K,, (A.15)

que vem do fato de que os vetores de Killing sio ortogonais aos horizontes de Killing®. Utilizando
a equacdo de Killing (2.15), reescrevemos a expressio acima como
0=K,V,K,-KV,K,+K,V,K, = K,V,K, =—(K,V,K, — K,V,K,) (A.16)
e multiplicando K,V , K, por V¥ K" temos
K,(V,K,)(V'K") = —(V'K")|K,V,K, — K,V,K,]|
= 2K, (VMK") (V,K,)

— 9K, (A.17)

Portanto, chegamos em
1
K* = -5 (VEKY) (V,.K,). (A.18)

Para mais detalhes ver teorema de Frobenius na Referéncia [17].

3



116 APENDICE A. Gravidade Superficial

A.4 Gravidade superficial constante ao longo do hori-
zonte de eventos

Podemos mostrar que a gravidade superficial é constante ao longo do horizonte de
eventos de um buraco negro tomando a derivada covariante direcional para um vetor tangente

t* ao horizonte de eventos H . Assim,

1
v, (k%) = 'V, —§(V#KV) (V.K,)
= —(V*K")t'V,(V,.K,), (A.19)

sendo que x? é expressa por (A.18). Como o vetor de Killing K* ¢ nulo no horizonte de eventos

entdo ele é normal e tangente a H ", de modo que usando t* = K* e a relagio (A.14), temos

KV, (k*) = —(V*K")K’V,V,K,
= —(V*K") K’Ryypn K
= (V*K") KPR,,,K* = 0. (A.20)

Isso porque enquanto K” K> possui indices simétricos, o tensor de Riemann ¢ anti simétrico
nesses indices, ou seja, [,,,,, = — I, Portanto a gravidade superficial x é constante ao
longo do horizonte de eventos H". No caso de um buraco negro de Schwarzschild, como

acabamos de ver, a gravidade superficial vale k = ﬁ.
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APENDICE B - DESTRINCHANDO A DEDUCAO
DA METRICA DE SCHWARZSCHILD

Este apéndice consiste nas contas da dedugao da métrica de Schwarzschild [14]. Primei-

ramente, utilizando a equacio (2.4), calculamos os simbolos de Christoffel

o — A'(r) 1 A'(r) L — B'(r)
oL 2A(r) 00 2B(r) H 2B(r)
T rsin? 6 1
1—\1 - _ I‘l — F2 = — B.1
22 B(?“) 33 B(T’) 12 r ( )
. 1 cos
I3, = —sinfcosf I3, = . Dy = —
e com eles, lembrando de (2.2), calculamos 1z, = 0, obtendo
A// A/ A/ B/ A/
_ a4 a4 fa by A B.2
Foo 2B 4B(A+B)+rB 0 (B2)
A// A/ A/ B/ B/
n 2A+4A<A+B)+TB : (B:3)
1 r (A B
- - __ | =_= 1= B.4
Ry 5 2B (A B) + 0, (B.4)
R33 = — sin2 9R22 = 0, (BS)

onde R, = 0 para ;1 # v. Essas equacdes fornecem um sistema para as fungdes A(r) e B(r).
Multiplicando a equagéo (B.2) por B(r)/A(r) e somando com a equagéo (B.3) temos
A'(r) | B'(r)
rA(r)  rB(r)

_o, (B.6)
que pode ser reescrita como

A()B) + B (1) A(r) = 0

LA B = A0)B() + B/(r)A(r) = 0

A()B(r) = 1. 8.7)

Veja que definimos a constante de integragio da equacéo (B.7) como 1, por conveniéncia, devido
a condicdo de espago-tempo assintoticamente plano. Substituindo o resultado (B.7) na equacéo

(B.4) ficamos com
A(r)y+rA'(r)=1. (B.8)

Notando que d[A(r)r]/dr = A(r)+rA’(r), podemos simplesmente integrar (B.8) e obter como

A(r) = (1 + é) e B(r) = (1 + ;) h ; (B.9)

onde k£ é uma constante de integracdo a ser determinada. Esse é exatamente o resultado

solucdo

apresentado na Subsecdo 2.6.1.
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APENDICE C - LIMITE NEWTONIANO

O limite Newtoniano é obtido ao considerarmos a RG com velocidades v muito menores
que a velocidade da luz ¢ = 1, campo gravitacional suficientemente pequeno (ja que vamos
fazer uma perturbacio no espacgo-tempo plano) e estatico, de modo que o tensor métrico, tal
como na equagao (2.37), seja

G = M + Ny (C.1)

considerando %, pequeno nesse limite [13,14].

Podemos calcular a geodésica de uma particula de massa infima como

A2zt " dzx® dxP
+ -
dr? B dr dr

— 0. (C.2)

Sendo v < 1 entdo dd—“””; < 1, ou equivalentemente, dz’/dr < dt/dr, o que faz com que a

expressdo (C.2) fique

" _ _pu,dxidij_pu ﬂﬂ_ p dt dt
dr? Ydr dr O dr dr 0 gr dr
dxt da? dzi dt\ 2
= — |~ 4 TH 4T -
[ AT T OO} (dr)
dt\?

Assim, utilizando (2.4), calculamos

1 1
Iy = EQ’M (Gogxo + Fogor — Orgoo) = —59‘“@900

1 1
= -5 <9M/\a/\7700 + 77”)\3/\%0) = —Enf“&\hoo, (C4)

sendo que ndo mantemos termos quadrados em /. Como a métrica é postulada como inde-

pendente do tempo, sabemos que dyhgo = 0, logo reescrevemos (C.3) na forma

Pt 1 dt\?
drz ~ g0 (d_) - (C5)

Multiplicando (C.5) por (Cfi—;)z finalmente chegamos a

>zt 1
—— = —0,hoo. C.6
ez~ 27 (C.6)
Essa é exatamente a expressdo requerida para o paralelo feito com a Mecanica Newtoniana na
Subsecdo 2.6.1.
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APENDICE D - A RELACAO ENTRE AS
EXPANSOES DISCRETA E CONTINUA DO
CAMPO DE KLEIN-GORDON

Tal como enfatizado na Subsecao 3.1.3, os operadores d,z e ay, da expansdo do campo

de Klein-Gordon no continuo (3.26), ndo possuem uma interpretacio fisica tao direta como no
caso do OHQ. Podemos obter essa interpretagao direta de particulas de duas formas distintas:
expandindo o campo ¢ como um conjunto de pacotes de ondas F);(x) por meio das ondas
planas (3.9), sendo j um indice discreto ou discretizando o campo de Klein-Gordon por meio
de condigdes periddicas de contorno [24].

No presente apéndice vamos mostrar como chegamos a interpretacéo fisica direta dos
operadores dL e ay, como operadores de criacdo e aniquilacgio, respectivamente, discretizando
o campo de Klein-Gordon e expandindo-o “numa caixa” de lado L. Forneceremos uma interpre-
tacdo para os mesmos operadores no caso do continuo. Além disso, daremos uma interpretagao
fisica para o operador nimero (3.29) definido no continuo, relacionando-o com sua versao

definida na expansao discreta.

Primeiramente vamos recorrer a discretizacdo do campo escalar ¢. Podemos fazé-la

impondo condig¢des periddicas de contorno, ao campo quantizado, tais que
o(t,x +mL) = §(t,x), (D.1)

onde m = (m,, m,, m,), tal que m; € Z, com ¢ = x, y ou z. Essa ideia é equivalente a dizer
que estamos quantizando o campo “numa caixa” de lado L. Assim, temos os modos de expanséo

do campo dados por

1 1 ,
Jr e wntkex), (D.2)

T VIR,

onde V = L3, representando o volume de caixa e k = 2r

L
contorno tomadas sobre z¢ variando de 0 até L permitem que os modos fj, satisfagcam

m. As condicdes periddicas de

(fis fr) = O (D.3)
(frs frr) = 0 (D.4)
(fisfi) = —Okw (D.5)

e podemos escrever o campo ¢ discretamente como

Ofw) = 3 e + fial] D)

k
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Finalmente, dadas essas defini¢des satisfazemos as relacdes de comutacio, exatamente como

no caso OHQ, da forma

[ak,a;] — b, (D.7)
(g, ] = [az,aﬂ —0. (D.8)

tais que os operadores dz e ai sdo diretamente interpretados como operadores de criagdo e

aniquilacdo, respectivamente.

Os estados de particulas sdo expressos pelo espago de Fock Fx¢, tal como descrito na
Secdo 3.1.3. Temos o estado de vacuo exatamente como (3.28) e as excitacdes da base de Fock
sdo interpretadas como particulas. Assim, o estado de 1 particula de momento k, expresso por

|1;), é dado atuando o operador criagio d. no estado de vacuo |0), tal que

1) = a}0). (D.9)

O estado de j particulas de momentos k;,7 = 1,. .., j é dado atuando seus respectivos opera-

dores de criacdo d; no estado de vacuo |0), sendo escrito como
7

|1k171k27"' 7]-kj> :dl];ldLQkoO) (DlO)

Similarmente os estados de n particulas de momento k e de V = 25:1 ‘ny, total de particulas,
sendo ‘n o ntimero de particulas de momento k;,7 = 1,. .., j, sdo dados por

1 A\ "
ng) = ——=|\a 0 D.11
) 1 1n 2, in

1, 2 g _ o Af o (at

T L L S D BT (ak1> (‘%) (akj) |0). (D.12)

Observe que os fatores de raizes das expressoes (D.11) e (D.12) surgem para que os estados
fiquem normalizados. Essa normalizacéo é obtida devido a atuacdo dos operadores de criacdo e

aniquila¢do, dadas por
aflnk) = V(n+1)[(n+1),) (D.13)
aglng) = v/nl(n—1),). (D.14)

Como estamos com a expansdo do campo ¢ no discreto, a interpretacdo fisica dos

estados de Fock é diretamente fornecida pelo operador niimero
Ny = alay. (D.15)

Tomando seu valor esperado com relagao aos estados de Fock (3.28), (D.11) e (D.12), obtemos

(0|Nx0) = 0, Vk, (D.16)
My g, Y nkj\NMlnle Npyo o+ gy = Ny, Vk; (D.17)

J
Z<1nk172 Mgyt 7J nk]‘Nkz lnk172nk27"' JJ nkj> = N7 sz (DlS)

=0
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sendo nulo o numero de particulas esperado para o vacuo |0), N; o nimero de particulas de

momento k; e N o niimero total de particulas do estado |'ny, ,* ng,, - -+ 7 ng,).

Voltando agora para os comentarios relativos as expansdes do campo ¢, podemos dizer
que, retomamos o limite do continuo tomando L — oco. Uma maneira de fazermos isso é

enxergarmos a relacdo do somatorio 3; com a integral [ d*k, no espaco dos vetores de onda k,

L\?* 1%
Y = (%) ;a% ~ @ /d3k. (D.19)

Entao, comparando a expansdo para o campo ¢ no continuo (3.26) com sua expansao no discreto

como

(D.6), vemos que

~ continuo V1/2 ~discreto
V
5 (k - K) W(Skk (D.21)

Portanto, o operador niimero continuo N = (&L&k)‘:ontmu" (3.29) se relaciona com o operador

niimero discreto Niseet© = (! g )45 (D, 15), da forma

\rcontinuo
k Y

Voo
WN discreto (D.22)
de modo que o valor esperado do operador numero no caso do continuo seja visto como uma
densidade de particulas. Utilizaremos essa relacio e sua interpretacdo nas Secdes 3.3 e 3.4. Vale
comentar que, mesmo nao pensando na discretizacdo “numa caixa” do campo escalar b, a
interpretacdo do operador nimero como uma densidade de particulas prevalece (ver final da
Secédo 3.4).
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APENDICE E - TRANSFORMACOES DE
BOGOLIUBOV

Podemos correlacionar os modos g; e g;, da expressdo (3.45), com relagio aos modos f;

e [, da expressdo (3.44), através das transformacoes de Bogoliubov [3,13,19]

g = > (Aufi+Bjif?), (E.1)

9; = Z (B_;szl + A;szz*) (E.2)

e os coeficientes Aj;, Bj;, A;Z B; chamados de coeficientes de Bogoliubov, sao dados pelos
produtos internos

Aji = (gjvfi) € Bji = - (gjafi*)7 (E.3)

sendo obtidos por meio das relagdes (3.36-3.38). Como os modos g; e g; sdo expandidos em
termos de combinacdes lineares de f; e f, que formam um conjunto completo e ortogonal
devido as relagdes (3.36-3.38), esperamos que g; e g; também formem um conjunto completo e
ortogonal. Logo, vamos encontrar relagdes equivalentes para os modos g; e g;. Sabendo que

(af, Bg) = af* (f, g), podemos utilizar as expansdes (E.1, E.2) e calcular

(9i,9;) = Z (Airfro + Bir fr, Ajufi + Bif))

k,l
= Z [Ai A%y (fo, 1) + AiBy (i £ + B A3 (ff 1) + BBy (fi, [71)]
k,l
= ) [Awdydes + BBy (=0k0)] = > (AaAl — BaBy)
k.l 1
-y (AilAlTj - BﬂBJj) = 5, (E.5)

l

(95.9;) = > (Awfe+ Bkt Bifi+ Aufy)
k.l

= Z [AiBji (fr, fi) + AAj (fr, I7) + BBt (f7, ) + B Ao (7, 1))
ol

= Z [AiBjidk, + BiAj (—0k,)] = Z (AuBj — BuAji)
kil 1

= Y (4B - BaAf) =0, (E.6)
l
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(97.9) = > (Bifu+Anfr. Bufi+ Aufy)
k,l

= Z (BBt (fis fi) + BipAju (fie 1) + A3 B (s fr) + A A (fis 1))

k.l

= > [BiBiudki + AjAn (=0k)] = > (BiBj — AyAy)

k.l !

= > (B}ile - Asz'Ajl> = —0ij, (E.7)
l

onde usamos (3.36-3.38) da segunda para a terceira linha das 3 equagdes. Os produtos internos

(E.5-E.7) levam a relacdes entre os coeficientes A;;, By, Al Bl qu;- e AL que podem ser escritas

1j> “ij» 1j

como
AA'—BBT = 1 (E.8)
ABT — BAT = 0. (E.9)

Encontrados os produtos internos dos modos g; e g; vamos agora obter as transformacgoes
inversas de Bogoliubov, ou seja, vamos obter os modos f; e f;" em termos dos modos g; e g;.

Para isso podemos reescrever as equagdes (E.1) e (E.2) matricialmente da forma

()= 2)(F)

identificando esse produto de matrizes como G = M F'. Definindo-se dessa forma, podemos

inverter a relacdo (E.10) de modo a escrevermos F' = MG, porque M 1M = I. Assim,

A B (A B\ At BT
= Con ) e =) = e ) e
porque
(A B At =BT\ (10
-\ B oA -Bt AT ] \o 1)’

usando (E.8) e (E.9). Finalmente podemos escrever F' = M ~1G como
At —BT
7 0 (E.13)
f* _BT AT g*

fi = > (A9, — Bug;), (E.14)

J

fo=) (=B + Aug;) - (E.15)

J

—~

E.12)

e portanto

Além de trabalharmos com as transformacoes de Bogoliubov entre os modos de expansao

Jis 17> gj € gj vamos utilizé-las para escrever relacdes entre os operadores de aniquilagéo e
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criagdo das expansdes do campo escalar ¢(x). Entdo, escrevendo o campo ¢(x) matricialmente,

dado pelas equacoes (3.44) e (3.45), temos
o=(a at) ! (b0t ) 7). (E.16)
S g
Assim, usando (E.10) e (E.13) em (E.16) conseguimos relacionar
a\ (A" Bf b _
at | BT At ot )’ (E17)
b\ [ A -B Q (E.18)
o] \-B 4 at '
e entdo
a; = Z(A--ZS-qLB’f.IST) (E.19)
L Jv7 Jiog ) :
J
al = > (BjiBjJrA;il}}), (E.20)
J
o= Y <Aj.i&,;—Bji&I>, (E.21)
(E.22)

i
Portanto, essas sdo as principais relacdes obtidas através das transformacoes de Bogoliubov que

utilizamos no decorrer do Capitulo 3.
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APENDICE F - EVOLUCAO TERMICA DO
UNIVERSO

A evolugao térmica do universo pode ser modelada utilizando o universo plano (s = 0,
nas equacOes de Friedmann (F.2) e (F.3)) [13, 15,50]. Para isso vamos introduzir no presente
apéndice a métrica de Robertson-Walker, as equacdes de Friedmann, o tensor de energia

momento para um fluido perfeito e as devidas aproximacoes do modelo.

Sabemos que o universo é homogéneo, isotropico e evolui temporalmente. Para descre-
vermos o universo utilizamos a métrica de Robertson-Walker
dr?

2 _ g2 2
ds® = —dt* + a(t) =7

+r? (d6® + sin® 0d¢?) | , (F.1)
sendo a(t) o fator de expansio do universo, r a coordenada radial, f e ¢ as coordenadas esféricas
angulares e »! um pardmetro indicador de curvatura com dimensdes de comprimento L2
A consideracio de um fluido perfeito® como gerador da curvatura e o uso das equagdes de
Einstein nos levam ao que chamamos de equacoes de Friedmann, equagdes que definem a

evolucao temporal da matéria e da energia do espacgo-tempo. Sdo elas

a\? 81 P4
(a) L *2)
a 47
. - 3 (p+3p), (F.3)

da
dt>

de Friedmann, podemos nos ater a algumas propriedades do tensor de energia-momento e

sendo @ = %2, p a densidade da matéria considerada e p a pressdo da mesma. Além das equacdes

calcular
vuTéL = Oo(—p) + (Ftl)l + ng + ng,) (—p) — (F(l)l + F(2)2 + ng) p- (F.4)

Como V,T" = 0 e calculando os simbolos de Christoffel, para a métrica (F.1), utilizando (2.4)

obtemos
g 20, 304, (E5)

Daqui basta notar que podemos substituir 9,a® = 3a?0,a e 0,a®> = 2ad,a e chegamos a seguinte

equacao de estado

d(a’p)  da® e
a — Par (F6)
1 O parametro de curvatura  classifica o universo como: fechado e com curvatura positiva (s = 1),
plano e sem curvatura (s»r = 0) e aberto e com curvatura negativa (r = —1).

2 Escolhemos as 4-velocidades da forma u* = (1,0, 0,0). Para mais informacdes sobre um fluido

perfeito ver Secdo 2.1.
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Vale notar que a equacéo (F.6) ndo substitui as equacdes de Friedmann. Isso porque, embora ela
forneca uma descricao temporal do contetido de matéria e energia do universo, ela nao esta

diretamente relacionada a curvatura do mesmo.

Podemos dividir o contetido de matéria e energia do universo em radiagdo, matéria
e energia escura. A radiacdo inclui os fotons, a radiacdo cosmica de fundo, os gravitons e os
neutrinos, ou seja, particulas que satisfacam a equacéo de estado pr = . Por matéria nos
referimos a matéria hadronica e matéria escura’, entidades cuja pressio seja negligivel se

comparada a densidade: py; = 0. E por fim, a energia escura® que obedece a seguinte equagio

de estado py = —pa. Dadas essas equacdes de estado podemos integrar a expressao (F.6) e
obtermos
Qo 4
PR = PR, (;) (F.7)
ao 3
PA = PAgs (F9)

sendo p;, a densidade de radiacdo (i = R), matéria (i = M) e energia escura (i = A) hoje e ag

o fator de expansdo também hoje.

1 1
10° Era de Radiacdo i EradeMatéria | Era
! I de
i EEnergia
10-1 ! 1Escura
i
1
1
— - H
g 107" ] — Radiagéo
S — 1
< i — Matéria
1072 i Energia Escura
|
!
107" :
i
1
10710 1078 1078 107 0.01

a
a0

Figura 26 — Evoluc¢io das densidades de radiacdo, matéria e energia escura como funcéo da razao do
fator de expansédo % do universo. Note que utilizamos escala logaritmica em ambos os eixos.
Fonte: Elaborada pela autora.

Utilizando valores dos parametros de medidas experimentais, encontrados na Referéncia

[8], para a radiagdo, matéria e energia escura, calculamos suas respectivas densidades atuais

3 Por matéria escura entende-se um tipo de matéria niao hadrénica que néo interage com a radiacio

eletromagnética.

Por energia escura entende-se uma forma de energia ainda desconhecida que permeia uniformemente
todo o universo e mimetiza a “energia do vacuo”. Por essa razdo, uma de suas propostas é associada a
constante cosmologica A néo nula.

4



131

PRy = 4.6 1073158 py 27107278 e py ~ 5.8 107224 e graficamos a evolugio
de suas densidades pg, py € pa em funcdo da razdo do parametro de expansao do universo
0> que pode ser vista na Figura 26. Note que evidenciamos 3 fases, que chamamos de era da
radiagao, era da matéria e era da energia escura. Nessas fases a respectiva densidade supera as

outras duas. Essas sdo as estabelecidas eras de evolucdo temporal de matéria do universo. As

divisdes foram tracadas nos pontos de cruzamentos das curvas: p; = ;= = % ~1.7-10%e
0
1/3
M —
pzziz(p_o> =7.7-10"1.
ag PAg

Ainda utilizando os dados experimentais da Referéncia [8], podemos dizer que o universo
atualmente é plano, ou seja, o parametro de curvatura > = 0. Este fato é verificado reescrevendo

a equacao (F.2) como

>
sendo {2 = %p = pL_t o que chamamos de parametro de densidade, p..;; = 38%2 o que chama-

mos de densidade criticae H = % o parametro de Hubble. Dado que € é a soma dos parametro de

densidade de radiacdo, matéria e energia escura, utilizando seus valores experimentais vemos
Q=Qr+ O+ ~546-107°+0.315+ 0.685 ~ 1, (F.11)

que implica automaticamente, pela equacao (F.10), que s = 0.

Agora vamos conectar a evolucdo temporal da matéria e da energia que compdem o
universo com as equagdes de Einstein. Para isso, basta substituirmos os resultados (F.7-F.9) nas
equacdes de Friedmann (F.2) e (F.3). E nesse ponto que temos que “escolher” o tipo de universo
que vamos considerar: fechado (sr = 1), plano (3¢ = 0) ou aberto (»r = —1). Como acabamos
de argumentar, hoje o universo é considerado plano e, portanto, vamos escolher sz = 0 nao
apenas para hoje mas para toda a evolug¢ao temporal do universo’. Portanto, substituindo as

densidades na primeira equacio de Friedmann (F.2), encontramos

-\ 2 1/4
a 8 ap\ 4 a\ (32w 1/2
(5> = o (2) ( ) - < . pR0> 12 te(0t,) (F12)

Qo
Ny
a & ap\3 a
(a) B ?pMO (Z) - (CL_O) - (67TpM0)1/3t2/37 te (tplvtm) (F.13)
N\ 2 1/2
8 8
g — _ﬂ'pAO = i e Exp —ﬂ-pAO t ’t & (tp27 OO), (F.14)
a 3 aop 3
pry \ ! is
onde, recuperando as unidades, t,, = {m <ﬁ) } ~93-10"set,, = W ~

3.7 -10'7s, obtidos substituindo p; e p, respectivamente em (F.12) e (F.13). Note que integramos
indefinidamente, em a e em ¢, as expressdes (F.12) e (F.13), desprezando qualquer constante
de integracdo. Ja em (F.14) também integramos indefinidamente, porém definimos ag como

constante de integracdo. Destacamos que fizemos aqui uma aproximacao para a solucdo da

> Note que essa escolha equivale a aproximacio tomada para a elaboracio do modelo.
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equacdo diferencial (F.2), validando-a em intervalos de dominancia de radiacdo, matéria e
energia escura. E claro que esse resultado fica indefinido por conta das constantes de integracao.
Todavia, como nio estamos interessados na continuidade da solucdo de (F.2) mas sim em sua

forma, o resultado alcancado é conveniente para nossa analise.

Porém, como vamos associar a temperatura a densidade de matéria e energia do uni-

verso? Sabemos que um corpo negro emite radiagdo com densidade de energia de acordo com a

lei de Stefan-Boltzmann, ou seja, L o T*. Vimos que a densidade de radiacdo do universo pode
ag

: 4 - : . .
ser escrita como pp (7) . Entéo, fazendo uma paralelo dimensional, podemos dizer que a

temperatura da radiacdo evolui como
a
Tr = Tgror (f) ; (F.15)

sendo Tror a temperatura da radiagdo cosmica de fundo hoje. Portanto, se considerarmos que
a radiagéio possui temperatura T3, tal que i = R, M, A, ditada pela razdo “* e que essa razéo
assume as dependéncias de acordo com a radiagao (R), a matéria (M) e a energia escura (\)

para cada era do universo, temos

Trer 1
Ty = — 19 te(0,t,)

- /4 1/2’ y¥p1/o

(323G)0R0> t

Trer 1

Ty = ——=—7, t € (th,tp,), (F.16)
81G 1/2

TA = TRCFEXp —(Tp/\o) tl, tE(tp27OO).

mais uma vez, validas nos mesmos intervalos discutidos. Dessa forma, podemos utilizar esses
resultados na consideracdo de um buraco negro trocando energia com o universo considerando

suas diferentes formas de evolu¢io térmica na Subsecao 4.2.3.
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