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Resumo

Neste trabalho, consideramos primeiramente a seguinte classe de problemas elipticos

do tipo concavo-convexo

— A u+u = ay(@)|u|"*u + b,(z) |uP?u, z em RY,

(P1)
u e Hj(RY),

onde 1 < g <2<p<2= %, a)(z) é uma familia de fungées que pode mudar
de sinal e b, () satisfaz algumas condigoes adicionais. Ainda, A € CY*(RY,RY) é um
potencial magnético, tal que A é assintético a uma constante quando |z| — co. Provamos
a existéncia de pelo menos quatro solugoes para o problema em questao. Procuramos
ainda estabelecer resultados de regularidade para as solugoes. Explorando a relacao entre
a variedade de Nehari e a aplicagao fibragao, discutimos a existéncia de pelo menos duas
solugoes para o problema. Utilizamos teoria de categoria para garantir a existéncia de uma
terceira solucao e um argumento de Bahri Li para garantir a existéncia de uma quarta

solucao.

Em um segundo momento estudamos o seguinte problema

—Au+u = a(z)|u|"?u + b(z)|uf?u, z em RY

(F2)
u € HY(RY),
onde 2 < ¢g<p<2F= %, a(z) e b(x) sao fungoes peso que podem mudar de sinal

e satisfazem algumas condigdes adicionais. Também utilizando o método de Nehari
combinando com outros argumentos complementares discutimos a existéncia de infinitas

solugoes para o problema, variando as hipoteses sobre as fungoes peso.

Palavras Chaves: Potencial magnético, funcoes peso mudando de sinal, Nehari,

aplicacao fibracao, regularidade.



Abstract

In this work we consider first the following class of elliptic problems

—Au+u = ay(x)|u|?u+ b,(z)|ulP"?u, em RY

(P1)
u e Hj(RY),

forreRV, 1<qg<2<p<2= %, ay(x) is a weight function that can change signal

and b, () satisfies some additional conditions. Further, v € H}(R") and A : RY — RY
is a magnetic potential C1*(RY RY), such as A is asymptotic at a constant as |z| — oco.
We show the existence of at least four solutions to the problem in question. We also seek
to establish regularity results for solutions. Exploring the relationship between the Nehari
manifold and the fibering map, we discussed the existence of at least two solutions to the
problem. We use category theory to guarantee the existence of a third solution and a
Bahri Li argument to guarantee the existence of the fourth solution.

In a second moment we study the following problem

—Aqu+u = a(x)|u|?%u + b(x)|ulP~u, in RY

(F2)
u € HY(RY),

with 2 < ¢ < p < 2* = 2% a(z) and b(z) are functions that can change signal and satisfy
some additional conditions. Also using the Nehari method in combination with other
complementary arguments, we discuss the existence of infinite solutions to the problem in

question, varying the assumptions about the weight functions.

Keywords: Magnetic potential, sing-changing weight functions, Nehari, Fibering map,

regularity.



Lista de Simbolos

Neste trabalho, faremos uso das seguintes notagoes

e ) denota um subconjunto de RV limitado com fronteira suave;

(, ) denota o produto de dualidade;
e B(xz, R) denota a bola aberta centrada em x e com raio R;
pin’ se N>p

e pf = N= denota o expoente critico de Sobolev;

00, se 1l <N <p

e X* denota o espaco dual do espaco de Banach X;

e u, — u denota a convergéncia forte (em norma), quando n — oo;

e u, — u denota a convergéncia fraca, quando n — oo;

e (.t.p. denota quase todo ponto;

e (' C,Cy, 05, .. denotam constantes positivas;

e 0,(1) serd usado para denotar uma quantidade que tende a zero quando n — oo.
e dim denota a dimensao de um espaco;

e codim denota a codimensao de um espago;

e [, f denota [, f(x)dx;

e (PS). denota a condigao de Palais-Smale no nivel ¢;

e || denota medida do conjunto €;

.vu::<au ou 8u>;

Ox, Oxs’ " Oxyy




i=N 72
0°u
Au = —;
" ; Ox?’
Vau = (Dyu,Dsou,...,Dyu) e D; = —id; — Aj(x), com j = 1,2,..,N, e

A(z) = (A1(z), ..., Ax(x)), (faremos as consideragoes referente a esta notagao em

um capitulo especifico);

U — Q: denota que U CC §2;

C*H(Q) = {u: Q — R;u é continuamente k vezes diferencidvel };

LP(Q) = {u: Q — R;u ¢ mensuravel e [[ull, = (f, |u(a:)\”dx)% < o0}
1/p

|ull, = |:fRN |u|pdx] denota a norma do espago LP(RY);

L>(Q) = {u: Q = R;u é mensuravel com ||ul|;. < 0o};

WHkP(Q) é o espaco de todas as fungoes u € LP(Q) tais que para cada multi-indice a

com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP();
Wh(Q) = {u € LP(Q);3g € LP(Q) tal que [ouDu = [ 90, Vb€ CH)};

Wy(Q) = HL(Q), Munido da norma ||u|| = ull gz ) = (Jo \VU\Qdiﬂ)%, denota o
fecho de C§°(2) em H(Q);

H}(€), munido da norma [Jul|4 = |[ul| g1 ) = (Jo [Vaul* + u2d:v)%, denota o fecho
de C5°(Q2) em H}(Q);

1/2
lulla = | [an(|Vaul? + u?)dz|  denota a norma do espago H4(RY).
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Capitulo

1

Introducao

Neste trabalho estamos interessados em estudar a existéncia, multiplicidade de solugoes
para duas classes de problemas elipticos. Comecaremos abordando o seguinte problema

eliptico concavo-convexo

—Au+u = ay(@)|u|?u+ b,(z)|ulP?u em RY,

(P1)
u € Hj(RY),

onde N >3e —Ay = (—iV+ A% Ainda, 1 < ¢<2<p<2 =25 a\(z)éuma
familia de funcoes que podem mudar de sinal, b,(x) é continua e satisfaz algumas condigoes
adicionais, u € H}(RY) (tal espago definiremos mais tarde), A > 0 e u > 0 sdo parametros
reais, u : RY — C e A: RY — RY ¢ um potencial magnético em C1*(RY RY), tal que
A — d quando |z| — oo, com d constante. Procuraremos neste caso mostrar a existéncia

de quatro solugoes e também provaremos a regularidade das mesmas.

Em um segundo momento estudaremos o seguinte problema

—Aju +u = a(z)|ul%u + b(z)|uP~?u, em RN

(F) L
u € HA(R )7
com2 < g <p<2 =2 a(z) e b(z) sdo fungdes que podem mudar de sinal e satisfazem

algumas condigoes adicionais. Discutiremos a existéncia de infinitas solugdes para o
problema em questao, variando as hipdteses sobre as fungoes peso.

Faremos uso do operador magnético no qual trabalhamos com o Laplaciano Magnético
no lugar do Laplaciano usual. Na fisica quantica nao relativistica, o Hamiltoniano associado
a uma particula carregada num campo eletromagnético é dado por (iV — A)? + V, onde

A:RY — RY ¢ o potencial magnético e V : RY — R é o potencial elétrico.

12
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Sua importancia na fisica foi discutida em Alves e Figueiredo [5] e também em Arioli e
Szulkin[9].
O problema (P;) com A = 0 possui uma vasta literatura. Comegamos citando

Ambrosetti, Brezis e Cerami [7], onde é considerado o seguinte problema

—Au+u= "t +uP"! em Q,
u >0 em €,
u =0 em 0f2,

onde Q é um dominio regular limitado de RY (N > 3), com fronteira suave e
1 <g<2<p<2. Combinando o método de sub e super-solugoes com o método
variacional, os autores provaram a existéncia de um certo A\g > 0 tal que existem duas
solugoes quando A € (0, )\g), uma solucao se A = A¢ e nenhuma solugao caso A > \g.

O problema concavo-convexo do tipo

—Au+u=Af(z)ut™t +uP~ em Q,
u >0 em (),

u =0 em 02,

com f € C() e mudando de sinal e 1 < ¢ < 2 < p < 2%, foi estudado por Wu em
[55]. Ele prova que o problema tem pelo menos duas solugbes positivas para valores de A
suficientemente pequeno.

O problema a seguir foi estudado por de Paiva [26]

—Au = a(z)uP + \b(z)u?, x € Q,
u(z) =0,z € 09,

com 0 <p<1l<qg<2"—1, auma funcdo que pode mudar de sinal e b > 0. Ele prova
a existéncia de um certo A* € (0,00) tal que o problema acima tem uma solugdo nao
negativa sempre que 0 < A < A* e nenhuma solugao quando A > A\*.

A partir deste, muitos estudos foram dedicados & analise de existéncia e multiplicidade
de problemas elipticos concavo-convexo em dominios limitados, como podemos citar Brown
[19]; Brown ¢ Wu[17]; Brown e Zhang [18]; Hsu [38]; Hsu e Lin [36] e referéncias contidas

nestes artigos.
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Hsu e Lin [35] consideram a seguinte equagao

—Au+u = a(z)uP~t + Mh(2)u?! em RY,
u € HY(RY),

para N >3, 1 <g<2<p<2% XA>0, aé continua e positiva e h é positiva em um
conjunto de medida positiva. Os autores estudam a existéncia e multiplicidade de solugoes
para esta equagdo. No caso em que ¢ = A = 1 e a(z) = 1 para todo z € RY supondo h
pequena em alguma norma, com decaimento exponencial e ndo negativa Zhu [56] e Hsu e
Wang [37] mostraram que a equagao acima tem pelo menos duas solugdes positivas em um
dominio exterior a uma faixa de R¥.

Além destes podemos citar Chen [22], Huang, Wu e Wu [39], que trabalharam casos
semelhantes em RY.

Wu em [53], trata do problema

—Au+u= fi(z)ut™' 4+ g,uP~t em RV,
uw>0em RV,

u € HYRY),

coml<g<2<p<2 g,>0ou f, podendo mudar de sinal, dentre outras hipéteses
adicionais. Ele busca mostrar a existéncia de pelo menos quatro solugdes para o problema
quando tomados valores de A e p suficientemente pequenos. Tal resultado procuramos
estender, investigando se seria possivel obter consequéncias semelhantes ao substituirmos
o laplaciano magnético no lugar do Laplaciano usual.

Ainda buscando contextualizar os problemas que tratamos nesta tese, falaremos agora
um pouco do que tem sido feito com respeito a problemas do tipo convexo com o Laplaciano

usual. A comecar pelo trabalho de Alama e Tarantello [4] que consideram o problema

—Au—du=W(x)f(u),z € Q
u(z) =0, x € 0N.

Neste caso W ¢é uma funcdo que pode mudar de sinal e [ satisfaz
limyy oo f(u)/|ufP?u = a > 0 para algum 2 < p < 2(2 < p < co se N = 1 ou 2).

Eles tratam da existéncia de solugoes positivas. No caso em que f é uma funcao impar,
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mostram a existéncia de infinitas solugoes, que inclusive podem até ser solu¢oes que mudam
de sinal.
Em [13], Berestycki et al. estudam a existéncia e a nao existéncia de solugoes para a

seguinte classe de problemas

—Au+m(z)u = a(x)u?, x € Q,
Bu(z) =0,z € 09.

Neste caso, m(z) pode mudar de sinal, 1 < p < 2* —1 e Bu = u, Bu = J,u ou
Bu = d,u + a(z)u,a > 0.

Outros trabalhos que também trataram do caso convexo em dominio limitado com o
Laplaciano usual, podem ser vistos em [3, 17, 18, 41, 54].

J& em RY, Miyagaki [46] estuda a existéncia de solugoes nao triviais para a seguinte

classe de problemas elipticos
—Au+a(z)u = AMul" tu+ [ufflu, 2 € RY,

onde l<p<qg<2"-—1= %, A > 0 é uma constante e a(z) : RY — R é uma funcao
continua satisfazendo algumas condigbes adicionais.

Jalilian e Szulkin [40] trabalham uma equagao do tipo

—Au+u = a(z)|ulP2u+ b(z)|ulr?u, x € RY,

u € H' (RY),
com?2 < p<gq<?2= %, em que a(zr) ou b(x) sdo fungdes que podem mudar de

sinal. Eles investigam a existéncia de infinitas solugoes. Este foi o segundo problema que
procuramos estender.

Apresentaremos, nesse ponto, os principais trabalhos proximos ao que esta sendo
estudado nesta tese, que utilizam o laplaciano magnético, de modo a contextualizar e
evidenciar a importancia do estudo que desenvolvemos.

Os primeiros resultados em equagoes de Schrodinger nao lineares, com A # 0 podem ser

atribuidos a Esteban e Lions [29] em que é estudada a existéncia de solugdes estacionarias



16

para equacoes do tipo
~Ap+Vu=|uPu,u#0,uc L*RY),

p € (2,00), utilizando métodos de minimizagao para o caso V = 1, com campo magnético
constante e também para o caso geral.

Em [43], Kurata mostrou que a equagao
3 2
<Z,V — A(x)) u+V(z)u— f(lu)u=0zeRY

com certas suposi¢oes sobre o campo magnético A, bem como para o potencial V e f,
possui pelo menos uma solucao que se concentra préoximo do conjunto de minimos globais
de V, quando h — 0.

Ainda, Chabrowski e Szulkin [21] trabalharam com este operador no caso critico e
com o potencial elétrico V podendo mudar de sinal. Ja Cingolani, Jeanjean e Secchi [23]
consideram a existéncia de solugoes mult-peak no caso subcritico.

Um problema do tipo
—Ayu = plu| %0+ [ul Pu,u # 0,2 € Q C RY,

pw>0e2<q< 2% étratado por Alves e Figueiredo [5] em que se relaciona o niimero de
solucoes com a topologia de (2.
Um problema usando o Laplaciano magnético foi estudado por Alves, Figueiredo e

Furtado [6]

<—7JV —A <i>>2u+u = f(Jul*)u,z € Qy,

em que o conjunto 2 C RY é um dominio limitado, A > 0 é um pardmetro real, A é um
campo magnético regular e f é uma funcao superlinear com crescimento subcritico. Para
valores de \ suficientemente grande os autores mostram a existéncia e multiplicidade de
solugoes relacionando o nimero de solugdes com a topologia de 2,

Nao encontramos na literatura trabalhos que tratassem do caso A nao nulo com funcao
peso que muda de sinal nem no caso concavo-convexo, nem no caso convexo. Desta forma,
foi necessario construir argumentos proprios para alcancar os resultados planejados. Além

disso, pode-se observar que, com esse operador, estamos trabalhando com os niimeros
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complexos, assim, os resultados classicos de regularidade, por exemplo, nao se aplicam
diretamente. Foi necessario fazer uma combinacao de resultados para poder usar a teoria
da regularidade.

No nosso caso A : RN — RY é um potencial magnético C+*(RY , RY). Ainda, no
primeiro problema temos a hipdtese adicional de que A é assintético a uma constante
quando |z| — oo.

Utilizaremos o método que foi introduzido por Nehari, em 1960, que se tornou muito
util na teoria de pontos criticos e que atualmente recebe o nome de método da variedade de
Nehari. A idéia original de Nehari consiste em estudar um problema de valor de fronteira
para certas equagoes diferenciais ordinarias nao lineares de segunda ordem em um intervalo
aberto (a,b) e mostrar que a equagdo possui uma solugdo nao trivial que pode ser obtida
através de um problema de minimizagdao com vinculo. Em geral o conjunto que define a
variedade de Nehari ndo é de fato uma variedade, como pode ser visto em [33] e [17], mas
em ambos os problemas trabalhados conseguimos mostrar que a variedade definida é de
fato uma variedade. O método da aplicacao fibragao introduzido por Drabek e Pohozaev
[28] e discutida por Brown e Zhang [18], relaciona o funcional com uma funcao real. As
informacoes sobre esta fungao nos levam a uma demonstracao simples do resultado que

buscamos.

1.1 Um pouco do problema (P)

Em sequéncia enunciaremos o primeiro resultado que buscamos mostrar. Para tratar
do primeiro problema, trabalharemos com as hipdteses que enunciaremos a seguir.
Vamos assumir

ax(z) = Aay(z) + a_(z)

onde ay = £ max{ta(z),0} # 0.

(A) a(z) € LY(RY), ¢ = b eexiste ¢ >0 er,_ >0, tais que
a_(z) > —¢exp(—rq_|z|) paratodo z € RV,

Ainda, assumiremos que b, () = by(z) 4+ pubz(z), onde

(B1) bi(z) > 0 é continua em RY, com b;(z) — 1 quando || — oo e existe ry, > 0, tal
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que

1>bi(2) > 1—coexp(—ry, |z|) para algum ¢y <1 e para todo z € RY.

(By) by(x) > 0 é continua em RY, by(z) — 0 quando |z| — oo e existe 13, > 0, com

rp, < min{r,_,7y,,q} tal que

by(z) > doexp(—ry,|z|) para algum dy <1 e para todo z € RY.

Hipdteses similares foram usadas em [53].

Consideremos

_ p—2 P—q
T0:(2—q)2_q<p 2) (Sp> , onde

llally P—q

2 2733
s, = f (Jan |V aul? + u?dx)

5 > 0. (1.1)
ueHY (RV\{0}) (IRN |u|PdI‘>§
Teorema 1.1. Assumindo as hipoteses (A), (By) e (Bs), e tomando Yo como definido

acima, temos que para cada X >0 e u > 0 com

-2 2 q\"?
VL bl < (4)" T (12)

o problema (Py) tem pelo menos duas solugoes uy , e uy , com Jy,(uyf ) <0< Jy,(uy,).

Podemos observar que as solu¢ao de (P;) variam de acordo com os parametros p e A.
Dedicaremos uma sec¢ao para tratar do comportamento de uj{ ., quando A — 0 e veremos o
que acontece também quando p — oo.

No Teorema 1.1, a existéncia ¢é valida para todos os valores de A e pu que satisfacam
a desigualdade (1.2). Agora, se além disso, fixarmos valores de A e u convenientemente
pequenos conseguiremos o resultado de multiplicidade, obtendo a existéncia de pelo menos

trés solugoes como enunciamos no teorema a seguir.

Teorema 1.2. Suponha que as hipdteses (A), (B1) e (Bs) sejam satisfeitas, e seja Yo como
-2
definido acima, entdo existem Ao > 0 e g > 0 com )\g_Q(l + pio]|b2]]00)? 7 < (%)p Ty,

tais que para todo X € (0, ) e u € (0, o), o problema (Py) tem pelo menos trés solugoes.
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Para o problema em questao, os niimeros \g e pg independem do valor de a_. Entretanto,
considerando algumas hipdteses adicionais e tomando valores de ||a_||, suficientemente
pequenos temos o resultados de mais uma solucao. Antes de enunciar este resultado
apresentaremos as seguintes hipoteses:

(C1) bi(z) < 1 em RY em um conjunto de medida positiva;

(CQ) Ty, > 2.

Teorema 1.3. Assumindo as hipéteses (A), (B1), (B2), (C1) e (Cy) ezistem wvalores
positivos de N < o, fio < o e vo tal que para X € (0,X), 1 € (0, /i) ¢ |la_]|ly < o, 0

problema (Py) tem pelo menos quatro solugoes.

Prosseguiremos fazendo uso de Métodos Variacionais para provar os teoremas acima.

Além disso, buscaremos mostrar resultados de regularidade que expressamos a seguir.

Teorema 1.4. Suponha que ug € HY(RY) seja uma solu¢ao nao nula de (Py) com A\ > 0
e ;> 0. Entdo temos
(i) ug € C(RN,C) N L7(RY) para todo 2 < v < +00 ;

(ii) |uo| € positiva em RY.

Teorema 1.5. Seuy € H}(RY) é solucdo de (Py), entio ug € L®(RY) e limy_ o0 ug(x) =

0.

No Capitulo 2 vamos trabalhar no sentido de provar estes resultados que acabamos
de enunciar. Comegaremos definindo o funcional J, associado ao problema (P;), bem
como a variedade de Nehari e veremos como eles se relacionam. Mostraremos como o
funcional é melhor comportado sobre a variedade de Nehari, mas nao ¢ limitado em geral
sobre seu dominio todo H}(RY). Trabalharemos a relacio entre a variedade de Nehari e o
comportamento das funcoes na forma F, : t = J, ,(tu); (¢ > 0). Faremos uma adaptacao
ao 1nosso problema para conseguirmos aplicar a Teoria de Regularidade [32], de modo a
provar que as solugoes fracas sao, de fato, solugoes classicas do problema em questao.

Usaremos a relacao entre a variedade de Nehari e a aplicacao fibragdo, para discutir
a existéncia de solugoes nao triviais para esta classe de problemas elipticos de Equacoes
Diferenciais Parciais. Trataremos de analisar o comportamento desta solucao nos casos em
que A — 0 e quando p — oo. Faremos um estudo para estimar os niveis de energia dos

infimos em diferentes partes da variedade de Nehari, o que vai nos possibilitar encontrar
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duas solugoes distintas para o problema. Faremos ainda um estudo da teoria de categoria
para investigar a existéncia de uma terceira solugao. Por fim, trabalharemos sob mais
algumas hipoteses para estimar diferentes niveis de energia e usaremos o argumento min-
max de Bahri-Li a fim de mostrar que para valores bem pequenos de ||a_||,, 0 problema

possui pelo menos quatro solugoes distintas.

1.2 Um pouco do problema (P,)

Falaremos um pouco agora do segundo problema que trataremos. Como ja foi dito,
nao encontramos na literatura trabalhos com o Laplaciano magnético que tratassem do
caso convexo com fungoes peso podendo mudar de sinal.

Nesse caso, precisaremos de enumerar algumas hipoteses dentre as quais as fungoes

a, b poderao assumir nos teoremas que seguem.
(D1) aELTebELS,ondel<%l<zel<%1<z;
r P s q
(D2) a,be L=®(RY), limsup, o, a(z) < 0 e limsupy, ., b(z) < 0;
(D3) a,b € L®(RY), e a e b sdo fungoes 1-periddicas em xy, Ta,...,Tp;
4) b>0e o conjunto {x € RY;b > em interior nio vazio;
(Dy) b>0 junto {x € RY;b > 0} tem interior na i0;

(Ds) a <0 e o conjunto {z € RY;b > 0} tem interior ndo vazio.

As hipdteses acima sdo semelhantes as do trabalho de Jalilian e Szulkin [40].
Algumas defini¢oes especificas deixaremos para tratar com mais detalhes no capitulo

proprio.

Teorema 1.6. Suponha que (Dy) ou (D3) e (Dy) ou (D5) sejam satisfeitas. Entdo o

problema (Py) tem infinitas solugoes.
Enunciaremos agora nosso segundo resultado.

Teorema 1.7. Suponha (D3) e também (Dy) ou (D3) sejam satisfeitas. Entao o problema

(P,) tem infinitas solugoes geometricamente distintas.

Também neste problema usaremos a relagao entre a variedade de Nehari e a aplicacao

fibragao, para discutir a existéncia de solu¢ées nao triviais para esta classe de problemas
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elipticos. Mostraremos que a variedade de Nehari é fechada e de classe C? sob cada uma
das hipoteses dos teoremas acima.

Para obter o resultado do Teorema 1.6, mostraremos que a condi¢ao PS ¢é satisfeita na
variedade e usaremos um argumento de género de Krasnoselskii, argumento este que pode
ser visto também em [40].

Ja sob as hipoteses Teorema 1.7, nao vale a condicao PS, dai precisaremos dispor de
um argumento do tipo deformagao baseado em uma ideia de Szulkin e Weth [49] para

mostrar a existéncia de infinitas solugdes geometricamente distintas.



O espaco Hij(RY)

Definiremos agora o espaco H4(RY) e faremos algumas consideragoes importantes.
De acordo com Tang [50], denotaremos por H4(R"Y) o espago de Hilbert obtido pelo

fecho de C§°(RY, C) com o seguinte produto interno

(u,v)4 = Re (/R VauV qv + uvda:) ,

onde Vu = (Dyu, Dau, ..., Dyu) e D; = 0; + iA;(z), com j = 1,2,...,N, e A(z) =
(A1(x), ..., Ax(x)). Assim, V4 = (V+id) e —Ay = (—=iV + A)% A norma induzida por
este produto é dada por

o= ([ 1900 + ufde ).

No nosso caso A : RY — RN é um potencial magnético linear LZ (RN RY).

Usaremos mais tarde que
—Ap = (—=iV + A)%p = (—iV 4+ A)(—=iV + A)p = (=A —iVA — i AV + AP

onde

iV(A)) = iAVY + ipV A

VA = divA.

Desse modo
(—iV + A = —AY — 2iAVY + |A|*p —ip divA em RY.

Pode ser visto em [50, Observagao 2.1] que os espagos H}(RY) e H(RY) nao sao

comparaveis. Mais precisamente, em geral

22
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HARY) ¢ H'(RY)

H'(RY) ¢ Hy(RY).

Entretanto, Arioli e Szulkin[9] provam que em dominio limitado tais espagos sao
equivalentes.

No nosso caso, como estamos trabalhando com u : RY — C, temos que os resultados
cléssicos para espago de Hilbert H!(RY) ndo se aplicam diretamente para H}(RY). Para
contornar algumas questoes, usamos um resultado que foi provado por Esteban e Lions
[29, Secao I1] que garante que para todo u € HY(RY,C) vale a desigualdade diamagnética,

a saber

IV |u|(z)| = ’Re (wﬁ,)‘ - ‘Re ((Vu — i Au)

Assim, se u € HY(RY) temos que |u| pertence ao espaco do Sobolev usual H!(RY).

u)‘ < |Vau(z)|.

Jul

Deste modo, obtemos a imersao continua
H(RY) < LY(RY,C),

para todo 2 < ¢ <2* (N > 3) e localmente compacta [52, Teorema 1.8] para 1 < g < 2*.
Neste espaco que acabamos de definir, trataremos agora de obter os resultados

enunciados para os problemas em questao.



Capitulo

2

O problema (P)

Neste capitulo trabalharemos com a seguinte classe de problemas elipticos do tipo

cOncavo-convexo

—Aju~+u = ay(@)|u|?*u + b,(z) [uP?u em RY,

(F1)
u € H(RY),

onde N >3 e —Ay = (—iV+ A)% Ainda, 1 < ¢ <2 <p <2 =25 a,(z) é uma
familia de fungdes peso que podem mudar de sinal, b,(z) é continua e satisfaz algumas
condigdes adicionais, v € HY(RY), A > 0 e u > 0 sdo parametros reais, u : RY — C
e A:RY — RN é um potencial magnético em CH*(RY RY), tal que A é assintético a
uma constante quando |z| — oo. Procuraremos neste caso mostrar a existéncia de quatro
solugoes e também provaremos a regularidade das mesmas.

Iniciaremos o capitulo definindo o funcional J) associado ao problema (P;), bem como
a variedade de Nehari e veremos como eles se relacionam. Mostraremos como o funcional
¢ melhor comportado sobre a variedade, mas em geral nao é limitado inferiormente sobre
seu dominio todo H4(RY). Trabalharemos a relaciao entre a variedade de Nehari e o
comportamento das funcoes na forma F, : t = J, ,(tu); (¢ > 0). Faremos uma adaptacao
ao nosso problema para conseguirmos aplicar a Teoria de Regularidade, vide [32], de modo

a provar que as solugoes fracas sao, de fato, solugoes classicas do problema. Por fim,

trabalharemos no sentido de provar a existéncia e multiplicidade de solugoes.

24
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2.1 Variedade de Nehari

Definiremos agora a variedade de Nehari e a aplicagao fibragdo e verificaremos suas
propriedades a partir do funcional J, associado a (P;). Mais tarde, usaremos essas
informacgoes para provar de maneira bem simples a existéncia de uma solugao de (P;),
para valores convenientes de A e p.

Observe que

1 1 1
Tl = llully = [ a@lultr [ )l 21)

é o correspondente funcional do problema (P;) e é de classe C' em H}(RY) como pode
ser visto em [47].

Para obter resultados de existéncia neste caso, introduzimos a variedade de Nehari
My = {u € H(RY)\ {0} : (J ,(u),u) = O}

onde ( , ) denota a dualidade usual entre H(R™)" e HL(RY), em que HY{(RV)" é o
espaco dual ao espaco HY(RY) correspondente.

Embora M) , seja chamada de variedade de Nehari, este conjunto pode nao ser uma
variedade de fato e pode ser visto em [33] e [17], o que nao ocorre no nosso caso. M, é
de fato uma variedade, e para mostrar isso, provaremos que M), ¢ imagem inversa do
zero por uma aplicacdo 1) € C! e que zero é um valor regular de .

Lembramos que 0 € R é um valor regular da fungao diferenciavel ¢ : U C E — R se,
para todo u € U tal que ¥(u) = 0, tivermos ¢’(u) uma aplica¢do linear sobrejetora, ou o
mesmo que, ¥’ (u) # 0. Satisfeita essa condigao, teremos que 1 ~1(0) é uma variedade em

E. Ainda, se tivermos ¢ € C* entdo a variedade 1~1(0) ¢ de classe C*.

Proposicao 2.1. A wvariedade de Nehari My, € nao vazia e é uma subvariedade de

HL(RV).

Demonstragio. Defina ¢ : H{(RY)\{0} — R dada por

b(u) = (J3 ,(u), u).
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Assim,

o) = [l = [ ax@lulde = [ b () upda.
Temos que ¢ € C*(), além disso,
P (u)v = 2/(VAuVAv + uv)dxr — q/a,\(x)|u|q’1vd:1: - p/bu(aj)]u\p’lvdm.
Seja v # 0;v € HY{(RY) e considere a funcio
t—Y(tv);teR e t>0.

Desse modo,

p(to) = Lol — 17 [ ax@)lel? = ¢ [ b()olPda. (2.2)

Afirmacao (i): M, , # 0.
De fato, tome algum u € H}(RY) tal que [ay(x)|v|? < 0. Como [b,(z)|v[Pdz >0 e

1 < q <2< p,segue por (2.3) que
tlgcr)low(tv) =—00 e
Ainda, colocando t? em evidéncia em (2.3) temos

dtr) = (el — [a@lof =077 [b()lolds) 23)

de onde podemos concluir que

lim ¥ (tv) = 0,

t—0
por valores maiores que zero. Com isso, para algum ¢ > 0 a fungdo ¢ (fv) é igual a zero,
ou seja, tv € M, ,. Dessa forma mostramos que M, , # 0, o que conclui a afirmagcao.
Vamos mostrar agora que zero é valor regular de v, o que nesse caso é equivalente a

mostrar que 1 nao possui ponto critico em M), ,. Observe que

V(= 2llul} ~ g [ax@lulds ~ p [ by(@)lupds. 24)
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Para toda v € M) ,, temos

v =0 = [fully — [ bu@)luldz = [ ax(a)ul'da.

Substituindo em (2.4), segue que

Vwu= 2=~ @=p) [ b@luldr >0

(2.5)

jAquel <¢g<2<pe [b,(x)luPde > 0. Dai, obtemos ¢'(u) # 0 para todo u # 0 em

M, .. Considere S = H}(RM)\{0}. Por (2.5) vemos que 0 é o tinico ponto critico em

¥710) e 0 ¢ S. Logo, 0 ¢ um valor regular de 1|s. Pelo Teorema 4.1, segue que ¥~*(0) é

uma subvariedade de S. Portanto, My, ¢ uma C' subvariedade de H}(RY).

]

Podemos perceber que M), C H{(RY) e que M, , é um conjunto mais restrito que

H(RY), deste modo iremos estudar nosso funcional Jy , restrito a My ,.

Note que em M), , temos

s = [ bu@lulde = [ ay@)ul'dr.

Substituindo em (2.1) ficamos com

1 1 1
D) = Gl = [ ox@pulrdr =~ [ b (@)upde

— 1 2 _1 2 _/ P >_1/ P
= Sllull = (s = [ @l ) = [ bl

(11 e (11 ,
= (5B = (2= 3) [ bl

ou ainda
(11 e (11 ,
nat) = (53~ (22 [ ot

2.2 Aplicacao Fibracao

Apresentaremos agora as funcgoes da forma F,, : t — Jy ,(tu); (¢t > 0), analisaremos

seu comportamento e mostraremos sua relacao com a variedade de Nehari.
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Observe que a aplicagao fibragdo do modo como foi definida depende de u, A e u, de
modo que notagao adequada seria F;, » ,, mas a fim de simplificar a notacao, trabalharemos

apenas com F,.

Fut) = tlfully =7 [ ar@)lultde =27 [ by(@)fulda, (2.8)

U0 =l = (g = )72 [ an@)lultde — (p— 0o [ b @ePdr. (29)
R R
A proposicao abaixo relaciona a variedade de Nehari e a Aplicagao Fibragao.

Proposigao 2.2. Seja F, a aplicagio definida acima e u € HY(RY), entdo:
(i) uw € M)y, se, e somente se, F,(1) = 0;

(i1) mais geralmente tu € My, se, e somente se, F(t) = 0.

Demonstragdo. (i) Este item é bem direto, basta observar que

Fi) = s = [ ax@ulde = [ bu()ufde = ()

(i) (<) 0= Fy(t) = tljull} — 7" fpv ax(@)|ul®dz — 71 fon bu(@)[ulPda.

Multiplicando esta equagao por t,
0 = £2[[u||} — ¢ /RN ax () [ultda — 1 /RN bu(x)ulPdz = J}, (tu)tu.
(=) Como tu € M, ,, temos
0= Jj, (tu)tu = 12|ul |2 — 19 /RN ax () [ultda — 1 /RN b (2)|ulPdz,
dividindo esta equacao por t > 0,
0= t[uf} — 1o /RN ax (@) [uldz — 71 /RN b, (2)|ulPde = F'(1).

]

A partir da proposi¢ao anterior podemos concluir que os elementos em M) ,,
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correspondem aos pontos criticos da Aplicacdo Fibracao. Assim é natural subdividir
M, ,, em subconjuntos, onde para cada u € H4(R") fixada, o nimero 1 é um ponto critico
de F,. Sendo assim, como F,(t) € C*(R*,R), podemos dividir a variedade de Nehari em
trés partes

M;fu ={ue MA#;F)’\”M(l) > 0};
My, = {u e M,\#;F)’\”M(l) < 0};
My, ={u € M,,; Fy (1) =0}.

Em seguida, provaremos algumas propriedades da Variedade de Nehari M), ,.
Comecaremos com um lema que mostra que um ponto de critico do funcional restrito a
variedade é também um ponto critico do funcional no espaco todo. Para isso, precisaremos

de alguns resultados preliminares.

Lema 2.1. (i) Para u € My, U MSM, temos /N ax|ul?dz > 0.
’ ’ R

la, ja sabemos que ela é positiva. (ii) Para uw € My ,, temos /N buluPdz > 0.
’ R

Demonstragio. (i) Observe que para u € M, ,

LW = == [ alulde—p-1) [ blurde

C=pllully —(a—p) | afulds.

No caso em que u € My, UMy , segue que Fy (1) >0, de onde

C-plluli—(a-p) [ alu?>0= [ aulidz >0, (2.10)
RN RN
(i1) Para u € M, ,, temos
Fu1) = @=glull—(p-q) [ bluPds
Ainda, se u € M, , entdao Fy (1) <0, de onde

2=l — v —q) /RN bululPde < 0 = /RN bulPdz > 0. (2.11)
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Lema 2.2. Suponha que A >0 e u > 0. Se ug é um minimo local para Jy, em My, com

ug ¢ MY, entio J} ,(ug) =0 em H'.

Demonstragcao. Seja up um ponto de maximo ou de minimo local de J , em M, ,. Pelo
Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (ver apéndice, Teorema 4.1 ), existe § € R

verificando

I u(10) = 0G" (ug), (2.12)

onde

G(uo) = ||uol % — /RN ax|uo|?dz — /RN buluolPdz = T}, (oo = 0.

Logo,
lolfs = [ asluoldo+ [ byfuolde. (2.13)

Derivando G temos

G/ (o) = Tim G(ug +th) — G(uo).

t—0 t

Tomando h = u e usando a Regra de L’Hospital, obtemos

G'(uo)uo =23 — ¢ [ ax(@)fuldz —p [ bu(@)lulde.
RN RN

Substituindo em (2.13)

& (wo)uo = (2= )lfwol s = (0 =) [ buluolde = F(1).

Como uy ndo pertence & M%(X) entdo F (1) # 0. Dai G'(ug)ug # 0.
Por outro lado uy € M) ,, dai, por (2.12)

0= J} . (uo)uo = 6G" (uo)uo,
de onde obtemos § = 0 e assim J} ,(ug) = 0. Portanto, ug é ponto critico de Jy , em
Hy'. O

O lema a seguir nos mostra sob quais condigoes a M} . € vazia. Esse fato € essencial
para o desenvolvimento desse trabalho, pois sob tais condi¢des estaremos nas hipoteses do

lema anterior. Desse modo, essas condigoes serdao impostas nos teoremas principais para
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que os pontos criticos do funcional encontrados ao restringirmos o funcional a variedade

de Nehari, sejam também pontos criticos do funcional sem esta restrigao.

Lema 2.3. Sejam 1 >0 e X\ > 0 tais que N7*(1 + p||ba|]o0)?*™% < Yo. Entdao My ,

Demonstragcdo. Suponha o contrario, que exista 0 # u € Mg,ﬂ tal que
N72(1 + ) [bo||0)?™7 < Yo
Como u € My, temos

0=F,1) = @=plluli—(a—p) [ alul‘de

= @=glluli—p-a) [ buulds

Assim, por (2.15) e pelas desigualdades de Holder e Sobolev temos

(p=2ully = (p—a) /RN ax(@)|uldr < A(p — @)llat|lg[[ull}

—-q
Ap = DllayllgSp® [ulls

IN

com S, definido como em (1.1).

Segue que

2
AMp = )llaglly V77 —2%
2 < tllg S, 27,
[Julla < ( - o

Usando (2.16) e mais a condi¢ao p > 0, podemos concluir que

@—QWMﬁ::(p—@AN%@WW@6HP—®O+MWMQ&?WM%

de onde

2—4q e
ullf} > < ) Sp2.
el (L + pllb2lloo) (P — q) '

Agora, por (2.17) e (2.18) concluimos que

_9 p—2 g p—q
21+ o[l oo) 7 > (p ) ( : ) praT=T
llatlly pP—q

= 0.

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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O que é impossivel ja que W71 + p||ba|]00)* 4 < Yo. O

Com esse resultado que acabamos de mostrar que se ¢ > 0 e A > 0 sao tais que

N1+ pl|ba]|e)*™4 < Yo entdo

My, = My, UM, . (2.19)

2.2.1 Definicao de m,,,, e sua relagdo com F,(t)

Veremos que a natureza essencial da Aplicacao Fibracao F, é determinada pelo sinal

de [gnv ax(z)|u|?dx. Para isso, consideremos a fungao m,, : R* — R definida por
Mpa(t) = £279[ul} — 70 /R (@) upde. (2.20)
Observe que m,,,, foi construida de modo que

R () + /R @) uPdr = my(t),
Derivando a equacao acima, temos

—qt T EN() RN = ml, ().

pou

Desse modo, se tu € M) , entdao F(t) = 0, de onde obtemos a seguinte relacao
m, . (t) = t7UF)(t), para tu € M,,. (2.21)

Esta observacao tem uma grande importancia para este capitulo, pois se conhecermos

o sinal de m/, ,,, conheceremos o sinal de F/ (t), e assim poderemos saber se F}, tem um

l’l/7u’
ponto de minimo local, maximo local ou de inflexdo.

Resumidamente temos

tu e My, sem, >0

tue My, semj,, <0
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2.2.2  Andlise da my, ,(t)

Nosso objetivo agora é construir um esbogo para m,, ,(t) a fim de obtermos informacoes

sobre a F,(t).

Note que, para ¢ > 0, tu € M) , se e somente se
Mpu(t) = / _ax(@)lul'dz, (2.22)
R
De fato, substituindo (2.20) em (2.22), temos
[ ox@lultde = 2-fully =07 [ b @)]ulde.
Reescrevendo esta equacao
el — [ an@)ulde =07 [ (@) upde = 0.

Multiplicando a equagao acima por t4

Elully = ¢ [ ar@)fulde = ¢ [ b,(@)|ulde =0,

ou equivalentemente

Jy u(tu)tu = 0.

Logo
tu € M)\,,u-
Derivando (2.20) temos
) = C= )t uld = - [ b @)lulde. (2.23)
Ainda
my () = 2= -t uli - (p—a)p—q- )" /RN bu(w)|ulPdz.  (2.24)

Para construir um esbogo de m, podemos analisar (2.23) e observarmos que como

1 <¢<2<p<2*, entdo my,(t) — 0 por valores maiores que zero quando ¢t — 0. Além
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disso, my, ,,(t) = —oo quando ¢t — 0o, de onde obtemos o seguinte esbogo para m,,,(t).

myu A

Figura 2.1: Esboco de m,,,

Observando o grafico e a relagao (2.21), temos tu € M j ., (respectivamente, My ) se
e 56 se m/, ,(t) > 0 (respectivamente, m/, ,(t) < 0). Dai, se u € H4(R")\ {0}, como

Jg~ bu(z)|uPdx > 0, my,,(t) tem um Gnico ponto critico em ¢ = tyax(u), onde

- C-glulr  \7?
tmax(““<<p—q>fRNbu<x)|u|pdas> >0 (2:25)

A partir disso, temos duas situacoes a estudar.
(1) Jag~ ax(z)|ul|ddz < 0.

Neste caso, vemos que se [pv ax(z)|ul?dxr < 0, vai existir um tnico valor ¢~ (u)

/

satisfazendo (2.22), com t~(u) > tmax(u) e tal que m),,

(t~(u)) < 0. Com isso e pela
relagao (2.21), temos que para cada u € HY(RY) tal que [zv ax(z)|ul|fdr < 0, vai existir

tinico ¢~ (u) tal que t~(u)u € M, ,. Obtemos entdao um esbogo para o grifico da Fj,.

Fu(t) A

v

Figura 2.2: Esbogo de F, quando [pn ay(x)|u|?dz < 0.

(I1) myu(tmax(w)) > Jen ax(x)|u|%dz > 0.
Vemos que se [pn a)(2)|u|?dz é tal que my,(tmax (1)) > [pv ax(z)|u]?dz > 0, vao existir

t*(u) e t~(u) satisfazendo (2.22), com ¢~ (u) > tmax(u) > t7(u) e tais que m;, (¢~ (u)) < 0
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e m,,(t"(u)) > 0. Com isso e pela relagio (2.21), temos que para cada u € H}(RY)
nessas condigGes, vao existir tnicos ¢+ (u) e t~(u) tais que t*(u)u € My, et~ (u)u € My .
Obtemos entao um esboco para o grafico da F,.

A
F,(t)

\J

Figura 2.3: Esboco de F, quando my, ,(tmax(¢)) > [pn ax(x)|u|?dz > 0.

Concluindo, my,,(t) é crescente em (0, tmax(u)) € decrescente em (fpax(u), +00).

Ainda, impondo a condi¢ao
NP1+ pul[bao0)* ™ < Yo, (2.26)

obtemos

_ 2—q>53 ( q>,,2] full
My Tmax (U = 2-q
o) KP ) \0=a) | (v buwulda)

— ||U||3x< ) (2 Q>?’ | (fRN ||UH)TU|pdx>p |
z (e

l\')

p—gq

P2 ( )5 : )M/ ay(zx)|u|?dx
Alag]|pe 1+u!|bz|!oo my
> /RN ay(z)|u|dx.

Isso significa que sob a condigao (2.26) sempre teremos my, y, (tmax (1)) > [pv ax(z)|u|?dz.

Por esta analise feita anteriormente acabamos de demonstrar o seguinte resultado.

Lema 2.4. Para cada u € HY(RN)\ {0} e u > 0 temos

(i) Se [gn ax(x)|ul?dx < 0, entdo existe um unico t~(u) > tmax(u) tal que t~(u)u €
My . Além disso, F,(t) € crescente em (0,t"(u)), decrescente em (t~(u),+00) e
F,(t) = —oo quando t — +o0.

(ii) Se [gnv ax(z)ul?fdz > 0 e X € tal que NP72(1 + p||ba|e)?™? < Yo, entdo existe
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0 < tT(u) < tmax(u) < t=(u) tal que t*(u)u € Miﬂ. Ainda, F,(t) é decrescente
em (0,t%(u)), crescente em (¢t (u),t™(u)) e decrescente em (t(u),400). Além disso,

F,(t) - —oo quando t — +o0.

Enunciaremos agora um outro resultado que sera utilizado na estimativa dos niveis de

energia do funcional.

Lema 2.5. Se u € H}(RY)\ {0}, entdo
(1) t~(u) é uma funcdo continua para u € HY(RN)\ {0};
(i) My, = {u € HYRY); choi—(u)(rt) = 1}

[lulla

Demonstragio. A prova é similar ao feito em [53, Lema 2.6(iii)-(iv)]. O

Pelo Lema 2.4, podemos ver que o funcional nao é limitado inferiormente em H(R™Y).
Neste caso, consideramos a variedade de Nehari, onde J, , tem um bom comportamento,
como serda mostrado no Lema 2.6 a seguir. Ainda, pelos Lemas 2.3 e 2.4, podemos ver que
sob certas condigoes de A e p, temos um minimizador em M ;r ., € outro em My, cujos

niveis minimos de energia denotaremos respectivamente por

+ .
my = inf J,(u
At uEM;:M A#( )
e
m,y, = inf Jy,(u).
A,,LL ueM}\_,u A,,LL ( )

O nosso proximo resultado mostra que esses pontos estao bem definidos.
Lema 2.6. O funcional Jy, € coercivo e limitado inferiomente em M, ,.

Demonstragcao. Seja u € M, ,, pelas desigunaldades de Holder e Sobolev

1 1 1 1
nate) = (53~ (3= 2) [ 0+ alupas
11y, ., (1 1
— _ _ )\ qd
(5-3) 1wl - (2= 3) [ darlupas

p—2 p (p—q> ~41 11
> (P25 uld = A (B2 ay (oS, 2 [ul] > —C, 2.97
(252 )l = 3 (2 el 227

Y]

para algum C' > 0, de onde obtemos que o funcional é limitado inferiormente. Ainda,
observe que como ¢ < 2, quando ||u||4 — oo segue que J, ,(u) — 00, de onde concluimos

que o funcional é coercivo. O
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Para os préximos resultados precisaremos de algumas estimativas sobre os valores das

fungdes em my ,. Para isso, vejamos que se AP~%(1 + | |bs]s)?~7 < Ty, entdo, por (2.10)

pP—q 1/(p-2) P
[Jullf < / ax(@)]ul*dz < 15/ )p 250 Nl

—2

de onde )
q
1/(p-2)P — 4 o5
fulla < (12205 asllaw) Il (2:28)

para toda u € My ,.
Ainda, se A = 0, entdo (2.26) é satisfeita, dai, pelo Lema 2.4(i), M;f# = () e por (2.19)
temos M, , = M, , para todo p > 0.

A partir do que foi visto, mostraremos os seguintes resultados sobre os valores de mf -

Lema 2.7. (i) Se A?7*(1 + pl[bal[o0)* < (3)P~ Yo, entao my , > 0;
(i) Seja A >0 e >0 com NW7*(1+ pl|ba||oe)?~9 < Yo, entdo my , < 0. Em particular,
se N 72(1+ p|be||oo)?™ % < (£)P72Yo, entdo

my, = ]\i}if# Iy ().

Demonstragdo. (i) Seja u € M, ,, isso significa que FY, < 0. Pela estimativa (2.11) e a

desigualdade de Sobolev obtemos

2—q -2
[lulla < / b (@) ulPdr < (1+ pl[balloo) Sp® [[ulls,
pP—4q RN

de onde

, 1/(p-2)
l|ul|a > Sp? ( 2-4 ) : (2.29)
(P — @)(1 + gl [b2]|o)

para toda u € M .
Com isso e por (2.27)
_ p—2 2_(p—q)/ q
Daplw) = = lulfa === [ ax(@)ulde
pP—2, 12q P—4 -
(22l - 2 a5,

> §IT ( 2-¢ )W Y
(p— @) (1 + pllbal]o0)

p—2 5= 3%( 2—¢q ),,_2 p—q a2
X S P= ——\lla ,S—4 . (2.30
( % =)L+ ullballoo) pg Maxlle Sy ) (2:30)

v

N
|
hQ
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—2
Observe que 52(" 2 (Mr%)q/(p 'S Logo, por (2.30), Jy,(u) > 0 para

u € My ,, desde que

2—q
2 r(2—q) 92— p—2 _
(pSpQ(P 2) < q ) — pq)\||a+|’q’sp_q/2) > 0.
pq

2p (P = @) (1 + pl|b2]]sc)

Isto é o mesmo que

2—q
_ _ Pq p—2 o [2—4q 92—
N1 4 pllball) < ( )( A¢q<) a7
( [2]o0) p— R e lay ][,
q

_ (g)p—2 ((p — ?]))p_ C(qu )) Sg—qHaJrHi/—p

lembrando que

_9 _
n:(z—q)?-q(p‘Q)p ( S ) B
lolle)  \p—d

J)\#(u) > 0,

Segue que

-2
para u € M, , quando N~>(1 4 puf|ba||s0)* 77 < (%)p Ty. Nestas condicoes, conseguimos
my,, = infy - Jy,u(u) > 0, como querfamos.

’ T

(#1) Seja u € My ,. Entdo

P = [ ox@lulde+ [ by(o)lulds

> (-1 [ on@ultde+p-1) [ b@lerdr,
o que implica que

-2l < (p-q) [ a@)ulds. (2:31)
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O fato de u € My, nos dé

nat) = (5= 3B~ (3= [ ot 2:)

Agora, por (2.31) e (2.32) obtemos

(2-q)(p—9q .
Tulw) <~ /R _ax(a)|u|d. (2.33)

Usando (2.33) e o Lema 2.1 temos Jj ,(u) < 0 para todo u € My ,. Concluimos com

isso que my , < 0. O

Usando os Lemas 2.4 e 2.7, podemos concluir que, para todo v € H(RY) \ {0}

It (wu) = max Jy , (tu), (2.34)
p—2
sempre que AP72(1 + p|ba||o0)? ™9 < (%) Yo, com A >0e p> 0.
Mais ainda, se t*(u) existe, entdo Jy,(t"(u)u) = mingsisi-(u) Jru(tu). Estas
propriedades sao essenciais para mostrarmos a existéncia de uma solugao de (P;). Antes

disso, trataremos de provar resultados de regularidade como o faremos na segao a seguir.
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2.3 A Regularidade de solugoes para problemas com A4

Nessa secao estabeleceremos resultados de regularidade para as solugoes nao nulas de
(P) com A>0ep>0.

Supondo que as condigoes (A), (By) e (Bg) sejam satisfeitas, combinaremos argumentos
de regularidade de Brezis-Kato [48, Lema B3] e um argumento similar ao usado em
[21, Lema 2.1], para mostrar que se u é solugao de (P,), entdo u € L?(RY) para todo
v € [2%,400).

Para tanto, precisaremos dos resultados que mostraremos a seguir.

Lema 2.8. Considere
h(z,u) = ax(x)|u|!*u + bu(x)]u|p_2u.

Suponha que as condigoes (A), (By) e (Bs) sejam satisfeitas. Entio existe [v(z)| € L tal
que

h(z,u) = v(x)(1 + |ul).

Demonstracio. Observe que

h(z,u) = a)\(a;)|u]q72u+bu(:c)\u]pdu
ax(@)ulru b (@) up2u
p— 1 .
( —|—|u|)< 1+ |ul 1+ |ul
Chamando
) — (@I b @l
1+ |ul 1+ |ul
temos

ax(@)[ulu | bu(z)|ufP~?u

1+ [u] 1+ [u]
ax(@)ul"?u| | |bu(z)|ufP~?u
S 1+ [u]
_ @l [bu@)lfuf!
1+ [ul 1+ [u]

a0 [ul =

|ul

IN

Jax(@)[[ul "~ +
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Ainda,

g1\ /2 SN (-1 Fs e 5 P e
J (ax@ )™ < [ (las@ )" ([l )" < lloallg (1) 239
onde s = n(}f’jq) ep = 2p

= 2pnlp—q)- Veja que, p' = (q — 1)#@,_@ < 2%, de onde
jax(@)[Jur" € L%

Além disso,

N
2

[ (BN < fnatantar2)% < o fqur2?, (2.36)

Como p < 2%, temos (p—2)5 < (2*—2)F

5 = 2* e pela imersdo continua H}(RY) < L7,
N

para todo 2 < v < 2*, temos /(|u|p_2) 2 < oo. Daf |b,(z)]|ulP? € L% . Assim, por (2.35)
¢ (2.36)

Ih(z,u)| < Jo(@)|(1+ |u) com |v(z)] €L=.

]

Agora considere ¢(x) = n(z)?u(x) min{|u(x)|?~1, L}, onde 3 > 1e L > 0 sdo constantes
eu e HY(RY), e n é uma funcio C'—, limitada, tal que sua derivada também é limitada

Denotaremos xq como a funcao caracteristica do conjunto 2. Entao teremos

Vad = 2pVnumin{|u(@)|’~, L} + n*V umin{|u(z)|*~, L}

+ (B Dnulul’ PV ulx -1

VauVasd = |Vaul*n? min{|u|’~, L} + 2nVnumin{|u|’~t, L}V 4u
+ (B- 1)n2ﬂ‘u|572v|u|X\u\5—1<LVAU‘

Observe que

Re(@V au) = Re(Vu + iAu)d = Re(@Vu) = \u|Re(|Z|Vu) = [u|V]ul
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Usando a parte real de V 4uV 4¢ obtemos

Re(V4uVag) = |Vaul*n®min{|ul”™", L} + 27VnV ful[u| min|ul”~", L}
+ (8= D[l Vlul X1 <p

< |V aul?n? min{|ul’~t, L} + 29VnV|ul|u| min{|u/’~t, L}.

Assim
Re(V 4uV 4¢) < |V aul*n? min{|u|’~1, L} + 29V V|u||u| min{|u’~1, L}. (2.37)

Lema 2.9. As solugdes de (P1) com A >0 e pu >0, em HY(RY), pertencem a LY (RN) para todo
v € [2%, +00).

Demonstragdo. Tremos testar o nosso problema com a funcio ¢ = umin{|u|?~, L}. Note que

(uqb)% = wmin{|u|?~1, L}% Nosso primeiro objetivo é mostrar que
. — 1 . —
[l min|ul”~t, L}2 3. SC/lU!QmIH{IUIB 'L}

Para isso, veremos por partes, a seguinte sequéncia de quatro desigualdades

lfulmin{jul” ', 23313, < [ [9(ulminflul =, L3))Pds (2.38)
< O [ 9]l min{jul~", L}do (2.39)
< O [ IVaul min(lul!, L)do (2.40)
< C(K,ﬁ)/yu|2mm{|uyﬂ—1,L}dx. (2.41)

A primeira desigualdade (2.38), obtemos da desigualdade de Sobolev. De fato

[} ming|u)®~t, L}2

. _ 1
2 < [ljufmin{|ul, L}3[3,.
Ainda, para verificar (2.39) observemos que

B-1 . -1 1
Ml win{ul? ", 2} = [ 19 (ulmin{jul =, L3 + | wmingu] 5, 22} Pdo,
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dai

[ 19Gulmin(u) =, 22)? + murmin{ruw%ﬁ}wx
< [P (Tlulmin(ul ", 222 + (ul minlul T, 3]+ [(ful min{lu] =, L3P
8-

’——2

2
< /2 Vu|)? min{|ul®~t, L} 4 2|ul? (uVu \u X Bt 1)
2 lu| 727 <L2

+ [(lu|minfJu| 7, L2 }))
: _ (B=1)7 " (5-1)-
< [ 2AVh)? minglul? ! LY + 2Pl VIl P O s
+ [(ju|min{ju| 7, L2}))
- <2+(6>/‘V’“|2mm{!uﬁ L LY+ [(Jul min{lu 7, L3 }))2.

A terceira desigualdade (2.40) conseguimos a partir da desigualdade diamagnética
c/va?mm{\uw—l,m < C/|VAU\2min{]u\fB_1,L}.
Finalmente, segue da desigualdade (2.37), com 1 = 1, que para toda constante K

/N IV au)? min{|u|®~Y, L} + |u> min{|u|?~!, L} < /Re(VAuVAd)) + Re|u|?* min{|u|®~!, L}
R

= Re [(-Anud+ud) < | [(-Aau +ud)
— \/hxuq§]</|hxu\|¢]</|v (1 + [ul)|d]
= /]v x Hu\min{\u\ﬁ_l,L}—F/W o)|Jul* min{|ul”~*, L}

( /lv(M M@,f;)
* </|v($)>K v(@)

2 N—
2 N_2
)" (fop ity ?e) Tk [ i
N
Para K suficientemente grande temos ( Jo@))> KU(;U)3>

2zl

IN

N_2
([Gulmingu=zp) ek [ julwinaf o, z)
Jv(z)|[<K
2

S

|v(z)| <K

2
N

= op(1), j& que pelo Lema 2.8,

lv(x)| € L*. Ainda, fazendo L — oo e tomando 5+ 1 = 2* obtemos

L IWauP min{lul™, L} Juf min{lul, L} <
R

< K/|u

ja que u € HY(RY) — LP para 2 < p < 2*.

-l +K/ lul? + on(1) < oo,

Concluimos que se ug é uma solucio de (P;), entdo u € L7(RY) para todo v € [2*,00). [
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Teorema 2.1. Suponha que ug € HY(RY) é uma solugdo nio nula de (P1) com A >0 e > 0.

Entdo temos ug € C(RN,C) N LY(RN) para todo 2* < v < 400 .

Demonstracdao. Pelo Lema 2.9, temos que como ug € H}‘(RN) é uma solugao nao nula de (P),
entdo ele pertencem a LY(RY) para todo vy € [2*, +00).
Agora, para mostrar a outra parte da intercessdo e aplicar a teoria de regularidade precisamos

separar nosso problema em dois outros fazendo

u=v+iw.
Veja que,
—Apqutu = —Au—2iAVu + |APPu — iudivA +u
= ay|ulT%u + bylulP 2,
dai

—Av+v = hy = ay|u|? %0 + bylulP 20 — 2AVw — |A]Pv — wdivA,
—Aw 4w = hy = ay|u|T?w + by |ulP 2w + 24V w — [A]Pw + w divA.

Com isso conseguimos v,w € H' — L? e por [52, Teorema 1.9], segue que hy e hg
€ L (K,R), onde ¢; = min{2*(p — 1)1, 2}.

Por um argumento padrdo v, w € W24 . Usando [16, Corolario 9.13], se 2¢; < N teremos,
v, W E LNA*[*?H e ainda Vv, Vw € LNZX*%.

Novamente, fazendo os mesmos célculos obtemos h; e hy € L%(K,R), onde ¢ =
Ngimin{(N —2q)(p = 1), (N —q1)~'}.

Usamos agora o argumento de boot-strap para concluir que apds um numero finito de passos

teremos v, w € W24 para todo ¢ € [1,+00) e pelas imersdes de Sobolev, v e w € CH*(K,R) com

0 < a < 1, de onde obtemos o resultado pretendido para u.

Para concluir os resultados de regularidade apresentamos o lema a seguir.
Teorema 2.2. Se u € H}(RY) € solugio de (Py), entio u € L>(RY) e lim;_o u(z) = 0.

Demonstragio. Usaremos a técnica da interacdo de Moser’s. Seja n uma funcao C' de suporte

compacto. Reescrevendo o problema (P;) do seguinte modo

Vau+u = g(z, |u|)u, (2.42)



45

temos g(z, |u|)u = v(z)(1 + |u|), com v € LN/2, como j4 foi visto no Lema 2.8. Testando (2.42)

com ¢ = n*umin{|u|?~!, L} e usando a inequacdo (2.37) obtemos a estimativa

/RN(|vAu|2n2 min{|u?~, L} + 29V |ul[u| min{|[u]® !, L}dz <
< / Re(V 4uVad) = Re / ~Aaud
— Re [(cutg@w <| [ gw)ud - udl < [ lg()ud - ud
[ syl + 1| < [ gyl
J1o@ @+ w)iidl < [ @)@+l < [ 1o@)]@]+ @il

IN

IN

Observe que

1
SV Iul[* = 2Jul*|Vn|®

IN

IV ul[* + 20|ulV]ul V7

IN

17|V aul® + 20| V|| V.
Desse modo,

1 . - . - : _
o L IVl minfu Ly < [ (9l minf !, L} + 20julV]ul Py min{jul ", 1)
+2[ul[ Yl min{|ul ", L})

< /RN(IU(@“)I@I + [v(@)[|ul)||¢] + 2[ul*|Vn|* min{|u|”~*, L}.
Fazendo L — oo

1 _
3 Lo IVl <2 [ 1onPl®t 4 [ @)+ fullels?
RN RN

= 2 [ VPl [ @l + C [ o)l e, (243
R

. B+1
Ainda, fazendo w = |u| 2

2 2,2 2 2 / 2 9 / 28
 EEPET) <
(B+1)2 /RN [Vw|™n” < 2/RN IVnl*w® + C [ Jv(x)|wn”+C [ |v(z)|wr+in. (2.44)

Para os dois ultimos termos de (2.44) temos

[l < ([ @)

N-—-2

(/RN(W)T>N,

ol
2

)
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e também
i i 2
/\v w B+ = /|v ) BB+l
—2 —2
< HUHNH“”IHQ*N ||77H2*

Agora, para mostrar a integrabilidade do primeiro termo da desigualdade (2.44) observe

que

Lovenl < 2 vl +2 [ v
RN RN

que juntamente com (2.43) nos da

L Ve < oe-1? [ a2 17 -1 [ 199kt

Por Sobolev e Holder

N-2

s (/}RN(wn)Z*)N;Q < o= ([, |v<a:>\]¥)12v (/RNW?*)"’

£ (B=12 =1 [ (ViR + (817 [ @l

em que S = inf{ [pn |Vul?dz;u € CF(RY); |; ¥dx = 1} ¢é a constante de Sobolev.

Ainda, escolhemos um R > 0 conveniente de modo que

cE-1y </x|>R |U(x)|g>N = S2

Agora, assumindo que suppn C (|z| > R) temos

/ (wn)* =0,
|z|<R

dai,
=
s ([ @n®) T < ae-vr-n [ wnput (2.45)
RN RN
Para prosseguir com a interacdo tomaremos um n € CY(RM [0,1]), com n(z) = 1
em B(xg,r1), n(x) = 0 em RY \ {B(zg,71)} e ainda |Vn(z)] < —2- em R, onde

r2—"r1

1 <7y <ry <2. Além disso, escolheremos g e o de modo que B(xg,r2) C (|z] > R).
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Com isso, segue de (2.45) que

1
3

1
* 2 2 1 2 2
w2> < Z((B+1)2+1)2 (/ w2>
<~/B($077’1) S(( ) ) ro —T1 B(zo,r1)
1
2
< T b1 (/ w2>
72 — 71 \JB(z0,r1)

com T uma constante absoluta. Fazendo v =+ 1=2"e xy = % temos

1 9 1
X T ~ ad
(/ va) < ( g >W N </ Mv)
B(zo,r1) ro —T1 B(zo,r1)

Para iterar a inequacao, que segue com v > 2% tomamos s, = 1 + 27, r; = s,,,

Ty = Sm_1 € substituimos v = 2* por yx™ !, para m = 1,2, .... Desse modo obtemos

2 1
m—1 ’YXm_l — ’YXm_l
Tyx / X"
Sm—1 — Sm B(z0,5m—1)

1

2 2m 2(m—1) me1 yxm—1
= (T’y) XML Qxm T / |u|’YX .
B(z0,5m—1)

1

m | X
/ |u"YX
B(z0,5m)

IN

Por indugao

1
m yx™m 2 mfli 2m mflﬂ 2 mfli'
Lo )T s @y R e R s ([
B(z0,5m) B(zo,50)

para todo m € N.

2=

Como sy = 2 e quando m — oo temos s, — 1, deduzimos, fazendo m — oo que existe

R > 0e C > 0 tais que para toda B(xg,2) C (|z| > R)

1
.
sup u(x)| < c(/ W) .
B(x,1) B(x0,2)

Como [ |u]?” < oo, entao fB(c_ o |u|Y — 0 se R — oo de onde obtemos que u(z) — 0
quando |z| — oo.

Para provar a limitagdo de u na bola B(0, R) fixamos z € B(0, R) e escolhemos r > 0

N S
oo (f,0%) =3

e supomos 7 com suporte em B(z,7.)

tal que

2z

Repetimos entao o argumento prévio com um reescalonamento adequado na B(z,r)
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para obter a limitacao de u na B(Z, §).

Sendo B(0, R) compacto e como u ¢ limitada em cada compacto B(x, %) para cada
x € B(0, R), concluimos que B(0, R) possui subcobertura finita de compactos nos dando
que u ¢ limitada na B(0, R).

Com isso e o pelo fato mostrado na primeira parte deste teorema obtemos u € L. [

2.4 A Existéncia de Solugao para (P)

Nesta se¢ao mostraremos a existéncia de solugdes para o problema (P;) para Yo > 0e pu > 0.
Primeiramente estabeleceremos um lema de compacidade local, para isso, considere o seguinte

problema eliptico semilinear

~Au+u= |ulP"2u em RV,

P
e u € HY(RY),

Seja Joo(u) = F|ul4 — %Huﬂg, o funcional associado ao problema (Pj4), entdo Jy é um

funcional C? em H}(RY). A variedade de Nehari associada ao problema (P,4) é dada por
Moo = {u € H(R)\ {0}; J.,(u)u = 0}.

Neste problema podemos observar que se u € Noo, entdo [[u][% = [[u][?.

Agora considere o seguinte problema de minimizacao

Moo = Ji\?f Joo (). (2.46)

oo

Para mostrar a existéncia de solugdo para esse problema de minimizagdo vamos comparar o

nosso problema com o descrito a seguir. Considere
S={ue H;,(RN);/ lufPdz = 1),
RN
e o seguinte problema de minimizacao
Seo = inf [[u][%. 2.47
o = inf [Jull} (2.47)

Por uma adaptagao do resultado de D’avenia e Squassina [25, Teorema 4.3] para o

nosso caso, existe ug satisfazendo o problema (2.47), ou seja, existe ug € H4(RY) tal que
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Soo = infyes ||ul3 = [|uol4 e Jgw [uo/Pdz = 1. Comparando os niveis dos problemas (2.46) e

(2.47) vamos mostrar o seguinte.

Lema 2.10. Eziste i € HY(RY) tal que moo = infy Joo(u) = Joo(@).

u

Demonstragio. Seja ug solu¢ao do problema de minimizagao (2.47). Considere @ = i T com
() luP)®
u € HY(RY). Desse modo, |||, = HZHi =1, nos dando que @ € S. Dai
~112 2
|alla = [[uol[-
Consequentemente, se u € Ny
lolly < Nz = ulla e
B (f Julp)?/»
9 1 2(p—2)
= Nulla—77 =llull4 ",
ull”
de onde
o
[luollZ < llull4, (2.48)
para todo u € Nq.
Definimos entao
2
u = ||uo| |4 % uo- (2.49)
Note que © € Nyoo. Assim,
_ 1 — 9 1 =
Joo(@) = Sluoll 3 [luolla — EI!UoHp
1 1 22
= (5-3) lllz
1 1
< (35 ulfh = Juetw)

para todo u € No.

Concluimos assim que @ é infimo de J(u) na Variedade de Nehari, isto é, me = Joo(u). O

A partir dessas consideragoes mostraremos o seguinte resultado que nos dé uma descricao de

uma sequéncia (PS) de Jy .

Lema 2.11. Considere >0 e A > 0 tais que \P~2(1 4+ p||b_|]00)?>77 < Yo.
(i) Seja {u,} C HY(RN) uma sequéncia satisfazendo Jy ,(un) = B+on(1) com B < 771;:“—1-711Oo

e J} . (un) = on(1) em Hy' quando n — oo, entdo existe uma subsequéncia {u,} e ug € HY(RY),
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com ug ndo nulo, tal que u, = ug + o, (1) forte em HY(RYN) e Iapu(ug) = B. Além disso, ug €
uma solugdo de (Py).
(ii) Seja {un} C My, sequéncia (PS)s em HY(RN) de Jy,, isto é, uma sequéncia

satisfazendo J ,(un) = B+ on(1) € J3 ,(up) = 0n(1) em Hy' quando n — oo, onde
m}:u + Mo < B < my Moo,

entdo existe uma subsequéncia {un} e ug € H4(RY), com ug ndo nulo, tal que u, = ug + 0,(1)

forte em HY(RN) e Jy ,(uo) = B. Além disso, ug é uma solucdo de (P).

Demonstragao. (i) Primeiramente recordamos que

) -~
To:(2—q)2Q<p_2>p (Sp )p "
llat1lg pP—q

Por (A), (B1) e (Bz), obtemos por um argumento padrao que {u,} é limitada em H}(RY).

Entdo existe uma subsequéncia {u,} e ug € H}(RY) tais que u,, — g fraco em H}(RY) quando
n — oo. Tomando v, = u, — ug, temos que v, — 0 fraco em H}‘(RN) quando n — o0.

Denotando por B(0,1) a bola centrada na origem de raio 1, temos em B(0, 1) a convergéncia

Lo bt [l
B(0,1) B(0,1)

Agora veja que, a menos de subsequéncia, h, = ay||u,|? — |up|?] — 0 quase sempre na

forte

)

bola. Entéo, existe H € L7 tal que para todo n € N, |u,| < H, na bola. Desse modo

|hn| < ax|H? — |upl?| € L', dai podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada e obter

/ hn:/ a||unl? — |uo|?| — 0, quando n — co.
B(0,1) B(0,1)

)

Usando a desigualdade acima temos

o

on(1) + ax(@)|un|? — uol|.
Be(0,1)

IN

[ axta)funl? ol

|ax(@)|[[un|? — IUOIq|+/ ax(@)||un|? — luol?|
1) B<(0,1)

)

IN

Ainda, por Holder e pela integrabilidade de a) prosseguimos com a desigualdade acima do
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seguinte modo

[ @l =l < o+ [ ol ~ o
7 ES
q*
< on(1)+ / q" A1+ q
< ou(1) (BC(OJ)W)) (a1 + 1)
< op(1) +€C.

Como € > 0 é arbitréario, temos

[ @)t = fuol) = ou 1.

Por outro lado, pelas condigoes (B;) e (B2) e pelo Lema 4.2 (Brezis-Lieb), podemos concluir
que p [ ba(z)|vnl? = on(1), [(1 = b1(x))[on|" = 0n(1) € [bu(x)(Junl” — [val” — |uol”) = 0n(1), que

juntamente com a desigualdade acima nos da
Iau(un) = Joo(vp) + Iy u(uo) 4 0n(1).

Ainda, de modo similar obtemos que Ji(vn)vn = J} ,(un)un — Jy ,(uo)uo + on(1). Por
hipétese J3 ,(u,) — 0 forte em H}l(]RN)f1 e u, — ug fraco em H4(RY) quando n — oo e assim
temos J3 ,(uo) = 0.

Agora, defina § = lim sup,,_, . Supyer~ [p(y,1) [vn|P- Entdo temos dois casos:

(1) 6 >0, ou

(17) 6 =0.

Suponhamos que (i) aconteca. Entdo vai existir uma sequéncia {y,} C RY tal que
IB@yn1) lvnl? 2= g e para todo n € N. Defina 0, (z) = v,(x + y,). Temos que {0,} é limitada e
U, — v fraco e quase sempre.

Fazendo uma mudanca de varidveis obtemos

Pela imersao de Sobolev

4]
P> 2.
[ o=l (2:50)

nos dando v # 0.

Mas, v, =0 e

b
/ O / o [P > = > 0. (2.51)
RN B(yn,1) 2
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Veja que
1 1
Jooln) = /(WM\? Fod)de / (o |Pde.
Assim,
t? , P »
Fy,(t) = Joo(tvn) = EHUTLHA - EHUTLH .

Para cada n € N, podemos obter t,, tal que t,v, € M. Construimos assim uma sequéncia
{t,} € RN com t, — tg quando n — oo, tal que t,v, € My, ou seja, tal que J. (t,v,)t,v, = 0.

Veja ainda que

Joo (Un)0n = an||124 — [|onl[P = on(1)
e
Fy () = J5(tvn)vn = tl|onl 3 — 77 H]va|I? = on(1). (2.52)
Com isso temos que
(tn =t Dlvnl 4 = tn(1 = t72)[Jonl |4 = 0n (D). (2.53)
Por (2.50) sabemos que ||v,||4 - 0. Além disso observe que 277 = {Jvﬁ‘: > 2.
niA

Com isso e por (2.53) obtemos que (1 — t2=2) — 0, nos dando que ¢, — 1.
Agora, veja que v, — 0 fraco em H4(RY) quando n — co. Com isso e pelo fato de t, — 1,

podemos concluir que
Iap(tn) = Joo(tnvn) + Ixpu(uo) + 0n(1) > moee + Jy u(uo)-
Note que, por hipdtese Jy ,(un) = ¢+ 0,(1) com ¢ < Mmoo + mj’#. Dai obtemos
c+on(1) = Jxu(un) = Joo(tnvn) + Jr u(uo) + 0n(1) = Mmoo + Jy u(uo),

nos dando

Moo + I u(u0) < ¢+ 0p(l) < Mmoo + m)t“ + on(1),

de onde

TInu(uo) <my , +on(1). (2.54)

J& vimos que J3 ,(un) converge forte para zero, de onde obtemos J} ,(ug) = 0. Desse modo
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up € My, Ainda, pelo Lema 2.3, Mf\)# = e pelo Lema 2.7 m™ > 0 e m~ < 0. Assim,

Jap(uo) > inf Jy 4 (u) = inf Jy ,(u) = mt,
M)\,,u, M+

Ao
o que contradiz o que concluimos em (2.54).

Concluimos entéo que (II) ocorre. Neste caso, existe subsequéncia {v,} tal que [ |v,|P — 0
se n — oo.

Como ja temos JL, (vn)vn = 0n(1) com JL (vn)vn = [|n|% — |[oal[5 € [ vaP — 0, concluimos
que ||v,||? — 0 nos dando u,, — ug forte em H4(RY).

Veja ainda que ug # 0. De fato, note que se ug = 0 entao v, = v, = uy, € fB(o,l) lun [P > g, )
que ja vimos ser um absurdo.

(ii) O argumento é similar ao que foi feito em (i). Temos {u,} limitada em HY(RY), e
{un} € M, ,. Entdo existe uma subsequéncia {un} e ug € HL(RY) tais que u, — ug fraco em
H}(RY) quando n — oo. Tomando vy, = u,, — ug, temos que v, — 0 fraco em H}(RY) quando
n — o0.

Pelos mesmos argumentos do item anterior obtemos

JA,N(Un) = Joo(vn) + JA,M<U0) + 0, (1).

Ainda, de modo similar obtemos que Ji(vn)vn = J3 ,(un)un — Jy ,(u0)uo + 0,(1). Por hipdtese
J) (un) — 0 forte em H}‘(RN)_I e u, — up fraco em HY(RY) quando n — oo e assim temos
Jy . (u0) = 0.

Definindo novamente § = limsup,,_,, Supycrn [p(, 1y [vn[F; temos dois casos:

(1) 6 >0, ou

(ii) & = 0.

Suponhamos que (4) acontega, dai vai existir uma sequéncia {y,} € RY tal que [ Byn,1) [Unl” <
g e para todo n € N.

Defina 0, (x) = vy(x + yp). Entao {0,} é limitada e v, — v fraco e quase sempre.

Fazendo uma mudanca de varidveis obtemos

/ Gl > 2.
B(0,1) 4
Pela imersdo de Sobolev

)
[oowr=g,
B(0,1) 4

nos dando v # 0.
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Mas, v, =0 e

5
/ |vn|p2/ oal? > 2 > 0.
RN B(yn,1) 2

Além disso, como visto anteriormente podemos encontrar uma sequéncia {t,} C R" com
t, > 0 para todo n e t,, — 1 quando n — oo tal que t,v, € M. Neste caso, se ug € M;”, entao

vale

Iap(un) = Joo(tnvn) + Iy u(uo) + on(1) > meo + my

Note que por hipdtese Jy ,(un) =+ 0,(1) com § < my + m,, - Dai obtemos
B+ o0n(1) = Ixu(un) = Joo(tnvn) + Iy u(to) + 0p(1) = Mmoo + Ji (o),

nos dando

Moo + Iy u(uo) < e+ o0n(1l) < Mmoo + m)tu + on(1),

de onde

Inu(uo) > my , + on(1). (2.55)

J& vimos que J&M(un) converge forte para zero de onde J,/\,,L(UO) = 0. Desse modo ug € M) ,.

Ainda, pelo Lema 2.3, MRM = e pelo Lema 2.7 m™ > 0 e m™ < 0. Assim,

. . . +
Iy pu(ug) > J\I/Irifu Iap(u) = ]\lﬁf Tau(u) =m

Ao
o que contradiz o que concluimos em (2.55).
Concluimos que (II) ocorre. Dali existe subsequéncia v, tal que [ |v,[P — 0 se n — 0.
Como ja temos J., (vn)vn = 0n(1) com JL (vn)vn = [|vn|% — |[onl[5 € [ vaP — 0, concluimos
que ||vy||? — 0 nos dando u,, — ug forte em H4(RYN).
Da mesma maneira temos ug # 0. De fato, note que se ug = 0 entdo v, = v, = u, €

JB(0,1) [unl? = %, o que j& vimos ser um absurdo. O

Na Proposicao 2.1 mostramos que M) , é uma variedade C'. Do mesmo modo, podemos
mostrar que M )jfu é uma variedade C'!' para valores de \ apropriados, assim como argumentado
em [20]. A partir disso e do resultado que acabamos de demonstrar, estamos prontos para tratar

da existéncia da primeira solugdo do problema (P) em M, e

Proposicao 2.3. Suponha que as condigoes (A), (B1) e (Bsz) sejam satisfeitas com X >0 e >0

satisfazendo \P~2(1 + pl|ba||s)?™7 < Yo, entdo eviste u;\r’u € MIM tal que JA,H(U;C“) = m;\r’u e

Jé\,u(u;u) =0 em Hy' e mais, Hu:\FMH — 0 quando A — 0.
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Demonstragdo. Pelos Lemas 2.3 e 2.6, podemos aplicar uma consequéncia do Principio
Variacional de Ekland 4.7, para obter uma sequéncia {u,} C M ;r ., satisfazendo Jy ,(un) —
infuen, , Iau(u) = mj\“’# e Jy ,(un) = 0,(1) forte em H;' quando n — oo.

Pelo Lema 2.11, existe uma subsequéncia u,, e u;\r u € M ;L " tal que u,, = u}f u T on (1) forte
em H}(RY) quando n — co. Segue que J,\,u(u;\iu) = mj\i# e J) ,(up) =0 em H;'. Ainda, por
(2.28) e uj{,# € M;fu, obtemos que ||uj\ru|| — 0 quando A — 0.

O]

2.5 Comportamento da 1* solugao de (Py)

Podemos observar que as solugoes de (P;) variam de acordo com os parametros i e A. Na
Proposicao 2.3 tratamos do comportamento da uj\r u quando A — 0. Agora veremos o que acontece

com u 5 quando p — oo.

Proposigdo 2.4. Para cada A\ > 0 tal que \?72(1 + plba]|oc)*™1 < ($)P72Y0, e sequéncia

{pn} C (0,00) com p, — 0o quando n — oo, existe uma subsequéncia py, tal que qun — 0 forte

em HY(RYN) quando n — .

_l’_

~ . . + _
Demonstragio. Como foi visto, Jy ., (uy , ) =my

< 0. Segue entao da condigao (A) e do
fato de u:\F n € My ., que uj i ¢é limitada em HA(RN ). Desse modo, existe uma subsequéncia
{un} e up € HY(RY) tal que u;#n — wp fraco em H4(RY) quando n — oo.

Como u; L EM N > segue da defini¢ao da variedade de Nehari e de (2.11) que

A p

0<FL, (1) = @-gllul, - - [bu,,P
< = 0= a) [l = = o) [ b,
<l B = (o= ) [ bolu,, P (2.56)

Para analisar o dltimo termo da desigualdade (2.56), vamos separar a integral em duas partes

bxu+p:/ bo(z)|u; p+/ bo(z)|uy |P.
Lt = [ @l e [ e,

Dentro da bola vai existir um h > 0 tal que |uj\r im |P < h, onde podemos aplicar o Teorema

da Convergéncia Dominada. Fora da bola, pelo Lema de Fatou temos

hmlnf/ U p>/ lim inf by (2)|uy p:/ ug [P
| )\,un| i BC(O,R) 2( )| )\,un| ( )| 0‘

B¢ (0,R)
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e utilizando o Lema de Fatou inverso segue

limsu/ bo(z)|uy p</ lim sup by (2) |u} p:/ bo ()l |P.
p - 2(2)uy P < o) pba(z)|uy . | et o (2)|ug |

Com isso

bxu+p:/ by (z)|uy p+/ bo(z)|uy  |P
Lt o= [ @, e [ e,

biUup—i—/ bo(x)|uy p—>/bxup‘
/\B(O,R) 2( )| 0| BC(O,R) 2( )| )\,,u,n| RN 2( )| 0‘

IA

Dai podemos concluir que

+ P +|p
/]RN ba(@)[uy ,, [P — /RN ba(x)|ug [P quando n — oo.

Ainda, quando n — oo, temos —pu,, — —oo que junto com a limitacdo de Hu:\FMH e com a
desigualdade (2.56), nos d& ug = 0.

Com isso e pelas condigoes (A), (Bi) e (Bz2), temos

0 = Jg‘uﬂn(uiﬂn)u:{/—"n = Huiun”% */a/\miun’q */b#nw;\r’un’p
= ot B [ anlu = [ bt o [

= [ 15, 7 4 00(1) = Tio(i, i, + 0n(1)

v

e usando o Lema 2.7

1 1 1 m
0 > Tyt = 5l = = [ a7 o =22 bl

q
1 1 1 L
+ 2 + + n +
P R R T ey L
= Joo(uj\iun)uj,#n+0n(1). (2.57)

Suponhamos por absurdo que exista um d; > 0 tal que ||u)+\“n|\ > 41 para todo n
suficientemente grande.

Entao, sabendo que Jéo(uj\iun)ujun = HujunHi - Huj{uan + o,(1), por (2.57) temos

100, 115 > 1., |3 + 0n(1) > 67 + 0n(1) > 67 >0, (2.58)
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ou seja, existe dy > 0 tal que HujMan > 09 > 0 para todo n suficientemente grande. Sem perda
de generalidade, assumamos ||uj\L#n|| >0 e Hu;\r“an > §2 > 0 para todo n € RV,
Por outro lado, ja sabemos que para todo n € N, existe um tnico ¢, > 0 tal que tnu;\r un € My

e Joo(tnu';,un) = max¢> Joo(tu:{un) > 0. Daf

v 2 By oy e P
0t B = P2 1 = mae Gl I3 = i 1) > 0. (2.59)
de onde
t2 tP
ﬁ!lﬂunlli > ;"IIUI,MII%- (2.60)

Como uj\iun é limitado em H4(RY) e HU,J\F,,MHP > dy > 0 para todo n € RY| temos a seguinte

desigualdade

2tP—2 267
g, B > 2872 > 0. (2.61)
9 n p

C>luy,,IIA >

Podemos dizer entdo que existe T' > 0 tal que ¢,, < T para todo n € N.

Sem perda de generalidade assumamos que t, — t, quando n — oo. Se t, = 1 entdo

t2 —1 5 th—1

1, I3 —

Joo(tnu:\iﬂn) - Joo(u;tun) = Huiuan = On(1)7

que juntamente com (2.57) nos da
0> Joo(u;:un) +o,(1) = Joo(tnu;#n) + 0n(1) > Mmoo + 0,(1),

o que é impossivel para n suficientemente grande.

Se t,. < 1, entdo para n suficientemente grande teremos

1 1
Moo < Joo(tnuir“un) = trQL (2 - p) ”u;#nHi

1 1
(37 ) et

ja que tnu;\“’“n € M.

Note que, como uy , — 0 fraco em H}(R") quando n — oo e pela condigio (A) temos

Asphn
1 1 _
0 > = (3= 2) o= ~Cllsle . > ~Caluf, 157 0

quando n — oo , de onde (% — %) faﬂuiMan = o,(1).
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Com isso e pelo fato de u:\FMn € M temos

1
0 > J>\7/—Ln (u;tun) - EJ/I\HUIn (uj\,/ﬁn)u;\’—yﬂn
1 1 1 1 1 1
= plld,JE - / a1 = 2 / bultsy I = S I+ / axful [+ / bl I

1 1 1 1
_ - = + 2 (= _ = + q
(2 p) HU,\,M,LHA (q p) /aA’u,\,un\

1 1
_ +
= (2 - p) |y ., 1[4 = on(1),

o que ¢é impossivel para n suficientemente grande.

Por fim, se t, > 1, entdo por (2.57) e pelo fato de tnu;un € M., obtemos

Moo < Joo(tnu;:un) < tﬁJoo(ui ) < on(1),

Hn

o que também é um absurdo para n suficientemente grande. Logo concluimos que existe

+

A — 0 em H}(RY) quando n — oo, como querfamos

uma subsequéncia {u,} tal que u

demonstrar. O

2.6 O caso da multiplicidade

Para comecar a tratar da multiplicidade de solucGes do problema em questao, precisaremos

fazer algumas consideragoes. Observe que a equacao
—Agu+u = ay(@)|ul??u+ by (2)[ulP2u (Pr)

é tal que ay(xz) = 0 e by(x) — 1 quando |z| — co. Acrescentando a hipétese de A — d com d

constante quando |z| — oo, o problema (P;) converge no infinito para o problema
—Agu+u=|uP2u. (P,

onde —Ay = (—iV + d)?.
Sendo assim, por um resultado de Ding e Liu [27, Lema 2.5], u é uma solucio de (Px) se e

somente se v(z) := |u(z)| € H' é uma solucdo do problema

~Av+v=0""1 v>0  (Es)
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Mais ainda, as equagoes (Px) € (Ex) tem o mesmo nivel de energia, isto é
JOO(U) = Ioo(v) = Moo;

em que Jo € I, sd0 0s respectivos funcionais associados aos problemas anteriores.

De acordo com Berestick, Lions [14] ou Kwong [44], a equacdo (F ) possui uma tnica solugao
2o simétrica, positiva e radial. Pelo [31, Teorema 2], para todo € > 0, existem A, By e C.
positivos tais que

Acexp(—(1+¢€)|z|) < zo0(x) < Boexp(—|z|) (2.62)

|Vzo(x)] < Ceexp(—(1 — €)|x]). (2.63)

Conforme Kurata [43, Lema 4], definindo wy = zpe™"* temos que wg é solucio de (Ps),
Unica, simétrica, positiva e radial. Assim teremos Jo,(wg) = meo. Veja ainda que zg = |wo|, que

junto com (2.62) nos da as seguintes desigualdades

Acexp(—(1+ )fal) < Jwo(w)] < Boexp(—|a]) (2.64)

|[Vwo(z)| < Ceexp(—(1 —€)l|x]). (2.65)

A seguir, faremos algumas estimativas sobre os niveis minimos de energia na Variedade de

Nehari para provar a existéncia de uma segunda solugao.

2.6.1 Existéncia de duas solucoes

J4 mostramos a existéncia de uma solu¢do ndo nula u L €M N ., do problema (1) e agora

queremos mostrar a existéncia de uma segunda solugao nao nula u, u € M, -
b 9

Afim de ndo sobrecarregar a notagao, denotaremos uy , := u*. Considerando J(u*) = m*,
m- = infueM;M Iapu(u) € Mmoo = infuepr, Joo(u) = Joo(wp), faremos a seguinte estimativa para

tais niveis de energia.

Proposigdo 2.5. Para todo A > 0 e pu > 0 satisfazendo NP72(1 + pl|b2|]00)>™? < Yo, temos

m~ < mt +m™>.

Demonstragio. Seja SN~1 = {x € RV;|z| = 1} e considere wy(z) um ponto critico de I, (u)

em que Io(wp) = m>® e m>® é o mesmo definido anteriormente. Seja e € SV~! e defina
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w(z) = wo(z + ke) para todo k € N. Nosso objetivo é mostrar que

sup J(u +twy,) < mT +m™, para k suficientemente grande. (2.66)
>0

Observe que a partir da afirmagdo acima, sera suficiente mostrar que existe um certo t* tal
que (ut +t*wy) € M 0 bara garantir a afirmacao do lema.

Veja que se t — 0, entdo (ut + twy) — ut forte em H'(RY) e uniformemente para k € N.
Ainda, temos que J(ut) =m™ < 0 e como m™ ¢ infimo, segue que para todo € > 0, vai existir
um
em particular para 0 < € < Mo, de onde obtemos J(u™ + twg) < m™ + m™> para todo t € [0,1)
e para todo k € N.

Por outro lado, % + wp — wy forte em H}l(RN ) e uniformemente para k£ € N quando
t — 4-00. Desse modo, para todo k € N, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

e pelas condigoes (A), (Bj) e (Bz2) temos

I+t = Gl o) - = ([a@he +am) (@261

P
- (/ by () w7 + 0s(1) (2.68)

ptP »
- /bg(m)]wk\ +o(1)), (2.69)
onde 0;(1) — 0 quando t — +o00. Lembramos que ¢ < 2 < p e ainda podemos observar que o
dltimo termo da expressao acima é sempre negativo, assim, precisamos analisar o comportamento

de [ b1(z)|wg|?. Note que pela condigao (By), [ bi(x)|wg|? > C > 0 para todo k € N e alguma

constante C' independente de k. Desse modo
J(ut +twy) — —oo para k € N quando ¢ — oc. (2.70)

Segue que para todo € > 0, vai existir um # > ¢, independente de k tal que J(u™ + tpwy) <
mT +m™ para todot >tekcN.

Para completar a prova, resta mostrar que

sup J(ut + twg) < m™ +m®>, para k suficientemente grande. (2.71)
t<t<t
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Para demonstrar esse ponto observe que como u* é um ponto critico de J(u), temos

1 - 1
Jut +tpwy) = §Hu+\|?4 +tRe </(VAU+VAwk + u*wk)da:) + thoni
1
o [ ar@(u + bl
q
1 1
- /bl(x)|u+ gl - /,ubg(:r)|u+ + twg|?
1
= () + sltw) + () (tw) + - [ an@) 11 = [ + el + gl 1 (0w
1
o [ (@) (P = o+t + [tnd? -+ plat P ()
p
1
o fa=bi@)itud =2 [a@)t + bl

—[ut P = plut P (twr)) = my + mo + K,

emqueIN(:Fl—i—I‘g—}—Fg—i—Dl, com

1
r, — q/aA(x)quﬂq — Jut + twg|? + qlut | (tw));
1
Te=—2 /bl(x)(lvﬁ +twg]? — [ut P — [twg [P — plut P (twr));

Iy = ]13 /(1 = b () [wg P

r, = _Z/bg(g;)(w + twpl? — [ut P — plut P ().

Para mostrar a afirmagao (2.71), precisamos mostrar que K < 0 para k suficientemente
grande para t € [t,{]. Para isso faremos algumas estimativas sobre os valores de cada I';, para
1=1,2,3 e 4.

Sabendo que (t + s)P — tP — sP — ptP~ls > 0 para s > 0 e t > 0, temos
(Juttwy |P — [ P = [twg [P — plu™ [P~ (twy,)) > 0.
Com isso e pelo fato de b; > 0, obtemos

1
o= — [ou@)(uttue — P = P = pla P ) 0. (272)
p
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Para analisar I's, note que usando (Bj) e (2.64)

1
I's = f/ (1 = by(x))|twg|? gcoBg/ exp(—rp, |z|) exp(—pl|x + le|)dx
p JrN RN

< B! /lm exp(— min{ry, , p}(|z] + |z + le]))dx

+eoBf [ exp(—min{ry, p}(la] + o +le])dr
T|>

< @By [ esp(-min{r, p}((o] + fo + el) )i
x|<
+coBh exp(— min{ry,, p}l) / | lexp(— min{ry,, p}(|z + le|))dz
z|>
< coBgl”/ exp(— min{ry, , p})dz + Co Bl exp(— min{ry,, p})
lz| <l

+CoBbI"™ exp(— min{ry,,p}) para [>1. (2.73)

Agora, usando um argumento de Gidas, Ni e Nirenberg [31] e a expansao de Taylor, temos

1
D= o a@ e = ot [ gt )

1 twg
= = @) (=a [l + g )
0

_ _ ok + =1y — +g-1
= ax(z) ; [u™ 4+ n|? dn — twguT[T )

Note que [i“*[ut + 5|97ty = —|ut |7 Igf"™ = —twg|ugl®"!. Ainda, como —ay(z) =

—Aat(z) —a—(x) < |a_| segue

s [ (ool [ @t et = @)
< /(Ia—l/om nqldn)
< t; . la_|w}. (2.74)

Assim, pela condi¢do (As) e pelo mesmo argumento utilizado em (2.73) obtemos

7
rn < — la_|w]
q JRN
7
< éBg—/ exp(—rq_|z|) exp(—q|z + ke|)dx
q JRN
7
< ¢B{E"— exp(—min{r, ,q}k)dz para k> 1. (2.75)
q

Usando argumentos semelhantes aos usado em (2.74) com as condigbes (B1) e (Bz), por
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Gidas Ni Nirenberg [31], pela expansdo de Taylor e o fato de p > 0, temos

ry = —Z/ ba(a)(Ju + twg|? — [ut|P — plu* [P~ (twy)

v

tP
_“7 / [ (2.76)

Usando (Bz) obtemos

bolw? = bo(z — ke)wldr > WP / bo(z — ke)d
[t = [ bt e)wox_(megljvl?oﬁl)wo@)) [y ol = Rl

> in  w? d/ |z — ke|)d
> (xejgg&l)wo(x)) 0 BN(Uyl)exp( Ty | — ke|)dx

> i P d —7rp. k / — — ke|)d

(Iem%ﬂ)wo(‘z‘)) oexp( Thy |e|) Mo exp( rb2|:1: e|) X

= min P(x) | Dgexp(—rp, k). 2.77
<x€ 1\}(0,1)w0( )) 0€ P( Tby ) ( )

Usando (2.72)-(2.77) obtemos

IN

J(ut + tpwy) My + Moo + T+ Ty + T3+ Ty
749

t
my + Moo + ¢BEE" — exp(— min{r,_, ¢}k)dx
q

IN

+

CoBYE"™ exp(— min{ry,, p}k)

M i (o)) Doexpl—ru, k)
— | min w xp(— .
p \zeBV0O,1) ° 0 XD

weremos K =Ty + Ty + I's + Ty <0, e como é a exponencial que predomina, precisamos
) p que p y P

para isso que 7,k < min{r,_,p,7s,,q}k , ou seja,

Ty < min{ra_ y Dy Thys Q} = min{r@— 3 Tby s Q}’

o que de fato acontece pela hipotese (Bs). Desse modo, vai existir k; suficientemente

grande, tal que para todo k > ki, teremos K < 0 nos dando
J(ut + tpwy) <my + Mo, paratodo t >0 e k> k.

Por fim, como ja foi observado, precisamos mostrar que existe um certo t* tal que

(u™ +t*wy) € My, para garantir a afirmacdo do lema.
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Sejam

" ul|a

1 U
U, = HL (RM): t~ 15,
2 {“6 AR <||u||A><}

Desse modo My, separa HL(RY) em duas componentes conexas U; e Us. Ainda, pelo

que vimos no Lema 2.5 segue que H)(RV)\ My, = U; U U,.

Se u € My, temos que t*(u) = 1 e pelo o item (ii) do Lema 2.4, teremos

1 < timazp(u) <t (u). (2.78)

como t~(u) = ||’U«1||At_<

_u
[l

), segue que MIM c U;.
Afirmamos que existe ¢ty > 0 tal que uj\L , T towy € Us.
Para mostrar isso, vejamos primeiramente que existe uma constante ¢ > 0 tal que

0< t‘(ﬁ%) < ¢ para cada t > 0. De fato, suponha o contrario por absurdo, ou seja,

u++tnwk

m) — 00 quando n — oQ.

que exista uma sequéncia {t,} tal que t, — oo e t~(

u++tnwk

Chamando Up = m

, temos |[vp|[4 = 1. Como ¢~ (v,)v, € M, ,, usando o Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

ut +tawe \P
b vbdr = / by| ——— | d
/RN nUn RN ”<||u++tnwk|\A ‘

1 p —+ p
_ <u+ )/ b, <un+wk> d
|| +wel|la) /Y t

b,whd
— fRle’;I’TS z quando n — 0.
A
Desse modo obtemos
- . [tiwn)]? [ti(vn)]q q
J(t™ (vp)vn) = 5 — . /RN ayvldr

[t (on) ]

—_—— /N b,vPdr — —oo quando n — oo,
D R

mas isso contradiz o fato do funcional ser limitado inferiormente na variedade de Nehari.
Assim, concluimos que 0 < ¢~ (v,) < ¢ para uma constante ¢ positiva.

Defina

1
p—2 ’
fo = (m c2—||u+lli> 1

[e.o]
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Note que

[lu® +towel[5 = [l + £l wel[5 + o(1)

ut |5+ 1 = [Jut] Al + o(1)
t_( ut + towy
[|ut + towg||a

V

2
> 4 o(1) > )] quando k — oo.

Assim, vai existir ko > ki tal que para todo k > ko,

1 Tt
t‘( ut + towy ) -
\|u+—|—t0wkl|A \|u++t0wkl|A
ou seja, ut + towy, € Us.

Defina agora um caminho 7,(s) = u + stowy, para s € [0, 1]. Desse modo
10)=ut € U, e y(s)=ut+tw, € U,.

Sendo mt_(m) uma fungdo continua para valores de u nao nulos e sendo ([0, 1])
um caminho conexo, segue que vai existir um certo s;(0,1) tal que u™ + sjtowy € My,
como queriamos demonstrar.

]

Como foi dito anteriormente M ;Eu é uma variedade C' para valores de A\ apropriados, assim
como argumentado em [20]. A partir disso e do resultado que acabamos de demonstrar, estamos

prontos para tratar da existéncia da segunda solugao do problema (P;) em M, -

Proposicao 2.6. Para cada A\ >0 e p >0, com NP~2(1+ pl|b||oo)> % < Yo, existe uy,, € My,

tal que Jxpu(uy ) =my , e Jy (uy,) =0 em Hy

Demonstragio. Pelos Lemas 2.3, 2.6 e pelo Teorema 4.7 vai existir uma sequéncia {u,} C My u
satisfazendo Jy ,(un) — infuenr, , Jrpu(u) = my, e J§ (un) = on(1) forte em Hy' quando
n — oo.

Como my , < mj{}u + Mo, pelo Lema 2.11(ii), existe uma subsequéncia u,, e uy,, € My,
tal que up, = uy , + on(1) forte em HL(RY) quando n — co. Segue que Iuluy,) =my, e

Iy u(un) =0 em ;' O

Com esse resultado podemos entao concluir a prova do Teorema 1.1.



66

Prova do Teorema 1.1. Pelos Teoremas 2.3 e 2.6 podemos concluir que o problema (P;) tem

pelo menos duas solugoes uj\r’# e uy , com JA#(u;#) <0< Iy puluy )

2.7 Terceira Solucao

2.7.1  Algumas consideragoes

Para obtermos a terceira solugdo do problema (P;), precisaremos de alguns resultados que

faremos a seguir. Para isso, destacamos o conjunto a seguir definido para A=0e =0

M 4, = {u € HERY)\ {0}« (T, 4, (u), u) = 0}

onde

1 1 1
Tagw = llullh = [ ao(e)ultde — — [ bofa)ulde

1 1 1
= Sl = [o@ultda— - [bi@lurds.
2 q p
Lema 2.12. Temos

uell\?f Jag b (W) = uelrj\l/[foo Joo(u) = m™.

Demonstrac¢io. Seja wy como definido anteriormente. Pelo fato de estarmos trabalhando com

A =0, temos que a(x) = Aay(z) + a—(z) = a—(x) < 0 de onde [pn a—|t™ (wy)wi|?dx < 0, dai
1

pelo Lema 2.4(i) existe um tnico ¢~ (wy) > (i%g) P72 tal que t~ (wy)wy, € M, 4, para todo k > 0,

ou seja, J. , (t7 (wx)wy) = 0, nos dando

0,bo
||t7(wk)wk\|?4:/ a_|t7(wk)wk]qdﬂs+/ b_|t™ (wg)wg [Pdx. (2.79)
RN RN

Como wy ¢ solugao de (F) e lembrando que o funcional associado & (F) ¢ dado por

I(u) = gl[ull% — Sllullb, e I'(w) = [Jul[% — ||u|[} temos

I'(wo)wo = [Jwol[5 — ||wolly = 0 = [Jwol 3 = [[woll},
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de onde

1 1
Mo = I(wo) = inoHi - ];Hwollﬁ

p—2

% [[wol| 4

1 2 1 2
3 lwol = llwol

Sendo wp solugao de (Ey) segue que wi(x) = wo(z + ke) também o é, com isso e por

I'(wp)wo = 0, teremos I’ (wg)wy = 0. Dai
2 2p 00
[|lwg||4 = |wg|?dz = ——=m™> para todo k > 0. (2.80)
RN p—2

Sabe-se que w, é limitada em L" e w, — 0 q.t.p., pelo Teorema [34, Teorema 13.44] que

w, — 0 fraco em L. Como pela condi¢do (A), a_ € (L") = L" obtemos
/ a_|wg|'dz — 0 quando k — oo. (2.81)
RN
Além disso, pelas condigoes (By) e (B3)

/ (1 — by)|wg|%dz = / (1 = by)|w|%dx +/ (1 —b1)|wg|%dx — 0 quando wy — oo.
RN B(0,R) B¢<(0,R)

)

(2.82)
Por (2.79), (2.81) e (2.82) temos que ¢~ (wg) — 1 quando k — co. Assim
lHm Jggp, (0 (wi)wy) = lim Joo (8 (wi)wg) = M.
k—o0 k—o0
Desse modo
Moo = Inf Joo(u) = lim Joo(t™ (wr)wg) > inf  Jg, 4, (w). (2.83)
ue M k—o00 uEM;O 5 ’

Temos também que para u € My, p,, pelo Lema 2.4(i), Jayp, (1) = SUps>q Jag,po (tu), € mais,

existe um tnico t*° > 0 tal que t>°u € M. Assim

1 () (=)
00 —  Z||4o© 2\ ) q S )
Tagtu) = glleully = =5 [ ajuftde = 5 [ b jupda
1 t>°)P
> Jeul - O g
2 p RN

= Joo(toou) 2 Moo,
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de onde

inf Cu) > . 2.84
ue}\?ao’bo Jagbo (17U) > Moo (2.84)

Por (2.83) e (2.84)

inf J, = inf J = m.
]
O resultado a seguir mostra que o infimo nao é assumido em M, p, .
Lema 2.13. O problema (Puyp,) ndo admite nenhuma solucao uy tal que Jguqp,(uo) =
infuen,, b, Jao.bo (u).
Demonstra¢io. Suponha por absurdo que exista ug tal que Jg, p,(uo) = infuen,, , Jao,bo (u).

Desse modo, pelo Lema 2.4(i), Jug,5,(10) = sup;>q Jag by (tu0), € mais, existe um tinico t,, > 0

tal que t,,up € M. Assim, por (A) e pelo Lema anterior

m>™ = inf Jo(u)= inf  Jup(0) = Jag b (o)
UEMOO ueM(:O’bO

td
2 Jaovbo(tuou(]) > Joo(tuouo) - ﬂ/ a,|u0|qd:1:
q JRN

T
m ——/ a_|up|?dx.
q JRN

Vv

Isso implica que [pn a—|ul|?dz = 0 e ainda que up = 0 onde a_(x) # 0. Pela hipétese (A) o
conjunto dos pontos de RV em que a_ () > 0 tem medida positiva, o que implica que o conjunto
onde ug = 0 tem medida positiva.

Temos ainda que m™> = inf,epreo Joo(u) = Joo(tugto), OU seja, ty ug é solugdo de (Ex), €
mais, usando o mesmo argumento utilizado na demonstragdo do Teorema 2.1(ii) obtemos que
|tuouo| € soluc@o positiva de (Ex). Isso contradiz up = 0 em um conjunto de medida positiva,

completando a prova. O

Lema 2.14. Seja {u,} uma sequéncia minimizante em Mg, p, para o funcional Jo,p,. Entdo,
(1) Jpr a—|un|?dz = o(1);
(17) Jpn (1 — b1)|ufPde = o(1).

Além disso, {un} é uma sequéncia (PS)m,, em HY(RY) para Js.

Demonstragcdo. Para cada n € N existe um tnico t,, > 0 tal que t,u, € M, isto é

Ticltwtn)totin = Ellunl ~ 2 [ funlPdz =0 = Elfual s =2 [ Junldo.
RN RN
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Agora, pelo Lema 2.4(i)
Sug Ja,bo (tun) = Jag,bo (un) 2 Jag,bo (tnun)

>

tP t4
_ Joo(tnun)—i——"/ (1—b1)\un\pda:——"/ a_|un|%dz
b JrRN q JRN

174 td
> moo+—”/ (1—bl)|un|pdaz——"/ a_|up|?dz.
P JRN q JRN

Sendo {uy,} uma sequéncia minimizante em M, p, para o funcional J,, 5, € pelo Lema 2.12

temos
Jag bo (un) = uejl\/rllf Jag bo (u) +o(1) = m;(),bo +o(1) =m™ +o(1).
ag;bg
Dali
fn / 1= b)lunlPdz = o1
% [ = bl pds = of1)
e
2
= a_|up|?dz = o(1).
q JRN

Para garantir o resultado a partir destas duas igualdades acima, precisamos mostrar que
t, =+ 0, isto é, que existe ¢y > 0 tal que ¢, > cg para todo n.

Suponhamos por absurdo que ¢, — 0 quando n — co. Como Jy, b, (un) = m> + o(1), pelo
Lema 2.6, ||uy||a é uniformemente limitada e por isso ||t u,||4a — 0 quando n — oo.

Como tpu, € M, segue que

p—2
Joo(tnun) = (2]?) thun|’,24 — 0,

o que contradiz o fato Juo(tnuy,) > m® > 0. Desse modo

/ (1= b1) un|Pdz = 0(1)
RN

q _
/RN a_|un|%dz = 0(1).

Isso implica que ||up ||} = [px |un|Pdz + o(1) e assim Joo(uy) = m™ + o(1).
Podemos concluir a tdltima afirmagdo do Lema usando a volta do [51, Lema7], de onde

obtemos que {u,} é uma sequéncia (PS)y,~ em H}(RY) para Joo.

O resultado a seguir é de fundamental importancia para a obtengao da terceira solugao.
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Lema 2.15. Considere o conjunto C = {u € Jag,bo (W) < Moo +1lo}. Existe um lop > 0 tal

ag,bo’

que
x
/|x|(|Vu|2+u2) £0
para todo u € C.

Demonstragio. Suponha por absurdo que nao exista tal Iy, entdo, vai existir uma sequéncia {l,, }

tal que para todo n € N existe u € M__

a0.bo €O Jag.b(4) < Moo + 1y, mas [ |§—|(|Vu]2 +u?) = 0.

Podemos assim, tomar {u,} € M,

o.bo d€ modo que Joq by (1) = Moo + 0(1) < Mo + lp. Com isso

e pelo Lema 2.14 segue que {u,} é uma (PS),, -sequéncia em H}(RY) para Ju.
Usando o Lema 2.6 vai existir uma subsequéncia {u,} e ug € H4(RY) tal que u,, — g
fraco em H(RY). Pelo Lema de Splitting como em [30, Lema2.3], vai existir uma sequéncia

{z,} C RY, e uma solugdo positiva wy € HY(RY) de (E*) tal que
||un(z) — wo(x — 5)||la — 0 quando n — oc. (2.85)

Mostraremos agora que |z,| — oo quando n — co. De fato, suponha o contrario, entdo

teremos {x,} limitada e vai existir o € R tal que z,, — xg. Dai, por (2.85)

/]RN a_|uy|%dx = /]RN a—(x)|wo(z — zp)|%dx + o(1)
= [, -+ mlun(a) e + o)

= / a—(z + xo)|wo(z)|?dz + o(1),
RN

o que é um absurdo pelo resultado obtido no Lema 2.14. Entdo, podemos assumir que ";—Z‘ —e

SN—l

quando n — oo, onde e € . Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

x T+
0 = (| Vun|* + ul)d :/ = (|Vwn|* + w})d
L Vel e = [ (T

Chegando em uma contradigao. Isso nos leva ao resultado que queriamos demonstrar. [

Nos proximos lemas estabeleceremos algumas estimativas necessarias para chegarmos ao
ultimo resultado desse capitulo. Para isso, faremos as seguintes consideracoes.

Por (2.11), (2.25) e Lema 2.4, para cada u € M, p, €xiste um unico to (u) > 0 tal que
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to (u)u € Mgy p, €

> 0.

(2 — q)lJul3 )

to (u) > tmax(u) = ((p —q) Jagn bu(x)|ulPdx

Recordamos que

p—2 _
To=(2—q)2_q p—2 < Sp >p q.
Ha—&-Hq’ p—q

Além disso, considere

2—gq p—2

2 —

g, | @Dt plballee) [ (<p—q><1+m|b/a|roo>)” |

b—gq
(2—q)Sp
A partir disso apresentamos os resultados a seguir.

Lema 2.16. Para cada A\ >0 e > 0 com AP=2(1 4 pl|b2|]00)?77 < (q/2)P~2Yy, temos

(2) [ty (w)]P < 8, para todo u €

a)\,b,ﬁ

(i1) [gn bolufPdz > eu(zzq)mm para todo u € M, ,

Demonstragdo. (i) Para u € Mg, , temos

2 am P
iy~ [ atultde— [ blupdz =o.

Em particular, como u € M, , segue que F//(1) < 0 de onde

-l < (p-q) [ bulurds.
RN

Vamos a partir daqui dividir em dois casos: primeiro, se ¢, (u) < 1. Como 6, > 1 para todo

p > 0 temos ¢, (u) < 1 < 6,, como desejado.

Agora, se t, (u) > 1,
to @V [ bolulPde = [ty (w2 lalfy — ltg @) [ a-fulda

— 1t @ (Nl ~ 5 @12 [ a-fulvde)
ty ? (1fully - [ a-fulde)

IN

dai
Lo llulld — fon afufide
Jon bolufPd

[ty (w)]?

(2.86)
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Além disso, por (2.11) e pela desigualdade de Sobolev,

lully < 22 / bulubdz < E=200 4 ool [ ol
2 — 2 — RN

2—q
—q)(1 b2 /b1||s0
(2-9)S
Assim
/2 =
- 2—-q)Sp -
(P — @)1+ pl|b2/b1]|0)
Como consequéncia dessas trés desigualdades apresentadas acima obtemos
2 — _|ul9dx 1 Jrn a—|ulldx
P2 < |[ul% f]RNa |ul _ ulld [ 1+ /R
s T s T ol 1 Tl
f]RNa |u|?da
< rulbami (5-2) (14
2—q [full%
[la—1]q*
< rulbamibo (5-2) (14
2-4 Il 532
2-¢
p—q p— )1+ pllba/bi]loe) \ 7 p=2
< plba/onlo) (570 (15 fa i <( 1+ plln/n] )) — 0,7
(2-q)55
Concluindo com isso que [t (u)]P < 6y, para toda u € M, by

(i) Usaremos nessa parte o resultado mostrado no Lema 2.12 que diz que

inf, ey | Jaoso(u) = m. Veja que, para t5 (wu € My,

ag,bo’
m>® = Jagp(ty (w)u)
= (5-3) Pl + (; - ) @) [ b-lupds
< (G-2) ey [ bl

de onde obtemos

/ b_|ulPdz > P4 >m°°.
RN

1
[ty (w)]P <p —q

Sabendo que [ty (u)[P~2 < 6,7 , podemos entdo concluir que para u € M a0.bo

pbq
b_|ulPdr > ————m™>.
/ lu 0,(p —q)
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O]

No préximo capitulo usaremos um resultado de teoria de categoria para obter uma terceira
solucdo. Para isso precisaremos de construir uma certa homotopia e o resultado a seguir nos
mune de ferramentas para essa construgao.

Antes de enuncié-lo, para garantir que o conjunto de funcdes u € HY (RV) que satisfazem as
condicoes do lema ndo é um conjunto vazio, lembramos que no final da Proposicao 2.5 mostramos
que existe ko > 0 tais que para todo k > kg, vai existir um t* > 0 tal que uj\ryu + t*wy, € Ma;bu

com J/\»#(uj\L,u + trwy) < m;;,bu + m™.

Lema 2.17. Existem Ao > 0 e ug > 0 com

p—2 2—q q P2
Ao (14 pollbr]leo)™ 7 < 2 Yo,

tais que para todo A € (0,\g) e p € (0, ug), temos

/R L (1Yl + u?)dz £ 0

N |z|
para todo w € My, = com Iu(u) < m;;\,bu +m>.

_l’_

ax,b, Pelo Lema 2.4(i) vai existir um ¢, (u) > 0

Demonstragao. Sejau € M, , com () <m

e usando também o Lema 2.7(ii) teremos

Du(w) = iggJA,u(tU)ZJA,u(ta (u)u)

= aga(ty ) = 2 o fupras
i P [
_ Op/RN bolulPdz.

Agora, usando o Lema 2.16 e as desigualdades de Hoélder e Sobolev

_ Alty (w)]? q plto (w)]P »
Tagsoty ()< T+ 205 [t RO |t
a/p q 9 P
« 310 POullballoe o
< gt S gl + EE B

ax,by

Veja que por hipétese Jy ,(u) < m:{A by +m®> < m®, com isso e pela desigualdade (2.27), para

cada A >0 e p > 0 com MW ~2(1+ pl|ba||oc)?™? < (%)Yo, vai existir uma constante ¢ independente
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de X e p tal que ||ul|a < ¢ para toda u € M b, com Irp(u) <m? b, T m>. Dal,

ax, ax,

- \gY/P _a 0 1b _p
Taai 65 ) €y 44 20 o, oy 2l g B

- axy,

Seja lp > 0 como no Lema 2.15. Entdo vio existir Ag e zg positivos com AP~2(1+pu|[b2||00)? 79 <

()Xo, tais que para A € (0, Ag) e u € (0, o)
Jag,bo (t (w)u) < m™ + 1. (2.88)
Como ty (u)u € My, p, €ty (u) > 0, pelo Lema 2.15 e 2.88

L (19 (wuf? + (65 (wu)da # 0,

N |zl
nos dando que

i U2 u2 X
L pog (7l ) 20,

para toda u € M, com Tapu(u) < m;,bu + m™. O

2.7.2 Obtendo a Terceira Solucao

Para mostrar o Teorema 1.2 apresentaremos alguns conceitos necessarios para aplicar a teoria

de categoria. Esta ideia foi utilizada por Adach e Tanaka [1].

Definicao 2.1. Seja X um espago topolégico. Um subconjunto néo vazio Y C X é dito contratil

se eziste xop € X e uma aplicagio continua v :[0,1] x Y — X, tal que

v(0,2) =z ; para todo x € Y,

v(1,2) =z ; para todo © € Y.

Definigcao 2.2. Definimos

cat(X) =min { m € N;3Im subconjuntos fechados Y1,...,Yy, C X, tais que

Y; € contrdtil a um ponto de X para todo i e UL, Y; = X}.

No caso de ndo existir uma cobertura finita para X de conjuntos Yi,...,Y, C X, tais que Y;

é contrdtil a um ponto de X para todo i € N, dizemos que cat(X) = oo.
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Para obter nosso resultado, precisaremos também dos dois resultados que enunciaremos a

seguir.

Lema 2.18. Seja X ¢é uma variedade de Hilbert e J € C1(X,R). Assuma que exista co € R e
k €N,

(1) J satisfaz a condi¢io PS para todo nivel ¢ < cy;

(1) cat({x € X; F(x) < co}) > k.

Entio J(x) tem pelo menos k pontos criticos em {x € X;J(z) < co}.
Demonstragio. Conforme Ambrosetti [8, Teorema 2.3] O

Lema 2.19. Seja X um espacgo topolégico. Suponha que existam aplicagcoes continuas
d: 5N 15X, U.Xx SN

tais que W o ® é homotdpica d identidade em SN™L, isto é, existe uma aplicagio continua

€:00,1] x SN=1 — SN=1 tal que

£(0,x) = Wo ®(x) ; para todo z € SN,
¢(1,xz) =z ; para cada © € SN7L.
Entao cat(X) > 2.

Demonstragiao. Conforme Adachi e Tanaka [1, Lema 2.5] O]

Para usar esse lema que acabamos de enunciar, procuraremos mostrar que para um € > 0
suficientemente pequeno

cat([Jy, <mi , +m™ —¢]) > 2. (2.89)

ax,bu

Considere ko e u™ + s;towy, conforme a Proposicao 2.5. Para k > ks, definimos a aplicacao

Doy b, SN-1 _, H}‘(RN) por
Dy, p,(e)(x) = ut + sitowo(x + ke) = ut + sjtowy, para e € SN—1,
Para ¢ € R™, denotamos
[ <c={ue Ma},b;ﬁ“ >0,Jy, <}

Temos entdo o seguinte resultado
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Lema 2.20. Eziste uma sequéncia {e,} C RT com &, — 0o quando n — oo tal que
@ak,bM(SNfl) C [y < m:{k’bu +m> — ey

Demonstracio. Conforme a Proposicao 2.5, para cada k > ko, temos u™ + sjtowy, € Ma—x,bu e

sup J,\M(uJr + twy) < mjw# + m®

>0

uniformemente em e € SV~!; lembrando que wy(x) = wo(x + ke).

Note que @, p, (SN-1) ¢ um conjunto compacto. Dai obtemos que Iap(ut + sitowy) <

m:{A b, T m — g,,. De onde concluimos o que queriamos demonstrar.
O
Denotemos Q) , = {u € M, b I < m; b, T m>}. Nosso objetivo é mostrar que este

subconjunto da M C; by tem categoria maior ou igual que 2. Para isso, vamos comecar definindo
k)

a seguinte fungdo W, p,, conforme o Lema 2.17

. N—1
\Ija,\,bu : QNM — S

por
o (17 auf? + u)?)d

" T & (VaulP + w)2)da]

\Ija)\ 7b,u (u)

A partir dessas considera¢oes mostraremos o resultado a seguir, no qual construimos uma
aplicacao homotdpica a identidade, necessaria para aplicarmos ao nosso problema a teoria de

categoria.

Lema 2.21. Sejam Ao e po como no Lema 2.17. Entao para cada X € (0, o) e u € (0, uo), vai

existir ky > ko tal que para k > k., a aplicacao
\Ijambu o (I)a)\,bu : SN_l — SN_I

€ homotopica a identidade.

Demonstragdo. Seja 3. = {u € HY(RN)\ {0}; [z~ éj(’vAuP +u)?)dx # 0}. Definimos
@aA,bu : Z — SNil

por
- Jrw |§f|(|VAu|2 +u)?)dx

v, =
) e IV au+ Py
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uma extensao de Ve, -
Veja que ¥ é de fato uma extensao ja que sob as hipéteses do Lema 2.17, para toda u € Ma;bu

com Jy ,(u) < m;&,b# +m™>, tem-se [pn é—‘(]VAuP +u)?)dx # 0, de onde segue a inclusio

D <mf,, +m] €Y = {ue HY®Y)\ {0); /RN %(yvm? +u)?)dz £ 0},

Como wy, € 3. para todo e € SNV~1 e k suficientemente grande, tomamos 7 : [sy, s3] — SNV 1,

uma geodésica regular entre aax,bu (wg) e @ax,bu(q)ax,bu (e)) onde

Y(s1) = Way b, (Wi)

/7(82) = \I’ax,bu ((I)a)\,b” (6))

Lembrando que wy(z) = wo(z + ke) para k € R, e € S"" ! e @, 5 (e)(x) = u;\ru + sitowg(x);
com s; como na prova da Proposicao 2.5 tal que u}\LM + sitowg(x) € M(; bt

Por um argumento similar ao utilizado no Lema 2.15, existe um k, > ko tal que para k > ki,

wo (x—l— EZ para todo e€ SNl e fe[1/2,1),

: >
——e
2(1-0)
onde wp é uma solugio positiva de P, em HY(RY).

Queremos agora construir uma fun¢do ¢ de modo a ter que a sua composi¢do com a ¥ seja

homotépica a identidade. Para isso definimos

Cu(0,e) :[0,1] x SN-1 5 gN=t

por
v(20(s1 — s2) + $2) para 6 € [0,1/2);
G(0,e) =3 W, 4, (wolz + ﬁe)) para 0 € [1/2,1);
e para 6 = 1.
Entao

Ck(0,e) = (20(s1 — s52) + 82) = V(s2)

Yoy b, (Pay b, (€) = Yay b, (Pay b, (€))
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o que faz sentido j& que Jg, p,(P(e)) = Jax:bu(uj\L,u + s1to W) < m;_»bu + m®. Além disso,

Ck(l, 6) =

Ja foi visto que u;\ru € C(C). Precisamos mostrar ainda que limy_,1- (x(f,e) = e e

lime 1- Ck(0,e) = ambu (wo(z + ke)).

Prlme1ramente observe que se 6 € [1/2,1)

Ck(6,€) +@ax,bu (uo(x + k)e)>

com

Lo m(mafo(er gl folergige)]) e
= [ o TV o)

N — 5 21— 9)€’

2
= (p—p2) m>e+o,(1) se 6 —1".

L. = Jon 15V aul?+u)?)de
Como pela definicao W, 3, (u) = |FN = (Y AuP T
R

||

segue que limy_,;- (x(6,e) = e.

Além disso,

lim (6, €) = y(s1) = Yoy b, (i) = Wy, p, (wo(z + ke)),

9—>—
ja que ¥ : 3 — SN=1 ¢ continua.
Assim concluimos que (x(6,¢) € C([0,1] x SN=1, 8N=1) ¢

(1(0,€) = W(d(e)), para toda e e SN!

(r(1,e) = e para toda e € SV e para todo k > k.

Concluimos entao que ¥ o ® é homotodpica a identidade.

O

Lema 2.22. Para cada A € (0,X), 1 € (0,0) e k > k*, o funcional Jy , tem pelo menos dois

oy — + 00
pontos criticos em Qy , = [y, < My b, +m .

Demonstracao. Pelo que vimos no Lema 2.21, a aplicagdo W o @ é homotodpica a identidade em

SN=L para A € (0, o), € (0, 0) e k > k*. Além disso, observe que o dominio da ¥ é igual &
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imagem da ® e é dado pelo conjunto que chamamos de Q) . Assim, cat(Qy ) > 2, cumprindo
a hipétese (i7) do Lema 2.18.

Ainda, sob essas condigoes Jy , < m;&,b# +m® para todo u € Q) , e pela Proposicao 2.11 se
{un} C M ap € uma sequéncia minimizante em HY(RYN) de J A,u, entao existe uma subsequéncia
{un} e up € H3(RY) ndo nulo, tal que u, = up + o,(1) forte em H4(RY) e Jy ,(uo) = B, nos
dando que Jy , satisfaz P.S. o que cumpre a condigao (i) do Lema 2.18.

Desse modo podemos concluir que Jy , tem pelo menos dois pontos criticos em Q) ,,.

O]

Prova do Teorema 1.2. Para A € (0,)\), p € (0,0), usando o Teorema 2.3 e o Lema 2.22
podemos concluir que o problema (P;) tem pelo menos trés solugoes u;\r g Ul € Uy com

+ +
uy, € M

anb, UL €Uy € Max,bu‘ O que conclui a prova do Teorema 1.2.

O]

2.8  Quarta Solucgao

Trabalharemos nesta secdo com estimativas dos niveis de energia do funcional associado ao
problema principal para provar a existéncia de uma solucado cujo nivel de energia satisfaca as
condigoes da Proposicao 2.11(ii), ou seja, uma solugao distinta das trés solucoes ja encontradas

nas secoes anteriores.

Para a > 0, definimos

1 1
Jo,abe (u) = */ |VAU|2 + u?dx — */ abolulPdz,
2 JrN P JRN
Mo,apy = {u € HY(RN)\ {0}; (Jg apy (u), u) = 0}

Agora, definimos o seguinte conjunto das fun¢des de norma unitdria

B={ueHyRY)\{0}u>0 e [[ulla=1}.

Lembremos que para cada u € H}(RY)\ {0} existe um tinico ¢~ (u) > 0 e to(u) > 0 tal que
t(u) € M, b, © to(u) € Mpyp,. Com o objetivo de aplicar o argumento minimax de Bahri-Li

A

apresentaremos o seguinte resultado.

Lema 2.23. Para cada u € B teremos
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1) Fxiste um unico t§ = t§(u) > 0 tal que tu € My qp, €
0 0 ,bo

o p—2 » p;—22
sup Jo,ab, (tu) = Jo,ap, (tou) = e / abo|ulPdx .
t>0 D RN
(74) Para p € (0,1),
(1-p)7= 2
— —p)r~ —q _a_ 2
R GIODE - Iopolto()u) — 2o (08,7 (N fa]|p)
(L + pf|b2/b1|oc) P2 1
e
(14 p)72 2—¢q _a_ 2
Tuna (¢ (00) £ S22 gy o) + 222 (6,)7 Ol g -+ lla- 1) 75

Demonstragio. (i) Para cada u € B, seja

1, 1
Koult) = Jo.an(tu) = 52 = 57 /R _abolupd,

entdao K, (t) - —oo quando t — oo e

K(f) = t — 7! / abo|ulPdz.
RN

Assim, K (t§) =0, e t§u € Mo a1, quando

_1
18 =15 (u) = (/RN abo\uv’dx) o,

Além disso, K[/(t) =1 — (p — 1)tP72 [pn abo|ulPdz. Dai em t§(u) temos
Kz(t%) =2 —p< Oa

ou seja, t§ ¢ um ponto de maximo de K.
Entao, existe um tnico t§ = t{(u) > 0 tal que tfu € My p, € ainda, como por definicao
K, (t) = J(tu) obtemos

—2

p—2 2-p
sup Jo ab, (tw) = Jo,ab, (tou) = e (/ ab0|u|pd$> .
t>0 p RN
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(73) Seja oo = (1 4 pl|b2/b1]lec)/(1 — p). Entdo, para cada u € B e p € (0,1), temos

—q
| altsultds < 287 Jlay o ll6gully

2

2 2
—4q ] 3—q 4 910 q
< —5*(@&»2Mm+m02 +§(@wu%mu)q

2—q _9q
= —5 (pSp) > ( ME IIto 1% (2.91)

Entéo, pela parte (i) e por (2.91),

supJaA bo(tu) > Jayp, (tow)

1—-p 5 2—q _a_ 2
TWSUHA - W(Psp)q‘2 (Alla|[g+) 2

bs/b1||oo
_(1+HH 2/ 1|| )/ boltg‘ulpdx
RN

p
= (1= p)Jo.an (t§0) — oL (pS,) 7= (Al |lg) =

Y

2q
p

- w20 7) o 29087 (Alfasllp)

2((1+ llba/ ) s bolulrdz)™® 24

p
1—p)p-2 2 — _q_ 2

= AR () — 208,75 (O a g)

(1 + e/ ]| o) 7 a

Ainda, pelo Lema 2.4 e pelo Teorema 2.7,

sup Ju, b, (tu) = Joy b, (t (w)u).
t>0

Desse modo,

p
1—p)p—2 2—q _a_ 2
B2 o)) — 252 8,)7 (o )75

Jar b, (1 (W)u) = =
(1 + pl|b2/b1]]o0) 7=

Ainda, pelas desigualdades de Hélder, Sobolev e de Young,

-9
[ osltuttas] < [ auitar < Ollas g+l )57 il
RN RN
2—q _a_
< —5 (S o+ llallg)™ + L Ht 1%
Ainda,
Jarp(tu) = ——t"+ 5 (pSp) =2 (Mla|lg= + [la—]lg=)== —p/RN bo|tu[Pdx
(1+p)72

2—q _a_ 2
< 5 Jon(to(uw)u) + Qiq(psp)q*2 (Allatlgs + lla[g) ==
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Assim,

(1+p)72 29—q, ..o 5
D2 o) + (08,7 (W lg- + [la-[lg-) 5.

Jan (E (wu) < >

Como queriamos demonstrar.

Observe que como Mg, 4, > 0 para todo A € (0, \g) e p € (0, pp), definimos

Loy b, (u) = igg Jayp, (tu) = Jay b, (7 (u)u) > 0,

onde ¢~ (u)u € M, p,- Podemos ver que se A, p e lla_||q+ forem suficientemente pequenos,

poderemos usar o argumento de minimax de Bahri-Li [10] para o nosso funcional Jg, 5,. Seja
Loy b, = {7 € C(BN(0, k), B); vlopn (o,k) = wi/|[wk [}
para valores de [ suficientemente grandes.
Definimos
n = inf sup [ x)) e ngp, = inf sup I x
ot = Jof xeRI?V ax,b, (V(2)) o0 = Jnf reRI?\’ 0,60 (7())
Pelo Lema 2.23(ii), para 0 < p < 1, temos
(1-— p)iﬂ%2 2—q _a_ 2
Mayt 00— 5 (pSp) 77 (Al )7 (292)
(L+ sl /b o) 72 q
e
p_ 2—q _a_ 2
Nay by < (14 p)72n0,p, + ——(pSp) 772 (Mla|lg= + [la—]lg-)>=7. (2.93)

2q
Precisaremos das estimativas sobre os niveis de energia como a seguir.

Lema 2.24. m™ < ngy, < 2m.

Demonstragio. Pelos resultados de Bahri e Li [10] temos que a equagao (Ejyp,) admite pelo
menos uma solucao ug com Jop, (uo) = ngp, < 2m>. Além disso, pela condigao (C1), a equacao

(Eop,) nao possui uma solucdo de energia minima. Assim, m™ < ngp, < 2m*. d

Teorema 2.3. Sejam Ay e pg como no Lema 2.17. Entdo vao existir valores positivos ):0 < Ao,

fio < po e v < vg tais que para A € (0, X0), € (0,4i0) € lla—|lg- < vo, temos

ax,by

+ [e%¢) [e%¢)
Mo, b, +m™ < ngyp, <M +m™.
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Além disso, (Py) admite uma solugdo Vay b, COM

Ja‘)\vb# (U(l)\,bu) = na‘)ub# :

Demonstragio. Pelo Lema 2.23(ii), temos para 0 < p < 1

P
- (]' _ p)PfQ 0o 2— q —4_ 2
My by = =M = 27(/)519)“2 (Allay]lg)2e
(1 + ] [b2/b1|[00) P2 q

P 2—q _a_ 2
< (14 p)r2m™ + ——(pSp) 12 (M]atlgr + [la—]|g) 7.

m 2q

ax,by

Para cada € > 0 existem valores positivos A < Ao, i < po e vy tais que para A € (0, ):1),

e (07/'21) € ||a*”q* < w1, temos
m™ — e <ng,p, <m> +e

Entao,

2m> — € < ng, p, +m> <2m> + e

Usando 2.92 e 2.93, para todo § > 0, vao existir valores positivos ):2 < Ao, 2 < g e 1o tais

que para A € (0,A\2), p € (0, /i2) e ||a_]|| < v2, tenhamos

Nop, — 0 < Nay b, < M0,by T 0.

Fixando valores pequenos de 0 < e < (2m™ — ngy,)/2, sendo m™ < ngp, < 2m>,
e escolhendo § > 0 de modo que para A < Ao = min{A\;, \o}, p < jip = min{i1, ix} e
lla—||g= < vo = min{vy,1»}, teremos

+

mak,bu

o0 (o) o0 — (o]
+m> <m™ < ng,p, <2m —e<ma%b“+m.

Desse modo, pela Proposigdo 2.11(ii), obtemos que o problema (P;) tem uma solugao vg, p, com

J

ax,bu (Ua,\,bﬂ) = Nay,by-
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Prova do Teorema 1.3: Com o resultado do Teorema 2.3 podemos completar a prova do
Teorema 1.3. Para A € (0, \o), st € (0, 4ip) e ||a_||4+ < vo, utilizando também os resultados dos

Teoremas 1.2 e 2.3, obtemos que a equagdo (P;) admite pelo menos quatro solugoes.



Capitulo

3

O Problema (P»)

Neste capitulo estamos interessados em estudar a seguinte classe de problemas elipticos

—AAU +u = a($)|u|q_2’u + b(x)|u|p_QU,

P,
) u € HY(RY),

onde z e RN, 2<g<p< 2= ]3—]_\72, a e b sdo funcdes que podem mudar de sinal e satisfazem
algumas condigoes adicionais. Além disso, u € HY(RV) e A : RY — RY é um potencial magnético

L%OC(RN ,C). Discutiremos nesse capitulo a existéncia de solugoes e, variando as hip6teses sob as

fungbes peso, estudaremos a existéncia de infinitas solugdes para o problema em questao.
Recordaremos neste ponto as hipoteses deste problema e os resultados que procuramos

mostrar neste capitulo. Antes disso, aproveitamos para fazer a defini¢cdo a seguir.

Definicdo 3.1. Seja g € E(RY) e j € Z. Dizemos que a fungio g é 1—periédica em x; se
9(9517 T2y weey Ly 71'71) = g(xla T2y eeey T +]7 "'7xn)7

para i =1,2,....n.
No que se segue, assumiremos que a, b satisfacam algumas das seguintes hipoteses:
(D1) aeLTebELS,ondel<ﬁ<%el<ﬁ<%;
(D3) a,be L>®RYN), lim SUP|g| 00 @() < 0 € imsupy,) o0 b(w) < 0;
(D3) a,b e L>®(RY), e o potencial A e as fungdes a e b sdo 1-periédicos em x1, 29,...,Zp;

(D4) b>0 e o conjunto {x € RV;b > 0} tem interior nio vazio;

(D5) a <0 e o conjunto {z € R™;b > 0} tem interior nio vazio.

85
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As condigbes (Dy) e (Dj5) aparecem primeiramente em [41, Exemplo 4.3] em que é estudada a
existéncia de solugbes positivas para um problema com o Laplaciano usual e em dominio limitado.
Também Jalilian e Szulkin em [40], utilizam as hip6teses acima para tratar um problema eliptico

em RYV.

Teorema 3.1. Suponha que (D1) ou (D2) e (D4) ou (Ds) sejam satisfeitas. Entdo o problema

(P2) tem infinitas solugoes.
Para nosso préximo resultado precisaremos da seguinte definigao.

Definigao 3.2. Considere o conjunto O(u) := {u( - —k): k€ Z"}. Chamamos O(u) de drbita
de u sob acio de ZN. Dizemos que duas solu¢ées ui e us sdo geometricamente distintas se

A partir da definigdo feita acima podemos observar que se (D3) é satisfeita e u é solugdo de
(P,), entao todos os elementos do conjunto O(u) também sao solugoes.

Enunciaremos agora nosso segundo resultado.

Teorema 3.2. Suponha (Ds3) e também (Dy) ou (Ds) sejam satisfeitas. Entdo o problema (Ps)

tem infinitas solugdes geometricamente distintas.

Para a demonstracao deste teorema usaremos a ideia do que foi feito em [40].

Inicialmente definiremos o funcional associado ao problema em questdao. Utilizaremos a
variedade de Nehari e a aplicagdo fibracao para relacionar os pontos criticos do funcional com os
pontos criticos do funcional restrito & variedade.

Mostraremos que a variedade de Nehari é fechada e de classe C? sob cada uma das hipoteses
dos teoremas acima.

Sob as hipéteses do primeiro teorema deste capitulo, mostraremos que a condigdo PS ¢é
satisfeita na variedade e usaremos um argumento de género de Krasnoselskii, para concluir este
primeiro resultado.

J4a sob as hipéteses do segundo teorema nao temos a condigdo PS, dai precisaremos de usar
um argumento do tipo deformaciao baseado em uma ideia de Szulkin e Weth [49] para mostrar a

existéncia de infinitas solugdes geometricamente distintas.

3.1  Consideragoes Iniciais para o problema ()

Nesta se¢ao definiremos a variedade de Nehari associada ao problema (P;) e sua relagdo com
a aplicacdo fibracao. O estudo a ser feito a seguir é semelhante ao que foi feito para o problema

anterior e o faremos de forma mas sucinta.
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O funcional associado ao problema em questdo é dado por

1 1 1
I(u) := 5HuHi‘ — q/RN a(x)|ulldr — 5 /RN b(x)|uPdx

e desde que (D;), (D2) ou (Ds) forem satisfeitas teremos que o funcional é de classe
C*(H)(RY),C).
Podemos ver também que os pontos criticos do funcional sdo solugées fracas do problema

().

Proposicao 3.1. Se (Dy) ou (Ds) forem satisfeitas, entio o funcional I mdo é limitado

inferiormente em HY(RY).

Demonstragio. Considerando sem perda de generalidade que [pn b(x)|u[Pdz > 0, para alguma

u € HY(RN) com u > 0 em RY e considere t > 0, assim

I(tu)

t 2 _ U ad r b Pd
—ul|3 — — a(x)|u|fdr — — z)|u|Pdz

1 1 1
P 4— / 1q —7/ b Pd )
(ztp_QHUHA T RN@(CU)\UI T Jaw (@) |ul"dx

Tomando t — oo, como 2 < ¢ < p < 2%, temos que [(tu) — —oo, isto é, I nao é limitado

inferiormente em H(RY). O

3.2 Variedade de Nehari associada a (P)

Queremos encontrar um subconjunto de H}l (R™), onde o funcional I seja bem comportado,

ou seja, onde esse funcional seja limitado inferiormente. Definimos entao
M = {u € Hy(RV)\ {0} : (I'(u), u) = 0}.
M é a variedade de Nehari associada ao funcional I. Assim,
ueMe I'(u)u =0

|ul[4 — /RN a(x)|u|?dx — /]RN b(x)|ulPdx = 0. (3.1)

Observamos que M C H} (RY) e agora vamos encontrar o funcional definido sobre a variedade

de Nehari.



38

Note que para u € M

I(u) = I(u)—~=I'(u)u

(3- ¢z - (5 -2) [, lupas
3o b= (5 =2) [ ow)lulraa.
p g P/ JR

Veremos agora que o funcional I é bem comportado na variedade de Nehari.

Corolario 3.1. Suponha que (D) ou (Ds) seja satisfeita, entdo o funcional I € limitado

inferiormente em M.

Demonstragio. De fato, por (3.1) e por (Dy) temos

1 1 1
1) = sl - [ a@hptdr - [ b

1 1 9 (1 1)/
e N 1 A b(x)|uPdx > 0,
(3-2) = (5=1) [ blaturas >

ainda, quando (Dj3) for satisfeita

L 1/ , 1/
—|ul|%4 — = a(z)|u|dx — = b(z)|ul|Pdx
Sl =+ [ a@ettds = [ ol

11\, (1 1)/ .
= (=== l|lul|4—1-—- a(x)|ulfdx > 0,
(3= (5 =) [, a@luldo >

I(u)

0 que conclui a prova.

O]

Faremos agora algumas consideractes e apresentaremos algumas propriedades da Variedade

e sua relacdo com a aplicacao fibracao.

3.3 Aplicacao Fibragao

Definiremos agora a aplicacao fibragdo associada ao funcional I, que sdo as fungdes da forma
T, :t — I(tu); (t > 0), analisaremos seu comportamento e mostraremos sua relacdo com a
variedade de Nehari.
Se u € HY(RY), temos
14

t? P
Tt = Gl [ a@luptdz = [ b, (32)



T(0) =l — ot [ a@lultde =t [ @), (33)

TU(0) = Julfy — (= Ve [ a@)ufde = (=062 [ b@)uPde. (34)

A proposicao abaixo relaciona a variedade de Nehari e a Aplicacao Fibracao.

Proposicdo 3.2. Seja T, a aplicagio definida acima e u € HY(RY), entdo
(i) u € M se, e somente se, T, (1) = 0;

(19) Mais geralmente tu € M se, e somente se, T, (t) = 0.

A partir das defini¢oes feitas, vamos analisar o comportamento da aplicacdo fibracao a fim

de obter informagoes sobre nosso funcional.

Observagao 3.1. Note que se u € M, isto €, T\ (1) = 0, entdo

T = -l -e-o [ b@lurd (35)

= C-pllulfi~(a-p) [ a@)ulds (36)

3.3.1 Anaélise da Aplicacao Fibracao

Descricao da funcao m,,

Nesta parte do trabalho, veremos que a natureza essencial da aplicagdo fibracao T, é

determinada pelo sinal de [pn a(z)|u|?dz e de [pn b(x)|ulPdz. Para isso, consideremos a funcao
() = —5lluls — 7 [ b@)fuldz; ¢ >0 (3.7)
mu(t) = ollulla = | b@)ul d; .
Observagao 3.2. Note que, para t > 0, tu € M se, e somente se, t € solugdo de
ma(t) = / a(x)|u|9dz. (3.8)
RN
De fato, substituindo (3.7) em (3.8), temos
[ at@)ultde =e-ul 71 [ balupds,
RN RN

othHqu—/ a(a:)|u\qu—tp*q/ b(a)|ulPde.
RN RN

Multiplicando a equacao acima por t4

o:t2||u||?4—tq/ a(m)|u|qdm—tp/ b(a)|ulPde,
RN RN
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ou equivalentemente

I'(tu)tu = 0.
Logo,
tu € M.
Ainda, derivando (3.7) obtemos
ml,(0) = @ = Ot ully ~ (- " [ ba)ulda. (39)
R

Vamos agora analisar o comportamento de m,, para os casos a seguir.
(i) Quando [pn b(z)|ulPdz > 0, m, é uma funcéo estritamente decrescente.

De fato, sendo 2 < ¢ < p para t >0
() = 2= )t ully — (- e [ b@)urds <o,

sempre que [pn b(z)|uPdr > 0. Além disso, se t — 0 entdao my(t) — +o00. Agora, se t — 0o

entao my,(t) — —oo. Desse modo concluimos que m,(t) tem um tnico ponto de inflexdo em
1

_ 2 )
t; = ((p—q)(QfRJqV)LZL)AuPd“") "7 <0, e seu grafico tem um esbogo como na figura 3.1.

ma(t) |

Figura 3.1: Esbogo de m,, quando [gn b(z)|u|Pdz > 0

(it) Quando [pn b(z)|ulPdz = 0, m, também ¢é uma fungdo estritamente decrescente.

De fato, para t > 0 entao
my(t) = (2 = )t'[ul% <0,

sempre que [pn b(z)|ulPdz = 0. Além disso, se t — 0 entdo m,(t) — +00. Se t — oo entdo

my(t) — 0. Desse modo concluimos que m,,(t) tem o grafico como na figura 3.2.
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My (t)

t=

Figura 3.2: Esbogo de m,, quando [pn b(z)|u|Pdx =0

(#49) Quando [pn b(x)|ulPdr < 0, temos que m, é uma funcdo decrescente e depois crescente

@2—g)l[ul}
(r—9) o b(@)ulPda

7 . 7. p72 7’ .
com um 1inico ponto critico em tyin = ( ) . Além disso, nesse caso my,(t) > 0

para todo t > 0. Observando que

%g%mu(t) =00 e tlg]élo my(t) = oo,

podemos concluir que m,, tem grafico como na figura 3.3.

my(t)
A

>
tmin t

Figura 3.3: Esbogo de m,, quando [p~ b(z)|uPdz < 0

Observacio 3.3. E importante observar que, se tu € M, por (3.5) e (3.7) temos

T7,(1) = 7 m (1),



92

De fato,

1) = C=ofllfi - -0 [ bl

(@ = )t full — (- ) [ @) ulda)

= tm! (b).

Esta observagdo é fundamental, pois se conhecermos o sinal de m/, (t), conheceremos o sinal
de T}/ (t). Assim poderemos saber se T}, tem um ponto de minimo local, maximo local ou de

inflexdo.

Descrig¢ao da fungao T,

Vejamos agora a descrigdo da natureza da aplicacgao fibragdo para os casos em que (Dy) ou
(D5) for satisfeita.

(I) Quando (Dy) é satisfeita, vio existir u's € HL(RY), tais que [pn b(z)|u[Pdz > 0 com
desigualdade estrita. Observando o gréafico que construimos no item (i) acima, existem t,s,
solucao de (3.8) para qualquer valor de [pn a(z)|u|?dz. Nessas condigdes, para cada u tal que
Jgn b(x)|ulPdz > 0, existe um tnico ¢, > 0, tal que t,u € M. Ainda, ¢, > 0 é um ponto de
méximo para Ty, ja que T}, (1) = t97tm! (t) < 0 nesse caso. Por esta andlise, concluimos que o

grafico T, tem seu esboc¢o como mostrado na figura 3.4.

7,(t),

v

Figura 3.4: Possivel forma de T, quando [p~ b(x)|ulPdx > 0

(IT) Ja no caso em que a hip6tese (Ds) é satisfeita temos [pn a(x)|u|?dz < 0. Observando os
gréaficos 3.1, 3.2 e 3.3, vemos que a equacao (3.8) s possui solucao quando [pn b(x)|u[Pdz > 0.
Condigoes estas que ja foram analisadas no item (7).

A partir dessas observagoes temos o seguinte.
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Lema 3.1. Suponha que a hipdtese (D1) seja satisfeita e que a, b € LOO(RN).

(i) Se (Dy) for satisfeita e além disso tivermos [pn b(z)|uPdx > 0 ou [pn a(x)|u|?dz > 0,
entio a equagao T (t) = 0 tem exatamente uma solugdo t,, > 0.

Ainda, I(u) > 0 para toda u € M;

(it) Se (Ds) for satisfeita e [pn b(x)|ulPdz > 0, entdo a equagio T),(t) = 0 tem exatamente
uma solugdo t, > 0.

Além disso, 1(u) > 0 para todo v € M .

3.3.2 Propriedades da Variedade de Nehari

A seguir veremos que sob certas hipéteses a variedade de Nehari é de fato uma variedade.

Lema 3.2. Suponha que (D1) e também (Dy4) ou (Ds) sejam satisfeitas. Entdo a variedade de

Nehari é uma variedade de classe C?, fechada e tal que ||u||a > § > 0, para toda u € M.

Demonstracao. Seja u € M, uma consequéncia direta da definigdo da variedade nos da

|yu||§,:/ a(a;)\u|qczx+/ b(x)|ulPde.
RN RN

Dai, por Holder, Sobolev, por (D;) e pela desigualdade diamagnética temos

lullZ < llallellullg, + lbllsllully

< allallrlully + c2lbl]slull, (3.10)

onde ' = -5 | ' = % e ¢1, ¢ sA0 constantes positivas. Dividindo (3.10) por [|u||% obtemos
—2 —2

1< ealally[[ull% + cal bl]s| lul (3.11)

Suponha por absurdo que exista uma sequéncia {u,} € M tal que ||u,||la — 0, quando
n — 00. Entdo, como 2 < ¢ < p, por (3.11) chegamos que 1 < 0 o que é um absurdo. Segue que
existe § > 0 tal que ||u||4 > ¢ > 0, para toda u € M.

Mostraremos agora que a variedade de Nehari é fechada e de classe C2. A ideia é semelhante

ao que foi feito na demontragao da Proposicao 2.1. Defina o : X — R por

aw) = (') = |[ully — [ a(@)lulde = [ b(a)ulda.

Veja que o € C? e pela defini¢do de «, temos que M = a~1(0) \ {0}.

O fato de existir 6 > 0 tal que ||u||4 > 0 > 0, para toda u € M, nos da que M ¢é fechada.
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Precisamos mostrar que 0 é um valor regular de «, isto é, que para todo u € M, o/(u) é uma

transformacao linear sobrejetora. Como a imagem da aplicacdo a é R, ou seja, é um espaco de

dimensdo um, basta mostrar que o/(u) # 0 para todo u € M.

Observe que, para todo u € M

|yu||?4=/ a(m)\u|qu+/ b(x)|ulPdz.
RN RN

Ainda,

(@) =2l —q [ a@ulde—p [ ba)lulda.

RN

Agora, por (3.12) e (3.13) temos
(@) = @=alluly +@—p) [ b@lupda.
Se (Dy) é satisfeita entdo [pn b(x)|u|Pdz > 0 e por (3.14)
(o (u),u) < 0.
Ainda, por (3.12) e (3.13) temos
(). = @=pllullh+ p—a) [ ofx)uldr,
Dal, se (Ds) é satisfeita entdo [pn a(z)|uPdr < 0 e por (3.16)

(o (u),u) <0.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Desse modo, por (3.15) e (3.17) segue que o/(u) # 0. Concluimos assim que 0 é um valor regular

de «, nos dando que a variedade de Nehari é uma variedade de fato e de classe C?.

O]

Mostraremos agora que as mesmas conclusdes do lema anterior também sao validas quando

consideramos as hipéteses descritas no lema a seguir.

Lema 3.3. Suponha que a,b € L®(RY) e também (Dy) ou (Ds) sejam satisfeitas. Entdo a

variedade de Nehari é uma variedade de classe C?, fechada e tal que ||u||4 > 6 > 0, para toda

ue M



95

Demonstragio. Seja u € M e sejam a,b € L>(RY). Temos entio

s = [ oG@luldz+ [ b)ulds
RN RN
< lallol g + 1Bl Hull

< allallsolull}y + c2l[bllos| lul3, (3.18)
onde ¢y, c2 sdo constantes positivas. Dividindo (3.10) por ||u||} obtemos
1 < erlfallool[ully + c2llbllooul - (3.19)

Suponha por absurdo que exista uma sequéncia {u,} € M tal que ||uy||la — 0, quando
n — 00. Entdo, como 2 < ¢ < p, por (3.19) chegamos que 1 < 0 o que é um absurdo. Segue que
existe 6 > 0 tal que ||u||4 > 0 > 0, para toda v € M.

A demonstragdo segue como noLema 3.2. Concluimos que nessas condigdes a variedade de

Nehari é uma variedade de classe C? e fechada. O

A partir dos resultados que acabamos de fazer ji estamos prontos para relacionar os pontos
criticos do funcional restrito a variedade de Nehari com os pontos criticos do funcional definido

em todo o H(RM).

Lema 3.4. Suponha que as hipdteses dosLemas 3.2 ou 3.3 sejam satisfeitas. Entdo u # 0 € um
ponto critico do funcional I, se e somente se, é também um ponto critico de I|y.
Além disso, {un} C M € uma sequéncia (PS). de I se e somente se é uma sequéncia (PS).

para |y

Demonstragdo. Se u # 0 é um ponto critico de I, temos que (I’(u),v) = 0 para todo v € H}(RY),
em particular para u = v e pela definicdo da variedade de Nehari, temos que u € M. Além disso,
(I'(u),v) = 0 para todo v € T, M, de onde concluimos que u é ponto critico de I|y.

Por outro lado, seja u € M um ponto critico de I|y. J& sabemos que (I'(u), tu) = t(I'(u), u) =
0 para todo t € R, entdo para garantir que u é ponto critico de I em H}l (]RN ) falta mostrar que
(I'(u),v) = 0 para todo v fora de R, (espago gerado por u). Isso é o mesmo que mostrar que
.M L R,.

Para isso considere v € T,M, entdo existe um caminho ¢ : [0,1] C R — M tal que ¢(0) =u e

¢'(0) = v. Observe que

(I'(6(2)), 6(1)) = I"(6(2) (1) (t) + I'($(1)) ' (2)-
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Como ¢(0) =u € M, (I'(¢#(0)), #(0)) = 0. Assim, fazendo ¢t = 0 e multiplicando a igualdade

acima por u obtemos

1(6(0))6(0) (0)u + I'(6(0))& (0)u = 0.
Substituindo ¢(0) = u e ¢'(0) = v segue
(I"(u), u) (v, u) + (I'(u), u)v = 0.

Veja que (I'(u),u) = 0 e por (3.14), temos (a/(u),u) < 0, dai (v,u) = 0 para toda v € T,,M],
concluindo assim a primeira parte do lema.
Para mostrar a ida da segunda afirmagao deste lema, considere {u,} C M uma sequéncia
(PS). de I, isto é,
I(uy,) =c

1T (un)|| = sup  (I"(up),v) — 0. (3.20)
veHY;||v]|a=1

Primeiro observe que I(uy) = c¢. Além disso, temos

12 (un)[| = sup — (I'(un), w), (3.21)
WETy,, M| |w||a=1

conforme [52, Defini¢do 5.10], que também vai para zero, j4 que é um caso particular de (3.20), o
que conclui a ida.

Para mostrar o outro lado da afirmagéo considere {u,,} C M uma sequéncia (PS). para I|,
isto é,

Ilpm(uy) =c

[ fna () [ = sup  (I'(up), w) — 0. (3.22)
WE Ty, M ]| a=1

Do mesmo modo que anteriormente temos I'(u,) = I(u,) = ¢. Além disso, vimos que
HY(RN) = T,,M & R,,, assim, cada v € H4(RY) tal que ||v||4 = 1 pode ser escrito como

v=w+zcomweT, MezeR, . Desse modo, temos

17 (un)ll - = sup  (I'(un),v)

veHY;||v]|a=1
= sup (I'(un),w)+ sup (I'(uy),z). (3.23)

[[w]|a=1 llz[la=1
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O primeiro termo de (3.23) converge & zero por hipdtese e o segundo termo converge a zero pelo

mesmo argumento utilizado na primeira parte dessa demonstracao. ]

3.4  Preliminares do Teorema 1.6

Para provar o teorema 1.6 precisaremos de alguns resultados auxiliares. A fim de facilitar a

notacado vamos definir os seguintes funcionais

Afu) = /R a(@)|ufdz (3.24)

B(u) = . b(x)|u|?dz. (3.25)

Além disso precisaremos das defini¢bes a seguir.

Definigao 3.3. Dizemos que o funcional F é fracamente continuo quando F(u,) — F(u) sempre

que Uy, — u, para n — o0.

Defini¢ao 3.4. Dizemos que o funcional F' : X — X* é completamente continuo quando

F'(uy) — F'(u) sempre que u, — u, para n — 0.

Lema 3.5. Suponha que a hipdtese (D1) seja satisfeita. Entio, A', B' : HY(RY) — HY(RN)”

sd@o completamente continuos.

Demonstragio. Comegaremos provando que A’ é completamente continuo.
Seja u, € HY{(RY) com u, — u. Sendo {u,} limitada em H(RY), usando a desigualdade

diamagnética obtemos

/\V|un||2 < /|VAun|2 <C (3.26)

para todo n € R, de onde {|u,|} ¢ limitada em H'.
Passando a uma subsequéncia se necessario, pelo teorema de Rellich-Kondrachov [42, Teorema

8.16] obtemos

lun| — wem HY(RY); (3.27)
lun| — wem L, .(RY) para todo 2 <1 < 2*; (3.28)

lun| — wqt.p. RY; (3.29)
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Escolha vy, := |un|P~2u, — |u[P~2u. Por (3.29)
v, — 0 qt.p. em RY, (3.30)
Sabendo que |a + bt < 2071 (af + b') para t > 1 temos,

0nl 7T = [tn[P 2y — [P 2ul7
< 27T (Jup PN — (ufP) 7o)

= C(lunl” = [uf?). (3.31)

Observe que u € H}(RY), logo |u| € H', de onde

r—1

(™) " =liult, <o, (3:32)

j& que por (Dy) temos 25 < 2*. O mesmo vale para cada u, da sequéncia dada. Daf, por (3.31)
e (3.32) obtemos |vn|# € L.
Pela limitacdo de {u,} em H(RY), por (3.32) e (3.30) temos que {]vn|z’%1} ¢ limitada em

L1 (RN ). Isso nos dé que existe uma subsequéncia tal que
_b_ _r_
|op|P~T =0 em L71. (3.33)

Agora, tome w € H}(RY) tal que ||w||a < 1. Pelas desigualdades de Holder e Sobolev

obtemos

(A (un) = A'(uw),w)| =

/ a(z)vpwdz g/ |a(:c)|%]w||a(a:)|§vndm
RN RN
1

</RN !a(x)!\w!pdxy’ (/RN Ia(x)anyp'dx) %

<
1 o o
< all? ([ ol dn) ™ ([ la@liodz )’
RN RN
1 o
< Clalllfelly ([ late)lenl da) " (331

com C > 0 constante. Ainda a € L” = (L")*, com isso e por (3.33) temos que (3.34) vai para
zero uniformemente com respeito a ||w||4 < 1. O que prova que A’ é completamente continuo.

Para B’ a prova é anéloga. O

Agora, supondo que a hipétese (D) seja satisfeita, estamos interessados em mostrar que

o funcional satisfaz a condi¢do (PS). na variedade, para todo ¢ € R. Como as fungoes peso
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podem mudar de sinal, iremos separar os funcionais A e B definidos anteriormente em suas partes
positivas e negativas a fim de mostrar que a parte positiva das suas derivadas sdo completamente

continuas. Desse modo, faremos as defini¢oes a seguir.
a”(z) = max{0, —a(z)}, a™(z):=max{0,a(z)}, (3.35)
e definimos b + (x) similarmente. Ainda,
As(u) = /]R at (@), Bi(u) = /R (@) upd. (3.36)

Apresentamos entao o resultado a seguir.

Lema 3.6. Suponha que a hipétese (Ds) seja satisfeita. Entdo A',, B, : H{(RY) — HY(RN)"

sd@o completamente continuas.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que A’, é completamente continuo. Seja {u,} € H}(RY) e
uy, — ug em HY(RY). Passando se necessdrio a uma subsequéncia e utilizando o mesmo argumento
da demontragao do Lema (3.5) obtemos (3.27)-(3.29). Assim como fizemos anteriormente, escolha
Uy = |up|P2uy, — |u[P2u. Como u, — uem LI (RY), pelo resultado [52, Teorema A.2] e por
(3.29)

_p_
vp — 0 em LPTRY, (3.37)

loc

Pela hipotese (D2) para todo € > 0 vai existir um R > 0 tal que
at(x) <e sempre que |z| > R. (3.38)

Usando as desigualdades de Holder e Sobolev e por (3.37) obtemos

p—1 1

Haﬂoo(/wwnw) (/WR'“"’”) (3.39)

p—1

p \ P
C / |vp | 71 — 0,
le|<R

quando n — oco. Como visto no lema anterior, {v,} é limitada em L%(RN ). Usando esse fato,

IN

sup
[lwl]|<1

/ at (z)v,wdz
lo|<R

IN

as desigualdades de Holder e Sobolev e por (3.38) obtemos que existe uma constante Co > 0

independente de € > 0 tal que

< Cye. (3.40)

sup
[Jw][<1

/ at (z)v,wdz
lz|<R
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Usando (3.39) e (3.40), temos

sup (A (un) — A’ (u), w)| = sup — 0,

[[w]|<1 |lwl|<1

/ at(z)v,wdz
|z|>R

quando n — oo, de onde concluimos que A/, é completamente continuo.

Para B/ o argumento é anélogo.

O]

Lema 3.7. Suponha que as hipdteses (Dy) ou (Ds) sejam satisfeitas. Entdo, toda sequéncia

(PS)e {un} C M € limitada.

Demonstragio. Seja ¢ € R e seja {u,} C M uma sequéncia (PS).. Entao
[|unl® = A(un) + B(un), (3.41)

e I'(up) — 0, I(uy) — c.

Se (Dy) é satisfeita, entdao B(u,) > 0 e por (3.41) e pela limitacao de I(uy),

Iw) = gllunllh = 5 Alua) = 2 Blun) (3.4

11 , (1 1 11 )
e =) Bup) > (= - -
(37 3) Nl (5= 2) B 2 (5= =)

para todo n suficientemente grande.

Ainda, se (Ds) é satisfeita, entdao A(uy,) < 0 e por (3.41) novamente obtemos

Iw) = glluallh = Alua) = 2 Blun) (3.3

1 1) ) (1 1) <1 1> )
= a5 Un -\ - — = Aunz 5 Un
<2 ) [unlla b g (un) 2 {3 ) [unlla

para todo n suficientemente grande. Como I(u,) — ¢, temos que nos dois casos {u,} é uma

sequéncia limitada. Como queriamos demonstrar. O

Agora estamos prontos para mostrar que a condigdo (PS). é satisfeita pelo funcional I em

M para todo ¢ € R.

Proposicao 3.3. Suponha (D1) ou (D3) e (D4) ou (Ds) sejam satisfeitas. Entdo, o funcional I
satisfaz a condigio (PS). em M para todo ¢ € R.

Demonstragio. Seja c € R e seja {u,} C M uma sequéncia (PS).. Como estamos sob as hipéteses

(D4) ou (Ds), pelo Lema 3.7 {u,} é uma sequéncia limitada. Assim, existe u € H4(R") tal que,
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passando a uma subsequéncia se necessério, u, — u. Desse modo, tendo I'(u,) — 0, obtemos

I'(u) = 0. Com isso,
(I () =T (), up—1) = ||r—1u||* = (A" (un) — A" (1), tyy—)— (B’ (t) = B' (1), ry—u) — 0. (3.44)

Agora, se (Dy) é satisfeita, entdao pelo Lema 3.5, A'(uy,) — A'(u) e B'(u,) — B'(u). Desse
modo, por (3.44) obtemos u, — u € X.
Suponha agora que (Ds) seja satisfeita. Usando o fato da fungao v +— |v|’ ser convexa para

t > 2 (em particular para t = p e q), temos (|v|'"2v — |u|*"2u)(v — u) > 0. Com isso, por (3.44),

lun — |y — (Al (un) = Al (w), up — u) = (B (un) — Bl (u), un — u)

< {A'(up) — A(u), up — u) — (B'(up) — B'(u), up, — u) — 0.
Pelo Lema 3.6, A, (u,) — Al (u) e B, (u,) — B/, (u), daf u,, — u também neste caso, o que
conclui a prova da proposicao. ]
Para provar o Teorema 1.6 precisaremos fazer algumas consideragoes.
Definigdo 3.5. O conjunto K C HY(RY) ¢ dito simétrico se K = —K.

Defini¢ao 3.6. Seja
Y :={K C X : K € fechado e simétrico}.

Para K #0 e K € X, 0 género de Krasnoselskii de K é o menor inteiro n tal que exista uma
fungio impar f € C(K,R™\ {0}).
O género de K € denotado por v(K). Se ndo erxiste nenhuma f que satisfaca as propriedades

acima para algum n, entio v(K) := oo. Note ainda que v(0) := 0.

Teorema 3.3. [/8, Teorema I1.5.7]. Suponha que J € C*(M) seja um funcional par em uma
variedade C%', completa e simétrica M C V' \ {0} em um espago de Banach V. Suponha ainda

que J satisfaca a condigio (PS). para todo ¢ € R e seja limitado inferiormente em M. Considere
A(M) :==sup{v(K) : K C M € compacto e simétrico}.

Entao, o funcional J possui pelo menos 4(M) < 0o pares de pontos criticos.



102

3.4.1 Prova do Teorema 1.6

O nosso objetivo é mostrar que o problema (P») tem infinitas solugoes. Para isso, estamos
considerando o funcional I definido na variedade de Nehari M C H}(RY).

Pelos Lemas 3.1-2.1 e pela Proposicao 3.3, M é uma variedade simétrica e fechada de classe
C?, I(u) > 0 para todo u € M e I satisfaz a condigdo (PS). em M para todo ¢ € R. Com isso,
estamos nas hipéteses do teorema 3.3. Resta entdo, mostrar que 4(M) = oo.

Faremos isso provando que para todo n > 1 existe um conjunto simétrico e compacto K,, C M
tal que v(K,) > n. Dali, a primeira afirmacao desse teorema vai seguir do Lema 3.4 e do Teorema
3.3.

Seja n > 1 e seja X, um subspaco gerado por n funcoes v; € C§° (RM) linearmente

independentes e tais que supp v; C {z € RY : b(x) > 0} e seja
St = X, n{ue€ HYRN) : |Jul|la = 1}.

Pela definicio de S™~ !, temos B(u) > 0 para todo u € S"~! e segue do Lema 3.1 que a
equacdo o/, (t) = 0 tem exatamente uma solucio t, € (0,00). Assim, a aplicagdo ¢ : S"~1 — M
dada por ¢(u) := t,u estd bem definida. Além disso, pela forma que encontramos ¢, no Lema

3.1 podemos ver que t, =t_,, assim

nos dando que ¢ é uma aplicagdo impar.

Afirmacdo: ¢ : u — t, é uma funcao continua.

Para mostrar a afirmacgao, observe que se a condicio necessaria e suficiente de existéncia de
um t,, dada no Lema 3.1 for satisfeita, entdo T}/ (t) < 0 para t = t,,, como estd ilustrado no gréfico
3.4. Assim, chamando f(t,u) = T}(t), teremos f(t,,u) = T)(t,) = 0, com % =T/(t) < 0. Dai,
pelo teorema da funcdo implicita obtemos a continuidade de u — t,, concluindo a afirmacao.

Assim, ¢ é uma funcio continua e impar de K, em S" ! e segue da propriedade do género

que v(K,) = v(S"!) = n, conforme [48, Segao I1.5].

3.5  Preliminares do Teorema 1.7

Queremos estabelecer resultados de existéncia e multiplicidade de solugbes para o caso em

que a hipétese (D3) e uma das condigoes (Dy) ou (Ds) sejam satisfeitas. Procuramos adaptar
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para o nosso caso um método que foi desenvolvido por [49] e também utilizado em [40]. A seguir,
apresentamos as consideragoes necessarias para construirmos a demostragao do Teorema 1.7.
Nosso préximo resultado mostra a existéncia de solugoes nao triviais para o problema (P;)

quando a e b forem peridédicas.

Proposicao 3.4. Suponha (D3) e também (D4) ou (Ds) sejam satisfeitas. Entdo existe v € M
tal que I'(v) = 0 e |v(x)| > 0 para todo x € RY.

Demonstracdo. Pelo Lema 3.1, I é limitado inferiormente em M. Por uma consequéncia do
Principio Variacional de Ekland (conforme corolario 4.7 no apéndice), existe uma sequéncia
{un} C M tal que

I'(up) =0 e I(up) —co:= ulglgﬂl(u)

Pelo Lema 3.7, temos que {uy} é limitada. Assim, passando a uma subsequéncia se necessario,
vai existir u € HY(RY) tal que u,, — u.

Pelo principio de concentracao e compacidade, conforme o Lema de P.L. Lions [52, Lema
1.21], se para algum r > 0 tivermos

lim sup / |y, |2dz = 0,
B(y,r)

n—r00 yeRN

entdo |u,| — 0 em LP(RY) e LI(RY). Neste caso teriamos

Alup) = /RN (@) |un|Pdz — 0

Blun) = /RN b()|un|d — 0

e como ||uy||4 = A(un) + B(uy), segue que |u,| — 0 em H}(RY).

Entretanto, pelo Lema 3.3 que ||ul|la > § > 0 para toda u € M, o que nos leva a uma
contradigao.

Assim, existe y, C Z", p > 0e R > r tal que, passando a uma subsequéncia se necessario
temos vy, (x) := u,(x — y,,) satisfazendo

lim |v,|%dr = / up |2dz > p > 0. (3.45)
B(yn,R)

n—oo

Sendo {v,} limitada em HY(RY) existe v € H{(RY) tal que v, — v em HY(RY). Além
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disso, pela desigualdade diamagnética temos
[191alP < [ 1Vavl? < c

para todo n € R, de onde {u,} é limitada em H}. Passando a uma subsequéncia se necessario,

pelo Teorema de Rellich-Kondrachov [42, Teorema 8.16] obtemos

loa| — Jv| em HY(RY), (3.46)
lvn| — |v| em LI (RM),2<1< 2%, (3.47)

o] = |v| q.t.p. em RV,

Por (3.47),

2 2 . 2
v 2/ v|“ = lim vp|® > p > 0.
|| ||2 B(0,R) ‘ ’ n—0oo B(0,R | TL| P

Dai |v| # 0. Como y, € Z", segue da periodicidade de a

Awa) = Alunla =) = [ ala =y un(e = )"
[ a@)lune = )" = [ a@)lun(a)” = Adun).
Do mesmo modo, pela periodicidade de b, B(v,) = B(uy,). Com isso, |[I'(vy)||la =
11" (un)[|a — 0.

Podemos mostrar que I’(v) = 0. De fato, basta tomar ¢ € C2°(R"), usando (3.45)-(3.47)

obtemos
(I'(vn), &) — 0. (3.48)
Por outro lado,

(e 0) = [ VauaVao— [a@loao = [balonl='6 » ('(0).0),

que juntamente com (3.48) nos da que (I'(v), ) = 0 para todo ¢ € C°(RY). Pela densidade de
C®(RY) em H(RYM) obtemos (I'(v),w) = 0 para todo w € H}(R"), de onde concluimos que
I'(v) = 0.

Agora mostraremos que v é um minimo para I em M. Como I(v,) = I(uy), I(v,) — co.



105

Se (Dy) é satisfeita, entdo b > 0 e pelo Lema de Fatou

lim inf [B(vy,)] > B(liminf v,) = B(v).

n—oo n—oo

Com isso, temos

n—oo n—oo

1 1 1 1
= liminf[(—) vn2+<—>an}
mint (5= >) el o+ (5= <) Bww)

¢ = liminfI(v,) = liminf (I(Un) - ;(I’(vn),vn>>

Assim, I(v) = ¢p.

Analogamente, se (Ds) é satisfeita, entdo a < 0 e dai

o = hnn—l}o%f (vg) = hmmf (I(vn) — ;(I’(vn),vn>>

I
1 1 1
= hmlnf[ )vnz—i—(—)Avn]
5= ) i+ (- 2) A

n—o0

vV
N
N =

|
D=
N~

=

NS

+
7 N

| =

|

| =
N~

P

=

desse modo, I(v) = ¢y também neste caso.

O

No caso em que a hip6tese (D3) é satisfeita, ndo conseguimos mostrar a continuidade completa
de A"t e B'". Por conta disso nio é possivel garantir a condigdo (PS). para o funcional I na
variedade, para nenhum ¢ € R. A fim de contornar essa dificuldade, precisaremos de um

argumento do tipo deformacao. Para isso faremos uso das seguintes notagoes
K:={ueM:I'(u) =0}

Ki:={ue K:I(u)=d}.

Além disso, definimos os seguintes conjuntos de nivel da variedade de Nehari

I"={ueM:I(u)<d}, IL:={ueM:e<I(u)}, I¢:=InI.
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Seja K um subconjunto de K tal que K = —K e cada 6rbita O(u) C K tenha um tnico
representante em /C.

Nosso objetivo agora é mostrar que K tem infinitos elementos sob a hipétese (D3) e também
(D4) ou (Ds). Para isso vamos supor que K ¢ finito para chegar a uma contradi¢do. Pelo mesmo

argumento usado em [49, Lema 2.13] podemos mostrar que

Lema 3.8. O infimo das distincias entre dois elementos distintos do conjunto K U {0} € um

numero positivo.

Demonstragao. A demonstragdo desse lema segue a ideia do que foi feito em [49, Lema 2.13].
Escreveremos aqui para facilitar o leitor.
Queremos mostrar que x := inf{||v — w|| : v,w € KU{0},v # w} > 0.

Tome v, € wy, em K e ky, I, em Z" tais que v, (- — kn) # wn(- — I,,) para todo n e
[lon(- = kn) — wn(- = 1p)]| = &, quando n — oo.

Tome m,, = k,, — [,,. Pela finitude de K, passando a uma subsequéncia teremos v, = v € K,
wy, = w € K. Além disso temos duas possibilidades, ou m,, = m € Z" para quase todo n, ou
|my,| — 0.

Se my, =m € ZN para quase todo n, entdo

0 < ol = kn) = wal- = W)l = |Jo(- = kn) = w(- = L]

= |lv—=w(-—my)|| =|lv — w(- — m)|| = k; para todo n € N.

Por outro lado, se |m,| — oo, entdo w(- — m,) — 0 e assim k£ = lim, 0 ||[v — w(- — my)|| >

v|| = 1. Como queriamos demonstrar. O
]| q

Em [49] o infimo é assumido para todo v, w € K, mas como 0 é um ponto critico isolado, k
permanece positivo mesmo se v ou w for 0.
A seguir, estabeleceremos uma propriedade que é relacionada & nogao de atrator discreto de

Palais-Smale introduzida em [11], utilizada também em [40, Lema 4.4] e [49, Lema 2.14].

Lema 3.9. Suponha (D3) e também (D4) ou (Ds) sejam satisfeitas e que {up}, {v,} C M
sejam duas sequéncias (PS). de I. Entdio ou ||[u, — vp|lla — 0 quando n — oo ou

lim sup,, o ||tn, — vn||la >k > 0.

Demonstragio. Segue do Lema 3.7 que u, e v, sao limitadas em H}(RY).
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Caso 1: Suponha primeiramente que ||u, — vnllp, ||tn — vnllq = 0 quando n — co. Pela

desigualdade de Holder temos

|[wn — vn”?ﬁl = (I'(un), (tn —vn)) = (I'(vn), (un — vn))

+ /R ()PP — [P0t — v,)d

+ /R b funl P — [0l 05) (1, — )
< (I (un), (un —v5)) = (I’ (vn), (un — vp))
+ lalloo([funl B~ = [lonl B~ lun — vallp
+ [blloo ([funl 1 = [lonl 1 D |un = vallg-

Primeiro, como I'(u,) — 0 e I'(v,) — 0 e uy e vy, sdo limitadas em H}(RY), segue que

Up — Up f também é limitada em , de onde
bém é 1 d Hi} RM), d d
(I'(up), (up —vn)) =0 e (I'(vy), (up — vy)) — 0.

Além disso, pela limitacdo de {u,} e {v,} em LP(RY) e LY(RY), concluimos que ||u, — v, |4 — 0.

Caso 2: Vamos supor agora que ||u, — vp|lp, - 0 ou [|u, — vyllq » 0 as n — co. Como
Uy e vy, sdo limitadas em HY(RY), pela desigualdade diamagnética |u,| e |v,| sdo limitadas
em H'. Entdo, pelo Lema de P.L. Lions [52, Lema 1.21] (conforme Lema 4.3 no apéndice),
existe dg > 0,{yn,} C ZN e r > 0 tal que, passando a uma subsequéncia se necessrio,
Un (T — yn) — vp(x — yp) satisfaz

lim |tun(z — yn) — vn(2 — yn)|?dx > 5 > 0. (3.49)

=00 JB(0.r)

Observe que I e M sdo invariantes pela translacdo u — u(- — k), k € Z", desse modo,
definindo

U () 1= Un (2 — Yn) € v () := Va2 — ),

temos que ul, vl € M e {ul}, {vl} sdo sequéncias (PS). (com o mesmo c).
Com isso, estamos novamente nas hipéteses do Lema 3.7, de onde obtemos que {ul}, {v}}

sdo limitadas. Assim, existem u! e v! € H4(RY) tais que,
1 1,1 1
Uy = U eV, =V,

quando n — oo. Passando a uma subsequéncia se necessério, (3.46) e (3.47) valem também para
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1

ul e vt. Por (3.49) e a convergéncia forte de u, e v, em L2 (RY), temos u' — v! # 0.
Como foi visto anteriormente I'(u') = I’(v!) = 0. Desse modo, u!, v* € K U {0} e dai
limsup ||vy, — un||a > minf |[v, — un|la > [[vF —ut||4 > &,
n—o0 n—00
0 que completa a prova. ]

Recordando a nossa notagao utilizada, estamos denotando o produto interno em H}‘(RN )

por (-,-). Defina o gradiente de I pela dualidade, isto é, pelo conjunto
(ValI(v),w) := (I'(v),w) para todo w € H}(RN).

Como M é uma variedade de classe C?, fechada em H}(RY), pelo resultado [48, Lema I1.3.9],
tem-se que Iy admite um campo vetorial de pseudo gradientes H, ou seja, uma aplicacao

localmente Lipschitziana e continua H : M\ 7" — TM tal que
[H(v)[|a < 2[[Val(v)]|a, (3.50)

(H(0), VaI()) > 3 [ VAT (351)

vale para todo v € M\ K. Além disso, como I é par, assumimos que H é impar, como pode ser
visto em [48, Remark I1.3.10]. Note que (Val(v),v) =0se v € M e VI é igual ao gradiente de
Iy para cada v.

Agora, seja n: D — M o fluxo correspondente ao campo de vetores pseudo gradiente H, isto

é, n é definido por

%n(tvv) = _H(n(tvv))v
77(0,”) =,

(P)

Aqui D = {(t,v) : v e M\ K,t € I,} e I, :== (T~ (v),T"(v)) ¢ o intervalo maximo de
existéncia para o problema de valor inicial (P).
Observagao 3.4. Por um resultado em [47, Teorema A.4]n é impar em v. Seguimos exibindo
tal resultado para facilitar o leitor.

Observe que o problema (P) possui unica solugio n, = n(t,v), para cada v.

Considere agora o problema de Cauchy

%77(75» U) = H(n(ta U))7

n(0,v) = —wv,
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que por sua vez também possui unica solugio n, = n(t, —v), para cada v.

Defina w(t) = —n(t,v). Daf,

w(0) = —n(0,v) = —v (3.52)
e pelo fato de H ser impar temos
e _H(p) = —H(~w) = H(w) (3.53)
dt at’ V= - ‘ '

De (3.52) e (3.53) temos o sequinte problema

grw(t) = H(n(t,v)),

n(0,v) = —wv.

(2)

Veja que os problemas (1) e (2) coincidem. Assim, pela unicidade de solugées seque que w(t) = n,
ou seja,

_n(tv u) = n(ta _u)a
mostrando que n é impar em v.

Observacio 3.5. Como I € C*(M), podemos de fato escolher H como sendo o campo de vetores
gradiente de I|y, isto €, podemos colocar H(v) := V 4I(v), com v € M. Para isto H podemos

mostrar que o fluxo n existe para todo (t,v) € R x M .
Lema 3.10. Para todo v € M o limite lim_,7+ ) 1(t,v) existe e é um ponto critico de I.

Demonstragio. A prova segue de modo semelhante ao que foi feito em [49, Lema 2.15], com p(d)
substituido por k. Note que o argumento usado em [49] somente usa a existéncia do fluxo do
pseudo-gradiente 7 em uma variedade completa e também o fato da sequéncia (PS). ser discreta.
Essa ultima propriedade é vélida no contexto do Lema 3.9.

Seja v € M e seja I(v) = D. Dividiremos a demonstragdo em dois casos.

Caso 1: T (v) < +oo. Para 0 < s <t < TT(v), temos por (3.50), (3.51) e (2) que

lntt,0) = (s o)lla < [ HGEo)lladr < 2VE [\ H@ ), Vallotr, )hr

t /
2y/200 =) ( [ (HG(7,0). Vally >d7)12
— 220 = 9)Tn(s,0) ~ L(n(e 1/2<2\/ 2t - o

Temos entdo que o limite limy_,p+(,) 7(t, v) existe, jé que T (v) < +oo. Ainda, o limite é

IN
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um ponto critico de I, pois caso contrario teriamos que a trajetéria t — n(t,v) poderia continuar
além de T (v) < +o0.

Caso 2: T7'(v) = +oco. Precisamos mostrar que para todo ¢ > 0 existe ¢, > 0 com
[|n(te,v) — n(t,v)|| < e para t > t.. Suponha por absurdo que isso seja falso. Assim teremos que

existe € entre 0 e k, onde k é como no Lema 3.8, e uma sequéncia (t,) C [0,00) com ¢, — oo €

[11(tn, v) = n(tntr, v)]| = e
€

Escolha o menor t}, € (tn,tnt1) tal que |[n(tn,v) — n(th,v)|la = § e seja d,

minge, 11|Vl (n(s,v))||ds. Desse modo,

& = o) = ntho)lla < [ G ) lds <2 [ 19T, o) s
< 2 [ IVarts. Dl < 5 [ (G060, T Tl

— () - Tn(th, o).

Mas este ultimo termo vai a zero quando n — oo. Isso implica que &, — 0 e mais, existe
sk € [ty,th] tal que VaI(n(sl,v)) — 0.
Analogamente procuramos o maior 3 € (£}, tnq1) para o qual |[n(tni1,v) —n(t2,v)|[a =5, e
assim VI (n(s2,v)) — 0.
Chamando v}, := (s, v) e v2 :=n(s2,v) temos |[v; —n(tn,v)||a < § € [Jv2—n(tns1,v)]]a < &,
ou seja, {vl} e {v2} sdo duas sequéncias PS tais que
€ 1 2
§ < an - UnHA < 2e <K,
o que contradiz o Lema 3.9.

Assim conseguimos mostrar que que para todo € > 0 existe ¢, > 0 com ||n(te, v) —n(t,v)|[a < €

para t > t¢, logo, o limite existe e é um ponto critico de 1. O

Seja O C M e § > 0. Defina
Us(O) := {w € M : dist(w,0) < d}.

Lema 3.11. Seja d > ¢y = infyen I(u). Entdo para todo 6 > 0 existe € = €(0) > 0 tal que
(a) ITTENK = Ky
(b) limy 7+ () I(n(t,v)) <d — € para v € T4\ Us(Ky).

Demonstragio. (a) Segue imediatamente da finitude de K.
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(b) Essa parte pode ser provada pelo mesmo argumento utilizado em [49, Lema 2.16], mas
com k ao invés de p(d+1). Este argumento se apdia nos Lemas 3.9 e 3.10 e envolve uma criteriosa
andlise do fluxo 7. Para facilidade do leitor deixaremos exposto o argumento a seguir.

Sem perda de generalidade podemos assumir Us(Ky) C I e 6 < k, lembrando que
I :={ueM:I(u) <d}

Kg=I""NK e Us(Ky) :={weM:dist(w, Kg) < §}.

Para encontrar um € tal que (b) seja satisfeita, tomemos
7 o= b {[[V AL ()45 w € Us(Ka) \ Ugya(Ka) .

Afirmagao: 7 > 0.

Suponha por contradi¢do que 7 = 0 ou seja, que exista uma sequéncia (v}), C Us(Ky) \
Usjo(Ka) tal que VaI(v;) — 0.

Passando a uma subsequéncia se necessario, usando a Z"™ invariincia de I e a finitude de K,
podemos assumir que v} € Us(vg) \ Us2(vo) para algum vy € Kq.

Tome v2 — vg. Dai, pela definicio de K, temos V4I(v2) — 0. Além disso,

N

< limsup [|v} — v2||4 < 6 < &,
n—oo

o que contraria o Lema 3.9. Desse modo, obtemos 7 > 0.
Seja A := sup{||[Val(v)||a;v € Us(vo) \ Usj2(vo)} e escolha e < ‘SSLAQ tal que (a) seja satisfeita.
Pelo Lema 3.10 e (a), a unica possibilidade de (b) falhar seria se n(t,w) — w € K4 quando
t — T (w) para algum w € 19€\ Us(K,). Suponhamos por contradicdo que isso aconteca e

considere

ty »= sup{t € [0, 7" (w)); n(t, w) ¢ Us(w)}

ty :=inf{t € (t1, T (w)); n(t, w) € Uy o(w)}.

Desse modo,

5 t2 t2
5 = Inftrw) =itz w)la < [ 1H(s w)llds <2 [ [Tal0(s,w)llads < 24(t2 — 1)
1 1
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e ainda
t2
It w) = 1n(tw) = = [ (al(n(s,w). Hn(s,w))ds
1
I 2 1, 57>
< = < —= —t) < ——.
s 73, [V al(n(s,w)||ads < 57 (ta —t1) < SA
Dai,
572 572
< - < _
It w)) < Intr,w) = 4y <dte—3p <d.

nos dando n(t,w) - w € K4 o que é um absurdo. Assim obtemos o resultado desejado.

3.5.1 Prova do Teorema 1.7

A existéncia de solucoes foi mostrada na Proposicdo 3.4. Para mostrar o fato de que existem
infinitas solugoes geometricamente distintas, usamos o mesmo argumento utilizado em [49,
Teorema 1.2] como apresentaremos a seguir.

Considere a sequéncia
e :=inf{d e R: y(I") >k}, ke N,

isto é, para cada k € N tomamos o menor nivel d tal que o género de I? seja maior que k.

Queremos usar a finitude de IC para chegar & uma contradi¢do. Para isso, vamos mostrar que
K., #0 e cp < cpy1 para todo k.

K., # () nos garante que para cada termo da sequéncia existe um w € H}‘ (RN ) tal que I'(w) = 0,
ou seja, tal que w é solucao de (P») e I(w) = ¢;. Ainda, mostrando que ¢; < cgy1 garantimos
que a cada k estamos trabalhando em um nivel distinto do anterior.

Fagamos d = ¢k. Pelo Lema 3.8, v(K4) = 0 ou 1. Usando a propriedade de continuidade do

género, existe um J tal que 0 < 6§ < § e com y(U) = v(Ky), onde
U:=Us(Ky) ={weM: dist(w, Kg) < 6},

ou seja, existe uma faixa em torno do nivel d tal que o género permanece 0 mesmo.
Para esse §, escolhemos um e = ¢(§) > 0 tal que a conclusao do Lema 3.11 segue. Assim,

para cada v € I97¢\ U existe ¢t € [0,77(v)) tal que I(n(t,v)) < d — .
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Agora, defina a aplicagdo e : I\ U — [0, 00);
e(v) == inf{t € [0,TF(v)); I(n(t,v)) < d— €}

Como d — € ndo é um valor critico de I, segue do Lema 3.11 que a aplicacao e é continua e mais
ainda, é par (ja que I o é).

Seja h : I9€\ U — I97¢; h(v) :=n(e(v),v). Veja que

ou seja, h é impar e continua.

Agora, usando as propriedades do género e da defini¢do de ¢, obtemos
Y)Y <A (O) +7(I7) < A(Ka) + k= 1.
Pelas defini¢oes de d = ¢ e cp11 temos

Y(Kg) > 1, se cpp1 > c

v(Kg) > 1, se cpi1 = ck.

Pelo Lema 3.8, temos v(K,) < 1. Dai obtemos v(Ky) =1 e K4 # () e ainda ¢ < cx11 para
todo k. Desse modo, existem infinitos pares (fvy) de solugdes geometricamente distintas de (Pz)

tais que I(vg) = ¢k contrariando a finitude de K, o que finaliza a prova.



Capitulo

4

Apéndice

Apresentamos aqui alguns resultados que usamos ao longo do texto, bem como as referéncias

de suas provas.

4.1 Resultados Classicos

Teorema 4.1. [}2, Proposicio 14.3, pg 55](Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X
um espagco de Banach, J, F : X — R funcionais de classe C'(X,R) e M = {x € X; F(u) = 0}
= F~1({0}) com F'(u) # 0, para todo uw € M. Se J é limitado inferiormente sobre M e existe
ug € M tal que
= inf
J(uo) = inf J(u),

entao existe § € R wverificando

J/(UO) = 5F/(UO)

Definigéo 4.1. Seja X um espago de Banach, F € C*(X,RV) ecc R.

(i) A sequéncia (uy) € uma sequéncia (PS). em X para F se
F(uyp) — ¢, F'(up) — 0,

forte em X* quando n — oo.

(i) A fungdo F satisfaz a condi¢io (PS). se para toda sequéncia (u,) C X tal que
F(uy) — ¢, F'(up) — 0,

quando n — 00, possui uma subsequéncia convergente.

Definicao 4.2. (Ponto reqular) Se F': M — N é uma aplica¢do reqular, um ponto p € M é dito
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ser um ponto reqular de F' se Fy : Ty,M — Tpg, N € sobrejetiva; isto €, um ponto critico de outra

forma. (Em particular, todo ponto é critico se dimM < dimN.)

Definicao 4.3. (Valor regular) Um ponto ¢ € N é dito ser um valor reqular de F' se cada ponto
do conjunto de niveis F~1(c) for um ponto reqular, e um wvalor critico de outra forma. Em

particular, se F~1(c) =0, ¢ é reqular.

Definicdo 4.4. (Conjunto de nivel regular) Finalmente, um nivel conjunto F~(c) é chamado
de conjunto de nivel reqular se ¢ for um valor regular; em outras palavras, um conjunto de niveis

regulares é um conjunto de niveis consistindo inteiramente de pontos regulares.

Definicao 4.5. (Espago tangente) Sejam M uma variedade arbitraria e x um ponto em M.
Dizemos que um vetor v estd no espago tangente a M em x se existe uma curva y(t) : (—a,a) — M,

tal que

¥(0) =z e+'(0) = .

Assim,

T.M = {v| existe ¥(t) : (—a,a) — M com v(0) =z e (0) = v}.

Definicao 4.6. Sejam (X,d) e (Y, d) espagos métricos. Uma fungio f: X — Y é dita Lipschitz

continua se existir uma constante real L > 0 tal que:

d(f(:):),f(y)) <L- d(xvy)7 Vx,y eX

O infimo das constantes L para o qual a desigualdade acima é vdlida é chamado de constante

de Lipschitz.

Corolario 4.1. [45, Coroldrio 5.24] (Teorema do Conjunto de Nivel Regular). Todo conjunto
de nivel reqular de wma aplicagdo suave € uma subvariedade fechada cuja codimensao € igual d

dimensdo do contradominio.

Lema 4.1. [48, Lema I1.5.6] Suponha que para algum k,l tenhamos

—00 < B = Prg1 = - = Prri—1 = B < o0.

Entao v(Kg) < 1. Em particular, se l > 1, Kg € infinito.

Teorema 4.2. [16, Coroldrio 9.10] Seja 1 < p < N. Entio W'P(RN) ¢ LIRY), para todo

q € [p,p*], com imersdo continua.
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Teorema 4.3. [16, Teorema 9.16] Suponha Q C RN, um dominio limitado de classe C'. Entdo

temos

Wh2(Q) < LY(Q) para todo q € [1,2%)
com injegdo compacta, onde 2% = % e N > 3.

Teorema 4.4. [16, Teorema 4.9] Seja (fy,) uma sequéncia de fungoes de LP(Q) e f € LP(Q) tais
que || frn, — fHLp(Q) — 0, onde Q é um aberto de RY. Entdo existe uma subsequéncia fn, de (fn),

e uma fungdo h € LP(Q), tal que

I, (2) = f(z) q.t.p. em Q

| fr (z)| < h(z) g.t.p. em Q.

Teorema 4.5. [16, Coroldrio 9.13] Sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < co. Entdo

Se % — >0, temos W™P(RN)cC LYRY), onde % = % -
se % — =0, temos W™P(RY)C LIRY), paratodo q € [p,o0);
se % — M <0, temos W™P(RN)C L®(RN),

com injegoes continuas.

Teorema 4.6. [2, Teorema 6.2] Suponha Q C RN um dominio limitado com fronteira OS2 de

classe C' e sejam m > 1 e 1 < p < co. Entdo para qualquer j > 0 a imersio
WItme(Q) — CT*(Q),

0ndeO<a<1—%,écompactasem—1<%<m.

Lema 4.2. [15, Teorema 1] (Brézis e Lieb). Sejam (2, 1) espago de medida e (f,) : Q@ — C
fungoes mensurdveis. Suponha que

1. as fungoes fy, para n = 1;2;3;...; 00, sejam uniformemente limitadas em LP(2), para
algum 0 <p<le

2. fan—=fq t. pemQ.

Entao

i [1Faly = 1o = £ = 1115
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Teorema 4.7. [24, Corolirio A.3] Seja ¢ € C1(E,R), com E um espago de Hilbert e seja
M = {u € E\ {0};¢(u) =0}, onde yp € C*(E,R) com Vi)(u) # 0 para todo v € M. Suponha
que ¢ seja limitado inferiormente em M, e seja u, € M uma sequéncia minimizante para ¢|r.

entdo existe outra sequéncia minimizante v, € M tal que

¢(vn) < d(un),

[on = unl| =0

IV (@lar) (wn) ]| = 0,

quando n — oo.

Lema 4.3. (P.L. Lions) [52, Lema 1.21] Sejar >0 e 2 < q < 2*, se u,, é limitada em H*(RY),
e se

sup / lup|? — 0, quando n — oo,
yG]RN B(y,r)

ent@o uy — 0 em LP para 2 < p < 2*.
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