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RESUMO

DIAS, D. S. Inferéncia Bayesiana em Modelos de Volatilidade Estocastica usando Métodos
de Monte Carlo Hamiltoniano. 2018. 92 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa
Interinstitucional de P6s-Graduacdao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2018.

Este trabalho apresenta um estudo através da abordagem Bayesiana em modelos de volatilidade
estocdstica, para modelagem de séries temporais financeiras, com o uso do método de Monte
Carlo Hamiltoniano (HMC). Propomos o uso de outras distribui¢des para os erros da equacao
de observacdes do modelos de volatilidade estocéstica, além da distribuicdo Gaussiana, para
tratar problemas como caudas pesadas e assimetria nos retornos. Além disso, utilizamos critérios
de informacdes, recentemente desenvolvidos, WAIC e LOO que aproximam a metodologia de
validacdo cruzada, para realizar a selecdo de modelos. No decorrer do trabalho, estudamos a
qualidade do método HMC através de exemplos, estudo de simulagdo e aplicacdo a conjunto de
dados. Adicionalmente, avaliamos a performance dos modelos e métodos propostos através do

célculo de estimativas para o Valor em Risco (VaR) para multiplos horizontes de tempo.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana, Modelos de Volatilidade Estocastica, Método HMC,
WAIC & LOO, Valor em Risco (VaR).






ABSTRACT

DIAS, D. S. Bayesian Inference in Stochastic Volatility Models using Hamiltonian Monte
Carlo Methods. 2018. 92 p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional
de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacao, Universi-
dade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2018.

This paper presents a study using Bayesian approach in stochastic volatility models for modeling
financial time series, using Hamiltonian Monte Carlo methods (HMC). We propose the use
of other distributions for the errors of the equation at stochastic volatiliy model, besides the
Gaussian distribution, to treat the problem as heavy tails and asymmetry in the returns. Moreover,
we use recently developed information criteria WAIC and LOO that approximate the cross-
validation methodology, to perform the selection of models. Throughout this work, we study
the quality of the HMC methods through examples, simulation study and application to dataset.
In addition, we evaluated the performance of the proposed models and methods by calculating

estimates for Value at Risk (VaR) for multiple time horizons.

Keywords: Bayesian Inference, Stochastic Volatility Models, HMC methods, WAIC and LOO,
Value at Risk (VaR).






LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 — Densidade simulada 7(¢) com os parAmetros « =20e f=1,5. . ... .. 31
Figura 2 — Curva de nivel representando amostras estimadas de p(u,c|X), em que uma

amostra de tamanho n = 20 foi gerada de .4/ (X|u = 0,0 = 10). Ambos os

métodos MH e HMC foram simulados a partir de pontos iniciais 4 =3 e

o = 40 para 200 passos (neste caso, HMC com € =0,3e L=15). . . . .. 40
Figura3 — Mesmo grafico da Figura 2, mas a partir de pontos iniciais t = 15e o =2

para 200 passos (neste caso, HMC com e =0,8e L=10). . ... ... .. 41
Figura4 — Gréficos da série financeira de precos didrios de fechamento do IBOVESPA 42
Figura5 — Gréficos da série financeira de precos didrios de fechamento do IBOVESPA

(Retornos). . . . . . . . . 43
Figura 6 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos do IBOVESPA. 44
Figura 7 — Gréfico de log-retornos em percentual e volatilidades estimadas para série de

retornos do IBOVESPA, usando método HMC. . . . . . .. . ... ... .. 45
Figura 8 — Graficos das taxas de retornos didrios em percentagens da série £/USD. . . . 52
Figura9 — Gréficos das taxas de retornos didrios em percentagens da série EUR/USD. . 52
Figura 10 — Gréficos das taxas de retornos didrios em percentagens da série S&P500. . . 52
Figura 11 — Correlogramas das séries de retornos £/USD, EUR/USD e S&P500. . ... 53

Figura 12 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos £/USD com

erros Gaussianos. . . . . . . . . e e s, 56

Figura 13 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos £/USD com

erros Skew-Normal. . . . . . . . . . ... 57

Figura 14 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos EUR/USD com

erros t-Student. . . . . .. L L 58

Figura 15 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos EUR/USD com

erros GED. . . . . . .. e 59

Figura 16 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos IBOVESPA

com erros Gaussianos. . . . . . .. et e e e e e e e e e 60

Figura 17 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos IBOVESPA

comerros Skew-Normal. . . . . . . . . . . .. .. 61

Figura 18 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com

erros Gaussianos. . . . . . . e e e e e e e 62

Figura 19 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com

erros Skew-Normal. . . . . . . . . . . .. 63



Figura 20 — Retornos absolutos em percentual para a série £/USD e volatilidades estima-

das com bandas de credibilidade de 95% com erros Gaussianos. . . . . . . .

Figura 21 — Retornos absolutos em percentual para a série £/USD e volatilidades estima-

das com bandas de credibilidade de 95% com erros Skew-Normal. . . . . .

Figura 22 — Retornos absolutos em percentual para a série EUR/USD e volatilidades

estimadas com bandas de credibilidade de 95% com erros t-Student.

Figura 23 — Retornos absolutos em percentual para a série EUR/USD e volatilidades

estimadas com bandas de credibilidade de 95% com erros GED. . . . . ..

Figura 24 — Retornos absolutos em percentual para a série do IBOVESPA e volatilidades

estimadas com bandas de credibilidade de 95% com erros Gaussianos.

Figura 25 — Retornos absolutos em percentual para a série do IBOVESPA e volatilidades

estimadas com bandas de credibilidade de 95% com erros Skew-Normal. . .

Figura 26 — Retornos absolutos em percentual para a série do S&P500 e volatilidades

estimadas com bandas de credibilidade de 95% com erros Gaussianos.

Figura 27 — Retornos absolutos em percentual para a série do S&P500 e volatilidades

estimadas com bandas de credibilidade de 95% com erros Skew-Normal. . .

Figura 28 — Valor em Risco (VaR) com erros Gaussianos e Skew-Normais, para a série

deretornos £/USD. . . . . . . . . . . ... e
Figura 29 — Valor em Risco (VaR) com erros t-Student e GED, para a série de retornos

EUR/USD. . . . . e e e
Figura 30 — Valor em Risco (VaR) com erros Gaussianos e Skew-Normais, para a série

de retornos IBOVESPA. . . . . . . . . . ... ...

Figura 31 — Valor em Risco (VaR) com erros Gaussianos e Skew-Normais, para a série
de retornos S&P500. . . . . . ...

Figura 32 — Medida R para as log-volatilidades da série do IBOVESPA. . . . . .. ...

Figura 33 — Medida R para as log-volatilidades da série do S&P500. . . . . . .. .. ..

Figura 34 — Grafico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori
estimadas para a série do IBOVESPA, com erros Gaussianos. . . . . . . . .
Figura 35 — Grafico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori
estimadas para a série do IBOVESPA, com erros Skew-Normais. . . . . . .
Figura 36 — Grafico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori
estimadas para a série do S&P500, com erros Gaussianos. . . . . . .. ...
Figura 37 — Grafico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori
estimadas para a série do S&P500, com erros Skew-Normais. . . . . . . ..
Figura 38 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com
erros Gaussianos, considerando 50mil simulagdes. . . . . . . ... .. ...
Figura 39 — Graficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com

erros Skew-Normais, considerando 50mil simulagdes. . . . . . .. ... ..

65

65

66

66

67

67

83
84

85

86



Figura 40 — Medida R para as log-volatilidades da série do S&P500, considerando 50mil
simulacdes. . . . . ... e e

Figura 41 — Retornos absolutos em percentual para a série £/USD e volatilidades estima-
das com bandas de credibilidade de 95%. . . . . . . .. ... ... L.






LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Estatisticas descritivas da série de retornos do IBOVESPA . . . . . . . . .. 42
Tabela2 — Viés e raiz quadrada do erro quadratico médio (smse) das médias a posteriori.

Pardmetros: 4 =-9,¢=0,99e0,=0,15 . . . . ... ... .. ..... 48
Tabela 3 — Viés e raiz quadrada do erro quadratico médio (smse) das médias a posteriori.

Pardmetros: 4 =-9,¢=0,99e0,=0,05 . ... ... ... ... ..... 48
Tabela 4 — Viés e raiz quadrada do erro quadratico médio (smse) das médias a posteriori.

Pardmetros: 4 =—-9,¢=0,95e0,=0,15 . . . ... ... ... ... 48
Tabela 5 — Viés e raiz quadrada do erro quadratico médio (smse) das médias a posteriori.

Pardmetros: 4 =-9,¢=0,95e0,=0,05 . . .. ... .......... 49
Tabela 6 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. Parametros: u = —10,

v =5 (t-Student), v = 0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ = 0,99 e

onp=0,05 .. .. .. 50
Tabela 7 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. Parametros: u = —10,

v =5 (t-Student), v = 0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ = 0,99 e

on=0,15. .. . . 50
Tabela 8 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. Parametros: u = —10,

v =5 (t-Student), v = 0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ =0,95 ¢

onp=0,05 .. .. . ... 50
Tabela 9 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. Parametros: u = —10,

v =5 (t-Student), v = 0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ =0,95 ¢

on=0,15.. . . . .. 50
Tabela 10 — Tempos médios de simulagdo para cada uma das distribui¢gdes. . . . . . . . 51
Tabela 11 — Sumario das sériesemestudo . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... . 51
Tabela 12 — Comparagdo entre os modelos propostos via critérios de selecao. . . . . . . 54
Tabela 13 — Estimativas das médias (desvios padrdes) dos parametros a posteriori. . . . 55

Tabela 14 — Comparagdo entre os modelos propostos via critérios de selecdo para estudo

de sensibilidade, série £/USD. . . . . . . . . . . ... 68

Tabela 15 — Comparacdo entre os modelos propostos via critérios de selecao para estudo

de sensibilidade, série S&P500. . . . . . . . ... ... 69

Tabela 16 — Comparagdo entre os modelos propostos via critérios de selecdo para série

do S&PS00. . . . . .. 89

Tabela 17 — Estimativas das médias (desvios padrdes) dos pardmetros a posteriori. . . . 89






SUMARIO

1.1
1.2
1.2.1
1.3
1.3.1
1.3.1.1
1.31.2
1.3.1.3

2.1
2.1.1
21.1.1
2.1.2
21.2.1
2.2
2.2.1
2.2.2
2.3
2.3.1
2.3.2
2.3.3
2.4

3.1
3.1.1
3.1.2

4.1
4.2
4.3

INTRODUCAO . . . . .t ittt e et e e e e e e e 17
Organizacao da Monografia . . . .. . ... ... ... ... ..... 18
Séries Financeiras . . . . . . . . . ... ... ... . 19
Retornos . . . . . . . . . . . . e 19
Abordagem Bayesiana . . . . . ... ... ... ... ... 20
Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov . . . . . . ... ... 21
Cadeias de Markov . . . . . . . . . . . . . e 21
Algoritmo de Metropolis-Hastings . . . . . . . . ... ... ... ... 22
Algoritmo Gibbs Sampling . . . . . . . . . ... ... 23
MODELOS PARA VOLATILIDADE . . ... ... ... ....... 25
Modelos de Volatilidade . . . . .. ... ... .. ... ......... 25
Modelos ARCH . . . . . . . . . . 25
Identificacdo . . . . . . . . e 26
Modelos GARCH . . . . . . . . . . . . . . .. ... .. e 27
Identificacdo . . . . . . . . .. e e e 27
Modelos de Volatilidade Estocastica . . . . . .. ... ... ...... 27
Funcées de Verossimilhanca . . . . . .. .. ... ... ......... 29
Distribuicées a Priori . . . . . . .. ... ... ... . ... .. ... 30
Selecago de Modelos . . . . . . .. ... ... oL 32
Deviance Information Criterion . . . . . . ... ... .......... 32
Watanabe Information Criterion . . . . ... ... ... ........ 33
Approximate Leave-One-Out Cross-Validation . . . . . . . ... ... 33
Valorem Risco (VaR) . .. ... ... ... ... . ... .. ... 35
MONTE CARLO HAMILTONIANO . . . ... ... ... ...... 37
Dinamica Hamiltoniana . . . . . . . ... ... ... ........... 37
Algoritmo . . . . . .. ... 39
NUTS eStan. . . . ... ... . . . . . . ... 41
ESTUDO DE SIMULACAO E APLICACOES . . .. ... ...... 47
Estudo de Simulacao 1 . . . . . . ... ... ... ... ..., 47
Estudo de Simulacao 2 . . . . . . . .. ... ... oL 49

Aplicacdo a Conjuntosde Dados . . . . .. ... ... ......... 51



4.3.1 Descricao dos Dados e Analise Descritiva . . . . . . . ... ... ... 51

4.3.2 Resultados . . . . . . . . . . . . ... ... 54
4.4 Sensibilidade a escolha da distribuicao a priori . . . . . . . ... ... 68
4.5 Valorem Risco (VaR) . ... ... .. ... ... ... . ... ... 70
5 CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . o i i e e e et e e 75
5.1 Propostas Futuras . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... .. ... 44
5.1.1 Kullback—Leibler Divergence . . . . . . . . .. ... ... ........ 77
5.1.2 Reversible Jump . . . . . . .. .. 77
5.1.3 Outras distribuicées e abordagens . . . . . ... ... ... ...... 77
5.1.4 Método RMHMC . . . . . . . . . . . . . . . e 78
REFERENCIAS . . . . . . .t e e e et e e e e e 79
APENDICE A ESTUDOS ADICIONAIS E CODIGOS COMPUTACI-
ONAIS . . . . . e 83
A.l Avaliacao de Convergéncia das volatilidades . . . . ... .. ... .. 83
A.2 Anadlise da série S&P500 . . . . . .. ... ... oo 89

A.3 Cédigos Computacionais . . . . . . . . ... ... ... ... ... 92



17

CAPITULO

INTRODUCAO

A andlise de séries temporais € drea da estatistica dedicada ao estudo de fendmenos
caracterizados por uma evolucdo temporal. Atualmente existe uma grande demanda no estudo
deste tipo de andlise, pois sua aplicabilidade pode estar presente nas mais diversas areas. Em
epidemiologia pode-se estar interessado em modelar o nimero de individuos que sofrem de uma
determinada doenc¢a. Em controle da qualidade, o interesse pode estar na modelagem do numero
de pecas defeituosas em uma linha de producdo. No mercado financeiro é necessario quantificar
riscos de perdas ou ganhos, pois o aporte de grandes somas em investimentos causa impactos

diretos na economia de um paifs.

A utilizacdo de um modelo capaz de capturar todas as situagdes oriundas de um estudo
¢ de fundamental importancia para a obtencdo de resultados bons e confidveis. Diante disso,
diversos modelos tem sido propostos na literatura para tentar descrever a dinamica desses tipos de
dados (MORETTIN; TOLOI, 2006), (BROCKWELL; DAVIS, 2013), (BOX et al., 2015)). As
caracteristicas dessas abordagens consistem no fato de que os modelos sdo capazes de incorporar
as incertezas associadas a estrutura temporal e adaptar-se aos diferentes comportamentos da série.
Em muitas aplicacdes assume-se que a variancia dos erros € constante ao longo do tempo, no
entanto, em diversos casos as séries temporais em estudo exibem periodos de grande volatilidade

seguidos de periodos de estabilidade.

Neste caso, sua varidncia constante pode estar mudando ao longo do
tempo e a suposicdo de variancia constante (homoscedasticidade) pode
ndo ser apropriada. [...] Além disso, pode-se estar interessado em prever
a variancia condicional da série, por exemplo, no mercado de acdes
o interesse € ndo apenas prever a taxa de retorno mas também a sua
variancia ao longo de um certo periodo (EHLERS, 2007).

Neste sentido, foram desenvolvidos modelos estatisticos apropriados para séries fi-

nanceiras. Dentre os mais conhecidos estdo os modelos ARCH (autoregressive conditional
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heteroscedasticity) e GARCH (generalized ARCH) introduzidos, respectivamente, por Engle
(1982) e Bollerslev (1986). Existem outras extensdes, como por exemplo, os modelos EGARCH
(exponential GARCH) (NELSON, 1991) e TARCH (threshold ARCH) (ZAKOIAN, 1994).
Estes modelos propdem modelar a variancia condicional considerando que esta depende de
retornos passados por meio de uma fun¢do quadratica, todavia, pode ser razodvel assumir que
esta variancia condicional varia estocasticamente ao longo do tempo. Assim, uma alternativa
a classe GARCH sdo os modelos de Volatilidade Estocéstica (VE), apresentados por Taylor
(1986), que consistem em assumir um processo estocdstico para modelagem da volatilidade.
Ambos os modelos tem sido amplamente utilizados no meio econémico, pois auxiliam direta ou
indiretamente no mercado financeiro como um dos principais critérios utilizados para andlise
de riscos e para potencializar o portifélio de investimentos (HESTON, 1993), (ENGLE, 2001),
(BARNDORFF-NIELSEN; SHEPHARD, 2002)).

Os modelos VE sdo mais flexiveis em relacdo aos modelos ARCH e GARCH, pois
possuem dois processos para os ruidos, sendo um para as observacdes e outro para as volatilidades.
Na literatura € possivel encontrar diferentes estudos comparativos entre as referidas classes de
modelos (e.g., Taylor (1994), Kim, Shephard e Chib (1998)). Devido a complexidade da funcao
de verossimilhanga, na estimacao desses modelos, diversos métodos tem sido propostos na
literatura, por exemplo, método de quasi-verossimilhanca (RUIZ, 1994), método generalizado dos
momentos, Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) ((JACQUIER; POLSON; ROSSI, 2002),
(CHIB; NARDARI; SHEPHARD, 2002)), aproximacao de Laplace Aninhadas integradas, entre
outros. Especificamente, o0 método MCMC € considerado um dos mais eficientes (ZEVALLOS;
GASCO; EHLERS, 2016).

Propomos neste trabalho a utilizacdo dos modelos de volatilidade estocéstica na andlise
de séries temporais financeiras utilizando a abordagem Bayesiana. Portanto, sendo necessario
especificar a distribui¢do a priori para os pardmetros do modelo. Neste caso, toda inferéncia serd
baseada na distribuicdo a posteriori. Consequentemente para obter as distribui¢cdes a posteriori
serd proposto o uso do método iterativo de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) introduzido por
Neal et al. (2011).

1.1 Organizacao da Monografia

A organizacao deste texto estd da seguinte forma:

Capitulo 1 Nas préximas se¢des sdo apresentadas algumas defini¢des preliminares para maior
compreensdo do tema abordado;

Capitulo 2 Exibe os principais conceitos e ferramentas a serem utilizadas;

Capitulo 3 Apresenta o método de Monte Carlo Hamiltoniano, abordando alguns exemplos;
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Capitulo 4 E realizado o estudo de Simulagdo e uma aplicacio a séries de retornos financeiros.

1.2 Séries Financeiras

Uma caracteristica presente em séries de ativos financeiros € que estas apresentam
variancia condicional (volatilidade) com evolucao temporal. Para levar em conta a presenca de
grupos de volatilidade em séries financeiras € necessario recorrer a modelos heterosceddsticos
condicionais. Esses modelos s@o ndo lineares no que se refere a variancia (MORETTIN, 2008).
Neste caso, estamos interessados em modelar a volatilidade de um retorno, que esta definido a

seguir.

1.2.1 Retornos

Em finangas, geralmente, deseja-se avaliar os riscos de uma carteira de ativos financeiros.

Estes riscos podem ser medidos considerando as variagdes de precos dos ativos.

Seja P, o prego de um ativo no instante 7. Entdo, define-se:

1. A variacao de precos, AP, = P, — P_1;

ii. A variacdo relativa de precos ou retorno liquido simples, R; = Pf_Tlt)’“ = %;
i1i. Retorno bruto simples ou taxa de retorno, R; + 1 = Pi -
iv. Retorno composto continuamente ou log-retorno, r; = In ( P,Pi 1 ) =In(R, +1).

A defini¢do iv. € usualmente utilizada e, quase sempre, r; € chamado simplesmente de retorno.

Os retornos financeiros possuem caracteristicas peculiares, que outras séries nao apresen-
tam. Raramente retornos financeiros exibem tendéncia ou sazonalidade, com excec¢do, eventual-

mente, em retornos intradidrios (veja Morettin (2008) para maiores detalhes).

De acordo com Morettin (2008), as principais caracteristicas empiricas relacionadas a

séries de retornos financeiros sio:

(a) Sdao comumente ndo autocorrelacionados;
(b) Possuem média amostral préxima de zero;

(c) Os quadrados dos retornos sdo autocorrelacionados, apresentando uma correlagdo lag

inicialmente pequena com um decaimento lento das demais;
(d) Exibem agrupamento (clusters) de volatilidades ao longo do tempo;

(e) A distribuicdo incondicional dos retornos frequentemente aparenta ser simétrica, porém €

leptoctrtica;
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(f) Em alguns casos sd@o ndo-lineares (reagem de maneira diferente a choques grandes ou

pequenos, ou ainda, positivos ou negativos).

Considerando uma série de retornos {r;}, define-se:
‘ul:E(l’[|§l‘_l) € GtZZVar(Iﬂgt_l), (11)

a média e a varidncia condicional de r,, em que .%_| = {r,_1,...,r1} denota o conjunto de

informagdes até o instante  — 1. Em algumas situacdes é razodvel supor que t; = 0, de modo
2 2

que o7 = E(r;|-Zi—1).

1.3 Abordagem Bayesiana

Ao trabalhar com andlises estatisticas hd interesse em quantificar a cerca de diferentes
graus de incerteza sobre proposicdes através de dados observados. Uma maneira formal para
analisar dados € através da inferéncia cientifica ou estatistica. Neste sentido, os diferentes graus
de incerteza podem ser representados através de modelos probabilisticos. Em outras palavras, se
A indica a proposi¢do “choverda amanha", entdo P(A) indica o qudo se acredita nesta afirmacéo.

Além disso, € natural que diferentes pesquisadores possam ter distintos graus de incerteza.

Formalmente é comum assumir que o modelo probabilistico gerador dos dados pode ser
explicado por vérias hipoteses. Neste caso, a informagdo disponivel sobre determinada hipétese
ou caracteristica 0 estd resumida probabilisticamente a priori através de m(6). O interesse estd,
entdo, em utilizar observagdes de uma quantidade aleatéria X para aprender sobre 0. O teorema
de Bayes permite tratar todas as caracteristicas de interesse desconhecidas como varidveis
aleatodrias, possibilitando que informacdes externas sejam incorporadas a andlise dos dados.

Assim, a atualizagdo, a partir dos dados, é determinada por

p(x[0)m(6) _ p(x]6)x(6)
p(x) Jor(x|0)m(6)d6

Note que 1/p(x) ndo depende de 6 e funciona como uma constante normalizadora de 7(6|x).

7(6]x) = (1.2)

p(x) pode ser colocada como probabilidade marginal dos dados ou distribui¢do preditiva, ou

seja, esta € a distribui¢do esperada para a observacao x dado 6.

Para um valor fixo x a fungdo p(x|0) fornece a plausibilidade ou verossimilhanca de cada
um dos possiveis valores de 8. Combinando as fontes de informacdo a priori e a verossimilhanca,
€ possivel obter uma forma mais usual do teorema de Bayes que leva a distribui¢do a posteriori.
Desta forma,

7(6]x) o< p(x|6)7(6), (1.3)

esta forma simplificada € util em problemas que envolvem estimagdo de parametros, ja que o
denominador € apenas uma constante normalizadora. No entanto, em algumas situa¢des, como

selecdo e comparacdo de modelos, este termo possui um papel importante.
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Inferéncias sobre fungdes dos pardmetros sdo obtidas através dos cédlculos de esperancas

a posteriori, deste modo, € necessdrio determinar integrais do tipo,

Eoxls(0)) = [ g(6)n(61x)ap. (1.4)

Porém, em diversas aplicacdes praticas € extremamente complicado calcular essas integrais.

Existem diversos métodos aproximados baseados em simulacdes para obtencdo dessas
integrais, dentre os mais conhecidos estd o método de Monte Carlo, descrito em Robert e Casella
(2009), baseado na Lei Forte dos Grandes nimeros que garante que, se € possivel obter uma
amostra de 7(6|x) pode-se aproximar o valor de (1.4) por,

/\

Egx[g(

:I'~

i 5 Eox(s(0)], (15)

—

em que ¢ : ® — R. Em particular, note que decorre da equagdo (1.5) que Egx[g(0)%] =

IZ, ,8(6 ) . Com isso, pode-se escrever

—

2
Varg[g(0)) = —(%;gwi)) 25 Vargxlg(0)l.  (16)

S| =
TP
oQ
—~
D

No entanto, obter valores de 7(6|x) em dimensdes elevadas pode ndo ser trivial. Com
iss0, sdo propostos métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) como alternativa

em casos onde € dificil obter valores da distribui¢cdo a posteriori.

Na préxima se¢do serdo apresentadas algumas defini¢cdes sobre Cadeias de Markov e o

método MCMC através do algoritmos de Metropolis-Hastings (MH) e Gibbs Sampling.

1.3.1 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

A ideia é basicamente simular valores da distribui¢do de interesse através de técnicas
baseadas em cadeias de Markov e calcular estimativas amostrais de caracteristicas desta. O
primeiro membro da familia MCMC é o Metropolis proposto por Metropolis et al. (1953), como
parte da investigacao das propriedades de equilibrio a sistemas de particulas, e generalizado
por Hastings (1970), denominado Metropolis-Hastings, tornando o método uma dominante em
aplicagdes bayesianas, juntamente com o Gibbs Sampling apresentado por Gelfand e Smith

(1990), para simulacdes de valores da distribuicdo a posteriori.

1.3.1.1 Cadeias de Markov

Definicao 1. Um processo estocdstico {X; : t € T} € uma colecao de varidveis aleatdrias indexa-
das no tempo. O conjunto dos possiveis valores de X;, S = {s1,52,...}, € denominado espaco

dos estados e T denota o espago de tempo.
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Considere que o processo estocdstico estd no estado s; no tempo ¢ — 1. A probabilidade

do processo estar no estado s; no tempo 7, dada por
P(X; = sj|Xi—1 = si,..., X0 = 50), (1.7)
serd denominada probabilidade de transi¢do (em um passo) do estado s; para o estado s;.
Definicao 2. Uma Cadeia de Markov € um processo estocdstico tal que,
P(X; = sj|Xi—1 = si,..., X0 = 50) = P(X; = 5| X;—1 = i) = pij, (1.8)

ou seja, o estado atual da cadeia depende apenas do estado no qual o processo esteve no tempo

anterior.

Algumas propriedades importantes

Irredutibilidade Uma cadeia de Markov € dita ser irredutivel se para quaisquer dois estados,
si, s € S, existe um inteiro ¢ tal que P(X; = sj\X,_l =s;) > 0. Isso significa que cada estado

pode ser alcangado a partir de qualquer outro, usando apenas probabilidades positivas;

Periodicidade Seja 7(s;) := {r > 1,P(X; = 5;|X1 = 5;) = pii > 0} o conjunto dos tempos em
que € possivel que a cadeia retorne a posicao inicial s;. O periodo do estado s; € definido

ser 0 maximo divisor comum de 7(s;);

Reversibilidade Um cadeia de Markov € dita reversivel se as probabilidades de transicao entre
os estados sdo invariantes, p;; = pji, ou seja, a probabilidade de estar em um estado s; e ir

para s; € igual a probabilidade de estar no estado s; e ir para s;.

Lema 1. Se uma cadeia de Markov ¢ irredutivel, entdo mdct(s;) = mdc7(s;) para todo s;,s; € S.

Para uma cadeia de Markov irredutivel, o periodo é definido ser comum para todos os

estados. A cadeia € dita ser aperiddica se todos os estados tem periodo 1.

Para utilizar o método de Monte Carlo de maneira adequada é necessario que a Cadeia
de Markov gerada seja, irredutivel, aperiddica e reversivel. Essas condi¢des garantem que,
independente do valor inicial da cadeia, X; converge para a distribui¢ao invariante. Para mais
detalhes veja Levin e Peres (2017).

1.3.1.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo Metropolis-Hastings (MH) utiliza uma distribui¢ao auxiliar para simular va-
lores aleatdrios e aceitd-los com uma certa probabilidade. Este mecanismo garante a convergéncia

da cadeia para a distribui¢do de equilibrio, que neste caso € a distribuic@o de interesse.

Suponha que deseja-se simular valores de uma distribui¢do qualquer 7(0) a partir de

uma distribui¢do auxiliar ¢ no mesmo dominio de 7. O algoritmo MH € dado por
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i. Inicialize o contador de iteracdes t = 0 e especifique um valor inicial 6.
ii. Gere o novo valor 8’ da distribui¢do proposta ¢(-|0).

i1i. Calcule a probabilidade de aceitacao

N n(6')q(6]6")
(6,6') = min (LW) (1.9)

iv. Gere u ~ U(0,1). Se u < 0(6, ') aceite o novo valor e faca 8("*1) = ¢/, caso contrério
rejeite e faca 61 = @.

v. Incremente o contador de ¢ para t + 1 e volte ao passo ii., repetindo 0s passos 0 nimero

desejado de vezes.

A ideia € que conforme o nimero de iteragdes aumenta, a cadeia gradualmente “esquece”

os valores iniciais e eventualmente converge para uma distribui¢do de equilibrio.
Note que o algoritmo MH faz a transi¢do de & — 6’ de acordo com ¢(-) e aceita com
probabilidade a(6,6’), ou seja, a probabilidade de transigdo fica dada por,
po.o =q(6'0)a(6,6"). (1.10)

A equagdo (1.10) satisfaz a condi¢do de reversibilidade (homogeneidade), assim,

Pe,o'm(0) =q(6'|6)0(6,6")7(6)

_olteymin (1 F(074(616")
= ¢(6'|0) min (1,W> ()

=min (7(0)q(6'10),7(6")q(6]6")) (1.11)
= por,o7(6').

Em aplicagdes bayesianas o interesse estd em simular valores da distribui¢do a posteriori,

i.e., w(0]x), assim, a probabilidade de aceita¢do (1.9) assume a forma particular,

p(x| 9’)71(9’)q(9\9’))
" p(x|6)7(6)q(6'16) )

(6,6') = min (1 (1.12)

1.3.1.3 Algoritmo Gibbs Sampling

O Gibbs Sampling ndo apresenta o0 mecanismo de aceitacdo do Metropolis, fazendo com

que a cadeia se mova sempre para um novo valor. Considere um vetor aleatério 6 = (0y,...,6,)
com distribui¢do conjunta (6, ..., 60,) sendo que as distribui¢des condicionais sdo conhecidas,
ou seja,

n(6;]6_;), emque  O_;=(6,...,6i_1,6i_1,...,04)". (1.13)

Assim, as transi¢des de um estado para outro sdo feitas de acordo com as distribui¢des condicio-

nais. O algoritmo Gibbs Sampling é dado por
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1. Inicialize o contador de iteracdes ¢ = 0 e especifique valores iniciais 0 ©) = (91(()), ...,0 550) )’

ii. Obtenha o valor de 8(+1) a partir de 0 através da geragdo sucessiva

0" ~ n(e160", 6", ... 0\
ol ~ (6,00 0l ... 6")

Gyﬂ) -~ ﬂ(edwl(zﬂ)7 62(t+1)’ o ecgtjll))

iii. Incremente o contador ¢ e retorne ao passo ii. até obter a convergéncia.

Desta forma, cada itera¢do se completa apds d movimentos ao longo dos eixos coordena-
dos das componentes de 6. Apds a convergéncia, os valores resultantes formam uma amostra
de m(0). Vale notar que mesmo em problemas de alta dimensionalidade as simulag¢des sdo
univariadas, o que, de maneira geral, pode ser visto como uma vantagem computacional, pois o
método utiliza as distribuicdes condicionais completas. Além disso, o Gibbs Sampling pode ser
considerado como um caso particular do Metropolis-Hastings, no qual os elementos de 6 sdo
atualizados um de cada vez (ou em blocos), tomando a distribui¢do condicional como proposta e
probabilidade de aceitacdo igual a 1. Mais detalhes sobre os métodos até agora descritos podem
ser obtidos em Gamerman e Lopes (2006) e Robert e Casella (2009).

Recentemente, Neal ef al. (2011) introduziu o método de Monte Carlo Hamiltoniano que
trata-se de um algoritmo de simulacdo Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) trazido para
sistemas dindmicos hamiltonianos. Este método possui vantagens em relacdo aos algoritmos
ja citados, evitando, por exemplo, o comportamento de passeio aleatério e consequentemente
reduzindo a dependéncia excessiva dos valores gerados, o que faz com que a convergéncia para
distribui¢do estaciondria seja demorada. Este método serd abordado com maiores detalhes no

Capitulo 3.

O Capitulo 2 apresentara os principais conceitos relacionados a modelos de Volatilidade

para séries que apresentam heteroscedasticidade.
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CAPITULO

MODELOS PARA VOLATILIDADE

Exitem variadas formas de especificar como a variancia condicional (volatilidade) varia
com o tempo. Neste capitulo serdo descritos alguns dos modelos mais conhecidos para séries

financeiras que apresentam evolucdo temporal na volatilidade.

2.1 Modelos de Volatilidade

2.1.1 Modelos ARCH

Os modelos ARCH ou autoregressivos com heteroscedasticidade condicional, foram
introduzidos por Engle (1982). A estratégia utilizada para estimar a variancia condicional de
uma série de retornos (r;), consiste em assumir que ela depende de retornos passados por meio

de uma funcao quadratica, embora o retorno r; seja nao correlacionado serialmente.
Defini¢ao 3. O modelo ARCH(p) ¢ definido por
r, =1/ GP€ (2.1)
r — t €t .
2 _ 2 2
O =0+ our_j+...+0pri_,, (2.2)
em que {&} é um processo puramente aleatério com média zero e varidncia igual a 1, gy > 0,
o >0,i=1,...,p.
Usualmente supde-se que & ~ A4(0,1), & ~ t, ou uma distribui¢do que descreva as
caudas pesadas da série (MORETTIN, 2008).

Um caso particular, em que € possivel investigar algumas propriedades desses modelos,

€ o ARCH(1) ou autorregressivo condicionalmente heteroscedéstico de ordem 1, dado por

r =1/ o7&, (2.3)

0}2 = Oto-l-oqr,z_l, (24)
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com 0p > 0e o > 0. Note que quando o = 0 a variancia condicional € constante e r; € um
processo condicionalmente homosceddstico. Neste caso, deseja-se garantir a estacionariedade da
autorregressao de modo que deve-se impor a restri¢cdo 0 < a; < 1. Pode-se notar também que

(2.4) ndo inclui um termo de erro.

Além disso, se o processo {r; } for estaciondrio, tem-se que a média, varidncia e covari-

ancias incondicionais da série sdo obtidas por:

(i) E(rt) =E(E(ri|F-1)) =0;

(i) Var(n) =E(17) = E(E(717-1)) = E(ao +oury_y) = 1%
(ii) Cov(ry,rik) =E(ririk) = E(E(rtrt+k|<%+k—1 )) =F (l”tE(\/ ht+k8t+k|<%+k—l)) =0, para
k>0, pois r, estd em ;1 € E(&14|Frk—1) =0.

Lembrando que .%,_| = {r,_1,...,r } denota o conjunto de informagdes até o instante r — 1.

Vale ressaltar que geralmente os retornos apresentam caudas longas, de maneira que a
curtose, kK, € maior que 3. Pode-se mostrar que o coeficiente de curtose, supondo que & sejam
normais, €, entao,

E(r}) _3(1-of)

K= Var( )~ 3a (2.5)

Uma desvantagem deste modelo € tratar retornos positivos e negativos de forma similar,
uma vez que os quadrados dos retornos entram na férmula da volatilidade, o que ndo é muito

razodvel sabendo que a volatilidade reage de modo diferente a retornos positivos e negativos.

2.1.1.1 Identificacdo

A caracteristica fundamental nos modelos ARCH ¢é que a volatilidade dos retornos r;
se comporta como um processo autorregressivo. Sendo assim, para a constru¢do do modelo,
inicialmente seria interessante ajustar modelos ARMA, para remover a correlagdo serial na série,

se ela existir. Dessa forma, se este for o caso, tem-se que
¢(B)r, = 90 + Q(B)at,

sendo que a;, ~ ARCH(p). Portanto, no que se refere a r;, estaremos supondo ou que a série é
ndo correlacionada, ou entdo ela € o residuo da aplicagdo de um modelo ARMA a série original
(MORETTIN, 2008). Particularmente, se o processo ajustado for adequado entdao a Fun¢do de
Autocorrelacdes (FAC) e a Fun¢do de Autocorrelagao Parcial (PACF) dos residuos devem indicar
um processo puramente aleatdrio, no entanto, se a FAC dos quadrados dos residuos tiver um
decaimento caracteristico de uma autorregressao, isso € uma indicacao de que um modelo ARCH
pode ser apropriado (EHLERS, 2007).
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2.1.2 Modelos GARCH

Os modelos GARCH (generalized ARCH) s@o uma generalizacdo dos modelos ARCH,
apresentada por Bollerslev (1986), que consiste em assumir que a FAC de r? se comporta como
um processo ARMA, isto é, depende também de seus valores passados, o que pode tornar o

modelo mais parcimonioso, no sentido de apresentar menos parametros em relacdo ao ARCH.

Definicao 4. O modelo GARCH(p,q) € definido por

r=/c/&, (2.6)
2 oo ; 2
of =ap+ Y, air; ;+ ) Biot (2.7)
i=1 j=1
em que {&} sdo v.a. ii.d., com média zero e varilncia igual a 1, o9 > 0, a; > 0,i =1,...,p,

Biz()?j:la"'?qa lm:l(ai—i_ﬁi)<1’m:max(p7q)'

2.1.2.1 Identificacdo

As ferramentas bdsicas para identificacdo sdo mais uma vez a FAC e a FACP dos
quadrados dos residuos, onde estas devem indicar um processo ARMA(p,q). Neste caso a
identificagc@o pode ndo ser trivial, entretanto, na pratica em diversos casos o modelo GARCH(1,1)
¢ suficiente, recomenda-se também o uso de modelos de ordem baixa, como (1,2), (2,1) ou (2,2),
e depois escolher o0 modelo com base em variados critérios (veja Morettin e Toloi (2006) para

mais detalhes).

2.2 Modelos de Volatilidade Estocastica

Os modelos da classe GARCH supdem que a variancia condicional depende de retornos
passados e a equacgdo de volatilidades apresentadas por esses modelos sdo deterministicas, no
sentido de que ndo assumem um componente aleatério. No entanto, € razodavel assumir que
a equacgdo da variancia condicional varia estocasticamente no tempo, especialmente quando

existem mudancas inesperadas.

Os modelos de volatilidade estocastica (VE) foram introduzidos por Taylor (1986)
€ consistem em assumir um processo estocdstico para uma fun¢do da equacdo da variancia
condicional. Estes modelos tem como premissa o fato de que a volatilidade presente depende de

seus valores anteriores, mas ¢ independente dos retornos passados.
Definicao S. O modelo VE na forma candnica de Kim, Shephard e Chib (1998) ¢ definido por

ry = ﬁexp(ht/Z)St, (28)
b=+ (e — 1) + 1. 2.9)

o
hy ~ N ‘u’l——q)z ;
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em que /; é um processo estaciondrio do logaritmo da volatilidade no tempo 7, {&} é uma
sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com média zero e variincia unitdria, {7, } € uma sequéncia
i.i.d., tal que n, ~ A47(0, 6,2’), em que & e 7, sdo independentes para todo . Tem-se que i € o
nivel das log-volatilidades e |¢| < 1 é o parAmetro de persisténcia. O pardmetro 3 desempenha o
papel de fator escala e por questdes de identificabilidade B deve ser configurado para um ou

para zero.

A equacdo de log-volatilidades do modelo (2.9) pode ser estendida para um caso mais

geral, ou seja,

P
he=w+Y ¢i(hi— )+, (2.10)
i=1

Além disso, algumas propriedades relacionadas aos momentos incondicionais s3o enu-

meradas abaixo:

(i) E(r;) = E(Behf/zst) = BE("/?)E(g) =0, jd que h; e & sdo independentes;

(ii) Var(r,) = E(r}) = E(B?e™e?) = B*E(e™)E(€?) = B>E(e""). Mas, como assume-se que

h; € um processo estaciondrio segue que,

E(h) =E(U+¢(h——p)+n) = E(hy) =p+9E(h) —pp=p e
o

ry

A distribuicio incondicional das log-volatilidades é &, ~ .4 (i, 6%), assim, ¢ segue uma

Var(h,) =Var(u+ ¢ (h—1 —u) +n;) = Var(h) = =0~

distribui¢do log-normal com,

E(eM) = et to?/2 e  Var(e") = (662 - 1)62“+62.

Portanto, Var(r;) = ﬁ26u+02/2.

(i) E(r}) = E(B**e}) = B*E(e*)E(g}). Se & ~ A4(0,1), entdo, E(g}) =3 e E(r}) =
3BAE(e?). Mas,

E(ezh’) = Var(eh’) —I—Ez(eh’) — ut207
4\ _ ap4 2u+20? . 5
Logo, E(ri') =3B% . Assim, a curtose é dada por

_ B _3prene |
-~ [Var(r))2 B4e2u+o? D

( . R . . 2
que é sempre maior que 3, pois ¢ > 1. Um resultado mais geral é que k = E (8,4 )e®, ou

seja, a curtose induzida por este modelo € sempre maior do que a curtose de &.
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Nos modelos VE, condicional ao conjunto de informagdes .%; = {r;,r;_1,...}, o desvio

padrdo de r; é dado por,

= Bexp(h:/2).

Em finangas, se r; representa o #-€simo retorno, entdo o; € a volatilidade no tempo ¢.

Na formulagao original dos modelos, introduzida por Taylor (1986), supde-se & seguindo
uma distribui¢do normal padriao. No entanto, muitos estudos empiricos indicam que este modelo
ndo considera a curtose observada nos retornos em diversas séries temporais financeiras. Com
1ss0, considerou-se também outras distribui¢des para a equacao de observacdes do modelo, sdo

elas:

A distribuicdo de poténcia exponencial (ou generalized error distribution, GED) com

média zero e variancia unitdria com funcao densidade dada por,

&

A

ple) = ———expd 2] L, 2.11)
1 ) 2

Az(”v)r(

1
v

em que A2 =2 vF( )/F( ) e o parametro de forma v > 0. Importantes casos sdo, a dis-
tribuicdo de Laplace para v = 1 e a normal padrao quando v = 2. A curtose € dada por

r(Hr)r( %)2 — 3 de modo que, quando v < 2, esta distribuiciio apresenta caudas pesadas.

Distribuicao t-Student com v graus de liberdade e funcao densidade dada por,

(¥l 2 7
ple) = nl_ ( ){1+81} . 2.12)

Quando v — oo esta distribui¢do se aproxima de uma Gaussiana padrao.

E adicionalmente, a distribuicdo Skew-Normal padrao com pardmetro de forma v e

p(e) = \/lz_nexp{—%z}{l—f—erf[v <%)” 2.13)

2 . . o~ e, < N T
em que erf(x) = \/LE f02 e ""dr. Essa distribui¢do € assimétrica a esquerda para v < 0 e a direita

densidade dada por,

quando v > 0. A Gaussiana padrao € um caso particular se v = 0.

2.2.1 Funcées de Verossimilhanca

A fungdo de verossimilhanga conjunta L, g = p(r,h|6), em que 0 = (B, ,¢,0n,V),
dada por

T T
p<r>h|B7“>¢76n> ) hl“"' (P;GTI H hz‘ht—l,,u;(p;Gn)Hp(rt’ht,ﬁ,V); (214)
=2 =1
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ém que hl’(‘uv(pv(yn) ~ t/V(Nan/(l - ¢2)) € h;|(h,,1,‘u,¢,6n) ~ '/V(/J _'_(p(ht*l —‘LL),O'TZI).
Para erros Normais, temos,

I 7
1 B) = _—t, 2.15
plrilhe. ) \/ﬁﬁexp(hzﬁ)exp{ 2ﬁzeXP(ht)} o
para erros GED,
hl 1 rl '
tht; ) = R 7 216
i e D

para erros t-Student,

v+1
2

_ ) o
p(r,|h;,B,v)—B 2 T(Y) {1+B2(v—2)exp(h,)} p(—h/2), (2.17)

e para erros Skew-Normal,

p(rilhe, B,v) = \/ﬁﬁeip(ht/z) exp{—zﬁ%fmht)}{l—kerf [v (W)H (2.18)

2.2.2 Distribuicées a Priori

Para completar a especificagdo do modelo, sob o paradigma bayesiano, definimos a priori
para ¢ de acordo com Kim, Shephard e Chib (1998). Sendo ¢ = 2¢* — 1 em que ¢* ~ AB(a; )

temos,
o 1+o\* ' /1—¢\P! 1

assim o suporte da distribui¢do pertence ao intervalo [—1,1]. Note que E(¢) = 2ﬁ -1,

neste caso, foram selecionados os pardmetros @ =20 e B = 1,5, implicando em uma média a

priori de 0,86. O gréfico estimado desta distribui¢ao é dado pela Figura 1. A maior parte dos
autores escolhe esta priori ((GIROLAMI; CALDERHEAD, 2011),(KASTNER; FRUHWIRTH-
SCHNATTER, 2014),(ZEVALLOS; GASCO; EHLERS, 2016)), pois na pratica geralmente os
valores de ¢ sdo proximos de um. Alternativamente, outras distribuicdes a priori podem ser
utilizadas, como por exemplo, 7(¢) o< 1 que conduz uma densidade condicional analiticamente
tratdvel. Porém, se ¢ = 1 os termos de u da equacgdo de log-volatilidades do modelo (2.8) se
cancelam e, portanto, i se torna identificivel a partir dos dados. A priori selecionada evita este
tipo de problema (KIM; SHEPHARD; CHIB, 1998).

Por questdes de identificabilidade o modelo é configurado com o pardmetro § = 1 ou
u = 0. No caso em que u = 0, para o pardmetro 3 foi proposta um distribui¢do exponencial com

média um. Quando se configura § = 1, propomos & ~ A (lo, 07 ).
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Figura 1 — Densidade simulada 7(¢) com os parAmetros &« =20e = 1,5.
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Para o parAmetro 6, € R™ usualmente emprega-se a priori Gama Inversa, no entanto,

foram propostas outras duas distribui¢des a priori, sendo

2 ~1 (s bs
~ =<z 22
op~Y ( ) ) (2.20)
o2 Bex =%+ L (2.21)
n o XI - 27230_ ) .
o5 ~Inv— x*(cq,50). (2.22)

Consideramos a distribuicao a priori (2.22) de acordo com Girolami e Calderhead (2011)
e (2.21) conforme utilizado em Kastner (2016), por efeito de comparacao e pela escolha desta

ser menos influente quando a verdadeira volatilidade da volatilidade é pequena.

Para o parametro v a distribui¢c@o a priori depende da distribuicdo adotada para os erros

da equacao de observacdes do modelo. No caso da distribui¢do GED,
v~ Inv— x2(10,0.05), (2.23)

quando os erros seguem distribuicdo t-Student, foi considerada a distribuicdo exponencial

truncada, com densidade
n(v)=Aexp{—A(v—4)}, v>4, (2.24)

neste caso, foi especificado A = 1/3. As distribui¢des (2.23) e (2.24) foram tomadas de acordo

com Zevallos, Gasco e Ehlers (2016). E para a distribui¢do Skew-Normal,

v~ (0,5). (2.25)

Portanto, a densidade a priori é denotada por w(0) = w(B)n(u)w(P)w(ony)m(V).
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2.3 Selecao de Modelos

Explorar e encontrar um modelo que representa a dindmica dos dados de forma mais
adequada (entre varios candidatos) é um problema de grande importancia em uma pesquisa
estatistica. A escolha natural para medir o desempenho do modelo € utilizar uma técnica chamada
cross-validation. O conceito central do cross-validation é o particionamento do conjunto de dados
em subconjuntos mutuamente exclusivos e, posteriormente, utilizar alguns destes subconjuntos
para a estimacdo dos parametros do modelo (dados de treinamento) e o restante dos subconjuntos

sdo empregados no processo de validacao do modelo.

O método cross-validation k-fold consiste em dividir o conjunto total de dados em n/k
subconjuntos e, a partir disto, um subconjunto € utilizado para estimacdo dos parametros e
calcula-se a acuracia do modelo. Quando k£ = n, tem-se um leave-one-out cross-validation, onde

o conjunto de validacdo consiste em apenas um tnico ponto de dados de cada vez.

Embora atraente, o cross-validation tem a desvantagem de ser computacionalmente caro,
sendo indicado para situacdes onde poucos dados estdo disponiveis. Neste caso, uma alternativa
€ a utilizacdo de critérios de informagdo. Dentre os mais conhecidos, provavelmente, o critério

de informacgao mais utilizado é o Akaike Information Criterion AIC proposto por Akaike (1974).

Abaixo sdo descritos os critérios a serem usados neste trabalho, de acordo com a meto-

dologia de inferéncia Bayesiana.

2.3.1 Deviance Information Criterion

Uma popular escolha na literatura inferencial Bayesiana € o Deviance Information

Criterion (DIC) proposto por Spiegelhalter et al. (2002), que € definido como,
DIC = —21log p(y|8gayes) + 2P,

em que Opayes = E[0]y] € pp é uma penalizagdo em termos do desvio médio a posteriori que

mede a qualidade do ajuste do modelo aos dados. O pp é dado por
pp =2 (logp(y\ OBayes) — Ee|y[10gp(y!9)]) :

Entdo, dado S simulag¢des da distribuicdo a posteriori de 0 € possivel aproximar direta-

mente o pp como,

, A 1
pp =2 | logp (y|OBayes) — S Y logp(y|6°) | . (2.26)
s=1

Uma observagido relevante é que em alguns casos o DIC tende a selecionar modelos super
ajustados e esté aberto a diferentes variagdes. Celeux et al. (2006) apresentam e comparam vdrias

extensdes do critério no cendrio de misturas de distribui¢des e modelos de efeitos aleatorios.
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2.3.2 Watanabe Information Criterion

Um critério de informagdo mais recentemente desenvolvido é o chamado Watanabe
information criterion (WAIC), que foi descrito por Watanabe (2010). O WAIC tem a vantagem
sobre o DIC, em termos do calculo da média sobre a distribuicdo a posteriori e também devido
ao fato de nao depender da teoria assintdtica de Fisher, como apontado por Gelman et al. (2014).
Por conseguinte, ndo assume que a posteriori converge para um tnico ponto tornando-se uma
opcao atraente para os modelos hierarquicos e de mistura. O WAIC pode ser pode ser interpretado
com uma aproximag¢ao computacionalmente conveniente para validacao cruzada e € definido

com base em,
elpdwaic = lpd — Pwaic;

em que Pyaic = Y Varg)y(log p(yi|8)) € uma penalizagdo para o nimero efetivo de pardmetros
elpd =Y" logp(yily) é alog densidade preditiva pontual, tal como definido por Gelman e al.
(2014). Pode-se reescrever,

log p(yily) = 10g/@p(w|9)p(9|y)d9

Entdo, dado S simulac¢des pode aproximar a variancia posteriori da log densidade para

. CA . . 2 /S :
cada ponto de y;|6 utilizando a varidncia amostral, isto é, V> ja; = S ; ZY 1 (ag— a)?. Assim,

pwalc - Z =1 logp yl‘9)> (227)

E também a log densidade preditiva pontual por,
—~ 1 ,
Ipd =) log| =} p(vi[6°) |. (2.28)
i=1 s=1

Com isso, o0 WAIC ¢ definido por,

WAIC = —2elpd (2.29)

waic*

Watanabe (2010) mostrou, que sob algumas condi¢des de regularidade, o WAIC € assintotica-
mente equivalente ao leave-one-out cross-validation (GELMAN; HWANG; VEHTARI, 2014).

2.3.3 Approximate Leave-One-Out Cross-Validation
A estimativa Bayesiana Approximate Leave-One-Out Cross-Validation (LOO) é,
n n
Ipdy, = Y. logp(sly-0) = Y 1og | plyi|6)p(6ly-i)d6
i=1 i=1

que € a log densidade preditiva pontual sem o i-ésimo ponto dos dados no calculo da distribui¢do

a posteriori.
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De acordo com Gelfand (1996), se os n pontos forem condicionalmente independentes
no modelo de dados, o LOO pode ser calculado facilmente usando amostragem por importancia

com pCSOS,
e 1 ~ p(0°y-i)
©op(ile%)  p(6ly)

Porém, o uso direto desses pesos pode induzir a estimativas ruidosas com variancia alta

(2.30)

ou infinita nas caudas da distribuicdo. Em vez disso, estabiliza-se os pesos, substituindo wy por,
Wy = min(wy, VSW).

conforme recomendado por Ionides (2008). No entanto, a desvantagem deste truncamento
€ que ele induz um viés, que pode ser grande em diversos casos (VEHTARI; GELMAN;
GABRY, 2017). Com isso, Vehtari, Gelman e Gabry (2015) propdem uma abordagem inovadora
que fornece estimativas mais precisas e confidveis, usando pesos suavizados ao ajustar uma
distribui¢do de Pareto generalizada para a parte superior da distribui¢do dos pesos de importancia.

Este procedimento pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Ajustar a distribui¢@o de Pareto Generalizada para os 20% maiores pesos de importancia wy

conforme calculado em (2.30);

2. Estabilize os pesos de importancia, substituindo as M maiores taxas pelos valores esperados
das estatisticas de ordem da distribui¢do de Pareto Generalizada ajustada,
—1(<— 1 / 2
F (T 3 = 17 . ,M,
em que M € o nimero de simula¢des usadas para ajustar a Pareto (Neste caso, M = 0,2 X §)

e F~! é ainversa da distribui¢io acumulada;

3. Para garantir variancia finita da estimativa, trunca-se os pesos suavizados em $3/4%, em que

w € a média dos pesos suavizados.

As etapas acima devem ser realizadas para cada ponto de dados i. O resultado é um vetor de

pesos wi, s =1,...,S, para cada i.

A estimativa LOO estabilizada utilizando amostragem por importancia suavizada de

Pareto (PSIS) da log densidade preditiva esperada é dada por,

n S

— 5, p(3il0°)ws

elpdpsis_m:Zlog( =1 Pl ). 231)
i=1

Ry
s=1Wi

Seguindo a literatura sobre os critérios de informacao, a penaliza¢do para o nimero efetivo de

parametros € estimado pela diferenca,

ﬁpsisfloo = lpd - elpdpsisfl()()? (232)
que € (2.28) menos (2.31). Com isso, o0 LOO ¢é dado por,
LOO = —2elpd 50 (2.33)
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Erro Padrao e Biblioteca loo

e clpd

ponentes independentes, por isso € trivial calcular seu erro padriao, em cada caso, calculando o

As estimativas calculadas elpd sdo definidas como a soma de n com-

waic psis—loo

desvio padrio dos n componentes e multiplicando por /n. Por exemplo, defina
— 13 S P
elpd, ., = log | < . p(416%) | = (V1 (logp(31]6)) ).
s=1

de modo que elpd,, ;. € a soma desses n termos independentes. Entdo, o erro padrio € definido

por

EP(elpdwaic) = \/nVsS:l(elpdwaic)?

e de forma similar para elpd Os penalizagdes para o nimero efetivo de parametros pyqic

psis—loo*
€ Ppsis—loo também sdo somas de termos independentes e, portanto, pode-se calcular os erros

padrdes associados da mesma maneira.

Vehtari, Gelman e Gabry (2015) desenvolveram uma biblioteca em R chamada 1oo que
fornece estimativas dos critérios de informacdo WAIC e LOO através de objetos stanfit que,
por sua vez, sdo obtidos com o auxilio do pacote rstan que serd mencionado no préximo
Capitulo. A biblioteca retorna, além das estimativas com seus respectivos erros padroes, uma
avaliacdo da confiabilidade das estimativas LOQ. Para poder obter os resultados dos critérios de
informacao € necessario fornecer a biblioteca a medida 1521 que pode ser facilmente implementada

junto ao modelo de interesse (veja Vehtari, Gelman e Gabry (2017) para mais detalhes).

2.4 Valor em Risco (VaR)

Uma forma de avaliar o desempenho dos modelos propostos € estimando o Valor em
Risco (VaR) para miltiplos horizonte de tempo. O VaR que € um conceito empregado para
medir o risco de mercado, esta medida avalia a exposi¢do de uma posi¢do financeira em relacdo
as variacdes dos retornos, ou seja, mede a pior perda esperada que um ativo ou carteira de
portfélio pode incorrer devido a eventos atipicos do mercado. A necessidade de quantificar o
risco geralmente ocorre quando uma institui¢do financeira precisa determinar o montante de

capital para manter como protecdo contra perdas inesperadas (FRANCQ; ZAKOIAN, 2011).

O VaR ¢ definido de forma a mensurar o grau de incerteza na obtencdo do retorno espe-
rado em uma determinada aplicacdo, visando quantificar o montante que um certo investimento
pode perder. Seja r; uma série de retornos financeiros, entdo, para um dado horizonte de tempo /,
0 VaR ¢ dado por,

P(r;<VaR) = a'V,

em que r; = In(AP;) € a série de retornos para o periodo de tempo /. Assim, para a expressao

do quantil da distribui¢do da variacdo do preco do ativo, por exemplo, na pratica, estima-se
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este quantil pela distribuicdo empirica dos retornos (MORETTIN, 2008). De uma perspectiva
Bayesiana, dados os valores de retornos, as estimativas pontuais do VaR um passo a frente podem

ser obtidas usando uma amostra de valores extraidos de sua distribuicdo preditiva, isto &,
E(VaRy,),) ~ Z VaRy) |,

em que VaR(TS)+1 € o valor em risco predito um passo a frente na iteracio s conforme descrito em
Zevallos, Gasco e Ehlers (2016). Como nao ha uma determinacao analitica desta quantidade,

adotamos o seguinte procedimento:

1. Dados os valores dos pardmetros e log-volatilidades na s-ésima iteracdo se obtém os valores
de hgrl a partir de nﬁrl ~ (0, G,(f)) e definindo h(TS) 1= n) ¢ (hgf) —ul)+ n;sjrl;

2. Em seguida, simulamos K replicacdes {S;Sj’fl) ST 1 } da distribuicao dos erros (com

parametro v() para as distribuicdes GED, t-Student e Skew-Normal) ;

3. Finalmente, forma-se uma amostra de retornos, estabelecendo r(Tsﬁ =BWex ( T +1 /2)er +1)

(s)

Este procedimento permite aproximar o VaR; ' ; de confianga o pelo valor da amostra (1-a)-

quantil.
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CAPITULO

MONTE CARLO HAMILTONIANO

O método de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) € uma técnica baseada na dindmica
de Hamilton que utiliza de forma simultinea a ideia de aceitagdo do Metropolis para realizar
transi¢coes na Cadeia de Markov. Este método ndo faz uso de distribuicdes auxiliares (fungdes
proposta), mas € capaz de percorrer rapidamente o suporte e produzir de modo eficiente simula-
cdes de valores aleatorios da distribui¢do alvo. Além disso, a forma de configuracdo do algoritmo
€ mais proxima do ideal para simular valores de distribui¢des com dimensdes um tanto elevadas

e com alta estrutura de correlacgao.

O método HMC foi originalmente chamado de hibrido Monte Carlo e trata-se de um
algoritmo de amostragem cadeia de Markov Monte Carlo (MCMC), que foi trazido para sistemas
dinamicos hamiltonianos e integrado a estatistica por Duane et al. (1987). O termo Halmiltoniano,

introduzido por Neal ef al. (2011) € mais utilizado na literatura recente.

A ideia consiste em resolver problemas de simulagcdo dindmica no qual as varidveis do
estudo original sdo transformadas em varidveis de posi¢do e varidveis artificiais sdo introduzidas
no sistema. Essas varidveis artificiais geralmente possuem distribui¢do Gaussiana e referem-se
as varidveis de momento do sistema Hamiltoniano (NEAL er al., 2011). Basicamente, simula-se
o movimento do deslocamento de uma particula sob uma energia potencial igual ao logaritmo
negativo da densidade de probabilidade de interesse. A cada iteracdo a velocidade da particula é
aleatorizada representando seu movimento durante determinado tempo. Apds isso é obtida uma
nova posicao, que € justamente o valor proposto da distribuic@o alvo. Este valor € aceito ou ndo

de acordo com a regra de aceitacdo do Metropolis.

3.1 Dinamica Hamiltoniana

As equacgdes de Hamilton formam um conjunto de equacgdes diferenciais ordindrias

vistas como uma reformulagdo das leis de Newton da mecanica cldssica e descrevem de modo
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deterministico como particulas (ou corpos) evoluem no tempo em um sistema conservativo e
fechado. A dindmica hamiltoniana possui uma interpretagdo fisica que pode fornecer intui¢oes
uteis. Em duas dimensdes, podemos visualizar a dindmica como um disco sem fric¢do que
desliza sobre uma superficie de altura varidvel. O estado deste sistema consiste na posi¢ao do

disco, dada por 8, e o impulso do disco (sua massa vezes sua velocidade), dada por p.

A energia potencial U(8) do disco e a energia cinética K(p) = |p|?/2m (m é a massa
do disco) variam de acordo com o movimento do disco sobre a superficie. Em uma parte
nivelada, o disco se move a uma velocidade constante igual a p/m. Se encontrar uma inclina¢do
ascendente, o impulso do disco permite com que sua energia potencial aumente e a energia
cinética diminua até o ponto em que seja nula. Neste momento, o disco inicia um movimento

descendente passando por uma energia cinética maxima e potencial minima.

A energia total deste sistema € representada matematicamente pela fun¢do hamiltoniana

que € definida a seguir

Definicao 6 (Funcdo Hamiltoniana). A energia total de um sistema fechado e conservativo é

dada pela funcao Hamiltoniana,
H(6,p) =U(8)+K(p) 3.D

em que U(0) é a energia potencial e K(p) € a energia cinética do sistema.

A evolucao deterministica de particulas no decorrer do tempo € dada pela solucdo da

Dinamica Hamiltoniana

Definicao 7 (Dinamica Hamiltoniana). As equacdes de movimento de Hamilton s@o definidas

pelo sistema de equacdes diferenciais,

d6 JH

ar = ap W)

dp  O0H

L S =—VeU(6) (32)

A descricdo do movimento por estas equagdes € denominada Dindmica Hamiltoniana.

As derivadas parciais da funcado Hamiltoniana determinam como 6 e p mudam ao longo
do tempo, por exemplo, suponha que para um intervalo qualquer de duracgao s, deseja-se saber a
posicdo de uma particula apds a evolugdo ¢ + s. Entdo, fixados os valores [0(¢), p(t)] as equacdes

definem um mapeamento para determinar a posi¢do da particula no tempo [0 (7 + ), p(t +5)].

No entanto, as equacdes Hamiltonianas requerem a solu¢do de um sistema de equagdes
diferenciais que, exceto em casos muito simples, s6 pode ser aproximada numericamente
empregando uma classe especial para solu¢do aproximada de sistemas de equacdes diferenciais.
O método de Stormer-Verlet (leap frog) € o método ideal por possuir propriedades fundamentais
na garantia da convergéncia das cadeias de Markov (LEIMKUHLER B. & REICH, 2005).
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3.1.1 Algoritmo

Seja 6 € R e m(O|y) a distribuicdo de interesse. Considere que o logaritmo negativo
da densidade a posteriori é dado por U(0) = —¢(0) = —log(p(y|0)) —log(m(6)) + c. Assuma
que o momento na fungdo Hamiltoniana p tem distribuicdo Normal multivariada .#;(0, M), com
M conhecido. Entao, a densidade conjunta de (0, p) é definida pela exponencial negativa da

fun¢cdo Hamiltoniana,

f(evp) o< exp{—H(@,p)}
o< p(y|0)7(6)exp{—p M~ p}. (3.3)

Note que (3.3) é uma fun¢do de densidade fatordvel e pela defini¢do (7) pode-se obter
valores da distribuicdo a posteriori. Para valores (G(T), p(f)) em um dado tempo 7, inicialmente
T =0, € aplicada a solu¢dao numérica leap frog,

P8 = 0 4 gveg(e(f))

gltre) — g(7) 4 8VPK(p(T+%))

€ £
P78 = p(+3) +§V9£(9(T+€)). (3.4)
Assim, o método faz uso do gradiente da log-posteriori e, portanto, aponta para regides
de maior probabilidade, fazendo o algoritmo alcancar de forma mais rdpida a distribuicao de

equilibrio da cadeia de Markov.

Ao aplicar a etapa leap frog um numero L de vezes, a diferenca entre os Hamiltonianos é
préxima de zero devido a discretizacdo do sistema de equagdes diferenciais e o estado resultante
ao final da trajetéria é definido por (6*,p*). Apds este procedimento aplica-se a regra de
aceitacao de Metropolis para eventuais corre¢des do erro introduzido no sistema de equagdes.

Desta forma, a probabilidade de manter a proposta é dada por

A varidvel € representa a discretizagdo do sistema e assim como M € de livre escolha.
Ambos determinam a rapidez com que a cadeia alcanca a distribui¢@o estaciondria. Em geral, M
€ tomado como matriz identidade ou matrizes deterministicas positivas definidas, pois em casos

mais gerais € de dificil especificacdo.
O algoritmo HMC, tomando M = I, por exemplo, pode ser descrito através dos seguintes
passos,
1. Fornega a posig¢do inicial 600,

2. Definai=1,...,S
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- Gere p ~ A7(0,1)eu~%(0,1);
— Faca (Gl,pl) = (G(i_l),p) eHI:H(QI,pI);
— Repita o nimero adequado da solu¢do numérica leap frog descrita em (3.4).
3. Ao final da trajetéria, faca (6%, pf') = (0%, p*) e HF = H(6F pF);
1] ¢ P P P
4. Calcule a[(QF,pF), (Gl,p[)} :min{exp [HI—HF],l}

5. Faca 0) = 9 com probabilidade u < a(-) e () = 6/ caso contririo.

O nuamero de leap frog representa o quao longe se avanga no tempo. Por exemplo, para
valores pequenos, o algoritmo ird percorrer pequenas regides do espaco paramétrico, ja para

valores grandes o algoritmo explora maiores regides.

O HMC possui uma vantagem sobre os algoritmos tradicionais Metropolis-Hasting, pois

evita o comportamento de passeio aleatdrio e obtém, assim, menor estrutura de correlacao.

Exemplo 1. Considere que hd interesse em se amostrar valores a posteriori dos pardmetros [ €
o considerando um modelo normal. As Figuras 2 e 3 ilustram o comportamento de ambos os

métodos.

Figura 2 — Curva de nivel representando amostras estimadas de p(u,c|X), em que uma amostra de
tamanho n = 20 foi gerada de ./ (X|u = 0,0 = 10). Ambos os métodos MH e HMC foram
simulados a partir de pontos iniciais 4t = 3 e o = 40 para 200 passos (neste caso, HMC com
e=0,3eL=15).
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Figura 3 — Mesmo gréfico da Figura 2, mas a partir de pontos iniciais 4 = 15 e ¢ = 2 para 200 passos
(neste caso, HMC com € = 0,8 e L = 10).
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Observa-se que o médodo de Monte Carlo Hamiltoniano converge de forma mais rapida
em relacdo ao Metropolis-Hastings, amostrando valores dentro da regido de interesse. Nota-se
ainda que o MH apresenta um comportamento de passeio aleatdrio o que faz com que os valores

simulados apresentem maior estrutura de correlacao.

Vale ressaltar que a taxa de aceitagcdo do Metropolis-Hastings varia em torno de 70%,
enquanto esta mesma taxa para o método de Monte Carlo Hamiltoniano, dependendo da escolha
de € e L, varia entre 80 € 99%. No entanto, deve-se levar em consideracdo que o HMC utiliza
mais passos por iteracao durante o processo de simulag¢do, o que pode tornar o procedimento
de amostragem um pouco mais demorado em relagdo ao MH, dependendo da complexidade do

modelo.

3.1.2 NUTS e Stan

Para usar HMC, € preciso escolher basicamente duas coisas: o ndmero de passos
leap frog por iteragdo e o € de cada etapa. Existem algumas estratégias para selecionar es-
ses parametros e também, em vez de escolher um nimero global de passos leap frog, hd uma
variagdo do HMC chamada NUTS (No-U-Turn Sampler) descrito em Homan e Gelman (2014),

que se adapta automaticamente a este nimero de passos a cada iteragao.

O Stan (Stan Development Team and others, 2014) € um software estatistico para
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obtencdo de amostras MCMC (e também para a otimizacdo) usando o HMC e o algoritmo
NUTS. Uma caracteristica atraente do Stan € que ele pode automaticamente usar estratégias de
adaptacdo para escolher parametros ideais. A implementa¢do dos modelos foi realizada com o
auxilio do pacote rstan (interface R (R Core Team, 2017) para Stan) que permite a comunicagdo

entre as linguagens de forma eficiente.

Comparado a Gibbs ou Metropolis-Hastings, o Monte Carlo Hamiltoniano pode levar
mais tempo por iteracdo (como normalmente possui muitos “passos de salto” dentro de cada
iteracdo), mas as iteracoes tipicamente t€m menor autocorrelagdo. Assim, Stan pode funcionar

bem com 10.000 iteragdes em um exemplo onde BUGS exigiria 100.000 para uma boa mistura.

Exemplo 2. Para visualizar a performance do método HMC ao utilizar a ferramenta citada,
serd proposta a modelagem de uma série financeira. O objetivo desta andlise € ajustar o modelo
generalizado autorregressivo com heteroscedasticidade condicional (GARCH) a um conjunto de
dados correspondentes a pregos didrios de fechamento do IBOVESPA de 3 de janeiro de 2005 a
28 de fevereiro de 2013.

Figura 4 — Gréficos da série financeira de precos didrios de fechamento do IBOVESPA
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A Figura 4a apresenta o grafico da série didria de precos de fechamento do IBOVESPA
no periodo citado no enunciado do exemplo. Na Figura 4b € apresentada a série de log-retornos,
onde € possivel notar algumas propriedades como, por exemplo, estacionariedade. Observa-se,
de acordo com a Tabela 1, que quase ndo hd assimetria, mas existe uma curtose um tanto elevada

comparada a da distribuicdo normal.

Tabela 1 — Estatisticas descritivas da série de retornos do IBOVESPA

T Média Desv. Padrio Assimetria Exc. Curtose
2016 0,00041 0,01876 -0,04264 5,88799
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As Figuras 5a e 5b mostram os graficos de autocorrelacao dos retornos e retornos ao
quadrado, respectivamente. E possivel observar que quase ndo existe estrutura de autocorrelagdo
no gréfico (a), enquanto o (b) mostra uma autocorrelacao de fraca a moderada em muitas das
defasagens. No histograma dos log-retornos, apresentado na Figura 5¢ mostra indicios de uma
distribuicdo com caudas mais pesadas que a normal (curva em azul), o que ja havia sido observado

na Tabela 1 ao verificar a curtose.

Figura 5 — Gréficos da série financeira de precos didrios de fechamento do IBOVESPA (Retornos).
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O modelo utilizado para capturar a dependéncia na série de retornos foi o GARCH(p,q)
definido na equacgdo (2.6). Neste caso, foi considerado p = g = 1, pois ao realizar estudos
nesta série com este tipo de modelo, essa configuragdo, apresentou melhor performance em
termos de ajuste. Associando ao que foi mostrado na se¢do 3.1.1, temos que 6 = (o, a1, ).
Na especificacdo, usando a biblioteca rstan, foram consideradas distribui¢des a priori nao

informativas por questdo de simplicidade e por ser padrdo do pacote na constru¢ao do modelo.

Foram simuladas 5 mil valores das quais foram descartados 50% como burn-in. Os
graficos de convergéncia da cadeia referentes aos parametros de interesse sao apresentados na

Figura 6, em que mostra o grafico de tragos, autocorrelagdes e densidades a posteriori estimadas
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marginais para as amostras dos parametros na série de retornos do IBOVESPA. E possivel
observar que mesmo sem realizar saltos as amostras simuladas apresentam baixa estrutura de

correlacdo serial.

Figura 6 — Gréficos de convergéncia dos pardmetros na série de retornos do IBOVESPA.
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A equacdo de volatilidades do modelo GARCH(1,1) com as médias a posteriori dos

parametros € dada por

6> = 0,000007 +0,087203r> | +0,88902207 ,,

Podemos notar que as volatilidades estimadas descrevem bem o comportamento da série
de retornos do IBOVESPA. Vale ressaltar que seria razodvel testar, também, o uso de outras

distribui¢des com caudas mais pesadas ou até mesmo com assimetria para oS erros.

A Figura 7 apresenta as volatilidades estimadas através do modelo em exemplo.



3.1. Dindmica Hamiltoniana 45

Figura 7 — Gréafico de log-retornos em percentual e volatilidades estimadas para série de retornos do
IBOVESPA, usando método HMC.
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No Capitulo 4 serd apresentado um estudo de simula¢do dos modelos de volatilidade

estocdstica e aplicacdo a conjuntos de dados.
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CAPITULO

ESTUDO DE SIMULACAO E APLICACOES

4.1 Estudo de Simulacao 1

Este estudo de simulacao foi realizado considerando os modelos de volatilidade esto-
céstica. Para isso, foram geradas m = 100 repeti¢des de T € {500, 1000, 1500} observagdes do
modelo proposto, descrito na equagdo (2.8), considerando 3 = 1 por questdes de identificabi-
lidade. Com isso, foram fixados os parimetros da seguinte forma: u = —9, ¢ € {0,95;0,99}
e on € {0,05;0,15}. Para efeito de comparagio utilizou-se uma biblioteca recentemente de-
senvolvida, especifica para modelos de volatilidade estocdstica, chamada stochvol que foi
proposta por Kastner (2016). Uma das caracteristicas fundamentais do algoritmo usado nesta
biblioteca € a amostragem em todas as volatilidades instantaneas all without a loop (AWOL),
uma técnica discutida com maiores detalhes em McCausland, Miller e Pelletier (2011) e Kastner
e Frithwirth-Schnatter (2014). Além disso, para evitar o custo da interpretacdo do cédigo dentro
de cada iteragdo do MCMC, os cdlculos do nicleo sao implementados em linguagem C, o que a

torna bastante eficiente.

Foram assumidas as distribui¢des a priori (2.19) para o pardmetro ¢, u ~ A4 (—10,1) e
(2.21) para 6, com Bs = 0, 1, conforme utilizado em Kastner (2016), em ambos os métodos.
Sendo assim, os pardmetros de entrada de ambas as bibliotecas foram os mesmos. Para cada
série foram simuladas 10.000 amostras MCMC, em que as 5.000 primeiras foram descartadas
como burn-in. A performance dos métodos de estimacdo foi avaliada considerando dois critérios
conforme utilizado por Zevallos, Gasco e Ehlers (2016) que sdo: O viés e a raiz quadrada do erro

quadratico médio (smse), definidos por

(610 —9)? 4.1)

gE

m N 1
29(1)—0, smse® = —
' mi=

em que 6() ¢ a média a posteriori estimada na i-ésima replicacdo, i =1,...,m.

Na Tabela 2, para o, = 0.15, obtivemos bons resultados em termos de vi€s e smse em
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Tabela 2 — Viés e raiz quadrada do erro quadratico médio (smse) das médias a posteriori. Parametros:
u=-9,¢=0,9e0,=0,15

. (0
T M¢étodo — H — ¢ |
viés smse  Viés  smse Viés smse

Stochvol 0,213 0,474 0,020 0,030 -0,137 0,121

>00 HMC 0,491 0,491 0,068 0,066 -0,117 0,118
1000 Stochvol 0,223 0,415 0,007 0,011 -0,019 0,031

HMC 0,055 0,056 0,002 0,002 -0,006 0,007
1500 Stochvol 0,129 0,366 0,004 0,007 -0,012 0,024

HMC 0,120 0,267 0,003 0,007 -0,007 0,021

todos os parametros com relativa superioridade do método HMC quando o tamanho da série
aumenta. Em contra partida, nesta configuracdo, quando o tamanho da série é menor, n = 500,

os ajustes realizados foram préximos, no entanto, com uma certa vantagem do stochvol.

Tabela 3 — Viés e raiz quadrada do erro quadratico médio (smse) das médias a posteriori. ParAmetros:
u=-9¢=0,9eo0,=0,05

. o
T Método __H — 0 .
viés smse  viés  smse  Vviés  smse

Stochvol 0,063 0,218 0,106 0,121 -0,071 0,082

>00 HMC 0,090 0,093 0,132 0,133 0,023 0,029
1000 Stochvol 0,041 0,146 0,042 0,064 -0,039 0,049

HMC 0,018 0,134 -0,001 0,002 -0,010 0,012
1500 Stochvol 0,017 0,122 0,027 0,047 -0,027 0,037

HMC 0,017 0,123 0,018 0,034 -0,015 0,026

De acordo com a Tabela 3, observamos que, para a configurag@o da série com o pardmetro
opn = 0,05, os valores de vi€s e smse foram bem menores em ambos os algoritmos. Mesmo

assim, obteve-se melhores resultados considerando o método HMC na maioria dos parametros.

Tabela 4 — Viés e raiz quadrada do erro quadratico médio (smse) das médias a posteriori. Pardmetros:
u=-9,¢=0,95e0,=0,15

. (0
T M¢étodo — H — ¢ |
viés smse Viés  smse Viés smse

Stochvol 0,049 0,151 0,050 0,066 -0,042 0,059

500 HMC 0,042 0,150 0,030 0,049 0,000 0,051
1000 Stochvol 0,022 0,107 0,025 0,045 -0,022 0,044

HMC 0,019 0,106 0,014 0,035 -0,003 0,038
1500 Stochvol 0,027 0,083 0,018 0,030 -0,023 0,042

HMC 0,024 0,082 0,011 0,024 -0,011 0,035
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Tabela 5 — Viés e raiz quadrada do erro quadritico médio (smse) das médias a posteriori. Parametros:
u=-9,¢=0,95e0,=0,05

. (6
T M¢étodo — H — ¢ |
Viés smse  Viés  smse Viés smse

Stochvol 0,025 0,079 0,119 0,124 -0,050 0,060

>00 HMC 0,011 0,076 0,086 0,091 0,009 0,037
1000 Stochvol 0,008 0,059 0,118 0,123 -0,046 0,060

HMC  -0,001 0,057 0,087 0,092 0,001 0,043
1500 Stochvol 0,005 0,042 0,116 0,122 -0,037 0,049

HMC  -0,001 0,044 0,087 0,097 -0,006 0,037

Ja nas Tabelas 4 e 5 notamos que os resultados das simulagdes apresentam-se com
melhor qualidade para o método HMC, evidenciado pelo viés e raiz quadrada do erro quadratico
médio, em quase todos os casos. Vale ressaltar que, baseado na diminui¢ao dos valores das
estatisticas de ajuste, houve uma melhora nas estimativas em ambos os métodos, considerando
estas configuracoes. Porém, as cadeias obtidas através do método HMC (nao mostradas aqui)
apresentam baixa estrutura de autocorrelaco serial e tendem a alcancar a distribui¢cdo estacionaria

de interesse de forma rapida, fornecendo melhores estimativas para os parametros.

4.2 Estudo de Simulacao 2

Este estudo de simulacdo foi feito considerando todas as distribuicdes propostas para
os erros da equacao de observacao do modelo de volatilidade estocdstica. Neste caso, foram
geradas m = 100 repeticdes de T = 1000 observac¢des do modelo proposto, descrito na equacgao
(2.8), considerando 3 = 1 por questdes de identificabilidade. Por conseguinte, os pardmetros
do modelo foram fixados da seguinte forma: u = —10, ¢ € {0,95;0,99}, oy € {0,05;0,15},
v =5 (t-Student), v = 0,8 (Skew-Normal) e v = 1,5 (GED).

Foram assumidas as distribui¢des a priori do Estudo de Simulacdo 1. Para cada série
foram simuladas 10.000 amostras do método HMC e descartou-se 50% dessas como burn-in,
resultando em 5.000 amostras efetivas. As medidas usadas para avaliar a performance foram o

viés e a raiz quadrada do erro quadréitico médio (smse), definidos de acordo com a equacdo (4.1).

As Tabelas 6 e 7 mostram os resultados obtidos com as simulagdes realizadas, conside-
rando ¢ = 0,99 e 6, € {0,05;0,15}. Observa-se que o viés e a raiz quadrada do erro quadrético
médio apresentam valores baixos, indicando que as estimativas obtidas para a média a posteriori
dos parametros estd proxima dos valores pré-fixados na simulacao das séries de retorno. Nota-se
que o parametro Vv para os erros t-Student apresentam maiores valores para o viés e smse ao

considerar essas configuracdes.

Nas Tabelas 8 e 9 sdo apresentados os estudos de simulagdo realizados, considerando
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¢ =0,95 ¢ oy, € {0,05;0,15}.

Tabela 6 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. Parametros: u = —10, v =5 (t-Student),
v = 0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ = 0,99 e o5, = 0,05.

M ¢ On 4
Viés smse  Viés  smse Viés smse Viés smse

(1) Gaussiana -0,007 0,150 0,059 0,090 -0,052 0,073

Distribuicao

(2) t-Student -0,025 0,167 0,051 0,071 -0,033 0,056 -0,409 1,058

(3) Skew-Normal -0,028 0,146 0,037 0,058 -0,015 0,033 -0,007 0,055

(4) GED -0,016 0,084 0,024 0,037 -0,014 0,018 -0,018 0,068
Tabela 7 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. Pardmetros: u = —10, v =5 (t-Student),

v =0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ = 0,99 ¢ 6, =0, 15.

T 9 o v
Viés smse  Viés  smse Viés smse viés smse
(1) Gaussiana 0,042 0,379 0,006 0,010 -0,010 0,033

Distribuicao

(2) t-Student -0,058 0,412 0,006 0,011 -0,010 0,031 -0412 0,936

(3) Skew-Normal 0,019 0,381 0,005 0,010 -0,005 0,022 -0,002 0,065

(4) GED -0,149 0,331 0,010 0,011 -0,021 0,037 0,015 0,057
Tabela 8 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. Parametros: u = —10, v =5 (t-Student),

v =0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ = 0,95 e 6, = 0,05.

Distribuicao — H — 0 — on — v
viés  smse viés smse Viés smse  Vi€s  smse
(1) Gaussiana -0,005 0,057 0,085 0,092 0,000 0,035
(2) t-Student -0,013 0,066 0,095 0,100 0,002 0,037 -0,385 0,871
(3) Skew-Normal 0,003 0,060 0,087 0,096 0,001 0,038 0,001 0,057
(4) GED -0,010 0,071 0,087 0,092 0,008 0,031 0,052 0,106
Tabela 9 — Viés e smse das médias a posteriori, método HMC. ParAmetros: 4 = —10, v =5 (t-Student),

v =0,8 (Skew-Normal), v = 1,5 (GED), ¢ = 0,95 ¢ 6, =0, 15.

M ¢ On 4
Viés smse  Viés  smse Viés smse Viés smse
(1) Gaussiana -0,021 0,118 0,011 0,028 -0,007 0,041

Distribuicao

(2) t-Student 0,013 0,120 0,025 0,047 -0,014 0,066 -0,569 1,098
(3) Skew-Normal 0,001 0,101 0,014 0,031 -0,007 0,037 0,008 0,057
(4) GED 0,001 0,112 0,017 0,036 0,008 0,051 0,010 0,136

Nota-se que o viés e a raiz quadrada do erro quadritico médio (smse) apresentam valores
ainda menores em relacdo a configuracao anterior. No entanto, o parametro Vv, para os erros
t-Student, os valores ainda continuam relativamente mais elevados quando comparados aos
demais parametros. Vale ressaltar que nesta configuracdo para os valores obtidos de smse para os

parametros entre as distribui¢des ¢ e oy, nas Tabelas 8 € 9 sdo similares. A Tabela 10 mostra os
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Tabela 10 — Tempos médios de simula¢do para cada uma das distribui¢des.

Distribui¢ao Segundos Minutos
(1) Gaussiana 99,89 1,66
(2) t-Student 953,50 15,89
(3) Skew-Normal 446,16 7,44
(4) GED 2889,87 48,16

tempos médios de estimagao dos modelos considerando cada uma das distribui¢des, levando em
conta as configuragdes adotadas. Nota-se que ao utilizar a distribuicdo GED o tempo médio para
se obter os valores simulados € bem maior em relagcdo as demais distribui¢des. Cabe destacar que
a distribuicao GED nao estd implementada no pacote rstan e talvez isso seja um dos fatores

que elevam o periodo para gerar as distribuicdes a posteriori simuladas.

4.3 Aplicacao a Conjuntos de Dados

4.3.1 Descricao dos Dados e Analise Descritiva

A ilustracao € realizada utilizando quatro conjuntos de dados de séries financeiras. Os
retornos didrios em percentuais da série £/USD cobrem o periodo de 01/10/81 a 28/06/85
e ja foi utilizada por outros autores (por exemplo, (HARVEY; RUIZ; SHEPHARD, 1994)
e (ZEVALLOS; GASCO; EHLERS, 2016)), da série EUR/USD! é referente ao periodo de
03/01/2004 a 04/04/2012, ja da séries do IBOVESPA e S&P500? cobrem, respectivamente, os
periodos de 03/01/2005 a 28/02/2013 e de 03/01/2012 a 31/07/2017.

Tabela 11 — Sumario das séries em estudo

Série T Média  Desvio Padrio Assimetria Exc. Curtose
£/USD 945 -0,03531 0,71108 0,60321 4,84528
EUR/USD 2120 0,00002 0,00660 -0,15238 3,17629
IBOVESPA 2016 0,00041 0,01876 -0,04264 5,88799
S&P500 1402 0,00047 0,00778 -0,31108 2,27725

Observamos, de acordo com a Tabela 11, que a curtose amostral € um pouco elevada
em todas as séries, o que ressalta o uso outras distribui¢cdes além da normal para a equagdo de
observagdes (2.8) do modelo. E possivel notar uma leve assimetria positiva na série £/USD e
negativa nas séries EUR/USD e S&P500.

I A série EUR/USD est4 disponivel na biblioteca stochvol
2 As séries IBOVESPA e S&P500 estio disponiveis através do site: https://br.investing.com
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Log-retornos da série Euro/USD Log-retornos da série Libras/Doélar

Log-retornos da série S&P500

Figura 8 — Gréficos das taxas de retornos didrios em percentagens da série £/USD.

<+ IS I
—
- i
g | n
- —
~
8 o |
g [se]
<
o - g 8
i
o _|
<
N ] o
| Q-
o
A AR R AR AR EELAARAR] RAAS { T T T 1
1982 1983 1984 1985 -4 -2 0 2 4
Dias Log-retornos da série Libras/Délar
(a) Série de retornos £/USD. (b) Histograma da série de retornos £/USD.

Figura 9 — Gréficos das taxas de retornos didrios em percentagens da série EUR/USD.
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Figura 10 — Gréficos das taxas de retornos didrios em percentagens da série S&P500.
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Nas Figuras 8, 9 e 10 € possivel observar, analisando os histogramas, que os dados se
distribuem em uma amplitude pouco maior que -4 e 4 dando indicios de uma distribui¢do com
caudas mais pesadas que a Gaussiana. Nota-se ainda periodos de alta volatilidade no fim de 2008
a 2009 na série EUR/USD e na série S&P500 no periodo de Agosto de 2015 a Marco de 2016.

Figura 11 — Correlogramas das séries de retornos £/USD, EUR/USD e S&P500.

o
- —
c
n
g
0 e ©°
o
g o 5
g 5 0
- . °
> | o
s ° 8
w T
Q 0 S o
< < ] S o
? 5
<
n
o o
=] > |
oS N b bbbelddddbedetebeletetebebetebebetebebets
[ T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Defasagem Defasagem
(a) ACF dos retornos £/USD. (b) ACF do quadrado dos retornos £/USD.
o
(Y). —
S (=]
d %]
2 _
£
0 8 o
€ g e g -
£ ©°
g ° g
] o
§> N B g
mn g g o
g 7 g
Q
. < o [N L
S | S -
? o
T T T T T T T T I I I I
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Defasagem Defasagem
(c) ACF dos retornos EUR/USD. (d) ACF do quadrado dos retornos EUR/USD.
S 0 |
o o
< |
0 o

ACF Log-retornos S&P500
0.00

-0.05

ACF quadrado Log-retornos S&P500

-0.10

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Defasagem Defasagem

(e) ACF dos retornos S&P500. (f) ACF do quadrado dos retornos S&P500.



54 Capitulo 4. Estudo de Simulagdo e Aplicagoes

Os correlogramas das séries de retornos (graficos 11a, 11c e 11e) apresentam baixa
estrutura de correlagdo serial. Por outro lado, os quadrados dos retornos (graficos 11b, 11d e
11f) sdo claramente autocorrelacionados, o que € caracteristico em retorno de séries temporais

financeiras, conforme visto no Capitulo 1.

4.3.2 Resultados

No modelo de volatilidade estocdstica estimado, utilizamos a série de retornos depreciada
em termos da média e consideramos as quatro distribuicdes para os erros, descritas no Capitulo
2, da equacgdo de observacdes, pois percebemos que as séries em estudo apresentam uma curtose
elevada indicando uma distribuicao leptocurtica nos retornos. Consideramos as distribui¢oes
a priori (2.19) para o pardmetro ¢, u ~ .4°(—10,1) e (2.21) para o com hiperparimetro
Bs =0,1. J4 para o parametro v nos casos GED, t-Student e Skew-Normal as distribuicdes a

priori utilizadas sdo descritas, respectivamente, nas equagdes (2.23), (2.24) e (2.25).

Para cada série foram simuladas 10000 amostras MCMC para os parametros e volatili-
dades, em que as primeiras 5000 foram descartadas como burn-in. Para selecionar um modelo

mais adequado entre os propostos, foram utilizados os critérios descritos na sec¢do (2.3).

Tabela 12 — Comparagdo entre os modelos propostos via critérios de selegao.

Série Dist. DIC WAIC  EPic LOO EP;,,
(1) Gaussiana 1802,7 1807,4 53,5 1811,8 54,3
£/USD (2) t-Student 1805,3 1812,8 52,8 1813,5 52,9
(3) Skew-Normal  1803,1 1807.,4 53,3 1812,2 54,2
(4) GED 1810,6 1811,3 53,2 1814,0 53,7
(1) Gaussiana -15647,9 -15640,2 77,0 -15638,2 77,3
(2) t-Student -15664,9 -15647,8 76,4 -15647.4 76,4
EUR/USD (3) Skew-Normal -15646,7 -15638,9 77,2 -15636,6 77,5
(4) GED -15651,2 -15650,9 76,6 -15650,2 76,7
(1) Gaussiana -10986,7 -10983,7 74,9 -10975,9 75,6
(2) t-Student -10974,6 -10970,3 75,7 -10968,0 75,9
IBOVESPA (3) Skew-Normal -10984,3 -10981,0 75,1 -10973,7 75,8
(4) GED -10977,3 -10979,1 754 -109744 75,8
(1) Gaussiana -10016,2 -10014,7 65,3 -9981,1 67,8
S&P500 (2) t-Student -9986,1 -9979.0 653 -9970,5 68,7
(3) Skew-Normal -10016,1 -10014,8 65,4 -9982,2 67,8
(4) GED -9985,8 -9990,6 67,5 -9976,6 68,6

De acordo com a Tabela 12, vimos que na a série £/USD os critérios de selecdao apresen-
taram valores préximos para as distribuicdo Gaussiana e Skew-Normal. Verificamos ainda que
para a distribuicdo Normal as estimativas dos critérios foram um pouco menores. Para a série
EUR/USD observamos que, de acordo com os critérios de sele¢cao, o modelo de Volatilidade

Estocdstica com as distribui¢des t-Student e GED se destacaram. Notamos que o valor do critério
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DIC na distribuicao t-Student foi menor, no entanto, os critérios WAIC e LOO retornaram valores

menores para a distribuicdo GED. Ja para as séries do IBOVESPA e S&P500 os critérios indicam

que o modelo com erros Gaussianos e Skew-Normal apresentam melhores resultados.

Tabela 13 — Estimativas das médias (desvios padrdes) dos pardmetros a posteriori.

Série Dist. U [ Op %
(1) -9,5805 (1,0149)  0,9997 (0,0003) 0,1370 (0,0249)

£/USD (2) -9,5912 (1,0460)  0,9997 (0,0002) 0,1132 (0,0248) 12,1437 (3,5816)
(3) -9,6067 (1,0266)  0,9996 (0,0003) 0,1416 (0,0262) -0,0386 (0,0426)
4) -9,5928 (1,0432)  0,9997 (0,0002) 0,1238 (0,0254) 1,7630 (0,1415)
(1)  -10,1972(0,2882) 0,9940 (0,0029) 0,0654 (0,0105)

EUR/USD (2)  -10,3211 (0,2892) 10,9945 (0,0027) 0,0598 (0,0103) 14,0905 (3,3934)
(3)  -10,1990 (0,2907) 0,9940 (0,0029) 0,0652 (0,0107) 0,0166 (0,0275)

4)  -10,1758 (0,3128) 0,9953 (0,0024) 0,0555 (0,0101)

1,6814 (0,0820)

(1) - 8,4164 (0,1999) 00,9805 (0,0065) 0,1487 (0,0193)

IBOVESPA (2) - 8,5462 (0,2364)  0,9848 (0,0056) 0,1281 (0,0173) 16,2022 (4,2292)
(3) - 8,4169 (0,2113)  0,9811 (0,0065) 0,1457 (0,0202)  0,0209 (0,0284)
4) - 8,4176 (0,2167)  0,9837 (0,0058) 0,1325 (0,0186) 1,8019 (0,1075)
(1)  -10.1100 (0.1206) 0.9037 (0.0223) 0.3844 (0.0455)

S&P500 (2)  -10.2592 (0.1417) 0.9326 (0.0202) 0.3030 (0.0491) 11.0003 (3.3114)
(3) -10.1117 (0.1198) 0.9056 (0.0221) 0.3806 (0.0478) 0.0365 (0.0351)
(4)  -10.0525(0.1314) 0.9269 (0.0216) 0.3126 (0.0521) 1.5898 (0.1271)

As estimativas obtidas para os parametros para as quatro séries estdo apresentadas
na Tabela 13. Podemos ver que o desvio padrdo para o parametro i nas séries EUR/USD,
IBOVESPA e S&P500 sao bem menores em relagdo aos da série £/USD. O parametro de
persisténcia ¢ € bastante elevado para as trés primeiras séries, indicando que as volatilidades
observadas no dia anterior tendem a impactar a volatilidade dos precos, das taxas de cambio
£/USD, EUR/USD e na bolsa de valores do IBOVESPA, no dia posterior. E possivel perceber
que o parametro de forma v da distribuicdo Skew-Normal (3), nas séries de retornos, foi préximo
de zero e seus intervalos de credibilidade foram respectivamente, (-0,1232; 0,0454), (-0,0365;
0,0717), (-0,0334; 0,0765) e (-0,0314; 0,1060), indicando que ha cerca de 95% de probabilidade
de conter o zero. No entanto, para as séries £/USD, IBOVESPA e S&P500 o modelo apresentou
bons resultados, de acordo com os critérios de selecdo, pois este segue bem os movimentos das
log-volatilidades. E possivel observar que a média a posteriori para os parimetros ¢ e/ou Oy,
nos modelos que apresentam menores valores nos critérios de selecdo, tendem a serem proximos

e um pouco diferentes em relagdo a média observada para outros modelos.

A partir disso, analisamos as convergéncias dos parametros, graficamente, dos modelos
de volatilidade estocéstica com os erros que obtiveram os melhores ajustes, de acordo com
os critérios de selecdo. Portanto, para a série £/USD, IBOVESPA e S&P500 consideramos as
distribui¢cdes Gaussiana e Skew-Normal. Para a série EUR/USD o modelo com erros t-Student e
GED.
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Figura 12 — Gréficos de convergéncia dos pardmetros na série de retornos £/USD com erros Gaussianos.
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A Figura 12 mostra o grafico de tracos, autocorrelacdes e histogramas das distribuicdes
a posteriori marginais estimadas para os pardmetros (I, ¢ € Oy para a série £/USD usando o
esquema de amostragem HMC com erros normais para a equacdo de observacdes do modelo.
E possivel observar que mesmo sem realizar saltos as amostras ndo apresentam estrutura de
correlagdo serial. Na Figura 13 sdo mostrados os gréficos de convergéncia dos parametros U, ¢
e oy para a série £/USD usando o esquema de amostragem HMC sob erros com distribuigao
Skew-Normal. Notamos também, que houve uma boa convergéncia da série mesmo sem realizar

saltos entre as simulacgdes.

Nas Figuras 14 e 15 s@o apresentados os gréificos de tragos, histogramas e correlogramas
(sem o primeira autocorrelagdo, que vale um) para os parametros do modelo de volatilidade,
na série EUR/USD, com erros t-Student e GED, respectivamente. Observamos que o método
HMC apresentou uma boa convergéncia para o modelo considerando ambas as distribui¢oes.
O gréfico de tragos do parametro u apresenta uma amplitude pequena e o histograma mostra
que os valores simulados estdo mais agrupados em torno da média a posteriori do que na série
£/USD. O histograma para o pardmetro oy na distribui¢do GED (Figura 15) apresenta um pico
proximo ao valor da média (linha azul). No entanto, o critério R de Gelman e Rubin (1992) foi

de aproximadamente 1 em todos os parametros, indicando uma boa convergéncia da cadeia.
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Figura 13 — Gréficos de convergéncia dos pardmetros na série de retornos £/USD com erros Skew-Normal.
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As Figuras 16 e 17 apresentam os gréficos para verificacdo de convergéncia das cadeias,
para os parametros do modelo de Volatilidade Estocastica com erros Gaussianos e Skew-Normais,
na série do IBOVESPA. Novamente nota-se uma baixa estrutura de correlacao e boa convergéncia
em ambos os modelos. Observamos ainda, que os valores das médias a posteriori marginais
dos parametros sdo proximos e o valor médio do pardmetro de assimetria da distribui¢do Skew-
Normal é perto de zero, dando indicios de que os modelos sdo de certa forma parecidos. Os
valores do critério R de Gelman e Rubin (1992) (ndo mostrados aqui) foram aproximadamente
1 em todos os parametros em ambos os casos, o que indica uma boa convergéncia das cadeias
simuladas. Vale lembrar que no cado do algoritmo HMC ndo hé necessidade da realizacdo de

saltos nos valores das cadeias, resultando assim, apds o burn-in, em 5 mil simulacdes efetivas.
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Figura 14 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos EUR/USD com erros t-Student.
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Nas Figuras 18 e 19 sao mostradas os graficos de convergéncia das cadeias simuladas para
os parametros da série de retornos do S&P500. Mais uma vez € observada uma boa convergéncia,
de acordo com os grificos, em ambos os modelos, pois as cadeias ndo parecem apresentar
estrutura de correlagdo serial. O critério R de Gelman e Rubin (1992) foi de aproximadamente 1
em todos os parametros. Assim como na série do IBOVESPA o valor do pardmetro de forma, no
modelo com erros Skew-Normais contém o zero e os valores das médias a posteriori dos demais

parametros é proximo, dando indicios de que os ajustes sdao parecidos.

Nas Figuras 20 e 21 sdo apresentadas as volatilidades estimadas em percentuais 6 =
100exp(f, /2) tomando as médias e os quantis amostrais de 5% e 95% da distribuigdo a posteriori

de hy e sobrepondo sobre os retornos absolutos em percentuais. E possivel notar que as volatilida-
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Figura 15 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos EUR/USD com erros GED.
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des estimadas descrevem bem o comportamento dos retornos £/USD e as bandas de credibilidade

tem maior amplitude quando as volatilidades aumentam em ambas as distribuicdes.

De acordo com as Figuras 22 e 23, as volatilidades estimadas também seguem bem o
agrupamento de volatilidades observadas da série de retornos EUR/USD absolutos em percentu-
ais considerando as duas distribui¢des selecionadas para a equacao (2.8) do modelo proposto.

Verificamos que as bandas de credibilidade tem menor amplitude que na série £/USD.

As Figuras 24 e 25 apresentam as volatilidades estimadas em percentuais & = 100exp(/, /2)
tomando as médias e os quantis amostrais de 5% e 95% da distribuicdo a posteriori de h;, jun-
tamente com a série de retornos do IBOVESPA em valores absolutos. Podemos notar que as

volatilidades parecem seguir bem o comportamento dos retornos do IBOVESPA. Notamos ainda
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Figura 16 — Gréficos de convergéncia dos pardmetros na série de retornos IBOVESPA com erros Gaussia-
nos.
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que para esta série as estimativas parecem menos suavizadas em relacao as séries de retornos de

taxas de cambio.

Uma observagao interessante € que na série £/USD e na série do IBOVESPA, as volatili-
dades estimadas foram bem parecidas, independente da distribui¢do utilizada para o erro. Isso
de certa forma € esperado, considerando o fato de que os critérios de selecio obtiveram valores
muito proximos para as distribui¢des selecionadas para o erro. Ja para a série EUR/USD ha uma

leve elevacdo nos valores estimados utilizando a distribui¢do GED.

Apesar de apresentar uma boa convergéncia, de acordo com os gréficos, e a medida de
R de Gelman e Rubin (1992), com aproximadamente 1 em todos os parimetros do modelo, os
graficos de volatilidade estimados apresentam uma forma menos suavizada para esta série, em
relacdo as demais. Estudamos a convergéncia das cadeias simuladas nesta aplicagdo e observou-
se, ao realizar uma amostragem nas volatilidades estimadas, que houve convergéncia. Para
confirmar o estudo, realizou-se a aplicacdo considerando um nimero maior de simulagdes (50
mil, com burn-in de 50%) e obteve-se resultados muito similares, conforme apresentado no
Apéndice A.
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Figura 17 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos IBOVESPA com erros Skew-
Normal.
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Figura 18 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com erros Gaussianos.
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Figura 19 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com erros Skew-
Normal.
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Figura 20 — Retornos absolutos em percentual para a série £/USD e volatilidades estimadas com bandas
de credibilidade de 95% com erros Gaussianos.
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Figura 21 — Retornos absolutos em percentual para a série £/USD e volatilidades estimadas com bandas
de credibilidade de 95% com erros Skew-Normal.
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Figura 22 — Retornos absolutos em percentual para a série EUR/USD e volatilidades estimadas com
bandas de credibilidade de 95% com erros t-Student.
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Figura 23 — Retornos absolutos em percentual para a série EUR/USD e volatilidades estimadas com
bandas de credibilidade de 95% com erros GED.
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Figura 24 — Retornos absolutos em percentual para a série do IBOVESPA e volatilidades estimadas com
bandas de credibilidade de 95% com erros Gaussianos.
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Figura 25 — Retornos absolutos em percentual para a série do IBOVESPA e volatilidades estimadas com
bandas de credibilidade de 95% com erros Skew-Normal.
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Figura 26 — Retornos absolutos em percentual para a série do S&P500 e volatilidades estimadas com
bandas de credibilidade de 95% com erros Gaussianos.
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Figura 27 — Retornos absolutos em percentual para a série do S&P500 e volatilidades estimadas com
bandas de credibilidade de 95% com erros Skew-Normal.
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4.4 Sensibilidade a escolha da distribuicao a priori

Nesta se¢do verificou-se se a escolha da priori para o parametro 6, pode influenciar nos
resultados. Com isso, estimou-se o modelo de volatilidade estocastica utilizando as séries £/USD
e S&P500 considerando as distribuicdes propostas para este parametro que estdo descritas nas
equacoes (2.20), (2.21) e (2.22).

A sensibilidade foi avaliada considerando os critérios de selecdo dos modelos, apresenta-
dos na se¢do (2.3), para aferir, se devido a escolha da priori, o resultado € discrepante em relacdo
aos que foram obtidos. Na estimacdo, foram simuladas 5000 amostras e descartadas 50% apds o
aquecimento, resultando em cadeias de 2500 simulacdes. Na estimagdo considerou-se as quatro
distribuicdes propostas para os erros da equacdo de observagdes e realizou-se este procedimento
duas vezes.

Tabela 14 — Comparacio entre os modelos propostos via critérios de sele¢do para estudo de sensibilidade,
série £/USD.

Priori para oy Dist. DIC WAIC EP,,. LOO EP,,
1805,0 1810,3 53,8 1811,0 54,5
1801,4 1805,8 53,4 1809,6 54,0
1804,5 1811,5 52,8 1812,3 52,9
1805,7 18134 52,8 18142 529
1803,7 1808,3 534 1812,0 54,0
1803,4 1807,7 53,3 18114 53,9
1809,7 18104 53,2 1813,2 53,0
1812,6 1813,3 53,2 18155 53,6
1800,9 1805,0 53,1 1809,3 53,8
1801,7 1806,8 53,4 1811,1 54,1
1805,3 1812,8 52,8 18134 52,9
1804,0 1810,7 52,9 1811,5 52,9
1804,0 1808,8 53,5 1812,7 54,2
1803,9 1808,2 53,3 1812,1 54,0
1809,0 1809,5 53,0 1812,0 534
1811,4 1812,2 53,2 18150 53,7
1803,4 1808,0 534 1811,7 54,0
1804,2 1809,0 53,5 1813,0 54,3
1805,8 1813,5 52,8 1814,1 52,9
1807,3 1815,1 52,9 1815,7 53,0
1804,2 1808,5 534 1811,6 53,9
1802,9 1807,6 53,3 1811,2 54,0
1811,3 1812,0 53,2 1813,9 53,5
1814,8 1815,5 53,3 1817,0 53,6

(1) Gaussiana

(2) t-Student
¢=1(2.5,0.025)

(3) Skew-Normal

(4) GED

(1) Gaussiana
(2) t-Student
(3) Skew-Normal

(4) GED

(1) Gaussiana
(2) t-Student
Inv — x%(10,0.05)
(3) Skew-Normal

(4) GED

De acordo com os resultados mostrados na Tabela 14, notamos que a escolha da priori
ndo influencia na selecdo do modelo. Observamos que os critérios apresentam valores proximos,

contudo, mantendo o resultado de considerar o modelo com erros Gaussianos e Skew-Normal
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como os mais bem ajustados. Algo interessante a destacar é que, mesmo com 2500 simulagdes
efetivas, o método HMC obteve excelentes resultados (ndo mostrados aqui) de convergéncia
e ajuste. Os Valores de DIC, WAIC e LOO apresentados sdao similares aos obtidos para 5000
simulacoes efetivas (apds o aquecimento da cadeia).

Tabela 15 — Comparacio entre os modelos propostos via critérios de sele¢do para estudo de sensibilidade,
série S&P500.

Priori para oy Dist. DIC WAIC  EP,.. LOO EPy,
-10016,1 -10014,6 65,3 -99824 67,7
-10016,4 -10016,1 65,1 -9983.4 67,5
-9985.4  -9979,9 68,1 -9970,5 68,7
-9984,7  -9978.,5 68,1 -9969,3 68,8
-10016,5 -10015,5 65,3 -9982,1 67,8
-10015,8 -10014,2 65,5 -9982,9 67,9
-9986,0  -9990,7 67,5 -9977,8 68,5
-9983,7  -9987.9 67,6 -9974,0 68,7
-10017,3 -10017,3 65,1 -9985,2 674
-10017,6 -10016,4 65,3 -9987,1 67,4
-99862,9 -9982.,0 67,9 -9972,3 68,6
-09848,3 -9981,3 68,1 -9971,3 68,7
-10014,2 -10012,8 65,4 -9983,0 67,5
-10013,5 -10011,9 654 -9981,2 67,6
-99815,0 -9985.,4 67,7 -9973,2 68,7
-99836,8 -9988.,3 67,5 -9978,0 68,3
-10016,3 -10013,7 65,4 -9984,3 67,6
-10015,4 -10013,7 654 -9981,6 67,8
-99857,77 -9979,3 68,1 -9970,9 68,7
-99854,3 -9979.,4 68,1 -9970,6 68,7
-10015,3 -10014,5 654 -9984,9 67,5
-10014,9 -10012,4 65,5 -9981,5 67,8
-99823,8 -9986,0 67,7 -9975,0 68,6
-99836,3 -9987,6 67,6 -99759 68,5

(1) Gaussiana

(2) t-Student
¢=1(2.5,0.025)

(3) Skew-Normal

(4) GED

(1) Gaussiana
(2) t-Student
(3) Skew-Normal

(4) GED

(1) Gaussiana

(2) t-Student
Inv— x%(10,0.05)

(3) Skew-Normal

(4) GED

Conforme os resultados apresentados na Tabela 15, € possivel observar que os valores
obtidos para os critérios de selecdo favorecem a escolha das distribui¢coes Gaussiana e Skew-
Normal. Notamos ainda que para a distribuicao ¢ (%, 5) nos dois casos foi escolhida sempre a
priori Gaussiana, que obteve valores um pouco inferiores aos da Skew-Normal. J4 para as outras
prioris os valores apresentados sdo bem mais préximos e em um dos casos (Inv — ¥2(10,0.05))
a escolhida, através dos critérios WAIC e LOO, ¢ a distribuicao Skew-Normal. Contudo, os

resultados de escolha das distribui¢des para os erros do modelo € mantido.
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4.5 Valor em Risco (VaR)

Para ilustrar o método, trabalhamos com as séries utilizando o procedimento de estimar
o VaR de 1%, 5% e 10% um dia a frente para aproximadamente dois meses de bolsa, sendo que
para cada uma das aplicacdes foram utilizadas, respectivamente, 42, 45, 41 e 41 observacgdes.
Para reproduzir um cenério real, os parametros do modelo sdo estimados novamente a partir das

observacao ap6s se obter o cdlculo do VaR7 1, ou seja, consideramos janela mével.

Figura 28 — Valor em Risco (VaR) com erros Gaussianos e Skew-Normais, para a série de retornos £/USD.
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(c) VaR 5% para erros Gaussianos e Skew-Normais.

Observamos, conforme a Figura 28, que as estimativas VaR seguem muito bem a volatili-
dade no mercado e reagem bem aos movimentos extremos para baixo, ou seja, grandes valores
negativos de retorno. Além disso, obtivemos apenas uma observacdo para ambas as distribuicdes
fora dos limites de 5% do VaR para as distribuicdes Gaussiana e Skew-Normal, respectivamente,
menos do que o esperado, 2,1 (cinco por cento de 42 observagdes). Nota-se que as estimativas
VaR obtidas através da distribuicdo Gaussiana apresentam valores um pouco maiores, porém,

préximos dos obtidos através da distribuicdo Skew-Normal.
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Figura 29 — Valor em Risco (VaR) com erros t-Student e GED, para a série de retornos EUR/USD.
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Na série de retornos EUR/USD, o VaR, para as distribui¢des t-Student e GED, apre-
sentado na Figura 29, notamos um comportamento suavizado nas projecdes do valor em risco.
Observa-se que apenas um ponto aparece abaixo dos limites de 5% em ambas as distribui¢des, ja
ao considerar os 10% notamos quatro pontos abaixo dos limites de pré-estabelecidos pelo valor
em risco. Estes valores sdo abaixo, no entanto, proximos do esperado, 2,25 e 4,5, respectivamente
(cinco e dez por cento de 45 observagdes). O grafico apresentado na Figura 29¢ mostra que os
limites de 5% do VaR para as distribui¢des t-Student e GED sdo muito similares.

A Figura 30 apresenta as estimativas para o Valor em Risco (VaR) para a série do
IBOVESPA, com erros Gaussianos e Skew-Normais. Os resultados mostram que as estimativas
para o VaR tanto para a distribuicdo Gaussiana quanto para a Skew-Normal s3o muito proximas.
De certa forma j4 era esperado de acordo com as estimativas obtidas na Tabela 13, dado que o
valor estimado para o parametro de forma da distribuicdo Skew-Normal apresenta valor préximo
de zero e seu intervalo empirico indica que ha cerca de 95% de credibilidade de conter o valor
zero. Cabe destacar que um ponto aparece abaixo do limite de 1%, mais que o esperado 0,41 (um

por cento de 41 observagdes). J4 para os demais limites, 5% e 10%, os valores correspondentes
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Figura 30 — Valor em Risco (VaR) com erros Gaussianos e Skew-Normais, para a série de retornos
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aos pontos que violaram os limites estd de acordo com o esperado, ou seja, respectivamente 2 e

4 observagoes aparecem fora dos extremos pré-estabelecidos.

Assim como para as demais aplicag@o no cdlculo do VaR, de acordo com a Figura 31,
quantitativamente a performance observada através do modelo proposto € boa, visto que apenas
trés pontos violam os limites de 5% e 10%. Novamente nota-se que os valores apresentados para
0 VaR em ambos os erros, Gaussianos e Skew-Normais, sdo similares e, de acordo com a Tabela
13, as estimativas obtidas para os parametros do modelo para essas distribui¢des sao proximas.
Vale ressaltar que o valor estimado para o parametro de forma da distribuicao Skew-Normal
apresenta valor muito baixo e seu intervalo empirico indica que hé cerca de 95% de credibilidade
de conter o valor zero, ou seja, neste caso, seria esperado que os Valores em Risco estimados,

em ambos 0s caso, fossem proximos.

Portanto, em nosso estudo empirico, em termos de aplicagdes, o VaR estimado para
ambas as distribui¢des a partir do modelo de volatilidade estocéstica proposto segue bem as

volatilidades do mercado e reagem com boa performance aos movimentos extremos baixos, isto
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Figura 31 — Valor em Risco (VaR) com erros Gaussianos e Skew-Normais, para a série de retornos
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¢, retornos negativos grandes.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi discutida a estimagdo Bayesiana em modelos de volatilidade estocas-
tica com o uso do método de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC). Foi possivel observar que o
método HMC possui relativa superioridade em relagdo ao métodos tradicionalmente utilizados
como Gibbs Sampling e Metropolis-Hastings, além de proporcionar uma amostragem com
baixa correlagdo serial, convergir com um nimero menor de observagdes e nao necessitar de
amostragem apods a geracao das cadeias, o que o torna relevante do ponto de vista teérico. Por
exigir um ndmero maior de passos antes de realizar uma proposta, o algoritmo HMC pode levar
mais tempo por iteracao, o que o torna, na perspectiva pritica, uma complicacido dependendo do

tipo de aplicacao.

No estudo de simulagdo 1, notou-se que o método HMC, considerando os critérios de viés
e smse, obteve melhores resultados para a maioria dos parametros em ambas as configuracgoes,
em relacdo a metodologia proposta na biblioteca stochvol. J4 no estudo de simulagdo 2,
os resultados apresentados mostram uma boa convergéncia das cadeias para obtencdo das
distribuicdes a posteriori dos parametros. Entretanto, o tempo estimado para as geracoes das
cadeias simuladas, no caso do modelo de volatilidade estocastica, esta relacionado com a

distribui¢do considerada para os erros da equacdo de observagdes.

Em termos de generalizacdo, foram utilizadas diferentes distribuicdes para os erros
da equagdo de observagcdao do modelo de volatilidade estocdstica. Com isso, € possivel obter
uma vantagem em relacdo aos pacotes que consideram apenas a distribui¢do Gaussiana, visto
que algumas séries apresentam curtose elevada ou assimetria e, nestes casos, o modelo com
distribuicdo Gaussiana pode ndo conseguir captar da melhor forma estas particularidades. Além
disso, apresentou-se dois critérios de selecdo de modelos que sio bastante robustos, pois além
de possuirem um erro padrio associado, buscam aproximar o método de validacao cruzada. Do
ponto de vista pratico, estes métodos, podem ser utilizados em diversas aplica¢des, ndo somente

em modelos de volatilidade estocastica.
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Apesar de considerar outras distribui¢des para a equacdo de observacdes do modelo
de volatilidade, na aplicagdo aos conjuntos de dados observamos que apenas para a série de
cambio EUR/USD os critérios de sele¢ao favorecem a escolha de distribui¢des com caldas mais
pesadas que a distribui¢cdo normal. Verificamos também que os critérios de selecdo propostos
apresentam valores de EP consideravelmente elevados, o que nos leva a crer que os critérios
sdo bem préximos em termos de erro de Monte Carlo. Por outro lado, os critérios utilizados
apontam para os modelos com distribui¢cdes que apresentam os melhores ajustes. Contudo,
vale ressaltar que os indicadores sdo medidos empiricamente e que a escolha do modelo que
melhor representa a dindmica dos dados cabe ao pesquisador. Mostramos ainda um estudo de
sensibilidade a escolha da distribui¢@o a priori para o parimetro oy, visto que diversos autores
propdem diferentes prioris para este parametro. Observamos que o método HMC apresentou
resultados bastante eficientes na aplicacdo a este tipo de anélise, no entanto, dependendo do
tamanho da série, em alguns casos, como o da distribuicio GED, por exemplo, que nao esta
implementada no pacote rstan, o processo de simulagdo pode se tornar bastante demorado, o
que ndo é factivel na pratica. Uma opg¢do simples e vidvel € estudar se para tamanhos maiores
da série o método converge com um menor nimero de simulagdes, tendo em vista que a série

forneceria maior informagdo através das observacoes.

Adicionalmente, calculamos os valores em risco (VaR) para as séries, com base nas
estimativas obtidas para as médias a posteriori dos parametros dos modelos que apresentaram
melhores performances, de acordo com os critérios de selecdo. [lustrou-se o procedimento de
estimar o VaR um dia a frente para aproximadamente dois meses de bolsa, ou seja, cada vez que
foi estimado o valor em risco no dia 7', o valor do retorno deste dia foi considerado na amostra e
simulou-se novamente as cadeias de Markov para obter novas médias estimadas a posteriori e, a
partir destas simular novamente o VaRr_ 1 (Janela movel). Com este estudo empirico foi possivel
analisar que os modelos possuem um bom desempenho em detectar movimentos extremos baixos,
ou seja, retornos negativos elevados, dado que os valores em risco estimados seguem bem as

volatilidades do mercado.

Vale ressaltar que as diferencas apresentadas a partir das andlises graficas do VaR,
considerando as aplicagdes para as séries £/USD, IBOVESPA e S&P500, nas distribui¢oes
que possuem os melhores valores nas métricas utilizadas para escolha do modelo, nao foram
expressivas. O mesmo ocorre para a série do EUR/USD, em que foi possivel notar que os valores
de VaR estdo bem suavizados, contudo, os modelos selecionados apresentam 6timos resultados

em termos de VaR.
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5.1 Propostas Futuras

5.1.1 Kullback—Leibler Divergence

Uma propriedade comum em séries temporais financeiras € que os pontos de dados irre-
gulares tendem a se agrupar em determinados intervalos. Esses clusters podem ser visualizados
como correspondendo a periodos de alta ou baixa volatilidade. No entanto, de acordo com Hao
et al. (2016), estudos empiricos existentes revelam que muitos métodos de estimativas, em séries
temporais, ndo sdo robustos a observacdes influentes e algumas suposicdes sobre o modelo
podem nao ser razodveis em alguns casos praticos, violagdes que podem levar a conclusdes
incorretas. Com isso, a énfase deve ser colocada ndo apenas na inferéncia ou ajuste das séries,
mas também no diagnéstico de possiveis observacdes influentes. Partindo do principio de que as
observacdes sdo dependentes, ou seja, indexadas no tempo, ndo € conveniente avaliar pontos de
influéncia baseado em técnicas como distancia de Cook ou DFFITS, onde a ideia € verificar se
um ponto € influente a partir de sua exclusdo. A literatura para andlise de influéncia em modelos
de séries temporais com abordagem bayesiana € escassa. Dessa maneira, uma das propostas
futuras para este trabalho € desenvolver uma andlise de influéncia em casos bayesianos para
modelos de volatilidade estocdstica, baseado no artigo apresentado por Hao et al. (2016) que
desenvolveram uma andlise de influéncia direcionada especificamente para modelos GARCH na

abordagem bayesiana.

5.1.2 Reversible Jump

Os métodos de monte Carlos para Cadeias de Markov utilizando o algoritmo Reversible
Jump, proposto por Green (1995), estd diretamente associado a selecdo de modelos considerando
uma probabilidade marginal a posteriori do modelo. Assim, € possivel utilizar métodos compu-
tacionais MCMC para estimar conjuntamente a incerteza sobre os parametros e a probabilidade
dos modelos concorrentes estendendo o espaco de estados da cadeia de Markov para permitir
um indicador de modelo aplicando-se o algoritmo Reversible Jump (HASTIE; GREEN, 2012).

5.1.3 Outras distribuicoes e abordagens

Ha uma possibilidade de se construir modelos de volatilidade estocéstica considerando
outras distribuicdes, tais como, t-Student Generalizada, t-Student Assimétrica, mistura de dis-
tribui¢des, entre outros, com o auxilio da biblioteca rstan. Entretando, algumas distribui¢cdes
ainda ndo estdo disponiveis neste pacote e ao construir uma fun¢do que ainda nao estd imple-
mentada pode fazer com que, dependendo da complexidade desta, a execugao seja um pouco
mais demorada. Todavia, podo-se estudar uma abordagem ndo paramétrica ou modelos de volati-
lidade deterministica/estocdstica com mudanga de regime, utilizando o método de Monte Carlo

Hamiltoniano, com o auxilio da biblioteca rstan.
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5.1.4 Meétodo RMHMC

Adicionalmente, pretende-se utilizar variagdes que melhorem o desempenho do método
HMC, como o Monte Carlo Hamiltoniano em Variedade Riemanniana (Riemann Manifold
Hamiltonian Monte Carlo - RMHMC) descrito em Girolami e Calderhead (2011), e estender o

uso destes métodos a outros modelos.

Cabe destacar que as propostas Reversible Jump e Método RMHMC nio estdo implemen-
tadas na biblioteca rstan e, com isso, teriam que ser programadas. A medida Kullback—Leibler
Divergence pode ser construida com o auxilio da biblioteca, assim como o uso de outras aborda-

gens (veja Stan Development Team and others (2016) para maiores detalhes).
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APENDICE

ESTUDOS ADICIONAIS E CODIGOS
COMPUTACIONAIS

A.1 Avaliacao de Convergéncia das volatilidades

Estudamos os casos das séries do IBOVESPA e S&P500 para verificar se houve con-
vergéncia em relacdo as log-volatilidades, ao considerar o nimero de simulacdes igual a 10mil.
Para realizar a andlise, tomamos uma amostra dentro das log-volatilidades estimadas a posteiori,

analisamos os graficos e a medida de convergéncia R proposta por Gelman e Rubin (1992).

Figura 32 — Medida R para as log-volatilidades da série do IBOVESPA.
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(a) considerando erros Gaussianos. (b) considerando erros Skew-Normais.

De acordo com as Figuras 32a e 32b, é possivel observar que a maioria das log-
volatilidades € de aproximadamente 1, dando, novamente, indicios de uma boa convergéncia.
Os pontos em destaque, foram os que ficaram com valores pouco maiores que 1,003. No caso
do modelo considerando erros Gaussianos, 48 pontos ficaram com valores maiores que 1,002,

sendo que destes, 10 (7200, 71201, 1202, 1532, hgo7, hgos, hg09, hg11> Ri631 € hie32) obtiveram va-
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lores de R pouco maiores que 1,003. J4 para o modelo considerando erros Skew-Normais, das

log-volatilidades simuladas apenas uma apresenta valor maior que 1,002 (4519).

Figura 33 — Medida R para as log-volatilidades da série do S&P500.
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(a) considerando erros Gaussianos. (b) considerando erros Skew-Normais.

As Figuras 33a e 33b mostram que a maioria das log-volatilidades é de aproximadamente
1, dando indicios de uma boa convergéncia. Os pontos em destaque, foram os que ficaram
com valores pouco maiores que 1,001, no entanto, menores que 1,002. No caso do modelo
considerando erros Gaussianos os pontos sao /»3, hq97 € h1359, ja para o modelo considerando

erros Skew-Normais as log-volatilidades simuladas que ficaram em destaque sdo k129, h710, h711,

h1031, h1108, h1120, h1122 € hy34s.

Foi considerada uma amostra das log-volatilidades simuladas para a série do IBOVESPA,
englobando os casos em que o critério de convergéncia R, proposto por Gelman e Rubin (1992),
obtiveram valores pouco maiores que 1,003, no caso da distribuicdo Gaussiana, € pouco maiores
que 1,001, no caso em que os erros seguem uma distribuicio Skew-Normal, para analisar grafica-
mente as convergéncias. Os graficos de convergéncia para as log-volatilidades considerando erros
Gaussianos € apresentado na Figura 34 e para erros Skew-Normais é apresentado na Figura 35,
em que é possivel observar que os valores simulados apresentam baixa estrutura de correlagdo e
reforcam os indicios de uma boa convergéncia, nao somente dos parametros do modelo como

também das log-volatilidades.

Assim como para a série do IBOVESPA, foi considerada uma amostra das log-volatilidades
simuladas na série do S&P500, englobando os casos em que o critério de convergéncia R proposto
por Gelman e Rubin (1992) obtiveram valores pouco maiores que 1, para analisar graficamente
as convergéncias. Os gréficos de convergéncia para as log-volatilidades considerando erros
Gaussianos é apresentado na Figura 36 e para erros Skew-Normais é apresentado na Figura 37. E
possivel observar que os valores simulados apresentam baixa estrutura de correlagdo e reforcam
os indicios de uma boa convergéncia, assim como no caso da série do IBOVESPA, ndo somente

dos parametros do modelo como também das log-volatilidades.
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Figura 34 — Gréfico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori estimadas para a
série do IBOVESPA, com erros Gaussianos.
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Figura 35 — Gréfico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori estimadas para a
série do IBOVESPA, com erros Skew-Normais.
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Figura 36 — Gréfico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori estimadas para a
série do S&P500, com erros Gaussianos.
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Figura 37 — Gréfico de convergéncia para uma amostra de log-volatilidades a posteriori estimadas para a
série do S&P500, com erros Skew-Normais.
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A.2 Andlise da série S&P500

Apesar de ter analisado ndo somente a convergéncia dos parametros do modelo, mas
também das log-volatilidade da série do S&P500, fizemos mais uma andlise, no entanto, aumen-
tando o nimero de simulagdes, pois as volatilidades estimadas ndo apresentaram uma forma
suavizada como para as demais aplicacdes. Além disso, verificamos se a0 aumentar o nimero
de simulagdes a convergéncia dos pardmetros e log-volatilidades, assim como a escolha da

distribui¢do dos erros seria mantida. Os resultados estdo descritos abaixo:

Tabela 16 — Comparagdo entre os modelos propostos via critérios de selecao para série do S&P500.

Dist. DIC WAIC EP,,. LOO EP,,
(1) Gaussiana -10016.07 -10014.3 653 -9978.0 68.1
(2) t-Student -99880.24 -99794 682 -9970.2 68.8
(3) Skew-Normal -10015.53 -10014.1 654 -9977.5 68.2
(4) GED -99841.07 -9988.7 67.6 -9974.9 68.7

De acordo com a Tabela 16, mesmo ao aumentar o nimero de simulacdes, os critérios
de selecdo continuam favorecendo a escolha das distribui¢des Gaussiana e Skew-Normal. As
estimativas obtidas, considerando 50mil simulacdes e descartando 50% como burn-in, sao
mostradas na Tabela 17. Nota-se que as médias a posteriori apresentadas continuam proximas

aos valores que foram obtidos considerando 10mil simulacdes.

Tabela 17 — Estimativas das médias (desvios padrdes) dos pardmetros a posteriori.

Dist. u () Oy v

(1) -10.1092 (0.1185)  0.9066 (0.0224) 0.3772 (0.0478)

(2)  -10.2654 (0.1402) 0.9307 (0.0197) 0.3092 (0.0467) 10.2869 (2.1799)
(3)  -10.1103 (0.1196) 0.9054 (0.0229) 0.3813 (0.0494)  0.0362 (0.0341)
(4)  -10.0503 (0.1321) 0.9305 (0.0208) 0.3022 (0.0509) 1.5769 (0.1253)

As Figuras 38 e 39 apresentam os graficos de convergéncia das distribuicdes a posteriori
simuladas para os parametros dos modelos, com erros Gaussianos e Skew-Normais, respectiva-
mente. Nota-se que os graficos apresentam uma baixa estrutura de correlacdo, além de apresentar

uma boa concentracdo dos valores no grafico de tracos, dando indicios de uma boa convergéncia.

As Figuras 40a e 40b sdo mostradas as log-volatilidades simuladas a posteriori, nos casos
dos modelos com erros seguindo as distribuicdes Gaussiana e Skew-Normal, respectivamente.
No caso do modelo considerando erros Gaussianos alguns pontos possui valores pouco maiores
que 1,001 e menores que 1,002, sendo estes /’l151, /’l152, h153, h154, /’l155, h231, h232, /’l233, h234,
hys0, hage, ho10, h979, hogo, hos1, hoga, hi126 € h1174. J4 para o modelo considerando erros Skew-
Normais as log-volatilidades ndo apresentam nenhum valor maior que 1,001. Entretanto, observa-

se que a maioria das log-volatilidades apresenta critério R de aproximadamente 1.



90 APENDICE A. Estudos Adicionais e Cédigos Computacionais

Figura 38 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com erros Gaussianos,
considerando 50mil simulagdes.
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Figura 39 — Gréficos de convergéncia dos parametros na série de retornos S&P500 com erros Skew-
Normais, considerando 50mil simulacdes.
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Figura 40 — Medida R para as log-volatilidades da série do S&P500, considerando 50mil simulacdes.
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(a) considerando erros Gaussianos. (b) considerando erros Skew-Normais.

Figura 41 — Retornos absolutos em percentual para a série £/USD e volatilidades estimadas com bandas
de credibilidade de 95%.
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A Figura 41 sao apresentadas as médias a posteriori das volatilidades estimadas com seus
intervalos de credibilidade, considerando todas as distribui¢des para os erros. Nota-se que os va-
lores apresentados considerando as distribuicdes Gaussiana e Skew-Normal sdo muito proximos

e mostram comportamento similar aos graficos estimados considerando 10mil simulagdes.
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A.3 Cdédigos Computacionais

Disponibilizamos os c6digos computacionais utilizados na dissertagdo no GitHub, atra-

vés do seguinte enderego: <https://github.com/ddias7/svmodelsrstan>


https://github.com/ddias7/svmodelsrstan
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