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Resumo

O objetivo deste trabalho é generalizar o Teorema de Borsuk-Ulam classico.
Estudamos generalizacoes feitas com respeito a um T-espaco compacto e de Haus-
dorff. E utilizamos o Zs-indice de Yang e o B-indice nas demonstragoes. E com

isso, conseguimos varias maneiras diferentes de generalizar o mesmo teorema.



Abstract

The objetive of this work is to generalize the classic Borsuk-Ulam’s Theorem.
We studied there generalizations with respect to any comapact and Hausdorft T-
space. We used in the proofs the Zs-index of Yang and the B-index. In general

lines, we obtained many different ways of generalizing the same theorem.
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Introducao

Este trabalho consiste em mostrar algumas generalizagoes do famoso Teorema

de Borsuk-Ulam. O Teorema afirma o seguinte:

Teorema de Borsuk-Ulam: Dada qualquer funcao continua f : S™ — R”,

sempre existe um ponto x € S™ tal que f(x) = f(—x).

Tal teorema se tornou muito conhecido devido a sua facil interpretacao fisica,

e também pelas suas varias versoes equivalentes, sao elas:

i) Para toda funcao antipodal f : S™ — R", ou seja f(z) = f(—x) para todo

xr € 9", existe x € S™ tal que f(z) = 0.
ii) Nao existe fun¢ao antipodal f:S™ — S™~1,
iii) Nao existe fungao continua f : B® — S™ ! que ¢ antipodal restrita ao bordo.

iv) Para toda cobertura fechada Fi,--- | F,; da esfera S™, existe pelo menos um

deles que contém um par de involugdo, ou seja, F; N (—F;) # (.

v) Para toda cobertura aberta Uy,--- U,y da esfera S™, existe pelo menos um

deles que contém um par de involugao, ou seja, U; N (=U;) # 0.

As generalizagoes desse trabalho abrangem uma maior quantidade de espacos,
ou seja, ao invés de obtermos resultados somente para funcoes com o dominio S™,
conseguimos resultados para qualquer espaco X compacto e de Hausdorff. Neste
caso, como estamos falando de espacos gerais nao temos a fungao antipodal definida,

ao invés disso, utilizamos qualquer involucao sem pontos fixos.
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Um dos principais resultados mostrado neste trabalho é que temos equivalén-
cias similar a citada acima no caso mais geral.

Os norteadores desta dissertacao foram dois artigos de C. T. Yang [1] e [2], e
em ambos estudamos generalizagoes do Teorema de Borsuk-Ulam.

No primeiro artigo utilizamos como principal ferramenta o Z,-indice, com isso

conseguimos demostrar o seguinte teorema:

Teorema: Seja (X;T) um T-espaco de indicen e seja f: X — RF 0 <k <n
uma aplica¢ao continua. Entao W = {x € X, f(z) = f(T'(x))} é T-invariante e
compacto e H,_,(W;T) # 0.

O fato de (W;T) ter homologia ndo nula nos garante que o conjunto W é nao
vazio. E, como S™ junto com a aplicacao antipodal tem Z,-indice n, como veremos
adiante, o teorema acima é uma generalizacao do famoso teorema.

No segundo artigo vemos uma generalizagao utilizando o B-indice de Yang.
Tal conceito nos d4 um ntmero natural que nos indica quando existe ou nao fungao
equivariante de um conjunto X, munido de uma involu¢cdo em uma S™ arbitraria,
com a aplicacao antipodal.

Ao estudarmos tais artigos, resolvemos modificar sutilmente a abordagem. Em
ambos os artigos, Yang utiliza a homologia simplicial de Cech, suspeitamos que foi
utilizada tal abordagem devido ao fato que na época do artigo a homologia singular
ainda nao existia, ou ainda nao se possuia uma boa formalizacao. Resolvemos entao,
verificar se os mesmos resultados seriam vélidos para a homologia singular.

Concluimos que sim, que tais resultados se mantém validos modificando a
homologia, mas em alguns casos as demonstracoes ficam mais trabalhosas. Como
no caso do teorema citado acima, que foi necessério uma teoria algébrica para nos
auxiliar na demonstracao.

Para finalizar esta dissertacao estudamos o artigo [3] de P. L. Q. Pergher, D.
Mattos e E. L. Santos, e vimos mais alguns resultados que utilizam o Zy-indice.

O trabalho esta organizado do seguinte modo: No capitulo 1 relembramos

algumas propriedades da homologia singular e definimos o conceito de homologia
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singular de um T-espaco, verificando quais as propriedades que continuam validas
neste caso mais especifico. Tal capitulo serve de base para todo o trabalho, ja
que em todos os resultados foi necessario o uso da homologia de um T-espaco nas
demonstragoes.

No capitulo 2 desenvolvemos a teoria algébrica que nos dara suporte na demons-
tracao do teorema citado acima, tal capitulo é meramente técnico, mas de suma
importancia.

No capitulo 3 definimos o homomorfismo indice e o Zs-indice de Yang. Veri-
ficamos suas propriedades e condi¢oes para o T-espacgo ter indice nao nulo. Tais
propriedades serao extremamente utilizadas durante o trabalho. Neste capitulo
mostramos também que o Zs-indice da S™ é n.

No capitulo 4 demonstramos algumas generalizacoes do Teorema de Borsuk-
Ulam, entre elas estao as encontradas no artigo [3] e o Teorema citado acima.

Finalizamos no capitulo 5 com a definicao do B-indice e sua utilizacao para

mais uma generalizagao do Teorema de Borsuk-Ulam.




Capitulo 1

Homologia singular de um 7T-espaco

1.1 Caracterizacao da Homologia

Para generalizar o teorema de Borsuk-Ulam utilzaremos a conceito de 1" espago:

Definicao 1.1.1. Seja X um espaco topoldgico compacto e de Hausdorff. E seja
T : X — X uma involucdo livre, ou seja T? = Id e T é continua sem pontos fizos.

Chamamos o par (X;T) de T-espago.

Neste trabalho utilizaremos a homologia singular associada a um 7T-espaco
(X;T), tal homologia é muito semelhante a homologia usual com a diferenca que
temos que relacionar as p-cadeias singulares existentes com a involucao 7.

A homologia singular usual, trata do seguinte:

Dado um conjunto X, consideramos C,,(X) = {f : A, — X} o conjunto de
todas as func¢oes do n-simplexo padrao A,, chegando em X. E dado um anel qualquer

R, consideramos S,,(X, R) o conjunto das combinagoes lineares formais

T1.¢1 + ...+ Ts.(bs,

onde r; € Re ¢; € Cp(X).

Para cada nivel, temos definido o homomorfismo bordo
0:S,(X,R) — S,_1(X,R),

para n > 1, que satisfaz 00 = 0.
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Dada qualquer funcao continua f : X — Y, podemos induzir uma outra funcao

f:Su(X, R) — S,(Y, R), que serd uma aplicacao de cadeias, definida como

fri.01 4 .. +15.05) =1m1.(fodr) + ... +15.(f 0 0s)
Temos entao um complexo de cadeias bem definido:

Spar(X,R) —2— S,(X,R) —2— S, 1(X,R)

l I I

Sup1(Y,R) —"— S,(Y,R) —— S,..(Y,R)

Assim, todos os quadrados do diagrama acima comutam.

Com isso podemos definir:

Zn(X,R) ={z € S,(X,R) : 0x = 0};
Bn(X7 R) = a(Sn+1(Xa R)),

que sao os n-ciclos, n-bordos e n-ésimo grupo de homologia respectivamente.

A funcéo f, induz também um homomorfismo em nivel de homologia
f« : Hy(X,R) — H,(Y,R).
Vamos considerar agora a homologia relacionada com uma involugao.

Defini¢ao 1.1.2. Dado dois T-espacos (X;T) e (Y;S), uma aplicagao equivari-
ante f: (X;T) — (Y;S) é simplesmente uma funcao f: X — Y continua tal que
f(T(z)) = S(f(z)), para todo x € X. Essa condi¢cdo nos diz que o diagrama abaizo

comuta.

X —Y

= b

X .y
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Sabemos que para cada espaco topoldgico X e um anel R fixado, temos associ-
ado a ele 0 modulo das n-cadeias singulares de X, denotado por S,(X, R). Agora se
considerarmos o T-espaco (X;7), como T' é uma funcao continua, 7" induz uma apli-
cagao de cadeia entre as cadeias singulares de S,(X, R), que também serd denotada

por T
T:5,(X,R) — Sy,(X,R)

tal que para cada m¢; + ... + 7505 € S,(X, R), onde a soma é uma soma formal e

cada ¢; : A, — X ¢é continua, entao:
T(rigr + ... +rs¢s) =rT opy + ... + 1T o ¢

Consideraremos entdo o seguinte subgrupo de S,(X, R);
Cp(X;T)={ce S(X,R) : Toc=c}

Um elemento desse grupo é chamado de p-cadeia T-invariante, ou simplesmente
de (T, p)-cadeia.

Como T é um homomorfismo vemos que o conjunto acima nao é vazio, pois
sempre contém o elemento neutro (a fun¢ao nula). E facilmente se verifica que é um

subgrupo pois se ¢,d € C,(X;T) entdo T'(c+d) =T(c) +T(d) = c+d.
Observagao 1.1.3. T(¢(z)) # ¢(x); para cada ¢ € S,(X, R).

Segue imediatamente do fato de T' nao ter pontos fixos.

De agora em diante, vamos assumir que o anel de coeficiente R serd sempre o
anel Zs de inteiros modulo 2.
Note que, a partir de agora, um elemento qualquer de S,(X, Z,), sera da forma

1 + ... + ¢s, pois agora os possiveis coeficientes sao 0 ou 1.

Proposicao 1.1.4. Uma p-cadeia ¢ € uma (T, p)-cadeia se, e somente se,
c=d+T(d)

para alguma p-cadeia d.
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Demonstracao: Suponha que ¢ € S,(X, R) ¢ da forma ¢ = d+ T'(d) para alguma
de€ Sy(X,R) entao T'(c) =T(d+T(d)) =T(d) + d = ¢, portanto ¢ € C,(X;T).
Suponha que ¢ é uma (7,p) cadeia, ou seja T(c) = c¢. Podemos escrever

c=c¢+ ...+ ¢ onde cada ¢; : A, — X continua. A condi¢do T'(c) = ¢ nos da que
Tey+ ...+ Tecy =c1 + ... + ¢,

ou seja para cada ¢ temos que existe j tal que T'c; = ¢;.

Pela observacao anterior sabemos que 7 # j e pelo fato de T' ser uma involucao
segue que se T'c; = c¢; entao T'c; = ¢;. Assim, por uma possivel renumeracao
podemos supor, sem perda de generalidade, que j = i+ s/2, note que s teré que ser
sempre par pois senao teriamos que T'c; = ¢; para algum 4, assim basta considerar
d=ci+ ...+ ¢y ecomisso T(c; + ... 4+ cg2) = ¢ + ... + ¢, portanto ¢ = d + T'(d).
|

A restricdo do operador bordo usual, 0 : S,(X,R) — S,—1(X,R), induz o

operador bordo entre as (7', p)-cadeias
0:Cp(X;T) — Cpa(X5T)

do seguinte modo:
Note que, usando o fato que 7T induz uma aplicacao de cadeias e portanto

comuta com o operador bordo temos que se ¢ € C,(X;T) = T(c) = ¢, assim
d(c) =0T (c) =T0(c) = I(c) € Cpr(X;T).
Entao o operador bordo leva C,(X;T) em C,_1(X;T'). Assim podemos definir:

Zy(X;T)={c: ce C,(X;T), 0c = 0};

B,(X:T) = 0Cyu (X: T);

Hy(X;T) = g’;( g
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Os elementos de Z,(X;T'), B,(X;T), H,(X;T) sao respectivamente chamados
de (T, p)-ciclos, (T, p)-bordos e p-ésimo grupo T-classes de homologia de X.
Uma aplicagdo equivariante f : (X;7T) — (Y;T) de T-espacos, define por

conceitos de homologia singular basica, uma aplicacao de cadeias;
f:S,(X,R) — S,(Y, R)

tal que f(Z,(X, R)) C Z,(Y, R) e f(B,(X,R)) C B,(Y, R).
Note que podemos restringir a f : C,(X;T) — C,(Y;T), pois temos que se
ce Cy(X;T);

f(e) = fld+T(d)) = f(d) + f(T(d) = f(d) + T(f(d)) € Cp(Y;T),

utilizamos que as induzidas de f e T' comutam entre si em nivel de p-cadeias, e isso se
deve ao fato de f comutar com T, vistas como fungoes entre os espagos topologicos.

Dessa forma temos que f continua sendo uma aplicacao de cadeias, ja que a
restrigao também ird comutar com 0.

Esta fungdo induz homomorfismos entre as (7, p)-classes de homologia. Pois
c€ Zp(X;T) = 0f(c) = fo(c) = f(0) =0
Portanto f(Z,(X;T)) C Z,(Y;T) e

c€ By(X;T) = 3r € Cp1(X;T) tal que 0z = c.
Logo f(c) = fox = 0f(x) € B,(Y;T)

Portanto f(B,(X;T)) C B,(Y;T).

Assim temos bem definida a funcao:
fot H(X;T) — Hy(Y;T)

Para saber calcular a (T, p)-homologia de um espaco qualquer precisamos do
seguinte teorema, o qual s6 é valido para espacgos topolégicos de Hausdorff e local-
mente conexo por caminhos.

Denotamos por X/T' o conjunto quociente, no qual cada classe de equivaléncia

é {x,T(x)}.
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Teorema 1.1.5. Seja (X;T) um T-espaco com X Hausdorff e localmente conezo

por caminhos, entao H,(X;T) é isomorfo a H,(X/T,Zs).

Demonstracao: Para demonstrar tal fato vamos considerar as seguinte funcoes:

e com isso temos a induzida:

Py Su(X) — Su(X/T)
py(¢) =pog

Defina também a seguinte aplicacao de cadeia:

P:C.(X;T) — S,(X/T,Zs)
P(d+ 5(d)) = py(d)

Afirmamos que P é uma bijecao.

Para mostrar que é injetora tomemos dois n-simplexos ¢,¢ : A, — X e
supomos que P(¢ + T(¢)) = P(¢ + T(¢)). Queremos mostrar que ¢ = 1 ou
¢ =T(¢).

Note que como P(¢+T(¢)) = P(p+T(¢)) = pu(9) = p#(v) = pod = po.

Suponhamos que ¢ # 1) e tomemos o conjunto:

A={r e, : ¢(x) =T[W(x))}

Mostraremos que A é aberto, fechado e nao vazio. Como A,, é conexo, isto

implicara que A = A,,, como desejado.

i) A#0:

Como ¢ # 1), existe x € A, tal que ¢(z) # ¥ (). Mas p(¢) = p(v), implicando
que p(p(z)) = {p(x), T(¢(x))} = {v(2), T((x))} = p((x)). Como ¢(x) #
¥ (x), necessariamente ¢(x) = T ((x)).
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ii) A ¢é fechado;

Como ¢ e T'() sao continuas, segue que
FiA, = XxX; F)=(6(z), T(¥(z)))

é continua. Como X x X é Hausdorff segue que a diagonal é fechada, como A

¢ a imagem inversa da diagonal, segue que A é um conjunto fechado.
iii) A é aberto;
Seja x € A, ou seja ¢(z) = T(¢¥(x)). Como a involu¢do T nao tem pontos

fixos, segue que ¢(z) # ¢(x). Utilizando que X é de Hausdorff, existem

abertos disjuntos U e V' de X contendo ¥(z) e ¢(z), respectivamente.

Sendo ¢, 1) continuas, existe aberto W C A, tal que x € W e tal que simul-
taneamente (W) C U e p(W) C V.

Desse modo, qualquer y € W sera tal que ¢(y) # ¥ (y). Mas

po(y) = {6(y), T(o(v)} = {¥ (), T(¥(y))} = pe(y).

Entao necessariamente, ¢(y) = T(¢¥(y)) o que significa que y € A e conse-

quentemente W C A. Portanto A é um conjunto aberto.

Agora para mostrarmos que P é sobrejetora, considere ¢ : A, — X/T um
n-simplexo singular arbitrario. Como p: X — X /T é um recobrimento a 2 folhas e
do fato de X ser um espaco de Hausdorff e localmente conexo por caminhos e A,, é
simplesmente conexo (pois é contratil), podemos utilizar o Teorema do levantamento
e garantir a existéncia de uma fungao ¢’ : A,, — X tal que p¢’ = ¢, mostrando que
P é sobrejetora.

Assim a induzida P, : H,(X;T) — H,(X/T,Zy) é um isomorfismo. |

No seguinte exemplo, e em todo o restante do trabalho, sempre que nos referir-

mos ao T-par (S™;T) a involugao T sera a funcdo antipodal da esfera, T'(x) = —x.

10



CAPITULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T-ESPACO

Ly, se 0<p<mn
Exemplo 1.1. H,(S™;T) =
0, se p>n

Podemos concluir tais afirmagoes facilmente observando que H,(S™;T') é iso-
morfo a H,(S"/T,Zy), que & conhecida, pois S™/T é o n-plano projetivo, e por
conceitos da homologia singular, podemos afirmar que sua homologia ¢ exatamente

do modo descrito acima.

1.2 Subdivisao Baricentrica

Nosso proximo objetivo é desenvolver o homomorfismo conectante anélogo ao
conhecido em homologia singular usual.

Em homologia singular usual, dado um cobertura aberta 2 = {A, B} de X,
temos as seguintes sequéncias exatas curtas:

0 —— Spi(ANB,R) 222 S, (A R) @ S, 1(B,R) —5— Sp1(X,R) —— 0

| l o l !

0 —— S,AnB,R) Y7\ §.(AR®S,(B,R) — S,(X,R) —— 0

I Jo Jo Jo l

0 —— Sy 1(AnB,R) 2224 S, (A, R)® S, 1(B,R) —— S, 1(X,R) —— 0

ondei: A — Xej:B— Xsaoasinclusdese k: Ax B — X, k(a,b) = a+b.

Para garantir a existéncia do homomorfismo conectante que torna a sequéncia
acima uma sequéncia exata longa, precisamos utilizar ao invés da homologia usual, o
subconjunto HS (X, R) no qual consideramos apenas as n-cadeias tais que a imagem
estd inteiramente contida em A ou em B.

Para finalizar, utilizamos o famoso teorema da subdivisao baricéntrica que nos
garante que nessas condigoes H, (X, R) e H{(X, R) sdo isomorfos. A demonstracio
de tal resultado pode ser visto com detalhes em |6].

No nosso caso, onde consideramos um T-espago (X;7T), utilizaremos um caso

analogo.

11



CAPITULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T-ESPACO

Neste caso, a cobertura aberta de X é da forma Q = {A,T(A)}. Note que se
A & aberto, segue que T(A) também é aberto, pois 7' é um homeomorfismo. Assim

ao termos as sequéncias exata curta:

0

0 —— Cup1(ANT(A;T) ——— Coy1(AT) @ Crat (T(A)T) ——— Cop1 (X;T)

l e e le l

0 —— Ch(ANTA;T) — Cn(A;T)® Cr(T(A);T) — Ch(X;T) — 0

! e le e l

0 ——— Cn1(ANT(A);T) ——— Cpo1(A;T) D Cr—1(T(A); T) —— Cp1(X;T) —— 0

Teremos uma sequéncia exata longa em nivel de homologia:

H,(A;T) @ Hy(T(A); T) — Ho(X;T) = Hy_((ANT(A); T) —
Hy 1(A;T) & H,_(T(A); T)

e temos o seguinte teorema para finalizar a construcao:

Teorema 1.2.1. (Subdivisdo Baricéntrica para T-espacos) i, : HY(X;T) —

H,(X;T) é um isomorfismo, onde i é a inclusao.

Tal teorema pode ser encontrado com mais detalhes em [7].

O homomorfismo conectante A : H,(X;7T) — H,_1(ANT(A);T) é definido

do seguinte modo:
Alc+T(c)) = O,

onde dc denota a classe de homologia de dc em H,,_(ANT(A);T).
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Capitulo 2
Limites Algébricos

Este capitulo embora seja totalmente técnico, é de enorme importancia para
uma das generalizagoes de Borsuk-Ulam.

Vamos definir e verificar algumas propriedades de Limites Algébricos, todas as
quais serao necessarias na demostracao do teorema.

Tal processo sera utilizado pelo fato de nao estarmos considerando a homologia
simplicial como no artigo original de Yang, por isso para compensar alguns resulta-
dos que nao sao validos para a homologia simplicial, utilizamos os resultados deste

capitulo.

2.1 Definicoes e Propriedades

Definicao 2.1.1. Chamamos de conjunto direcionado, um conjunto I junto com
uma ordem-parcial © < j para certos pares de elemento de I, tal que para quaisquer

1,7 €1 emiste k €I tal queir <k ej <k.

Lembre que uma ordem-parcial é uma relacao reflexiva (ou seja, i < i para
todo ¢ € I) e transitiva (ou seja, se i < j e j < k temos que i < k). Observemos

também que se ¢ < j e 7 <7 nao implica que 7 = j.

Definicao 2.1.2. Suponha que (M;);cr uma familia de de grupos (ou de anéis, ou de
R-mddulos), indexado por um conjunto direcionado I, e que para cada i < j temos

homomorfismos

13



CAPITULO 2. LIMITES ALGEBRICOS

Tais que

Oikti; = Qi se 1 < J < k;
@i = Id.

Chamamos {M;, ¢} de Sistema Direto de Grupos (ou de Anéis, ou de R-

mddulos).

Definicao 2.1.3. O limite direto de um sistema direto é um grupo (ou um anel,

ou um R-mddulo) M junto com uma familia de homomorfismos
¢i - M; — M
mdexado por I de modo que
Pjtij = pi sei < j

satifazendo a sequinte propriedade universal: Para qualquer grupo (ou anel, ou

R-mddulo) N e qualquer familia de homomorfismos
v M; — N
satisfazendo
VYidij =i se i < j
existe um unico homomorfismo ¢ : M — N tal que

vy = ¢, para todo i € 1. (x)

Fica claro, devido essa propriedade universal que quaisquer dois limites M
e N sao isomorfos por um tnico isomorfismo satisfazendo a condi¢ao (x). Entao

podemos falar sobre “0” limite direto e denota-lo por:
—

O tnico homomorfismo v sera denotado por lim ¢);.
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CAPITULO 2. LIMITES ALGEBRICOS

Proposicao 2.1.4. O limite direto existe.

Demonstragdo: Seja M™ a soma direta de todos os M;, com ¢ : M; — M™ o
homomorfismo que manda cada x; € M; no vetor que tem a i-ésima coordenada z; e
as outras coordenadas iguais a 0. Forme o grupo G (ou anel, ou R-modulo) gerado

por todos os elementos da forma
OF Gij(xi) — & (w3)

para todos os pares ¢ < j e todo x; € M;, e seja Mo quociente de Mt por G, e seja
7w : M* — M o homomorismo quociente. Entdao M junto com os homomorfismos
¢; = o) € o limite direto.

Proposicao 2.1.5. Seja {M;, ¢} um sistema direto onde cada M; € um anel comu-

tatio com unidade, todos nao nulos. Entao M =lim M; é nao nulo.

Demonstracao: Seja 0; e 1; o elemento neutro e a unidade de cada M;, e seja O e 1
o elemento neutro e a unidade de M, mostraremos que tais elementos sao distintos,
provando assim que M é nao nulo.

Temos que existe j tal que ¢,;(0;) =0 e ¢;(1;) = 1. Se 0 = 1, existiria i > j

tal que ¢;;(0;) = ¢;;(1;), isto implica que 0; = 1, o que é uma contradicao. [ |
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Capitulo 3

Zo-Indice de Yang

Neste capitulo vamos definir homomorfismo indice e o indice de um T-espaco
(X;T). Tal indice foi introduzido por C. T. Yang em [1], e é conhecido como
Zo-indice de Yang. O qual serd de enorme importancia para concluirmos as genera-

lizagoes do teorema de Borsuk-Ulam.

3.1 Homomorfismo Indice

Para um espago topologico X arbitrario e um grupo G arbitrario, sempre

podemos definir o seguinte homomorfismo:
In:S(X,G)— G

tal que para cada ¢ = )_ g;.z; € So(X, G), temos que In(c) = g;.
Podemos facilmente verificar que In é um homomorfismo, e adicionalmente

note que In(0x) = 0 qualquer que seja x € S1(X, G), pois escrevendo
T =a1.21 + ... + Qp. T,
onde cada x; ¢ um caminho, segue que
Or = ay(z1(1) — 21(0)) + ... + a,(x.(1) — z,(0),

consequentemente:
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CAPITULO 3. 7Z,-INDICE DE YANG

In(0x) => (a; — a;) = 0.

A partir dessa definigdo podemos para (X;T) um T-espaco qualquer, definir

a seguinte fun¢ao por recorréncia:
v: Zy(X;T) — Zs
Seja z =c+T(c) € Z,(X;T). Entao

In(c), se p=20
o(z) = (c) p

v(dc), se p>0

Note que, no nivel zero, para z € Zy(X;T), temos que z = ¢1 + ... + ¢, +
T(¢1) + ... + T(¢,), assim poderfamos definir tal fun¢do de modo equivalente da

seguinte maneira:

0, se r épar
b(z) = ’

1, se r éimpar

Tal funcao v é um homomorfismo em todo nivel p.
Para verificar que de fato ¢ um homomorfismo, procedemos por inducao.
No nivel zero, tal resultado é trivial pelo fato de In ser um homomorfismo.

Poderiamos também observar esse fato de modo alternativo pelo fato de que

par—+par = par;
impar+impar=par;

impar+par= impar.

Supondo por inducao que v é um homomorfismo no nivel n, e recordando que

0 é um homomorfismo, segue que:
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vic+T(c)+d+T(d))

vic+d+T(c+d))
v(0(c+d))
v(0(c) 4+ 0(d))
(

(

v(9(c)) +v(9(d))
c+T(c))+v(d+T(d))

(Y

Mostremos agora que tal funcao é bem definida e independe da escolha de c.
Suponha p = 0 e seja z = ¢ + T(¢') uma segunda representacdo de z = ¢+ T'(c),
entao, depois de uma renumeragao dos indices se necessario, se ¢ = @1 + ... + @

entdo ¢ = ¢1 + ... + ¢ + T(pip1) + ... + T'(¢s). Logo

In(c) = In(c) = In(c — ) = In($it1 + .. + @5 — T(Pis1) — ... —T(¢s)) =
(s—i—1)—(s—i—1)=0

Outro modo de ver que o resultado acima é zero, é observar que temos uma
quantidade par de elementos somados, pois para todo ¢; também somamos o T'(¢;),
e portanto v(c — ) = 0.

Assim temos provado que v estd bem definido para p = 0.

Temos que v anula By(X;T'), pois se z = d(d + T'(d)) = 0(d) + T'(0d), assim
v(z) = In(dd) = 0.

Agora procedemos por inducao e assumimos que v ¢ bem definida em
Zy,-1(X;T) e anula B, (X;T) para p > 0.

Para uma segunda representacao z = ¢ +T(c') de z = ¢+ T'(¢) € Z,(X;T)
considerando que ¢ = ¢; + ¢ e ¢ = ¢1 + T(c2), podemos escrever z = ¢; + co +
T(c1) + T(c2). Portanto v(0dc) — v(9¢) = v(d(c — ¢)) = v(0(c2 + T'(c2))) = 0 pois
O(ca +T(c2)) € By—1(X;T) e estamos utilizando a hipotese de indugao. Portanto v
estd bem definida em Z,(X;T).

Se z € B,(X;T), digamos z = d(d + T'(d)), entdo v(z) = v(0dd) = 0 (ou
v(In(0d) =0 se p =1).

Assim v estd bem definido e v(B,(X;T)) = 0.
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Agora estamos em condigoes de definir o homomorfismo indice, do seguinte

modo:
v: Hy(X;T) — Zs

tal que, se ( € H,(X;T) e z é um (T, p)-ciclo em ¢, entao

Tal homomorfismo esté bem definido pois se z e 2’ sdo ambos (7, p)-ciclos em

¢ a diferenca serd um bordo e portanto v(z — 2') = 0 = v(2) = v(2/).

Observamos a importancia de tal homomorfismo na proposicao a seguir, que

afirma a invariancia do indice através de induzidas de aplicagoes equivariantes.

Proposicao 3.1.1. Se f : (X;T) — (Y;T) é uma aplicacio equivariante, entdo
para ¢ € Hy(X:;T),

Demonstracao: Pelo modo como foi definido v s6 precisamos mostrar que se
z € Zy(X;T), entao v(f(z)) = v(z).

Para p = 0 notemos que se z = ¢1 + ... + ¢s + T'(¢1 + ... + ¢5) entdo

f(2) = f(@1) + o 4+ [(0s) + T(f(01) + .. + f(5)),

assim

v(z) = In(¢r + ... + @) = s = In(f(¢1) + ... + f(9s)) = In(f(2)) = v(f(2)),

e também é facil perceber que ao aplicar a f nao altera-se a quantidade de elementos

na soma.
Agora vamos prosseguir por indugdo e assumir que para z € Z,_1(X;T) com

p > 0 a proposicao é valida. Se z = ¢+ T'(c) € Z,(X;T), entao

v(z) =v(0c) e v(fi(2)) = v(9f.(c)) = v(f(Ic)).

Como Jc € Z, 1(X;T), segue pela hipotese de indugao que
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v(f.(0c)) = v(de).

Consequentemente segue que v(f.(z)) = v(z) como desejado. [

O seguinte lema é de enorme importancia para demonstrar uma generalizacao
do Teorema de Borsuk-Ulam. No artigo estudado de C. T. Yang, o mesmo lema
era verdadeiro para um conjunto F' fechado ao invés de aberto, mas isto s6 era
possivel pois era utilizada a homologia simplicial. No caso de homologia singular,
que estamos trabalhando, o resultado nem sempre é valido para fechado, mas para

abertos é sempre verdadeiro como enunciado a seguir:

Lema 3.1.2. Seja (X;T) um T-espago, e seja F' um subconjunto aberto de X tal
que FUT(F) =X e seja A= FNF(T). Entao existe um homomorfismo

A:Hy(X;T)— H, 1(A;T), (p>0)

tal que para ¢ € Hy(X;T),

Demonstracao: Tal homomorfismo A serd o homomorfismo conectante existente
na sequéncia de Mayer-Vietoris. Ou seja, considere a sequéncia de Mayer-Vietoris

para a cobertura Q = {F,T(F)}, entdo temos que a sequéncia abaixo é exata:
0= C(FNT(F)T) — Cp(FT) @ Cp(T(F); T) — Cp(X;T) — 0

Seja ¢ € Hy(X;T), eseja z um ciclo em . Como a sequéncia é exata, segue que
podemos considerar z = ¢+ T'(c), onde ¢ é um simplexo com a imagem inteiramente
contida em F.

Temos que 0 = 9(z) = d(c) + T(9(c)) = 9(c) = T(9(c)), ou seja d(c) tem a
imagem contida em FF'NT(F) = A. Logo d(c) € Z,_1(A;T). Assim basta definir
A(Q) = %, ou seja, a classe de homologia de d(c), a qual é exatamente como é

definido o homomorfismo conectante.

Dessa forma, tal homomorfismo satisfaz a propriedade requerida, pois:
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Corolario 3.1.3. Seja A um aberto de X tal que AUT(A) = X, se H,(X;T) possui

classes com indice nao nulo entdo o mesmo ocorre com H, 1(ANT(A);T).

Demonstracdo: E imediato pela utilizacio do homomorfismo A do lema anterior,
pois se ( € H,(X;T) é tal que v(¢) # 0, entao para AC € H,,_1(ANT(A);T) temos
que v(AQ) = v(¢) # 0. n

Outra consequéncia do lema ¢é a seguinte:

Proposigao 3.1.4. Se v(H,(X;T)) = Zs, entao v(Hy(X;T)) = Zs para 0 < p < n.

Demonstracao: Pois, considerando F' = X, temos que A = X, entdo existe
¢ € Hy(X;T), ¢ # 0 tal que v(¢) = 1, como v(¢) = v(A(()), assim existe A( €
H, 1(X;T) tal que v(A() = 1, portanto v(H,,_1(X;T)) = Zs. Seguindo por indu¢io

concluiremos o resultado para todo p, 0 < p < n. [ |

3.2 1Indice

Com base na proposi¢ao acima, o Zs-indice de Yang é definido com o inteiro
n tal que v(H,(X;T)) = Zs e v(H,11(X;T)) = 0.

Para garantir a existéncia de tal n temos que exigir que H,(X;T") seja nulo para
algum p. Caso a homologia nunca se anule, pode ocorre da imagem do homomorfismo
indice seja Zs para todo n natural, mas isto nao interfere os resultados, pois todos
eles precisam da condi¢do que vH,(X;T) # 0 para p < n para algum n, o fato de
vH,11(X;T) = 0 nao é utilizado.

A préxima proposigao diz respeito de como se comporta o homomorfismo indice

em relacdo ao T-par (S™;T):

Proposigao 3.2.1. v: H,(S™;T) — Zy € um isomorfismo, para p =0,1,...,n.
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Demonstracao: Sabemos que H,(S™;T) = Zy para 0 < p < n pelo exemplo 1.1.
Assim basta mostrarmos que a funcao acima é sobrejetora ou injetora, pois como v
¢ um homomorfismo entre dois grupo de apenas 2 elementos, sabemos que ou é o
homomorfismo nulo ou é um isomorfismo.

O fato que v : H,(S™;T) — Zy ¢ isomorfismo s6 ¢ necessario mostrar para
H,(S™,T), ou seja, temos que mostrar apenas que v : H,(S";T) — Zs é um iso-
morfismo, os outros casos sairao diretamente da proposicao 3.1.4.

No caso n = 0 mostraremos que nao é o homomorfismo nulo mostrando que
tem alguém na imagem diferente do elemento neutro.

Para n = 0, sabemos que S° = {—1,1}, entdo se z é um ciclo em Z,(S%;T),
entdo z = 1+ T'(1), assim v(z) = In(1l) = 1. Assim a classe de z, que denotaremos
por ¢, satisfaz v(¢) = v(1) = 1, entdo vHy(S%T) = Z,.

Tome n > 1. Vamos agora supor por inducao que tal resultado é valido para
todo p < n — 1, ou seja, que vH,(SP;T) = Zy parap < n — 1.

Consideremos entao S™ e T a aplicacao antipodal. Fixe ¢ > 0 bem pequeno,
e tome F' = {(xg,...,x,) € S™ : &, > —€}, assim F é um conjunto aberto de S™ e

temos que T'(F) = {(zg, ..., x,) € ™ : x, < €}, e consequentemente
FNOT(F)={(zo, ..., @pn_1,Tn) € S" 1 —e < x, < €}
e tal conjunto tem o mesmo tipo de homotopia de S™~!, portanto
H.(FNT(F);T) = H,(S"}T)

para todo r.

Pelo Teorema da Subdivisao Baricéntrica para T-espacos, temos que a sequén-

cia abaixo é exata:

H,(F;T) & Hy(T(F); T) — Hp(Sp; T) = Hy_y(S™4T) —

Hy 1 (F5T) @ Hy o (T(F); T)

Como F' e T(F) tem o mesmo tipo de homotopia do ponto, segue que suas
homologias sao nulas com excecao do nivel 0. Se n > 1 teremos uma sequéncia exata

do tipo:
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0— H,(S,;T) 2 1 (S"TLT) =0

o que implica que A é um isomorfismo.

Caso n = 1, teremos a seguinte sequéncia exata:
0= Ho(S:T) S Hy 1 (S"5T) — Zo © 7

O que nos da que A é injetora, por ser um homomorfismo injetor entre Z, e
Zo segue serd que também um isomorfismo.

Entao tomando ¢ € H,(S™;T) nao nulo, e z = ¢ + T(¢) um ciclo de ¢, como
A é um isomorfismo A(¢) é um elemento nao nulo de H,_{(S"';T) e por hipotese
de inducao segue que v(A(()), logo v(¢) = v(A(()) = 1. Logo, v(H,(S™T)) = Zs

e assim v é um isomorfismo como desejado. [ |

Teorema 3.2.2. (S™;T) tem indice n.
Demonstragao: Pela proposicao acima vimos que
vH,(S™T)=Zypara0 <p<n

e como H,(S™;T) = 0 para p > n segue que vH,(S™;T) = 0 para p > n. [ |

Outra maneira de caracterizar o indice é a seguinte:

Proposigao 3.2.3. Seja ¢ € H,(X;T). Entaov(C) # 0 se, e somente se, para qual-
quer fun¢ao equivariante f: (X;T) — (Y;T), fo(C) #0, onde (Y;T) € arbitrdrio.

Demonstragdo:  Suponha inicialmente que v(¢) # 0. Para qualquer func¢io
[ (XT) = (V5T) temos que v(£.(C) = v(C) # 0, logo £2(C) # 0 pois v é um
homomorfismo.

Suponha agora por contrapositiva que para ( € H,(X;T) tal que v(¢) = 0.
Nosso objetivo é construir uma funcao f : (X;7) — (Y;7) tal que f.({) =0, para
algum T-espaco (Y;T). Tome para cada x € X um aberto U tal que UNT(U) = 0,
tal construcao é possivel pois X é Hausdorff e pelo fato de T ser involucao livre.

Tais conjuntos formam uma cobertura aberta de X, que como é compacto existem
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Uy, ..., U, que cobrem X, sem perde de generalidade podemos supor r > p, pois s0
necessitamos de uma cobertura finita.
Utilizando o teorema da particao da unidade, sabemos que existem funcoes

continuas, 1 = 0, ..., 7:
tal que

suporte(p;) C U;

Sai=1

Definimos agora:

_ V%
2

fi
Assim temos que cada f; é continua, f; = 0 em X —Uj e satisfazem Y fi* = 1/2
Chame ¢; = ;T : X — [0, 1].
Dessa forma fo> + ...+ f.2 4+ go> + ... + g2 = 1.

Vamos considerar a fun¢ao:

f(x) = (folx) = 90(), .., fr(2) = 9r(2))

Essa funcao satisfaz o nosso objetivo. Basta observar que é uma funcao equiv-

ariante de (X;7T) em (S™;T), e que

v(fe(Q)) = v(¢) =0

como v : Hy(S";T) — Zy é um isomorfismo, pela proposicdo 3.2.1 e porque

r > p e, em particular é injetora e portanto f.(¢) = 0. [ |

Observacao 3.2.4. Observando a demonstracao da proposi¢ao acima vemos que
para qualquer T-par (X;T) existe uma fungdo equivariante de (X;T) em (S™;T)

para algum r natural.
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Para sumarizar a definicdo equivalente de indice temos a proposicao a seguir,

que é consequéncia imediata da proposi¢ao anterior:

Proposicao 3.2.5. O indice de (X;T) € o maior inteiro n tal que para qualquer

funcao f: (X;T) — (YV;T) (Y;T) arbitrdrio) tal que f.(H,(X;T)) # 0.
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Capitulo 4

(Generalizacoes do Teorema de

Borsuk-Ulam

Nesse capitulo mostraremos as generalizacoes de Borsuk-Ulam feitas com o
auxilio do Zs-indice de Yang.
As duas primeiras generaliza¢oes foram retiradas do artigo [3] de Pergher,

Mattos e Santos e a tltima generalizagdo do artigo [1| de Yang.

4.1 Primeiras Generalizacoes

Para a primeira generalizacao, que apresentaremos, serd necessario o seguinte

lema:
Lema 4.1.1. Seja (X;T) um T-espaco com X conexo por caminhos. Para um
nidmero natural n > 1, suponha H,.(X;Zs) = 0, para 1 < r < n. FEntao existe
classes com o Zs-indice em H,1(X;T) nao nulo, em outras palavras o Zs-indice de
(X;T) € maior ou igual a n + 1.
Demonstracao: Considere § = Idy + Ty : S;(X,Zy) — Sj(X,Zs), que satisfaz
00 = 0, pois
00 =I1d+T+T+T?=1d+ Id=0 (em Z).
A idéia dessa demonstragdo é construir j-cadeias ¢; € 5;(X;Z3), 0 < j <n

que satisfacam 9d(c;) = 0(c;_1).
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Tais cadeias serao construidas indutivamente.

Primeiramente, escolhemos um ponto de X, e seja ¢y a 0-cadeia correspondente
a esse ponto. E claro que 6(cy) = co + T(co) é um O-ciclo, pois como estamos no
nivel zero, todos os pontos sao ciclos, j4 que nesse nivel o operador bordo 0 é nulo.

Como X é conexo por caminhos, existe um caminho entre ¢ e T'(¢p), e vamos

denotar esse caminho por ¢; a 1-cadeia referente a esse caminho.

Assim

8(01> =y + T(Co) = Q(Co),
e também
89(01) = 90(61) = 09(00) =0.
Concluimos entao que 6(c1) é um 1-ciclo, e como por hipotese Hy(X;Zs) = 0,
O(c1) é também um 1-bordo. Assim, por defini¢do, existe c; € So(X;Zs) tal que

J(c2) = 0(c1).

Prosseguindo por indugao suponha que para algum j, 1 < j < n, temos

construidas ¢y, ..., ¢; tais que

Entao teremos que 06(c;) = 00(c;) = 06(c;_1) = 0.
Assim temos que 6(c;) € um j-ciclo e como por hipétese H;(X;Zy) = 0 segue

que 6(c;) é também um j-bordo, e portanto existe cj1 € S;j41(X; Zs) tal que
O(cj1) = 0(c)).
Adicionalmente temos que
90(cjs1) = 00(cja) = 00(c;) = 0

Entdo concluimos que 6(c;41) ¢ um (j + 1)-ciclo.

Assim construimos indutivamente as cadeias c, ..., Cpi1.

Observemos que uma j-cadeia ¢ € S;(X;Z,) é uma (7, j)-cadeia se e somente
se §(c) = 0. Como 66 = 0, temos que cada 6(c;) é um (7, j)-ciclo, consequentemente

faz sentido calcularmos o indice de cada 6(c;).
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Afirmamos agora que v(6(c;)) = 1 para todo 0 < j <n+ L.
Procederemos novamente por inducao. Vemos que como ¢y é um tnico ponto,
podemos calcular o indice pela defini¢ao, e v(6(cg)) = v(co + T(co)) = 1.

Suponhamos agora que v(f(c;)) =1 para 0 < j < n. Assim
v(0(cnt1)) = v(ensa + Tlent)) = v(8(cni1)) = v(0(cn)) = 1.

Assim a demonstragdo estd completa, pois 6(c,11) € Chi1(X;T) e como
v(0(cny1)) = 1, a classe ¢ que tem 6(c,41) como ciclo é o elemento nao nulo de

H,+1(X;T) com o Zy-indice nao nulo. [ |

O seguinte teorema generaliza o fato que nao existe funcao equivariante de
(S™L.T) em (S™;T), lembrando que H,(S""',Z;) = 0 para 1 < r < n e que
Hn+1(Sn/T7 ZQ) =0:

Teorema 4.1.2. Sejam (X;T), (Y;S) espacos com involugoes livres tal que X
€ conexo por caminhos e Y € de Hausdorff e localmente conexo por caminhos.
Suponha que para algum nimero natural n > 1, H.(X;Z3) = 0 para 1 < r < n

e H,11(Y/S;Zs) = 0. Entdo nao existe fungao equivariante f: (X;T) — (Y3 .5).

Demonstragao: Suponha por contradi¢do que existe f: (X;7T) — (Y;5). Assim

temos 0 homomorfismo induzido
f*Hn—l—l(XaT)_) n+1<Y75)

Pelo lema 4.1.1, existe ¢ € H,1(X;T) tal que v(¢) = 1.
Como v(f.(¢)) = v(¢) = 1, concluimos que H,1(Y;S) # 0, pois f.({) é um
elemento nao nulo de H,1(Y;S).

Mas pelo lema 1.1.5,
O que nos d4 uma contradigao. [

Observacao 4.1.3. Observe que embora tenhamos colocado como hipdtese que
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para 1 < r < n, utilizamos apenas essa hipotese para enunciar o teorema de modo
mais geral, mas pela demonstracao observamos que a propriedade fundamental uti-

lizada foi o fato de H,1(X;T) ter algum elemento com indice nao nulo.

Para um espago dado Y, seja A = {(z,y) € Y x Y : x =y} a diagonal e seja

Y*=Y xY — A, note que Y* admite uma involucao livre Ty : Y* — Y™, dada por

TY('Tuy) = (y,I)

Teorema 4.1.4. Seja (X;T) um conexo por caminhos com uma involugao livre,
e Y um Hausdorff e localmente conexo por caminhos. Para um niumero natural
n > 1, suponha que H.(X;Z3) = 0 para 1 < r < n e que H,1(Y*/Ty;Zy) = 0.
Entao toda funcao continua f : X — Y tem um T-ponto de coincidéncia, isto €,

€ X, f(x) = [(T(x)).

Demonstracao: Suponha por absurdo que existe f : X — Y continua tal que

f(x) # f(T(x)), Vo € X.

Entao a funcao:

F:X->Y"
F(z) = (f(z), [(T'(2)))

define uma funcao equivariante F : (X;T) — (Y*;Ty), pois

F(T(z)) = (f(T(2)), [T(T(x)))

Tal fungao nao deveria existir, pois como Y* é Hasdorff e localmente conexo,

isto contradiz o teorema anterior. [ |

Do mesmo modo que o teorema anterior, vemos que tal resultado também so

utilizou o fato de H, (X, T) ter algum elemento com indice nao nulo, pois sendo
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verdadeiro no teorema anterior também sera verdadeiro nesse pois sé utilizamos
a outra hipdtese para ficar de acordo o teorema anterior pois precisamos do seu
resultado. Assim o seguinte corolario é valido, com demonstracao totalmente analoga

ao teorema anterior, e o enunciaremos para facilitar futuras referéncias:

Corolario 4.1.5. Seja (X;T) um T-espago de indice n conexo por caminhos com
uma involucdao livre, e Y wum Hausdorff e localmente conexo por caminhos com
H,(Y*/Ty;Zs) = 0. Entao toda funcao continua f : X — Y tem um T-ponto
de coincidéncia, isto €, 3x € X, f(x) = f(T'(z)).

4.2 Outra Generalizacao

A préxima generalizacao nao é muito direta, e por isso temos que desenvolver
alguns resultados antes. Também utilizaremos a teoria de limites algébricos que
vimos no capitulo 2.

O teorema de Borsuk-Ulam nos diz que para qualquer funcao continua de S™
em R” o conjunto dos pares de involugao {z € S™ : f(x) = f(—z)} & nao vazio. O
objetivo dessa secdo é provar um teorema que diz que dada uma funcio de X em R¥,
onde (X;T) é um T-espaco de indice n, entdo ndo apenas o conjunto de pontos de
involugao {z € X : f(x) = f(T(x))} & nao vazio mas a homologia, no nivel n — k ¢é
nao nula, de certo modo nos d4 uma ideia da dimensao do conjunto. Nosso objetivo

¢ demonstrar o seguinte resultado:
Teorema 4.2.1. Seja (X;T) um T-espaco de indicen e seja f : X — RF, 0 <k <n

uma aplicagio continua. Entao W = {x € X, f(z) = f(T'(x))} é T-invariante e
compacto e H,_(W;T) # 0.

Para tanto precisaremos de alguns resultados prévios.

Nessa segao vamos considerar sempre que X é um espaco conexo e funcoes
f: X — R continuas tais que f(z) = f(T(z)) para todo x € X. Teremos entao que
f(X) = J é um intervalo de R.

Para cada r € J, consideremos a curva de nivel

fr)={z e X : f(z) =1}
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Vamos introduzir uma noc¢ao de “estimativa homoldgica” para tais conjuntos.
Supondo inicialmente que r € intJ. Observe que dado € > 0, cada conjunto
7 Y(r —e€,r+¢€) é T-invariante, isto se deve ao fato que f(z) = f(T(x)) para todo .
Logo faz sentido considerar a T-homologia H,(f~'(r — ¢,r + €); T), para qualquer

n > 0. Visto isto, podemos definir:

Definigao 4.2.2. Dizemos que f~'(r) tem estimativa homoldgica equivariante

de grau n, n € N, abreviadamente “e.h.e.g-n”, se dado € > 0, existe § < € tal que

H,(fY(r —6,r+4);T) #0.

Caso r € front(J), a definicio “e.h.e.g-n” é exatamente igual trocando-se
apenas o intervalo (r — €,7 4 €) por [r,r + €) ou por (r — €,r|, observando-se nesse
caso que, por ser f : X — J continua e [r,7+¢€) (ou (r —e€,r]) aberto em J, teremos

que f~r,r+¢€) (ou f71(r —€,r]) é aberto em X.

Observacao 4.2.3. Fizado r € J e para cada n € N, sempre podemos questionar
se f7X(r) tem ou ndo “e.h.e.g-n”, ou seja, f~(r) pode ter ou nao “e.h.e.g-n” para

cada n € N fizado.

Observagiao 4.2.4. f~1(r) sempre tem “e.h.e.g-0".

Considere agora d : R¥ x R¥ — R uma métrica qualquer compativel com a
topologia usual de R”, e seja g : X — R dada por g(x) = d(f(x), fT(x)). Observe

que g é continua e

9(T'(x)) = d(f(T(x)), fT(T(x))) = d(fT(z), f(x)) = d(f(z), [T (2)) = g(x).

Assim o conjunto W = {z € X, f(z) = f(T(z))} que estamos interessados em des-
cobrir a homologia é exatamente igual ao conjunto g—1(0).

Como (X;T) tem indice n, sabemos que H,(X;T) # 0 para p < n, e queremos
mostrar que H, (¢~ '(0);T) # 0 para p < n — k. Inicialmente mostremos que

W = ¢g~(0) tem estimativa homologica de grau n — k, conforme o lema a seguir:

Lema 4.2.5. Na condigées descritas acima W tem “e.h.e.g-(n — k)”.

Demonstragao: Notemos inicialmente que W é nao vazio, utilizaremos o coroléario

4.1.5, note que (X, T) tem indice n e que Y = R¥, assim H,(Y*,Z,) = 0, pois n > k.
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Escrevemos f em suas fungoes coordenadas,

f(z) = (fi(x),..., fi(z)), comz e X.

Claramente, se x € W, significa que f;(z) = f;T(x) para qualquer i = 1,... k.
Defina para cada i = 1,...,k o conjunto W; = {z € X : fi(z) = fiT(x)}. Desse
modo W =W, N---NW;. Como W # (), temos que W; # () para todo .

Seja € > 0 dado, seja

Ay ={rxe X : filr)— fiT(x) <e}e
Bi={reX : fi(s) - hT(x) > —e}.

Temos que W, C Ay e W, C By, portanto A; # 0 e By # (. Além disso, como

fi — f1T é continua, e
Av=(f - flT)_l(_OOa €) e Bi=(fi— f1T)_1(—e, +00)

sao aberto de X, e X = A; U B;.

Nosso proximo objetivo é aplicar o corolario 3.1.3 para a decomposicao
X - Al U Bl;

e para tanto devemos mostrar que 7'(A4;) = By.

De fato, se x € Ay, entao

filz) = iT(x) <e= —fi(z) + /iT(x) > —¢
= [i(T(2)) = fi(z) > —e

portanto T'(z) € By, concluimos que T'(A;) C B;.
Se x € By, entao

filz) = (T(z) > —e = —fi(z) + iT(2) <€
= fi(T(x)) = AT(T(x)) <e
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portanto T'(z) € A; = z € T(A;), concluimos que By C T'(A;).
Vamos agora utilizar o corolario 3.1.3, entao chamemos de X; = A; N By.
Como (X;T) tem indice n, segue que (X1,7T) tem no minimo indice n — 1, ou
seja H,_1(X1;T) # 0.
Note que X7 ={zr € X : —e < fi(z) — iT(x) < €}.

Consideramos agora fy : X — R, restrita a X, e seja:

Ay={x e Xy : folzx) — foT(z) <€} e
By ={x € X1 : fo(x) — foT(x) > —€}.

Temos que Ay U By = Xj, com Ay e By abertos em X; (portanto em X).
Se x € Wy N Wy, entao fi(x) — f1iT(x) = 0 e fo(x) — foT'(x) = 0, portanto —e <
filx) — fiT(x) <€, para i = 1,2. Entao x € Ay N By, assim Ay # () e By # ().

Novamente usaremos o corolario 3.1.3, dessa vez para a decomposicao
X1 - AQ U BQ.

De modo analogo para i = 1 podemos mostrar que T(As) = By, e entao estamos
aptos a usar o corolario. Logo , chamando Xy = Ay N By, segue que como (Xy;7)
tem indice no minimo (n — 1), o 7" espac¢o (X3;7") tem indice no minimo (n — 2), e

portanto H, _o(Xs2;T) # 0. Observe que
Xo={xeX : —e< fi(x)— fiT(x) <e, i=1,2}.
Procedemos indutivamente e, denotando
X;=ANB,={re X;—e< fi(r)— fiT(x) <e, i=1,...,5},

supomos que (X;;7') tem indice no minimo (n — j) para 1 < j < k.

Consideramos entao, a funcao f;;; : X — R, restrita ao conjunto X, e seja

Aj+1 = {ZE S Xj : fj+1<l’> — fj+1T(I) < 6} e
Bj+1 = {ZC < Xj : fj+1(1') — fj+1T(!I§') > —E}.
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Certamente A; 1 U B = X, com A;; e By abertos em X; (portanto em
X). Sex e Win..NW44, tem-se fi(x)— f;T(x) =0, parai =1,...,7j+1, portanto
xr € Aj11 e x € B4y o que implica que ambos conjuntos sao nao vazios.

Com o argumento similar a ¢ = 1 sabemos que T'(A,+1) = Bj11.

Pela hipotese de indugdo e pelo corolario 3.1.3, concluimos que (X,;41;7") tem
indice no minimo (n — j — 1), e consequentemente H,_;_1(X;11;T) # 0.

O argumento indutivo anterior é possivel até j = k — 1, portanto concluimos

que H, (X;T) # 0, sendo
Xpy={reX: —e< filx) - fiT(z)<e i=1,...,k}.
Usando em R* a métrica do maximo (que gera a topologia usual do R¥),

d((xh'"axk’)v(ylw-'7yk)) :max{|xl_yl|7lz 17""k}7

temos que,

Xp={reX: —e<filr)- fiT(x)<ei=1,... k}
={re X |filr)- fiT(x)| <ei=1,...,k}
={r e X : max{|fi(x) — f[T(x)],i=1,...,k} < e}
={re X : d(f(x), [T(x)) <€}
={reX:g@)<e

= 971{07 6)'

Em outras palavras, mostramos que para ¢ > 0, tomando-se § = € teremos
que H, x(g71([0,0)); T) = H,_(Xy;T) # 0, 0 que significa que g~'(0) = W possui

“e.h.e.g-(n — k)", encerando a demonstracao [

Temos demonstrado até agora que para todo € > 0 temos que:

Hy (9710, +€);T) # 0
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Como estamos trabalhando com o anel Z, todos os grupos de homologias nao
nulos sdao Zy ou uma soma direta de Zs, assim sabemos que H,, (g7 [0, +€);T) # 0
é sempre um anel comutativo com unidade.

Para provarmos o teorema 4.2.1, s6 falta mostrarmos que
H,1(g7'(0); T) #0.

Para mostrar tal fato, utilizaremos o lema a seguir, que consiste num pro-
cesso de limite algébrico, e também utilizaremos para auxiliar na demonstragao a
cohomologia do espaco ao invés da homologia. Para definir a cohomologia de um

T-espago, para ficar de acordo com o lema 1.1.5, definimos o seguinte:

H'(X;T) = H"(X/T, Z,)

Usamos também o fato de que quando o anel dos coeficientes é Zy a homologia
e a cohomologia coincidem e assim a cohomologia ainda serd um anel comutativo
com unidade.

Outro fato importante de destacar nesta demonstracao é que a proposicao 2.1.5
continua valida para qualquer anel que tenha os homomorfismos que comutam com
o sistema direto, nao precisando ser necessariamente o limite direto, com a mesma

demonstracao.

Lema 4.2.6. Seja (X;T) um T-espago e seja f: X — R uma fungao continua, tal
que f71(0) tem e.h.e.g.-n-k, entao H,_,(f~1(0);T) # 0.

Demonstragdo: Como para cada € > 0, temos que H,(f '(—¢,+€);T) # 0 ¢é
uma soma de Z, sabemos que H"(f~'(—¢, +€);T) também é uma soma direta de
Zy. Queremos deduzir que H"(f~(0);T) # 0 e com isso podemos concluir que
Hy(f71(0);T) #0

Inicialmente vamos considerar o conjunto direcionado I = {1/n : n € N} com

a ordem < usual e considere os conjuntos:

Ap = f7H(=1/n,1/n)
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Temos que para 7 < j segue que A; C A;, e temos portanto a inclusao natural

i: Aj — A;. Tomando a induzida de cada inclusao teremos:
bw = ¢y H"(Ai;T) — H™(A;; T) para cada i < j

Usando as propriedade de functor, podemos facilmente verificar que ¢; = Id
para todo i, e se ¢t < 7 < k, temos que @, © @i; = Dy

Assim {H"(A;;T), ¢} é um sistema direto.

Claramente os conjuntos A; convergem a f~'(0), quando ¢ — oco. Queremos

mostrar que

lim H"(A;; T) = H*(f71(0); T).

Para isto, basta observarmos que também podemos utilizar a inclusao natural
nesse caso, ou seja, existe i; : f~1(0) — A; para cada j, e pegando a induzida em

cada caso temos:
ijx: H"(A; T) — H™(f~1(0); T) para todo j.
por todas essas funcoes serem induzidas da inclusao, vale que, se j < k
ik * 0@ = 1%

Portanto, embora nao tenhamos provado que H"(f~1(0);T) ¢ o limite do sis-
tema direto, pois nao provamos se satisfaz a propriedade universal de limite, sabemos
que tal anel possui uma familia de homomorfismos que comuta o diagrama, portanto
podemos aplicar a proposi¢ao 2.1.5 e verificar que H™(f~1(0);T) # 0.

Finalmente, como H"(f~1(0); T) = H,(f~'(0); T), concluimos o desejado. MW

Note que no nosso caso como g(z) = d(f(z), f(T'(z))), a funcdo g s6 atinge val-
ores > 0, substituiriamos os conjuntos A; pelos intervalos [0, 1/7), e a demonstracdo
continua totalmente analoga.

Assim para finalizar a demonstracao do teorema 4.2.1 basta considerarmos o

seguinte:
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Pelo lema 4.2.5 temos que o conjunto
W={z€X: f(z)=f(T(x))} =g (0)
tem “e. h. e. g-(n — k)”. Ou seja, para todo € > 0,
Hy-1(971[0,€); T) # 0.

Pelo lema 4.2.6 vimos que, nas mesmas condigoes, temos que

H,x(g71(0); T) # 0.

No artigo original do Yang a demonstragao desse teorema ¢ mais direta pois
podemos utilizar o lema 3.1.2 para fechados. Poderiamos utilizar ao invés dos con-

juntos abertos

Ar=(fr = hT)(=00,6) e Bi=(fi— AT) (=, +00)
os conjuntos fechados

Ay =(fi—=AT)(=00,0] e By =(fi—AT)'[0,+00)
assim a interse¢ao X desses conjuntos ja seria o conjunto tal que

file) = [u(T(x)),

procederiamos indutivamente de modo analogo, mas sempre pegando conjuntos
fechados, e terminariamos mostrando que vH, _(f~*(0);T) # 0, sem precisar do

auxilio de limites algébricos, com isso conclufamos que H,,_;(f~1(0); T) # 0.

Corolario 4.2.7. Seja (X;T) um T-espago de indice n. Entdo dada qualquer fungao

continua f : X — R" leva algum par de involucdo em um unico ponto.

Demonstragao: Temos que provar que W = {x € X : f(z) = f(T(x))} é ndo
vazio. Utilizando o teorema 4.2.1 sabemos que Hy(W;T) # 0, consequentemente

W #0. u

Observacao 4.2.8. O coroldrio acima generaliza o Teorema de Borsuk-Ulam, basta

substituir (X;T) por (S™;T).

37



CAPITULO 4. GENERALIZACOES DO TEOREMA DE BORSUK-ULAM

O seguinte lema é um resultado analogo as equivaléncias classicas do teorema

de Borsuk-Ulam utilizando o contexto mais geral de T-espaco:

Lema 4.2.9. Dado um T-espago (X;T), sao equivalentes:

(1) Uma aplicagao f: X — R"™ leva algum par de involugao em um dnico ponto.
(ii) Nao existe f: (X;T) — (S™1; A).

(iii) Dados n+ 1 conjuntos fechados Fi, ..., F,11 tal que nenhum dos n+1 contém

um par de involucao e que
UL (R UT(F)) = X,

entao ( F; # 0.

(iv) Dado n conjuntos fechados Fi, ..., Fy, tais que \J;_,(F; UT(F;)) = X, entdo

pelo menos um dos n conjuntos contém um par de involucao.
(v) Se f: X — S™tal que para todo x € X, f(x) # f(T(x)), entio f € sobrejetora.

(vi) Se X for coberto por n+ 2 conjuntos fechados Fy, ..., F, o, tais que (1 F; =0
e nenhum desses conjuntos contém par de involucao, entao para qualquer 1 =

L...,n+2 temos que (4, Fj # 0.

(vil) Se X for coberto por n + 1 conjuntos fechado Fy, ..., F,1, entdo pelo menos

um deles contém um par de involucao.

Estamos considerando A a aplicacao antipodal da esfera.
Demonstracgao:
(i)= (ii) Suponha por absurdo que existe f: (X;T) — (S"1; A), assim

Af(x) = JT(X) = —f(z) = f(T(x)).

Como S™ ! C R", considere g : S" ! — R" a inclusdo. Assim a funcao

gf : X — R™ & continua e por (i) temos que existe = € X tal que
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9f(x) = gf(T(x)) = g(=f(x)) = —gf(z) = gf () = 0= f(z) =0

Absurdo pois 0 ¢ S

(ii)= (iii) Sejam F7,..., F,, 11, subconjuntos fechados de X, tais que F; N T'(F;) =
0,i=1,...,n+1e " (FUT(F;)) = X. Suponha por absurdo que () F; = 0.
Segue pela normalidade de X que existem subconjuntos Uy, ..., U, abertos

em X tais que

F,cU; cU;Cc X —T(F;), para todo i; e
0.

NG -

Para verificar que esta afirmacao ¢ valida note que, como X é normal, e F;
e T'(F;) sao conjuntos fechados disjuntos existe aberto A; tal que F; C A; C
A; C X — T(F}), para todo i. Para satisfazer a segunda condicio definimos

por recorréncia os seguintes conjuntos abertos:

Seja B; tal que Fy C B C B; C X — (Nis1 Fi, assim BN (Nis1 Fi = 0). Seja
Bj tal que F; C B; C B; C X — ((Ni<; B;)N (Mis; F7))- Desse modo teremos
que () B; = 0. Basta considerarmos U; = A; N B;, tal conjunto satisfaz as duas

condicoes requeridas.
Agora para cada ¢ existe fun¢ao continua f; : X — [0,1] tal que f;(x) =1 se
z € F;e fi(x) =0se xz € X —U; (aexisténcia de tais fungoes é garantida pelo

Lema de Urysohn). Definimos agora:

g = (fi = fiT) _
LT = BT

9 =(g1, - Gn+1)-

Note que cada g; esta bem definida pois o denominador nunca se anula, ja que
como X é coberto por F;, T(F;), entdao para cada © € X existe F;(ou T(F;))
tal que z € Fij(ou z € T(F;)) assim fi(z) =1 e fi(T(x)) =0 (ou fi(x) =0e
fi(T'(z)) =1).
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Assim g : (X;T) — (S™; A), é facil verificar que —g(z) = g(T'(x)) pelo modo

como construimos a fungao.

Como ﬂ?jll U; = 0, entdo cada € X esta contido em algum X — U; e com
isso fi(z) = 0 = g;(x) < 0 para algum i. Ou seja para um elemento de S™
estar na imagem da g, precisamos que no minimo uma de suas coordenadas

seja nao positiva. Portanto, tomando em particular a € S™ tal que

a=(a,..,a),a=1/y/n+1

¢ um ponto de S™ — g(X). Considere S"~! a intersecgao de S™ com o plano
Tpi1 = 0. Seja L a reta contendo a e a origem. Note que como a ¢ g(X)
temos que —a ¢ ¢(X), pois se existisse y € X, g(y) = —a implicaria que
9(T(y)) = —g(y) = —(—a) = a. Entao a projecao central de L é uma funcio
h: (g(X);A) — (S" 1 A). Assim hg é uma funcio de (X;T) chegando em
(5™ 4 T).

(iii)= (iv) Suponha que X é coberto por n conjuntos fechados Fi, ..., F), junto
com suas respectivas T-imagens. Supondo por absurdo que nenhum desses
conjuntos possui um par de involu¢ao entdo Fi, ..., F,, T(F,) satisfazem as
hipoteses de (iii), concluimos que F; N ...N F, N T(F,) # 0, absurdo pois
estamos supondo que F,, N T(F,,) = 0.

(iv)= (i) Suponha que existe uma funcao continua f : X — R” tal que para todo
v € X, f(x) # f(T(z)). Considere f = (f1,..., fn), segue da compacidade de
X que

a=inf,ex {maricicn | fi(z) — fi(T(2))|} >0
Seja
F={zeX: fix) - fiT(z)) 2 a/2},i=1,...n

Assim cada F; é um subconjunto fechado de X, e nenhum deles contém par

de involucao e ;_,(F; UT(F;)) = X, contrariando (iv).
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()= (v) Seja f: X — S™tal que f(x) # f(T'(z)), suponha por absurdo que f nao
é sobrejetora, ou seja, existe y € S™ — f(X). Note que S™ — {y} é homeomorfo

a R", pela projecao estereografica h. Temos entao
xLogn—fyy Lme

e ho f é uma fungdo continua, segue entdo por (i) que existe z € X tal que
hf(x) = hf(T(x)), como h & um isomorfismo, e portanto injetor, segue que

f(x) = f(T(x)), contrariando a hipotese.
(v)= (ii) Suponha por absurdo que existe f : (X;T) — (S"!; A), entao
—f(z) = f(T(z)), Vo € X.
Considere a funcao continua

i Smt— gn
(21, ooy ) = W21, ..y T, 0)

Assim i o f : X — S™ satisfaz if(x) # if(T(z)), Vx € X, pois f(x) #
f(T(x)) para todo x € X e i é injetora. Entdo satisfaz as hipoteses de (v) e
portanto deveria ser sobrejetora, mas tal funcao claramente nao é, pois para

todo (z1, ..., Tp, Tye1) € S™ tal que z, # 0 nao pertence a imagem dessa funcao.

(iii)= (vi) Suponha que X & coberto pelos conjuntos fechados F1, . .., F, .o tal que
() F; = 0, e nenhum F; contém um par de involugdo. Suponha por absurdo que
Ji, N £y = 0. Segue pela contrapositiva de (i) que ;_, (F; UT(F})) # X,
entao existe z € X tal que « ¢ |J_,(F; UT(F;)), consequentemente T'(x) ¢
Ui, (F; UT(F;)), mas como os n+ 2 conjuntos cobrem X segue que z,T(z) €

F;, contrariando a hipotese de F; nao ter um par de involucao.

(vi)= (vii) Suponha por absurdo que X é coberto por n + 1 conjuntos fechados
Fi, ..., F,q taisque F,NT(F;) =0,i=1,...,n+1. Com isso, sabemos que os
n+2 conjuntos fechados Fy, ..., F,, T(F,) satisfazem que F1N...NF,NT(F,) =
() e nenhum desses contém um par de involu¢ao, mas FoN...NF,NT(F,) =0

contrariando (vi).
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(vii)= (iv) Tome, por contrapositiva de (iv), n fechados Fi, ..., F, tais que X =
U(F; UT(F;)) tais que F; NT(F;) =0 paratodoi=1,...,n.

Pelo fato de T ser involugao sem pontos fixos e X ser Hausdorff e normal,

existem abertos U; tais que

F;, C Uy
T(F;) C T(Uy);

Considere os n fechados Uy, ..., U, e também o fechado

G=(V&x-y)=x- J U

1<i<n 1<i<n
Afirmamos agora que Uy, ..., U,, G cobrem X ,pois se z € X, entdo se v ¢ G
significa que x € U; para algum i.

Ja sabemos que U; nao contém nenhum par de involugao. Para terminarmos a
demonstracao, temos que mostrar apenas que GG também nao contém nenhum

par de involuc¢ao. Dai temos a negagao de (vii).

Note que

T((X-U)=(TX-U)= (| X-TW)=X- | J T

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n

dai

xX- Y unx- U ru)y=x-(J Gurw))=x-x=0

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Teorema 4.2.10. Para que um T-espaco (X;T) satisfaca as propriedades (i)-(vii),

é suficiente que (X;T) tenha indice n.

Demonstracao: E uma consequéncia imediata do lema 4.2.9 acima com o corolario

4.2.7. |

A seguir mais uma generalizacao, a qual é imediata dos resultados vistos acima:
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Teorema 4.2.11. Seja (X;T) um T-espaco com X conexo por caminhos e seja
f: X — R* uma funcio continua. Suponha que H,(X;Zy) =0 para 0 <7 <n—1.
Entao se n > k existe um ponto x € X tal que f(x) = f(T(x)).

Demonstragao: Utilizando o Lema 4.1.1, vemos que o indice de (X;T) é > n.
Seja i : R¥ — R" a seguinte fungao i(z1,...,zx) = (z1,...,2%,0,...,0).
Segue do corolario 4.2.7 que a funcao 7 o f leva um par de involugao em um

tinico ponto, mas se i o f(x) =i o f(T'(z)) segue que

como desejado. |
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Capitulo 5

(Generalizacao usando o B-indice

Neste capitulo mostraremos mais uma generalizacao do Teorema de Borsuk-
Ulam, mas desta vez utilizaremos como ferramenta o B-indice, a qual foi definida

no artigo [2] de C. T. Yang.

5.1 B-indice

Nesta secao definimos o que ¢ o B-indice, e o comparamos com o Zs-indice
de Yang. O B-indice sera tutil para demonstrarmos uma outra generalizacao do

Teorema de Borsuk-Ulam:

Defini¢ao 5.1.1. Para um T-espago (X;T), com X # 0, existe um tnico nimero
inteiro ndo negativo n tal que existe uma funcao equivariante f : (X;T) — (S%;T)
para ¢ = n e nao existe para ¢ = n — 1. Tal inteiro n € chamado de B-indice de

(X;T) e denotado por B(X;T). Por conveniéncia denotamos que B(0;T) = —1.

Observe que tal niimero n nao depende apenas do espaco X, mas também da

involucao T' do espaco.

Exemplo 5.1. Seja X = S U S, podemos considerar duas involucoes distintas

neste espago Ty (x) = —x e Ty a involugao que permuta os dois circulos, temos entao

que B(X;Ty) =1 e B(X;T,) =0.

Observacao 5.1.2. Utilizando o item (ii) do lema 4.2.9 e o teorema 4.2.10, vemos

que para todo T-espaco (X;T) com indice n, temos que B(X;T) > n.

44



CAPITULO 5. GENERALIZACAO USANDO O B-INDICE

Observagao 5.1.3. Para qualquer T-espago (X;T), sempre existe um nimero na-

tural k tal que existe f : (X;T) — (S¥;T) equivariante.

Para a verificagdo desse fato, utilizamos a negacao do item (iii) do lema 4.2.9,
como todas as afirmagoes sao equivalentes, suas negagoes também sao equivalentes
e se provarmos a negacao de (iii) concluimos automaticamente a negacao de (ii), que
é a existéncia da funcao f descrita acima.

Nosso objetivo é construir uma quantidade finita de fechados que nao con-
tenham nenhum ponto de involugao, tais que juntos com suas 7T-imagem cobrem o
X e de forma que a interseccao destes fechados seja nula.

Como X & compacto e de Hausdorff (e portanto Normal) sao vélidas:

(1) Fixado zo € X, para todo z € X — {zy} existe um aberto V, tal que z € V, e
Zo ¢ Vx

De fato, existem abertos A e B disjuntos contendo x e xy respectivamente.
Como {z} é fechado, segue pela normalidade de X que existe um aberto V,

de modo que {z} C V, CV, C A.

(2) Para todo z € X existe aberto U, tal que x € U, e U, N T(U,) = 0.

De fato, existem aberto A e B disjuntos contendo = e T'(x) respectivamente,
segue pela normalidade que existem conjuntos aberto C' e D de modo que
{r}cCcCcCcAe{T(z)} CcDCDCB. Assim U, = CNT(D) contém z
elU,cCCcAeT(U,) cT(U, CDC B, portanto U, N T(U,) = 0.

Assim para cada x € X —{z}, consideramos baseados em (1) e (2) o conjunto:
A, =U, NV,
A, é um aberto contendo x que satifaz:

i) 79 ¢ A,.

i) A, NT(A,) = 0.

Depois disso consideramos a seguinte cobertura de X:
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A == {Ax}x;gxo U {U:co}

Como X é& compacto existe uma subcobertura finita de A que ainda cobre o

Suponha A,,,..., A, , U, 0s elementos dessa subcobertura.

Tomemos os seguinte conjuntos fechados:

Fi=A4,,1<i<m

Fm+1 - UJ:()

Foyo = {950}

Note que tais conjuntos fechados satisfazem a negacdo de (iii) como desejado.
Entao concluimos que todo T-espaco (X;7) tem um B-indice que é sempre
maior ou igual ao Zy-indice de Yang. E no artigo |2| Yang mostra um exemplo onde

o B-indice é estritamente maior que o Zs-indice.

Note que ja tinhamos visto que sempre existe uma aplicacao equivariante de
um T-espago (X;T') em alguma esfera (S™;7T') na demonstracao da proposi¢ao 3.2.3
de acordo com a observacao 3.2.4.

O famoso teorema que nos diz que nao existe aplicacdo de S™ em S" ! que
preserva pontos antipodais, pode ser considerado como:

Lema 5.1.4. (S™;T) tem B-indice n.

E se deve ao fato da fungao identidade ser uma fungao equivariante de (S™;7T)

em si proprio.

5.2 Generalizacao do Teorema de Borsuk-Ulam

Nessa secao vamos novamente apresentar uma generalizagao do Teorema de

Borsuk-Ulam, mas dessa vez utilizaremos o B-indice.

Para tanto precisamos do lema a seguir:
Lema 5.2.1. Seja (X;T) um T-espaco tal que B(X;T) > n e seja F' um subconjunto
fechado de X tal que FUT(F) = X. Entao (FNT(F);T) é um T-espaco tal que
B(FNT(F);T)>n—1.
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Demonstragdo: Podemos supor que n # —1 e assim X # (). Como F ¢é fechado,
segue que F'NT(F) é um subconjunto fechado dentro do compacto de Hausdorff
X, entao ele é também compacto e de Hausdorff e entao junto com 7 forma um
T-espaco.

Denotemos seu B-indice por B(F NT(F);T) = m.

Se m = —1 entdo FNT(F) = () e portanto X tem duas componentes e entao

existe uma funcao

f(X;T) — (8%T),
basta levar
f(F)={1} e f(T(F))={-1}.

Assim

B(X;T)=0>n=m+1=0>n=m>n—1

Entao no caso m = —1 ja temos o lema demonstrado.

Se m > —1, existe por definicdio uma funcao
h:(FNT(F);T)— (S™T).
Vamos enxergar S™ como sendo a interseccao da calota superior
E={(zo,...,Tm,Tmi1 € S™ ¢ 2,11 >0}

e da calota inferior T(E) de S™*1.
Assim

h:FNT(F)— ENT(E),
escrevendo em suas funcoes coordenadas
h = (h07 s )hm7 hm—i—l)
onde,

hi: FNT(F)—[-1,1,0<i<m
hmi1: FNT(F) — {0} é a func¢ao nula.
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Como F' é fechado e X é normal, segue que F' também é normal. Pelo fato de
F NT(F) ser fechado em F, pela teorema de extensdo de Tietze, existem fungoes

continuas:

hi: F—[-1,1,0<i<m

tal que Ei|FQT(F) =,

Notemos que para cada = € FNT(F), como h(z) € S™, i, 0 < i < m tal que
hi(x) # 0 = h;(x) # 0, segue pela continuidade que existe um aberto U, de F' tal
que El(y) = 0 para todo y € U,.

Seja A = U, cprr(r) Us- A € um aberto de F' contendo F'NT(F) tal que para
todo z € A existe I, 0 < i < m tal que h(z) # 0.

Consideramos agora os fechados (de F') disjuntos F NT(F) e F — A, e pelo

lema de Urysohn existe uma funcao continua:

ﬁm—i—l P — [07 1]7
Pt (FOT(E) = {0} e By (F = A) = {1}
Note que 7Lm+1 ¢ uma extensao de hp,y1.

Agora concluimos que existe uma funcao continua que estende a funcao h, a

seguinte:

Entao definimos

f(XT) — (8™ T)
flz)=g(x),sex € F
flz)=T(9(T(z))), se x € X — F.
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tal funcdo é continua pois se x estiver no bordo de X — F, entdo z € FNT(F),

assim

<
—
=
8
~
~—
Il
=
H
—
&
Il

T(h(z)) = T(g(T(x))) = TT(h(x)) = h(z) = g(z).
Assim n < B(X;T) <m+ 1, concluimos que m > n — 1. [ |
Teorema 5.2.2. Seja (X;T) um T-espaco, tal que B(X;T) > n e seja
X S R™
Seja A = {x € X : f(z) = f(T(x))}. Entao (A;T) é um T-espago, B(A;T) >
n—m.

Demonstragcao: Podemos assumir que n > m > 0. Para m = 1, temos que

f: X — R, logo basta considerar o fechado

F={zeX: f(x) > f(T(x))},
assim teremos que
T(F)={reX : f(z) < f(T(x))}
e portanto X = FUT(F)e A = FNT(F), dai o resultado é uma consequéncia
imediata do lema anterior, e temos que (A;7T") é um T-espago, B(A;T) > n — 1.
Portanto podemos seguir por inducao e assumir que o resultado é verdadeiro
param — 1, m > 1.

Como f: X — R™, consideremos suas funcoes coordenadas

f = (fh e fmfla fm)a

assim g = (f1,..., fm_1) ¢ uma fungdo de X em R™"1.

Utilizando a hipoétese de inducao concluimos que

X' ={zeX, gx)=9g(T(z))}

junto com T' & um T-espaco tal que B(X’;T) > n—m+1. Considerando a restri¢ao
de f,, em X' temos f,, : X’ — R esta nas hipoteses da nossa hipotese de indugao,
entdao A consiste dos pontos de X' tais que f,(z) = f.(T(x)), assim temos que

B(A;T) >n—m. [
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Observagao 5.2.3. Se (X;T) = (S™;T) e m = n, enldo o teorema acima € o

teorema de Borsuk-Ulam.
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