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Resumo

O objetivo desta dissertacao é a construgao de uma representagao estrutural
das solucoes do problema de Cauchy, para equagao da onda com dissipacao fraca
abaixo de escala e deduzir estimativas do tipo Strichartz LP — L,q > 2 para as
solucoes e sua energia. Além disso, mostraremos que existe uma certa equivaléncia
assintotica entre as solucoes para equagao da onda livre e as solugoes para a equagao

da onda com dissipacao fraca.



Abstract

The objective of this dissertation is to construct structural representations
of the solutions to Cauchy problems for weakly dissipative wave equations below
scaling and to deduce Strichartz type estimate LP — L4, ¢ > 2, for the solutions and
its energy. Furthermore, we show that there is a asymptotic equivalence between
the solutions for free waves equation and the solutions for the weakly dissipative

wave equation.
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Introducao

Considere o problema de Cauchy para equagao da onda com dissipacao fraca

Ut — Au + b(t)Ut =0
U(O, ) = U1 ) (1>
u(0,.) = ug

onde o coeficiente b(t) é por hipdtese positivo e tende a zero quando t tende ao
infinito. Este é um importante modelo para estudar a influéncia dos termos de
ordem inferior da derivada em relagao t.

Problemas anélogos ja foram considerados por outros autores, impondo deter-
minadas hipoteses sobre o coeficiente b(t). O caso conhecido como dissipagao fraca
com escala invariante, onde b(t) ~ ¢!, foi considerado pelo autor Jeans Wirth no
artigo [15]. O caso em que o coeficiente ¢ integréavel foi estudado no trabalho de
Mochizuki e co-autores no artigo [7] e também na tese de doutorado de Wirth [14].

O objetivo dessa dissertagao é de demonstrar propriedades estruturais no caso
abaixo de escala invariante, isto €, assumiremos que a func¢ao coeficiente decai mais
rapidamente que ¢!, e a partir das propriedades estruturais derivar estimativas para
a energia e estimativas a priori para a solucao do problema. A referéncia basica é
o artigo [16]. Faremos ainda uma relacao entre as solugoes para a equagao de onda
livre e as solugdes da equagao (1).

Assumiremos as seguintes propriedades para a fungao coeficiente:

e (Al) : positividade, isto é, b(t) > 0;



e (A2),: para todo k < temos

- < - .
'dtkb(t)‘—c’“<1+t) ’

e (A3):limsuptb(t) < 1.

t—o00

Observe que a ultima hipdtese é necessaria para excluir o caso critico, acima
1
mencionado, b(t) = 17 A hipotese (A2); é de fundamental importéncia para
encontrarmos a forma normal de uma matriz, que seré realizado a seguir.

Seguiremos o seguinte cronograma. No Capitulo 1 introduziremos alguns re-
sultados importantes para obtermos estimativas para o operador de energia e para
a solucao de (1). Definiremos os espagos LP, os espagos usuais de distribuigoes, os
espacos de Sobolev e os espagos de Besov. Enunciaremos as principais imersoes
continuas que serao tuteis nesse texto e indicaremos as principais referéncias consul-
tadas para as demonstragoes dos resultados. No Capitulo 2 dividiremos o espaco
de fase em duas zonas, com o objetivo de encontrar uma representacao estrutural
para a solugao fundamental de um sistema relacionado com (1). Em uma das zonas
determinaremos a forma normal da matriz associada a esse sistema a fim de encon-
trarmos tal representagao. No capitulo 3 usaremos a representagao desenvolvida no
capitulo 2 para encontrarmos estimativas do tipo Strichartz LP — L? para o operador
de energia. Em seguida, faremos estimativas a priori, do tipo Strichartz LP — L9,
para a solugao. Finalmente mostraremos que em determinados espagos, a menos de
um fator A\(¢), as solugbes para a equagao da onda com dissipagdo em rela¢do ao
tempo se comportam como solugoes para a equagao de onda livre quando o tempo
se torna suficientemente grande.

Os principais resultados dessa dissertacao sao a representacao obtida no teo-
rema (2.2.12) juntamente com suas consequéncias para as estimativas de energia
no teorema (3.2.2) e a equivaléncia assintotica obtida no teorema (3.4.1). Como

consequéncia desses teoremas obtemos os seguintes resultados:

Resultado 0.0.1. A energia para a solugao de (1) satisfaz a estimativa do tipo



Strichartz

1 nfl(l 1

(7, B )ult, )|, < C)\(t) ,,,,,

1+ 072 G (Julgrn + luzllyg )
1 t
com a fun¢ao auziliar \(t) = exp (5/ b(T)dT) e para indices duais pqg = p + q,
0

q € [2,0q] ecomrp>n<%—é).

Resultado 0.0.2. Para cada dado inicial (u1,us) € WHR") x L*(R"™) existe um
dado inicial (Uy, ) € WHR™)x L?(R™), tal que para solugoes correspondentes u(t, )
para (1) e u(t,x) para a equagio da onda livre, é vdlida a sequinte equivaléncia

assintotica,
IAE)(Vut, ), deult, ) — (Vlt,.), Bit, )l — 0, ¢ — oo,

Resultado 0.0.3. A solugao para (1) satisfaz as estimativas LP — L7

Jeutt, Mo < e (lrllye + el o)

para indices duais pg = p +q, ¢ € [2,00], com r, > n <% — %) o valor critico p* €

escolhido de tal forma que

1— n+1

At S 1+ G,



Capitulo

1

Pré-requisitos

O objetivo deste capitulo é apresentar, de maneira sucinta, as ferramentas
bésicas que foram utilizadas para concluirmos os principais resultados dessa disser-
tagao. Introduziremos importantes espacos de fungoes e enunciaremos os principais
resultados relacionados a tais espacos. Indicaremos as referéncias onde se encontram

as demonstracoes de tais resultados.

1.1 Espacos L*

Os espacos LP sao espacgos de Banach cuja as normas sao definidas em termos
de integrais. Seja (X, M, ) um espago de medida, se f é uma fungdo mensuravel

em X e 1 < p < oo, denotamos por

i1, = |/ |f|”dur-

Definimos
P (X, M, ) = {f : X = C; f ¢ mensuravel e [|f]], < oo}

Para completarmos o cenario dos espacos LP, introduzimos o espaco L*. Se f



é uma funcao mensuravel em X definimos,

[fllee = inf{a = 0; u ({x : [f(2)] > a}) = O},

a norma de L* é chamada de supremo essencial. Agora definimos

L =L%(X,M,pu)={f: X = C;f é mensuravel e |[f|| <oo}.

Usaremos a notagdo LP(X) ou simplesmente LP quando nao houver ambigu-

idades. Iniciamos com a classica desigualdade de Holder.

Teorema 1.1.1. (Destigualdade de Holder) Sejam (X, ) um espago de medida

e (p,q,r) € [1,00]3 tais que
1 1 1

p g T
Se (f,9) € LP (X, p) x L1(X, ), entdo fg € L" (X, p) e

1Fgllr < W fllpllglle-

Demonstracao: Veja [4].

Proposicao 1.1.2. (Desigualdade de Minkowski) Sejam f,g € LP com1 <p <

oo. Entao
1F + gl < 1LF1l + gl
Demonstracao: Veja [4].
Definiremos a seguir convolucao que serd uma importante ferramenta para

estabelecermos desigualdades a priori para a solugao do nosso problema.

Definigao 1.1.3. Seja f € C(Q2), Q C R™ aberto. Definimos o suporte de f da

sequinte forma

supp (f) = {z € Qu(z) # 0}.



Definigao 1.1.4. Sejam f,g € C(R™) e suponha que uma delas tenha suporte com-

pacto. A convolucao de f por g € dada da sequinte forma

[xg(x) = /f(a: —y)g(y)dy,x € R".

Teorema 1.1.5. (Desigualdade de Young) Suponha que 1 < p,q,r < o0 e

1 1 1
—+-—=—+1.Sefel?ege Ll entio f+xg € L" e mais
b q r

1 gllr < [1£11pllgllg-

Demonstracao: Veja [4].
O proximo teorema é de fundamental importancia para estabelecermos de-

sigualdades para o operador de energia que iremos considerar adiante.

Teorema 1.1.6. (Teorema de Interpolag¢ao de Riesz-Thorin) Sejam p;, q; €

[1,00], para i = 0,1 e se 0 <8 <1 definap e q por

1
p Do b1 q qo q1

Se T' é um operador linear de (LP°, LP') —— (L%, L9), tal que
1Tul|gy < Mo|lwllp,

[Tullg < Millullp,,

entao,

I Tully < Mo MY [[ul,.

Demonstracao: Veja [3].



1.2 Espaco das Distribuicoes

Aqui vamos introduzir algumas notagoes que serao utilizadas nessa dissertacao,
mais especificamente quando fizermos o estudo para a transformada de Fourier.
Seja Z. o conjunto dos niimeros inteiros maiores ou iguais a zero. Entao Z7} é o
conjunto das n-uplas (aq, ag, ..., a;,) tais que «; € Z, Vi. Tais n-uplas sdo chamadas
de multi-indices. Definimos para cada a = (ay, ag, ..., ), |a] = a1 + as + ... + ay,
a<fse esose o < [, Vi=1,...neal =alal.a,!. Denotaremos ainda o
1

operador D como sendo D = —0.
i

Se x = (21, Za, ..., ¥,) € uma varidvel em R", denotamos para a € Z

o 9 oo

T 02 9252 aon

aa

As distribuigoes sao objetos que estendem a nogao de fungoes e suas operagoes.

Definicao 1.2.1. Seja Q2 C R"™ aberto. Denotaremos por
CyP(Q) ={f € C; supp (f)é compacto}

o espaco das fungoes testes em €.
A seguinte proposicao garante a existéncia de fungoes testes.

Proposicao 1.2.2. Seja K C Q compacto. Eziste ¢ € C3°(Q2) tal que 0 < <1 e

Y =1 numa vizinhanga de K.

Demonstracao: Veja [5].
E possivel munir o espaco das funcdes teste com uma topologia niao metrizavel

de tal forma que a convergéncia em C§°(£2) seja da seguinte forma.
Definigao 1.2.3. Uma sequéncia (¢;)jen € C3°(2) converge a zero em C§(€2) se

o Existe um compacto K C Q tal que supp(¢;) C K,j=1,2,..;



e Para todo inteiro positivo m, as deriwadas de ordem m das fungoes ¢; con-

vergem uniformemente a zero quando j — Q.

Definigao 1.2.4. Seja f uma fun¢ao mensurdvel, dizemos que f € uma fun¢ao

localmente integravel em 2 se para todo compacto K C )

/K|f|dx<oo.

Denotamos o espago das fungoes localmente integrdveis como L}, ().

E facil ver que C§° é um espaco vetorial sobre C. Podemos entdo falar de

funcionais lineares sobre C§°(£2).

Definicao 1.2.5. Uma distribuicao definida em @ C R™ é um funcional linear
continuo u : C§°(Q) — C. Denotaremos o espago das distribui¢oes definidas em €

por D' (Q).
Observacao 1.2.6. Denotaremos (u, ) para representar a a¢do de u € D'(2) em

p € CF(N).

O proximo resultado nos permite identificar as fungoes localmente integraveis

como distribuicgoes.

Proposigao 1.2.7. Seja f € Li, (). Entio o funcional

loc

b — Ty(d) = / f(2)o()de

€ uma distribui¢ao em Q. E mais, se Ty =T, entdao f(x) = g(x) ¢.t.p. em QL.

Demonstracao: Veja [5].
Esta identificagao permite considerar muitos espagos de fungoes, como por exemplo
os LP(Q) e C*(), como subespacos de D’'(Q). E nesse sentido que as distribuicoes

sao fungoes generalizadas.



Podemos munir o espago das distribui¢goes com uma topologia de tal forma que
a convergéncia é dada da seguinte forma.
Definigao 1.2.8. Seja (u;)jen uma sequéncia em D'(Q). Dizemos que (u;)jen con-

verge a u € D'(2) se, e somente se, (uj, p) converge a (u, @), para toda ¢ € C§°(Q).

1.2.1 Operacoes com distribuicoes

Considere L : C§° — C§° um operador linear e continuo. Suponha que L
possua um "transposto formal", ou seja, que exista L' : C§° — Cg° linear e continuo

tal que
[ o) v@is = [ ola) (L0(@) do o0 € G
Definigao 1.2.9. Seja L : C§° — C§° um operador linear e continuo e L' : C§° —

C§° seu transposto formal. Podemos estender L de maneira tinica a um operador

L:D'(Q) — D'(Q) da sequinte forma
(Lu, o) = (u, L'¢),Yu € D'(Q), ¢ € C5°(Q).

A seguir daremos alguns exemplos importantes de operacoes com distribuicoes.

Exemplo 1.2.10. Considere Ly = fp,p € C§°, f € C™. Entao L' = L. Dai seque

que
(fu, ) = (u, fo) Vo € CF°.

Exemplo 1.2.11. Considere L = aix] Usando a integracao por partes conclui-se

que L' = —L. Sendo assim,

ou Oy -
(o) == (o ) o

Exemplo 1.2.12. Seja o um multi-indice e defina L = 0%. Usando a integra¢ao

por partes conclui-se que L' = (—1)I* L. Sendo assim,

<8auv 90> - (_1)|a‘ <u7 aa@> ’VSD € Cgo
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Com uma motivac¢ao analoga podemos definir a convolugao de uma distribui¢ao

com uma funcao teste.

Definigao 1.2.13. Se u € D'(R") e ¢ € C°(R™) entao definimos a convolugio de

u por @ como

onde ¢, = p(z —y).

1.2.2 Transformada de Fourier

Queremos agora definir e enunciar importantes resultados sobre a transformada
de Fourier que serd uma importante ferramenta para estabelecermos estimativas a

priori para a solugao da equacao da onda com dissipacao.

Definigao 1.2.14. Seja f € LY(R™), definimos a transformada de Fourier de f

como sendo

FFE) = f(6) = / i€ f (),

onde x€ = Z:UZ& com x = (T1,Tg,....x,) €& = (£1,&, ., &n).

i=1

O teorema da convergéncia dominada implica na continuidade de f . Facil-
mente vemos que f ¢ limitada uma vez que |f(€)| < ||f]1.

Sabemos que a transformada de Fourier nao é um operador bem definido em

o° pois a transformada de Fourier de uma fun¢ao nao nula nao com suporte com-

pacto tem suporte compacto. Por isso vamos introduzir o espago de Schwarz, onde

a transformada de Fourier é invariante.
Definigao 1.2.15. Definimos o espago de Schwartz, e denotamos por S(R"™), o

subespago de C™ consistindo das fungoes ¢ tais que, Vo, B € Z17,

sup |20 p(z)| < o0.
rz€R”
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Dizemos que ¢; — 0 em § se para quaisquer «,f € ZI, 720%p(x) — 0
uniformemente.

Teorema 1.2.16. A transformada de Fourier € um operador linear continuo de S

em S e vale,

—_

1. Dp(§) = £"9(8),
2. F (z%p(2)) (€) = (~1)*1D*p(¢),
para toda p € S.
Demonstracao: Veja [5].
Corolario 1.2.17. Se f € L', entdo f(£) — 0 se |¢| — oo.

O préximo resultado mostra que o espago de Schwartz é um espaco ideal para

trabalharmos com a transformada de Fourier.

Teorema 1.2.18. A transformada de Fourier é continuamente inversivel de S em

Se
1

o [ el

Segue agora algumas propriedades para a transformada de Fourier.

Flo(x) =

Teorema 1.2.19. Se p,¢ € S, entao

1 [ Gwte)ds = [ pyite)dn

4. o = (2m) @ Y.
Demonstragao: Veja [5].
Queremos nesse momento introduzir a transformada de Fourier para distribuigoes.

O espaco das distribui¢oes nao sera um bom espaco para se definir a transformada,

por essa razao introduzimos as distribui¢oes temperadas que é um subespaco de D'.
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Definicao 1.2.20. Um funcional linear e continuo sobre S é dito ser uma dis-

tribuicao temperada. O espaco das distribuicoes temperadas é denotado por S’

Definicao 1.2.21. Se u € §’, entao a transformada de Fourier é definida por

(U, p) = (u, @),V € S.

O seguinte teorema sera usado quando fizermos estimativas para o operador

de energia relacionado a equacao da onda com dissipacao.

Teorema 1.2.22. (Férmula de Plancharel) Se f € L2(R") entio f € L2(R™) e
vale

15 = 2m) )L A1l5-

Observacao 1.2.23. Valem as sequintes propriedades para a transformada de Fourier
para distribuicoes temperadas:

o Seu €S, entio Dou= &% e zou = (—1)lDog;

o 0= (2m)"i.

1.2.3 Transformada Parcial de Fourier

Consideremos 2 C R™ um abertoe f(t,z) € L}, (QAxR") onde t = (t1,1s,...,t,) €
Qex=(x,,.

., Ty) € R™. Se para todo compacto K C €2, temos

/K / |f(t,z)|dzdt < oo,

entao definiremos a transformada parcial de Fourier de f com relacao a x por

Flf)(6.6) = f(t.6) = / e~ f (1, ),

para q.t.p. t € €.

Denotamos por 7 : 2 x R" — () a projegao usual.
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Defini¢ao 1.2.24. Denotamos por C5° (2, S(R™)) o subespago de S(R™ x R™) for-

mado pelas funcoes p(t,x) tais que T(suppp) C Q2 € compacto.

Uma sequéncia ¢; € Cg° (©2,S(R")) converge a zero em Cg° (£2,S(R")) se
©; = 0 em S(R™ xR™) e se existe um compacto K C € tal que m(supp ¢;) C K, V.
Valem as seguintes propriedades para a transformada parcial de Fourier cuja a prova

¢ feita de maneira anédloga ao caso anterior.

Teorema 1.2.25. A transformada parcial de Fourier com relagio a x define um
operador

Fi: Cy° (2, S(R")) — C5° (2, S(R™))

que € continuamente inversivel com inversa dada por:

(Qi)n / p(t, )de.

Além disso, valem as sequintes formulas:

Fo (o)t ) =

1. Dag(t, &) = £2@(t, €);
2. wp(t,€) = (1) Dgp(t, &);
5. Dy (t, €) = DY(t,€);

4. / Fop)dtdr = / / V) dtd;
QOxR" QXR”

para toda ¢, € Cg° (2, S(R™))

Queremos agora definir transformada parcial de Fourier para certas distribuigoes.

Para isso definimos:

Defini¢ao 1.2.26. Um funcional linear e continuo sobre C§° (2, S(R™)) € dito uma

distribuicao temperada em x. Denotamos o espaco das distribuicao temperada em x

por D' (Q,S'(R™)).
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Defini¢ao 1.2.27. Seu € D' (Q, S'(R™)) definimos a transformada parcial de Fourier
em x por

(Fau, ) = (u, Fop), Yo € Cg° (2, S(R™)) .

1.3 Espacos de Besov

Nessa secao vamos introduzir os espagos de Sobolev de ordem fracionaria e os
espagos de Besov. Enunciaremos algumas propriedades importantes para os espagos
de Besov e os relacionaremos com os espacos de Sobolev.

Primeiramente definiremos os espacos de Sobolev.

Definicao 1.3.1. Seja m um nimero inteiro nao negativo. O espaco de Sobolev,
denotado por Wi, € o espaco das fungoes f € LP tal que para todo o € Z'y com

la] < m, tem-se que O*f € LP.

Vamos agora introduzir os espagos de Sobolev de ordem fracionaria, também
conhecidos como espacos potenciais de Bessel, que desempenham um papel im-
portante na teoria de equacao diferenciais parciais e adiante estabeleceremos uma
importante imersao dos espacos de Sobolev de ordem fracionaria nos espagos de

Besov. Para mais detalhes veja [9].

Definicao 1.3.2. Seja r um nimero real e seja 1 < p < oo. Entao o espago de

Sobolev de ordem fraciondria, denotado por W, € definindo da sequinte forma

<o},
p

Temos a seguinte relagao entre os espagos de Sobolev e os espacos potenciais

de Bessel.

o = || 7 [ 16P) ]

W;:{fGS':Hf

Proposicao 1.3.3. Se r ¢ um niumero inteiro nao negativo, entao as definigoes

(1.3.1) e (1.3.2) coicidem.

Demonstracao: Veja [13].
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Definiremos os espagos de Besov utilizando a transformada de Fourier. Para

tais fins precisamos do seguinte lema.

Lema 1.3.4. Eziste uma fun¢do nao negativa ¢ € C3°(R™) com

1
sup (9) < {5 <1 <2},

tal que
D 6278 =1, £#£0.

j=—00

Demonstracao: Seja (Z € C§°(R™) positiva em \/Li < €] < /2 tal que supp (gg) C
{& 1 < |¢] < 2}, o resultado segue definindo

A partir de agora vamos usar a notagao

$;(€) = ¢ (27¢) ,j € Z,

onde ¢ é a fungao do lema (1.3.4). Uma vez que ¢ € C§°, temos pela desigualdade
de Young que F1(¢;0) = F1(¢;) xv € LP, para v € LP.
Dizemos que {¢;} formam uma decomposi¢ao diadica do espago.

Para sequéncias ¢ = (Cj)jeiv onde Z C 7, seja

1
(Zjei|cj|q>q 1<g< oo

||C||lq(2) =
SUp; 7 |cj|’ q = Q.

Definicao 1.3.5. Sejam r > 0, 1 < p,q < co. Dizemos que v pertence ao Espaco
de Besov B! se v € LP e se a sequéncia {2’7 | F " (¢,0) ‘p} €l,.

p.q
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Teorema 1.3.6. A defini¢ao dos espagos de Besov nao dependem da decomposi¢ao

didadica escolhida.

Definicao 1.3.7. Sejam r > 0, 1 < p,q < oo. Definimos o espago de Sobolev

homegéneo por
By, ={ve sy, = [{271F 60}, < oo}
E possivel provar que B, , € um espago vetorial normado com a seguinte norma
lvllg: = llvll, + ||v]| 5 - De fato vale o seguinte teorema.
p,q p,q
Teorema 1.3.8. O espaco de Besov By, € um espago de Banach.

Demonstragao: Veja [2].

1.3.1 Resultados de Imersoes

Queremos agora comparar o espagos de Besov com diferentes indices e também

fazer uma relagao entre os espagos de Besov e os espagos de Sobolev.
Definicao 1.3.9. Sejam By e By espacos de Banach. Temos que By estd continu-
amente tmerso em By se existe uma constante ¢ > 0 tal que

|vllB, < ¢cl|v||B,,v € Bi.

Denotamos da sequinte forma By — Bs.

Notemos que os espagos de Sobolev formam uma familia decrescente de es-

pacos, isto é, vale o seguinte teorema.

Teorema 1.3.10. Sejam m > m’ inteiros nao negativos. Vale a sequinte imersao
continua

m m’
Wy — Wy,

Para os espagos de Besov B, com p fixado, vale o seguinte.
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Teorema 1.3.11. Sejal <p<oo, 1 <g<q <ocoer>r;>0. Entao

r 1
Bp7q = BP:Ql'

Demonstragao: Veja [2].

Relacionaremos os espacos de Besov com os espacos de Sobolev no seguinte teorema.

Teorema 1.3.12. Seja 1 < p < oo e m um inteiro positivo. Entao,

m m m
BIL1 — Wp — Bpm.

Demonstracao: Veja [2].
A proxima imersao foi de fundamental importancia no capitulo 3, para encontrarmos

estimativas para os operadores solucao fundamental e de energia.

Teorema 1.3.13. Temos a sequinte imersao continua

T 'S
Wp — Bp’2.

Demonstragao: Veja a proposi¢ao da péagina 14 e o teorema da péagina 30 de [9)].

Para a prova veja [10] e [13].



Capitulo

2

Representacao da solucao

Aplicando a transformada parcial de Fourier em relagao a varidvel x transfor-
mamos o problema de Cauchy para a equagao diferencial parcial (1) em um PVI de

equagao diferencial ordinaria com parametro de frequéncia [¢|

ﬂtt + |§|2€L + b(t)ﬂt - O
a(0,.) = 1y : (2.1)

ﬁ«t<07 ) = 7:42

A solugao para o problema (2.1) pode ser representada como

ﬁ’(t7 5) = q)1<t7 g)uAl + (1)2(t7 5)71?1,

em relacao aos seus dados de Cauchy ., s com fungoes @1, 5 adequadas. Nosso ob-
jetivo é obter propriedades estruturais para ®,, ®5 a fim de determinar propriedades
assintoticas para a solucgao.

Obter estimativas para ®; diretamente da equacao nao é uma tarefa facil. Por
isso é natural reescrevermos a equacgao de segunda ordem como um determinado
sistema, relacionado a uma microenergia, e encontrar a forma normal para simpli-
ficar nosso problema, possibilitando assim determinar estimativas para a solugao
fundamental.

O objetivo deste capitulo é o de encontrar uma representagao para a solucao

18
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da edo de tal forma que possamos usar tal representacao para fazermos estimativas
para o operador de energia e para a solugcao da equacao de onda com dissipacao
fraca.

A fim de encontrarmos tal representacao, vamos dividir o plano de fase em

duas zonas. Para isso utilizaremos a seguinte fungao definida implicitamente

(1+1t)[] = N, (2.2)

com uma constante N adequada e definimos as zonas

Zngp(N) = {(t, )t > te},  Zaiss(N) = {(£,€);0 < t < te}. (2.3)
€]
te
Zhyp
Zdiss
N t

Figura 2.1: Zonas Dissipativa e Hiperbolica.

Com o objetivo de encontrarmos uma forma normal na zona hiperbélica, vamos

introduzir a seguinte classe de simbolos.

Defini¢ao 2.0.14. O simbolo a(t, &) de um operador pseudo-diferencial pertence a



20

classe do simbolo hiperbolico S\ {my, my}, se satisfaz em Zny,(N) a desigualdade

k mi1—|a 1 etk
IDEDa(t, )] < Creald™ (157 24

para todo nimero natural k < 1y e para todo milti-indices o € N com |a| < .

Se a estimativa é véalida para todas as derivadas escrevemos abreviadamente

Sn{mi, ms} para indicar S5, {m, ms}.

Proposigao 2.0.15. (1) Sy{mi,ma} é um espago de Fréchet.

(2) Sj\/l,’l;{ml — kymy + 1} = SV {my,mo} VI > k> 0,00 > 1,1, > Uy,
(3) Sn{my, ms}.Sn{my, my} < Sy{mq +m, my+my}.

(4) D;DgSn{my, ma} < Sy{mi — |al,mg + 1}.

(5) Sx{—1,2} = LEL (Ziy)

Demonstragao: (1) Observe que Sy{m, ms} munido com as operagoes de soma e
multiplicagao por escalar usuais sobre o corpo K ja herda as propriedades de associa-
tividade, comutatividade e distributividade. Além disso é claro que Sy{my, ms} pos-
sui elemento neutro e inverso. Basta mostrar apenas que Sy{my, my} é fechado para
a adigdo e multiplicagdo por escalares. Para isso, sejam a(t, £),b(t,&) € Sy{mi, ma}

e A € K. Entao:

[DEDE(a(t,€) + A(t.)| = |DED(alt,€)) + ADEDE (b(t, )]
< |DEDE(alt, )] + IN|DF DE(b(t, €))|

¢)
£))
o et o (L)
N m1—|o d a)\ m1—|o
el ()l (155)

mi]—|& ]'
= Cha |£\1'(1H

IN

mo+k
) ,Vk € N,Va € N

ou seja, a(t,&) + Ab(t,&) € Sxy{mi,ma}. Logo Sy{m1, ms} é um espago de Fréchet.

(2) Seja a(t,§) € Sﬁ&,’lQ{ml — k,my + 1}, com | > k > 0. Estamos trabalhando na
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zona hiperbolica, entao

<L _H
1+t~ 1+t N

L+t > 1+t =

Por conseguinte,

1 m2+l+77
DIDgat )] < el ()

mo+l—k+n k
= ool e (o .
e 1+t 1+t
1

1 mo+l—k+n k
< epal€™ g (I—H) (1—|—t5)
mo+Il—k

_ mi—|a||¢c|—k 1 e |€|k
= el €] 71 NF

|| 1 mo+l—k+n
— O el [

el ()

w (L™
S <1, V]al < b,
< Gl () s tival <t

= a(t,§) € 55\17’12{7”1,7712}

O que conclui 2.

(3) Sejam a(t, &) € Sy{mi,my} e b(t, &) € Sy{m), my}. Pela regra de Leibniz,

| Dy Dga(t, )-b(t,€)| =

>y ckl,kzmmengla(t,§>D52D§2b<t,§>‘

k1+ko=k a1+oaz=a

k k

S Z Z Ckl,k‘g,ahag ‘Dtngla(t7€)‘ |Dt2D?2b(t7£)|

k1+ko=k a1 taz=a

, 1 m2+m;+k1+k2

S Z Z Ck1,k‘2,o¢1,az|€|m1+m1_|a1‘_|a2‘ (1—H)

k1+ko=k a1 taz=a

, 1 m2+m;+k

= Chafgmrmle (1—H) ,Vk € N,Va € N"

= a(t,€).b(t, &) € Sy{my 4+ my, my+ my}.

(4) Seja a(t, &) € Sn{m1,ms}. Pelo teorema de Schwarz,
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|DfDg (D:Dga(t,§))| = |Di'Dgtea(t,§)|

1 (ma+1)+k
< |§|(m1—|a|—\oc|) (1——|—t) ,Vk € N,Va € N

= a(t,§) € Sy{mi — |a|,mo + 1}.

(5) Seja a(t, &) € Sy{—1,2}, entao

lalt)lssmy = / la(t, )|t

hyp

1
< L
/zhy,, €(1+1)?

/w;dt_i
e I+ N

Portanto,

1 oo
S%p ||a<t7§)||Lt1(Zhyp) S N = a’(tvg) € L§ L%(Zhyp)‘

Para a construcao da representagao das solugoes, usaremos na zona dissipativa

uma reformulagao da equacao integral de Volterra (3.8).

Consideremos a microenergia,

U = (h(t, )i, D) (2.5)
com
N
h(t,§) = 1—+t¢diss,N(ta &) + [§]Pnyp.n (t,6). (2.6)
A partir daqui vamos denotar por ¢g;ss v (¢, §) a func@o corte da zona dissipativa e por
Gnyp.N (£, €) a fungao corte da zona hiperbolica, isto €, Gaiss N (t,€) = X <%) com

X € C5°(B(0,2)),x=1na B (0, %) € Gnyp.N(t, &) = 1—aiss N (1, €). Particularmente

segue que ¢pyp v € Sy{0,0}. A microenergia (2.5) esté relacionada com o operador
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de energia E(t, D),
E(t, D) : ((D)uy,u2) — (|Dl|u(t,.), Dwul(t,.)), (2.7)

onde (D) e |D| sdo operadores pseudo-diferenciais com simbolos (§) = /1 + [£]? e

|€] respectivamente.

Nosso objetivo é encontrar estimativas e uma representagao estrutural para a
solucdo fundamental E(t, s, ) correspondente ao sistema DU = A(t,&)U e a partir

disso deduzir desigualdades para o operador de energia E(t, D).

Observacao 2.0.16. Ao longo desse texto as hipdteses (Al), (A2), e (A3) sdao

aquelas consideradas na introducao.

2.1 Zona Dissipativa,

A idéia basica é reescrever o problema como uma equacao integral. Na zona

dissipativa a microenergia (2.5) simplifica-se para

N X T
U= (1—HU,D1§U>

e entao temos que resolver o sistema

% N

DE(t,5,8) = At ©)E(t, 5,€) = (1+ﬁa2 et s,6),  E(s,s,6) =1 (28)
Q0P ()

a fim de obter a relagao U(t,§) = £(t,s,£)U (s, ), para a demonstracao dessa relagao
é suficiente que ambos os lados da igualdade satisfazem o mesmo PVI. Vamos usar

a funcao auxiliar definida como:

A(t) = exp {% /0 t b(T)dT}. (2.9)
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Proposicao 2.1.1. Suponha (A1) e (A3). Entao para func¢ao auxiliar definida em

/td_fw t
o X(1) N2

€ mondtona crescente para t suficientemente grande e tende para o oo,

(2.9), temos que

e
N2(1)
quando t — oo. Particularmente \*(t) <1+, t > 0.

Demonstragao: A monotonicidade é consequéncia de:

dt _d t
dt \2(t) — dt exp{fg b(T)dr}
exp{ [J b(r)dr} — texp{ [} b(r)dr}b(t)
epr{fot b(T)dr}
1 — th(t)

A3(t)

Agora observe que

1 — th(t) 1
20ty TNty

De fato, como t > 0 e b(t) > 0, é claro que

L—th(t) _ 1
A2(t) T ()

Por outro lado, como limsuptb(t) < 1, para t > 0 suficientemente grande existe ¢
t—o0

tal que 0 < tb(t) < ¢ < 1. Dai que,

L—th(t) _1—c 1
0 S Nm - e 70

concluindo a afirmacao. Porque ¢ monotonicamente

1 t
(D) > (), conclui-se que ()

crescente, para t suficientemente grande.

Mostremos agora que tlim = 00. De fato, sabemos que para t suficiente-
— 00

A%(t)
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mente grande tem-se

t t t
0<b(t) < g = / b(t)dt < / Cds = exp/ b(t)dt <expc(lnt—1)
0 (e 0

= L > 1 = t S 1t t1=¢e¢ —
= € (0.8}
A2(t) ~ teec T N2(t) T tee—c ’

pois ¢ < 1.

Para mostrarmos a compatibilidade entre as fungoes observemos que,

L—th(t) _ 1
() = N

integrando de 0 a ¢t ambos os lados da desigualdade,

t todr
@ <, % (2.10

Por outro lado, para t suficientemente grande

l1—c < 1 —tb(t)
A2(t) = N2(t)

integrando de 0 a ¢t ambos os lados da desigualdade,

bodr t
1-— < 1-— . 2.11
1-9 [ 557 < v 1o —
bodr t
As desigualdades (2.10) e (2.11), implicam que /o )\2—(7) ~ )\Q—(t)

Finalmente, como ¢ monotonicamente crescente a partir de um certo g

t
A%(t)
temos que
to t

Ne(ta) = 22(1)

V> 1.

Sabemos ainda que é continua, logo assume um minimo k£ > 0 em [, ¢,], Ve > 0.

t
A%(t)
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Tomando C = min {%, k}, temos que

1< = MN(t) S1+t,Vt>0.

A% (1)
m

Apos a Proposi¢ao (2.1.1) estamos aptos para encontrar uma desigualdade

para a norma da solugao fundamental.
Lema 2.1.2. Suponha (A1) e (A3). Entdo,

A% (s)
A3 (t)’

€t 5,0 < te>1>s. (2.12)

Demonstragao: Vamos denotar por v(t, s, ) e w(t, s, &) as entradas de uma coluna
de &£(t,s,€). Entao resolver a equacdo (2.8) é equivalente a resolver as seguintes

edo’s:

vi(t,s,€) = —u(t, 5,€) + 2Lw(t, 5,€)

U<S7 S, 5) =T

(2.13)

wt(tv S, 5) = %‘QQU(L S, 5) - b(t>w<t7 S5 f)
UJ(S, S, 5) =12

(2.14)

onde 1 = (11,7m2) = (1,0) para a primeira coluna e 7 = (0, 1) para a segunda coluna.
Para resolve-las utilizaremos o método do fator integrante. Para a edo (2.13) temos

que o fator integrante é:

14t

M(t) = exp (/t ! dT) =exp (In(1 +7)[%) = s

1+7

(2.15)

Y

multiplicando (2.13) por (2.15), obtemos,

d 1+t)—i N

% (U(t737§>1+5 1—|—Sw(t’8,€)
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integrando de s a t, substituindo o dado inicial e isolando v(t, s, &),

t

w(r, s, &)dr (2.16)

1+s . N
m+i——

Agora para a edo (2.14), o fator integrante é

B(t) = exp ( / t b(T)dT) - ijé?) (2.17)

multiplicando (2.14) por (2.17), obtemos,

u (w(t,s,f) 28) - ;2((3%@2(1 F ot 5,€)

integrando de s a t, substituindo o dado inicial e isolando w(t, s, &),

w(t, s, &) = 22((?) N2 + %)\E(’t) /s N (7)1 4 7)v(T, s, €)dr. (2.18)

2
Multiplicando (2.16) e (2.18) pelo fator peso )\2(( )), chegaremos a
s

) X)) 14s NN [P 1 (N2(7)
/\2(5>U(t75,7) (s 1+t771+ o1 /S () (AQ(s)w(T’S’g)) dr
&w S = ﬁ t - >‘2<T>UTS -
N2(s) (t,5,€) n2 + N /S(1+ )<>\2(s) (T, ,f))d.

Objetivando provar a existéncia das fungoes v, w € L>®{t > s, (¢,£), (s,€) € Zaiss(N)},
vamos substituir a primeira equagao na segunda e logo depois encontrar uma limi-

tagao uniforme para ambas func¢oes. Fazendo a substituicao chegaremos a:

S5, 8) =+ 5L [ 1493 D ar

i [ 30 [ g (o(0.5.6) )i (219)
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Fazendo
2
Ft.6) = Tz ult. 5.6,

N

b(t,€) = 2+ﬁf/<uwﬂiﬂwm

A%(s)

K(r,0,€) = /WWQ

ﬂmﬁ+/ﬁﬁﬁ®ﬂa®w=wm®.

A (1)
A%(s)

teremos que,

Pelo teorema (3.4.10) garantimos a existéncia de

a existéncia de w(t, s, §).

w(t, s,£) e consequentemente

Lembre-se que estamos trabalhando na zona dissipativa, isto ¢, te >t > s e que A(?)

¢ uma fungao crescente. Sendo assim,

i [ 095 < ga+oxe [
S PO+ 5
S P+
S
S [el+ P = N 51

onde usamos a proposigao (2.1.1) para a estimativa (2.21). Ainda

/:W/: izggd% < /st|§|2AQIT)A2(T)dT

. |§|2 2 2
= T(t —57)
< (&lte)?

~ 2

< et +1)]

(2.25)
(2.26)
(2.27)

(2.28)
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onde usamos a proposigao (2.1.1) para a estimativa (2.25).

Da expressao (2.19), juntamente com (2.24) e (2.28) obtemos que,

() Cep [0, X0
ittt sl < K+ [ 1ep [ GRSt olas

pela desigualdade de Gronwall,

(1) "o R
t < K 2 drdf
ettt 9l < Koo ( [Tler [ 31 )ar
< Kest,
portanto,
A%(s)
t < .
Jutt. Ol 5 Gz
o A*(s)
Analogamente prova-se a existéncia de v(t,s,£) e que |[v(t,s,8)| < S0k Con-
cluindo assim o lema.
[ |

A fim de encontrarmos a forma normal perfeita na zona hiperbodlica é essencial
encontrar uma estimativa para &(t¢, 0, €) para |¢| < N. E o que faremos no préximo

lema.

Lema 2.1.3. Suponha (A1), (A2), e (A3). Entdo para || < N e a € N" a estima-

tiva
1
D2E(te,0,8)]| < Cor |l
H 3 ( 13 5)“ — )\2(t$)|€|
¢ vdlida parra todo multi-indice || <1+ 1.
Demonstracao: Temos que D& = AE, onde
i N
A _ 1+t 1+t

(1+]t\;|£\2 ib(t)
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Afirmacgao 1:
1
Alt 2.29
4O S T (2.29)
De fato, pela hipotese e pela definicao da zona dissipativa segue que,
()] = 6] < Cors = (D) <
AT IR = Moy ~ 1t
e
1+t 2 Ltte (1+tg)!£\ N 14t ,_ 1
= — < R
e < e = SR < e < s e g
O que conclui a afirmacao.
Para |a| = 1 temos que,
D,DZE = D¢ (A€) = (DZA) €+ A (DZE) . (2.30)

Usando a propriedade da solucao fundamental com condigao inicial Dg&(0,0,&) = 0,

DEE(1,0,¢) = /0 Et,7.€) (DIA(r,€)) E(r,0,)dr

O lema (2.1.2) nos d4 uma estimativa para £(t,s,£) e sabemos que para |a| = 1
temos

|DeAE & S 1, (2.31)
pois quando derivarmos cada entrada da matriz A em relacao a &, o tnico termo

nao nulo que restara é ’D? (%)‘ < &G < €] £ N .Entao,

HDgs(t,o,g)H = ‘/Og(t,r,f) (D?A(T,{))E(T,O,f)dT

IN

/0 €t 7 O [[(DEA(T, )| 1€(,0,€)lldr

' A2(r) A2(0)
/0 () 22(r) "

24\
>

>~
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Dai

t
A3(t)

1Dge, 0,0 =
Ainda, pela a definicao da zona dissipativa, temos
t<te<te+1=tE] < (L+te)lf] =N =t S[¢]

1
- |[DgER,0,9)| S

~ )‘2(t> |§|_1,V(t,€) € Zdiss(N)~ (2'32)

Usando novamente a solu¢ao fundamental, também é verdade que:
t
DEE(t.6) = [ Em.€) (DFAR) E(rs. )i
Dai que,

|DEE(t,s.9)|| = /Og(t,T,f) (DEA(T,€)) E(r, 5, &)dr

IN

< le
Afirmacgao 2: Para qualquer o € N", temos que
[DEAE O < lel' .

De fato, para |a| = 1 segue veracidade pela desigualdade (2.31). Para |a| = 2,
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usando o fato de estarmos na zona dissipativa,

141

[Dpaw o) < S < g

Para |a] > 2 temos que as derivadas das entradas da matriz A(t,£) se anulam,
portanto a afirmacao esta provada.

Afirmacao 3: Para todo oo € N,
|Dee(t, s,€)| <l (2.33)

A prova desta afirmacao é feita de maneira anéloga a:

Afirmacgao 4: Para todo a € N,

1
A%(t)

[DEE 0,9 < 5yl (2.34)

Usaremos a regra de Leibniz e inducdo sobre |a|. E verdade para |a| = 1 pela
desigualdade (2.32). Suponhamos que a afirmagao seja valida para todo |a| < I.
Seja e; um elemento da base canonica de R" e considere § = a — ¢;, entao para

la] =141 temos |B] =1 e

|peeo.) = ||pipgeo.q)

= HD?/O E(t,7,8) (DgA(r,€)) E(7,0,8)dr

t

> Y Dlew e (DETArE) DEE0,€)dr
O B1+B2=B B'+8"=p1

DS

0 Bi+B2=8 B+B"=p

[Dge0,8)| =

IN

‘D?S(t, 7 g)H H (Df”*ﬁA(T, g)) H HD??&(T, 0, g)HdT.
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Pelas afirmagoes 2, 3 e pela hipotese de indugao, segue que

1DgE 0,6

S

S

9>

B1+B2=8 B’ +6”

/0)\215 Z Z |€’ 11l g =182l g

ﬁ Bl 6//

B1+B2=

/0)\2t Z Z \f! 181 g7

BB+ =

[ slear

B1+pB2=

t
A%(t)
t
A%(t)

|£|—|BI
.

Concluindo assim a afirmacao 4.

Das afirmacoes 2 e 4, segue que

[(DgrA(L,€))) (Dg2E(,0,6))|| <

para |a;| + |as| < L.

Integrando (2.30) de 0 a t e usando a estimativa (2.35),

pgecto.0) - |

pela proposicao (2.1.1),

t
A2(t

|Dege,0,9)]

)

~Y

€17+

£|* 1l dr,

t
N3(t)

1
A3(t)

/O [(DEA) € + A (D2€)] dr

()

| (DgA) &l +|A (D?g) 1] dr

|
< [vl(t)
|

Lo a']

|+1|§|—|ﬁ2|d7-‘

(2.35)
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|§| ' 1—|«f
<
— —laf

A hipotese sobre as derivadas de b(t) implica

k+1
Dy A 9| S (1it) k<.

Segue das observagoes anteriores que

IDEDeA o] < e (——)
€ 1+t

Usando o fato de que D,& = AE, a formula de Leibniz e as estimativas acima,

concluimos:
1
k na 1- |a|
HDDStO§||N)\2()<1+t) €] (2.36)

Finalmente, de (1 +t¢)|¢| = N é facil observar o que se segue
| Dgte] < ¢~ (2:37)

Da féormula de Faa de Bruno e das estimativas (2.36) e (2.37) concluimos a demon-

stracao do lema.

Este resultado pode ser reformulado para mostrar que
N ()€ (e, 0,€) € S,

onde

= {m € C*(R" - 0);|D*m(¢)| < Cal€|*™"}

denota a classe de simbolo homogéneo de ordem k.
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2.2 Zona Hiperbolica

Vamos usar a classe de simbolos introduzidos na defini¢ao (2.0.14). Note que
|| Pnyp.y € Sn{1,0} e que pela hipotese sobre as derivadas de b(t), temos que o
coeficiente b(t)dnypn € Si{0,1}.

2.2.1 Forma Normal

Na zona hiperbolica a microenergia (2.5) simplifica para U = (|¢|a, Dyit)" .

Sendo assim devemos considerar o seguinte sistema

DU — A 10 g
U =AU = U. (2.38)

€1 ib(t)
Vamos aplicar duas transformacoes. No primeiro passo vamos diagonalizar
a parte homogénea principal. Depois executaremos mais passos de diagonalizagao
para fazer o restante pertencer a uma classe de simbolos suficientemente boa.
Passo 1: A fim de diagonalizarmos a parte homogénea principal do sistema (2.38),

vamos encontrar os autovetores da matriz A(t,£). Os autovalores de A(t, &) sao:

) ) sl
et(\N — A) =0 = det =0= X =[¢]" = =£[.

&l A

Portanto os autovetores associados aos autovalores || e —|{| sao respectivamente,

INIRE: 0

€11l |y 0
escolha o autovetor (—1,1) e

S 0

€l —=lel] v 0
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escolha o autovetor (1,1).

Seja entao

1 -1 o111
M = , M == (2.39)
11 21-1 1
a matriz constituida de autovetores de A(t,¢).

Entdo obtemos que U®) = MU satisfaz

DUY = MDU=M"TA®t U
= M At (MM YU
= M At MU

oo 11
2|-1 1) |lg b)) 11
o[ )
2| abt) =20 +ib()
= DU = (D) - R(1) U,
onde
D(€) = &0 € Sw{1,0} e R(t)——i"0 b e S5°{0,1}.  (2.40)
0 [¢ 2 111

Passo k+1, k> 1: Construiremos recursivamente a matriz N(t,§). Sejam,

k

N(t,§) =Y NO(LE) e Fit,&) = > FOt¢), (2.41)

Jj=0

onde N =1 BO = R(t) e F = diagB® = Fy(t). Note que F, ¢ um miiltiplo
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da I. A construgao segue o seguinte esquema

FO = diggBY (2.42)
o)
(3+1) 0 %
N = | (2.43)
a0
2
BU+)  — (Dt — D+ R)Nj4y1 — Njp1 (Dy — D + F;) (2.44)

Antes de prosseguirmos com as observagoes sobre a forma normal, vamos

provar a seguinte proposicao que sera 1til na demostracao do préoximo lema.

Proposicao 2.2.1. Seja s € N. Entao V(t,&) € Zpy,(N) temos que
S fmy my} < SR L{my + s, my — s}

Demonstragao: Seja a(t, &) € SN {my, my}. Como (t,€) € Zp,,(N), entdo

Logo,

1
DEDZa(t, )] < Jemle (—

Portanto a(t, &) € SV {my + s, my — s}.
|

Proposicao 2.2.2. Suponha que (Al) e (A2);. Sejam N, BY) como definidas
anteriormente. Entio N € Si7b>f_j v ¢ BU) € SK7°°({—j j+1}. E mais, a
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matriz N ¢ invertivel em Zp,,(N).

Demonstragao: Vamos provar usando o principio da indugao finita sobre j.

1) Para j = 0, usando a hipotese sobre as derivadas de b(t), sabemos que

1 0
FO(t,€) = Fy(t) = ib(t) € Siy°{0,1}.
0 1

Ainda,
B 0
1,00
N(l)(t,ﬁ) e 2[¢] o 4[] e Sho{—1,1}.
a0 R
Dai que,

BY = (D,—~D+R)N,— N, (D, — D + F,)
= (D,— D+ R)(NO 4+ NO) - (NO 4+ NO) (D, — D + F)

= [Dt,N(l)] + (B(O) + [N(l), D] — FO) — NWEy+ RNW,

observe que a igualdade (2.42), implica que

B@_%:w@ 01
2 110
e
N0 = | © Tl [l o] e o || o FEL b |0
| 20 g | o —jg] o —fel| |2 o 2 |1 0

. BO 4[N D] - F, =0.

Sendo assim,

BW = [D,, NV - NOF, + RND. (2.45)
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Segue da proposicao (2.0.15),

W e ghel-1,1} = [D, NV] e s> {-1,2}
Fye Sk40,1}, NW e sh>{-1,1} = NWF e Sk°{-1,2}

Re 55001}, NW e sk~{-1,1} = RNW e sk>{-1,2}

Como S& "™{—1,2} é um espaco vetorial, concluimos que B e S5 1>{—1,2}.

2) Para j > 1, suponha que BY) ¢ Sj\?j’oo{—j,j + 1}. Entao pela defini¢ao de
NU+D e porque |[¢]7' € Sy{—1,0} segue pela proposi¢io (2.0.15) que NU+Y
SN —j —1,j+1} e que FU) € SL°°f—j 5+ 1}

3) Para BU*Y temos

BUtY = (D, — D+ R)N;;1 — Nj11 (D, — D + Fj)

j+1 j+1
= (Di=D+R)Y NW-) N (Dt D+ZF >
v=0 v=0
j+1 Jj+1 J+1
= (Di=D+R)Y NW-) N (Dt D+ZF > FU)
v=0 v=0
j—1 j+1
- B(j)+(Dt—D+R)N(j“)—NU“( D+ZF ) ZN”)F F
=0

j—l Jj+1
— BU 4 [NUH),D] ) [Dt; N(J'Jrl)} — NG+ ZF(W) + RN+ _ ZN(U)FU)‘
v=0 v=1

De modo analogo ao passo 1 da indugao mostra-se que:

BU 4 [N(j*‘l)’D] —FU =

Jj+1

7—1
- BUFD — [Dt,N(jH — NG+D ZF v) L RNUFD ZN(U)F(J')
v=0
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As proposigoes (2.0.15) e (2.2.1) implicam que

NUD € S\ 7% {—j = 1,j+1} = [D, NU] e S/ {—j = 1,5+ 2}

-1 i1
STFW e $T0,1) = NUTDY TR0 e ST — 1,5 + 2}
v=0 v=0

Re Sy°{0,1} = RNUHD € S77hfj 1.5+ 2}
j+1 ' jt+l .
DNV EeSTT11} = ) NOFY e ST - 1,5+ 2}
v=1 v=1

Como S5 771 —j—1,j+2} é um espaco vetorial segue que BUTD) ¢ §L 77100 _j_
1,j+2}.
Que Ny ¢ invertivel em Zy,,(N) basta observar que Ny, — I € Sy*{—1,1},

sendo assim

1 1 1
Ne—1If| < < ==
NI S fgag S e~ N

|Np — I|| = 0, N — oo.

Por conseguinte N}, é invertivel para N suficientemente grande.

Apos as proposigies (2.2.1) e (2.2.2), denotando Ry(t,&) = —N (¢, &)BR(¢,¢),

obteremos o seguinte

Lema 2.2.3. Suponha (Al) e (A2),. Para cada 1 < k < [, existem uma zona

constante N e matrizes

1. Nu(t,€) € S5 F1°°40, 0} inwertivel parra todo (t,€) € Znyy(N) com N (t,€) €
Sy {0, 0}

2. Fr_1(t, &) € S5 F1°00,1} diagonal com Fy_y(t,€) — @I e i ktheor_1 2}

3. Ry(t,€) € S~k k + 1},
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tais que a identidade entre os operadores

(D = D(&) + R(t)) Ni(t,§) = Ni(t,€) (Dy = D(§) + Fi1(t, ) — Ri(t,€)), (2.46)

acontece V(t,£) € Zpyp(N).
Demonstragao:

1. Que Ny é invertivel segue da proposigao (2.2.2). Por que Sj;k“"”{o, 0} é um

espago vetorial e pela proposigao (2.2.1) conclui-se a afirmagao.

2. Segue diretamente da proposigao (2.2.1) e porque Sﬁ{kﬂ’w{o, 1} é um espago

vetorial.

3. Como B® € S5 Mk k+1} e Nt e S571°{0,0} segue pela proposicao
(2.0.15) que Ry(t,&) € Sﬁ{k’oo{—k:,k + 1}, e é claro que a identidade (2.46)
acontece V(t,&) € Zpyp(N).

O lema (2.2.3) pode ser entendido como a forma normal perfeita do sistema
original. A fim de definir soma assintética, vamos assumir a hipdtese (A2) para

todas as derivadas em ¢ de b(t).

Definigao 2.2.4. Dizemos que F(t,€) ¢ soma assintética de F®)(t,€) se, e somente
se,

F(t,§) — F(t,&) € Sy{—k — 1,k +2},Vk € N.

Denotamos por

F(t,€) ~ FO(t,¢€).

Definicao 2.2.5. Dizemos que N(t,&) € soma assintética de N (t,€) se, e somente
se,

N(t,€) — Nu(t,€) € Sy{—k — 1,k + 1},Vk € N,
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Denotamos por

N(t,€) ~ NO(t,€).

Observagao 2.2.6. A soma assintética N(t,€) pode ser escolhida invertivel. De

fato, sabemos que N(t,§) — Ni(t,§) € Sn{—k — 1,k + 1},Vk € N. Dai que

1 k+1
N—N|| < g7 —
Iv-ml 5 7 ()

()

1
< W—W,N>>0.

Por consequinte,

€

9
IN = I <IN = Nill + 17 = Nill £ 5+

=E&.

Proposigao 2.2.7. Sejam F(t,€) e N(t,€) as somas assintéticas de F®) (¢ &) e

N®)(t, &) respectivamente. Entdio,

(Di = D(&) + R(t) N(t,€) = N(t,€) (D; — D(&) + F(t.€)) € (] Sw{—k. k + 1.

keN

Demonstragao: Sejam k € Ne [ = (Dy— D+ R)N — N (D; — D+ F). Entéao

temos que

I = (D,—D+R)(N—N,)—(N—=N)(D,—D+F)+ (D, — D+ R) N, —
— N.(D,—D+F)
= (D= D+R)(N—Ny)—(N—N)(Dy — D+ (F — F_1)) — (N — Ng) Fr_q —
— Ny(Dy—D+F —Fy_1+Fieq1)+ (D — D+ R) N,
= (D; =D+ R)N, — Ny (Dy — D+ F_1) + (D — D+ R) (N — N;) —

— (N=N)(Di= D+ (F—=Fy1)) =Ny (F = Fy_y) = (N = N},) Fo_y
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I = (Dy—D+R)N,— N (Dy— D+ Fy1) — Ny (F— F—q) — (N — Ny) Fjoq +

+ [Dy,N =N +[N = Ny, D] + R(N = N},) — (N = Ny,) (F — Fy_1).
As proposigoes (2.0.15) e (2.2.2) implicam que

(Di =D+ R)Ny — N (Dy — D+ Fp_y) € Sx{—k,k+1}
Ny (F — Fy1) € Sn{-k,k+1}

(N—=Np) F_y € Sy{—k—1k+2} = Sy{—k k+1}

Dy, N —N,] € Sy{—k—1k+2}— Sx{—k,k+1}

R(N —Ny) € Sy{-k—1,k+2} — Sy{-k, k+1}
(N—=Nu)(F—Fey) € Sy{—k k+1}.

Concluindo assim a proposi¢ao.

Definigao 2.2.8. Definimos a classe de simbolo residual H{m} como sendo

H{m}:= [ Snx{-kk+1}.

mi+mao=m

Observagao 2.2.9. Friste Py(t,&) € H{1} tal que
(Dy = D(§) + R(t)) N(t,§) = N(£,€) (Dr — D(&) + F(t,§) — Pu(t,6)) . (2.47)
De fato, pela proposi¢ao (2.2.7) temos que

(Dy—D+R)N = N(D,—D+F)+B,B€ S, {—k k+1},Vk €N

= N(D,—D+F—Py),

onde Py = —N"'B. Como N — N, € Sy{—k — 1,k + 1} — Sx{0,0}, temos
que N € Sy{0,0}, e por consequinte P (t,§) € Sn{—k,k + 1},Vk € N. Entao
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Po(t, &) € H{1}.

A classe H{m} ¢é invariante sob multiplicagao por exp (£it|¢]). Isto explica
o fato de termos efetuado mais de um passo para encontrar a forma normal. A
multiplica¢do por exp (it|¢|) ndo é uma operagdo bem definida em Sy{mi, mo},
ela "destréi"a estimativa do simbolo, enquanto a classe residual preserva. Fato que

pode ser observado na seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.10. Temos que
1. exp (£it|€]) S {my, my} < SWR{my +1,my — 1}, com I =1y + 1.
2. exp (xit|¢|)H{m} — H{m}.

Demonstragao: E suficiente provarmos a primeira afirmacdo. Seja a(t,&) €

Sﬁ\l,’b{ml, ms}. Usando a regra de Leibniz e a definigao da zona hiperbdlica, obtemos

DEDE (exp (£i1€)at. ) = 3. Y Chmaral€ €D D a(t,€)

k1+ko=k a1 +az=«a

1 mo—+ko—a
— Z Z Z Cilcz,kz,alva2|£|ml_a2+kl (1—H)

ki+ko=k a1+az k/+k" =k

mo—Il+k
ChalélmHe (L) o

IN

1+t

2.2.2  Solucao Fundamental do Sistema na Forma Normal

Depois de realizar varios passos para encontrar a forma normal adequada,

queremos construir uma solugao para o sistema,

(Dt - D(g) — b1 — Rk(tvé» gk(t757£) =0
Er(s,s,6) =1

(2.48)

e obter propriedade estruturais para a solucao. A construgao segue os seguintes

passos:
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e Determinar uma solugao fundamental de &(t, s, &) para Dy — D(§).

e Analisar a influéncia do termo principal de F©)(¢,€) de Fy,_1(t,€).
e Analisar a influéncia de Fy(t,£) — FO(t,€) e Ry(t,€).

Sabemos que a solugao para &(t, s, &) para

(Dt - D(g)) gﬂ(tv 375) =0
Eo(s,s,6) =1

é dada por

0 e_i(t_8)|f‘

i(t—s)lé] 0
Eo(t,s,§) = exp{i(t —s)D(§)} = :

(2.49)

Fazendo &(t, s,€) = %Eo(t, s,€), com \(t) = exp {%/0 b(T)dT} temos que
Dté/()(ta&f) = Dt (%1d> SO(tv 576) + iij)) Dth(tv‘S?S)
A(s)
( ( WD(@) IERS
(X Mg,
= ()\( Id—l—Df)) (t)&)(t, N3
- (%b(t )Id + D(€) ) & t, 5,€)

= (D(€) — FO(t,6)) &(t, 5,€).

Portanto &(t, s, &) satisfaz

Di&o(t,5,€) = (D(€) + FO(L,)) &lt, 5,€).

(2.50)

Entdo &(t, s, €) descreve a influéncia do termo principal FO(¢,€) de Fj,_1(t,€), ou

seja, descreve a influéncia dos termos da diagonal principal.
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A fim de analisar a influéncia de —Fy, (¢, &) + FO(t,€) e Ry(t,£), definiremos,

com o auxilio de Fy(t, s,£), a seguinte matriz

= —&(t,5,8)Fr1&0(s,t,€) + Eo(t, s, ) Ri(t,€)E0 (s, 1, &) +
+ go(t,S,f)F(O)(t,f)go(S,t,€)7

como as matrizes E(t, s, &), FO(t,€) e F_, sao diagonais, elas comutam e

Eolt,s,£)E0(s,t,&) =1,

segue que
Ri(t,s,8) = —Fr1+ &E(t, s, &) Re(t, §)E0(s,t, &) + F(O)(t, £). (2.51)

Consideremos agora o seguinte sistema

{ D Qu(t,5.€) = R(t, 5. £)Qu(t. 5.,€) (2.52)

Qk (87 S, f) =1
e observemos que a solugao do sistema diagonalizado E(t, s, &) pode ser representada

da seguinte maneira,

A) ¢

(s) Eo(t, s,6)Qk(t, s,§). (2.53)

gk(t,S,f) 50(t S g)Qk( ) 76)

De fato,

D& = (Dté}) Qi + & (D Q)

(D~ FO) &0 + & (R Q)

— (D=F9)&Qk + (—Fr1 + R+ FO) §0;
(D — Fy_1 + Ry) &
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A solugdo para o sistema (2.52) é dada pela formula de Peano-Baker (3.7)

s

> t t1 t—1
Qk(t,s,f) =1+ le/ Rk(tl, 8,5)/ Rk(t27 S,f)/ Rk<tl,8,f)dtl...dt1.
=1 S S

Para estimar esta representacao, utilizaremos a proposigao (3.4.7).
Afirmacgao: A representagao da solugao de (2.52) dada pela formula de Peano-
Backer implica que ||Qk(t,s, )| < 1.

De fato, primeiramente observemos que

1

HRk(t, S,é)” < HFk—l - FOH + ||Rk‘<t’§)” 5 m’

uma vez que Fj,_; — F, € Sﬁ;k’oo{—l, 2}, Ri(t,€) € Sﬁ;k’m{—l, 2} e ||Eo(t, s,8)|| = 1.

Dai que

||Qk<t7 S, g)“ =

o t t1 ti—1
I—i—Zil/ Rk(tl,s,g)/ Rk(tQ,s,f).../ Rty s,€)dt;...dty
=1 s s

S

< 1%; /Stwl,s@)t/s ||Rk<t2,s,s>||.t.. [ IRutt5, Ol
: ”;/S qrr ), e Earated
0 . l
: ”Zz‘l'(/ |§|<f7+7>)
- </ |§|<fT+T>>
<

exp</:|£|(f—7+7)> :exp(%> <1,

Nosso objetivo agora é estabelecer estimativas para as derivadas em relagao
a & de Qk(t,s,£). Uma vez que Ri(t,§) € Sﬁ{k’oo{—k,k + 1} sob a hipotese (A2),
com k —1 <[ —k, a proposicao (2.2.10) implica que Ry(t,s,&) € Sy "*71{—1,2}
uniformemente em s. Observe ainda que a expressao de Qx(t, s, £) dada pela formula

de Peano-Baker implica que as suas derivadas em relacao a s se comportam como
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multiplicacao por [£].

Proposigao 2.2.11. Suponha que a € S%{—lﬂ}. Entao

b(t, s, ) —1+Z/ (t1,€) / (s, €).. /:H a(t;, €)dt;...dt

define um simbolo de S¥{0,0} uniformemente em s > t;.

Demonstragao: Sejam k,j € N| tais que k < j e k < [. Pelo teorema fundamental

do célculo e pela regra de Leibniz tem-se,

Dfb(t,s,&) = ZDk/ (t1,€) /1a(t2,§).../j1 a(t;, &)dt;...dt

_ Y D¥at,€) [ a(ts, €)... o (t;,€)dt;...dt
; a /;a 2 L a j j 1

= Z Z Dfla(t,g)sz/ a(tQ,g).../jla(tj,g)dtj...dtz
j=1 ki+ko=k—1 s s

-y ¥ Dfla(t,g)pfz—la(tQ,Q/ a(tg,g).../j_l alt, €)dt;...dts

=1 ki+ka—k—1
_ Z Z Dk‘l (t 5) k2l+1 (t’§>/ a(t21+1,f).../jl a(tj,f)dtj...dtng

J=1 ki1,k2,....;k2141

com ky+ko+...kg 1 = k—(1+1). A seguir vamos omitir os pontos em que os simbolos

b(t,s, &) e a(t,§) serao aplicados. Como estamos na zona hiperbolica obteremos que,

00 t tj—
Ipeofo = 1S S Y (DDFa).. (D?lDfm“a)/sD?’“a.../s D

j—l kl ka,..., k21+1 ag+...Fay=a

1\ A+ oo
S T 1+t2l+1 g e

5|§|—a(1—+t) ( ) a3,

1
— e (m) k<
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Portanto b(t, s,€) € S5{0,0}.
|

Como consequéncia imediata desta proposicao e do paragrafo anterior, segue

a representagao estrutural da solugao fundamental do sistema (2.48).

Teorema 2.2.12. Suponha (Al) e (A2)9x—1,k > 1. Entao a solucao fundamental

Ek(t,s,€) do sistema diagonalizado (2.48) pode ser representado como

As)
()

k—1k—1
Sy

Eult,s,8) = —=E(t,5,8)Qk(t, s,8), t,s> 1, (2.54)

com o simbolo Qk(t,s,§) € {0,0}. Valendo a seguinte estimativa,

| DLDEQu(t, 5,9 < Cralel T, ts > te, (2.55)

para todo multi-indices |a] < k —1 e para todo | € N,
Demonstracao: Segue diretamente das observagoes anteriores.

Observagao 2.2.13. A primeira derivada de Qy com respeito at pode ser estimada

diretamente pela sua expressao herdada da formula de Peano-Backer.

De fato, segue pela proposicao (3.4.7)

||DtQk(t7 S, 5)” =

Z le t S 5 / Rk tQ,S f / Rk tl,S g)dtl dtg

=1

ti—1 1
. ——dt;...dt
1+t Z/ |§|1+t2 / [z

< —7
~o1+t

AN

onde na ultima desigualdade usamos o fato de estarmos na zona hiperbdlica.

Mais adiante veremos que é importante fazermos estimativas para &(t, t¢, §).

Sendo assim, com as propriedades das derivadas de t¢ segue o seguinte,
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Corolario 2.2.14. Suponha (A;) e (A2)or—1,k > 1. Entdo,
Qk‘(tvtfﬂg) € S]l\}k_l{o’o}y

parat >te e ] < N.

Demonstragao: Para demonstrarmos esse corolario, suponhamos que as derivadas
em relacao a £ sejam todas na mesma direcao, este fato nos permitira aplicar a

formula de Faa de Bruno. Faca s = t, e seja |a| = n, sendo assim

1Dy DeQy(t, 5,€)| = ||D; > Chyoden DEQ(t,5,) (Dete)} .. (Dsfs)ﬁ] H

k1+2ko+...4+nkn=n
‘ )

com k = ky + ...k,. Agora da desigualdade (2.37), pela observagao (2.2.13) e lem-

= > Chyoden DiDEQu(t, 5, €) (Dete) .. (Dete)h
k14+2ko+...4nkp=n

brando que derivagao em relagao a s se comporta como multiplica¢ao por |£], teremos

que

1

e e gy

IDDeQu(t, 5,6)| S 2.

k1+2ka+..4nkn=n

1
< ki¢|—k|e|—n
D DI
k1+2ko+...4+nkp=n
1
< e

Logo Qk(t, te,&) € Sjl\;k_l{(),()}. Para concluir o caso geral, basta fixarmos uma

direcao e aplicar Faa de Bruno repetidas vezes.
[ |

A matriz Q(t, s, &) converge para um limite bem definido quando t — oc.
Este limite serd usado futuramente para concluir a a equivaléncia assintética entre

as solugoes para a equagao da onda livre e a equacgao da onda com dissipacao fraca.
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Teorema 2.2.15. Suponha (A1) e (A)ox—1,k > 1. O limite,
Qr(00,8,8) = }LI?O Qi(t, 8, §)
existe uniformemente em & para s > te. B mais
| DgQi(o0,5,)|| < Calg| ™ (2.56)

para todo multi-indice || < k — 1.

Demonstracao: Vamos fixar o valor inicial de s e vamos considerar s > .
Tomando a diferenga I = ||Qx (¢, s,&) — Qk(t1, s,€)|| na representagao em série, pela

proposigao (3.4.7) teremos,

00 t t1 ti—1
Z@'l/ Rk(tl,s,g)/ Rk(tQ,s,f).../ Ri(ty, s, €)dt,...dt,
=1 t1 S S

t 00 t ti—1
< / IRt 5,61 S / IRt 5, )l .. / IRe(trs 5, )| di..dty
t1 =1 s S

t o0 1 t1 l
< | Rk (t1,s,8)]] — ( IR (T,s,§)||d7) dt
< / [Ru(t1,,€)]| exp ( / [ Ru(r,6)] df) dt,

< /t1 |Rk(t1,s,&)| exp (/t:o Rk (T, s,&)| dT) dt,

t
< / [Raltr, s, )|l by — 0,
t1

quando t,t; — oo. Logo

t
19u(t:5,6) = Qultr, 5.l (eor) S [ IRa(trs Ol dts 0. ity = o0,
t1

Dai que Qk(tn,s,&) € uma sequéncia de Cauchy em L™ ({s > t¢}) que é um espaco

de Banach e portanto convergente.
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Antes de falarmos da estimativa (2.56), precisamos garantir a existéncia de

Dg Q. (00, 5,§). Agindo de modo analogo, obtemos para [a| <k —1

dr

—— 0, 1t — o0,
(1+7) 1

HD?Qk(tvsag) Dg Qk tl,S 5 H < |€| |a|/

uniformemente para s > t¢. Logo existe D¢ Q. (00, s, ). Por conseguinte, a estimativa
(2.56) segue da formula de Faa de Bruno, aplicada como no corolario anterior, e da

estimativa (2.37).
[

A proposigao (3.4.7), também pode ser usada para estimar a representacao

9y (00, 5,€) como um simbolo em (s, &). E o que temos no corolario a seguir.

Corolario 2.2.16. A representacao em série
00 00 t1 ti—1
Qk(OO,S,g) :[+ZZZ/ Rk’(thsaé-)/ Rk<t2a37€)"'/ Rk‘(tlasag)dtl“'dtb
=1 S S S

nos fornece uma expansio assintdtica de Qr(co,s,&) em Sg}kfl{(),O}, isto é, o

J—ésimo termo pertence a S]%’“*l{—j,j}.

Demonstracao: Seja o € N”, com |a| < k — 1. Entao,

1D Quloe,s,€)| =

=1 a1+...4+o=a

Z > /m%ktl,sg / D' Ry (ty, 5, €)dt;...

N

1 ar+..+oy=
o0

Z'g'_'a/s \5!1+t/ / T
' 'Q*Zl, (/tg md7>

€11,

N

AN

AN

1 t1 ti—1 1
Z 2 /|€|1+"’1(1+t)2/8 / |§|1+'“"(1+tl)2dt

dt,

1...dty
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Vamos agora explorar um pouco sobre a matriz inversa de Q. Primeiramente

faremos a seguinte observacao.

Observagao 2.2.17. A matriz QF (0o, s, &) € invertivel. De fato, € suficiente mostrar-

mos que Qr(00,s,§) € invertivel.

||Qk<t78a§) - ]H =

0o t t1 ti—1
Zzl/ Rk(tl,s,f)/ Rk<t2a87§)”'/ Rk(tl787§)dtl"-dt1
=1 s s s

t

=1 1
< - ——d
~ gu ( ' JEI0+7) )

1
= — ] —-1—=0,N — .
exp (N) 00
Proposigao 2.2.18. A transposta inversa de Qy satisfaz a equagao

DtQ];T(tu S, 5) + Rf(t S, 5) =0

2.57
0. (s,5,6) = 1 o

Demonstracao: De fato,

0 = DJ=Dy(0:Q;)

(DiQ) Q" + (D9 ") =0
ReQr Q' + Qu(D; Q") =0
DO+ Q'R =0

D, Q; " (t,5,€) + Ry (t,s,€) = 0.

R

A matriz RI(t, s, €) satisfaz as mesmas estimativas que Ry(t, s, &), e portanto,
de maneira anéloga, os resultados anteriores relacionados a Qg(t, s,&) sdo validos

para Q; (¢, s,€). Especialmente Q; ' (00, s,£) existe.
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Corolario 2.2.19. Suponha (Al) e (A2)or—1,k > 1. Entao o limite
Q;'(00,5,6) = lim Q' (t,5,€),

existe uniformente em &, para s > te.

Demonstracao: Analogo ao teorema (2.2.15).

2.3 Voltando ao problema inicial

Depois de construirmos a solu¢ao fundamental Ex(t, s, £), vamos voltar ao prob-
lema original obtendo a seguinte representacao para a zona hiperbélica para frequén-

cias grandes, isto €, para t > s > tg,
E(t,8,&) = MNy(t,6)E(t, s, )N H(t, )M, Vs > t; (2.58)

com matrizes uniformemente limitadas Ny, N, ' ¢ Sn{0,0}. De fato, ja sabemos

que
N (8,€) (D, — D(E) + R(1)) Nu(t.€) = (D, — D(E) + Fia(£.6) — Ru(t.£),
como E(t, s, €), 6 solucao de (Dy — D(€) + Fi_y(t, €) — Ri(t, €)), segue que
(D, — D(€) + R(t)) Nult. £)x(t.5.6) =0,

Denotemos por £© (t, s, &) asolugao fundamental relacionada ao sistema D,U 0) =
(D(€) — R(t)) U, Desta forma, EO(t,s,6)Ni(s,€) e Ni(t,€)E(t, s,€) satisfazem

o mesmo PVI. Dai segue que,

EOt,5,E)Ni(s,€) = Ni(t, )&i(t, 5,€) = EO(t,5,€) = Ni(t, )E(t, s, )N, ' (s, €).
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Temos ainda que £O)(t,s,£) e M—1E(t, s,£) M satisfazem o mesmo PVI. Pelo

teorema de existéncia e unicidade segue a representacao desejada.

Queremos agora encontrar uma representacao para frequéncias pequenas, isto
¢, para s < t; <t. Para o tal basta observar a propriedade de solucao fundamental.

Sabemos que para 0 < s <t <t acontece,

g<t7 S, f) - S(t? tf? g)g(tf? S, 5)

isto implica que para todo 0 < s < t¢ < t. Podemos aplicar (2.58) para £(t,t¢,§).

Dati segue que,

E(t,s,€) = ﬁMNk(t E)Eo(t,te, &) Qult, te, N (te, )M A(te)Ete, 5, €).
(2.59)



Capitulo

3

Esstimativas

Até agora obtemos uma representacao da solucao para o sistema de edo. Nosso
objetivo nesse momento é fazer estimativas utilizando essa representagao para con-
cluirmos o comportamento assintotico da solugao. Este capitulo é dedicado para
estudar estimativas que estao diretamente relacionadas com nossa microenergia, isto

é, estimativas para a solu¢ao fundamental £(t, s, D) ou para o operador de energia

E(t, D).

3.1 Estimativa de energia do tipo Strichartz L? — L?

Nesta secao estamos interessados em encontrar desigualdade do tipo Strichartz
L? — L? para a equacao da onda com dissipacao fraca dependente do tempo.
O teorema (2.2.12) juntamente com a estimativa do lema (2.1.2) implicam,

pelo teorema de Plancherel, a seguinte estimativa para a norma do operador.

Teorema 3.1.1. Suponha (Al), (A2); e (A3). Entao vale a sequinte estimativa

L2 — L2
A(s
IEt, s, D)oy S )

~—

Demonstragao: Para a zona dissipativa temos que o lema (2.1.2) implica que

12((;) < %,wg >t > s (3.1)

[AERI] DS

o6
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Para a zona hiperbolica temos que analisar dois casos: frequéncias pequenas, que
acontecem quando 0 < s <t <t e frequéncias grandes que ocorrem para 0 < ¢, <

s <t. Quando temos frequéncias pequenas segue que,

1€ . = HﬁMNka,oso(t,tg,agk(t,tg,gwk1<tg,£>M1A<tg>f:<tg,s, >H
1
< Hmmwag,s,a”
< A8
S 3

Para frequéncias grandes temos que,

1€ 5.l = [[MNk(t, )E(t, s, N (1, )M

5 H8k<t757§)’|
A(s)
_ W|;go(t,s,g)gk(t,s7£)\!

A(s)

()

A

Sendo assim, a desigualdade (3.1) é valida em todo espago de fase. Seja u € L2,

entao

€@t s, Dyula)ll, = || FHE®R s, Ja()]],

IA
™
@

8
=
=

A
=

Concluindo assim o teorema.

Usando a defini¢do da microenergia (2.5), podemos reformular esta estimativa
em termos do operador de energia E(t, D). Por conveniéncia faremos uma relagao en-

tre a solugao fundamental £(t, s, &) e E(t, ). Citaremos esses resultados na seguinte
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proposi¢ao que é consequéncia imediata da definigdo de nossa microenergia (2.5) e

do lema a seguir.

Lema 3.1.2. O simbolo E(t,§) satisfaz a sequinte edo,

(2, €) = A(t, E(, £),
para s > te.
Demonstracgao: De fato, por um lado temos que
B(t, D)(D)ur,us)! = (2m) " [ ¢ B )i, o). (32
Por outro lado, a definicao do nosso operador de energia implica que

]E(t,D)((D)ul,ug)T = (|D|u(t,.),Dtu(t,.))T
— @0 / e (|eli(t, £), Dyalt, €))7 de
— @) / UL, €)de.

onde a tultima igualdade se justifica por estamos trabalhando na zona hiperbélica,

pois s > t¢. Igualando a (3.2) obteremos o seguinte

(2m) " / e Rt €)((€) i, )T dE = (2m)" / U (1, €)de.

Derivando os dois lados em relagao a t chegaremos a

@0 [ DEL(©im aa)Tds — (n)" [ e DU
= /e—méAtg (t,&)d¢
— A@.D)(ID],u(t, ), Diu(t, )
= A@D)En) " [ B (i o)
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Entao,
(2m)" / e DR €)((€)iiy, 0)TdE = (2m) " / A OB, €)((€)in, o).

Portanto D,E(t, &) = A(t, §)E(t, £).

Proposicao 3.1.3. (1) Temos que E(t,&) = E(t,s,&)E(t, s), para s > te.
(2) O simbolo do operador de energia se relaciona com a solugdo fundamental

E(t,s,&) da sequinte forma

©_ I
E(t,€) | M09 = | "0 T £(t,0,).
0 1 0 1

€]
h(t, €)

dos em LP,p € (1,00), convergindo fortemente para a identidade quando t — oo.

(3) O multiplicador

induz uma familia de operadores uniformemente limita-

Demonstracao: (1) Sabemos pelo lema (3.1.2) que para s > t¢, V(¢,&) = E(t,§)

satisfaz o seguinte PVI

{ DV (t,€) = A(t, )V (L,€) (3.3)

Vi(s, &) = E(s,€)

ainda temos que a solugao fundamental £(t, s, &) satisfaz

Dtg(t7saf) = A(t,f)é’(t,s,f) '
E(s,8,6)=1

Fazendo U(t,€) = £(t, s, £)E(s, £), temos que

DU(t,&) = A(t, £)E(t, s, OE(s, &) = A(t,)U(t,€)
U(s, &) = E(s,5,6)E(s,&) = E(s, )
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Logo, U(t, €) satisfaz o P.V.I. (3.3), logo pelo teorema de existéncia e unicidade para
edo segue o resultado desejado.
(2) Vamos mostrar a identidade entre os operadores pseudo-diferenciais relacionadas

com tais sfmbolos. Temos que

D) ol |n(0, D)u D)u
E(t, D) h(O,D) ( ! ) 1 = E(t,D) < > !
0 1 Us Ug
|Dlu
Dtu
S
_ iy 0| |t D)u
0 1 D
o
= ["P L U(s, D)
0 1
o
= [ MEPY T g(t,0,D)U(0, D)
0 1
(LY h(0, D)u
A N ] s
0 1 U9

Logo vale a igualdade dos simbolos correspondentes a esses operadores.

1
€ Sy{—1,0}. Logo <l

(3) Temos que |£] € Sy{1,0} e que € Sn{0,0},

h(t,€) h(t,§)
isto implica que ; (|f| 9 e suas derivadas em relacao a £ sao uniformemente limi-
tadas em t e que . (|f| 3 € S?. Pelo teorema de Hormander-Mickhlin (3.4.16) segue
que W (‘f| 9 induz uma familia uniformemente limitada de operadores em LP. A
convergéncia segue do fato que tlggo % =1

Proposigao 3.1.4. A aplicagio W' x L* 3 (u1,us) — ((D)uy,ug) € L* x L* €

sobrejetora. E mats, |[(D)ully S |lullw:.
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Demonstragao: De fato, para a sobrejetividade, tomando (u,v) € L? x L?, basta

considerarmos o par ((D)~

(D)l

Yu,v) € W x L2, Que (D)™}

u € W' segue de,

|7 [¢)~al |,

JeriFre
JRGRE

13

@] de

13-

Para concluirmos a proposicao veja que o teorema de Plancharel implica que

KDyully = [[Fe)al

2

~ [lK)alls

= Julli-

Apos feitas tais relacoes podemos provar o seguinte

Corolario 3.1.5. As hipoteses (A1), (A2), e (A3) implicam que

IE(t, D)

1

Demonstragao: Seja (ui,us) € W' x L?, entao pela observagao anterior, temos

que u = ((D)uy,uy) € L? x L2. O teorema de Plancharel e a proposi¢ao (3.1.3) itens

(b) e (¢) implicam que

B, D)ull, =

2
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h0.D)
[E(t, Dyull, < |E(t0,D) | @ u
0 1
2
h(0,D)
< Lo 9,
A(t) 0 1
2
1
<
h(0,€) .
Observando que T € Sn{0,0}, logo induz um operador de LP — LP. Por
conseguinte
< 1
[E(t, D)ull, < %(H<D>U1Hz+ [uz]l,)
1
S ) (luallys + [luzll,) -

Provando assim o resultado desejado.
[ |

Encerraremos esta secao dando alguns exemplos importantes onde podemos aplicar

a técnica utilizada nessa dissertacao.
Exemplo 3.1.6. Seja

__P
T+t

b(t) ,B€(0,1).

Esse exemplo foi considerado pelo autor Jeans Wirth no artigo [15]. As hipote-

ses (A1), (A2), e (A3) sao satisfeitas. De fato,
e (Al) é trivialmente satisfeita,

e Para provar (A2); veja que

dk 1 k+1 1 k+1
— b =8 — <[ — k<I;
] 5 ()5 (k) e
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e Finalmente para (A3) observe que

limsup th(t) = tlim th(t) =P < 1.
—00

t—o00

Logo o corolario (3.1.5) implica que

1
<
Como
1 (" B 8 8
A(t) = exp <§/0 1 +Td7‘) = exp (ln(l +t)2> =(1+1)2,
temos que

_B
2-

B, D)y S (141)
Exemplo 3.1.7. Seja > 0 e n > 1. Consideremos

p

S T e e )

Nossa notacao aqui tem o seguinte sentido, In™ & a n—ésima interacao do
logaritmo, isto &, In¥(7) = 7 e m**YU(7) = In (ln[k] (7)) . Analogamente, el =1
e ef 1l = ™ Fste exemplo foi considerado pelo autor Mochizuki e Nakazawa no

artigo [7]. As hipoteses (A1), (A2); e (A3) s@o satisfeitas. De fato,
o (A1) é trivialmente satisfeita,;

e Para (A2), basta observarmos que

1
e 5y{0,1},

————— € Sx{0,0},
1+t I (el 4 1) v{0,03

afirmagao esta que pode ser provada por indugao sobre n. Sendo assim b(t) €

Sn{0, 1} e particularmente satisfaz a hipotese (A2);;
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e Para (A3) tem-se

mt b =0<1.

li
t=00 (14 t)In(e + t)... In" (el + ¢)

Logo o corolério (3.1.5) implica que

N[

[t D),y S (el 41))

Sendo assim a energia decai em uma taxa arbitrariamente pequena.
Exemplo 3.1.8. Podemos considerar funcoes oscilatorias do tipo

_ 2+cos(aln(e +1))
blt) = 4(e+1t) ’

com « € R suficientemente grande.

Neste ultimo exemplo observe que as fungoes coeficientes b(t) nao precisam
ser necessariamente monotonas. As hipoteses (A1), (A2); e (A3) sdo satisfeitas. De

fato,

e (Al) é satisfeita trivialmente;
e Podemos concluir (A2); observando que

1 1
b(t) = et 1) + e+ 1) cos(aln(e + 1))

1 1
s, —— 1}, —— 1 | .
e mais, et 1) € Sy{0,1}, e+ 1) € Sny{0,1} e cos(aln(e+t)) € Sy{0,0}

Dai que b(t) € Sy{0,1} e consequentimente b(t) satisfaz (A2),;

e (A3) ocorre uma vez que

lim sup t t <2+cos(a1n(e+t))) _ <ﬂ) _

< 1.

W] Co

t—oo € 4 4
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Logo o corolério (3.1.5) implica que

1
IEE D)llasa S 77

At)

A mudanca de varidveis para integrais implica que
¢ 1 1
b(t)dt = = In(e +t) + —sen(aln(e + t)).
0 2 4o

Por conseguinte,

At) = exp < /Otb(t)dt)

= exp (% In(e +t) + isen(a In(e + t)))

1

~ explnve+ texp (4—sen(a In(e + t)))
a

2 Ve+t.

Dai segue que

_1
B, D)y S (6 41)72,

que independe da escolha de .

3.2 Estimativa de energia do tipo Strichartz LP — L4

Esta secao esta destinada a encontrar desigualdade do tipo Strichartz LP — L9,
com p,q indices duais, para equacao da onda com dissipacao fraca dependente do
tempo. Uma importante ferramente utilizada aqui foi a representacao da solugao
obtida no capitulo anterior.

A estimativa basica encontra-se no préximo teorema, onde mostraremos um

resultado para ondas livres na linguagem de nosso operador.
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Teorema 3.2.1. A seguinte desigualdade acontece

1E6(£,0, D) . < Cy (1 + )TG3,

p,r—q —

para indices duais p e q, p € (1,2] e com reqularidade r = n (% — %) .

Demonstragao: A matriz £y(t,0,£) tem entradas que sdo combinagoes lineares de

+itlEl - Portanto, é suficiente considerarmos apenas esses termos. Faremos

termos e
duas decomposicoes diddicas para o retrato de fase, lembrando que os espacos de
Besov independem da decomposi¢ao diddica escolhida. Essa decomposicao diadica
no retrato de fase tem o objetivo de dividir o operador em componentes. Primeira-

mente, para t < 1 efetuaremos a seguinte decomposigao diadica: Tome ¢ € C{°(R),

comsupp ¥ C [1,2] tal que, ¢;(§) = ¢(277|¢|) para { # 0 satisfazendo Z ¢;(&) = 1.
jez
Pelo Lema de Brenner (3.4.12) e fazendo a mudanga de variavel n = 277|¢]|, obtere-

110S

L = || F 7 [g€)e |
= [|[F 7 [p@lehe= |
= | Ft [l
< C"(1+ 207 Y D)L

loe|<M

< CYM(1+t)"T,

141
1+2jt§2,parat§1.

Agora para t > 1, consideremos a seguinte decomposi¢ao diddica: Tome
Y € CP(R), com supp ¢ C [%,2] tal que, ¢;(t,&) = ¥(277(t + 1)|¢]) para & # 0

satisfazendo quj(t,f) = 1. Fazendo a mudanga de variavel n = 277(t + 1)[¢],
jez

na ultima passagem usamos que
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obtemos,

;o= | F gt ) e ||
= || F [0+ 1)le)et ||
-+ [utmpesez )|

(m)eeir®

= 2"(1+¢)"

o0

< k214t

1

< RYM(14t)T

;[ (n)e i”ily'"'Hoo ~ 1 e v tem suporte compacto.

. 4 1 n
pois (t + 1) §§,n>
Sendo assim, tomando K = max{é ,k}, concluiremos que,

|77 fostt. )| < K21 40T, vezo.

Queremos utilizar o teorema (1.1.6), para isso vamos provar que nosso operador
satisfaz as hipoteses do mesmo. Tome u € L', entdo pela desigualdade de Young

segue que,

[F 7 o, O a@)] ||, = |F 7 [os(t. e ] « Fra(e) |
|77 [6(t, e || u(@)ll;

1

S M1+t Ju@)l,-

IN

Tome u € L?, entao pela formula de Plancharel segue que,

Hf' t g) :tzt|f\ﬂ}

l, ~ ¢t e ag)|l,
| 5(¢, €)e=| _ lla(é)

S lul@lly-

IN

Entao pelo teorema de interpolacao de Riez-Thorin, tem-se que se u € LP entao
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(¢, &erla] € L7, onde
1—-6 46 2
— =t -—=0=-, —-=—+4-.
o0 2
Teremos ainda pelo teorema (1.1.6) que
177 [t O a©)] ||, S "G+ 07T 67D Ju©)l,.  (3.4)
A desigualdade acima implica a seguinte propriedade para o operador

com regularidade r = n <l

. q) De fato, seja u € BTQ, a relagao entre os suportes

das ¢;,, a desigualdade de Minkowsky e a desigualdade (3.4) implicam que

)

(Z |77 [t )™ g i (8, )a(€)] Hi)

sl ~ (S o saol];)

o

k=-1

F [asj(t, ey " gt §>a<§>]

kEZ

IA

VAN

(Zuf 65064 F [F16,040 s)a@ﬂllf,)

k=-1

< (141 (”—1)(p—q)2(

J

2in(5 %) [FH (044(t,€)u(€))]

por conseguinte,

177 [t O a(©)]||, < (1~|—t)n‘zl(;q)2(‘

2
9
p

2570 [F Y (d4a(t, ©)2(6))]

2

p

)g
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Concluindo assim a propriedade do operador.

Para concluirmos o teorema usaremos a imersao continua,
r r - Dr p
W, = B,,=B,,NL"
Tome u € W], entao

lePlu©)]l, = I77* [ a@] |

q q

N
—
+
I

|

N

1_1
273 (Jlullp + ull ., )
7 lul

”
BP,Q

I
— — —
—_
+
~
N~—
N
—~ —~ —~ —~
i
_

AN

Este teorema é a principal ferramenta para entender o operador E(¢, D) restrito

a zona hiperbolica. Estamos aptos agora a provar o seguinte teorema.

Teorema 3.2.2. Suponha (Al), (A2) e (A3). Entdo o operador E(t,0,D) satisfaz

para indices duais p e q, p € (1,2], a sequinte estimativa

1 n—1(1_1
D < —(141¢t) 2 (5_6)
Hg(t707 )Hp,r—)q ~ /\(t) (1 t)

com reqularidade r = n (% — %) .

Demonstragao: Vamos dividir a prova em duas etapas.
Etapa 1: Primeiramente vamos considerar £(t, 0, D)aiss v (t, D), isto é, o operador
localizado na zona dissipativa. Note que /¢ continua sendo uma funcao corte da

zona dissipativa. Pelo lema (2.1.2), ja sabemos que

1
A3 ()

|et.0. 0165, 10.D) 2
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Queremos aplicar a desigualdade de interpolacao de Riez-Thorin, para isto observe
que, se u € L' entdo pela desigualdade de Young e propriedades da transformada

de Fourier temos

| FHEE O, aissn (@, )i . = [[FHEWE0, )aiss,n(t, )] * ul)]|
< ||f g(t?ow)(bdiss,N(tw)]”OO”u<')H1
< IE(,0,)basssn (t, )|l Nl >||1
< |0, 90t )|t Nl
1
< 3o [Pt )] Tl

Agora se u € L?, segue pelo teorema de Plancharel,

[ 18620, Dbt GO, ~ €0, I (t, Vol ),
< E®-0, uionss (8l 1)
1
< o Ol

Comol—-0=:— é, segue pela desigualdade de interpolacao de Riez-Thorin que

1
p

0 1-0
|7 0. Jomentt 00N, < (555) (5 Nameat ) Tl

1
= s [ €
1
< 1 t (p q)
~ )\2(75)( +1)7" [[wllp,
- . y _ @ +1)f¢
onde na ultima desigualdade usamos a mudanca de variavel z = —  para

resolvermos a integral de @g;ss v

Para concluirmos o resultado, tome u € W/, particularmente v € B, = B;,z N LP.
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Dai que,

|FE-0, Vbaiaan(t, )] (146G |[ul],

A

1
A3(t)

1 (i1
00 (el + )

q

IN

1 (i1
= 5w+ s,

1 (11
a0l

IN

que é uma estimativa de maior decaimento do que a dada no teorema.

Etapa 2: Na segunda etapa vamos considerar o operador localizado na zona hiper-
bolica. Vamos usar a fungao corte e separar os casos onde temos frequéncias grandes
das frequéncias pequenas.

Para frequéncias pequenas vamos usar a representagao (2.59):

1
S(t, O, D)¢hyp,N(t> D) - m MNk<t, DZ?@(t, Zfé, D29k<t, t&, D)j

v~

q—q p,r—q p,r—=p,r

:Nk_l(tﬁa D)Mil)‘(tf)g(tév 07 D) ¢hyp,N(t7 D)

J

~~
p,'f'*)pﬂ"

De fato,

e Sabemos que M N(t,&) € Sﬁ\?kH’OO{O,O}, consequentemente M N(t,&) € S0,
logo pelo teorema de Hérmander-Mikhlin, veja (3.4.16), segue que M Ny (t, D) €

M, uniformemente em ¢;

e Que&(t,te, D) : W) — L, segue do teorema (3.2.1), uma vez que & (t, te, D) =
50<t) 07 D>50(07 tfa D)7

o Temos Qi(t,te,§) € SyF10,0}, logo Qu(t,te, &) € S° pelo teorema de
Hormander-Mikhlin Qy(t,t¢, D) : W — W}, uniformemente em ¢;
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e Finalmente, temos que N, !(te, )M \(te)E(te,0,€) € S°, usando o andlogo
da proposigao (2.0.15) parte (3) para a classe de simbolo S0 segue pelo teorema

(3.4.16) que N, ' (te, D)M ' X(te)E(te,0,D) : Wr — W uniformemente em ¢;

Por conseguinte seja u € W. Denote por || Lullq = [|Eo(t, 0, D)@nyp,n (¢, D)ul| . entéo

1
||‘Cu||q = HWMNIC(LD)E;O(LIS&D)Qk(t7t§7D)Nk_l(t&D)M_l)‘(t§)g(t§707D)¢hyp,N(t’D)u

ﬁ |€0(t, te, D) Qi(t, te, D)N;  (te, DYM ' A(te)E (te, 0, D) dnypn (1, D)uuf|

q

N

2\
—
+
~
I

)

»=4) || Qk(t, te, DYN; (e, D)M ™ A(te)E (e, 0, D) by n (1, Dyul|, .

AN

(1+ )7 Gma) || N (te, D)M A (t)E (e, 0, D) dny (¢, Du|

1 1

1+ Ga) | nyp, v (s D)ull,,

AN

1 1

(1+6)"7 G0) | dnypn (8, DI, el

AN

AN

Para frequéncias grandes, usamos a representagao (2.58):

E(t,0, D)nypn (t, D) = MNy(t, D)E(t,0, D)N; (t, D)M " dpypn (t, D).

Lembrando que &(t,0,&) = ﬁé’o(t, 0,&)Qk(t,0,§), teremos

1
E(t,0,D)dnypn(t, D) = ) MNi(t, D) &(t,0, D) Qx(t,0,D) ] Ut D)M‘igbhypw(t, D).

a—q p,r—q p,r—p,r p,r—p,r

Analogamente para o caso de frequéncias pequenas segue o resultado.
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Observagao 3.2.3. Com a notag¢ao

n+1, n=2k+1,keZ
n+2, n=2%kkkeZ

podemos provar a estimativa anterior com a hipdtese mais fraca (A2),, sobre a

fungao b(t). Se usarmos essa regqularidade na fungao coeficiente e fizermos k = {%W

passos na diagonalizagao, obteremos Ny € SR}OO{O,O} e Qi(t,s,&) um simbolo de

suavidade (%W uniformemente em t > s > te. Dai o teorema (3.4.16) implicard que

Nibnyp, QiPnyp definem operadores LP — LP, para todo p € (1,00) uniformemente

emt.

Observacao 3.2.4. Vale a sequinte imersao continua
Lp,r+1 X W]Z > (ul,ug) — (<D>U1,UQ) S W]: X W}:
De fato,

D)l = ||F7 [(© D] |
= |7 [ F [P ml]]|
= [[F[eall,

= lwllpryr1-

p

Segue diretamente do teorema (3.2.1) e pela proposi¢ao (3.1.3) o seguinte

corolario.

Corolario 3.2.5. As hipdteses (Al), (A2) e (A3) implicam que
IE(, D)l

p;r—q

Demonstracao: Analoga a do corolario (3.1.5).
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3.3 Estimativas da solucao

As estimativas para a solucao seguem basicamente das estimativas para a mi-
croenergia U(t,€) = (h(t,&)u, Dya). Usaremos basicamente a representacao estru-

tural que obtivemos para a solugao fundamental E(t, s, §).

Proposigao 3.3.1. Sejam u; € W' e uy € L2 Temos que a microenergia satisfaz
a sequinte estimativa L* — L2,
vy (lwallws + lluzll2) s <t < te.

weons s *
by (el + lleall2) e < 5 < 8

e mais,

1
IO A2 S vy (lunllwr +[luzllz) s < te < t.

(t)
Demonstracao: De fato, na zona dissipativa temos a seguinte relacao com a solugao

fundamental

Ut,§) =&(t,s,U(s,§) = U(t,§) =&, s,§)E(s,0,U(0,€)
= U(LE) = E(t,5,6)E(5,0,6)(Niy, i), s < t < te.

Dai segue pelo lema (2.1.2) e pelo teorema de Plancharel que,

08l S o e IOV il
S g Ul + el
S gz Ol + o).

Para a zona hiperbélica temos que analisar dois casos. Faga I = ||U(t, &)z

Para frequéncias grandes, isto ¢, para t¢ < s < t vamos usar a propriedade para
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solucéo fundamental. Tome ¢ < te, entao

I = ||&(t5,)E(5.0.9U(0,€)],
= [|&t, 5,98 (s, EOEE 0,)U (0,6,

Agora observe que para E(t, s,£) podemos usar a representagdo para frequéncias
grandes, para £ (s,’tv, ¢) podemos usar a representagao para frequéncias pequenas e

para £(t,0,¢) podemos usar o lema (2.1.2). Dai segue que,

‘ .

1Oz S 7 (lnllwr + [luzll2) -

D)

—~

Faga J = ||U(t,&)A(te)||2- Para frequéncias pequenas, isto é, para 0 < s < g < ¢,

temos pelo lema (2.1.2)

J = (€5, 8)Es,0,0U0,O)Me),
B Hﬁm’““’f)&)“"ff@Qk(%fWk te, )M N2 ()€ (b, 5. €)E (5.0,€)U (0, )

2

S0 ([ llwr + Jlusll2) -

Vamos definir o operador solugao
S(t, D) : (u1, (D) "us) —> ult,.),

a fim de obteremos estimativas LP — L9 para a solucao.
Observe que a aplicagao W' x L? 3 (uy, ug) — (ug, (D) luy) € L? x L? esta bem

definida uma fez que vale o seguinte isomorfismo
(D)": WJ(R") — LP(R").

Teorema 3.3.2. Suponha (Al), (A2); e (A3). Entdo a solugao u(t,z) satisfaz a
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sequinte estimativa L? — L*

1+¢
IS(t, D)||oeye S FE0)

Demonstragao: Seja (u1,us) € W' x L?. A demonstragao segue basicamente da
proposigao (3.3.1).
Para a zona dissipativa temos que h(t,&) = £-. Como U(t,&) = (h(t,€)d, D),

1+t

segue que

1
122, ull2 S () (Junllw + l[ull2) -

Entao

[S(t, D) (ur, (D) M us)|l, = lult, )l
Ih=1 (8, E)h(t, €)ult, )2

(1 +O)[[AE, ult, )l

141

)\2—(25) (JJur |[wr + ||ugll2) -

A

A

Para a zona hiperbolica temos dois casos. Para t¢ < s <, temos que h(t,&) = || >

c>0e
1
[, Qulle S o) (lurllwr + fluzll2) -
Entao,
[S(t, D)(ur, (D) tug)||, = Illu(t, )2
= Hh_l(t,f)h(t,f)U(t,)HQ
S R(E ult, )]
1
S 0 (Juallwr + [Juzll2)
S Ll + ).

A%(t)
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onde na tultima desigualdade usamos a proposigao (2.1.1) da seguinte forma

)
X6 51 5w S
Para s <t < t, temos que h(t, &) = |¢] e
AL, Ol S — (unllws + alls).
A(t)
Entéo,
1S(t, D) (ur, (D) uz)|, = lult, )]l2

1h™H (8, AT (te) Alte) At Eult, )2

< H@Hw||A<tg>h<t,a>u<t,.>||2
< HWHW (o + o)
S 5o Ul -+l

onde na ultima desigualdade usamos o seguinte

1 N 1+ tg < 1+t
[EIAA(Le)  AB)A(Le) ™ A2(t)

1+t
()

observendo que para t suficientemente grande a funcao é crescente.

Uma reformulagao do teorema (3.2.2) juntamente com a representagao estru-
tural da solugao fundamental e a estrutura do simbolo S(¢, £) nos fornece estimativas

LP — L7 para o operador solucao.

Teorema 3.3.3. Suponha (Al), (A2),, e (A3). Entdo a solugdio u(t,x) satisfaz a
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sequinte estimativa LP — L9

ISt D)l S 4 77

pr—rq ~ 1

para indices duais p e q, p € (1,2] e com reqularidade r = n (% - %) . O valor critico
de p* € escolhido de tal forma que

n+1
2

At S 1+ 0 G,

Observagao 3.3.4. Quando tb(t) — oo o valor critico p* simplifica-se para p* =

2n+2
n+3 °

3.4 Teoria do Espalhamento

Nesta segdo temos como objetivo mostrar que, a menos de um fator A(t), as
solugoes da equacao de onda com dissipacao fraca em relacao ao tempo, com algumas
hipoteses sobre o coeficiente b(t), se comportam, em determinados espagos, como
solucoes da equacao de onda livre quando o tempo se tornar suficientemente grande.

A idéia principal é definir um operador que leva condig¢oes iniciais do problema

de onda livre,

ﬂtt - A/’J = 0
ﬂ((), ) - 61 9
at(oa ) - a2

as condigoes iniciais do problema da onda com dissipacao fraca,

Ut — Au — b(t)ut =0
u(0,.) = uy )
ut(oa ) = U2
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de tal forma que haja uma certa equivaléncia assintotica entre as solugoes dos prob-

lemas supracitados.

O operador que relaciona (u1,us) a (U, us) serd denominado como operador
de onda de Mgller. Esta denominacgao esta de acordo com a conveng¢ao para a teoria
do espalhamento para as equacoes de onda e de Schrodinger. Para mais detales veja
[14].

Primeiramente vamos definir o operador de energia para o problema de onda

livre da seguinte maneira. Seja (U, us) € H' x L2
Eo(t, D) : ({D)uy,uz) — (|Dlult,.), Dsu(t,.)) .

A matriz M&y(t,0,£)M~! é o simbolo do operador Ey(t, D).
Lembramos que o operador de energia para equacao da onda com dissipagao

foi definido da seguinte forma. Seja (ui,us) € H* x L2,
E(t, D) : ((D)uy,us)” — (|D|u(t,.), Deu(t,.))"

Vamos relacionar esses dois operadores afim de definirmos o operador de onda de

Moller. Veja a figura (3.1) e observa que se o limite

lim A(t) (Eo(t, D))" E(t, D)

t—o00

existe, entao estaremos definindo o operador de onda de Mdller.

Nosso objetivo entao é provar o seguinte teorema.

Teorema 3.4.1. Suponha (A1), (A2) e (A3). Entao o limite

W, (D) = lim A(t) (Eo(t, D)) " E(t, D)

t—o00

existe pontualmente em L?—L? e define o operador de Moller W_.. E mais, o simbolo
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A(HE(,0, D)

EO(ta 07 D)

(w1, u2) *Wl = (g, u2)

Figura 3.1: Operadores de energia para onda livre e com dissipagao.

do operador W satisfaz
W+(£) = (EO(téa 5))_1 MQk(OO, S, f)Nky_l<t§7 f)M71A<t§)E(t§7 5)7

para todo k > 1.

Demonstracgao: A prova consiste em trés etapas:

Etapa 1: Com a notagao
V. = {u € L*(R?); dist(0, supp @) > c},

podemos construir o subespacgo denso U = U V. de L?. Agora o teorema (2.2.15)

c>0
juntamente com a representagao E(¢,&) = E(t,t¢, §)E(te, ) implica a existéncia do

limite

lim A\(¢) (Eo(t, D)) ' E(¢t, D)

t—o00

pontualmente, como um operador de V. — V_, para todo ¢ > 0. De fato, para ¢
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suficientemente grande, teremos que [£| é pequeno, ou seja, estamos trabalhando

com frequéncias pequenas. Entao,

At) (Bo(t,£) T E(£,€) = M) (Bo(t, €)™ E(t te, OE(te, &)
= (Eo(t,€)) ™ MNu(t,&)A(te)Eo(t, te, £) Qn(t, te, E)N; ' (t, ) Ete, €)

Agora observe que

(Eo(t,€)) ™" = M&E(0,t,& )M,

temos ainda que

50<07 t? 5) = 80<07 té? f)EO(t& t> f)

Logo,

(Eo(t, €)' = ME(0,te, )M MEy(te,t, &) M

= (Eo(t,€)) ™" M&(te, t, )M ",
Dai que,
A(t) (Eo(t, €))7 E(t,€) = (Eo(t, €)™ ME(te, t, &) Ni(t, §)Eo(t, te, €)X

x Qr(t, te, )N Ht, )M N (te)E(te, €),

onde Qk(t, te, &) = Qr(00, te, &) quando t — oo, uniformemente para |£] > ¢, e

Eolte, t, ) Ni(t, E)Eo(t, te, &) = I + Eolte, 1,8) (Nk(t, &) — 1) Eo(t, 1e, &) — 1

Finalmente concluimos que

Lim A(t) (Eo(t, €)™ E(t,€) = (Bolte, €)™ M Qu(oo, s, )N (te, €)M A(te)E(te, €).
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Entao o limite existe pontualmente em U.
Etapa 2: A estimativa de energia, corolario (3.1.5), implica que A(t) (Eo(t, D))_1 E(t, D)

¢ uniformemente limitado em L? — L2, pois
IA() (Bo(t, D)™ E(t, D)||, < 1 (Bot, D))" oo INOE(E, D), S 1.

Entao o teorema de Banach-Steinhaus, veja (3.4.11), garante a existéncia do limite
pontualmente e define W,
Etapa 3: Acabamos de definir o operador W' em cada subespaco V. como sendo

um operador cujo o simbolo é

WH(E) = (Bo(te, €)™ MQu(00, s, )Ny (te, ) M A(te)E(te, €),

que é independente de c¢. Entao a representacao é valida em U, e usando a limitacao

de W, a representacao é valida em todo o espaco.
[ |

Note que para o teorema acima precisamos da hipotese (A2)q;,_1 para a repre-
sentacao de W, (§) em termos de Qx(t, s, &). Logo hipotese a (A2) é suficiente para
garantir a existéncia do operador de onda de M¢ller.

Faremos agora uma observagao que segue diretamente do teorema de Liouville

e nos da uma expressao para o determinante de E(¢,§).

€]

Lema 3.4.2. A sequinte relagio é valida det E(t, &) = €], onde [€] = @, para

1
N3(1)

t suficientemente grande.

Demonstragao: Segue diretamente do item (b) da proposicao (3.1.3) e pelo teorema

de Liouville (3.4.9).

Corolario 3.4.3. A sequinte relagao € vdlida

det W,.(¢) = [¢],
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e isto implica que o nicleo do operador W, (D) sd contem o vetor nulo, ou seja,

W. (D) é um operador injetivo em L?.

Demonstragao: Segue pelo teorema (3.4.1), pela continuidade da fungao determi-

nante e pelo (3.4.2) que

Aet W (€) = det |Jim A7) (Eo(t, ) E(t,6)|
= Jim det [A(1) (Eo(r,€)) ™ E(t,€)]
= lim A2(t) det (Eo(t, €)' det E(t, &)
= lim \(t) det M det £ (0, ¢, €) det M~* det (¢, €)

- tli?ov(t)vl(t) 3
= ¢

A injetividade segue do fato de que det W, (&) # 0, isto é, a matriz W, (&) é inversivel.
[ |

Veja que o terema (3.4.1) pode ser usado para construir para cada dado ini-
cial ({D)uy,us)" € L? do problema de Cauchy com dissipagio, um dado inicial
((D)uy,uz)" = W (D)({D)uy,us)" do problema de Cauchy para ondas livres, de

tal forma que a seguinte equivaléncia assintotica é verdadeira.

Proposicao 3.4.4. A equivaléncia assintotica € vdlida
|Eo(t, D)({D)tiy, )" — AE)E(t, D)((D)uy,uz)"||, = 0, t — oo.

Demonstragao: De fato, seja J = ||Eo(t, D)((D)uy, u2)" — M¢)E(t, D)({(D)uy, us)"|| .

Entao,

J = ||(Bo(t, DYW,(D) — A()E(t, D)) ({(D)yus, uz)7||
= ||Eo(t, D) (W(D) — A(t) (Eo(t, D)) E(t, D)) ((D)uy,uz)"||.
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Como A(t) (Eo(t, D))" E(t, D) — W(D), quando t — oo e Eo(t, D) é um operador

limitado, segue que J — 0 quando t — oo. Concluindo assim a proposicao.



Apéndice A: Ferramentas Basicas [

Neste apéndice vamos enunciar alguns resultados basicos que envolvem derivadas
e indicaremos referéncias onde podem ser encontradas as provas dos mesmos. Vamos

comecar enunciando a férmula de Leibniz.

Proposicao 3.4.5. (Regra de Leibniz): Sejam f e g fungées com todas as

derivadas necessdrias definidas. Entao,

Dr(frg®) = S ") i Dig(e).

k1+ko=n

Demonstragao: Veja [6].
Um outro resultado que foi utilizado nessa dissertagao foi a férmula de Faa di

Bruno.

Teorema 3.4.6. (Formula de Faa di Bruno): Sejam [ e g fungoes com todas

as derivadas necessdrias definidas. Entao,

n:

kll...|kn! (DE1) (a() (Dtlg!@))kl (Dtg(t))knv

n!

Dy [f(g(t))] = >

k1+2ko+...4+nkn=n

onde k = ki + ... + k.

Demonstragao: Veja [8].
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Apéndice B: Ferramentas Basicas 11

Neste apéndice vamos enunciar e provar alguns resultados basicos usados nessa
dissertagao. Primeiramente vamos relembrar que qualquer sistema de equagoes difer-

enciais de primeira ordem

d
i A(t)u
u(0) = g

pode ser resolvido em termos da sua solugdo fundamental £(¢,s), como u(t) =

E(t,0)ug, sabendo que a solugdo fundamental satisfaz o seguinte PVI,

d
Eg(t,s) = A(t)E(t,s) .
E(s,s)=1

(3.5)

Quando a matrix A(t) tem coeficientes constantes, sabemos que a solugao fundamen-
tal pode ser expressa como a exponencial da matrix A. A pergunta natural que surge
é se o mesmo resultado é valido para matrizes com coeficientes variaveis. A resposta
é nao, porém temos um resultado para esse caso que sera dado a seguir. Antes de
enuncia-lo vamos provar outro resultado importante que sera usado na demonstragao

do mesmo e também foi usado em outras oportunidades na dissertacao.

Proposigao 3.4.7. Sejar € L} (R). Entao

loc

/: r(t) /:1 r(ty).. /t Pt bt

para todo k € N.

< % (/t |r(T)ydT>k, (3.6)

Demonstragao: Faremos inducgao sobre k. Para k = 1 a igualdade segue trivial-

36
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mente. Suponhamos que a desigualdade seja valida para k, isto é,

/:rm) /jm)... / (1)t ki( / o) d7>

Entao para k + 1 temos que,

t t1 123
/T(tl)/ T(tg)/ ’f’(tk+1)dtk+1...dt1

k

< [y ([ relar) an
_ /|r H) (/ |(7')|d7-)kdt1

k+1

- s ([ )

onde na ultima passagem usamos a mudanca de varidveis para resolvermos a integral.

Logo pelo principio da indugao finita segue o resultado.

Teorema 3.4.8. Seja A(t) € L, .(R,C™™). Entao a solu¢io fundamental E(t, s) de
(3.5) € dado pela formula de Peano-Baker

E(t,s) :[+§:/tA(t1)/tl A(@).../tk_l At dty...dt. (3.7)

Demonstragao: Antes do mais nada vamos demostrar a convergéncia da série a

acima e da sua derivada. Observe que a proposi¢ao (3.4.7) implica que

[aw) [ aw) [ A < %(/:‘A(T)ldTy

o0

k
Como a série Z o ( / |A(T)] dT) converge uniformemente sobre compactos, por

k=0
se tratar da exponencial, segue pelo teste M de Weierstrass a convergéncia uniforme

de (3.7) sobre compactos. Para provarmos a convergéncia da série da derivada, basta

agirmos de maneira analoga, lembrando que A(t) € L,.. Resta agora mostrar que
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(3.7) satisfaz o sistema (3.5). De fato, derivando a série termo a termo, temos que

d OO t te—1
E(t5) = A(t); / A(ty)... / A(ty)dtg..dts
= A(t)E(t, s)
E(s,s) = 1.
Logo, £(t,s) é solugao de (3.5).

O proximo resultado foi utilizado para provar a injetividade do operador de onda de

Moller.

Teorema 3.4.9. (Teorema de Liouville) Seja A(t) € L} (R™, C"™"). Entdio a

loc

solugao fundamental E(t, s) satisfaz
t
detE(t, s) = exp/ tr A(T)dr.

Para a construcao da representacao da solucao na zona dissipativa, transfor-
mamos o problema de resolver a E.D.O. em uma equacao integral, conhecida como

equagao integral de Volterra. Considerando

f(tp) + / k(t,7.p)f(r, p)dr = (1, p), (3.8)

com (0, p) dependendo apenas do parametro p € P C R"™, a seguinte proposigao é

valida.

Proposicao 3.4.10. Sejam ¢ € L°(Ry x P), k€ L*(R% x P) e

t
/ k(. 7, p)||oodT € L®(Ry x P).
0

Entao existe uma unica solugao f(t,p) € L®(Ry x P) de (3.8).
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Demonstragao: Observe que provar (3.8) é equivalente mostrar que

(I =T)f =4(tp),
onde

T:L®Ry x P) — L®RY xP)

Fo /O k(7 p) f (7. p)dr.

Temos que T é linear, estd bem definida e é continua. De fato,

ISP = / k(t,7.p) f (r.p)dr

k(t. T T dr
< /OH 7o)l (7. )]

k(.1 dr
< 17Dl / kG o)l
< M|f(tp)]., < oo

Sendo assim basta determinar a inversa de I — 1" para resolvermos a equacao. Ob-

o0 (o)
servemos que a candidata para inversa é E T, uma vez que (I — T E 7 = 1.
j=0 Jj=0

Para que ZTj esteja bem definida basta que ||T7]| < k, k > 0.

=0
Sabemos que ||T7|| = sup |7V f||. Tome f tal que |f| < 1, entdo pela proposicio
|fI<1
(3.4.7)
t t1 te—1
171 = | [ bt [k [ ) Sty
0 0

IN

t ’ t1 th_1

[kt [kt [ It 1 ) e
ot ot1 otk_1

< /OHk(t,tl,p)H/O Hk(t,tg,p)H.../O |k(t, t, p)|| dty...dty

< & ([ merpnar)
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t
< e ( / ka,mmn) <k
0

Logo I — T é inversivel. A unicidade segue diretamente.
|

O seguinte teorema foi utilizado para mostrar a existéncia do operador de onda

de M¢ller.

Teorema 3.4.11. (Banach-Steinhaus) Sejam A e B espagos de Banach e suponha
que {F,} seja uma sequéncia de operadores lineares continuos de A para B. Entao
F,, converge pontualmente a um operador linear continuo F : A — B, isto é, F,x

converge a Fx para todo v € A se, e somente se,

e A sequéncia das normas dos operadores ||F,|| € limitada,

o A sequéncia F,x converge para Fx para todo x € M, onde M € um subconjunto

denso de A.
Demonstracao: Veja [3].
|

Agora enunciaremos o lema de Brenner, que foi importante na demostracao

do teorema (3.2.1).

Lema 3.4.12. (Lema de Brenner) Seja P uma func¢ao real, suave em uma viz-

inhanga do supp ¢, com ¢ € C§°. Suponhamos ainda que o posto da matriz hessiana

2
Hp(&) = (35{) seja pelo menos p no supp ¢. Entao existe um inteiro M, depen-
iSj

dendo da dimensao do espaco, e uma constante C' > 0, dependendo das derivadas

de P no supp ¢, tal que

[FH [P O] < Ca+6)72 Y D]

o] <M



91

Demonstragao: Veja o artigo [1].



Apéndice C: Teorema de
Hormander-Mikhlin

A seguir faremos algumas definicbes que serao importante para enunciarmos
o teorema de Hormander-Mikhlin. Usamos este teorema na prova das estimativas

para o operador de energia.

Definicao 3.4.13. Seja f € §'. Definimos o sequinte operador

m(D)f = F ! [m(&)F (/)]

onde m(§) € uma distribuicao. Chamamos tais distribuigoes de multiplicadores de

Fourier.

Definicao 3.4.14. Denotamos para p < g

M? = {m(£);m(D) : L(R") — LY(R™)},

p

chamamos M de espago dos multiplicadores.

O espago M é um espago de Banach munido com a respectiva norma do
operador. A seguir enunciaremos algumas propriedades para o espago M.
Proposigao 3.4.15. 1. M3 (R") = L>=(R"),

2. MP(R"™) € M3(R"), para todo p € [1, <],

8. MP(R") = M{(R"), para indices duais p e g,

4.LYR") € M®(R™),

5. M(R") N MF(R") € MY(R™), para indices duais p e q arbitrdrios.
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A seguir enunciaremos o teorema de Hormander-Mikhlin.

Teorema 3.4.16. Suponha que m(£) € C*(R™ — {0}) para k = [g—‘ e que
| Dgm(€)] < Calé| LY Jal <k

isto €, m(€) € SY. Entio m(€) € ME(R™) para todo p € [1,00].

Demonstracao: Veja [11].



Apéndice D: Notacoes

A seguir fixaremos as notagoes usadas neste texto. Iniciaremos com alguns

simbolos com significado especial:

) () = 1+ [z,

|- denota o valor absoluto,

_ Ll
(€)

[-] denota o menor inteiro maior que um dado ntimero,

€] por definigao é [¢]

isto ¢, [2] = min{m € Z;x < m},
|- |l denota a norma para um vetor ou para uma matriz,
|- lp norma nos espagos L?,
L? — L% operadores definidos em LP chegando em L9,
|- |lprsq morma do operador W — L4,
f<g existe uma constante ¢ > 0 tal que f < cg,

fzg existe uma constante ¢ > 0 tal que cf > g,

[~y sefZgefSy.

A seguir faremos uma lista dos principais espagos usados nessa dissertacao.

LP(R™) espacos LP, 1 < p < oo,
LPL"(R™ x R™) espago LP(R"™, L"(R™)),

Ly o(®n) espaco potencial de Bessel, Ly o@ny = (D) “LP(R")

C*(R™) espaco das funcoes k vezes diferenciaveis,

S(R™) espago de Schwartz das fungoes com decaimento
rapido,
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D'(R")
S'(R")
B, (R")
My (R")

espaco das distribuigoes,

espago das distribui¢oes temperadas,

espagos de Besov,

espaco dos multiplicadores que induzem operadores

limitados LP — L9.

Algumas notagoes definidas ao longo do texto,

h(t, §)

U(t,¢)

E(t,s,€)
Eo(t, S, 5)
gk(t> S, 5)

MEE) = TosBunn(t ) + [Eloupn(£.8), com
Gaiss. N (t,E) € Pnypn(t,€) fungdes cortes das zonas
dissipativas e hiperbodlica respectivamente,
microenergia U = (h(t,&)u, D), satisfazendo
DU = A(t, &)U,

solugdo fundamental para o sistema D; — A(t, ),
solugao fundamental para a equacao de onda livre,

solugao fundamental para o sistema depois de k in-

teracoes para encontrar a forma normal,

A(t) = exp G /0 t b(T)dT) |

simbolo correspondente ao operador de onda de
Moller,
simbolo correspondente ao operador de energia,

simbolo correspondente ao operador solucao.
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