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Resumo

Usando uma classe de transformadas FBI generalizadas introduzida por S. Berhanu e J. Hounie,
em [16], nés completamente caracterizamos a regularidade e a micro regularidade nas classes de
Denjoy-Carleman (nao quase analiticas), incluindo as classes de Gevrey e a transformada definida por
M. Christ em [27]. Como aplicacao apresentaremos um resultado para propagacao de singularidades
(Teorema 2.4.5).

Para variedades com estruturas hipo-Denjoy-Carleman de coposto arbitrario (Definicao 3.1.2)
apresentaremos uma definicao de M —conjunto frente de onda e resultados similares aos obtidos em
2, 17), [30] e [32].

No caso de equagoes nao lineares, seguindo [1], [11], [73] e [56], introduziremos a nogao de equagao
nao linear do tipo Mizohata e estudaremos a micro regularidade Denjoy Carleman para solugoes u de
equagoes nao lineares. Para os principais resultados de [1], [13, 14], [35] e [13] apresentaremos uma

versao nas classes DC.



Abstract

Using a more general class of FBI transforms, introduced by S. Berhanu and J. Hounie in [16],
we completely characterize regularity and microregularity in Denjoy-Carleman (non quasi analytic)
classes, which includes the Gevrey classes and M. Chist FBI transform defined in [27] as examples.

Using the classic FBI transform we completely describe the M —wave-front set of the boundary
values of solutions in wedges W of hypo Denjoy-Carleman structures (M, V) (Defini¢ao 3.1.2) proving
similar results first obtained by [1], [5], [13, 14], [35] and [13].

Inspired by [53], [56], [41] and [!] we introduce the notion of nonlinear Mizohata type equations
and study microlocal Denjoy-Carleman regularity for solutions u of non linear equations, extending

the main results of [1], [5], [13, 1], [35] and [13].



Introducao

O principal objetivo deste trabalho é estudar a regularidade microlocal nas classes de Denjoy e
Carleman (DC) a partir das transformadas FBI (Teorema 2.3.5 ¢ Teorema 2.3.6 ). Como consequéncia
apresentaremos uma caracterizacao para micro-regularidade DC de solugoes de equagoes diferenciais
parciais (Teorema 2.4.5 e Teorema 4.2.5) e uma defini¢do para o conjunto frente de onda de solugdes
de estruturas hipo DC (Teorema 3.4.3).

Sabemos que o espaco das fungoes analiticas é um subespaco das fungoes Gevrey que sao subes-
pacos das fungoes C®. Nesse trabalho nos concentraremos nas classes de Denjoy-Carleman, as quais
constituem classes intermediarias mais gerais que as Gevrey. Entre outros motivos a concepcao das
fungoes DC se da gracas aos trabalhos [19] e [20] de E. Borel, nos quais sao apresentados exemplos

abeto

de conjuntos E cujos elementos sao fungoes f : U < R — R de classe C'° que nao sao analiticas e

satisfazem a seguinte propriedade
f90)=0,j=01,... = [f=0. (1)

Estes exemplos motivaram J. Hadamard (em 1912) propor a seguinte questao: “existe uma condic¢ao
em termos de crescimento da derivada que garanta a propriedade (1)7”. Separadamente A. Denjoy
([31]) e T. Carleman ([25]) apresentaram uma resposta para a questao de J. Hadamard. Para isso
eles consideraram funcoes f : U < R — R tais que para todo K € R existe uma constante C' > 0 !

de modo que

sup | f9(x)] < CIHIM;, §=0,1,..., (2)
zeK
em que M = (M) representa uma sequéncia crescente. Tais funcoes sdo chamadas funcoes de

Denjoy-Carleman (DC) e denotadas por ;. Além disso é comum a definigao de £y, (U) para fungoes

aberto . o
f:U SR C, para tanto basta trocar os naturais j em (2) por multi-indices « € N"

1 Ao longo deste texto usaremos diversas desigualdades envolvendo potencias de constantes as quais poderdo ser
aumentadas um numero finito de vezes. Para simplificar a notacdo, quando ndo houver confusdo, denotaremos as
constantes por C' (ou seja, denotaremos por C' o méximo das constantes previamente consideradas).
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e M; por M, (veja por exemplo [12]). As fungdes em Ey(U) que satisfazem a propriedade (1)
sao chamadas fungoes quase analiticas (caso contrdrio, ndo quase analiticas). Denjoy e Carleman
apresentaram uma condi¢ao sobre a sequéncia M que é satisfeita se e somente se o espaco Ey(U)
¢ quase analitico. As classe Gevrey (M; = j!°) s@o exemplos de classes DC nao quase analiticas.
Em [0], T. Bang mostra que a intersecao de todas as classes nao quase analiticas &, é igual a
classe das fungoes real-analiticas. Todavia a interse¢ao de todas classes Gevrey G* contem a classe
quase analitica &y 2 C¥, com M; = j!(logj)’. Quando trabalhamos com classes DC, dependendo
do objetivo do estudo, é comum assumir que a sequencia M satisfaca certas propriedades, as quais
implicam (ou sdo equivalentes) em propriedades da classe £y;. Por exemplo, no importante trabalho
[15] S. Mandelbrojt exibiu condigoes sobre a sequéncia M que equivalem ao fechamento da classe €y,
quanto a diferenciagoes. No primeiro capitulo desta tese apresentamos uma rapida revisao de fungoes
DC. Para uma revisao mais detalhada recomendamos [51], [11] e [12].

Por volta de 1970, independentemente e por diferentes pontos de vista, varios matematicos inici-
aram o estudo da classificacao de singularidades de acordo com o espectro. Talvez o primeiro tenha
sido M. Sato o qual introduziu e estudou o espectro singular analitico de hiperfungoes ([54]). Em [30]
L. Hérmander usando operadores pseudo diferenciais introduziu a notacao W F'(u) (conjunto frente
de onda suave). Posteriormente, usando multiplas fungoes corte (fun¢oées C'* com suporte compacto,
limitadas inferiormente por 0 e superiormente por 1 e identicamente 1 em uma vizinhanca de um
certo ponto), L. Héormander definiu o conjunto frente de onda analitico via transformada de Fourier
(veja [37] e [39, Proposition 8.4.2]). Também via transformada de Fourier em [38, 39] L. Hérmander
definiu o conjunto frente de onda com respeito a classes de Denjoy-Carleman. A defini¢do de conjunto
frente de onda analitico apresentada por .. Hérmander pode ser de complicada aplicabilidade, com-
parando com o caso C®, ja que necessita considerar um sequéncia de funcoes corte. Uma adaptagao
da transformada de Fourier foi proposta por J. Bros e D. Iagolnitzer, com essa transformada eles
definiram e estudaram o espectro essencial (sem necessidade de considerar uma familia de fungdes
corte) [22, 23]. Em 1976 J. M. Bony, [18] unificou as diferentes nogoes: i)espectro essencial de J.
Bros e D. lagolnitzer; ii) o espectro singular analitico de Sato; e iii) o conjunto frente de onda de
Hormander. Assim, é natural que a transformada de Fourier-Bros-lagolnitzer (transformada FBI)
seja a ferramente escolhida para estudar o conjunto frente de onda hipo analitico para as estruturas
hipoanaliticas, as quais constituem uma generalizacao de estruturas analiticas (veja [7])). A carac-

terizacao de micro-regularidade também foi estudada J. Sjostrand em [54], o qual usou a seguinte



generalizacao das transformadas FBI

Fu(z,§) = J €@ gz, 2 &) x(au(z)de', x, & e R™;

m

em que ¢ é uma funcdo holomorfa, ¢ um simbolo analitico e x € C°(R™).

No capitulo V' do livro [15], vemos que as transformadas FBI também podem ser titeis para estudar
regularidade (e micro-regularidade) C®. O recente trabalho [16] S. Berhanu e J. Hounie mostraram
que a micro-regularidade (suave e analitica) de distribuigbes pode ser estudada a partir de transfor-
madas mais gerais (as quais denotaremos por FBI-BH) que as transformadas FBI . Além disso, S.
Berhanu e J. Hounie apresentam uma aplicacao para as transformadas FBI generalizadas que dificil-
mente poderia ser demonstrada usando a transformada FBI classica. Para o estudo de regularidade
(local) Gevrey, M. Christ em [27] apresentou uma classe de transformadas F'BI's generalizadas (que
em certo sentido é um caso particular das classes de transformadas FBI-BH, veja Observagao 2.1.2)
que podem ser usadas para caracterizar regularidade Gevrey. No segundo capitulo deste trabalho
consideraremos as transformadas FBI-BH definidas para ultradistribuigoes no sentido mais geral.
Além disso apresentaremos uma subclasse de transformadas possuem uma férmula de inversao (veja
Lema 2.1.5). Motivados pelas condigoes para existéncia de ultradistribui¢oes a valores de fronteira
apresentadas por Z. Adwan e G. Hoepfner em [1] e a defini¢ao de micro-regularidade apresentada em
[15] apresentamos uma definigdo de micro-regularidade DC a partir de ultradistribui¢oes a valores
de fronteira (Definigao 2.3.3). No Exemplo 2.1.3 apresentamos uma classe de transformadas FBI-BH
(F,, a qual é mais geral que as transformadas consideradas em [16, Chapter 4] e [27]) as quais carac-
terizam regularidade e micro-regularidade DC (Teoremas 2.2.4, 2.3.5 e 2.3.6). Por fim, mostramos
que a defini¢ao de micro-regularidade DC aqui apresentada é equivalente a definicao apresentada por
L. Hormander (e L. Rodino [19], no caso Gevrey).

Em 1983 M. S. Baouendi, C. H. Chang e F. Treves, no importante trabalho [7], introduziram
as estruturas hipoanaliticas, fungoes hipoanaliticas, micro-regularidade hipoanalitica, transformada
FBI em estruturas hipoanaliticas, caracterizam micro hipoanaliticidade pelo decaimento desta trans-
formada FBI (no caso de coposto zero) e para poder estabelecer a nogao de conjunto frente de onda
nas estruturas hipoanaliticas provaram a invariancia do conjunto frente de onda hipoanalitico por
subvariedades maximalmente reais (é importante destacar que os autores usaram uma mudanca de

variavel que implica que a subvariedade ¢é analitica real, mas uma mudanca de variavel apropriada
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para o caso geral foi introduzida por M. G. Eastwood e C. R. Graham em 2003 no artigo [32], possibi-
litando assim a validade dos resultados de [7] no caso de variedades arbitrarias). O caso de variedades
C® com estruturas localmente integraveis foi estudado por Z. Adwan e G. Hoepfner em [2], neste
trabalho os autores provaram a invariancia do conjunto frente de onda suave por variedades maximal-
mente reais. No terceiro capitulo deste trabalho introduziremos as estruturas hipo Denjoy-Carleman
(Definigao 3.1.2) e a partir de distribuigdes a valores de fronteira definiremos o conjunto frente de
onda nas classes DC (no caso de coposto zero). Assim como feito por M. S. Baouendi, C. H. Chang
and F. Treves em [7] (no caso de estruturas hipoanaliticas) apresentaremos uma condi¢ao suficiente
e necessaria (via decaimento da transformada FBI) para um ponto no cotangente da variedade per-
tencer ao conjunto frente de onda de classe DC. Além disso, também provaremos a independéncia do
conjunto frente de onda D), por subvariedades maximalmente reais e deste modo poderemos definir
o conjunto frente de onda DC em estruturas hipo Denjoy-Carleman de coposto arbitrario.

Uma aplicagao bem conhecida para transformadas FBI (demonstrada por N. Hanges e F. Treves
em [35]) é que o conjunto frente de onda analitico de uma solu¢do de uma equagao nao linear
(Cu = f(x,t,u,u,), em que f = f(x,t,(, () é holomorfa em todas variaveis) esta contido no conjunto
caracteristico do operador linearizado (LY = ¢y — Zjvzl fe; (@, t,u,u,)0,;). Com hipéteses mais fracas
sobre a fungdo f, supondo-a suave nas varidveis (z,t), J.Y. Chemin em [20] provou via métodos
de céalculo paradiferencial que o conjunto frente de onda suave de uma solucao da equacao dyu =
f(z,t,u,u,) estd contido no conjunto caracteristico do operador linearizado. Posteriormente, em
[0], via transformada FBI C. Asano apresentou uma demonstragao alternativa para este o principal
resultado do artigo [20]. G. Petronilho e R. F. Barostichi mostraram em [!1] que o conjunto frente

de onda Gevrey da soluc¢ao de uma equacao linear de classe Gevrey (coeficientes sao fungdes Gevrey)

estd contido no conjunto caracteristico e em [12] eles demonstraram que no caso de sistemas este
resultado continua valido. Em [7] e [32, Theorem 3.1] encontramos a demonstragao do importante
resultado:

TEOREMA 0.0.1 (Theorem 3.1, [32]). Seja M uma variedade hipoanalitica, E < M uma sub-
variedade fortemente nao caracteristica (com respeito a um fibrado V) e W uma cunha em M

com aresta E. suponha que f € D'(E) € o valor de fronteira de uma solugao de V em W. Entao

WFEf < (TT(W))° (em que o polar se refere a dualidade entre TE e T*E).

No trabalho [13], N. Lerner, Y. Morimoto e C.-J. Xu estudam a analiticidade microlocal do
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problema de Cauchy quase linear do tipo

ot = ox; (3)
u(z,0) = w(x), r €

em que < RY ¢ aberto e T > 0. As fungoes a;,b, j = 1, ..., N, sdo restrigoes em Q x [0,T] x V5 de

funcoes holomorfas definidas em algum dominio V =V} x V4 x V3 < CV*2. Considerando
N
0 0
L= En + Z aj(x,t,v)%j + b(x,t,v)% e

v = (ay,...,an), 1 = (L(ay),...,L(an)) = L(vo), ..., v = L(vg—1) = Lk(l/()),
em [13] é encontrada a demonstragao do seguinte resultado:

TEOREMA 0.0.2. Sejam k € N e u uma solugdo do problema de Cauchy (3), C**! parat > 0 em
uma vizinhanga de (xo,0). Se para cada x € Q tivermos Svj(x,0,w(z)) = 0, Svg(z,0,w(xg)) # 0,

para todo 0 < j < k, entdo V&Y € RN tais Sy (o, 0,w(w)) - €2 > 0, 0 ponto (x4,&%) ¢ WE,(w).

Note que o Teorema (.0.2 nao considerar o caso k = 0, todavia o Teorema 0.0.1 é uma versao do
Teorema 0.0.2 para o caso k = 0. Nos trabalhos [13] e [I1] S. Berhanu, prova que multiplos colchetes
de Lie de L e seu conjugado também dao informagoes sobre regularidade microlocal do traco w. O
andlogo para equagoes nao lineares foi estudado por Z. Adwan e S. Berhanu em [1], apresentando
um surpreendente trabalho no qual os autores apresentaram uma extensao para o Teorema 0.0.2;
para uma equacao u; = f(z,t,u,u,), em que f = f(x,t,{y, () é suave e holomorfa nas duas iltimas

varidveis. Para ser mais especifico em [1] foi demonstrado o seguinte resultado:

TEOREMA 0.0.3. Seja k natural, Q@ um subconjunto aberto de RY, T real, f = f(x,t,¢o, () uma
fungdo C® em Q x [0,T] x C x CV, holomorfa nas varidveis (¢y,¢) . Se a equagdo ndo linear de

primeira ordem

o = flx, t,u(x,t),u.(z,t)), 0<t<T, xeQ

tem uma solugdo C**1, para t >0, em uma vizinhanga de (z,0) e

VeeQ, 0<j <k, S(H f)"(x,0) =0, I(H"f)"(w0,0) # 0, (4)
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entdo, para todo £° € SNt tal que S(HF f¢)¥(20,0) - £° < 0, temos que o ponto (xo, &%) nao pertence

ao conjunto frente de onda do trago w = u(z,0) ((zy,&°) ¢ WF(w)).

Em [I] também foi demonstrada uma versao analitica do resultado acima, supondo f holomorfa
em todas varidaveis. No quarto capitulo deste trabalho, motivados pela definicao de operadores do
tipo Mizohata generalizado - apresentada por F. Treves em [50], J. Sjostrand em [53] e J. Kim e S.-O.
Kim em [11]- apresentaremos uma definicdo de DC-equagdes nao lineares do tipo Mizohata. Para

essas equagoes apresentaremos uma versao DC do Teorema 0.0.3 (veja Teorema 4.2.5).



Capitulo

1

Pré-requisitos

1.1 Espacos de Denjoy-Carleman

Nesta se¢ao apresentaremos algumas definigoes e resultados basicos (os quais podem ser encontrados
em [12] e [11]) sobre os espagos de Denjoy-Carleman. Além disso, também apresentaremos resultados
técnicos novos que serao importantes nas proximas segoes.

Ao longo deste trabalho consideraremos uma sequéncia M = (M;) de nimeros positivos.

DEFINICAO 1.1.1. Dado um subconjunto aberto U < R™ dizemos que uma fungdo f € C*(U) € uma
fungao de classe M — Denjoy-Carleman (ou simplesmente DC) em U se para todo compacto K < U

existe uma constante C' > 0 tal que:

SUII? 0% f(x)| < Ol My, Yae ZT. (1.1)
xe

Denotaremos o conjunto de todas as fung¢oes DC em U por Ey(U) e o subespago das fungoes em

En(U) com suporte compacto serd denotado por Dyr(U).

Observe se M; = j!° (s = 1) a classe £y/(U) coincide com a classe de Gevrey G*(U) (para o leitor
interessado em informagoes sobre as classes de Gevrey recomendamos a leitura de [19]).

E importante destacar que certas propriedades sobre a sequéncia M sao equivalentes a (ou im-
plicam em) propriedades sobre os espagos Ey(U). E comum considerar sequéncias M satisfazendo
certas propriedades para que &), satisfaca propriedades satisfeitas pelas classes de Gevrey, para mai-
ores informagcoes recomendamos a leitura de [12], [15], [16] e [51]). E usual supor que a sequéncia M

satisfaca:

13
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C1. (Log convexidade)
M?< M, My, p=1,2,...; (1.2)

p

C2. (Estabilidade sobre agao de operadores diferenciais) Existem constantes A e H tais que:

M, < AH? min M, M, ,, p=0,1,2:s (1.3)

0<q<p

C3. (Nao quase analiticidade forte) Existe constante A tal que:

0
M, M
<Ag—L, ¢=1,2,.... (1.4)
pZ;] Mp+1 Mq+1
Observe que a sequencia M; = (j!)* (com s > 1) satisfaz as condi¢bes acima sao satisfeitas.

Observe também que dados M uma sequéncia positiva arbitraria, C' > 0 e N uma sequéncia definida
por N; = C'M; (para todo j € N) segue que £y = Ey. Assim, sem perda de generalidade podemos
supor:

C4. (Condigoes iniciais)

My =M, =1 (1.5)

Alguns resultados continuam validos ao enfraquecermos as exigéncias (1.3) e (1.4). E comum

considerar as seguintes propriedades mais fracas:

C2'. (Estabilidade sobre operadores diferenciais) Existe A e H tais que

M, < AH’M, ,, p=1,2,... (1.6)
C3’. (Nao quase analiticidade)
> Yo (1.7)
< o0. 1.7
2

Note que para ¢ = 1 a propriedade (1.3) implica na propriedade (1.6) e a propriedade (1.4)
implica na propriedade (1.7)
O teorema de Denjoy-Carleman-Mandelbrojt (veja [12, Theorem 4.2]) garante que dada uma

sequencia de nimeros positivos M satisfazendo a propriedade (1.3) a propriedade (1.7) é satis-

feita se e somente se Dy (U) # .
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TEOREMA 1.1.2. Seja M uma sequéncia satisfazendo (1.2) e (1.5). Para todo n natural temos
que

Mj'Mn—j < Mn, O<] <n. (18)

DEMONSTRAGAO. Provaremos esse resultado por finita sobre n. Para n = 0 e n = 1 a propriedade
(1.8) é trivialmente satisfeita. Suponhamos que existe n = 1 que satisfaga (1.8), a seguir provaremos
que (1.8) vale para n + 1 (ou seja, provaremos que M;M, 1_; < M, 1,sempre que 0 < j < n + 1).
Como os casos j = 0 e j = n+1 sdo imediatos, consideraremos 1 < j < n (ouseja, 0 < j—1 < n—1).

Por (1.2) e pela hipdtese de indugao temos que

(12) M4 My
MMy < —Z=Mj My (1) < 5= M,
J J M] J J Mj

Observe que se j = n a demonstragao estd completa, caso contrério (aplicando (1.2) n — j vezes)

temos

(1.2)

MMn+1 —J < MnJrl < "'<Mn+1-

M M,—
M M n+1 < —M M
Jj+1 n

Observacao 1.1.3. Se M satisfaz (1.2), (1.3) e (1.5), entao por (1.8) existe constante C' > 0 tal
que

(13) (1.5), (1.8) .
MP < (CIMM;_1)F <7 CPF My, (1.9)

J

Observe também que se M satisfaz as propriedades (1.8) e (1.9) entao, pelo Lema A.1.3, o espago

En(U) é fechado quando a composigoes.

Observagao 1.1.4 ([50], Corollary 6.2, pdgina 772). 1. Se a sequéncia M satisfaz a condigao de

convexidade logaritmica fraca, a saber,

2
(%) < i My (1.10)
J! G+DHG=1)!
entao i
M\
(—ﬁ) ¢ crescente. (1.11)
J!

2. Se M satisfaz (1.11) entao a classe Ey(U) € inversamente fechada, isto €, se f € Ey(U) e
inf e | f(x)] > 0, entdo f~ € Ey(U). Deste modo (1.10) garante a existéncia do teorema da

fungao inversa e implicita para classes Dy (veja [12]).
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3. Se a sequéncia satisfaz (1.11) entdao,

<7> MM, ; < M,, 0<j<n. (1.12)
J

Além disso, se a sequencia M satisfaz (1.12) segue que Ey(U) < C¥(U), i.e.,
1, VjeN. (1.13)

Note que se f € Ey(U) é tal que inf e {| f(x)|} > 0 entao, por (1.13) e (A.1.3), segue que f~1 € Ey (U).
Como a propriedade (1.8) implica na propriedade (1.12), ao longo deste trabalho consideraremos
sequencias M satisfazendo a propriedade (1.8).

A seguir definiremos a topologia usual para os espacos de Denjoy-Carlemam. Dados um conjunto
K < R™ e uma fungao g : K — C denotaremos | g|lc(x) = supg{|g|}-

NoTAgAo: Sejam K um conjunto compacto em R™, uma sequéncia positiva M e h > 0. O espago

de todas fungoes f € C*(K) satisfazendo: existe C' > 0 tal que
10% fllewy < C’h'o“MM, o€y,

serd denotado por &y ,(K). Supondo que o interior de K seja nao vazio o espago das fungoes f € Eyrp
com suporte compacto serd denotado por DM (K).

Os espagos Eyn(K) e Darn(K) equipados da norma

604
sy = sup 1T Dlew
M,h o h‘a|M|o¢‘
sao espagos de Banach e Dy, (K) é um subespaco fechado de €y (K) (veja [12]). Dado um con-

junto compacto K < R™ e um aberto aberto Q@ < R™ consideraremos £y (K) = li_I)nh_)ng,h(K),

(S'M(Q) = LEIK@Q(S‘M(K), DM(K) = h_r)nh_)OODMﬁ(K) e DM(Q) = mK@QDM<K)’ €em que Lﬁl e h_H)l

representam respectivamente os limites projetivo e indutivo de uma cadeia de espacos de Banach.
A seguir apresentaremos as defini¢oes de sequéncia convergente em Ey(U) e Dy (U) a partir

destas topologias.

DEFINICAO 1.1.5. Dadas uma sequéncia f; € Ey(U) e f € Ey(U). Dizemos que f; converge para f

em Ey(U) se e somente se para todo compacto K < U existe uma constante h > 0 (independente de
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J, podendo depender de K ) tal que
sup h"o“‘]\/[‘;|1 su};() |0“fi(x) — 0% f(x)] - 0, quando j — +c0. (1.14)
o xTE

Se f;, f € Dy (U) diremos que f; — f em Dy(U) se e somente se vale (1.14) e ainda ezviste K € U
tal que sup f < K e sup f; < K, para todo j.

Os espagos de ultradistribuicoes, &,(K), £3,(Q), Dy, (K) e D},(2) s@o os duais topolégico fraco
de En(K), En(2), Da(K) e Dy respectivamente.

O conhecido teorema estrutural para distribuigoes (cuja demonstragao pode ser vista em [55])
garante que uma distribuicao pode ser escrita como soma finita de derivadas de medidas borelianas.
A seguir apresentamos o primeiro teorema estrutural, o qual escreve as ultradistribui¢oes como soma

(infinita) de derivadas de medidas borelianas.

TEOREMA 1.1.6 ([12], Theorem 8.7). Seja U < R™ um conjunto aberto. u € Dy, (U) se e somente

se existem medidas u, sobre U tais que para todo compacto K < U e L > 0 existe Cp, > 0 de modo

que
CLLIaI B
ualB) < = ol =01 (1.15)
e ainda
.6 = V-1 [ o(a)dun(a), Vo€ Dur(K). (1.16)

Observacao 1.1.7. Observe que, pelo teorema anterior seque que dada uma ultradistribuicdo u para

todo L > 0 existe C'p, > 0 tal que

ol <o 3 |t swiol ], oe D) (117
a€Zm zeK
Outro importante teorema estrutural foi apresentado por R. W. Braun ([21, Corollary 10])),

garantindo que se u € &},;(R™), entdo para toda sequéncia N < M (i.e, existe C' > 0 tal que
N; < C7Mj, para todo j € N), existe uma familia de constantes {b, }sen= tal que para todo L > 0

existe C';, > 0 de modo que
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e uma fungao f € Ex(U) em que
(u, ¢y =Y ba f O f(x) - pla)dx, Yo e Ey(V).

A seguir apresentaremos outro modo de definir ultra funcoes, a parti de fungoes peso. Uma funcao
w: R — [0, +0oo[ continua, par e crescente em [0, +oo[ é dita fun¢do peso se satisfaz as seguintes

propriedades,
1. w(0) = 0.
2. w(2t) = O(w(t)), t — +o0.
3. logt = o(w(t)), t > +o0.
4. ¢:t— w(e') é convexa em [0, 4o0].

O conjugado de Young da funcao ¢ é definido por

¢*(x) = sup{zy — o(y)}, = =0.

y>0

Dado €2 < R™ um subconjunto aberto. O espaco das fungoes w—ultradiferenciaveis de Roumieu

em (2 é definido por,

E () = {f e C*(Q) : VK cc Q 3Im e N tal que sup sup |f*(x)|exp (—%¢*(m|a|)) < —i—oo} :

zeK aeN™

Dada uma sequencia M como antes, podemos definir a seguinte funcao peso.

DEFINICAO 1.1.8. Para cada sequéncia M definimos sua fungdo associada M(t) por:

t
M(t) =suplog —, te€|[0,00). (1.18)
i M
Para maiores detalhes sobre a funcéo associada recomendamos a leitura de [17], [12] e [18]. Em

[17, Theorem 14] J. Bonet, R. Meise e S. Melikhov provaram que se a sequencia M satisfaz (1.3)

En(9) = Eny ().

A seguir apresentaremos resultados técnicos que serao importantes para as proximas segoes.
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LEMA 1.1.9. Seja M uma sequéncia de nimeros positivos satisfazendo (1.5) e (1.13). Se M(t) € a

func¢do associada a essa sequéncia as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Para todot = 0,
logt < M(t) < t. (1.19)

2. M(t) é uma funcgdo crescente, convexa em logt com anulamento para t > 0 suficientemente

pequeno e além disso M (t) cresce mais rapido que logt, quando t — +o0.

3. Suponha que a sequéncia (M;) satisfaz a condi¢io (1.6). Entdo para todo k > 0 e para todo

t >0 temos:
log(t/A)log k

M(kt) — M(t) > ————, 1.20
(kt) = M(0) = <EL2 (1.20)

onde A e H sao os mesmos da condigao (1.3).

4. A sequéncia M satisfaz a condigdo (1.3) se e somente se

t 1

M <ﬁ> < SM(t) + log VA. (1.21)

5. Supondo também que a sequéncia M satisfaca (1.6). Fizado k > 0 eziste ¢ = c¢(k) tal que,
3
EM(kt) — M(t) =0, (1.22)

para t > c.

6. Se M satisfaz as condigoes (1.3) e (1.8), entao para todo real 0 > 0 e naturais k = r > 0 segue

que
H?"

o Mye2™@ ¢ > 0; (1.23)

"M, . < VA

em que A e H sdao os mesmos da condi¢ao (1.3).

7. Sendo ¢,y > 0 temos

f e MOkD e < 40, (1.24)

8. Seja M satisfazendo a propriedade (1.3). Dados ¢1, co > 0 existe ¢ > 0 tal que

c1M(cot) = M('t), Vi > 0. (1.25)



20

DEMONSTRACAO.

1. Por (1.5), (1.13) e (1.18) temos que

(1.5) tt P (1.18) (1.13) tP
logt "= logﬁl@t;plogﬁp = M(t) < St;plogﬁﬁ,

tJ

em que na tultima desigualdade usamos que e = Nk

2. Como, por (1.5) e (1.13), temos

Assim, prova segue de [12, p. 49].
3. [12, Proposition 3.4].
4. [12, Proposition 3.6].

5. Observe que como a funcao associada M é crescente o caso em que k = 1 é trivialmente satisfeito
para ¢ = 0. Deste modo a seguir assumiremos 0 < k < 1. Como M satisfaz a condigao (1.6)

segue que a propriedade (1.20) é satisfeita e aplicando (1.20) obtemos,

log(t/A)log k

M (kt
(kt) + log H

3 1
§M(kt) —M(t) = B

Como My = M; = 1, pela definicao da fungao associada M, para cada nimero natural j temos;

1 log(t/A)logk _ 1, (kt)) logk
—M(kt) + —————— > —log —— :
2 (kt) + log H 2 ©8 M; * log H

log(t/A).
Sem perda de generalidade podemos assumir H > 1 em (1.6). E, lembrando que 0 < k < 1,

log k
log H

temos p = — > 0. J& que My = 1 e a sequencia M ¢é crescente temos que M; > 1. Assim,

M;>

3 o J
- M(kt) = M(t) > log {052 ol A2 ard T2

1 i=2p —
log { (M "kt)"=" A7 M7 kP

para todo j € N e t = 0. Assim, fixando algum j > 2p temos
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3
§M(/~ct) — M(t) = logl =0,
parat > c = (k‘jM;A_Qp)jJQP, pois

2p

— —j i— —4 i 1 _ _ 1 M\ i—2p
Mkt = (M; It IMIA™?)7% = (M]?pk 2 A=) T — (k_fjl) _

. Sejam A > 0 e H > 0 como na condi¢ao (1.3). Dados 6 > 0 e niimeros naturais k = r > 0,

aplicando (1.8), obtemos

Hror M, (18) HT 9Ly (1.18) HT
t"My_p— < o Mk(H) <

H o oo
Hror M, M, gr ke

t" My, =

Ja que a sequéncia M satisfaz (1.3) podemos aplicar a desigualdade (1.21) e concluir,

H" 1
terfr < \/Z?MkeiM(et).

. Dados v, ¢ > 0, passando a coordenadas polares, existe uma constante C' > 0 tal que
0

J MOl g — ¢ J —eM(3t)m—1 gy
Rm™ 0

A1 +00
_ CJ efcM('yt)tmfldt + CJ e*CM('Yt)tmfldt'

0 ~—1

Pela definicao da funcao associada M temos,

MO _ ox {_ngp [bg (;\Yg]} — exp {i%f [10g <(X2k)—] }

~— 1 Lk1—¢ 0 j1—¢
J e~ MOlE) < ¢ J l_(vt) ] =1t + C f l_(vt) ] =1t
0 Mk: =1 M]

para k e j naturais arbitrarios. Primeiro assumiremos ¢ < 1. Logo, escolhendo k < m—1 < mc_l

Entao,
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ej> mT“ (assim, jc > m — 1 + 2), temos

vt o '
Je—cM('yﬂ)dg < CJ (’yt)_kc+m_1M]§7_m+1dt + OJ (’yt)_Jc+m_1M;’y_m+1dt
0 ~—1

vt o0 1
< CJ Mk’yim—’_ldt + CJ —Mj’}/im-’_ldt < +00.
0 -1 (1)?

v

No caso em que ¢ > 1 basta observar que
J e—MOIED ge < J e MO ge < fop,

em que a finitude da ultima integral vem do caso anterior (¢ = 1).

8. Note que ¢é suficiente provar o caso em que ¢; < 1. Considere k € Z, tal que % < ¢1. Assim,

g M(cot) > 7 SuP log (3\2/[) = sup log <(62 ) ) > sup log [(02 ) ]

J J J Mj J Mkj
(1.3) (Cgt)j
= 1 A
SIJ}P og (AHkJM(k_l)ij)l/k

(cot)?
[AHN - AHG15 - AH?3 (M;)F]1/F

> -.-->=suplog
J

SAY)
= suplog (?\;) = M(c't), (1.26)

J

para ¢ = ¢ {A(k—l)/kH[k+(k—1)+(k—2)+--~+2]/k}_1_

Exemplo 1.1.10. Seja um nimero real s > 1 e uma sequéncia M; = j!1°. Sendo M a func¢ao

associada a sequéncia (M;) temos,

i tils = (t/5)7
M (t) = suplog —; = ssuplog — < slog S

= slog el = st

e = s (—) = slogexp (—) = slog Z (—) —
5% 5% =\ s k!

< sl PV L] S togsup 4 slog
S TR UK ) T TR e TR T
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Assim,

1

7 S M) < stl/s (1.27)
— S

5 — slog

Observe que quando M; = j!* a propriedade (1.3) ¢ satisfeita para A = 1 e H = 2°. Logo, por
(1.22), temos

gM(kt) _ M) >0,

para todo t = c(k) = (k*jM]]-‘)l/(jﬁp) em que p = —lfggfs e 7 é um natural fixo maior que 2p.

Observagao 1.1.11. Em [25] os autores afirmam que para toda constante k > 0 temos

3 -3

§M(k:t) — M(t) =0, quando t= k. (1.28)
Mas para M, =p!*, 0 <k <1 et =Fk3, por (1.27), seque que

;M(k;t) ~ M) < gs(/ﬁ)l/s — B 4 slog

3 1/s —3/s
— = (Esk/ —1)k P+ slog ——.

Considerando k suficientemente pequeno, de modo que %Skl/s —-1< —% ek < [2 (1 + slog 1_;1)]5/3 ,
temos

3 1 —3/s
§M(kt) M(t) < 5]{: —i—slogl

< —1.

— 1
Disso, para 0 < k < 1, suficientemente pequeno, temos %M(kt) — M(t) <0, em uma vizinhanga de

t = k73, Deste modo vemos que nem sempre (1.28) € satisfeita.

1.2  Estruturas involutivas

Nessa segao, seguindo [15], lembramos de alguns conceitos basicos sobre estruturas de classe C®. Seja
M um espaco topoldgico de Hausdorff, com uma base topoldgica enumeravel. Um atlas de classe
C® e dimensao N sobre M é uma colecao de pares F = {(U,z)} em que U € M é um subconjunto
aberto nao vazio, z : U — R ¢ um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto z(U) = R e as

seguintes propriedades sao satisfeitas:
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1. U U=M

(Uxx)eF
2. x(UnU" wloa! (U nU") é de classe C* para cada par (U, z), (U',2') € F com UnU' # &

3. F é maximal com respeito aos itens anteriores, isto é, se J # V < M éabertoey : V —> y(V)
é um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto y(U) < R¥ tal que, para todo (U, x) € F

com U NV # ¢, acomposicao (U n'V) LAy y(U n'V) é de classe C, entao (V,y) € F.

DEFINICAO 1.2.1. Uma variedade de classe C* e dimensio N € um espaco topoldgico Hausdorff

M, com base enumerdvel, munido de um atlas de classe C* e dimensdo N.

Observagao 1.2.2. Uma variedade de classe C® tal que nas condi¢oes do item 2 seque que x' ox €

de classe Eyy, € dita de classe Eyy.

Um elemento (U, z) € F serd chamado de carta local ou de sistema local de coordenadas de M.
Escrevendo z = (z1,...,xy), para todo p € U as coordenadas locais (com respeito a carta local) sao
dadas por (z1(p),...,zn(p)).

A partir de agora iremos fixar uma variedade M de classe C®°, dimensao N e atlas F. Dizemos
que f: M — C é de classe C® em p € M se existe (U,z) e Ftalquepe U e for ' :2(U) — C
é de classe C* (de modo andlogo podemos definir fungoes de classe £y, em variedades de classe Eyy).
Dizemos que f: M — C ¢é de classe C* quando f é de classe C'® em todo p € M. O conjunto de

todas as fungoes de classe C* definidas em M serd denotado por C*(M) (analogamente definimos

En(M)).

DEFINIGCAO 1.2.3. Umn campo vetorial complexo de classe C® (respectivamente Eyy) sobre M € uma
aplicag¢io C- linear L : C*(M) —> C*®(M) (respectivamente acrescemos L(Eyf(M)) < Ep(M)) tal
que e L(fg) = fL(g) + gL(f), para todo f,g € C*(M). O conjunto de todos campos vetoriais de
classe C* (Eyr) sobre M € representado por X(M) (respectivamente Xy (M)).

DEFINICAO 1.2.4. Um C®-sub fibrado (respectivamente Ey-sub fibrado) vetorial complexo de CT M

de posto n (co-posto N —n) é um unido disjunta

v=_JV

PpEM

tal que:
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1. Para cada pe M, V, é um subespaco vetorial de CT, M de dimensao n.

2. Dado py € M existe aberto U de py e campos Ly, ..., L, € Xy (U), de tal forma que para cada

pe U temos que {Liyp, ..., Ly} € uma base para V,.

O subespaco V, é chamado fibra de V em p. Dado um C*®(respectivamente &)-sub fibrado V,
uma sec¢ao de V sobre um aberto W < M é um elemento L € X(M) tal que L, € V,, Ype W. A

seguir introduziremos um objeto de grande interesse:

DEFINICAO 1.2.5. Uma estrutura formalmente integrdvel de classe C (respectivamente Eyy) sobre
M é um C® (respectivamente Eyy )-sub fibrado ¥V < CT M que satisfaz a condigao de involutividade
(ou condig¢ao de Frobenius):

o Se W M éum aberto e Ly, Ly € Xy (W) (respec. Xp(W)) sao segoes de V sobre W, entao
[L1, La] também é uma se¢ao de V sobre W.

Dada uma estrutura V' formalmente integrdvel (respec. formalmente integravel de classe Eyr) de

classe C* (respec. Dyy) sobre M, o par (M, V) é chamado estrutura involutiva.

DEFINICAO 1.2.6. Uma estrutura involutiva (M, V) € dita Dy localmente integrdvel se o ortogonal

de V (V) em CT* M ¢ localmente gerado por formas ezatas de classe C*®.



Capitulo

2

Uma classe de transformadas FBI generalizadas

O famoso teorema de Teorema de Paley-Wiener caracteriza analiticidade (local) de uma distribui-
¢ao pelo decaimento da transformada de Fourier, como pode ser visto em [10]. Além de caracterizar
analiticidade local a transformada de Fourier também pode ser usada para caracterizacao de regula-
ridade nas classes C* e &), tanto no sentido local quanto no micro local. Para essas caracterizagoes
ha diversas aplicacoes, todavia ha resultados cuja demonstracao via transformada de Fourier é muito
dificil. Em [39, Proposition 8.4.2] Hérmander caracterizou o conjunto frente de onda analitico via
transfonada de Fourier, usando uma sequencia de funcoes teste para contornar a nao existéncia de
funcoes teste nao triviais com suporte compacto, todavia tal caracterizacao pode ser de dificil apli-
cabilidade. Uma alternativa para facilitar o estudo do conjunto frente de onda analitico é o uso
da transformada FBI, propostas por J. Bros e D. lagolnitzer (para o leitor que desejar obter mais
informagoes sobre a transformada FBI sugerimos a leitura do capitulo V do livro [15], [22] e [23]).

No recente trabalho [10] S. Berhanu e J. Hounie apresentaram uma classe de “transformadas FBI
generalizada”(as quais nos referiremos por FBI-BH) que podem ter fase com Hessiana degenerada
no ponto de interesse. Os autores utilizaram a classe de transformadas FBI-BH para caracterizar o
conjunto frente de onda C'° de uma distribuicao com suporte compacto. Além disso, usando uma
subclasse das transformadas FBI-BH, os autores caracterizaram o conjunto frente de onda analitico
de uma distribuicao de suporte compacto. Como aplicacao, eles apresentaram uma caracterizacao do
conjunto frente de onda analitico de solugoes de sistemas do tipo tubo, a qual dificilmente poderia
ser demonstrada via transformada FBI cléssica.

Neste capitulo apresentaremos um completo estudo de regularidade e micro-regularidade DC via
transformada FBI-BH. Na primeira secao deste capitulo apresentaremos uma classe de transforma-

das FBI-BH para ultradistribuicoes e apresentaremos uma férmula de inversao para essa classe de

26
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transformadas. Na segunda secao caracterizaremos a regularidade de uma ultradistribuicao via a
transformada ]-"};\, que sera apresentada no Exemplo 2.1.3. Na terceira se¢ao apresentaremos uma
defini¢ao de conjunto frente de onda nas classes DC (denotado por W F),), e o caracterizaremos pelo
decaimento das transformadas ]:1;\' Na quarta secao apresentamos uma aplicacao para transformada

.7-'1;\ que dificilmente poderia ser demonstrada via transformada FBI classica.

2.1 As transformadas FBI-BH

Considere uma constante A > 0 e ¢ € Ey(R™) uma fun¢do nao nula tal que {(z)dr = 1. Se-
guindo [16], definiremos a transformada FBI generalizada (FBI-BH), com funcao generalizadora 1 e

parametro A, de uma ultradistribuicao u € &£,(R™), por
Funulw,€) = (ue!), =gl w — o)) ) (2.1)

-1

Observacao 2.1.1. Se ¢ = (S e"m‘Qd:L’) e () = ce™"” entdo, a transformada .7-"1#7% representa
a transformada de Fourier-Bros-lagolnitzer (FBI). Por este motivo, nos referiremos a transformada
]:zb,% por transformada FBI classica e as demais transformadas dadas por (2.1) por transformadas

FBI-BH ou FBI generalizadas. Para maiores informagoes sobre transformada FBI cldssica recomen-

damos a leitura de [15], [57] e [30].

Observagao 2.1.2 (M. Christ). Seja 0 < v < 1. Sequindo as notagoes usadas em [27]), considere

. 1/2
En = (1 + 25?) :

para todo & = (&1,...,&,) € R™. Dada a forma w = dxy A -+ Adxg, Ad(E + i) A - Ad(En +
ixm{€)]) seja a, uma fungdo tal que w = a(x,&)dry A ... dxy AdEG A - A dép,. Em [27] M. Christ

caracterizou as classes Gevrey (G®) a partir da sequinte transformada,
Foulz, €) = <u gisa=a) =@V (p o, §)>, (2.2)

com * <~ <1 (veja [27, Theorem 2.3]). Note que a fungdo a, € o determinante da matriz cujas
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colunas sao as derivadas parciais Oy,, ..., 0y, , 0, .., Os, da aplica¢ao

(331 s 7xm>€17 .. fm) = (xla s 7$m7€1 + le<£>i\)>

ou seja,

1 0 0 0
(0.6) 0 ... 1 0 .. 0
a(x, &) =
' ©F 0 1Hm&©T? o mba©]
0 e <£>¥ me£1<§>’1y*2 R ’Yxm&n<§>’1y*2
L+ ym&d7™ &l o am&n©7
_ DTS STC S W ST(S S VT2 (€]
me£1<§>¥_2 7xmg2<§>¥_2 R O me§m<§>’1y_2
= 1+ 721677 + 72262+ -+ + Y&l (2.3)

Além disso, como [&| < (&)1, temos que

lay(z,€)] < 1+ mAl][€KE)T < 1+ my|zKHT ™

Logo, para x em um conjunto limitado, 0 <y <1, e £ € R™ (1 <)), temos que a fungdo ay(z,§) €
uniformemente limitada. Além disso, para & € R™ com €] > 1, temos |€| < ()1 < V/2|€|. Neste caso,
para Y(z) = 7™/ . e*|x‘2, o decaimento da transformada FBI-BH ]-"w% ¢ equivalente ao decaimento

da transformada F,, para x em conjuntos compactos.

Exemplo 2.1.3 (As transformadas ]—"pA). Seja k € N e p um polinomio real homogéneo e eliptico de
grau 2k ou seja, p(x) = ZM:% a,x® para certas constantes reais a, e existem constantes C,c > 0

tais que

c|:c|2k < p(x) < C’|a:|2k. (2.4)
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Sendo ¢, = [S e*p(x)dx]fl, temos que ¥(z) = c,e P@ € £y (R™) e (¢ = 1. Assim, podemos definir a

transformada FBI-BH, com func¢dao generalizadora v e pammetm = (A>0):

’\u(t,f’) = Fyrenu(t,§) = cpf eig'(t_”&,)e"f‘Ap(t_xl)u(:p’)dx', z,£ e R™.

m

Nas proximas secoes utilizaremos as transformadas }"If‘ para caracterizar a regularidade e micro-
regularidade DC.

No préximo lema apresentaremos uma férmula de inversao para transformada de Fourier (para
ultradistribuigdes) a qual serd fundamental na demonstragao da férmula de inversao de transformadas

FBI mais gerais. Para isso a seguir consideraremos y € Dy(R™), com § x(z)dx = 1, e definiremos

(&) = © (? em que Y representa a transformada de Fourier de .

LEMA 2.1.4. Se u € &, (R™) entao

fe‘f%(ef)'&(&)d& o, em E(R™): (2.5)

quando € — 0.

DEMONSTRAGAO. Seja u € &),(R™), como u possui suporte compacto existe V' < R™ aberto e
limitado tal que u € £},(V'). Segue do Teorema 1.1.6 que existem medidas borelianas u,, satisfazendo

a propriedade (1.15), de modo que

Jeis.xg(eg)a(g)dg = J€i§x0(65)<ux/;e—if'x’>d§
N f “ole) ZJ 1) 0% (e )dug (') de. (2.6)

Fixado € > 0 aplicaremos os teoremas de Fubini e da convergéncia dominada, para isso exibiremos

uma funcao ¢.(§, a) = 0 tal que

e“ o (e€) 0%, {eiig'z/}‘ < ge(z, @)

fgfv 9e(§, @)dlua(a)|d§ < +o0,

em que |u,| representa a variacao total de u,. Para construgao das fungoes g. consideraremos sepa-
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radamente os casos (i) |{] < 1 e (ii) ] =

Se [¢] < 1ee <1 entdo existe C' > 0 de modo que, |0(ef)| < C (pois o(§) = (;‘SL e X € Dy).
Definindo
g(&,a)=C, V| <1leaeN"

segue que

ei&-xg(eg)(ig)ae—iéa@’ < 96(5704)7

para |{] < 1 e o € N™ arbitrarios. Além disso, para L > 0 suficientemente pequeno obtemos;

J o 2, stc aateree = | B | Cuuate e < O <40

e} «

Caso [£| = 1. Para facilitar a notagao, neste item denotaremos a transformada de Fourier por F.

Como F(2°X) (€) = (i) F(x) (&) ¢ o(¢) = A temos

o (e€) (i€) e = ‘—é(;fi'(ﬁf)a(egl)% éefm) Tl
_ 1 a+( ..... ) € “lofm2m
- ‘(%) PAEE OO e

Por outro lado como x € Dy e Mj ), < Cj”“l\/[j - My, aumentando C' > 0 (se necessdrio) segue que

Entao, para |£| = 1 definiremos

ge(&, ) = - Cl M) ——

Assim,

o (e€) a%{e 7} < g(€, a),

Como as medidas u, satisfazem (1.15), considerando L > 0 suficientemente pequeno (aumentando
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C, se necessario) segue que

€—|a\—2m CLL|04\
&6 My

| 2] et < | L,

e «

1€]=1 l€]=1

e<1 L |oz\ 1
< C . C|a\+1 = J
L’Z (6) g1 &1 €4

[0

d¢ < 40,

para alguma constante C7, . dependente de L e .
Dos dois itens anteriores vemos que é possivel aplicar o Teorema de Fubini e derivar sob o sinal

de integracao (pelo Teorema da convergéncia dominada) em (2.6), obtendo:

| eeaterieras - ) | Jeseateeriore e asana )
- 3 | Jeseoteonape s asdu )
= X e ([ eesoteerigree+'te) dunta
= Z<ua (=1)len (feifwef)(—zf)ae"f'”’ds)>
<W; | Wei€~<x—w’>d§>,

em que na ultima igualdade foi usado o fato que u = ), 0%u, e a definicio de 0. Como x €
Dy (R™), fazendo uma mudanga de varidvel (multiplicacdo por escalar), pela férmula de inversao da

transformada de Fourier (para fungoes, ver [10]) temos

| eematericera - <uz,(2 o | e x>d§> <u - (x_“")>

Pelo Teorema A.1.2 concluimos que

f e "o (e)U(€)d = u+ x(x) > u

em &), quando € — 0F. u

Agora estamos prontos para apresentar a férmula de inversao das transformadas FBI-BH.
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LEMA 2.1.5. Seja u € E(R™), v € Ey(R™) e

e f f e o () Fyault, €) €] dtdg.
Se existe C' > 0 tal que [0°9||r < C1*H1 M, entdo ue — u em £y (R™), quando ¢ — 0*.
DEMONSTRACAO. Pela definicao das transformadas FBI-BH vemos que u,. pode ser reescrita como:
f f 00 (e€) s € I(IE (¢ — &)l dbde.

Como u € &},(R™) existe um conjunto V' < R™ aberto e limitado tal que supp {u} < V. Pelo Teorema

1.1.6 existem medidas borelianas u,, satisfazendo (1.15), de modo que

(u,6y = Y (1) f (66) dua,

«

para todo ¢ € Ey(R™). Assim,
0= | [ S0 | emieet Duiea —apanmera @)
Como o € S(R™), note que para £ € R™ fixado, pelo Teorema de Tonelli, temos

[ ] prtsrastese uep e — oDl
<] 2], e >

ﬂ( )|a Ol e | [ 12l ¢ = ot )

—ZZ( Jiotecliel e = [ [@ztalud o)

( ) €7 B 1| @) (€1 (¢ — )] dlua (a') e

a B<a

<> ( )|a €)|[€]l B A Am Gl AL g | (V)
a fB<a

(1.15) ||

< 0TI (el + I O My o < 40 (28)

|

para [¢| fixado e L > 0 suficientemente pequeno, na iltima desigualdade foi usado que o =
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limitada (lembra-se que x € Dy(R™)). Logo, podemos aplicar o Teorema de Fubini, reescrevendo

(2.7) do seguinte modo,
Y] o(e£)o% i€ (xz—a') Mg o dtdu, / )\md )
| S || Jotermiestuera — o ppara e e

Fixados o € N & € R™ e 2/ € R™, como [[0%|p: < C‘C“'HMM, ap6s uma mudanca de variavel

(t' = €]}t — 2')) segue que

05 eI =Y < 2% Y el @) (1€ (¢ — o))l € LHR™),

B<a

na variavel ¢t. Deste modo, podemos derivar sob o sinal de integracao (vide demonstracao de [33,
Theorem 2.27|, substituindo o Teorema da convergéncia dominada pelo Teorema da convergéncia
dominada generalizada, exercicio 20 da pagina 59 de [33]). Assim, lembrando que u = >’ 0%uq, .

pode ser reescrito como,

wiw) = | 3 o | 2 { | oteree=uqep <t—a:>>dt}dua< \ePmde

— f <u o(e)e’ =) fzw(lﬂ*(t - :v’>>|§|mdt> de.

Por outro lado, como {4 (x)dzr = 1 segue que

| vt - wplepar =1, o cerr
e entao,
— [ (miateese e - [ eatericeras
Pelo lema anterior concluimos que u, — u em &), quando ¢ — 0. [ ]

O proximo lema mostra que as transformadas .7-"};\ satisfazem as hipdteses do Lema 2.1.5 e portanto

possuem uma férmula de inversao (dada pelo Lema 2.1.5).

LEMA 2.1.6. Seja ) como no Exemplo 2.1.3 ((x) = cpe_p(x), em que p € um polinomio real homogéneo

e eliptico de grau 2k). Eziste C > 0 tal que |0°¢| 1 < ClH 1M, para todo ov € N™.
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DEMONSTRACAO. Observe que como ¢ € £y segue que

ol = [ l0vwta)ds
| vl | e
lx|<1 |z[>1
<Cl M+ [ s

|z[>1

Assim, lembrando que j! < M; (para todo j € N), é suficiente provar que existe C' > 0 tal que
2™ o (z)| < O ol Yae R™ x N™ e |z > 1.

J4 que ¥ (x) = e segue do Teorema A.1.3 que

Oz 60[]
0%z ; p(z) Z H lij ! (i(!k) }1% 7

plar) =1

em que p é o conjunto admitido pelo Teorema A.1.3. Como p é polindmio de grau 2k existe C' > 0

tal que
|o | 2%k
m 163 m _Cx2k C(|x.|
el < e e Y el [[
r—1 plar)  J
5), (A.1: b o | ol
(A )é‘““‘) 25+ ) Z =l el |2k\a|4 Z n i'
r=1 ! (a,r) j=1
A.9),(A.10 m+1+|«| .
OLHD el (%) (m + 1+ |ale 2= Clel < ool |1,
para |z| > 1, pois D0 1 < 2l%l e (m + 1+ |a|)! < 2m+HHed (m + 1)1 - ol m

2.2 Caracterizacao das classes de Denjoy-Carleman

Nessa secao caracterizaremos regularidade DC (local) pelo decaimento das transformagoes ]-"];\ (apre-

sentadas no Exemplo 2.1.3). Para tanto apresentaremos dois lemas auxiliares.

LEMA 2.2.1. Se u € &E;(R™) se anula em uma vizinhanca aberta W de xo, entao para todo 6 > 0
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existem constantes C,a > 0 e uma vizinhanca V' de xq (independente de C, p e \) tais que
|Fru(a, €)] < Cefll? ezMOle)—alel (2.9)

para todo x € V e [€| > 1.

DEMONSTRAGAO. Seja § > 0 suficientemente pequeno tal que v = 0 em B(xzg,30) = {x : |x — zo| <
30} < W. Considere ¢’ € Dy(B(xg,36)) tal que 0 < ¢’ < 1e(x) =1 para |z — x| < 2J e defina
Y =1—1'". Sendo K = suppu < R™ B(z0,39), e 7 > 0 tal que K < {z : 30 < |z — xo| < r}; pelo

Teorema 1.1.6 segue que para todo L > 0 existe C' = C'p, > 0 tais que

(@) = [u(¥d) + u('9)| = [u(ye)| Z

sup  0*(¢9)(x),

M\a| 20<|z—x0|<r

para todo ¢ € £y(R™). Assim, considerando ¢(x) = ¢ (x) = ¢, e E'P(=2) pela regra de

Leibniz temos

o {g(t—x)—m*p(t—x) }‘ _

Como v € £y (R™), pelo Lema A.1.4 existe C' > 0 (aumentando se necessario) tal que

o N
Fuo] < Y EL wp Y <7>I5ﬁ‘”w(:r>|

~ M) 25<|w—ao|<r =

L‘a| o o P Y
Futo) < €Y sp 3 (’Y)C NG, e KPP SMOE A g
r<a

«

para todo 6 > 0 e |{| > 1. Por outro lado, aplicando a desigualdade (2.4) segue que,
—p(t —x) < —c|t — 2 < —c(|z — 20| — |t — 70|) < —c(26 — ) = —c4,

sempre que |xr — xo| > 2 e |t — xo| < J. Portanto, aplicando a propriedade (1.8), considerando L

suficientemente pequeno, a = ¢d e V = B(xg, d) temos que
[Fhu(t,€)] < CelllealeP+3Mlel),

parate Ve [{] > 1. n

Note que o teorema anterior continua valido com a hipdtese mais fraca, p € Ey(R™) tal que
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p(x) = clz]?*.

LEMA 2.2.2. Sejam u,v € E,(R™) e u = v em uma vizinhanga de xy. Se u satisfaz (2.9) em uma

vizinhanga V' de xy entdo existe uma vizinhanga U de xq tal que v também satisfaz (2.9).

DEMONSTRAGCAO. Se definirmos w = v—wu segue que w se anula em uma vizinhanca de z e pelo Lema

anterior segue que existe uma vizinhanga W de xq tal que (2.9) é satisfeita. Definindo U =V n W,

pela linearidade da transformada FBI concluimos a demonstracao. [ ]
Observagao 2.2.3 (A admissivel). 1. Observe que se supusermos ', " > 0 tais que
th = M(dt), t=c" (2.10)
entao

al¢] = M (ca'e])

sempre que a'/*|€| > . Deste modo, escolhendo § = ca'/* podemos substituir (2.9) por
P, €)] < Ce 2MUD | yg e R™ (2.11)

(observando que pelo Teorema 1.1.6 temos que para todo L > 0,

Ll

|Fou(t, &) < CZ

sup
Mo zesupp u

& {ez’(tmf\a*p(tw)} ,

e assim temos que |Fyu(t, )| - "D ¢ limitada em conjuntos compactos).

Os valores A > 0 tais que a propriedade (2.10) € satisfeita (para algum ¢, " > 0) sao chamados

admissiveis para a sequéncia M.
2. Em ([}7, Corollary 1.4] encontramos uma condi¢ao equivalente a (2.10)).

3. Lembre-se que por [/2, Lemma 3.10] temos que G (Q) < Ey(Q) € equivalente a existir
constantes positivas Cy,Cy tais que M(t) < Cﬁt’\ + log Cy, para todo t > 0. Deste modo,

GYMQ) < Ey(Q) se e somente se A € admissivel para a sequéncia M.

4. Por (1.19), a propriedade (2.10) sempre € satisfeita para A =1 e ¢ = 1.
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5. E importante observar que M. Christ, em [27], caracterizou regularidade Gevrey (G*) pelo

decaimento das transformadas F., (definidas em (2.2)) que satisfazem a condi¢do

1
S<y<l (2.12)
S

a qual, no caso Gerey, € equivalente a condi¢ao (2.10).

6. No caso analitico (M; = j!) a propriedade (2.10) se valida apenas para A\ = 1. Isto mais os
Teoremas 2.2.4, 2.3.5 e 2.3.6 explicam o parametro das transformadas FBI-BH usado em [10]
(A = 1) para caracterizar analiticidade. Deste modo relacionamos os resultados deste capitulo

com os trabalhos [27] e [10].

A seguir apresentaremos uma caracterizacao de regularidade DC via transformadas ]:;i\ em que o

parametro A é admissivel para sequencia M.

TEOREMA 2.2.4. Sejam 2o € R™ e X\ < 1 satisfazendo a condicao (2.10). Uma ultradistribuicdo
u € & (R™) € de classe Eyy em uma vizinhanga de xo se e somente se existem constantes C, ¢y, co > 0

e uma vizinhanca U de xq tais que
[Fru(z, &) < Ce M) vz e U, ¢ e R™, (2.13)

DEMONSTRAGAO. Seja r > 0 a definir e ¢ € Dy (B(wo,7)) tal que ¢ =1 em B(xg,5) e 0< ¢ < 1. J4
que ¢ = 1 em B(x, 5) segue que u = ¢u em B(xo, 5). Assim, pelo Lema 2.2.3 e o primeiro item da
Observagao 2.2.2, é suficiente provar (2.13) para ¢u.

Considere r suficientemente pequeno, de modo que u seja de classe £y em B(zg,7). A seguir
provaremos que ¢u € Dy(B(xo, 1)) satisfaz a desigualdade (2.13), para [¢| > 1 (como F,'u ¢é limitada
em conjuntos compactos temos que é suficiente provar esse caso). Como ¢u € Dy (B(xg,7)), temos

que
EF pult,§) = cp<¢u;gaeié(t~)ef|£|*p(t7.)>
— Cpf Qﬁ(x)u(gj)eﬂf\kp(tfz)iwag[eig(t,x)]dx
B(zo,r)

= Cp(_i)‘a‘ JB( ) 6‘: [¢(I)u(x)e—|£|>‘p(t—x):| eig(t—x)dl,’ VO[ c ZT (214)
zo,r
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Como ¢u € Dy(B(xg,r)), pela regra de Leibniz, pelo Lema A.1.4 (considerando g = 0, ) = p e
f(z,y) = x), por (1.8) e por (2.4) vemos que, existem constantes C, ¢ > 0 tais que para todo 6 > 0

(independente de C' e ¢) obtemos

[ o@u(n)e Py < S (a)las—ﬂ{qb(x)u(xm 03 el rtey

B<a ﬁ
«
< Z ( )C|°‘+1Ma—5|M|geH/eeéM(efl)ec|£A|tI|2k

B<a

< O‘QHIMM‘@H/HG%M(G‘EDy (215)

para |z —xo| <7, [t —x0| < ¢ (para algum § > 0, a determinar) e [{| > 1, lembrando que > 5, (g) =

2lel Aplicando (2.15) em (2.14) temos;
€ FXpu(t, €)] < CI My e 5 MOD; |t —qg] <5 ¢ ¢ > 1 (2.16)
Denotando & = (&1, ..., &y), vemos que para cada j € Z..

€| Fpou(z. &) < Vmmax{|glHF du(z, )|

U e 3Ol < oL i g M), (2.17)

WS

para ¢ = % > (. Escolhendo 6 = ¢s, ja que a desigualdade (2.17) vale para todo j natural,

\ < Cetler it Mi AMeale) ¢ prp=Mlealéh phM(ealé)) _ (rp—EM(eale]
| Frou(x, &) < Ce/ inf e < Ce e Ce . (2.18)
e i (|€]ea)?
Definindo ¢; = % concluimos que existem C, ¢y, co > 0 tais que

[ Froul(t, )| < CemrMelh,

para t em uma vizinhanga limitada de xy e £ € R™. (Observe que por (2.15) é possivel ver que essa
prova continua valida para o caso mais geral em que p ndo é um polinomio).

Reciprocamente, considerando u € &},(R™) satisfazendo a desigualdade (2.13) provaremos que u é
de classe £y em uma vizinhanga de xy (essa demonstragao foi baseada na demonstracao da reciproca

de [15, Theorem V.2.4]). Assim como discutido no comego desta demonstragao, ¢ suficiente provar
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que ¢u (¢ € Dy(B(zo,7)), com ¢ = 1 em B(xzg,r/2) e r suficientemente pequeno a definir) é classe
Ey em uma vizinhanca de xy. Todavia, para nao carregar a notacao consideraremos simplesmente
u € E);(B(zo,r)) com r suficientemente pequeno a definir. Pela férmula de inversao das transformadas

FBI-BH (conforme Lema 2.1.5), consideraremos

u(z) = J}Rm o e g (e&) Forult, &) | dtdé
= Ii(x) + I3(x) + L(x) + Ii(2),

em que I{(x), I5(x), I5(x) representam a integral de Do (&) F u(t, £)[§]*™/EM nos respectivos

dominios de integracao:

U = {(t,&): [t —xo| < A1, £€ R™}
Uy = {(t,&): |t —xo| > Az, € R™}
Us = {(t.&): Ar < |t —wo| < A, [¢§] = 1,
Uy = {(t,8): Ay < |t —xo| < Ay, €] <1}

com Ay, Ay > 0 a definir e g(§) = L&Zﬂ tal que y € DM}(B(0, R)) (R > 0 suficientemente pequeno
@m

a definir) e { y(z)dz = 1. Provaremos que existe uma vizinhanca U, de xy em que cada [ ; converge
em &}, para uma funcao de classe £y (Uy,).

Pela hipé6tese, podemos considerar A; > 0 tal que |.7-"pAu(t, )| < CemerM(2l€) | quando |t —x0| < A,
e £ € R™. Por (1.25) existe ¢ > 0 tal que |Fu(t,&)| < Ce M) para todo |t — x| < Ay e £ € R™.
Como x € Dy (R™) < S(R™) (em que S representa o espago de Schwartz) temos ¥ € S(R™) e

portanto o = ﬁ é limitada. Assim, por (1.23) e o item 7 do Lema 1.1.9 vemos que para todo

TeR™, (1,€) e Uy e ¢ > 1;

22 (IRt )| < Lo et
ﬂ-m

< C«|€|\a|+)\m/2k:efM(c’|§|)
< OlgflaltteMEleD
(1.23) Hlal+ L
< OVAZ—— My e 2MCD e LYR™)  (2.19)

cllel+l
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em que [ é um inteiro tal que <l < dm - + 1. Como F/ Ay é limitada em conjuntos limitados temos
uma desigualdade do tipo (2.19) satisfeita para o caso || < 1. Assim podemos aplicar o teorema da

convergéncia dominada, obtendo

I(x) — Li(x) = j @D omym Fou(t, €)|€| AR atde, quando e — 07, (2.20)

U1

uniformemente. Além disso, por (2.19) (considerando € = 0), podemos derivar sobre o sinal de

integracao obtendo:

|03 11 ()]

N

CmMaulJe_éM(dﬂ)df

(1.3)%1.24) C‘a|+l+1H‘a|+l+1MlM‘a|

< ooy, (2.21)

jé que [ é um natural fixo. Portanto I§ converge para I; em &£},(R™) e além disso I; € &y (R™).
Para I§ considere A, > 0 suficientemente grande e r suficientemente pequeno de modo que

r <1< 42 (lembrando que u € &};(B(zo,7))). Observe que |t —a/| > 42 > 1, quando [t — x| > Ay e

|2 — x| <7 < %. Note que por (1.17), pela regra de Leibniz e pelo Teorema A.1.3 para todo L > 0

existe C';, > 0 tal que

. , N | (L1 : / /
|‘7:1;\u(t7€)| = ¢ <u;€z£(t—x)—|£\*p(t—w)>‘ < CpCLZL‘a|M| ' sup |5§,(615(t—x)e—c\ﬁl*p(t—x)”
|2’ —zo|<r
Ll o |§|’\6a’p(t—x)]’“
|er|—|B] —clé[Mt—a'|
< ¢ LZM|a wlsir))qﬂz < )|§| Z Zﬁ'n F T
<«

Ll O el D e oo b Il elt = 7
< CpCLZ sup Z <5) |€|| | |/3|le6 7= Zﬁ‘n k: | al ’
=

M|a\ |’ x0\<7‘6<a

para [t — xo| > Ay, em que na ultima estimativa existe tal ¢ > 0 pois p é um polindémio de grau 2k.

c Mg 2K] %
Como, [( /2)1€] k\;t' | ]

: < 6(0/2)‘5““33"%, segue que para todo 6 > 0 temos,
i

. E
Aueol < oL s 3 (ke ‘6'2 RV | B

M\a| |2/ —zo|<r B<a

, H |a\
< CJDC'LZJ(CL)W| sup 67(0/2”5““71‘|2ke%M(9‘$|) (1+—> 5

o |z—zo|<r 0
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para [t — x| > Ay e £ € R™, em que na tltima inequagao usamos (1.13), (1.23), (A.5), (A.10), que

D B<a (g)tla\—lﬁl = (1 +t)l*l e que ¢ = k;. Por outro lado, observe que se |t — xo| > Ay e |z — zo| <7

temos
/ / A2

|t — '] = [t = o] — |2 — o >A2—7“>7,

pois r < 42. Além disso,
A t— t—
2| > [t — o] — 22 > |t — | — =Tl _ =0l
1/x

sempre que |t — x| > Ay e |z — x9| < r < £2. Deste modo, denotando a = [4 (“;2)%] 0 = ac,

considerando L suficientemente pequeno, aumentando C' (se necessario) e aplicando a propriedade

(2.10) segue que,
Pult, &) < Co IR o (emledes P S
< Com e lmal® —ale)*  EM @)
CI0 e (5) ol - M(alel)+ L (o)

_ e mtn () ol - dar) (2.22)

para |£| > %” Observe ainda que, como Fu ¢é limitada em conjuntos limitados segue que (2.22) é
satisfeita para todo £ € R™. J& que (2.22) é satisfeita para todo & € R™ podemos proceder de modo

andlogo ao caso anterior (veja (2.19), (2.20) e (2.21)) e concluir que

I5(z) — In(x) = f e @D mmFu(t, €)|¢|M/CRdtde . quando e — 01,

U1

uniformemente e ainda [, € &;. Concluindo assim que em uma vizinhanca de z, temos que I§
converge em &), para uma fungao de classe &y;.

Agora estudaremos o limite de

J J (x,) ;1500 5 () it (t=a") o lE Pt =) |§|<Am>/(2k>> dtd¢
l€]=1 JA <t~ xo\<A2

J J f 0 (€§) 05 (=) T IR | O/ CR) oy (o) S (2.23)
|>1 {Al |t x0\<A2} B B(Io, )

em que ug sao medidas borelianas obtitas aplicando o Teorema 1.1.6. A principal diferenca desse caso
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para os demais é que, nesse caso nao é possivel estimar diretamente a o — ésima derivada (em x) do
integrando por uma fungao integravel. Para podermos aplicar o teorema da convergéncia dominada
e derivar sob o sinal de integracao se fara necessario um “contorno” do dominio de integragao na
variavel &.

A seguir, fixado € > 0, aplicaremos o teorema de Fubini. Para isso precisamos provar que o

integrando em (2.23) em mdédulo é integravel. Note que como o = ( X_ ¢ x € Dy segue do Lema

2m)™
A.15 que existe C,b > 0 tais que |o(¢)] < Ce MUIDeRIS y¢ e C™. Dado 42 < I € N, pelo Lema
A.14 (com g(2',x) = x — 2o, f(2',2) = 2/, ¥ = p e § = ce), pela propriedade (2.4) e pelo Teorema

1.1.6, para arbitrario L > 0 existem constantes C, > 0,C' e b (independente de L) tais que

[ [ttt e ey omen) gy e

(€121} (A1 <lt—z0l< A2} P Blao,r)

< C J f (CL)' (CLYP o rtoelel yele a2+ , 2 GeleD 8141 My dtde
[€]=1 JA1<|t—z0|< A2 5 MW\
< | etmedange 2V Lo

[€1>1

para L suficientemente pequeno e € > 0 fixado (observe que nesse caso dominamos o integrando por
uma funcao dependente de ¢, a grande dificuldade deste caso, que nos levara a contornar o dominio
de integragao, é encontrar estimativas dependentes de €). Deste modo podemos aplicar o teorema

Fubbini e escrever (2.23) do seguinte modo,

Ig(l’) _ J Z f J i€ (z— t) 65 66{€Z£(t z') 7|£\’\ t— x’)}|€|)\m/ %)dfdu ( )d

A1 <|t—z0|< A2 B(a?o, , €121

Também pelo fato do integrando da integral acima ser integravel em valor absoluto temos que
I5(z) = lim I$° 2.24
) = Jim () (2:24)

em que (aplicando o Teorema A.1.3)

O f Zf f @0 ()08 {2 PP € K e gy (!t

A1<ft—zo|< A2 p B(zo;r), 1<§|<S
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ﬁ ) , |'7‘ N ,
( ) (i)t 3 rlePre—s)
f‘)/

q=1

- | B[ [ ey

Ar<ft—zo|<As P B(ao;r), 1<[e|<S v<p

ol Qg AL
e 'H —l¢l* A{ﬁ ( x)}k PR A dug () dt, VS > 0

p

pois R™ = [J{5 {€ e R™ : |¢] < S}. Defina ((¢,5) = £+ is|¢Mz —2/), com 0 < s < s’ < 5 (&' >0
fixo a escolher). Observe que o ramo da extensao holomorfa do médulo de ((£,s) (denotado por

{C(&, s))) estd bem definido pois

3¢ (& )| < sl€*(Ja = o] + o — 2']) < €] = IRC(E, 5)], (2.25)

para |m’—a70| lzr—zol <1, [¢] =1, A< 1es<s. Para DS ={C(&s)=E+isléMz—2): 0<s<

< €] < S}, pelo teorema de Stokes vemos que

5w - | Zj | B sl

Ar<|t—xo|< Az B(zo,r) | 1<[g|<S

b B0 o€ 9ldE )

€]=5, 0<s<s’

+ j To(w, 2/, 1,C(6,8), B) [Gen) (& 9)| (€, 5)

|€]=1, 0<s<s!

+ Z f [Z5(z, o' £, ¢, B)] dC ¢ dugdt (2.26)

em que

e .0.5) = o) T @(_WW
¥<B

ol ol ki g A% k;
_ O {5 JP( WY Amjn
o S 2 H — (Y
r=1
|Ce,5)(&, 5)| representa o determinante da jacobiana de ((&,s) (e para s’ fixo representaremos o de-
terminante da jacobiana de ((&,s’) por |(¢(€, s")| no caso da primeira integral a direita em (2.26));

observe que |(¢(&, s')| ¢ limitado (procedendo de modo andlogo & (2.3), pois || - €2 < €M < 1
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quando || = 1e0<A<1)eJ(s) < CS™ Nosso objetivo é provar que, independente de €, cada
uma das integrais converge uniformemente em uma vizinhanga U,, de xy para uma funcao de classe
Em(Uy,), quando S — +w e € — 0.

Como a terceira integral a direita em (2.26) possui dominio de integragao limitado (nao dependente
de S) e ainda o integrando é uma fungao de classe £y, na varidvel z segue que quando ¢ — 0 esta
integral converge a uma funcao de classe &y na varidvel x (em uma vizinhanca aberta, de modo
analogo ao que fizemos para I{ e IS).

A seguir provaremos que o integrando da quarta integral em (2.26) é zero. Observe que pelo

teorema de Paley-Wiener temos ¢ é holomorfa. Deste modo é suficiente provar que {¢)” é holomorfa

A

(na varidvel ¢) em D2 para p € {2, A} (logo, ¢ suficiente provar para p = 2 ). Lembrando que

C(&,8) = €+ is|éM(w — 2') e considerando s < s’ < 1, com s suficientemente pequeno, temos
RACE )P} = [6]” = %[ (r +7)° = € (1 — 457r?), (2.27)

para |z’ — 29| < r e |z — xo| < r (com r suficientemente pequeno tal que 1 — 4s%r? > 1 — 4r? > 0).
Como S{[C(&, 8)]*} < 2s|EPTHz — 2| < 4s[€)?r (para |z — x| <7, |2' — 0| <7 |§] = 1e0< A< 1)

e R{[C(&, s)]*} < |¢|? temos

cos{arg([¢(&,5)]*)} = T (’%{[C(ﬁ, SPPHAY2 T [[EF + 16s2r2[€[1]2 T V1 + 16522

RAIC(E, )17} ) (1 —4s°r%)
[(RA[C(E, 9)]%})?

=207 60 < s < 8 temos

2

Como cog? & = (cosO)+1
2

— 4522 /
e (cos(arg[ﬁ(&s)]?)+1)”22 (%H)
2 2 2

<1 —48%r? + /1 + 1652r2> 12
24/1 + 165212 '

Por outro lado,

s—0t

y (1_432r2+m)m ,
1m = 1.
2¢/1 + 16s2r2

arg [C(¢, 5)]?

R
COS 9
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Assim, do teorema do confronto segue que

2
i cos 28 1CES)]T
s—0t 2
Entao,
2
lim 2lEOF (2.28)
s—0t+ 2

Logo, para todo 0 < p < 1 existe s’ tal que

o _arg (S 8)) .
1 2 1

P 2114 2 /
para s < s'. Sendo p = ﬁ como () = e2llodlcZIHiare ™} o tamhém —& < arg(? < & segue que

{¢)? é holomorfa em D,. Além disso, {(¢)* também define uma funciao holomorfa em D,,. Portanto
concluimos que o integrando da quarta integral a direita de (2.26) é zero.

Antes de estudar a primeira e a segunda integral a direita em (2.26) mostraremos que existe a > 0
tal que R{C(E, s))* = al¢|*. Observe que por (2.28) temos que cos{(\/2) arg[( (€, s)]*} = 1, para s < s
(diminuindo s’, se necessdrio) e de (2.27) obtemos |R[((&,s)]?] = % (diminuindo s de modo que
€12

sr < \/g e a partir de agora s’ nio serd diminuido novamente). Como |[¢(&,5)]° | = |R[¢(&, )7 | = &

temos

R{C(E ) = R{e%“"g‘K“vsﬂ“wg@}—wbg” (€ cos{(A/2) arg[¢ (€, 9)]*)
HictE P10 > e = BT

\Y

T QA —57 (2.29)

A seguir serao estimados os integrandos da primeira e da segunda integral a direita em (2.26). J&

que (&, 5) = € +is|¢M(x — '), segue que
[C(E, 8)y| = [eBtoalcesFainelc@a)) < (¢, )P < (J€] + = |£|> 2],

para todo p > 0, |z — | <, |2/ —z¢| <7 er < . Pelo Teorema A.1.5 (aplicado a x € Dy (B(0, R))),
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(2.4), (2.29), (A.9), (A.10) e (A.13),

|I§(a:,x',t,C(£,s),B)| < 6*5‘5|)‘\x*x’|2C«efM(C’\GC(fvS)D6R5|§‘*|1‘*$’\ Z (ﬁ) |C(£7s)||5\*\7\ «
Y

y<p
el ol A vk,
—c(|€]>/8)|t—a’|2* (2|€|) IrC" Am/(2k
% Z e —l€1*/8)lt—='| Z(,y)!HW[QKH /(2k)
r=1 p j=1

< e MR g [ 2h) sleP e’ pRefePle—s'] (5) [2/¢]/% 11
g

v<B

kel el A
« Z 6*(0/8)\£|A\t7:v’\2k Z(V)! H wglvi
r=1

< e MERADCIBI || 388l osleP a2 Rsle o=l o~/ EP oo

para |z’ — xo| < r,  em uma vizinhanga suficientemente pequena de xy a escolher e s < §' < 1,
lembrando que como p é um polindmio existe constante uma constante que (sobre compactos) domina
p e suas derivadas. A seguir dividiremos as estimativas em dois casos:

1. Se |2’ — xo| < 4L entdo

A
[t =] = |t = o] = |2’ — x| > T,
para A; < |t — xo| < Ay. Assim, lembrando que s < 1 e assumindo R < § (%)% segue que

A /2 A A 112k Ao A1V o0 A A
¢Sl oo P RsleP—cle Mo P o pRIEP—e(FH)TIEN — gl < pomslél

para 7 = § (3)"

2. Se A1/2 < |rg — 2’| < r (observe que se r < A;/2 nao é preciso considerar esse caso) entao

‘11 111 ‘11
e — | — > - ==
|.T :L’| |.CC fL'()| |ﬂf :IJ0| B 1 1 s

para |z — zo| < 4.

Logo,

- Ao 0|2 A X 12k - ArA1N2 A _ A
¢Sl lo—a [P Rle—cleM P o —sle (T HRSE o reslel

escolhendo R suficientemente pequeno de modo que v = —R + (A1/4)? > 0.

Por esses dois itens vemos que podemos fixar uma vizinhanca U,, de xy de modo que diminuindo
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R, se necessério, existem C, v > 0 tais que
[ Z5(2, 2", 1, (€, ), B)] < CPHHg[PFm e MGt g meiel” (2.30)

para z € Uy, e |§| = 1 (lembrando que 0 < A < 1). Para L > 0 suficientemente pequeno, aplicando
(1.15), segue que a segunda integral a direita em (2.26) (lembrando que nesse caso |((,s (&, )| < S™)

é estimada por

| 2 | merncnnl ool de s

1<lt—wol<Az P B {l¢gl=5,0<s<s)

< f ZJ J O|B|+1|§|Iﬂl+m —M(c'e24) j—ysl] S™d(¢, s)d|ug|(x")dt

Ar<lt—zol<As © B {l¢g=5, 0<s<s}

15l
< Z CLL J CIBI+1 = M(c'e25) ,—ysS™ | glBI+3m
0

7 Mg
H|ﬁ|+3m ,
< ZOL(CL)BS/MSmﬂWeéM(ce2S)’
B

em que a ultima desigualdade segue de (1.23) e (1.3). Observe que para cada € > 0 fixado existe
L > 0 suficientemente pequeno de modo que a soma acima ¢ finita (se reduzindo a C'e™ FM( 29 e
deste modo, com € > 0 fixado, a segunda integral a direita em (2.26) converge para zero, quando

S — 400. De fato, para € > 0 fixado, pela definigdo da funcao associada M (veja (1.18)) temos

My

e—%M(Qc’eS) < 6——10g{(20€5’) J M3} <
2c'eS

— 0,
quando S — +o00. Portanto podemos concluir que a segunda integral a direita em (2.26) converge
para zero, quando A — +oco.

Para primeira integral a direita em (2.26) observe que, por (2.30), lembrando que [(¢(&,s')| é

limitada e aplicando (2.10), temos

, (2.10) 7
||I€(£C o t, g( ) )| |C§(£ 3)” < C«\B|+1|§||B|+me—~/s lg]> < C|B|+1|§|Iﬁl+m€—M(c 11
1.23 1 "
t2 IO Mg e 3D (2.31)

para 7Y/A'/71|¢] = ¢, Além disso, como |¢[1BFmezM(€1E) ¢ limitado em conjuntos compactos temos
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que (2.31) é valida para |£| > 1. Por outro lado,

> JCiﬁ“MmeM<C”|f>d5du6(x’)dt

{Ar<lt-zol<as} P B |¢f>1

(CL)? e
<Cp M‘m e (e |£Dd§ < +400.
Zﬁl Mg lgl>1

Assim, segue do teorema da convergéncia dominada que I§(x) converge para

Ko = 3 j G 8<mx’>o<o>2(f)<z'<<f,s'>>“x

Ay <|t—zo|<Az 1<é] V<P

ol ol WK A% Nk;

_ s _ — C 6,3 J ax/]pt—x 7 m

% Z e &M p(t )2(7)| 1_[ < ( )>k'<{ A)'kj( )} <C(§7 S/)>>\ /2k|C§(§’ 8/)|d§

r=1 ) j=1 . Oé] .

) , /B vl \ ,
N J (e 5(0) T ( )(ic(&s))ﬂ—v I e )
y<pB 2 r=1
|€|=10<s<s’ =

a A
<Z0 H ol AP (e e s>} .
Para provar que I3 € &y em algum aberto basta ver que de modo analogo as estimativas feitas
anteriormente (para € = 0) podemos dominar as derivadas parciais 0% dos integrandos (na definigao
de I3) por fungdes integraveis e derivando sobre o sinal de integracao podemos concluir que I3 € &yy.

Como o dominio de integracao U, € limitado segue que I € C¥ < &, para cada € > 0, e I
converge uniformemente para uma funcao I, € C*(C™), quando € — 07.

Portanto existe vizinhanga U,, (interse¢ao das vizinhangas de zy dadas em cada caso) de z, tal

que, lim o+ uc(z) = lim._,g+ Z] 15 = 2,1 1 € En uniformemente. u

2.3 Caracterizagao de micro-regularidade de classes de Denjoy-Carleman

O principal objetivo desta secao é definir e estudar a micro-regularidade DC de ultradistribuicoes.
Seguindo as definigdes e resultados de micro-regularidade suave (e analitica) apresentados em [15,
Chapter V| definiremos micro-regularidade DC via ultraditribuigdes a valores de fronteira bf (no
sentido de D)) e gracas as condigdes necessarias e suficientes para existéncia de ultradistribuigdes a

valores de fronteira bf apresentadas em [/] mostraremos que a micro-regularidade DC é equivalente
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a um decaimento das transformadas ]—";‘.

Se M ¢ a fungao associada a sequéncia (M;), seu conjugado de Young w* : [0, +0) — [0, +o0] é

definido por w*(r) = sup;so{M(t) — rt}. Em [18] encontramos a definicao da seguinte fungao
M*(s) = —log;)rellg{sp;\!fp} :
Além disso em [18] os autores provam que para todo H > 1 existe uma constante C' tal que
M*(Hs) — C < w*(s) < M*(s), Vs> 0. (2.32)

Outra propriedade importante para M* é;
M(t) < inf{M*(s) + st}, Vt=0. (2.33)

De fato, observe que pela definicao de M* e pela continuidade da fun¢ao log temos

s=20 Sij

i M. !
igg{M*(s) + st} = inf {—log inf { i - ]} + log(eSt)} = ig(f){sup{log < J ) +log(e*")}}
s= J 7! 520"

\Y

. J! (st)! t!
f log —=— +log 2 b — suplog ~— = M(1

J
520 | 57 M; j

para todo t = 0.
A seguir serd apresentada uma condicao equivalente a existéncia de ultradistribuicoes a valores

de fronteira.

TEOREMA 2.3.1. ([4, Theorem 3.1]). Sejam, V < R™ um subconjunto aberto, I = R™ um cone
aberto com vertice na origem, I's = T' n B(0,4), uma funcao f € CO(V +iLs) e V uma estrutura de
posto n, de classe Ey (localmente gerada por campos Lq, ..., L, que possuem coeficientes de classe

Enr) e localmente integravel, satisfazendo
1. Life L®(V +ily), 1 < j < mn;

2. para todo n > 0 temos

|f (@ + at)|e MU/ < o, (2.34)
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Entao existe o ultradistribui¢ao a valor de fronteira bf = limrs; 0 f(-, 1), em que o limite é

dado na topologia de Dy, (V).

As fungoes que satisfazem (2.34) serdo chamadas fungdes com crescimento M *—exponencial.
Para definigao de micro-regularidade DC se faz necesséria a definicao de extensao M —quase

analitica.

DEFINICAO 2.3.2. Seja Q < R™ aberto e f € £(Q). Uma fungio f € Ey(Q x (—=1,1)™) € chamada

extensao M —quase analitica de [ se:

1. f(z,0) = f(x), para todo z € Q; e

2. para todo z =x +iye U x (—=1,1)™ e N = 1,2,... existe uma constante C' > 0 independente
de N tal que
ﬁf N+1MN N
_ < g
Z(Z) <C N ly|™. (2.35)

Observe que a condigao (2.35) é equivalente a

of

e < Ce—M*(Clyl)
= (2)| < Ce . (2.36)

Uma funcao f € En (2 x V) satisfazendo a desigualdade (2.36) é chamada M —quase analitica. E
importante lembrar que em [3] os autores demonstraram que toda func¢ao de classe £y possui uma
extensao M —quase analitica.

Lembrando que podemos definir a micro-regularidade suave de uma distribuigao a partir da soma
de distribuigoes a valores de fronteira bf, com f quase analitica e de crescimento temperado (veja
[15, Definition V.2.5, Definition V.2.11 e Theorem V.3.7], no caso de micro-regularidade analitica a
defini¢ao é analogo, considerando f analitica no lugar de quase analitica), somos motivados a definir

M —micro-regularidade do seguinte modo:

DEFINICAO 2.3.3. Sejam u € D) (R™), xo € R™, £ € R™. Dizemos que u é M—micro-reqular em

(10,&%) se existem vizinhanga V de o e cones abertos e agudos Ty, ..., T}, em R™{0} satisfazendo:

1. 50'1"j<0
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2. para algum § > 0 existem fungoes f; as quais sio M—quase analiticas em V + (I';)s, com
crescimento M*—exponencial (logo bf; existe em uma vizinhanca de xo, para j = 1,2,...,k )

e ainda u = Zle bf; em uma vizinhanca de xg.
Tendo definido M —micro-regularidade é natural definir o conjunto frente de onda de classe &y, :

DEFINICAO 2.3.4. Seja u € &);. O M—conjunto frente de onda de w, denotado por W Fy(u),
¢ o conjunto dos pares (xg,&) € R™ x R™ em que u nao é M—micro-reqular. Nds denotaremos

W Ey(u), = WEy(u) n ({p} x R™).

A seguir serao apresentados dois teoremas que caracterizaram o conjunto frente de onda &y, de
uma M —ultradistribuicao via decaimento das transformadas FBI-BH .7-"];\ (apresentadas no Exemplo

2.1.3).

TEOREMA 2.3.5. Sejam zp € R™, u € E;,(R™), 0 < X\ < 1 admissivel para M (isto é, a propriedade

(2.10) € satisfeita) e p(x) = Z any® um polinomio satisfazendo (2.4). Se & ¢ W Ey(u)o entdo
|o|=2k
existe uma vizinhanca W de 0 em R™, um cone aberto C em R™\0 contendo &, e constantes ¢, C' > 0

tais que

P2 (w)(t, &) < Ce™ kD (¢, e W x C. (2.37)

DEMONSTRAGAO. Antes de demonstrar o caso geral demonstraremos o seguinte caso particular:

Seja & ¢ W EFy(u)|o de modo que, existe § > 0, um cone I' € R™\{0}, tal que & - I" < 0,
uma vizinhanga aberta V' < R™ de 0 e uma funcdo M —quase analitica f € Ey(V +
il"), com crescimento M*—exponencial e tal que u = bf em D), (V), entdo existe uma
vizinhanga W da origem e um cone aberto e conexo C com vértice na origem em que a

desigualdade (2.37) é satisfeita.

Como & - I" < 0, fixado vg € I' podemos considerar ¢ > 0 suficientemente pequeno a ser definido

de modo que
S <
-~
S0l vol

Seja Xju—ok Ga = p e g € Du(Be(0,¢/(8-2%%p))) " tal que 0 < g < 1 e g =1em Be(0,3¢/(32-2%p)).
J& que u = gu em B¢(0,3c /(32 - 2%%p)) pelo Lema 2.2.2 é suficiente demonstrar a estimativa (2.37)

1/2
Denotaremos B¢ (0,7) = {z = (z1 + Y1,y T + iYm) € C™ : (Z;nzl xf + Z;n:l y?) < T} , para r > 0.
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para F. A(gu), no lugar de sz\(u). Como u = bf em D), (V), considerando ¢ suficientemente pequeno

tal que B(0,¢/(8-2%p)) c V e aplicando defini¢io da transformada F,), segue que

]:};\(gu)(t,é) = Cp<(g -y, 6Q(t,y,ﬁ)> = ¢ <uy’g(y)eQ(t,y,§)>

— o y Q(tvyvg) — ] ) ﬂ Q(t7y7£)
o dim [ 700+ o))y~ tim [ 1 (y+ im0 ) gty

em que Q(t,y,&) = i& - (t —y) — |€]*p(t — y). Considerando x € Dy (B(0, /(16 - 2%%p))), tal que

0<xy<leyxy=1em B(0,¢/(32-2%p)); e uma constante o > 0 a ser determinada, defina

Vo

Z(y,s) =y +isx(y )|UO|

Com o objetivo de contornar o dominio de integracao, para cada 7 > 0 fixado aplicaremos o Teorema

de Stokes na variavel y para variedade

. U
D={y+ lsx(y)ﬁ Hyl < /(16 -2%p), 0 < s <o}

Supondo 0 < 7, ¢ < 1 suficientemente pequenos de modo a Z(y, s) +i72 € B(xg, ' /(16-2%%p)) +il,

|vol

para todo y € B(zo, /(16 - 2%p)) e 0 < s < o; aplicando o teorema de Stokes (para cada 7 > 0

suficientemente pequeno fixado) segue que

. ~ . U ~ Y g
Rowe) = T [ 7(30m0) i) oo . 0)ldy
i . Yo t,2,&
+ — < f (z +ZT—) g(z)e! }dw Adzy A Adzpy,
;JD 0Z; { |vol =) ! !

em que Z,(y, o) representa o determinante da matriz jacobiana da fungao y — Z(y, o).

Como eQt28) — (it (t=2)=[EI*p(t=2) &€ O(C™) na varidvel z (com ¢ e & como pardmetros) obtemos,

Ra©) =t [ 1 (30,00 i) o)L oy

T—07F

+j2=1 J; 6—; {f (Z + ’LTﬂ) 9(2)} eQ(t,Z,E)dzj Adzy A A dzy,.

ol

Além disso, se z € D temos que |z| < m +0 < (considerando o < ¢//(32 - 22%p)) e entdo

32 22kp
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lim | f <2(y, o)+ Z'Tx(y)ﬂ) g(Z(y, U))@Q(t’g(y"’)’@ﬁy(y, o)|ldy  (2.38)

T—07t 'U0|
" Z J 0z, { <Z i ZT%) } W5V dzy ndzy Ao A da.

A seguir estimaremos a parte real de () (RQ). Como o produto interno é uma fungao continua e

Fo(gu)(t,€)

Lo Mo < ¢ existe uma vizinhanca aberta W’ < ™1 de & |£ | tal que

.0 oS veew
|vo 2
Definindo
Cﬁ{{'eRm-ieW’}
I3
temos

RIQU ) =R - (1= y—isx() ) P 3 aa (1= 0 im )

| =2k [l

< - sx(v) |§| € 25 aa ), ()t‘ . ﬁR{(_“X(y)ﬁ)ﬁ}

|o|=2k 0<B<a

<~ sx(v)5 el — ePp(t )

'f'ﬂ;%a“oq;a( Ja-ur ﬁR{(‘”X( >|ZE|)B}
sl - - o 1P S a3 (5) -l e

la|=2k  |B|=1

e Y a Y (g)w—w-ﬁ'(sx(y))? (2.30)

|a|=2k 0<fB<a, |8]>1

para £ € C, |y| < ¢/(8-2%p), s <o <1 et em uma vizinhanga da origem a definir. Para obter uma

melhor estimativa consideraremos dois casos distintos:

1. Caso |y| < /(32 -2%)p). Nesse caso |t —y| < 32,;’2% + 32.512% = 16;’2%

< 1, para [t| < ﬁ

e d < 16 - 2%p. Além disso, pela definicio de Y temos x(y) = 1. Entdo, lembrando que
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Z ao =p>0e <1 temos
|o|=2k

RIQU 9.0} < ~sSldl vl Y an Y ( >|t_y|a ol

la[=2k  |B]=1

CID IS Y ) [T

|a| =2k 0<fB<a, |B]>1

sl [C— _ o (m) (1 s>]

< —oldl|5 - G40 < —slel’y

N

para s <o < 1, ly| < d/(32-2%)p), |t| < /(32-2%p) e [£] > 1.

2. Caso /(32 - 2%p) < |y| < /(8- 2%p). Nesse caso temos |t — y| < 5 2% < 1, para [t| <

CI
16-2%Fp

(e considerando ¢ suficientemente pequeno de modo que ¢ < 5 - 2%p). Assim, escolhendo

d <5-2%peo < i, temos que

__+ S a0 Y ( )|t—y|a e Y oa Y <g>lt—ylo‘_ﬁ'sx(y)

o]=2k  |B]=1 la|=2k  0<f<a, |8|>1

< —= - —0o0 <0 2.40

1716 T 167 (2:40)
Por outro lado, [t —y| > 5 ;;kp — 64.5’2% = & 2'% , sempre que ¢/(32-2%p) < |y| < ¢/(8 - 2%p),
it < &1 2% . Colocando s|¢[*x(y) em evidencia nos dois tltimos termos de (2.39), por (2.40)
segue que

- c c
R{Q(t, 2(y,s),8)} < —Sx(y)§|€| — &P elt — y* + 8><(y)z|§|A
c A c 2k
< —SX(?J)Z|€|—3|§| C(m) ;
para s < 0 <1, ¢/(32-2%p) < |y| < /(8- 2%p), |t] < gr5mm,, €] > Te A< 1

Destes dois itens concluimos que existe ¢; > 0 tal que

RQ(t, 2(y,s),£) < —c1slé], ly| < /(32 - 22kp);

RQ(t,2(y,),€) < —sx(y)eilé] — seilé], /(322 p) <yl < /(8- 2%p);

(2.41)

(2.42)
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para s < 0 < 1, [t| < & 2% , €€ C (tal que |¢] > 1) e A < 1. Com intuito de estimar F,(gu)(t, )
estimaremos as duas integrais a direita em (2.38). Observe que dado z € D existe y € B(0,¢'/(16 -

2%k p)) e s € [0, o] tais que

Para estimar a segunda integral a direita em (2.38) observe que como f é uma fungdo M —quase

analitica (ou seja, f satisfaz (2.36)) segue que

‘(azj ) <y +isy(y) -2 + wﬂ) QUEWSO| < e M*(ea(sx(®)+7)) (RQU1E(W:5)€)

|vol |vo

Novamente separaremos em dois casos:

1. Caso |y| < /(32 - 2%*p). Lembrando que nesse caso x(y) = 1 e aplicando (2.41) segue que

o~ MH(ea(sx(W)+7) RAWEs) UL M (ea(s4m) gmer(s+7lEl gerrlel o= info(M*(O)+0(c1/ea)le]} yerrle]

G2 el gerlel 729 o~ M(esfe]

para c3 = ¢1/ca, s <o <1, Jt| < £eC (talque ¢ >1)e A< 1.

64- 22k )

2. Caso /(32 -2%p) < |y| < /(8- 2%p). Por (2.33) e (2.42) temos

o M (ea(sx(w)47) RO &) L

e~ M*(c2(sx(m)+7) o —sx(y)en [§] —scr [¢]*
< e~ M*(c2(sx(y)+7)) o —c2(sx(y)+7)(cr/e2)[€] rer [€]

.38
2V o Meslel) gerrlel 729 o~ Meslel)

Destes dois itens (observando que o determinante da matriz jacobiana da funcao (y,s) — Z(y, s) é

limitado) podemos concluir que
lim Z J i {f (z + iTﬂ) g(z)} eig'(t’z)’mkp(t’z)dgj Adzy A A dzy, < CeMElED (943)
; v
j=1

para o < 3, [t| < €eC (talque [{|>1)eA<1

64.- 22k )

Para estimar a primeira integral & direita em (2.38) observe que como u = bf em D},(2), pela

topologia estabelecida no espaco das M —ultradistribuicoes e pelo Teorema 1.1.6 podemos encontrar
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0o > 0 tal que para todo 0 < § < g e € > 0 existe C, > 0 tal que

Kf( +irx( >| ) 5>‘ OZ M a3t y.€) Ny,

para todo ¢(t,-,£) € DM(Q) (em que t e £ sao encarados como parametros). Considerando

o(t,y.¢) = g(2(y, 0))e?* Wz (4 7),

e W = B(0, m), por (2.38) e (2.43) temos
[Fo(gu)(z, Q)] < Ce™ M@l ¢ Z M 95(t Y. €) ey - (2.44)
para 0 < 5, te W £ e C ( tal que |{]| > 1) e A < 1. Observe que como g, Z, Z,(-,0) € Eu, pela regra
de Lelbnltz, temos
0%9(t, y,&)| = ; (g) Clo P Mgy |05 00)0)] (2.45)

Pelo Lema A.1.4 (lembrando que Q(t, 2(y,0),&) = i&- (t — y—ioy ) IEPp(t— y—zax(y)—‘)) temos:

2ot y,0 = Y <0‘> CloBIN,, g RO O MO HO IS

B<a

em que t € W, |y| < e |¢] > 1. Observe que de (1.19), (2.10) (2.41), (2.42) e diminuindo c; (se

C/
8,22kp
necessario) temos

RQ(t7g(y70.)7€) < _M(C3|€|)> )

emquete W, |yl </(8-2%p) e eCr=C\B(0,R) com R > 0 suficientemente grande (dependendo

apenas da sequencia M). Considerando 6 = ¢z temos
056 (t,y, €)| < Cl M e M@ (1 y €) e W x B(0,¢/(8 2% p)) x Cr.
Assim, voltando em (2.44) e escolhendo € suficientemente pequeno segue que,

P (gu)(t,6)| < Ce 2Mlesith, (2.46)
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para (t,£) € W x C (ja que, Fzg\(gu)e_M(CS"g') é limitada em conjuntos limitados).
Deste modo completamos a demonstracao do caso particular proposto no inicio. O caso geral
segue pela linearidade das transformadas FBI-BH. [ ]

A seguir apresentaremos a reciproca do Teorema 2.3.5.

TEOREMA 2.3.6. Seja u € Dy, (R™), p um polinémio real homogéneo e eliptico de grau 2k e
0 < XA < 1, tal que X\ é admissivel para sequencia M (isto €, a propriedade (2.10) € satisfeita).
Se existe uma vizinhanca aberta W < R™ de 0, uma vizinhanca conica aberta convexra centrada na

ortgem C < R™ de & € R™, e constantes ¢, C' > 0 tais que
P (w)(t,§)] < Cem™ED y(z, () e W x C, (2.47)

entio & ¢ W Ey(u)]o-

DEMONSTRAGAO. Seja r > 0 um numero real suficientemente pequeno (a definir) e ¢ € Dy, (B(0,r))
tal que ¢ = 1 em B(0,7/2). O Lema 2.2.2 nos garante que para provar que & & W Fy(u)y é suficiente
provar que & ¢ W Fy(¢u)o. Para simplificar a notagao, no lugar de ¢u escreveremos simplesmente

ue & (B(0,7)). Pelo Lema 2.1.5, temos

u(z) = lim e Do () Fpult, &)|E ™ dtde,
e—=0" Jpm yRrm
em &,(B(0,7)). Assim como feito em [15, Theorem V.3.7] podemos considerar cones agudos (com
vértice na origem) C, ..., C,, tais que:
1.
K —
R™C = | |, (2.48)
j=1

2. 0;nCy =, para todo j # [; e
3. Ij={veR™:{-v>0paratodo { € Cj e & v <0} éum cone agudo aberto ndo vazio.

Diminuindo I';, se necessério, podemos encontrar uma constante 0 < ¢’ < 1 (suficientemente pequena

a definir) tal que

§v =], (v,§) el xCy (2.49)
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Para r > 0 suficientemente pequeno, de modo que B(0,r) < W, considere

U= u; + Uz + us,

em que
li l@—t) 5 m/2k g4 1
E—’I(?*f JB(OT) (<€)7 ( )t §)¢] tdg,
li zE(z t) A m/2k
= f\f o, VT W)l s
e

w=lim [ (e F) ) I e,
e=0% Jrm JR™\B(0,r)

Observe que de modo analogo ao que fora feito a funcao I; na demonstracao da reciproca do Teorema

2.2.4 vemos que u; € &y. Além disso, observe também que a soma das funcoes I, I3, I, definidas

na demonstracao da reciproca do Teorema 2.2.4 coincidem com ug e assim ug € £y;. Lembrando que

toda fungao de classe &y, possui uma extensao M —quase analitica (veja [3, Lemma 17]) segue que

uy, + ug é valor de fronteira de uma funcao M —quase analitica. Assim, a demonstracao se resume

a mostrar que uy pode ser representado como uma soma de ultradistribuicoes a valor de fronteira,

como na Definicao 2.3.3. Para isso, consideraremos as funcoes

Bavin = | e E e, =1 K

= f f e Do () Fu(t, £)[¢[™* dtde,  j=1,..., K
(oh 0,r

e a seguir provaremos que as fungoes f; satisfazem as condigoes da Defini¢ao 2.3.3 e bf; = lim. o+ f7.

Observe que pela definicao de .7-"];\ temos
fila+iy) - f f Q) |2 iy (2.50)
B(0,r)

com Q1 (x + iy, t,2', &) = i(x + iy — a") — || p(t — 2'). Pelo Teorema 1.1.6 (lembrando que supp u <
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B(0,7) ) existem medidas borelianas ug satisfazendo (1.15) tais que
filx +iy) = cpf f > f o’ (teww’@|5|m/<2k>) dug(z)dtde. (2.51)
C; YB(0,r) 8 || <r

AFIRMAGAO: bf; existe em &);.

0 0

Usaremos o Teorema 2.3.1 (com V = {ﬁ? R

}) para provar a existéncia de bf;.
Primeiramente provaremos que para todo n > 0 temos que |f(z + iy)|e*AM*(‘yV’7) < +o00. Pelo

Lema A.1.4, para todo 6 > 0 segue que

‘ P (eczl(my,t,xgs) | 5|m/(2k>) ‘ < RAHinta &) s MOED HO IS T o ¢/ (2F)
< e S Ve MU HO I o (¢ (2F)

< emclelll BMOIED HO I 1|/ 28) (2.52)

com (z,y,2',t,&) e R™ xI'; x B(0,3r) x B(0,r) x C;. Se além de (z,y,2,t,§) € R™ xI'; x B(0, 3r) x

B(0,7) x C; supusermos [§| > 1, considerando 57 < [ € N, usando a defini¢ao da funcao M e que

e < ;—; (para todo j € N e a > 0), temos

o !
‘ & (6Q1(x+iy,t,xgg) | €|m/(2k)) ‘ (15) e W MOIEN HPCIB Mz\/ZEZ .
N 0
Observe que no caso em que |£| < 1 encontramos uma desigualdade semelhante a desigualdade acima,

considerando [ € N tal que [ < . Portanto, aumentando C' > 0 (se necessario) temos

§|m/<2k>) ‘ NS el MO I

af, (te (z+iy,t,x’,£)

sempre que (z,y,2',t,§) e R™ xI'; x B(0,3r) x B(0,7) x C;. Por outro lado, observe que dado n > 0

arbitrario, por (1.26) existe ¢, tal que
M(0[¢]) = 2M (0[¢]) — M(0[€]) < nM (e, 0]¢]) — M(B)¢]).

Assim, escolhendo § = 6, = = (para cada n > 0) temos

<
Cn

‘5@ <6Q1(w+iy7t,x’,£) §|m/(2k))‘ < eSWPrso {nM(r)—=rly|} ,—M(0y \5\)6H/9n0\6\+1M|5|
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‘aﬁ, (te@ﬂ-y,t,xgg)|£|m/<2k>)‘ < et i =M D/ Gl

(2.32) N
< Ml H o MO D B g (2.53)

para (z,y,2',t,§) € R™ x I'; x B(0,3r) x B(0,r) x C;. Deste modo, voltando em (2.51), para cada

n > 0 temos C, > 0 tal que

LAl .
feti) < o J J S LM MO D IO N
¢ Jitl<r 73 18l

(1.24) *
< C’neﬁM (|y\/n)’ V(m,y) e R™ x Fj’ (254)

para L > 0 suficientemente pequeno.

A seguir provaremos que f; € O(B(0,7) + il';) e deste modo poderemos concluir que bf; existe.
Como f; € O(B(0,r) 4 iI';) é uma propriedade local é suficiente provar que dado qualquer y; € I';
existe 0 < r; < |y;| tal que f; é holomorfa em B(0,7)+i(I';nB(y;,7;)). Fixado r;j tal que 0 < r; < |y;|,
definindo I; = |y;| —r;, temos |y| = |y;| — |y —y;| > |y;| —r; = I;, para todo y € I'; n B(y;,7;). Como

M* é uma fungao decrescente em (0, +0), por (2.53) temos que

j ‘af, (temiym’vé)|g|m/(2k>)‘ < MHIH MO DI
V(z,y,2',t,€) e R™ x T'; n B(y;,r;) x B(0,3r) x B(0,r) x C}; ¢ além disso

J f D f M3 /) 0 MO D IS AN s (oY <+,
C; JB(0,r) 3 || <r

Assim, podemos derivar sob o sinal de integracio em (2.51) e como 8., (e@1(@+iwta' &) |¢|m/(2K)) g

holomorfa temos

of (x + iy)
——— =0,

(3’zk
para |y — y;| < r; e k € N arbitrario e entdo f; € O(B(0,r) + il';). Portanto, podemos aplicar o
Teorema 2.3.1 e concluir que bf; existe em D), (B(0,7)). N

Para completar a prova (de que uy se escreve como soma de ultradistribuigbes a valor de fronteira)

provaremos que bf; = lim o f. Dada ¢ € Dy (), pelo Teorema 1.1.6 temos
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(f56) = ¢ f i [ Lj L(O’T) o(ct) ; L A Gl S dw(fc’)dtdfl o(x)dx

Pelo Lema A.1.5, pelas propriedade (1.23) e (1.25) e pelo Lema A.1.4 (observando que R{i(z —2a') —

1€ p(t — 2')} < 0), podemos aplicar o teorema de Fubini:

lim <f]e’ ¢> — ¢, lim J <u(l‘/),f 6i£(xx’)£|Ap(tx’)a(€§)|£|m/2k¢(x)dx> dtde
=0 0,r R™

e—0 |

= ¢plim J <U(ZL’,);§5(— —zéw’ € p(t—=) |€|m/2k>dtd§
B(0,r)

6%0

= o] | N2 (é(—f)e-@’-*f**p(t-x”a(eg)|5|m/%) g ().
) 8

e—0 Jo

Como ¢ € Dy (), pelo Lema A.1.5 existem constantes C,¢; > 0 tais que |¢(€)] < Ce Ml
para todo £ € R™. Observe que, também pelo Lema A.1.5, o(e|£|) é limitada. Entao, pelo fato de o

ser limitada e pelo Lema A.1.4 temos

(2.4) :
< Ceeli=a P M@ Iy, o= MeleD et

0% (S(-0)e P (el )

1/4
< e%M(m\SI)CIB\HM‘B'{M(CNEI) (‘]\(441;/ eiM(QIEI)
&1

< O\ﬁ\'*‘lM'B'e—iM(CﬂfD

para || > 1 e gz <l € N (lembrando que da definicdo da fungao M associada a sequéncia (1;)).

Além disso, das propriedades estabelecidas sobre as medidas borelianas ug e por e 1M(alel) ¢ LY(R™),

segue que

| ] S ermae e @arde < e
c; B0 G Ja

Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, temos

lim (f5:6) = c000) Lj fBM (ua!): €)=l
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Além disso, por (2.53) podemos aplicar o Teorema de Fubini obtendo;

(bf;, ¢y = lim JJ J s ci(atiy—t) . < (2'); e~ €[ p(t— xl>>|§|m/2kdtdf¢( )dz

I'jsy—0
= ¢, lim f J < i€ (wtiy—a’) € p(t— w)¢ dx> |€|m/2kdtd§
Pr; 19y—0 B(0,r)
= ¢, lim J J < A f(ly ')~ p(t— x’)>|€|m/2kdtdf
I'j3y—0 B(0,r)

=6 [ (ue ¢<—£>e*@’*‘€‘*p<t*x’>> €[ dude

em que na tltima igualdade usamos o teorema da convergéncia dominada (observe que pelo Teorema
A.15 pela definicio de M, de modo andlogo & (2.52), temos |0%(—&)es ===l p(t=a") |¢|m/2k| <
CemiM( EDCIB+1 Mg ). Portanto, escolhendo x de forma que o(0) = x(0)/(2m)™ = 1, temos que
us = Y, bfj. n

O proximo resultado garante que a definicao de W F),; apresentada nesta secao é equivalente a

defini¢ao apresentada em [10] e [19] (no caso Gevrey).

TEOREMA 2.3.7. Dada u € D), (R™) e (0,&) € R™ xR™ temos que (0,&) ¢ W Fy(u) se e somente
se existem vizinhanga aberta U de 0, vizinhanga conica I de &y, ¢ € Dy (U), tal que ¢ =1 em uma

vizinhanga de 0 de modo que

ud(€)] < Ce D ¢er, (2.55)

para certas constantes C,c > 0.

DEMONSTRAGAO. Seja (0,&) ¢ WEy(u), entdo pela demonstracdo do Teorema 2.3.6 vemos que
existem vizinhanga aberta da origem V' (podendo assumir V' = B(0,r), para algum r > 0), cones
agudos I'y, ..., Ty < R™\{0} (tais que & -I'; < 0), 0 > 0, funcoes f; € OV + (I'j)s) ( = 1,...,k),
cada bf; existe em Dy, (V), e u — Z?:l bfj € Ev(V). Note que pela linearidade da transformada de
Fourier basta mostrar que ¢ - bf; satisfaz (2.55). Observe que

T = G o) = i [ 5o+ ot

I'jay—0

= lim ffj (z + i0y;)p(z)e “*dr,

0—0t+

para qualquer y; € I'; fixado. Seja @ a extensao quase analitica de ¢ (veja [3]), é importante lembrar

que pela construgao de ® podemos considerar ®(z,-) = 0 para x ¢ V. Assim, aplicando o teorema de
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Stokes e lembrando que as fungoes e exponencial sdo holomorfas em V + (I';)s, segue que

@ bf5(€) = Jim Ufg o+ iy + i0y;) P(a +dyy)e T da

+ kz_ll JD flz+ i9yj)a_2(z)€iz'5dzk Adzy A .dzm} : (2.56)

emque D = {z+isy; e C": x eV, 0 <s < 1}. Por outro lado, como & -I'; < 0 podemos considerar
¢ > 0tal que & -y; = —2c|y,;| < —cly;|. Disso, existe uma vizinhanca conica aberta e convexa I' de &,
tal que £ - y; < —c|{], para todo £ € I'. A seguir estimaremos as duas integrais de (2.56). Sem perda
de generalidade, pela demonstragao do teorema anterior, podemos considerar que para todo A > 0

existe constante Dy > 0 tal que | f;(z + iy)| < Cre? "W/ Aumentando C, se necessério, temos

Ufj@ +iy; + i0y,)(x + iy, ) e CTEdy| < CeMMFGliH0uD) =]

< CMM*Gluih =Ml — o g=M(elel) (2.57)

para (¢ € ['e C' = CeMM* v ja que M* é decrescente e 6 > 0. Para estimar a segunda integral
a direita em (2.56) observe que, como ® é M —extensao quase analitica, pela defini¢ao de M* e w*,
por M* ser decrescente, usando a desigualdade (2.32) e ainda por (2.33), assumindo 6 < 1, existem

D,,C>1 (e A= <1) tais que

f(Z-i—Z@y])sq) (2)e7™¢ < O\ Ce2M* Clsyi+8y; /%) o=M* (|sy;1) 5v;€
2k

CACe2M* 2s+0)y;|/A) o = M* (2(s+0)|y;1/X) o —esly;lI€]

N

C)\OeffM*(Q(s-&-@)h/g |/A)—scly; €]

N

C}\Oe—% M*(2(s+0)|y;|/A)—(s+0)cly;] €]} +cbly;]I¢]

N

2D retlugliel 29 o e sMCGD)

N

C)\CG 2

z=x4+isy; €00<s<160<1lefel. Assim, aumentando C (se necessario), por (1.6) existe
d > 0 tal que

Z J flz+ ieyj)%(z)e”'gdik Adz A dzy < DeMUEED, (2.58)
i JD k
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para £ € I'. De (2.57) e (2.58), temos

G-bfi(6) < Ce MU ceT. (2.59)
Portanto, diminuindo o cone I" de modo que (2.59) seja satisfeita para cada j = 1,..., k podemos

concluir que exite ¢ € Dy (R™) e constantes C, ¢ > 0 tais que
ou(e) < Ce M geT,

Reciprocamente suponha que existam uma vizinhanca aberta U de 0, uma vizinhanca conica convexa
[ de &, constantes ¢,C' > 0 e ¢ € Dy (U) tais que ¢ = 1 em uma vizinhanga da origem e |1;g\zﬁ(§)| <
Ce MlE)  para todo ¢ € T. Observe que, como ¢ = 1 em uma vizinhanca da origem é suficiente

demonstrarmos o resultado para ¢u. Do Lema 2.1.4 segue que

zum=j¢%@ﬁa&%aw 0

em EM(R™). Assim como na demonstragao do teorema anterior considere
K
. —
R™MI = | ],
j=1

de modo que cada C; ¢ um cone agudo aberto tal que:
1. C;nCp = &, paratodo j # [; e
2. T, ={vR™: £ v >0 para todo { € Cj e & - v < 0} é um cone agudo aberto agudo nao vazio.

Diminuindo I';, se necessario, entdo podemos encontrar uma constante 0 < ¢ (tdo pequena quanto
se queira) tal que

= clE]lv], (v, ) €T x Cj.

Defina

ﬁu+nn=L g () () de.

J
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fe+in - |

Cj

6i§(x+iy)@(f)d§ _ J Jeig(xﬂyI/)¢($/)u(xl)da:’df
Cj

gi(x) = j £ 0 (el€ ) FulE) de.

Pelo decaimento de ¢u em I', de modo analogo a funcao u; da demonstragao do teorema anterior,
temos que g¢ converge para uma funcio g € EM(R™), quando € — 0*. A seguir provaremos que existe

bf; em DMI(Rm) e além disso lim o ff(z) = bf;. Observe que para (y,&) € I'; x C; temos
R{i&(x + iy — ')} < —c[¢][yl.

Ja que ¢u € &),(R™), sendo K = supp {¢} pelo Teorema 1.1.6 temos que para todo L > 0 existe
Cr > 0 tal que

WG] = |(ul@), <o) )

e
C
L g, S

N

0% ei{(eriyf:c’)
x

|l

L
Cr 2, Mg

«

N

sup |¢]l*e el (y,€) e T; x C;.
ek

A seguir provaremos que f; € O(V +il';). Para isso fixaremos y, € I'; arbitrario e como a propriedade

holomorfa ¢ local sera suficiente provar que f; é holomorfa em uma vizinhanca de y,. Como
R{i§(z + iy — a')} < —cl¢]lyl,
para (y,&) € I'; x C; existe uma vizinhanga W, de y, tal que
Rii€(z + 1y — 2')} < —cf¢],

para (y, &) € Wy x C; (redefinindo ¢, se necessario). Por (1.19) e (1.22), para L > 0 suficientemente

pequeno existe D > 0 tal que

‘ f i€t (N )de!| < DMl < peiM(sle)
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Pelo item 7 do Lema 1.1.9 e pelo fato de %% ser holomorfa em z segue que f; € O(V x T;)

Como
‘ J - g (N (2 )da!| < DM@l

em que sem perda de generalidade podemos considerar 0 < ¢ < 1. De modo andlogo ao teorema
anterior podemos provar que

-+ i)l O < e,

para todo A > 0 e (z,§) € V x I';. Pelo Teorema 2.3.1 segue que existe bf;. Para completar a
demonstragao provaremos que bf;(z) = lim. o f5(r) em DM I(]Rm). Para isso considere ¢ € Dy (R™)
e observe que como o suporte de ¢ e ¢ sao compactos e o(e€) € LY(R™), pelo primeiro teorema

estrutural, podemos aplicar o teorema de Fubinni e obter

e—0t e—0t

lim Jf;(x)iﬁ(x)dx = lim JL] Jgb(x')u(x')eig(m_r/)a(ef)dx’d§¢(x)da:

~ im L | f ¢(x')u(x')e—ifx’a(eg)Jei%(x)dxdx'dg

e—0t

— lm f | | otarrutere = ateeyi-gparas

e—0t

J4 que ¢ € DM(R™), pelo Teorema 2.2.4 existem D,d > 0 tais que |[¢)(—¢€)| < De M) e L1(R™)
(pelo item 7 do Lema 1.1.9). Além disso, como ¢ possui suporte compacto, pelo primeiro teo-
rema estrutural e pelo teorema da convergéncia dominada (considerando, sem perda de generalidade,

0(0) = 1) temos que

e—0

iy [ @)t = | | | otarutee o o -gparag

Por outro lado, por Se‘c‘y”ﬂdf = C, < 400, pelo primeiro teorema estrutural, pelo fato de ¢ e ¢
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possuirem suporte compacto e pelo teorema de Fubinni, de modo analogo,

Ij2y—0 |

bej (x)Y(z)dr = lim PL. Jeig(:ﬁ“yx,)¢(x')u(x')dx’d§w(x)dx

= lim J €= g (2 u(x") f e O (1) dwda' d¢

I'jsy—0 Je;

r

= lim [ [ o) o (-

I'jay—0 Je

_ f | | e—@';f’¢<x’>u<x’>¢<—s>dx'ds,

a ultima igualdade segue do primeiro teorema estrutural e do teorema da convergéncia dominada
pois,

=7 ()| < e=lél Dem M) < (=MD ¢ (R,

para (y,§) € I'; x C;. Concluindo que bf;(x) = lim. o f§(z), o que completa a prova. [ |

2.4 Aplicacao — Propagacao de regularidade

Dado J < R™ uma vizinhanca aberta da origem, considere uma estrutura do tipo tubo gerada pelos

operadores o

J 1 Yl
com ¢ = (¢1,...,¢0,) : J — R™ lipschitziana (observe que Z(x,t) = x + i¢(t) é integral primeira
do sistema acima, ou seja, L;Z; = 0, para todo k =1,...,me j=1,...,n). Em [J, Theorem 1.1]
Bauendi e Treves provaram o seguinte resultado para propagacao de regularidade para solucao de

uma estrutura do tipo tubo.

TEOREMA 2.4.1. Seja h uma solugao continua e lipschitziana em € = B.(0) x J < R™™ da
estrutura do tipo tubo descrita acima. Considere £ € R™\{0}, com |€°| = 1, v < U uma curva

lipschitziana com pontos extremos 0 e t* satisfazendo,
1 —p(t*) - € >0,
2. supie, [9(0)] <

3. |0(t*)|* supe, d(t) - £ < [1? = supye, [o()][-o(t*) - £°]
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entao (0,&) ¢ WF,(ho), ho(z) = h(z,0).

Usando a transformada FBI-BH S. Berhanu e J. Hounie, em [16, Theorem 5.2], removeram a

terceira hipotese do teorema anterior, demonstrando o seguinte resultado.

TEOREMA 2.4.2. Seja h uma solugdo continua e lipschitziana em Q = B.(0) x J < R™™ da
estrutura do tipo tubo descrita acima. Considere £ € R™\{0}, com |€°| = 1, v € U uma curva

lipschitziana com pontos extremos 0 e t* satisfazendo, para algum € > 0 :
1o—p(t*) - = €,
2. |op(t)| <€, ten.

Existe €9 > 0 tal que se 0 < € < €y entdo (0,&) ¢ WE,(ho), ho(x) = h(z,0).

Assim como fora observado em [16] é importante destacar que o Teorema 2.4.2 continua vélido
se supusermos que a solu¢ao h é uma distribuigao e ¢ € C*(J). O principal objetivo desta segao
¢ estender o Teorema 2.4.2 em duas dire¢oes: i) para solugoes h € &), (essa hipétese mais fraca
implicard em uma localizacao do conjunto frente de onda DC ao invés do conjunto frente de onda
analitico); e ii) para estruturas mais gerais do que as estruturas do tipo tubo. Para facilitar a notacao
a seguir consideraremos apenas o caso n = 1.

Sejam, U < R™ uma vizinhanca aberta da origem, I um intervalo aberto contendo a origem e

t* € I n (0,400). Nesta se¢ao consideremos um operador diferencial de primeira ordem,
0 — 0
L=—+ )=, k=1,... 2.60
i Rl m (2.60

com ay, € Ep (U x I) e integrais primeiras (diminuindo U, se necessario) Zx(y,t) € Ex(Ux 1) (LZ, = 0)
tais que Zy(y,0) = y,, para todo k € {1,...,m}.
Dada uma ultradistribuicdo u € &),(U), por [21, Corollary 10], temos que existem constantes b,

(cv € N™) tais que, para todo L > 0 existe C, > 0 de modo que

be| < . VaeN™ 2.61
bl < S vae 261)
e uma fungao f € C*(U) de modo que,

)= X b | G0 i, Vo< En (D). (2.62)

aeN™
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Nesta se¢ao suporemos que L possua uma solugao h € £,(U x I)*> (Lh = 0) suave na varidvel ¢,

tal que *:

Bgy=Y J; alt) BT .0)- 9 ) dydt, Vo Eu(U < 1), (2.63)

aeN™

com feCP(U x I) e b, € CP(I) uma fungao tal que para todo L > 0 existe C, > 0 de modo que

, Y(t,a)elxN™ (2.64)

AFIRMAGAO 2.4.3. Se h € definido como em (2.63) entao h € E,(U x I).

DEMONSTRACAO. De fato, para cada a = (a, . .., Qpyp1) € N defina

bo () f(x, t)dxdt, i1 =0 e & = (ag,...,qn,0
U/Q(W) _ SW ( )f( ) +1 ( 1 )
07 Umt1 # 0

para cada conjunto boreliano W < U x I. Como U x [ é limitado, f € C*®(U x I) e b, € C*(I) segue
que u, define uma medida boreliana em U. Além disso, por (2.64), para todo compacto K < U x [

C'L Llel
Mq

temos que, para todo L > 0 existe C tal que |uy(K)| <
Portanto, pelo Teorema 1.1.6 segue que h € &),(U). u

Fixado ty € I definimos a ultradistribuicao h, do seguinte modo,

s = 3 balto) [ 3 fte) - ola)dy, Vo€ En(U),

aeN™ B(U,T) x I

AFIRMACAO 2.4.4. hy, € D}, (U).

DEMONSTRAGAO. A demonstracao desta afirmacao segue de modo analogo a demonstracao da afir-

macao anterior definindo

ul (W) = b (to) J f(z, to)dz, Vo e N™,
w

para W < U boreliano arbitrario. ]
A seguir apresentaremos o principal resultado desta se¢do. Considerando h € &),(U x I) uma

solugao de L, dada como em (2.63) apresentaremos condicoes suficientes para que £ ¢ W Fy(hg).

2Sem perda de generalidade podemos considerar U e I limitados.
3Em [15, Section II.2] vemos que uma distribui¢do h solucio para L é uma funcdo C'* na varidvel ¢t com valores no
espago das distribuigdes em u, ou seja h € C*(I,D'(U)).
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TEOREMA 2.4.5. Sejam U < R™ uma vizinhanca aberta da origem de R™, I < R um intervalo
aberto contendo a origem de R, a = (ay,...,an) € Ey(U x 1), t* € I, L como em (2.60) com integral
primeira Z = (Zy, ..., Zm), tal que Zg(x,0) = xy (para cada k € {1,...,m}), e h e E},(U x I) uma
solugcao de L, dada como em (2.63). Considere também e > 0, V < U uma vizinhan¢a aberta de 0,

iz, t) = Zj(x,t) — x; e & € R™M{0}, com [€°] = 1, tais que:

Sy, 17) - & < =€, (2.65)
SY(y,t)] < € (2.66)
Ro(y, 1) < |yl (2.67)
Ry, t)] < &2 (2.68)

para (y,t) € V x (0,t*]. Existe e > 0 tal que se 0 < € < €y entao (0,£°) ¢ W Fyr(ho).

DEMONSTRACAO.
Seja r > 0, a ser definido, tal que B(0,r) < U e considere g € Dy (B(0,7)) de modo que g = 1
em B(0, §). Sendo b, com em (2.64), defina:

Fz,t,8) = ) Fa(x,t,8), V(x,t,§) e R™ xR x R™ (2.69)

aeNm
em que,
L Fy(a,t€) = J balt) - 21 (4,1) - 9(9) 25Oy, Vo € N™
2
3. 24 = (Z’anl z?) , para todo z = (z1,...,2,) e C™ e

4. K uma constante positiva suficientemente grande a ser definida.

Considerando p(z) = Kz* e lembrando que Z;(z,0) = xy, temos que F(z,0,£) = F)(g - ho)(z,£).

Por outro lado, aplicando o Teorema de Stokes, segue que

J d [ba(t) ’ a;f(ya t) ) g(y) ’ eQ(%y’t’g)le(ya t) A dZm(y7 t)] = Fa(xa t*> 5) - Fa(a:a 07 5)
B(0,r) x(0,t*]
(2.70)

pois ¢g(y) = 0 quando |y| = 7.
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Ja que {dt,dZ,,...,dZ,} forma um conjunto linearmente independente (em uma vizinhanca U’
de (0,0) em R™"! temos que {dt,dZi,...,dZ,} forma uma base para as formas definidas em U).
Seja {My, ..., My} (M; = Y-, ax 0y, ) um conjunto linearmente independente em uma vizinhanca
de (0,0) tal que
0, 7#I
1, j=1

dzy(M;) =
Dada uma fungao ¢ = ¢(y,t) de classe C' segue que existem fungoes A, By, ..., B, tais que
dop = Adt + Z B;dZ;. Por outro lado,

J=1

M (¢) = dp(M;) = Adt(M,;) + Z B;dZ;(M;) = B, paracadal=1,...,m;

j=1

Deste modo temos que,

7j=1
Entao,
dp = <L¢> = Mj(¢)L(Zj)> dt + Y M;(9)dZ;.
j=1 j=1
Ja que para cada j =1,...,m temos dZ; A dZy A --- A dZ,, = 0 e assim,

d(pdZy A -+ ANdZy) = doANdZy A+ ANdZy, = (Lgb = i Mj(gzﬁ)L(Zj)) dt ANdZy A - N dZy,.

J=1

Deste modo, voltando em (2.70), segue que

Fo(x,0,8) = Fo(x,t*,&) — J

U x(0,t*)

<L¢ — i Mj(qb)L(Z])) dt le VASMREEVAN dZm,
j=1

em que ¢(r,y,t,&) = ba(t) - 05 f(y, 1) - g(y)eQ@¥tE . J4 que LZ; = 0, para j = 1,...,m, pela regra
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de Leibiniz temos

Fo(z,0,8) = Fu(z,t* f)—L o *)L[b o(t) - 05 (y,1) - g(y)] Qv Z, (y, t)|dtdy
(et f f 00 F(,8)] - g(y)e Q9| Z, (y, ) dtdy
B(0,r) J(0,t%)

- f j ba(t) - 8 f(y,1) - Llg(y)] - Qw49 | Z, (y, ) |dtdy,
5<|yl<r J(0,t*)

pois g(y) = 1, quando |y| < %, em que |Z,(y,t)| representa o determinante da matriz jacobiana de

y— Z(y,t), para cada t fixado. Da defini¢ao de F' (vide (2.69)), temos que

F@,0,8) = Flat'e 2] f L3 F(y, )] - g(y)eQ=149) | Z, (y 1) |dtdy
B(Or/2) (Ot*)

J y f( )bo‘(t).a;f(y’t)'L[g(y)]'GQ(I’y’t’5)|Zy(y,t)|dtdy.
5<|y|<r J(O,t*

Por (2.63), vemos que

f o f( | 20y D] 29| 7, (4. 1) dbdy = (Lh, g(y)e 29| Z, (4, )]} = 0.
B(0,r 0,t*

Integrando por partes segue que,

CL’ ! 5 Z e |a‘ J‘y|<,n f(y, t*) ’ [53 (g(y)eQ(x7y7t7£))]t:t* dy

aeN™

=2, (=D J y L ba(t) - fly,t) - 0 {Q¥0 - Lo(y) - | Z,(y, )|} didy.

Como f e C®(U x I) (entao f é limitada em B(0,r) x (0,t*]), por (2.64), temos que para cada L > 0

existe C';, > 0 tal que

C Lol

|F'(2,0,8)] < Z n |Sl‘lp ‘ﬁa{g x’%t’&)}‘t:t*
aeN™ o
|otf
DGy (- Lyt 140

M|o¢\ 5<lyl<r, O<t<t*
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Além disso, aplicando o Teorema de Leibniz e o Lema A.1.4 existe C' > 0 tal que,

109 {g(y)eQm Y| <

2

B

< Z (O[) C\afﬁ\JrlM'a_meRQ(xvyvt@)Cm‘JrlM‘B'e%M(‘éD

Bsa

(g) B g(y) - 9P {Q@nten

" gleln g Raw 1ude),

Deste modo (observando que Lg - |Z,| € ), para L > 0 suficientemente pequeno existe C' > 0

suficientemente grande de modo que

|7, (gho) (2, )| = |F(x,0,¢)
< C| sup ROz t*.6) sup cRQzwt:6) | o3 M€ (2.71)
ly<r L <|yl<r, O<t<t*
Para completar a demonstragao, precisamos estimar R Q(z,y,t,£). Denotando R = (Ry,..., R,,) =

R{Z(y,t)}y e I = (I1,...,I,) = 3{Z(y,t)}, observe que (analogamente a [16]),

2
Zk y7 ]

R{ NATIEEED) <zi<y,t>>2<zj<y,t>>2}

I<i<js<m

R{(Z(y,1))* [

HMS

I
Ms

(Ri—6R+ I +2 > {(R}—I7) (R} —I7) — 4R, R;1;}

I<i<j<m

T
L

I
RgE

(RE—6RI;+ L) +2 ) (RIR;+ I'I}) — 2 (R} + 2RI R;1))

1<i<j<m ]

>
Il
—

Como

2 2 2712
R’ 1) = ZR I+ RI,
1#£]
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para todo j = 1,...,m, temos
R{Z(y, )"y = |RI"+ ' = 6|RPIP +4 ) [R[*|;* -4 RiR; LI,
i#] i#j
— R+ |11~ GIRPIP + 22 (R, — Ry
i#]
> |R|" = 6|R*)* + |I* (2.72)

Assim, lembrando que Zj(y,t) = yx + ¥x(y,t) e |€°] = 1, temos

RQ(0,y,t,6") = R{=iZ(y,t) " — K[’|(Z(y,1))"}
< S{uly,t)} € = K(R* + [I[* = 6|R[*|1]?) (2.73)

Por (2.65) e (2.66) (lembrando que I = 3{v(y,t)}) obtemos
RQO, . #%,€%)| < —¢ — K(RI* - 6!|RP). (2.74)
Como o polinémio P(s) = s* — 6¢*s assume minimo em s = 3¢* (e assim, P(s) > —9¢®) segue que
|R|* — 6¢*|R|* = —9¢°.
Portanto, se considerarmos € < QLK temos
RQ(0,y,t*,£%) < —" + 9Ke® = —a

com a > 0 e pela continuidade de RQ e homogeneidade de grau um em |{| existem uma vizinhanga

aberta W da origem e uma vizinhanga conica de £° tais que (diminuindo a, se necessario)

RQ(z,y,t*,£%) < —al¢], (2.75)

reWelel.

Para o caso em que t € (0,t*) usando as notagdes Ry = 1 e S = 1)y, temos que |R| =
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ly + 1 (y,t)] e |I] = |¢a(y, t)|. Aplicando (2.66) e (2.67) em (2.73) segue que

RQ0,y,t,6%) < € — K(IR[* + |I]" — 6|R]*|I]*)
e — K [(lyl — [va])* + [ol* = 6(Jy| + |v1])?]?]
e — K [ly[* — 4|yl ln] + 6yl [en]* — 4lyllvn]® + | !

—6(Iyl* + 2lylla| + [r ) eal?].

N

Considerando r = €'/2 e aplicando (2.66) (ou seja, || < €2), segue que

RQ(0,y,t,8") < &= K [(r/2)" = dr®[vn] + 6(r/2)* i1 |* — drfipu [’ + |vu]*

—6(r” + 2r[tn] + [11]*)€’]
A 2

< @k (fo-ore) + &[4 1) ol = (605 —oet )+ 4

2
< K (;_6 - 665) K| (4672 +126%2) 9| = (6% = 6€') [oa? + 42y

sempre que £ < |y| < r. Deste modo, considerando € < 5 < 1 (entdo (e/4) — €*

(2.68) (i.e., [¥1] < €¥73/2) que

> 0), segue de

2
RQ0,y,t,£%) < €—-K <I—6 — 665) + K [4€° + 12€% + 4€'|

2

< €-K <;—6 — 665) + 20K €

2 1
< e-K[Z_—2%) < |1- K[ = —26¢
16 16

Fixado €5 < se € < €y entao,

1
(26x32)1/37

RQ0,4,1,%) < —¢ <3—[;—1>.

Portanto, se K > 32 ¢ a < €2 (352 — 1) > 0 segue que:

RQ(anyta§O> < —a,

parac> 0, £ < |y <7 e 0 <t <t*. Como RQ(x,y,t,&) é continua e homogénea de grau um em |¢|



76

segue que diminuindo W, I' e a, se necessario, temos

RQ(z,y,t,§) < —alé], (2.76)

sempre que x € W, £ < |y| < 7,0 <t <t* e € I'. Voltando em (2.71), aplicando (2.75) e (2.76)

temos
FHgho)(w, €)] < Co S AMUS)
para (z,£) € W x I'. Por (1.19) e (1.22) existe ¢ = ¢([¢]) tal que
1 1 2 1 1
—algl + 5 M(E]) < —Malel) + 5 M(IE]) < =5 M(E]) + 5 M([e]) = — M (E]),

para |£| > ¢. Portanto, aplicando Teorema 2.3.6 completamos a prova. [ ]
Note que no Teorema 2.4.2 as hip6teses (2.65) e (2.66) também eram requisitadas. Além disso,

no caso de estruturas do tipo tubo as hip6teses (2.68) e (2.67) sempre s@o satisfeitas.

2.4.6 Nao aplicabilidade da transformada FBI classica

Nesta subsessao mostraremos a dificuldade de demonstrar o Teorema 2.4.5 via transformada FBI

classica.
Sejam
m
2
j=1
e pa(2) = K2* (para z = (21,...,2,) € C™), com constante K > 0 a determinar depois. Em vista

da demonstragao do teorema anterior considere U = B(0,r) (para algum r > 0), I < R um intervalo

aberto contendo a origem, t* € I e denote

(x,t,&) = Z ba( f fly,t) ,g(y)eQQ(x,y,t,f)dy,

aNm+1

para Qa(y, z,t,€) = i(x — Z(y,t)) - £ — K|¢|[x — Z(y,t)]*. Poderiamos proceder de modo andlogo a

demonstracao do Teorema 2.4.5, trocando F por F'2, exceto pelas estimativas apresentadas para R(Q.
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A dificuldade encontrada ao usar a FBI classica, é que podem existir casos em que
RQy(x,z,t*,£%) < 0

(para z em uma vizinhanga da origem) implique RQ»(z, y, t*,£%) > 0 (para y em um aberto que nio

contenha a origem) e deste modo nao seria possivel aplicar o Teorema (2.3.6). De fato, note que

RQ2('T7y7t7§O) = %w(yat) ) 50 - K (|.13 —Yy—- Rw(yat)F - |%¢(y7t)|2) :

Se nés supusermos [R(y, t*)| = 0, (y,t*)-£% = —€" e |S(y, t*)| = €* (observe que tais suposigoes
nao contradizem (2.65), (2.66),(2.67) nem (2.68)) entao

RQo(z,z,t*,£%) = —" + Ke* = é'(—€* + K).

Deste modo, RQ(z,x,t*, &) < 0 se e somente se K < €.

Por outro lado podemos supor 0 < t** < t* e y € B(0,7)\B(0,r/2) tais que |y| = 2r/3,

Sy, t**) - €0 = Ce3 (para 22 < 0 < L 1) e Ryp(y, t**) = 0. Nesse caso segue que;
Yy 9 €

K<ed 2 2
RQQ(x7yat**7§0) = 063 - K|"L‘ - y|2 ; 063 - 63(|ZE| + |y|)2 = 063 - 63 <T + _T) )

sempre que |z| < r. Portanto,

2572
RQa(e e, = & (€= 55 ) =0

para |z| < r.

Deste modo nao conseguiriamos ter RQq(z,y,t,£) < —al€| para z em uma vizinhanga da ori-
gem e ¢ em uma vizinhanca conica de £°. Logo, seria muito dificil aplicar o Teorema (2.3.6) (para
transformada FBI clédssica) para demonstrar o Teorema 2.4.5.

O Teorema 2.4.5, mostra que hé resultados que dificilmente poderiamos provar usando a trans-

formada FBI classica mas que conseguimos provar usando classes de transformadas FBI mais gerais.

4Lembre-se que |3v(y,t)| < €2 e deste modo Ce® < Ip(y, t**) - €0 < €2. Por esse motivo pedimos C' < 1/e.



Capitulo

3

Conjunto frente de onda de classes de Dj; em

estruturas de classes de Dy

No Capitulo 2 estudamos o conjunto frente de onda DC de uma ultradistribuicao £, definida
em um aberto de R™ (apresentando uma defini¢ao via ultradistribuigdes a valores de fronteira e
uma equivaléncia via transformada FBI). Com isso surgem duas questoes naturais: (i)“existe uma
defini¢ao de conjunto frente de onda DC para ultra distribuigoes definidas em variedades?” (ii) “po-
demos caracterizar o conjunto frente de onda DC em termos da transformada FBI?”. E importante
destacar que por [10, Theorem 8.5.1] é possivel definir conjunto frente de onda £, em variedades
analiticas. Deste modo, podemos trocar a questao (i) por: (iii) “podemos definir o conjunto frente
de onda para variedades nao analiticas?”. No importante trabalho [7] os autores responderam as
questoes (ii) e (iii) para o caso analitico, eles introduziram o conceito de estruturas hipo analiticas
e micro hipoanaliticidade de distribui¢oes definidas nestas estruturas (para uma versao mais geral
veja também [32]). Em [2] os autores definiram o conjunto frente de onda suave para distribuigoes
definidas em variedades equipadas com um arbitrario subfibrado ¥V < CT'M localmente integravel.
O objetivo deste capitulo é estabelecer uma versao DC' dos trabalhos [7], [30] e [2] (detalhes que ja
foram estudados nesses trabalhos e que serao necessarios para nossa versao DC serao omitidos).

Na primeira se¢ao deste capitulo definiremos estruturas hipo DC (o substituto natural de es-
truturas hipoanaliticas, usadas em [7] para estudar o caso analitico) e relembraremos a importante
mudanca de varidveis introduzida por M. G. Eastwood e C. R. Graahan em [32]. Na segunda segao
definiremos micro-regularidade hipo DC (via ultradistribuigoes a valores de fronteira) para ultra dis-
tribuicoes definidas em estruturas hipo DC de coposto zero e caracterizaremos a micro-regularidade

DC por um decaimento da transformada FBI para estruturas localmente integraveis (introduzida em
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[7]). Na terceira se¢ao apresentaremos uma defini¢do de micro-regularidade hipo DC para subvari-
edades maximalmente reais em estruturas de coposto 1 e provaremos que essa definicao independe
da subvariedade maximal real escolhida. Na quarta secao relembraremos as mudancas de variaveis
apresentadas em [2] e apresentaremos uma boa definigdo de micro-regularidade hipo DC para uma

estrutura hipo DC de coposto arbitrério.

3.1 Estruturas hipo DC

Seja M uma variedade C* de dimensao m + n e ¥V < CT'M um subfibrado involutivo (ou seja,
o colchete de Lie representa uma operacgao fechada em V) de posto n (e coposto m), a estrutura
involutiva (M, V) é dita localmente integravel se o ortogonal de V (isto é, V) em CT* M é localmente
gerado por formas exatas '. A seguir apresentamos definicoes usuais de subvariedades maximalmente
reais e fortemente nao caracteristica (para o leitor interessado em mais informagoes sobre essas

subvariedades nés recomendamos a leitura de [15], [7], [32], [30] e [57])
DEFINICAO 3.1.1. Dizemos que uma subvariedade X de M é:

i) mazimalmente real se

CT,M =CT,LX®V,, Wpek; (3.1)

ii) fortemente nao caracteristica se

CT,M =CT,X +V,, VpeX. (3.2)

A seguir nés apresentaremos a definicao de estrutura hipo DC.

DEFINICAO 3.1.2. Seja J um conjunto de indices (ndo necessariamente enumerdvel). Uma estrutura
localmente integravel (M, V) € dita hipo DC' (de posto posto m e coposto dim M —m) se existe uma

cobertura de abertos {U;}je; para M de modo que para cada j € J, existe uma solu¢do Z}, ENVALN<

J
C*®(U;) de V em Uj, tais que

1. dZJl, ...,dZ7" sao linearmente independente em cada ponto de Uy;

1Se Z é uma funcio tal que dZ € V* em um aberto U diremos que Z é uma soluciao de V em U.
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2. se U; n Uy # &, existe vizinhanga Vi, de Z;(U; A Uy) em C™ e uma aplicagio F) € Ey de Vi,
em C™ tal que Z), = F,ﬁ oZ; em Uj N Uy.

Observacao 3.1.3. E importante destacar que com diferentes propdsitos, em [2/] os autores P.
Caetano e P. Cordaro estudaram estruturas Gevrey localmente integrdveis, isto é, (M,V) é uma
estrutura hipo Gevrey tal que M e as solucoes Z sao de classe Gevrey. Provavelmente eles foram os

primeiros a estudar essas estruturas.

Exemplo 3.1.4. As estruturas hipoanaliticas (introduzidas em [7]) sao estruturas hipo DC as quais

as aplicacoes F,g do sequndo item da Definicao 3.1.2 sao funcgoes analiticas reais.

DEFINICAO 3.1.5. Seja (M, V) uma estrutura hipo DC. Uma fung¢ao f : M — C € dita hipo DC
de classe M em um ponto p e M se existe um par (Z; = (Z}, -, Z7"),U) como na Defini¢ao 3.1.2
tal que pe U e

f=hoZ,

para alguma fungdao h de classe Ey em uma vizinhanga de Z(p) = (Z1(p);...; Zm(p)) € C™. Dizemos

que f é de classe EM em um aberto U ¢ M (f € EM(U)) se f é de classe E™ em cada ponto p € U.

Exemplo 3.1.6. Toda fun¢ao hipoanalitica (veja [7]) € hipo DC' pois toda fun¢ao analitica real € de

classe EM.

A partir de agora fixaremos (M, V) uma estrutura hipo DC e uma subvariedade maximalmente
real X < M. Em [32, Proposition I1.2 | M.G. Eastwood e C.R. Graham apresentaram a seguinte mu-
danga de varidvel (a qual foi fundamental para os resultados apresentados em [32] e serd fundamental

para o desenvolvimento deste capitulo):
PROPOSICAO 3.1.7. Sejam p € X, d = dimp Tz? er =m —d. Para todo inteiro K > 0 existem:

i) uma vizinhanga U de p em M;

i) carta local {1, ..., Tm,y1,...,Yn} se anulando em p;
iii) solugcoes Z;, j = 1,...,m para estrutura localmente integrdvel sobre U de modo que X nU =
{y=0}e
Zi(z,y) =uz;+iy;+iV,(z), 1<j<r, (3.3)

Zi(z,y) =x;+1Qi(x,y), r+1<j<m, (3.4)
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em que V;(z) e ®p(x,y) sao fungoes hipo DC a valores reais satisfazendo
0,(0) = 0, d;®4(0,0) =0 and |¥;(x)|,|Pr(z,0)] = O(lz|"). (3.5)
Para simplificar nés consideraremos simplesmente
Zi(x,y) = x; +i®;(z,y), j=1,...,m

em que ®;,(0) =0, d,P,(0,0)=0 and [®(z,0)] = O(|z|¥). Nas préximas se¢oes deste capitulo,

por conveniéncia, nos usaremos a caracterizagao das integrais primeiras Z; apresentadas acima.

Observacgao 3.1.8. Observe que (x,y) — (Z(x,y),y) € um mergulho (para mais detalhes deste
mergulho recomendamos a leitura de [70, pdginas 239 e 306]). Como os resultados apresentados
neste capitulo sao miro locais é suficiente considerar U' = {(z,y) € C" x R™ : z,= Z(z,y), x € V}}
e a estrutura hipo DC em C™ x R"™ definida por V = {%, ce %, 6_21’ cee %}2 (para maiores

informagoes desta construcao veja [57, p. 76 e 77] e [30, Chapter 1V]).

3.2 Estruturas de coposto zero

Nesta segao nos concentraremos no caso de estruturas hipo DC (M, V) de coposto zero (dim V = 0).
Nesse caso M é uma subvariedade maximalmente real de si mesma, ou seja M = X. Sendo (Z,U)
uma carta como na Definigao 3.1.2, pela Observagao 3.1.8 (sem perda de generalidade, pois nossos
resultados sdo locais) nesta se¢ao substituiremos a estrutura dada pela estrutura hipo DC (M, V) tal
que M =C"eV ={0;:j=1,...,m}, além disso consideraremos a subvariedade maximalmente
real X = Z(U). Sendo (Z,U) como na Proposigao 3.1.7 podemos assumir que 0 € X, que ToX = R™,
além disso consideraremos 2 = {Z(z) : = € Q}. Assim, (2,{) € RT*X se z € Z(U) e existe
(x,€) e U x R™ tal que

z=7Z(x) e (="dZ(x)¢. (3.6)

DEFINICAO 3.2.1. Uma subvariedade mazximalmente real X < C™ € dita bem posicionada em um

ponto zy € X se existe um numero real T, 0 < 7 < 1 e uma vizinhanca ) de zg em X de modo que,

20bserve que fixado y € W, temos que (Z(V,y),y) é uma subvariedade variedade maximalmente real de C™.
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para todo z,2' € Q e ( € (RT%|.) u (RT%|./) temos que

3¢ < 7R (3.7)

S¢(z =) + il = )] = (1=7)[cllz = 2" (3.8)

em que {{) = (C - C)% denota o ramo principal da raiz quadrada. Dizemos que X € muito bem
posicionada em zy se para todo 0 < 7 < 1 existe uma vizinhanga aberta Q de zy em X tal que (3.7)

e (3.8) sao satisfeitas.

TEOREMA 3.2.2. ([57, Proposition IX.2.2]) Dado qualquer subvariedade mazimalmente real X de
C™, e qualquer ponto zy € X existe um biholomorfismo H de uma vizinhanca aberta O de zg em C™

em uma vizinhanga da origem, com H(zy) =0, tal que H(X n Q) € muito bem posicionado em 0.

Em vista do teorema anterior, a partir de agora sempre consideraremos X muito bem posicionada.
A seguir apresentaremos a defini¢do de M —micro-regularidade (lembre-se da Definigao 2.3.3) para

o caso de estruturas hipo DC de coposto zero.

DEFINICAO 3.2.3 (Microregularidade). Seja X < C™ uma subvariedade mazimalmente real de C™.
Dados p € X e § € TyX\0, dizemos que u ¢ hipo DC em (p,§) se existem cones agudos I'y,... T

em T,X, satisfazendo:
1. (& vy <0 paratodovel;, j=1,2,... k;

2. cunhas (wedges) Wh, ..., Wy em C™ com aresta (edge) X tal que JI'; < I',(W;) e para cada
Jj=1,2,.. .k, existem fungoes M—quase analiticas f; em W; de crescimento M*—exponencial
(isto €, para todo X > 0, | f;(x, t)|e W) < 100) tal que bf; existe em Dy, (X) eu = Z?Zl bf;

em uma vizinhanca de p em X.

DEFINICAO 3.2.4. Seja u uma M —ultradistribuicao. O conjunto frente de onda hipo DC de wu,

denotado por W F;5(u), € o conjunto dos elementos de T*X em que u nao é hipo DC. Nés denotaremos

WFE(u), = WEY (u) n TEX.

Assim como fora feito no capitulo anterior caracterizaremos o conjunto frente de onda hipo DC
pelo decaimento de uma transformada FBI. A seguir apresentamos a transformada FBI introduzida
em [30] (para maiores informagoes desta transformada recomendamos a leitura de [57] e [30]) a qual

serd usada para caracterizar o conjunto frente de onda hipo DC.



83

DEFINICAO 3.2.5. Sejam 2 como acima, C, = {¢ € C™ : |S(¢] < 7|R¢|} e u € E,(Q) ? uma

M —ultradistribuicao de suporte compacto K < ). A transformada FBI de u € definida por:

F(u)(z,¢) = <uzr, lE=N OG0 A (7 — o, C)>, V(z,() e C™ x Cy, (3.9)
em que N(z,C) representa o determinante da jacobiana da aplicagio ¢ — ¢ +i{()z.
Observe que, de certo modo, essa transformada coincide com a transformada F; dada por (2.2).
TEOREMA 3.2.6. Para toda u € E,(Q) temos que F(u)(z,¢) € uma fungio holomorfa * .

DEMONSTRAGAO. Sendo suppu = K < ) podemos escrever
F(u)(z,¢) = <u N HOG= A (7 — o c)> (3.10)

Sejam {825_}, j =1,2,...,m, campos vetoriais em X tais que azg_(Zﬂx) = 0;5; entao {0.,..., 0. }
forma uma base para CTX. Dada u € £y/(X), seguindo o Teorema 1.1.6, existem medidas borelianas

suportadas em em supp u tais que (1.15) é satisfeita e

u = Z Oyl
«

Assim,

Fu)(z,¢) = <uz ==X A () C)> (311)
= Ny | ooe {7 A du.. .
Seue | e (.0} du (312

«

Portanto, pela regra de Leibniz, pelo Lema A.1.4 e pelo bom posicionamento de X podemos devivar
sobre o sinal de integracao em (3.12). Como o integrando em (3.12) define uma fun¢ao holomorfa

nas variaveis ¢ e 2’ segue que F(u) define fuma fungao holomorfa

A segui apresentamos uma formula de inversao para a transformada FBI.

3Pelo mergulho feito acima esta ultradistribuicao pode ser vista como uma distribuicao em um aberto de R™ (para
maiores detalhes da construgao desta ultradistribui¢oes recomendamos a leitura de [30])

4Isto ¢, dado um compacto existe C' > 0 tal que |6§‘6?j]~'(u)(z, Q)| < C"O"“M‘a‘ sobre compactos
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TEOREMA 3.2.7. [50, Theorem I.2.}]. Seja X < C™ uma subvariedade mazimalmente real bem
posicionada em zg € X e Q uma vizinhanca aberta de zy em X suficientemente pequena. Para todo
u e & () temos que

u= lim (27T)_mf e <Y Fu(z, ¢)dc.

e—07t

Os préximos resultados que apresentaremos (cujas demonstragoes sao andlogas aos Teoremas 2.3.5
e 2.3.6) fornecem uma caracterizacao do conjunto frente de onda hipo DC de uma M —ultradistribuigao

(definida em uma estrutura hipo DC de coposto zero) via transformada F'BI.
TEOREMA 3.2.8. Seja u € £4,(X) e assuma que & ¢ Wy (u)o. Entdo existe uma vizinhanga
aberta V< X de 0, um cone aberto C < R™\{0} contendo &y, e constantes 9, ¢, C > 0 de modo que

| F(gu)(z, Q)| < Ce™MCD - y(z,() eV xC (3.13)

para alguma funcao g € Ey(U), em que U < X € uma vizinhanga aberta da origem e g(0) = 1.
DEMONSTRACGAO. Seja & ¢ W Fiv(u)]o, antes de fazer o caso geral consideraremos o caso em que:
1. existe um cone I' em Ty X' (= R™), tal que & - I' < 0;

2. existe uma cunha W em C™ com aresta X tal que I' < T'o(W) (seguindo a Proposi¢ao 3.1.7 e

[8, p. 184-186] podemos considerar W = {(z +i®(z) +iv) :x € U c R™ v e I's} );

3. existe uma funcao f, M— quase analitica W, tal que u = bf sobre D),(Bc(0,7) n X) (para

r > 0 suficientemente pequeno).

Como & - I' < 0, fixado vg € I existe ¢ > 0 tal que:

v
é—2| . |U—Z| < —c<0.
Antes de continuar a demonstracao é importante notar que se u se anula em uma vizinhanca
da origem em X entdo a demonstracao deste resultado é garantida por [30, Theorem I1.2.5]. Deste
modo, é suficiente provar o resultado para gu, em que g € Dy (Bc(0,¢/8)) é tal que 0 < g < 1
e g(z) = 1, para todo z € Bc(0,3¢/32). Além disso, diminuindo ¢ (se necessdrio) consideraremos

Be(0,¢/8) n X < ©Q uma vizinhanga bem posicionada na origem. Aplicando a transformada FBI em
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gu temos:

Flgu)(z,¢) = <g(2ﬁu%ge¥dszl*xxzfﬂ>2Zl(Z__/g7c)>.

Como u = bf sobre uma vizinhanca da origem em X (diminuindo ¢, se necessério, consideraremos

que o limite exista em Bc(0,¢/8) n X) segue que

Fgu)(z,¢) = lim f+ iTﬂ)g(z')eQ(z’Z,’o A (z—72,¢)d, (3.14)
™—%Ju

|Uo|

em que Q(z, 2, () = i((z — 2') — {{)Xz — 2)*. Considere x € Dy (Bc(0,3) n X) tal que 0 < x < 1

7 16

e x =1em Bc(0,55) nX. Para 0 > 0, a ser determinado depois, defina

%%,ZEBdeMMMYeO<S<a
Vo

Z(2,s) =2 +isx(2))
Para o e 7 suficientemente pequenos podemos considerar

Vo

22 s) +iT
@) +irts

eW, V(7,s)e{Bc(0,¢/16) n X} x (0,0].

Fixado 7 > 0 e 0 < ¢/4 usaremos o teorema de Stokes para contornar o dominio de integragao,

definindo D = {z +isx(z)pp : 2 € Be(0,15) n Q2 e 0 <5 < 0}, segue que

!

Flgu)(z,¢) = L{ g(Z)f(Z + iéﬂ)eQ(Z’z DA (2 =2, ¢)de

= lim { if é [g(w)f(w + iTﬂ)eQ(z,w,C) Az -2, C)] dw; A dw
j=

|Uo|

+ J gz o)) f(2(Z o) + z‘Tﬂ)eQ(z’g(z”“)’o A (z—2,0)dz(#, 0)},

173 |vol

em que V = {3(¢,0) : 2’ € Be(0, 15) N Q}; pois g(w) = 0 para w € C™ com |w| = ¢/8. Como g =1

em Bc(0,3¢/32), £ < e

i [eQ(z,w,C) A (z— 2, C)] -0

ow,

temos que
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Fgu)(z,0) = JQ g2 f (2 + ié%)eQ(z’zl’O A (z— 2, ¢)d

Vo

~ dmd S 9 Q) A (5 —
— l%{jzf T [f(w—i—z7'|v0|)] Az =2, Q)dw; A dw

—i—f g &) f(EZ(Z,0) + ZTﬂ)eQ(Z’g(Z,"’)’O A (z—Z(Z,0),0)dz(#, 0)}, (3.15)

v |vol

em que para o fixado dZ(o) = dz1(2',0) A -+ A dZ, (2, 0).

Pelo bom posicionamento de €2 temos que:

RQ(z,2(7, s), &) _ &( VA /ﬂ)_< IV ’ﬂ>2
& R{Zw AT ) T

_ R{ |§0|(2—z)—|—z2<z >2}

#R{—esn(2) + 20 = Do + L)

—(1 = 7))z = 2" = sx(2)e — (sx(¢) + 2z = /)],

N

2,2/ e Qe e RIFAX =R™, para algum 0 < 7 < 1. A seguir dividiremos em dois casos,

1. Caso |2'| < 5. Nesse caso temos x(z) = 1 e assim, considerando s < o < 2, temos

32
R{Q(Z,g(ZI,S),fo)} ’ 3¢ 11c C C
<—sle—(o+2z—2N < —sle—[2C+ =4 2| = —scS
ol slemlor2lz < =s|e {5 3 T i 3
para |z| < e,
2. Caso 55 < || < §&. Considerando s < 0 < £ e |z| < & temos sx(2)+2[z—2/| < £+ £+ < e

Deste modo,

RIQEZ0.60) < 1 e < =) (& - &) == (&)

Como @ é continua, W = QR{Q(z,2(2,s),&/|E)}, 0<T<les<o<lexistecy >0e

uma vizinhnaga conica C de &, tal que,

R{Q(z, 2(s),£)} < —auslé], (3.16)
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para z € X, 2] < ;e eC.
Assim, procedendo de modo andlogo a (2.43) obtemos a seguinte estimativa para a segunda

integral a direita em (3.15),

if %{f(w + iéﬂ)g(w) X er(z’“”OA(z’—w, C)}d(w_j, w) < Cecalél (3.17)
j=14D I

|vol

for some ¢4 > 0 and (z,€) € [Be(0, &) n X] x C.

R{Q(z,2(7,s8),8)} < —c3l€|, paratodo (z,2,8) eV x U x C. (3.18)

J& que u = bf em Dy, (), pela topologia estabelecida no espago das M —ultradistribuigoes e pela
Observagao 1.1.7 podemos encontrar o, > 0 tal que para todo 0 < § < §y e € > 0 existe C. > 0 em

que

para todo ¢(., z,&) € DM(Q) (em que z e £ sdo encarados como parametros).

(7 (s i) o.59)] < CL MG N0tz Iz (019

Feitas estas consideragoes, procedendo de modo andlogo & demonstracao de Teorema 2.3.5 (ob-
tendo desigualdades anédlogas a (2.43) e (2.44), todavia esta conclusao é mais facil pois nao precisamos
considerar dois casos distintos) podemos concluir a demonstra¢ao do caso mais simples. A demons-
tragao do caso mais geral segue pela linearidade da transformada FBI. [ ]

A seguir serd apresentada a reciproca do Teorema 3.2.8.

TEOREMA 3.2.9. Seja X < C™ uma Ey—subvariedade mazimal real, bem posicionada em 0 e
ue & (X). Se existe uma vizinhanga V' de 0 em C™, um cone aberto I' = R™\{0} contendo &, € R™,

e constantes 6, C > 0 tais que
[F(u)(z,¢)] < CemMOKD¥(z,() e V < T, (3.20)

entio & ¢ Wy (u)lo.

Antes de propriamente demonstrar o Teorema 3.2.9 faremos algumas consideracoes e Lemas au-
xiliares.
Assim como na demonstragao do Teorema 3.2.8 assumiremos {2 < X uma vizinhanca aberta

de 0 bem posicionada (para algum 7, 0 < 7 < 1), suficientemente pequena. Pelo Teorema 3.1.7,
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diminuindo €2 se necessario, podemos considerar que €2 é a imagem de uma vizinhanca aberta U de

0 em R™ por uma aplicacdo z — Z(z) definida por
Z(x) =z +1id(x),
em que & : U — R™ é tal que ®(0) =0, ®,(0) =0e

|z—z'|<% Vz,2' €, e |®x(x)|<i Ve e U,
c

para uma certa constante ¢ > 0 a ser escolhida. Assim como na demonstragao do Teorema 2.3.6

consideraremos:

K
R™MI = | ], (3.21)
j=1
de modo que cada C; é um cone agudo aberto tal que:
1. C;nCy = &, para todo j # [; e
2.T;={veTpX :£-v>0paratodo { € C; e & v <0} éum cone agudo aberto e nao vazio.

Diminuindo I';, se necessario, podemos encontrar uma constante 0 < ¢ < 1 tal que
§-vzcfgflv], (v,§)el; xCj
Para j=1,...,K e § > 0 (& definir) definiremos:
W, = {Z(@)+iv: €U ve(ly)s) ={x+i®(x)+iv: xeU, ve (I))s},

observe que W; é uma cunha em C™ com aresta X tal que JI'; < I'o(W;). E, para z = Z(z)+iv € W,

§eCjyeUe (=) ="2Z,(y) '€ e RT'"X|4y), defina

£ = o |

u(e) [ @O - 2 Qg
Q CEK;

em que Q(z,2',¢) =i (2 —2') = {2z = ), K; = ¢(C;) e a primeira integral é entendida no
sentido de dualidade (j& que u é uma ultradistribui¢ao). A seguir apresentaremos alguns resultados

que garantem a existéncia de bf;.
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LEMA 3.2.10. f; € O(W;).
DemONSTRAGAO. Considerando z,y € U, { € Cj, ve I's e z = Z(x) + v temos

Qz,Z(y), Q) = iC-(Z(x) +1iv — Z(y)) — XZ(x) +iv — Z(y))*
= {i¢- (Z(z) = Z(y)) = (X Z(x) = Z(y))*} = ¢ v = {Of2iv - (Z(2) = Z(y)) — o]}

Como X é bem posicionada na origem temos

R{iC(Z(x) = Z(y)) — X Z(x) = Z(y))*} < —(1 =)l Z(x) = Z()|* <0, (3.22)

para todo z,y € U e £ € C;. Lembrando de (3.6), observe que

—Cv = =(Z,(y)7) v
= —¢-(Z,(y) V)

= 6 ([ iy ()] )
- —6[2K4V@Awf4

k=0
0

- —ev—g-[ GﬂW¢AwV47

em que [ representa a matiz identidade. Assim,

=1

¢ [Z(—i)k(%(y))kv]

k=1

R{=C-v} = —£-U—R{§-[ (—i)k(@y(y))%]}

< —clg]fof +

< —elelbl +lell] Y 12,000
k=1
w k
< —delll+1elbl 35 (1)
kZl 4+c

3
= _ZC|§||U|7

¢eCjevely. Portanto R{—( v} < —3¢|¢||v], para todo £ € Cj ev el
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Por outro lado podemos diminuir € de modo a obter (| < 2[¢], pois |'Z,(0)| = I. Como [{{)| < |(],
sendo (I';)s = I'; n Bs(0) e § < g, obtemos

R{—(OQiv- (Z(x) = Z(y)) = [v[)} < KOIQPIIZ(@) = Z(y)] + [v]*)
< [CI2[2(x) = Z(y)| + [v])

2c ¢
< 20l (3 + 5)

= Slélel,
para todo z,y € U, ( € C; e v € (I'j)5. Assim, combinando as desigualdades anteriores temos:
1
R{Q(z,2',()} < —ZC|§||U|, para todo z,y € U, { € C; e v e (I'))s. (3.23)

Como o fato de uma funcao ser holomorfa é uma propriedade local basta fixar um certo zy =
Z(zo) +vo €W, (z0 € U ewv e (I'));, para um certo ¢) e mostrar que para uma vizinhanca de z

temos f; holomorfa. Observe que podemos encontrar c; > 0 tal que

R{Q(I7 Zla C? U)} < _62|£|7

para todo v € (I')5, z,y € U, e £ € C}. Pelo Teorema 1.1.6 temos que para € > 0 arbitrério, existem

medidas borelianas u, tais que u = Y, 0%u, e §, |dus| < Ce®/(al)~*. Deste modo,

fi(z) = (@2m)™ Z JU 0% [Lec- eCETON(z — 2 O)dC(€) | dug(2). (3.24)

De modo anélogo ao que foi feito na demonstragdo do Teorema 2.3.6 (veja (2.53)) para todo n > 0

temos constantes 6,, C' > 0 tais que
8 (QESY | < M H 0 MO GBI g (3.25)

para todo multi indice 8, z = Z(x) + v, z = Z(y) e (z,v,y,§) € U x I'; x U x C};. Logo, podemos
derivar sob o sinal de integracao e como o integrando a direita em (3.24) é uma fungao holomorfa

segue que f; € O(Q2 +i([';);). Pela arbitrariedade de ¢ concluimos que f; € O(Q + il';. u

LEMA 3.2.11. Erzistem constantes C,c > 0 tais que | f;(2)| < Ce™M W) para todo » = Z(z)+iv e W,
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DEMONSTRAGAO. Andlogo a demonstragdo da Afirmacao (2.3) basta aplicar a desigualdade (3.25)
em (3.24) n

As fungoes f; e suas propriedades nos permitem demonstrar o Teorema 3.2.9:

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2.9. Sendo {2 como descrito acima, como antes é suficiente
assumir u € &},(€)) com suporte compacto suficientemente pequeno (para nao carregar a notagao,
nessa demonstracao omitiremos a fungao g usada na demonstragao do Teorema 3.2.8). Pelo Teorema
3.2.7 temos

w=(27)"" lim | e ¢ F(u)(-, €)de,

e—0t

em que o limite anterior é um limite ultradistribucional (na topologia de &£},(£2)). Considere

U = Uy + Us, (3.26)
em que
u = 27) " lim | e € F(u)(-, £)d¢
e—0+ Jp
(§]
uy = (27)"™ lim eI Fu)(-, €)de.
e=0% Jrm\r

Por (3.20) e pelo Teorema 3.2.6 temos que u; € £(2) (diminuindo €2, se necessério). Além disso, por

[3, Lemma 17] existe f extensao M —quase analitica de u;. Pela construgao feita em (3.21), considere
Uy = U1+ + UK,

em que

Uy = (27)™ lim el Fu) (-, €)de,

j=1,.... K.

Observe também que pelos Lemas 3.2.10, 3.2.11 e por [4, Theorem 3.1] segue que bf; existe em
D (Q) (diminuindo €2 se necessario). Observe que para concluir a demonstragao é suficiente mostrar
que bf; = ug ;.

Sejam @ = Q(z,Z(y), &) como definido no Lema 3.2.10, A = A(Z(z) + v — Z(y),() e conside-

raremos ¢ € DM (Q) (com K = supp @) arbitrdria. Pelo teorema estrutural de D), pelo teorema de
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Fubini e pelo teorema da convergéncia dominada temos

2m)™(bfj, ¢y = (2m)™ lim J fi(Z(z) + w)p(Z(x))dZ(x)

I'j3v—0

- lim, J f j eQu(Z(y))d(Z(x)) Ad¢dZ (y)dZ (x)
— f f f eQ(Z () AdZ ()l Z (y))ACdZ (y)

I'sv—0

~ lim f j | 2(y) — iv, Q)] uw(Z(y))d¢dZ(y)

I'sv—0 QJK

_ J L F()(Z(y), —O)ulZ(y))dCdZ (y).

Observe também que

(tng, @) = (27)~™ lim f | e r @, ooz@)ziE

e—0t

E deformando o contorno na variavel £, como feito no Teorema 3.2.8 obtemos

Cungody = (2m) "l | | f Q< Z () Az — Z(y), )o(=)d=dCdZ(y).

e—0t

Portanto,

(2m)"(ug,j, &)

lim
e—0t | K;

- lim j f B~ () Az — Z(y), C)dze= u(Z(y))d¢dZ (y)
e—0t | K; JK

f Qe <O u(Z(y))d(2)Alz — Z(y), O)d=dCdZ (y)

K

~ lim f —O] e u(Z(y))dCdZ (y)

e—0* Jq

5

- | | Ferze.-ouzmicz)

Assim, u = Y, bf; em D}, (Q) e portanto temos que § ¢ W F5(u)]o. m

A seguir serao apresentadas algumas consequéncias dos Teoremas 3.2.8 e 3.2.9.

DEFINICAO 3.2.12. Sejam V um espaco vetorial e I' =V um cone. O polar I'° é um cone agudo e
fechado em V*\0 definido por:

[’ ={¢eV*\0:£&(w) =0, para todo veT}.
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O proéximo resultado é uma versao da Proposicao I1.5 de [32] para o caso Dyy.

COROLARIO 3.2.13. Sejam I',...,I'y € T,X cones conezos abertos e nao vazios e seja u € DEX).

Os seguintes itens sao equivalentes:

1. WEy(u), = 3, TY

J

2. Sejam Ty,...,T'y © T,X cones agudos, abertos, conexos e nao vazios cujos fechos estao res-
pectivamente contidos em I'y,... . I'y (Fj c Iy, paraj=1,...,N). Dadas as cunhas W; em
C™ com aresta X tais que ij c I'bv(W;) e para todo j = 1,..., N ezistem funcoes M— quase

analiticas f; em W;, tais que u = Z;VZI bfj, em Dy (X) em uma vizinhanga de p em X.

DEMONSTRACAO. (1) = (2) : A demonstragao desse fato é muito parecida com a demonstracao
do Teorema 3.2.9 e por isso omitiremos alguns detalhes. Para qualquer j € {1,..., N} considere um
cone T'; como descrito no enunciado deste Coroldrio. Seja C; um cone agudo em TFX\0 ~ R™\0 tal
que

IMccC)c int(f’?) T

Observe que é possivel encontrar ¢ > 0 tal que,

§-v = cl¢]v], paratodo (v,§)el; x Cj.

Anélogo a demonstracao de Teorema 3.2.9, via féormula de inversao da transformada F'BI, pode-

mos escrever N

U =u; + Z U2,5,
j=1

para

w = (27)"™ lim e P F(u) (., €)de

e—0t Rm\UN_ Cy,

Up; = (2m)™™ lim e~ Fu) (., &)de.

=0 Joptia,
N 0 N . ~
Como WFy(u), < szle c szl C;, assim como na demonstracao do Teorema 3.2.9, temos
uy € &y e deste modo u; possui uma extensao M —quase analitica. Também andlogo a demonstragao

do Teorema 3.2.9, para cada j € {1,..., N} existe uma cunha W; < C™ com aresta X de modo que
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ij (e Fo(WJ) e
uj = bf; em D'(Q),

concluindo a demonstracao.
(2) = (1) : Seja € € (T;‘X\O)\U;V:l 9, entao & ¢ '), para cada j = 1,..., N. Assim, v; € T
tal que £ -v; < 0, para cada j = 1,..., N. Logo, para cada v; é possivel encontrar uma vizinhanca

conica I'; e T de v; tal que

§-1'; <0, paracada j=1,...]N.

Por hipétese, para cada j € {1,..., N} ha uma cunha W; < C™ com aresta X tal que Jf‘j cI',(W,))
e uma funcdo f; M—quase analitica em W, de tal modo que u = Zjvzl bf; em D}, (X) em uma
vizinhanga U, de p € X. Pela Defini¢ao 3.2.4 segue que & ¢ WF;y(u)|,. Como £ é um elemento
arbitrario de (7, X\0)\ Uj\;l 'Y concluimos que W Fyy(u)l, < U§V=1 I9. n

A seguir apresentamos o chamado Teorema da aresta da cunha para o caso DC.

COROLARIO 3.2.14. Seja X < C™ uma subvariedade mazimalmente real e p € X, considere também
Wt e W= cujas em C™ com aresta X cujas diregoes sio opostas, I'y(W*) = =I',(W™). Se u €
Dy (X) € o valor de fronteira de uma funcao ultradiferencidvel f+ € Ey(W™) e também de uma

fungao f~ € Eyy(W7), entao WFE(u)|, = &.

DEMONSTRAGAO. Seja I' © T, um cone aberto agudo tal que JI' < I',(W*). Entao J(-I') = —JI' <
—T,(WT) =T,(W~). Pelo Corolério 3.2.13 temos que W Fy;(u)], € T° e WF;Y(u)], = (—T)°. Como
WEFE(u)|, < I'° dados £ € WF;¥(u), e v € I' ndo nulo, temos £ -v > 0 e assim £ - (—v) < 0. Por
outro lado, como WY (u)|, = (=T)° temos & - (—v) = 0. Concluindo assim que £ = 0. Lembrando

que WFi(u)|, € TrX\0 concluimos que W EFjjul, = &. n

3.3 Coposton =1

Nesta secao nos concentraremos no caso de estruturas de coposto um. Como nossos resultados sao
locais, podemos considerar M = U = V xJ, em que V representa uma bola aberta centrada na origem
de R™ e J um intervalo real. Pela Observacao 3.1.8 podemos nos concentraremos nas subvariedades
. . . m _ 0 0 0
maximalmente reais {Z(z,t) : x € V} (para cada t € J fixado) de C™, com V = {3, ..., 55—, 3}

Seguindo [2] consideraremos que as solugoes (integrais primeiras) para V sejam escritas como,
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Z,(at) = z;+ V(x,t) +iQ;(x,t), j=1,...,7r (3.27)
’ z; +i®,(z,t) j=14r....,m

com ®; e ¥, funcoes a valores reais tais que

®;(0,6) =0, j=1,....,m, U;(x,t) = O(|z|"), (z,t) eV x J, j=1,...r  (3.28)

|®"(x,t)| < Blz|?, z€V, teJ (3.29)

A seguir apresentamos a transformadas FBI usada para caracterizar micro regularidade sobre

estruturas de coposto um (veja [30, p. 317]).

DEFINICAO 3.3.1. Seja h uma ultradistribuicao solugao em U’ dependendo suavemente de t (veja
[50, Definition 1V.3.1]). A transformada FBI de u € definida por

Fm)20) = (ha(); e 0N (- 2,0))
em que
Q"(2,%,) =i - (z = #) = KICGz — 27, (3.30)
2eC™ Ce{CeCm: IS <|R(|} ete

Seguindo os Teoremas 3.2.8 e 3.2.9 consideraremos a seguinte definicao de micro regularidade DC

em X :

DEFINICAO 3.3.2. Seja h uma ultradistribuicdo solugdo em U’ dependendo suavemente de t, hy =
h(-,0) e x € DM(U") tal que x = 1 em uma vizinhanca de 0. Dizemos que um vetor cotangente
&% € TFX ndao pertence a W Fy(ho)lo, se e somente se existe uma vizinhanga O da origem em X,

uma vizinhanga conica C de £ em R™\{0} e constantes k, C, ¢, § > 0 tais que
| F"(xh)(0; 2, Q)| < Cle MK, V(z,{) e O xC, k=kK".

Lembre-se que pela Proposicao 3.1.7 a equagao t = 0 define X em uma vizinhanca aberta da

origem e considerando ¢ = ty para algum t; € J fixado podemos definir as demais subvariedades
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maximais para estrutura (denotadas por X;,, observe que Xy = X °). Além disso de modo anélogo a
defini¢ao anterior podemos definir W F; sobre as subvariedades X, denotado W Fys(hy,)|o. A seguir
mostraremos que a definicao de W F); apresentada acima independe da variedade maximalmente

real.

TEOREMA 3.3.3. Assumindo que as integrais primeiras Z; satisfazem (3.27), (3.28) e (3.29),
existem r > 0 (tal que B.(0) < By, (0) € V x J ), uma vizinhanga da origem O e constantes k*, § > 0
tais que: se x € DM(U") € tal que x(z) = 1, sempre que z = Z(x,t) com |z| < r, entdo dada h uma

ultradistribuicao solu¢ao em U’ dependendo suavemente de t existem constantes Ay, Ay > 0 tais que
IFE(xh) (t; 2, €) — FE(xh)(0; 2, €)| < Aje=MMA21ED
para
lt| <6, 2€ 0, £eR™{0}

eK=R".
DEMONSTRAGAO. Demonstraremos esse resultado seguindo a demonstra¢ao do Teorema 2.2 de [2].
Ja que h é solucao de V), pelo teorema fundamental do calculo, Definicao 3.3.1 e pela definicao de

temos

HA[Fr(xh) (Tt 2, €)]

Fr(xh)(t; 2,€) — FH(xh)(0; 2,€) = f ) ir
18?“()(]1)
= LT(Tt,z,f)th (3.31)

sendo @, como em (3.30). Por outro lado, pelo Lema A.1.4, existe C' > 0 tal que

10562770 < Ol 5 R0 3 MDD,

Além disso, como z' € X existe x € V tal que 2/ = Z(z,7t). Em [2, p. 1005] vemos que em (3.27)

podemos considerar W(x,t) = O(|z|? + |t|?) e ®(x,t) = O(|x]* + |t|?). Deste modo segue que:

RQ™(0;23¢) < R{&- Pz, 7t)} — wl¢] (Jo + (¥(z, 7), 0)]* — [@(x, 71)[*)

SPara maiores detalhes desta caracterizacio das subvariedades maximalmente reais recomendamos a leitura de [30]

e [57].
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RQ™(0:25¢) < [El|@(w, 7t)| — slg]al® + wle][(¥(x, 7t), 0)]* + wl¢]|@(x, 7t

< ORIt + [2?) — sléllel* + Crlgl(Irt]* + )

N

Clel(t* + £lt]") + [E(Crl]* — Kla]* + Crlzl]"),

0 < 7 <1 (sem perder generalidade podemos considerar || < 1). Deste modo, para r < |z| < 2r e

|t| <1 temos

RQ™(0,2',€) < CIE|(1 + k) [t]* + |€|[ACKT? — kr® 4+ 16C K],

Counsiderando r < ﬁ e k > 16C temos
1
RQ(0,2,€) < Clel(1+ Wl — gwr?le]

para [t| < d, £ € R™{0},0 <7 <1,k = r* =8C er < |z| < 2r. Podemos assumir ¢ suficientemente

pequeno tal que:

RQ.(0,2',§) < —im’2|§|.

Pela continuidade de Q. (z, 2, ) na variavel z existe uma vizinhanga O da origem de C™ e uma

constante A > 0 tais que

RQH(Z7Z,7€) < _A|§|7 (332)

para |t| < 0, { e R™M{0}, 0 <7 <1,k = r*=8C,ye Oer < |z] <2r Observe também que por

[21, Corollary 10] existem fungoes b, € C*(J) e f € C*®(U’) tais que

FrO)(t28) = (hal®xe®C70 A (2= 2.0))

= D0ba() | 700 2 0z (3.33)

67

e para todo L > 0 existe C', > 0 tal que

(3.34)

com ¢(z, 2, &) = GO\ (2) A (2 — 2, C)
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Pelo Lema A.1.4 temos

0862 2@ < CIFH RS0 FMAIE) o GBI+ g o FMAlED
€T ~ ~ .

para |t| < 0, £ € R™M{0},0 < 7 <1,k =2 k* =8C, 2z € O er < |z|] < 2r. Deste modo, como
o{x(Z(x,t))} = 0, para |z| < r; por (3.32), (3.33) e (3.34) podemos derivar (;) sobre o sinal de
integracao em (3.33). Portanto, voltando em (3.31), lembrando que h é solucao e escolhendo L
suficientemente pequeno temos:

[ FE(xh)(t; 2,€) = F*(xh)(0; 2,6)] < LZ(—l)'a f ba(t)f(2,1) X 2056(2, 2/, €)dztdr

«

)8l N
CEZ u Z CAY,(;,(;M(;@’EM(AKDM(;M@
Bl yi616=p

C (L) lem3MAKD < Cem3MAED,
B

N

N

para todo z € O e £ € R™. [ ]

Como consequéncia apresentamos o seguinte Corolario.

COROLARIO 3.3.4. Seja h uma ultradistribuicao solucio em U’ dependendo suavemente de t. Dados

to,t1 € J arbitrdrios temos
¢ WEy(hy)lo = € ¢ WEy(he)lo (3.35)

DEMONSTRAGAO. Observe que para demonstrar o resultado é suficiente mostrar que para todo sub-
intervalo fechado K de J existe um real § > 0 tal que (3.35) é valida sempre que ty,t; € K e
|to — t1| < 0. Defina

h(t) = h(t + to).

Entao h(0) = h(ty), h(ty — to) = h(x,t1), WFy(he,) = WEy(ho) € W Ey(hy,) = W Epyp(hyy—,).-

Deste modo, se €% ¢ W Fy(hy,)|o = W Fa(ho), pela Definicdo 3.3.2, segue que existe uma vizi-
nhanga O < R™ da origem, uma vizinhanca conica C de £° em R™\{0}, constantes reais ¢;,c, > 0 e
k* > 0 tais que:

[ (xh)(0;9,)] < Ce =MD y(y, ) e O x C, k = K",
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Por outro lado, observe que escolhendo § definido pelo Teorema 3.3.3; se [ty — t1] < d, entdo existem

constantes C, Ay, Ay > 0 tais que
[Fr(xh)(to — ti:y. €) = Fr(xh) (05, €)| < Cem MM,
para y € Br(0) = R™, { € R™\{0}, k = £*. Portanto, diminuindo ¢; e ¢y (se necessdrio), temos
FE(ch) (o — 3y, €)] < Cem M=,

Deste modo podemos concluir que £° ¢ WFM (hy, ) = W Fy(hy,). m

3.4 Coposto Arbitrario

Nesta se¢ao iremos considerar o caso em que (M, V) é uma estrutura hipo DC de posto m e coposto
n (veja Definigao 3.1.2). Dada uma subvariedade maximalmente real X de M e p € X, pelo Lema
3.1.7 podemos considerar uma vizinhanca U de p em M com U =V x W, em que V e W sao
abertos de R™ e R™ respectivamente, ambos contendo a origem. E, podemos escrever Z;(z,y) =
x; + i®;(z, y) satisfazendo (3.3), (3.4) e (3.5). Seguindo [30] nossos resultados serdo apresentados
sobre a subvariedade U’ = {(Z(z,t),t) : (z,t) € U} (com U suficientemente pequeno).

Ao longo desta segao identificaremos T* M|y com U x R™*" e as coordenadas de seus elementos
serao representadas por T, ..., Tm, Yty s Yns E1s e o o5 Emy My - - - s M- Ainda pelo Lema 3.1.7 X n U é
definida pela equacao y = 0. Nesta secdo usaremos a notacao por X, = {Z(z,y) : * € V}, com
esta notagao é importante notar que Xy = X (observe que, pelo teorema do posto, para cada y a
aplicacao = +— Z(x,y) define um mergulho e X = {y = 0}). Iremos identificar o fibrado cotangente

de cada X, com X, x R™.

Sendo v + d = m iremos denotar 2’ = (z1,...,2,) e 2" = (z,41,...,2n) (respectivamente
y/ = (yh s 7yl/)7 y” = (yl/+17 R 7yn)7 gl = (517 s 7§V)7 5” = (511-&-17 s 75’/71)7 77’ = (7717 SR 77711) €
n" = (Mus1,--.,Mn) ). Podemos mostrar (veja [32]) que:

T ={(En)eTiM: & =0,n=0} e mx(TQ) = {€eTgX : & =0}

Observe que para T nao ser nulo devemos ter v < m. Deste modo sempre consideraremos o caso
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v<<m.

A seguir lembraremos lembraremos algumas mudangas de varidveis usadas em [7] e [2]

PROPOSICAO 3.4.1. [7, Proposition 4.1]. Dada Y wma subvariedade mazimalmente real de U ar-
bitraria, contendo a origem, existem uma matriz S quadrada complexa, inversivel e de ordem v, e
uma fungao fy = (fig,- .., fnz) tais que fj3€ C°(Vy) (j =1,...,n) e Vy € V seja uma vizinhanca

aberta da origem de R™, com f;(0) = 0. Se fizermos a mudanca de coordenadas
zy+ iy, = SY, af =",y =y, (3.36)
entao Y € definido em uma vizinhanca aberta Uy < U da origem pela equagdo

yr = fe(zy). (3.37)

Reciprocamente, o sistema de equagdes composto por (3.36) e (3.37) define uma subvariedade mazi-

malmente real de classe Dyr em alguma vizinhanca aberta da origem, passando por este ponto.

Para o caso de coposto n > 1, seguindo [?] apresentaremos uma caracterizagdo para integrais
primeiras de uma estrutura hipo DC de coposto arbitrario que tornara a invariancia do conjunto
frente de onda DC por estruturas maximalmente reais uma consequéncia direta do caso de coposto
um.

Para a matriz S dada pela Proposi¢ao 3.4.1, consideremos a poténcia S* (seguindo a expansao

em serie de poténcias de 2!, z complexo e t real) e a aplicagao
A:R™ xR —> C¥ x RO0)+0=v) &~ gmn

definida por: A(Z,t) = (2 = S~'#', 2" = #”,0). Consideremos V uma bola centrada em 0 € R™ com
raio suficientemente pequeno, de modo que a imagem de V' x (—2,2) pela funcao A estard contida

em U e definamos Zj como sendo o pull-back de Z; (1 < j < m) por A. Assim,

Zi(.1) = ZjA@1) =2 +iy =51 7,0)
(Sft;i'/>j + Z'\I/j(R(S*tlJ)’ fi'll), ] _ 1’ o

T+ ®(7, 1), j=r+1,...,m;
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em que ®;(Z,t) = ®;(S7'#,7",0). A seguir denotaremos ®” = (®,,1,...,®,,). Por (3.5) e pela

definicao de S*, para cada N natural, que existe B > 0 tal que
|®"(#,t)| < B|z|Y, VieV, te(-2,2).

Observe que Zj define uma estrutura hipo DC sobre V x (=2, 2). Além disso, para qualquer ¢ (|t| < 2)
temos que X; = V x {t} define uma subvariedade maximalmente real nesta estrutura e A induz
um difeomorfismo de classe £y de X; em uma vizinhanca aberta da origem de uma subvariedade

maximalmente real (contendo a origem) de U, X},
X ={(r,y) e U:3(52) =0,y =0}.

A seguir usaremos as coordenadas wy, iy da Proposigao 3.4.1 para definir outra aplicagao de classe &y,
de uma vizinhanga aberta da origem de R™™! em U. Considere que a vizinhanga V; da Proposigao
3.4.1 e uma bola aberta Wy em R" sejam suficientemente pequenas tal que as seguintes propriedades

sao satisfeitas:
(1) Uﬁix/&XWﬁCU;
(ii) para todo t € (—2,2), tfi(Vy) < W}

Defina I' : V; x (—2,2) ¢ R™*! — U, < R™™ T'(xy,t) = (24, tfy(21)), se nds definirmos

F: U — U
(z,y) +— F(z,y) = (5¢,2",y"),
entao {Z; o F'} define uma estrutura localmente integrével em Uy isomorfa & uma estrutura local-

mente integravel definida por Z; sobre U (no sentido que F' leva solugoes da estrutura (U, Z) em

solugoes de (Uy, Z o F71) e vice versa). Observe ainda que

Zjo F Nxy,y) = Zj(S’lzé,xg,yé')
(S712); +iV;(R(S20),2f), j=1,...,m
xﬁj—i-i(I)j(S*lzé,a:l'j',yg’), j=1,...,m,

[P(R(S™ %), 27, yi)] = O(|(zs, y) ).
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Trocando Z, o F=Y, ..., Z. o F~! por

ZloFil
Z* =S8
Z,oF~1

encontramos integrais primeiras equivalentes, dadas por

2wy ys) = A+ UHR(ST) 7)), =17
] w10 (ST 2wl YY), J=1401,m,

para
Uy (R(S™"2}), xf)
U (g, ) = S :
U (R(S™ %), )
Entao,

U™ (25, 10)| = O( (2, 5)|V).

Definindo Z; como sendo o pull-back de Z* por I' temos:

Zy(zy,t) = ZF (g, tfy(7y))

Ty + itfuj(xﬁ) + \Ifﬁj(l'ﬁ,t), j = 1, o, T

= (3.38)
ZEﬁj—I-Z'CI)ﬁj(Iﬁ,t), j=7“+1,...,m,

para

Oy(wy,t) = D(S™ (wh + it fi(wy)), 2y, Lf ()
e

Wy (g, 1) = W (g, fo ().
Como f(0) = 0 é possivel encontrar constantes C, B > 0 tais que
|@y(y, 1)| < BlaylV e [Wy(ay, )] < Olayl™, zpe Vg, [t < 2. (3.39)

As funcées Zj; definem uma estrutura localmente integravel sobre Vi x (—2,2). A imagem da
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subvariedade maximalmente real Y}, = V;x {t} por I' é uma vizinhanca da origem de uma subvariedade
maximalmente real Y; de Uy definida pela equacao y; = ¢ fi(xy).

Observe que como S é uma matriz constante, (SZ’, Z") define sobre U a mesma estrutura hipo
DC que Z. Assim, essas duas estruturas definidas sobre V x (=2,2) e V; x (=2,2) sdo o pull-back
de uma mesma estrutura sobre U. Em particular o pull-back de qualquer solugao ultradistribucional
em U é uma solucao ultradistribucional em cada uma das estruturas localmente integraveis assim
definidas. Observe também que A e I" preservam a variavel x” e portanto a forma £”dz" é preservada:
o pull-back de £"dx" por A é £"di" e via I' é " € diy. Assim, se (0,£",0) € TyM é um ponto
caracteristico, o seu pull-back para subvariedade maximalmente real X, real via A e & Yy via A é
representado por (0,£"”) em coordenadas T e Ty respectivamente.

Feitas essas mudancas de variaveis podemos nos restringir, pelo Teorema 3.3.4, de modo analogo

a demonstragao de [2, Theorem 1.3] podemos demonstrar:

TEOREMA 3.4.2. Seja h uma ultradistribuicao solucao em uma vizinhanca aberta U de um ponto
Po, X e duas subvariedades mazimalmente reais de U' passando por po, € hy e hy o traco (restrigdo)

de h sobre X e Y respectivamente. Entao wx (&) ¢ WFy(hy) se e somente se my(&) ¢ W Fy(hy)

A invariancia do M —conjunto frente de onda por variedades maximalmente reais apresentada
no Teorema 3.4.2 nos possibilita apresentar a definigao de M —conjunto frente de onda (para uma

ultradistribuigao solugao em U’ dependendo suavemente de y).

DEFINIGCAO 3.4.3. Dizemos que o par (p,§) € T*M pertence ao M—conjunto frente de onda de
uma solucdo ultradistribuicao solucao em U’ dependendo suavemente de y se sua projecao natural
no fibrado tangente de alguma (equivalentemente de toda) subvariedade maximalmente real X < M

passando por p pertence ao M —conjunto frente de onda do traco de h sobre X.



Capitulo

4

Conjunto frente de onda DC de solucoes de

equacoes nao lineares do tipo Mizohata

Em 1980 F. Treves ([70]) e J. Sjostrand ([53]) estudaram operadores
L =0, —itg(x,t)0,, Rg(0,0)  0;

os autores deram condigoes para que apés uma mudanga de variavel o operador L possa ser reduzido

a um operador

L =0, +it(1 + p(z,1))0,,

em que p se anula de ordem infinita em ¢t = 0. Uma generalizagao destes resultados foi proposta por

J. Kim e S.-O. Kim em [11], eles estudaram operadores diferenciais L do tipo Mizohata,
L =0, —it'g(x,t)0,, (4.1)
em que Rg(0,0) # 0, k =2" — 1 (ne N) e g possui a seguinte expansao de Taylor
9(x,t) ~ ag(x) + ap 1 (@) + aggeppy (v) 2ETD 4o

Além disso, J. Kim e S.-O. Kim provaram que apds uma mudanca de varidvel os operadores do tipo

Mizohata podem ser reduzidos a uma constante nao nula multiplicada a

L=0,—it*"(1 + p(x,1))0,, (4.2)

104
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em que p se anula de ordem infinita para ¢ < 0.

Considere 2 ¢ R™ uma vizinhanga aberta da origem e a equagao nao linear u; = f(x,t, u,u,) com
solucao u € C%(2). Em [1], Z. Adwan e S. Berhanu estudaram a micro-regularidade (C*® e analitica)
de u(-,0) sobre condigoes no operador linearizado.

Motivados pelos trabalhos [11], [53] e [56] neste capitulo introduziremos as DC-equagdes nao
lineares do tipo Mizohata e para essas equagOes apresentaremos uma versao DC para os principais

resultados de [1].

4.1 O Linearizado e a parte principal do Hamiltoniano Holomorfo de uma
equacao nao linear de primeira ordem

Nesta secao recordaremos as defini¢goes do linearizado e da parte principal do operador hamiltoniano
holomorfo. Além disso apresentaremos, sem demonstracao, alguns resultados técnicos que foram
demonstrados em [1] e que serdo importantes na préxima segao.

Seja Q© < RY um subconjunto aberto, 7' € R*\{0}, f(z,t, (o, ) de classe C*(Q x [0,T) x C x CV)

e holomorfa em ((y, () e u solugao da EDP nao linear
w = fx,t,u,uy), (4.3)

em que u, representa o vetor gradiente de u. Considere

al 0
- Zf(j(']:7t7 <07C)6_xj
7j=1
Dada ¢ = 9¥(z,t,(p, () uma fun¢do suave e u uma solugao da equagao (4.3) denotaremos v =
(u,u,) e V¥ (x,t) = (x,t,u,u,). Com esta notagao, o operador linearizado associado a (4.3) pode

ser escrito como,
FR d
== = > fi ()
ot a i

Deste modo,
N

L'u = "z, t) — Z (@, t)ug, (2,1). (4.4)
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Seja u € C*(Q x [0,T]) (k > 2) uma solugao para equacao (4.3), pelo teorema de Schwarz e pela

regra da cadeia temos

Couy, (5,1) = (j—;;)v(x,t)Jr(j—é)v(x,t)umk(az,t).

Se g é uma funcao tal que

gv(x)t) = EUU7 g= (907917"‘79N)'

entao

N
gO(x7t7C07C) = f(xvta COJC) - Z ijCj(x7t7 <07<)7
j=1
gl($7t7C07C) = fxl<x7t7C07C) + le(o(x>t7C07C) (1 < ) < N)

A seguir definimos um operador auxiliar, chamado parte principal do operador hamiltoniano holo-

morfo de (4.5) !, que desempenhara papel fundamental na préxima segao:

N
H=L+ g()@CO + Z g]ﬁgj.

J=1

(4.6)

Terminamos essa secao apresentando alguns resultados basicos cujas demonstragoes podem ser

encontradas em [1].
LEMA 4.1.1. Seja ¢ = (z,t,(y, ¢) € CP(Q x [0,T) x C x CN) holomorfa em ((y, ). Entdo:

(i) Para todo natural n, temos

(Ev)nz/)v — (H'ﬂw)’[}
(i) Para todo natural n, temos

n—1

O SR I N ([ RV B )

Jj=11=0 s=0

COROLARIO 4.1.2. (i) S(H" f¢)?(20,0) = 0, para todo 0 < k <n —1; se e somente se

LS (f)(20,0) = 0, para todo 0 <k <n — 1.
¢

(4.7)

1Observe que operador H representa a parte principal do operador hamiltoniano holomorfo de n — f(z,t, (o, (),

substituindo o coeficiente de 0, por zero.
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(ii) Se S(H" f:)"(wo,0) = 0, para todo 0 < k < n — 1, entdo
(L) (3(fe,)" ) (w0, 0) = S(H" f;)"(w0,0), j =1,...,N.
LEMA 4.1.3. Fizado k natural, se
(OSfE)(@,0) =0, VzeQ, 1<j<N e0<I<k-1 (4.8)
entao

(LS fE)(,0) = 0; (SfE)(2,0) Vo e, 1<i<N. (4.9)

4.2 Conjunto frente de onda da solucao de uma equagao nao linear do
tipo Mizohata

A seguir consideraremos uma equacao nao linear cuja parte principal do operador Hamiltoniano

holomorfo de (4.5) é do tipo Mizohata. Para ser mais exato consideraremos uma equagdo nao linear
u = fx,t,u,uy) (4.10)
de modo que f(x,t, (o, ¢) = t"F(z,t, (o, ¢), em que F possua a seguinte expansao de Taylor

F(fﬂ, t? CO? C) ~ Clo(.ilf, CO) C) + ak+1(37, CO) C)thrl + a2(k+1) (fﬂ, CO? C) t2(k+1) e (411)

Se F satisfizer (4.11) diremos que a equagao (4.10) é uma equagao diferencial nao linear do tipo
Mizohata.

Sejam Q < R™, N} € C e N, € C™ conjuntos abertos, T'>0e V = Q x [0,T] x N7 x N,. Para
estudar a micro regularidade DC' de solucoes para equagoes nao lineares do tipo Mizohata se fara

necessario o caso em que F(z, tY/#+1 ¢y ¢) € E(Q x [0, T*1] x C x CV), holomorfa nas varidveis

(G0 €)-

Exemplo 4.2.1. Seja {b;(x, (o, ()}*_, uma sequencia de funcoes de classe C*(Q x Ni x Ny) de modo
J n=0
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que para todo K € Q x N7 x Ny, existe B > 0 tal que
107, 0.0 (2, Co, )| < B M M, Ve e K, neN, aeZH
Por [3, Lemma 14], existe G € Ey(V'), holomorfa nas varidveis ((o, C), satisfazendo:

8?G(.:c, 07 CO) C) = bn(x7 CO? C)

Definindo F(z,t,(y,¢) = G(a,t*+1 (5, ¢) e an(z, (o, () = M, j € N, pela formula de Taylor,

n!

seque que
F(%tl/(’““),Co,C) = G(x,t,(o, ) ~ aolx, (o, ¢) + ar(z, o, Ot + as(z, o, Ot + - - -
Logo,
F(x,t,6o,¢) = Gz, ", 60, O) ~ ao(@, o, O) + ar(w, o, Ot + as(w, o, P 4 -
Portanto a equacao

Uy = tk+1F(ZL” 7(“-7 C07 C)

¢ uma equagdo ndo linear do tipo Mizohata com F(x, t'/*+Y ¢, () e £3(Q x [0,TF1] x C x CN),

holomorfa nas variaveis (o, ).

Observagao 4.2.2. Seja U < R aberto e f € Ey(U). Observe que se b,(x) = %(f), n € N, entdo

para todo compacto K € U existe C' > 0 tal que

d* fn(2)

dz®

B da-&-nf(m)

= | == < CottAL M, VreK, neN, aeN.
’Ina n

De modo andlogo ao exemplo anterior podemos encontrar um intervalo contendo a origem I e uma

funcao F : U x I tal que

dn tn(k+1)
F(x,t) /() , (x,)eUx 1

dz™

e F(x, tY/t+) e £4,(V x I),
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DEFINICAO 4.2.3. Seja F € C®(V) uma fung¢ao holomorfa em ({y,¢). Dizemos que a equa¢ao nao
linear

wy = t"F(x,t,u, uy) (4.12)
¢ uma DC-equagdo ndo linear do tipo Mizohata se F(x,tY/*+D (5, ¢) € Ey(Q x [0,T] x C x CN),
holomorfa nas variaveis (o, ).

A seguir apresentaremos condicoes para localizar o conjunto frente de onda DC do trago de

solugoes para DC-equagoes nao lineares do tipo Mizohata.

Observagao 4.2.4. Seja F € C*(V), holomorfa nas varidveis (Co, ¢), e f(x,t, (o, ¢) = tFF(x,t, (o, ).

Observe que a condi¢ao (4) (proposta por Z. Adwan e S. Berhanu em [1]) € equivalente a
%{Fg(xo,())} # 0.

De fato, como f; = t*F;, pelo Lema 4.1.1 temos

—_

(ijc)v _ [Hj(thC)]v _ thU Z N Z ( ) Ev S(thC) (ﬁv)l 50, a] 1— l[(th) ]

j=11=0 s=0

Para t =0, pela regra de Leibnz, temos
(H'fe)" (,0) =0,
para j =0,1,...,k— 1. Além disso,
(M 1)1 (2,0) = K- FE (,0)

e portanto S(H* f¢)"(x,0) = k! - S {F¢(x,0)}

O préximo resultado representa uma versao DC do Teorema 0.0.3 no caso de DC-equagoes nao

lineares do tipo Mizohata.

TEOREMA 4.2.5. Sejam k € N e funcées f e F como na Definicio 4.12. Se a DC-equagdo nao
linear do tipo Mizohata (4.12) possui uma solucdo u € C*! e SF(70,0) # 0 entdo, para todo
%€ SN tal que S{FY(10,0)} - €% < 0, temos que (x0,£°) ndo pertence ao conjunto frente de onda

DC do trago u(x,0) = ug(z), isto €, (xg, &%) ¢ W Fyr(uo).
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DEMONSTRAGAO. Sejam L e H os operadores linearizado e parte principal do Hamiltoniano holomorfo
de (4.12) definidos em uma vizinhanga V = V; x Vo x V3 x V; < RY x R, x C¢, x (Cév do ponto

(20, 0, u(xo,0), uz(xg,0)), com

vV, = {xeRN |z — x| < 70},

Vs
Vs = {CeC": [C—u(xo,0)| < po}e
Vi = {CeC":|¢— uy(w,0)] < p}

(teR: |t| < T},

para certas constantes rq, T, po, p > 0. Observe que

a N
‘C = a_zthCg(xata COvC)
— J
7j=1
Yoo
H o= L+g00+ D, 95
=70

com

N
gO(x7t7C07C) = f(x7t7<-07<) - Z CjthC](x7t7 <07 C)a
j=1
gj(mat><07<) = ij(aj,t,Cg,C) + ij{o(x>ta CO?C) (1 <.7 < N)

A seguir construiremos solucoes aproximadas adequadas para os nossos propdsitos, para isso

consideraremos o operador auxiliar

~ ch (Z‘ tl/ (k+1) Co, C) 6
H = at Z (k T 1) a_ + gO('I t CO? a{o + Z gj z, t C07C) 6Cj
7=1 7=1
com
" F(z, V%0 ¢, 0) ¢ a, 15 Gy, ()
gO(xvtu COa C) - kE+1 Z k+1 )
Fz i ([E, tl/(k+l)7 CU) () FC (.ZU tl/(k+1) CO g)
a: — J TG0\ 3 S0 < i<

Como F(z,tY/*+1 ¢ (y) e as projecoes x — x; (j = 1,2,...,N) e (= (; (j =0,1,...N) sio de
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classe £y e holomorfas nas varidveis ({y, ¢
fungoes Z;(x,t,¢0,¢) (j = 1,2,...,N) e

(o, €), tais que

, segue da demonstragao de [3, Lemma 18] que existem

Wz, t,¢0,¢) (I = 0,1,...,N) em Ey(V), holomorfa em

—_
—
—

CrnJrlM

|(7‘~[Z])(C(],t,<'07<)| < T|t|n = 07 1727"' € ZJ(I707<07<) = Tj (] = 17 cee 7N)7
s CnJrlM ~
(FE) 16,0l € TP, n=0,1,2, e Ei(r,0,6,0) =G (1=0,...N); (413)

para alguma constante C' > 0. Definindo Z = (Zy,...,Zy) e
Z(ZE, t7 CO) () = (Zl(x7 tu gOu C)a s ZN(xu t7 CO’ C)) = Z(QJ’ tk+17 COu C)
observe que
~ N ~
HZ(ZE, t CO’ C) = (k + 1)tht(x7 tk+17 CO: C) - Z thCj (I7 l COu C) ’ ZJJ]' (.Z', tk+17 €07 C)

N
+90(x7t7 CO) C) ’ ZC0($7tk+17 CO? C) + Z gj(xa t, gOa g) ) ZCJ' (:Cathrla COv C)

j=1
N k+1\1/(k+1
2 Fy(w, (7Y 60, 0)
= (k + 1)tk Zt('Ia tk+17 CO? C) - Z L +1 : ij (xvtk+17 CO? C)
~ N ~
+§(I7tk+17 CO? C) : ZCO ($7tk+1 Z tk+1 CO: ) ZC] (x7tk+17 CO? C)

= (k+ " (HZ2) (@, 1", G0, Q).

Assim, para cada j = 1,...,m (aumentando C' > 0, se necessario e considerando T < 1), segue que
crt M n(kJrl)
|HZ](SU,t, <07<)| ~ n| t 2071727"‘ ($,t,C0,<) EQ X [O,T] XN (414)

e Z;(x,0,¢y,¢) = x;, para j = 1,...,m. De modo analogo, definindo =;(z,t, (o, ¢) = Z;(x, t**1, (o, €),
temos

n!

[HE) (2,1, G0, Q) = |(k + Dt* - (HE) (2, 1)] < (4.15)

e Z(x,0,(,¢) = ¢, paraj =0,1,...,m. Denotando v = u,,, pelo Lema 4.1.1, (4.14) e (4.15), segue
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que

Cc"tM,
nl

vV ot M n(k+1 v .
|LYEf (2, t)] < Tt kD) neN; Zi(7,0) = ug,(7,0), para j =0,1,..., N, (4.17)

L7 (z,t)| < ———"**) neN; Z(z,0) =, para j =0,1,...,N,  (4.16)

para todo (x,t) € . Como u € C*1(Q) temos Z¥ € C*(Q), assim podemos aplicar a férmula de

Taylor de ordem £ na varidvel ¢ em torno de 0 obtendo:

1)

. o ZU (z,0) k - k
Z¥(x,t) = 2 L o(tF) = Z +o(t%).  (4.18)
Defina ¢ = (1, ...%n) tal que

Z 8 Zv Qj O O(tk), 1/} _ (¢17---,77Z)N)-

Escrevendo R = 9! e 3¢ = 9)? temos
Z°(x,t) = Z¥(x,0) + tp(x, t) = Z¥(z,0) + tp* (z, 1) + itrp* (0, t). (4.19)

Para cada j = 1,..., N, por (4.16), temos

N
LUZY(2,t) = toab;(z,t) + ¥;(z, t) 2 (2, ) (0); + 0, (x,1)) = O(t™), neN,  (4.20)

em que 0;; representa o delta de Kronecker.

AFIRMACAO 4.2.6.

XY (2,0) =0, para 0<p<k—1 (4.21)

(k + 1)0,"1*(20,0) = OfSf¢ (20, 0) = KISF (20, 0). (4.22)

De fato, para p = 0, fazendo t = 0 em (4.20) segue que, ¢;(x,0) — e (x,0) = 0 e assim J;(z, 0)
0 (lembre-se que f(x,t,¢y,¢) = t*F(x,t,{y, ¢)). Suponhamos que exista p < k—1 tal que dl)?(z,0) =
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0, para 0 < [ < p. Ao derivarmos (p + 1) - vezes a fungao (4.20) em relagdo a varidvel ¢ obtemos

p+1 p+1
o) = 3 (77 ) ey oy - o ZZ(T) of - A t0uy)

=0 1=1q=0

N
= 1Py 4 (p+ DOy + ATy — AT = Y T b Oy

i p+1
N (O L !

para todo n natural. Fazendo t = 0, na expressao acima temos

N

b+ D (.0) = @0+ YY) (p ' 1) FFE (2,0) - (p— g + 1) - 030z, 0).

1=1¢q=0
Pela hipdtese de indugao e p + 1 < k (lembrando que f’(x,t) = t* - F(x,t))

N

(p+ 2 S()(2,0) = XS (2,0)+ > ] (p *q“ 1) oS fe, (2,0)((p — g + 1)0,, O Rep;(x, 0))

1=1¢q=0

N p

p+1 _

0 (M)t (0. 000 — 0+ DA 0) =0, (429
1=1q¢=0

em que o primeiro o segundo termo a direita pois p + 1 < k e o terceiro se anula pela hipotese de

indugdo. Entao, concluimos que para p < k, temos d{¢3(z,0) = 6/Sv;(x,0) = 0. Se derivarmos

(4.20) k - vezes, em t, encontramos (4.23), ndo nula e com p + 1 = k. Assim, podemos concluir que
H2(x,0) =0, para 0<j<k—1; (k+1)d"2(x0,0) = FS Sf¢(20,0) = k! SEE(20,0), (4.24)

concluindo a demonstracao da afirmacao.
A seguir consideraremos os campos vetoriais M; = Zfil bji(x,t)0y,, definidos por M;Z} = 6,
{L£° My, ..., My} forma (localmente) uma base para os campos vetoriais em R x RN (X(R x RY)).

Logo, {dt,dZ},...,dZ}} forma uma base para as 1-formas diferenciais. Dada uma funcdo ¢ = ¢(z,t)

de classe C*! segue que existem funcoes A, By, ..., By tais que d¢ = Adt + Z B;dZ;. Por outro lado,
j=1

N
My(¢) = dp(M;) = Adt(My) + ) B;dZ{(M,) = By, paral=1,...,N; (4.25)

J=1
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N
dp(L") = Adt(LY) + Y M;(¢) - LY (ZY).
j=1
Isto é,

A=L(¢ S)LY(ZY). (4.26)

||M2

Usando (4.25) e (4.26), podemos escrever d¢ como combinagao linear da base {dt,dZ7, ...,dZ}},
N N
de = (ﬁ”¢ - Mj(gb)L”(Zj“)) dt + ) M;(¢)dZ;.
j=1 J=1

Assim,

d(pdZy A -+~ ANdZY) = dop ~ndZy A - NdIY,

N
= <£”¢ - Mj(gb)ﬁv(zjv)) dt A dZP A - A dZY. (4.27)
j=1

A seguir denotaremos 22 = 27 + - -+ + 22, para z = (z1, ..., zy) € CV. Usaremos o Teorema 2.3.6

1

(com polinémio p(z) = 52°), para tanto considere

Qast,y,€) = —~i€2"(w,1) ~ S el(y — 2, 1)),

para (y,&) € RY. Seja n € Dy (RY), de modo que n(z) = 1, para |x — xo| < 1o, n(z) = 0, quando

|z — | > 2rg e |n| < 1; com 1 e s" a serem escolhidos. Seja

g(x,t,y,8) = n(x)Zy(x, t)eQEtv:E),

em que y e £ sao parametros (observe que g(x,0,y,£) é o integrando da transformada FBI cléssica

de 1 - up). Denotaremos dZy A --- A dZ}, por dZ" e usando (4.27) temos,

N
d(gdZ") = <£v(nag) +nERLY(Q) = Y. (M;(nZ5) + n=pM, (Q))ﬁvzj> eQdt A dZ°.

Jj=1



115

Pelo Teorema de Stokes, com T' > 0 pequeno, a ser escolhido, temos

LT JRN d(gdZ") = - JRN g(x,0,y,&)dz + JRN g(x, Ty, )dZ"(z,T).

LT JRN d(gdZ")| .

Fo(y,§) = JRN 9(2,0,y,&)dx (4.29)

Assim,

(4.28)

<

[ swovou| <[ mmﬂ%@&W@Tﬂ+
RN RN

Como

e desejamos utilizar o Teorema 2.3.6, nosso problema se resume a estimar as duas integrais do lado
direito da equagao (4.28). Com esse propésito, iremos fazer algumas estimativas de R@Q), que podem

ser encontradas em [1]. Como ZY(x,t) = x + t!(z,t) + it?(z,t) ,

RQ(z,t,y,&) = R{z{' —x —t((z,t) + ip*(z,1))) — %|§|( —x — t(p(x,t) + ip*(x, 1)) }(4 30)
= t&? (2, t) — 5[¢(ly — 2 + [ (2, 8)]> = 12z, )P — 2t(y — )¢ (2, 1)).

Observe que pela férmula de Taylor e por (4.24) temos

k=1 A5 12 )
wap = Y W0, G0
= 4! !
k, /2
_ —atwl{:(lx’o)thrO(t’“*l)

- % (0F0* (20, 0) + O(|z — o)) t* + O(t"+1)
SFE (20, 0)

_ k . k k+1
= ot 4+ Ol — wlt) + O, (4.31)

th + O(thh)

Considere ry e T' de modo que existam constantes C', D > 0 tais que O(|x — zo[t*) < Clz — xo[tF e

|O(t**1)| < Dt*1| quando | — zo| < 2rg e |t| < T. Com isso, para |z — x| < 279 e |t| < T temos

SEY (20,0
t?(z,)€° (%tk“ +tO(|Jz — o |t*) + tO(t’““)) '3
SV ’0 .0
< DS et 40— a1 + 06 €
Y ,0 . ¢0
< (J Cgfi 1) ¢ +2C’r0|§0|+TD|§O|) [dhane (4.32)
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Como %Fc”(azo, 0) - £ < 0, podemos diminuir 74 e 7" de modo a obter a > 0 tal que

C\?Fg(l‘()? 0) ' 60

P +207T|£° + TD|£%] < —2a.

k+1

Como G(§) = + 2Cr T|E| + T'D¢| é continua existe r > 0 tal que

%Fé}(l’o, O) : 50

P +2CrT|E°| + TDIE| € —2a < —a,

para todo £ € SVt~ B(£2, 7). Voltando para (4.32), definindo I' = {5 : é—‘ € VO}, temos
12 (2,1)¢ < —[¢]at™!
quando £ € T, |z — x| <2rge 0 <t <T. Seja |r — x| <21 e |t| < T, por (4.31), temos

22, 1)] < \<—\ 4 2Cro [t} + DT,

k

o que mostra que (z,t) = O(|t|¥). Assim, existe constante D; > 0, tal que

1
WA 08 + SR P < —alélttH + €2 Dy

< (—a+T1+kD1)tk+l|f|,

el |[r—x <2rpe0 <t <T (diminuindo ry e T, se necessario). Podemos diminuir 7" de
modo a obter —a + T'**D; < 0. A partir de agora vamos denotar por —a o que denotdvamos por

—a + T %Dy, com esta notacao temos
(1) + %|§|t2|1/12(x,t)|2 < —at" |, lw—mo|<2r, 0<t<T, fel.  (4.33)
Temos também que 2t(y — )¢ (z,t) < |y — z|* + t*[¢* (2, 1)]>. Logo, aplicando (4.33) em (4.30)
RQ(z,t,y,€) < —algft", (4.34)

com (2,§) € Boyy(ro) xTe 0 <t <T.

Por outro lado, se tomarmos [t| < T', 7o < |z — 29| < 2rg e |y — 29| < 3 existe § > 0 tal que



117

RQ(z,t,y,§) < —dl¢|. De fato, se ro < |v — x| < 2rg e |y — 0| < 2 temos |y — .7:| > % > 0. Pela

continuidade de v existe A > 0 tal que |¢(z,t)| < A, quando rg < |z — x| < 2rge 0 <t < T. Assim,
1 1 1
RQ(w,t,y,6) = t&*(a,t) — S lElly = 37|2 - —|€|f2|1/11($ﬂf)|2 + —7¢2|€||¢2(567lﬁ)l2 +té](y — 2)¢' (2, 1)
< T (2, 1) = —|§| T2A2|€| + TIE|(ly — wo| + | — o] ) |9 (2, 1))
rl T2A2 5T7’0A
< AT — 2
quando ro < | — x| < 219, |y — 20| <2 e 0 <t <T. Se T <1 temos:

TA? 5TrgA 1}
RQ(r.t.9.6) < [¢ (AT+ 4,3 _go)

ro < |x — 0| < 210, [y — 0] < 2 e0<t<T. Assim existe § > 0 (diminuindo 7', se necessério) tal

que

RQ(x,t,y,&) < —=dE|; 1o < |z —x0| < 210, |y — 0] < % 0<t<TeteRY. (4.35)

Por (4.34) a primeira integral a direita em (4.28) pode ser estimada do seguinte modo:

[ ste iz < [ lote i olde (22607

= | @)= TR det 22w T} o
B(z0,2r0)

< e 8T (4.36)

quando |y —xg| < 2, {elel0<t <T.
A seguir denotaremos Az, ro2r) = B(20,2r0)\B(x0,70). Para segunda integral a direita em (4.28)

segue que

‘ | dtgaz
[0,T]xRN

em que

T T
< J J h(x,t,y,&)dedt + f f h(z,t,y,&)dzdt, (4.37)
B(zo,r0) A

0 0 (z070:270)

N
L°Z8) + MEHLYQ) = . (M;(nES) + =M, (Q)) L7 Z}|eR9| Z2)|

j=1

h =
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e |ZY| denota o determinante da matriz jacobiana de (Z7, ..., Z%,t). Como Z* € C* usando (4.35),
existe C' > 0 tal que

h(z,t,y,€) < (C + Clgl)e",

para todo (,2,y,£) € Aggro.2re) ¥ [0, T] x B(zg, %) x R™. Deste modo obtemos a seguinte estimativa,

J f h(z,t,y, €)drdt < cie™l¢l, (4.38)
A

(z0,70,270)

para (y,&) € xB(xg, 3) x R™ e certas constantes positivas ci, ;.

Agora estimaremos a primeira integral a direita em (4.37). Observe que pela definigao de 7 temos,

N
h=|L0E) + EDLUQ) — Y (M(E9) + Z5My(Q) £22| 7922, (4.39)

j=1

em B(z,r0) x [0,T] x R™ x R™. Como L£?Z" € C*, de (4.16) segue que existe C' > 0 tal que

N
1£9(Q(z, 1.y, )] = ‘ —i ) &L 7 (w.t) |£| Z = Zj (@, )L 7] (w,1)
j=1

M,
n.:

para todo n € N, (x,t) € B(xo,70) x [0,T], |y — 20| < 2 e { € R™. Além disso, pela continuidade de
=V e ZY, aplicando (4.16) segue que existe C' > 0 tal que

M (k+1)

N
Z : +n:3M(Q))£”Z;<(1+|§|)C"+17!”t" , (4.41)

para todo n € N, (z,t) € B(xo,70) x [0,T], [y —w0| < 3 e & € R™. Assim, por (4.17), (4.40), (4.41) e

(4.34) obtemos a seguinte estimativa para primeira integral a direita em (4.37)

JTJ h( {)dxd ' C(1+ ¢ #1n e LA (4.42)
x,t,y, xtéj J + R A ——————duxdt, )
0 JB(zo,r0) 0 JB(zo,r0) nl a’n|€|ntn(k+1)

para todo n € N, |y — 29| < % and { € I'. Pela arbitrariedade de n, definindo ¢, = &, obtemos

T
M,
J f h(z,t,y,&)dzdt < C(l+|§|)inf0”an| 5| UL 01 + |g])eMCealéd
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! (29 —1M(eale) ro
h(z,t,y, &)dedt < cre” 22800y —xo| < — e £ T (4.43)
0 JB(zo,r0) 2

Aplicando (4.38) e (4.43) in (4.37) temos

U d(gdZ")
[0,T] xRN

Portanto, de (4.28), (4.29) (4.36) e (4.44) segue que

< e 2

e, quando [y —ao| < 5 e Ee T (4.44)

Pl 6)] < D, sompre que Jy — a0 <70 e €T,

Pelo Teorema 2.3.5 concluimos a prova. [ |

TEOREMA 4.2.7. Seja V como antes e f € G*(V), holomorfa nas varidveis (¢o, ). Se a equagdo
diferencial nao linear d,u = f(x,t,u,u,) possui uma solugcdo u € C**1 e a condicdo (4) € satisfeita

entao, para todo £ € SN tal que S(H f¢)(20,0) - £° < 0, seque que (w0, &) ¢ W Fygi1y—1(uo).

Observacao 4.2.8. Observe que nesse caso

N N
Y ij(xutl/(k+l))C07C) 0 ~ . 0
H = at_]zl tk(l{?—i- 1) 6_%+90(:E7t7 CO;C)aCO +]Zlg](x7t7<-07<)a_<]7 (445)
com
~ o f(l’, tl/(k+1)7 CO) C) al FC] (I7 tl/(k+1)7 CO: C)
~ _ fzj (‘Ta tl/(k+l)7 CO) C) fCO (l’, tl/(kJrl): C07 C) .

O principal motivo de no Teorema 4.2.5 consideramos DC'-equacoes nao lineares do tipo Mizohata
¢ que nos casos de equagdes ndo lineares mais geral os coeficientes de H ndo sdo necessariamente
de classe Eyf(V') (veja (4.45)) e deste modo o Lema 18 de [7] nao garante a existéncia de solugoes

M —aprozimadas para H.

—_

DEMONSTRAGAO. (do Teorema 4.2.7). Por [3, Lema 18] podemos encontrar Z; (j = 1,...,N) e 5,

(l=0,1,...,N) M—solucoes aproximadas para H tais que:

Cn-i—ln!s

n!

(HZ;)(x, 1,60, Q)| <

|t|n, n=0,1,2,... e ZJ(SC,O,C(),C):Z'] (jzl,,N),
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_ Cn+1 |s _
(HE) (2.4,6.0)] < ———[t", n=0,1,2,... ¢ 5(2,0,0,() =¢ (1 =0,...N).

n!

A demonstracao segue de modo andlogo a demonstracao do Teorema 4.2.5. Todavia, no lugar de

(4.42) obtemos a seguinte estimativa

T
[n(k + DI¥ s nl
h(z,t,y, €)drdt f J C(+ |¢))orHt i 2kt . dydt
J J\B’(Jfoﬂ“o) ( B(xo,70) | |) [ ( )]' an|€|ntn(k+l)

0
n!s(kJrl) k

< 1 Cn-i—l—
< Q+lgho T

para todo n € N, |y — x| < 2 and £ € I'. Pela arbitrariedade de n e por (1.27) temos que existem

T
f f h(x7 t, Y, g)dxdt < Clechtl/[S(k+1)_k]
0 JB(zo,m0)

para todon e N, |y —x9| < 2 and { e T". n

c1,co > 0 tais que

Observagao 4.2.9. No caso em que k = 2 seque que s(k+1)—k = 3s—2. Dados um aberto Q = R?,
a € G*(Q2) e um operador de primeira ordem P = 0y + a(x,t)0,, (uma fungdo u é dita s—vetor Gevrey
para P se em (1.1) substituirmos as derivadas parciais pelo operador Gevrey, para M; = j!°) sobre
certas condi¢oes no operador P (veja [10, Remark 5.2]) temos que todo s—vetor Gevrey para P € uma
funcao de classe G**72(Q) (deste modo a perda de regularidade do teorema anterior coincide com a
obtida em [10]). Além disso, firado s > 1, para todo 1 < §" < s’ = 3s — 2 Baouendi e Métivier (em

[10, Remark 5.2]) exibem um operador M e um s—wvetor Gevrey u para M de modo que u ¢ G*" ().

Por fim gostariamos de comentar que utilizando ferramentas andlogas ao capitulo anterior e aos
trabalhos [13], [L1] e [32] obtemos uma versdo do Teorema 4.2.5 para sistemas nao lineares definidos

em variedades suaves.



Apéndice

A

Resultados técnicos

A.1 Resultados usados

Neste apéndice apresentaremos definicoes e resultados técnicos que foram utilizados ao longo do

texto.

DEFINICAO A.1.1. Sejam Qy e Qy conjuntos abertos de R™ e Q = Q;—Qy. Suponha que u € E4,(Qs) e
o€ En(Q) ou queu e D), (Q) e g€ Dy(Qs) ou ainda que u € El(—Qs) e ¢ € Dy (21). Nés definimos

a convolugao u + ¢ por:

us §(z) = f o(x — y)uly)dy = (uly), bz — y)).

Tendo em vista o [12, Theorem 6.10 e 6.12], apresentamos o seguinte resultado cuja demonstragao

foi inspirada em [12, Theorem 7.1].

TEOREMA A.1.2. Sejam Q2 uma vizinhanca aberta de R™, ¢ € Dy (R™) com (¢ =1 e ue E,(Q).
Se ¢ () = € ™P(%) entdo ux ¢ — u em &, (), quando e — 0.

DEMONSTRACAO. Como queremos demonstrar uma convergéncia em &£y, consideraremos uma fungao
arbitraria ¢ € £y(2). Se V' é conjunto um aberto e limitado que contem o suporte de u, segue do

Teorema 1.1.6 que existem medidas borelianas u, tais que

(us o) = f (g, el — y)yila)dz = j ST j 026 ( — y)dua(y)(x)dz,

121
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e para todo L > 0 existe C, > 0 de modo que u,(V) < Cr47 Lla

. Pela definicao de ¢, segue que

due(y)dx

| 2, ot @it -

- 2],

)] v(@)

€

y) D (@)| dua(y)dr. (A1)

1
m(@(j@ (x

Por outro lado, como V' e supp¢ sao limitados existe r > 0 tal que V, suppp < B(0,r). Logo, se

y eV e = € supp¢ temos

||

o] = e <e‘g‘ +lyl < r(e+ 1),

Deste modo, lembrando que ¢ € Dy (R™) existe C' > 0 tal que

[ ot -pe@im = [ S | e () ve

o CLL\a| C‘O‘HIMM . LC ||
< LT e S racuT) <

du (y)dx

«

para L < &. Assim, podemos aplicar o Teorema de Fubini e derivar sob o sinal de integracao;

weoy = B | @ (*
- ZJ ey U BOr(e+1)) Ei’m (xzy) w(x)dx] daly)

o [t =t = Qo (1 [ty =i

'Z‘ JE—
= (uy: (=1)"de » 9 (y))
em que (x) = (—x). Ja que ¥ € &y se e somente se ) € £y, para completar a prova é suficiente

y) W(x)drduy(y)

provar que para todo ¢ € Ey(2) temos ¢e = 1p — 1 em (), quando € — 0. Como § ¢ = 1 temos

. dc(x)dr = . o(z)dr =1, (A.2)
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e pelo teorema da convergéncia dominada segue que

J de(x)dr = J o(x)dr -1, e >0, VA>0.
|z <A |z| <A/ e

Por (A.2) e propriedades basicas de convolugao', para todo K € €2 obtém-se

sup [0%(¢c * ¥ (x) — cv(x))| = sup

reK reK

< sup f 00) 07— ) vl (A3

zeK

j D)2 (W — y) — $(x))dy]

e ainda, pelo teorema da convergéncia dominada, o lado direito de (A.3) converge a zero, quando
e — 0. Como ¢ € &y () para todo compacto K < R™ existem C,h > 0 (dependentes de K) tais
que sup,c [0 (z)| < ChIM,,. Além disso se z € K e y € supp ¢ (lembrando que ¢ € Dy (R™))
temos z — ey pertencente a um compacto (considerando € < 1)?. Assim, da desigualdade (A.3) existe

h',C" > 0 independentes de € tais que

sup [0%(¢e * Y (x) — ¥(x))| < W11 My

zeK

Por outro lado sabemos que para todo & > 0 existe ay > 0 tal que 271 < §C"1, se |a| > ag. Logo,

100 (@) — (@)
ek (2RI,

<0,

0% (e xip(x) —tp(x))|
(2h) 121 M)

para todo |a] > ag. Além disso, por (A.3), para |a| < ap temos sup,c. — 0, quando

¢ — 0 independente de « (ja que |a| < ap). Portanto,

0%(¢e * Y(x) — ()]
56112% iy (2h)11 M4 -

Concluindo que ¢, = (x) — ¥(x) em Ey. u
A seguir apresentamos uma generalizacao da férmula de Faa di Bruno cuja demonstracao pode

ser encontrada em [29].

TEOREMA A.1.3. [20, Corollary 2.10] Seja v um multi indice e h(xy,...,xq) = f(g(x1,...,74))

5(F + 9)(@) = I + (2g)(x), sempre que f € C* ¢ g € O
2Se r > 0 é tal que K,supp¢ < B(0,r), entdo |x — ey| < r + er.
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com g€ C"(U,,) e fe CV(V,,), em que yo = g(x0) e ainda U,, = R? e V,,, = R sdo respectivamente

vizinhangas abertas de xy e yo. Entao,

ol ol o \k;
= 2@ NI ] gy (A4

para

p(y,r) = {(l{:l,...,kh“al,...,on) : para algum 1 < s < |y|, k; =0, e a; =0 para
I1<i<|yl—s;ki>0para n—s+1<i<m;el<a, 41 <--+<aq, tais que
Zm1 kz =T, (A5)

1=

M ki =~ (A.6)

1=

A seguir estabeleceremos alguns conceitos que serao fundamentais para a demonstragao do pro-

ximo lema. Dados v = (v1,1v4) € Nt e A = (A\f,..., \,) € N™ definimos
) mA; ‘
s(v,\) = {(ugl), . ,uf\ll); . ;ugm), . ,ug\:)) ; uy) e N?e Z Z uy) = v} (A.7)
i—1j—1
e
st A) = {(u{”, ... ,ug\ll); ™ ,ugf:?) : ugi) # 0}. (A.8)

Observe que no caso m = 1 temos s*(v,r) < s7(v1,r) X -+ x sT(v4,r). Na pagina 515 de [29] vemos
que

s =X Y ] (;), (A.9)
(u,A 37"

enocasom=d=1

Is* (n,7)| = <” - 1) <2, (A.10)

LEMA A.14. Sejam V < R™, Q < R™ x R™ conjuntos limitadas, £ € R™{0} arbitrdrio e uma
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sequéncia M = (M;) satisfazendo (1.2), (1.3), (1.5) e (1.10). Sendo ¢ € Ey(R™) e g(z,y), f(z,y) €
En()
Q(tu T, Y, f) = _Zf ’ g(!)?, y) o |§|>\77Z)(t - f(ZL', y))

entao existe C' > 0 (independente de t,x,y, &, 0 e a) tal que para todo « € N™ |¢] > 1 e (t,x,y) € VxQ

temos

2 {cQUmnD)| < RO MO Ittty (A11)

para todo 6 > 0.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema A.1.3, temos

] |a| O k.
(e} z, KUNTR [637]@(t7x7yv€)] !
0 {eQ(t’ yé)} - ZeQ(t " Z ol k(o)

r Je\&g-

plasr) =1

em que p é como no Teorema A.1.3. J& que ¢ e f sao de classe £y e a composigao de fungoes de

classe &y também ¢é de classe Eyy; existe C' > 1 tal que, por (A.5),

|Oé‘ |OC‘ Q by (071 k]
le] t,x,y t,x,y, 5 a ] + 5 a ’ ?/J t_ )
0% {Qew0)] < Z RQsO S o [ L] 9(z,y))| k:]|-!(|a]|-.) {w(t — flz,9))} ]

p(a,r) j=1

|o |o HRE CaJHMa)

< 2 3 el [ =y

p(er) J=1

para |{| = 1 e A < 1. Por outro lado observe que por (1.8), (1.9) e da definigao de p(a,r) temos
H > 0 tal que

o . lo ‘
. (1.9) o (1.8),(A.6) AB)(AG)

[Ta0, < [TH Mo, < H'Myo gy < H Mg (A12)

L 11

e como (a + b)! < 297balb! para quaisquer a e b naturais temos

ol |al

Ha]m > H (271l oy 1) > 4 el all. (A.13)
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Assim, aplicando a definicao de p, para todo 6 > 0 temos:

|o|

r 2|a\HaM 4\ al ||
@ o Qt.2,y.€) R{Q(t,2,.6)} ere lod—r
|oe | < Ze 2 lal! ! Hku
plar)

| o |al |a

(23) ZeR{Q t,9.6)} Al;f_l 1m (016) p gy, 0210l plel glel Z H 1
p(anr) j=1 !

(A.S))%A.IU) RAQ.Y,6)} 3 MOIED) o (H/0) (lal+1 M,
aumentando C| se necessario. [ |

A seguir apresentaremos uma versao DC para o teorema de Paley-Wiener para o caso de funcoes

em DM}
LEMA A.15. Dado u € D (B(0, R)) tal que existam contantes C,c’ > 0 de modo que
G(¢)| < Ce MKDRISH  ye e ™, (A.14)

DEMONSTRAGAO. Dado ( € C™, observe que para todo natural j temos

CPla)] < (Vm) max|GP [a(0)] < (Vim)' Y [¢*a(Q)].

la|=j

Lembrando que [(*u(()| = |ﬂ(§)| segue que

() LS 1By = W

e " Dy(x)da

|C|‘7 o [q jaj YBO.R)
< (\/E)J f e%{-xc«\a|+1M|a‘dm,
|<|j =5 B(0,R)
ja que u € D™M}(B(0, R)). Da arbitrariedade de j segue que
~ CJM Ry — R
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