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Resumo

O objetivo desta dissertacao é exibir uma demonstragao de um teorema fundamental
de existéncia de imersoes isométricas para hipersuperficies num espaco produto torcido
em que a base é um intervalo e a fibra é uma forma espacial, ambos com métricas semi-
riemannianas, e além disso, apresentar uma aplicacao deste teorema para horizontes num
espago-tempo de tipo Robertson-Walker de dimensao 4, ambas baseadas no trabalho de
Marie Amélie Lawn e Miguel Ortega em [J. Geom. Phys. 90 (2015) 55-70]. Tal resultado,
generaliza teoremas fundamentais para hipersuperficies obtidos, por B. Daniel em 2009
para produtos Riemannianos em [Trans. Amer. Math. Soc. 361 (2009) 6255-6282], por
Q. Chen e C.R. Xiang para produtos torcidos Riemannianos no caso que as fibras tém
curvatura seccional zero em [Acta Math. Sinica. 26 (2010) 2269-2282]; e por J. Roht no
caso de produtos Lorentzianos com fibras Riemannianas em [Int. J. Geom. Methods Mod.
Phys. 8 (2011) 1269-1290]. Também, baseados na demonstracao da parte da unicidade
local do teorema fundamental de B. Daniel, provamos que a imersao isométrica obtida no

teorema de Lawn e Ortega, ¢ inica a menos de uma isometria global.

Palavras-chave: hipersuperficie, produto torcido, teorema fundamental,

espaco semi-riemanniano.






Abstract

The aim of this dissertation is to show a demonstration of a fundamental theorem for
existence of isometric immersions for hypersurfaces in a warped product space where the
base is a interval and the fiber is a spatial form, both with semi-Riemannian metrics, and
in addition to that, present an application of this theorem for horizons in a Robertson-
Walker space-time of dimension 4, both based on the work of Marie Amélie Lawn and
Miguel Ortega in [J. Geom. Phys. 90 (2015) 55-70]. Such a result, generalizes fundamen-
tal theorems for hypersurfaces obtained, by B. Daniel for Riemannian products in [Trans.
Amer. Math. Soc. 361 (2009) 6255-6282], by Q. Chen and C.R. Xiang for Riemannian
warped products in the case of fibers with zero sectional curvature in [Acta Math. Sinica.
26 (2010) 2269-2282]; and by J. Roht, in the case of Lorentzian products with Riemannian
fibers in [Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 8 (2011) 1269-1290]. Also, based on the
demonstration of local uniqueness of B. Daniel’s fundamental theorem, we prove that the
isometric immersion obtained in Lawn and Ortega’s theorem, is unique up to a global

isometry.

Keywords: hypersurface, warped product, fundamental theorem,

semi-Riemannian space.
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Introducao

Esta dissertacao é baseada principalmente no trabalho de Marie Amélie Lawn e Miguel
Ortega, em [13].

As equacoes de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci desempenham um papel muito im-
portante na teoria de subvariedades. No caso de superficies em R?, elas foram dadas
em principio por Gauss em 1827, embora nao explicitamente. Podemos encontrar essas
equagoes num trabalho de D. Codazzi de 1860 e em outro de 1868, mas elas ja tinham sido
publicadas por G. Mainardi em 1856. A importancia dessas equagoes foi reconhecida por
O. Bonnet em 1867 com a seguinte afirmagao, escrita na linguagem atual: se duas formas
quadrdticas definidas num aberto U C R? satisfazem as equacées de Gauss e Codazzi-
Mainardi, entio existe, a menos de isometrias, uma tnica imersao f : U — R3, cujas

métrica induzida e sequnda forma fundamental de f sao as formas quadrdticas dadas (ver

B])-

As equacoes de Gauss e Codazzi-Mainardi para subvariedades em geral foram dadas
por A. Voss em 1880 e a equacao de Ricci foi obtida por G. Ricci em 1888 (podemos
encontrar comentarios histéricos no trabalho de B.Y. Chen, Riemannian submanifolds: A

survey que é um capitulo de [9], editado por F.J.E. Dillen e L.C.A. Verstraelen).
No problema de Bonnet é exibida uma questao fundamental da teoria de subvariedades:

Quando uma variedade (semi-)Riemanniana pode ser imersa isometricamente num

espaco ambiente dado?

No caso particular, em que o espaco ambiente é uma forma espacial, as equacoes de
Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci sao condigoes necessarias e suficientes para a existéncia
de tal imers@o (quando a codimensao é 1 a equagao de Ricci é trivial), esse resultado
¢ conhecido como o teorema fundamental das subvariedades. De fato, a principal razao
para esse resultado funcionar, é que as equacoes de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci,
tém sentido e podem ser definidas usando simplesmente a primeira e a segunda forma
fundamental da imersao. Uma demonstragao do teorema fundamental das subvariedades

em formas espaciais é dada por M. Spivak em [20].
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Em geral, as equacoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi nao sao definidas intrinse-
camente numa subvariedade qualquer, porque elas envolvem o tensor de curvatura do
espaco ambiente. No entanto, em casos especiais é possivel obter uma expresao 1til para
tais equacoes, por exemplo, quando o espaco ambiente ¢ um produto Riemanniano de
um espaco forma usual R", S” ou H", com um fator linear R, as equacgoes de Gauss e
Codazzi-Mainardi para uma hipersuperficie, podem se expresar usando a primeira e a se-
gunda forma fundamental, a projecao 1" no fibrado tangente da hipersuperficie, do campo
unitario 0; tangente ao fator R e a componente na direcao normal a hipersuperficie de
O, ou seja, ¥ = (0, v), em que v é um campo vetorial unitario normal a hipersuperficie.
Em 2009, B. Daniel demonstrou que as equacoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi, junto
com outras duas equagoes, que envolvem o campo T e a componente normal 9 de 0y, sao
condicoes necessarias e suficientes para que uma hipersuperficie de dimensao n possa ser
imersa localmente e isometricamente num espaco produto Riemanniano S™ x R ou H" x R
(ver [§]).

Um teorema fundamental para hipersuperficies no caso que o espago ambiente é o
produto torcido R™ x, R foi obtido por Q. Chen e C.R. Xiang, em 2010 (ver [6]). Em
2011, J. Roht obteve um resultado analogo ao trabalho de B. Daniel, sé que para o caso
de hipersuperficies Riemannianas em produtos Lorentzianos S x R; ou H" x R; (ver
[19]). Um teorema fundamental para subvariedades no caso quando o espago ambiente é
um produto de formas espaciais, ¢ dado no trabalho de J.H. Lira, R. Tojeiro e F. Vitorio
em 2010 (ver [15]).

O principal objetivo neste trabalho é provar um teorema fundamental para hipersu-
perficies nao-degeneradas num produto torcido semi-riemanniano e/ x, Qp(c), em que
e==1,p: 1 CR — R ¢é uma fungao de torsdo e Q}(c) é uma forma espacial semi-
riemanniana de indice k, curvatura constante ¢ e métrica gy, obtido por M.A. Lawn e M.
Ortega em [I3]. Os espagos e x, Q}(c) sao uma grande familia de variedades, incluindo

aos espacos formas usuais R", S” e H", e aos espacos considerados por B. Daniel, por J.
Roht e por Q. Chen e C.R. Xiang.

Assim, no Capitulo 1 dedicaremos aos pré-requisitos sobre produtos torcidos, a técnica
do referencial mével e sobre distribugoes integraveis. Ademais, deduziremos uma expresao

para o tensor curvatura do espaco e x, Q}(c).

No Capitulo 2, consideramos uma variedade semi-riemanniana M com métrica (, ),
conexao de Levi-Civita V e tensor de curvatura R e adaptamos as equagoes de Gauss e
Codazzi-Mainardi para o espago €I x, Q;(c). Logo, enunciamos e provamos o teorema

principal deste trabalho:



Teorema (Lawn-Ortega): Seja (M, (, )) uma variedade semi-riemanniana de di-
mensdo n. Sejam p : I C R — R", T,y : M — R ea : M — I funcoes dife-
renciqueis. Seja T € X(M) dado por T = ¢ grad (7), e T a 1-forma 7(X) = (X, T),
para todo X € X(M). Seja A um tensor de tipo (1,1) em M. Sejam e,e,11 € {—1,1} e
ce{-1,0,1}.

Se (M, {(,)) satisfaz as sequintes condigoes de estrutura:
(A) A é (,)-autoadjunto;
(B) €= <Ta T> + 5n+1T3+1;'

/ N

(C) VxT = [;;DZT(X —er(X)T) + 1T AX, para todo X € X(M);
7

/

(D) X(Ty) = —(AT, X) — 52 j;TnHT(X), para todo X € X(M);

(E) Para quaisquer X,Y € X(M)

(VxA)Y — (VyA)X =T, 1b(r(Y)X — 7(X)Y),

Z 2 / ~\2
em que b = P oir_(poir) + gcA ;
pow  (po#)*  (poT)?

(F) para quaisquer X, Y, Z, W € X(M)

RX,Y,Z,W) = (-J{Z ;’:))2 o OCW) (X AY)ZW) +b((X, Z)r(Y)r (W)
—(Y, 2)r(X)r(W) — (X, W)7(Y)7(Z) + (Y, W)7(X)7(2))

+ Ent1 (<AY7 Z><AX7 W> - <AX7 Z><AK W)) 5

em que (X ANY)Z =(Y,2)X — (X, 2)Y.

Entao, para cada ponto p € M, existem uma vizinhanca aberta U de p em M, uma

imersao isométrica f : U — (M = el x, Qp(c),{, )1 = edt* + p*go) e um campo vetorial
normal unitdrio e, 1 ao longo de f tal que:

1. epy1 = <en+17 en+1>1;'

2. mof=m, em quemn:el x,Qf(c) =1 € a projecao;

co

O operador de Weingarten na direcao de e,1 € df o Ao (df)~;

4. (E) € a equagao de Codazzi-Mainardi e (F) € a equagao de Gauss de f;

&)

. e ao longo de f, temos que Oy = df (T') + epi1Tni1€ns1-

X1



Na demonstracdo do Teorema (Lawn-Ortega), dada no Capitulo 2, consideramos
el x,Qp(c) mergulhado no espaco 1 x pE"H em que E™ e um espaco pseudo-euclidiano,
e usamos a técnica do referencial mével e distribugoes integraveis, desenvolvida por E.
Cartan, para construir uma aplicacao que associe a cada ponto p da variedade M, um ele-
mento do grupo de Lie de matrizes das isometrias do espaco E"*2, cujas colunas poderdo

ser interpretadas como um referencial adaptado a M em €/ x, E™H

Depois, demonstramos que a imersao local f obtida no Teorema (Lawn-Ortega), é
unica a menos de isometrias e pode ser estendida a toda a variedade M, usando a hipétese
adicional que a variedade M seja simplesmente conexa. Isso é demonstrado seguindo os
mesmos passos que B. Daniel faz para provar a unicidade local e estender a imersao local
na demonstragao do teorema fundamental para o caso Riemanniano com p =1e ¢ = %1,

dada em [§]. Assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema: Seja (M, (, )) uma variedade semi-riemanniana de dimensao n, simples-
mente conezxa, que satisfaz as condigoes de estrutura definidas no Teorema (Lawn-Ortega).

Entao, existe uma imersdo isométrica f: M — (M = el x,Q}(c), {, )1 = edt? + p*go), €

um campo vetorial normal unitdario e, ao longo de f, tais que:

1) €nt1 = (€nt1, €ns1)1;

2) mof=m,em quemw:el x,Qf(c) =1 € a projecao;

3) O operador de Weingarten na dire¢io de e,,1 € df o Ao (df)™!;

4) (E) € a equagao de Codazzi-Mainardi e (F) € a equagao de Gauss de f;
5) e ao longo de f, temos que Oy = df (T) + eny1Thi1€n11-

Alem disso, a imersao f € inica a menos de uma isometria global de eI x,Qj(c), preser-

vando as orientagoes de Q. (c) e de I.

Logo, no Capitulo 3 aplicaremos o resultado do Teorema (Lawn-Ortega) a hipersu-
perficies nao-degeneradas num espaco-tempo Robertson-Walker de dimensao 4. Se ad-
mitimos que um horizonte num espago-tempo de dimensao 4 é uma hipersuperficie que é
folheada por superficies cujo vetor de curvatura média H satisfaz a condicao (F[ , H ) =0.
Nesse sentido, estamos incluindo superficies com vetor de curvatura média zero, superficies
Marginally Outer Trapped ou uma mistura desses casos. Entao no corolario seguinte,
demonstrado no Capitulo 3, descrevemos uma condi¢cao para obter um horizonte nao-

degenerado num espaco-tempo Robertson-Walker de dimensao 4.

x1i



Corolario: As folhas de Ker(1) satisfazem (ﬁ, ﬁ> =0 em —1I x,Q%c) se, e s6 se, a

imersdo f : M — —1I x,Q%(c) satisfaz a igualdade sequinte:

<AT7 T> — 2p,T4
(T,T) p

Trago(4) — W

p

em que Ker(7) € o nicleo da 1-forma 7.
Finalmente, no Apéndice A apresentamos dois exemplos para ilustrar os resultados
tedricos e os objetos envolvidos no Teorema (Lawn-Ortega). O primeiro exemplo descreve

uma superficie que é um grafico num espago —I x, S*(1) e o segundo exemplo é uma

superficie helicoidal num espago I x, H?(—1).
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo fixamos as notagoes bésicas e adaptamos as formulas que envolvem
conexodes e curvaturas para o caso dos produtos torcidos, em particular para eI x, Q%(c),
além disso apresentamos os objetos envolvidos no método do referencial mével e o teorema

de Frobenius.

1.1 Hipersuperficies

Dizemos que f : M — M é uma hipersuperficie nao-degenerada de M, se f é uma
imersao isométrica, em que M e M sao variedades semi-riemannianas de dimensao n e

n + 1, respectivamente.

Denotamos por X(M) e D(M), respectivamente, o conjunto dos campos vetoriais
diferenciaveis tangentes a M e o conjunto das fungoes reais diferenciaveis definidas em

M.

Sejam VM e %M, as conexdes de Levi-Civita de M e M , respectivamente. Dado um
campo vetorial (local) unitario normal v de M em M, com § = (v,v) = +1, em que {, )
é a métrica em /T/l/, e seja A, o operador de Weingarten na direcao de v, definido pela

formula de Weingarten
69{% = —A,X, para qualquer X € X(M).
Seja o a sequnda forma fundamental de M em M, definida pela formula de Gauss

VXY = VY +o(X,Y),



2 CAPITULO 1

para quaisquer X,Y € X(M). Podemos obter a segunda forma fundamental o, como
o(X,Y) =d§(A,X,Y)r, para quaisquer X,Y € X(M).
O vetor de curvatura média de M é definido por

H =

T Trago(o).

Convencionemos que o operador curvatura R de uma variedade semi-riemanniana com

conexao de Levi-Civita ®, é dado por
R(X,Y)Z =DxDyZ —DyDxZ — Dixy 2.

Sejam Ruq e Ry, os tensores curvatura de M e de Mv, respectivamente. A equac¢ado
de Gauss é dada por

Rm(X,Y,Z,W) = Ru(X,Y,Z,W) — (a(X,W),0(Y, 2)) + (0(X, Z),a(Y,W))
= Ru(X,Y, Z,W) = §(AY, Z) (A X, W) + §(A, X, Z){AY,W), (1.1)
para quaisquer XY, Z W € X(M).
A equacao de Codazzi-Mainardi é dada por

(Bu(X,Y)Z)* = (VX'0)(Y, Z) = (Vo) (X, 2),
para quaisquer X,Y, 7 € X(M), ou equivalentemente,

Ru(X,Y, Z,v) = (VY'A)Y — (V¥ A4,)X, Z), (1.2)
para quaisquer X,Y, Z € X(M), em que EM(X, Y, Z,v) = <1§M(X, Y)Z,v).

Definicao 1.1.1. Seja f: M — M uma hipersuperficie, diremos que:

a) f é totalmente geodésica se a segunda forma fundamental o é zero.

b) f é totalmente umbilica se existir A\ : M — R, diferenciavel, tal que A, = A\l;, em
que I; é a identidade em X(M). Neste caso, o(X,Y) = dA(X,Y)v, para quaisquer
X,Y € X(M).

1.2 Variedades produto torcido

Sejam B e P duas variedades semi-riemannianas munidas com métricas gg e gp,

respectivamente. Todas as variedades que consideraremos neste trabalho serao conexas
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e de classe C'™, salvo que se especifique o contrario. Consideremos a variedade produto
B x P com as naturais projegoes m: B x P — Ben: B x P— P. Una grande familia
de métricas em B x P podem ser obtidas ao torcer homoteticamente a métrica produto
usual 7*(gp) + n*(gp), em que 7 e n* sao o pull-back de 7 e 7, en cada fibra {b} x P,

por uma funcao diferencidvel p: B — R™.

Definicao 1.2.1. O produto torcido P =B X, P ¢é a variedade B x P munida com a

métrica semi-riemanniana

9Bx,p =7"(g98) + (p o )°n*(gp).

Explicitamente, se x é tangente a B x, P em (b, p), entao
(x,2) = (dn(x), dr(x)) g + p*(0){dn(z), dn(x)) p.

A funcao p é chamada de funcdo de tor¢do do produto torcido.

Exemplo 1.2.1. Uma superficie de revolucao é um produto torcido. Ezxplicitamente, se
uma variedade P é obtida rotacionando uma curva plana C : I C R — R? ao redor de
um eivo em R e p: I — R ¢ dada pela distancia do ponto C(t) ao eizo de rotacdo, para
todo t € I, entdo, podemos definir P como o produto torcido I x,S'(1). Ver Figura .

P=1TIx,S'(1)

Figura 1.1: Variedade P = I x,S!(1) obtida rotacionando a curva plana C' : I C R — R®
ao redor de um eixo em R* em que p(t) é a distancia do ponto C(t) ao eixo de rotacio,
para todo t € I.

Denotamos por %(13) e D(ﬁ), respectivamente, o conjunto dos campos vetoriais tan-

gentes a P e o conjunto das funcoes reais diferenciaveis definidas em P.
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Para o produto torcido Bx,P, B é chamado a base do produto torcido e P é a fibra. As
folhas B x {p} = n~1(p) e as fibras {b} x P = 7~ 1(b) sdo subvariedades semi-riemannianas

de P e a métrica de P verifica:
1. Para cada p € P, a funcao 7|gxp ¢ uma isometria sobre B.

2. Para cada b € B, a funcao 7|y <p ¢ uma homotetia positiva sobre P, com fator
1

p(b)’

3. Para cada (b,p) € P, a folha B x {p} e a fibra {b} x P sdo ortogonais em (b, p).

Vetores tangentes as folhas sao chamados de horizontais e aqueles tangentes as fibras
sao chamados de werticais. Denotamos por H a projecao ortogonal de 7| (b,p)ﬁ no subes-
paco horizontal T(, ) (B x {p}) e por V a projecao no subespaco vertical T, ({0} x P).
Escreveremos tan para a projecao V em T, (B x {p}) e nor para a projecio H em
(Tiop) ({0} x P))* = T4 (B x {p}). Entao, para campos vetoriais verticais V, W em P,
obtemos que o(V, W) = nor Vi W é o tensor segunda forma fundamental em cada fibra,

em que V é a conexdo de Levi-Civita de P

Sex €TyB,be Bepée€ P, entao o levantamento T de z em (b, p) é o tnico vetor em
Twp (B x {p}) tal que dr(r) = x. Para um campo vetorial X € X(B), o levantamento
horizontal de X em P é o campo vetorial X tal que em cada ponto (b,p), )?(b,p) é o
levantamento de X, ao ponto (b,p). O conjunto de todos os levantamentos horizontais
¢ denotado por L£(B). Analogamente, denotemos por L£(P) ao conjunto de todos os

levantamentos verticais de campos vetoriais em P.

Proposigdo 1.2.2. Para X,Y € L(B) e V,We L(P), temos que

[X,Y] =[X,Y] € L(B), (1.3)

V. W] =[V,W| € L(P), (1.4)

(X, V] =0, (1.5)

em que [, ] denota o corchete de Lie de campos vetoriais e [X,Y] denota o levantamento

de [X,Y].

Demonstm@do Chamamos dois campos vetoriais X,Y de ¢-relacionados se dp(X,) =

. As 1gualdades seguem do fato que os campos X Y sio m-relacionados
a0s campos X,Y e que V W sao n-relacionados com V, W respectivamente. A igualdade
é consequéncia da propriedade que o campo [X V] é m-relacionado com [X,0] =0
e é n-relacionado com [0,V] = 0, logo, como T, p)P ¢ a suma direta dos subespagos

Twp) (B x {p}) e Tipp) ({b} x P), obtemos [X,V]=0. O
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Lema 1.2.3. Se A € D(B), entao o gradiente do levantamento Aow de X em P=B X, P

é o levantamento o P do gradiente de X em B.

Demonstra¢ao. Mostremos que grad (A o ) é horizontal e m-relacionado com grad A em
B. Se v é um vetor vertical tangente a P, entao (grad Ao, v) = v(A o) = dr(v)A = 0,

pois dm(v) = 0. Assim, grad (A o 7) é horizontal. Logo, se x é horizontal,

(dr(grad (Ao m)),dn(z)) = (grad Ao, x)
=z(Aom)
=dr(z)\
= (grad \, drm(x)).

Entao drn(grad (Ao m)) = grad A. O

Pelo resultado no Lema |1.2.3] podemos escrever simplesmente A ao em vez de Ao 7 e

grad A ao en vez de grad (A o).

Consideremos agora, o caso particular quando a variedade B é um intervalo I da reta
R e seja (P, (, )p) uma variedade semi-riemanniana de dimensao m. Sejap: [ C R — R*

uma funcao diferenciavel e ¢ = 1, temos o produto torcido
P=cI x, P, com a métrica (, ) = edt® + p*(t)(, )p.

Seja o campo vetorial unitério horizontal 0, € X(I x, P) o levantamento a e/ x, P do
campo vetorial % em ¢/, e para cada p € P parametrizamos €/ x {p} usando a curva 7,
definida por v,(t) = (¢, p), assim, (¢, p) = ,(t,p). Observemos que (0;, 9;) = (0, O¢)er =
e. Como é usual, o levantamento A(t,p) = A(¢) de uma fungao A € D(el) é denotado por

A e escrevemos \ para O\ = e

A conexao Levi-Civita VP de P = eI x » P esté relacionada com a conexao Levi-Civita

DF de P como segue.

Lema 1.2.4. Na variedade semi-riemanniana ﬁ, para quaisquer levantamentos V,W de

campos vetoriais tangentes a P, temos que

1. %gt(()t — 0,

/

2. V0O, = VPV = %v,

3. grad (p) = ep'0;,

~ / ~
4. VOW = *DEW — 2(V, W)0,, em que *DEW € o levantamento a P de DEW.
p
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Demonstragao. (1) Da férmula de Koszul, obtemos
2@5;@7 V) =00y, V) + 0V, 0p) — V{0, Or) — (O, [0, V]) + (0, [V, Oi]) + (V;, [0, O]

Do fato que 0; é um campo vetorial horizontal e V' é vertical, segue que (0;,V) = 0.
Agora, pela Proposicao [.2.2] segue que [0, V] = [V, 8] = 0 e [0, ;] é horizontal, logo
(V. [0k, 0¢]) = 0. Como 0; é um campo vetorial unitario, (0, 0;) é constante e V (0, 9;) = 0.
Entao, cada sumando do lado direito da férmula de Koszul é zero, assim <€§t 0, V) =0
para todo V' € £(P), mas 2(65875, 0y) = 0¢(0, O¢) = 0, portanto ﬁgﬁt = 0.

(2) Da propriedade de simetria da conexao de Levi-Civita, segue que %f;t V- %5@ =
0, V] = 0, logo VLV = VEd,. Ja que, (VEV,0,) + (V,VE ) = 8:(V, ;) = 0 e por (1),
temos que (%SV, ) = —(V, 65&) = 0, assim 651/ = V58, é um campo vetorial verti-
cal. Todos os sumandos na férmula de Koszul de 2(%5 V, W) sdo zero, exceto 0y(V, W).
Por definigao da métrica no espago torcido, (V, W)(t,p) = p*(t)(Vp, W) p. Se escrevemos
p ao en vez de p o, temos que (V,W) = p?({(V,W)p on), em que a expresao dentro do

paréntesis é constante nas folhas, as quais 0; é tangente, logo

OV, W) =0, [p*((V,W)pon)]
= [0:(p*)((V, W) p on) + p*8:((V, W) p on)

= [2p0,p)((V,W)pon) +0

_ Q‘fjpw, w)

= 2%y
p
P
— oy .
(Evaw)

Assim obtemos (2).

(3) Pelo Lema , segue que grad p em P é o levantamento de grad p em /. Assim,
grad p é horizontal e para todo X &€ Tﬁ, temos

(grad p, X) = (grad p,e(X, 0;)0)
= (X, 0y)(grad p, 0y)
= (X, 0:)0p
= (X, 9)p
= (X,ep'0y).

Como £p'0; é horizontal, temos que grad p = p’0;.
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(4) Como V e W sao tangentes a todas as fibras, considerando cada fibra como subva-
riedade de ]5, pela formula de Gauss 6€W = VW +o(V, W), em que V' é a conexdo
de Levi-Civita da fibra, temos que tan 65W = VIW, em cada fibra. Entdo, tan 6€W
e DEW sao n-relacionados, pois homotetias preservam a conexao Levi-Civita, segue que
tan VEW é o levantamento *DEW de DEW.

Por outro lado, 0 = V(W,8;) = (VEW, d,) + (W, VE®,). Logo, usando (1) obtemos
S = r I
(VEW. ;) = —(W, Vy0;) = (W, ;V> = —;W’ w).

Como p' = (grad p, J;) em Pemel,

~ d p,0 V.Ww
FEW,0)) — —Wm W) = <—%grad 0.

Dai,

~ V W /
o(V,W) =nor Vi W = S ’p >grad p= —%a/, W)o;.

/
Portanto, VEW = *DEW — (v, w)a,.
p
0

Corolario 1.2.5. As fibras {t} x P do produto torcido €I x, P, sao hipersuperficies

totalmente umbilicas.
Demonstragao. A afirmagao é imediata por (4) da Proposigao |1.2.4 O

Os operadores curvatura Rpe Rpde P=c¢l X, P e P, respectivamente, estao rela-

cionados pelo seguinte resultado:

Lema 1.2.6. Na variedade semi-riemanniana 15, sejam V, W, U levantamentos de campos

vetoriais tangentes a P, entao

/!

]. EP(V, at)at - —%V,

" "
2. Rp(6, VW = —s%a/, W),

3. Rp(V,W)d, =0,

(p')?
2

4. Rp(V,WU = *Rp(V, W)U — e~2-(V A W)U,

em que (V AW)U = (W, U)W — (V,U\W e *Rp ¢ o levantamento porn a P do operador
curvatura Rp em P, ou seja, *Rp(Vip.q), Wip.g))Up,q € 0 vetor vertical em (p,q) que é

projetado por n em Rp(dnV,.q), dA0Wp))dnUp,q) -
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Demonstragao. (1) Usando o Lema e o fato que [V, 0;] = 0, obtemos

EP(‘/, at)at - %565@ - 6§€€6t - %ﬁ/’at}at

— _yP (p_/v)
a7,

=9, (ﬂ) v-Lvry
p p

(2) Como [9;, V] = 0, temos que Rp(d,, V)W = 65%51/1/ - ﬁﬁﬁg’tw.

Usando o Lema e o fato que DEW ¢ o levantamento vertical de DEW em P,

obtemos

/

Rp(0, V)W = V5 (D{;W - 5%<v, W>8t> — vk %W)

- %D5W — b, (%(v, W>> 0, — a%<v, WIVE o, —V (ﬁ> ~Eorw

p)
= 2DPw — co, <ﬁ<v, W>> 8~V <ﬁ) ya <D5W 2, W>8t)
p p p) P p
/ / 1\ 2
— _2d, <%<v, W>> 8~V <%) + a(’;g (V, W),

/ /

Como P ¢ constante nas fibras, entao V/ (p > = 0.
P

Também,

/ / /

p ey
] v+ 2wy + L, Lw)

p
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Logo,

/

ép(at, V)W = —6@ <%

% W>> o —V (%) + s(’;f (V, W),

([ (v)? (v)
——(Zwwy + ) ) o+

1l

- —g%a/, W)

(3) Para Rp(V,W)d, = VEVE0, — V5 VL0, — V0.
- /
Como [V, W] é vertical, temos que V[, ;,0; = %[V, w].
Por outro lado,

VEVE 9, = VE (ﬂw> —V (%) W+ %%ﬁw,
p

/ /
em que P ¢ constante nas fibras, logo V' (£> = 0. Assim,
p p

/
~Lwv,w=o.
p

/

Re(V,W)0, =

|

~ ~ ~ p,
(VW = VipV) = Viy w0 = ;[V, W]

(4) Rp(V, W)U é vertical, pois usando (3), temos
(Rp(V,W)U,8,) = —(Rp(V,W)0,,U) = —(0,U) = 0.

Como a projegdo n é uma homotetia nas fibras, *R(V, W)U € L(P) é o resultado de

aplicar a V, W, U o tensor curvatura de cada fibra. Assim, *Rp(V, W)U e EP(V, wHU

estao ligados pela equagao de Gauss. Seja U’ € L(P), pela demonstragao do Lema m
/

o operador de Weingarten de cada fibra é dado por o(V,W) = —&tﬁﬂ/, W)0,, assim
P

(Rp(V,W)U,U") = (*Rp(V,W)U,U") = (a(V,U"),a(W,U)) + (a(V,U), o(W, U"))

(0)?
2 102

2L v w.)0.0)

= ("Rp(V,W)U,U") — ===V, U (W, U){0, )

= RV — L (0N 08.0) + V0) 0%
)
2

= ("Rp(V. W)U —e=—= (W, )V + (V. U)W),U").

Como Rp(V, W)U é vertical, obtemos

_ N2
Ro(V.W)U = “Ro(v W)U - 2]

(W, U0)V +(V,U)W).
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[]

. e 1
1.3 O espaco pseudo-euclidiano ]EZJr

Denotamos o espago Euclidiano semi-riemanniano de dimensao n + 1 > 3 e indice &,

por EZH com a métrica semi-riemanniana

Zda:— Z da?.

i=n—k+1

. . .. . ——n+2 . B
Agora consideramos a variedade semi-riemanniana M = el %, IEZH. Seja R o

nt2 .
tensor curvatura de M, temos o resultado seguinte

),

Proposigao 1.3.1. Sejam X,Y, Z, W € %(M”+2

- ) o ()?
RX,Y,Z,W) = =0 (X AY)Z,W) + (p . )((X,Z><Y,6t)(W,6t>

—(Y, Z)(X, 01) (W, 0) — (X, W)Y, 00)(Z, 0) + (Y, W)(X,01)(Z, D)) -

(1.6)

Demonstracao. Seja X € %(Mn+2), é possivel escrever X = X + x0y, em que X é um
campo vetorial tangente (vertical) a M™% ¢ x = (X, ;). Usaremos notacoes andlogas

para outros campos vetoriais.

Em particular, como (9, 0;) = ¢, observemos que

(X, Y) (X — 20, Y —yoy)
= (X,Y) — (X,y0;) — (x0;,Y) + (x0y, yy)
= (X,Y) — (Y, 0)(X, 0;) — (X, 0,)(0,,Y) + (X, 0){Y, 8,) (D, ;)
= (X,Y) — (Y, 0)(X,0;) — e(X,0:)(0;,Y) + (X, 0:)(Y, Dy)
= (X,Y) —e(X,0)(Y, 0y).

Agora, se X\ Y, Z, W € %(_n+2)
R(X,)Y,Z,W) = }_%()N( + x0y, Y + Yoy, 7+ 20y, W+ woy).
Usando as propriedades de simetria do tensor curvatura, temos

R(x0,,y0,, Z,W) =
R(x0y, 90y, Z,w0,) =
R(X,Y, 20,,wd,) =
R(x0,,Y, 20, wd,) =

’ E(xgtvyatazataw) - 07
) E(xata yata Zata wat) = 07
E(X, y@t, z@t, w@t) = 0,

Y

0
0
0
0.
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Logo,

RX,Y,Z,W)=R(X,Y,Z, W)+ R(X,Y,Z,wd,) + RX,Y, 20, W)+ R(X,y0,, Z,W)
+ R(X,yd,, Z,wd,) + R(X,yds, 20, W) + R(x0,,Y, Z, W)
+ R(z0;, Y, Z, wd;) + R(x0,, Y, 20y, ),

~ o~ o~ —~

e como X,Y, Z W sao verticais, entao pelo Lema m, temos

R(X,Y, 20, W) = (R(X,Y)z0,, W) = 0,
R(X,Y,Z,wd) =—R(X,Y,wd, Z) =0,
R(z0,,Y,Z,W)=R(Z,W,29,Y) =0,

R(X,y0,, Z, W) = —-R(Z,W,yd, X) =0

Por outro lado, o tensor curvatura de IEZ“ é zero, usando o Lema m, temos que

RX. )7 = _5<i’32<;zm7>2

Logo

Usando novamente o Lema [1.2.4] temos

R(‘%a yata Z? wat) = _E(yata )?7 Za wat)
_y<_g%<)~(, 7)0y, w)

_ ";<Y OV (W, (X, Z)(Dy, B))

(Y,0,)(W,0)(X, Z).

b|‘°

Analogamente,
/!

E()}:v yatv Zab W) = _<Y7 at><Za 8t><5§ia W)?

R(z8,,Y, Z,wd,) = —(X,0)(W,0\Y, Z),

blb: blb: =

R(28,,Y,20,, W) = (X, 0,)(Z,0) (Y, W).
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Logo,
R(X,Y,Z,W) =— 5(%)2«)} AY)Z, W) + %" (<Y, )W, 0MX, Z)
—(Y,0)(Z,0) (X, W) = (X,0)(W,9,)(Y, Z) (1.7)
X, 002, at><17,W>> .
Agora,

(XAY)Z, W) = (Y, Z) (X, W) — (X, Z)(Y, W)

= (Y, 2) —e(Y,00)(Z,04)) (X, W) — &(X, 0;)(W, )
— (X, Z) — e(X,00)(Z,0r)) (Y, W) — &Y, 0r)(W, Oy))

= (2 W) - XA NA) - X WM
+ (X, 0)(Y, 0)(Z, 00) (W, 0y) — (X, Z){Y, W) + e(X, Z)(Y, 0 )(W, )
+ (Y, WX, 0)(Z, 0r) — (X, 0:)(Y, 00)(Z, ) (W, Or)

= (X AY)Z W) +e (X, Z)(Y,0)(W,0) — (Y, Z)(X, Or) (W, O)
—(X, W)Y, 00)(Z,0¢) + (Y, WNX,00)(Z,0)) .

Também,

<Y7 at><W7 8t><)?7 Z) = <Y7 at><W7 at> (<X7 Z) - 8<X7 at><Zv 8t>)
= (Y,0) (W, 0.)(X, Z) — e(X, 0)(Y, 0r){Z, 0r) (W, Oy).

Analogamente,
(Y, 00(Z, 0 (X, W) = (Y, 0)(Z, 0)(X, W) — (X, 0)(Y, 9,)(Z,0) (W, By),

(X, 0)(W,0Y, Z) = (X, ) (W, 0)(Y, Z) — £(X, ) (Y, 0,)(Z, 0} (W, ),
(X,00(Z,0)(Y W) = (X, 0){Z,O)(Y, W) — (X, 0)(Y, D) (Z, D) (W, D).
Assim,
(Y, 00(W,0)(X, Z) — (Y, 0)(Z, 0)(X, W) — (X, 0) (W, )Y, Z)

F (X ONZ,0)(Y W) = (Y, ) (W, 0)(X, Z) — (Y, 0)(Z,0)(X, W)  (1.9)
— (X, 0) (W, 00)(Y, Z) + (X, 0:)(Z, 0) (Y, W).

Substituindo ([1.8)) e (1.9) em (|1.7]), obtemos (|1.6]). O
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1.4 Hiperquadricas em espacos pseudo-euclidianos

Seja ¢ € R — {0}, consideremos

n+1
Er R;™, se,c>0,

n+1
Ry, se, c<O,

com a métrica usual semi-riemanniana gy e conexao Levi-Civita V°. Consideremos a
funcio ¢ : E"*' — R definida por ¢(P) = go(P, P) e o subconjunto @ de E"™ definido
c

como @ = ¢! (|c|3)

Seja P = (zg,...,2,) € E" Y € TpE"! e {Ey,..., E,} o referencial canonico de
E"*! escrevemos Y = Y1 y; F;. Identificando TpE"*! com E"', podemos considerar o
campo I : E"™' — E"*! definido por Ip = P = Z;‘:O z;jF;. Logo

VYP =V el =D uiVE D wiB =) i) Eiw)B = yibi =Y. (1.10)
i=0 =0 i=0  j=0 i=0

Logo, go(grad (¢),Y

) = Y(6) = Yao(P, P) = 20u(VYP, P) = 2o(Y, P), para todo
Y € TpE™!, assim, grad (¢) = 2

P.

Em particular, para P € (), obtemos

go(grad (¢), grad (¢)) = go(2P,2P) = 4go(P, P) = 4¢(P) = é_; .

4
Como do(grad (¢)) = go(grad (¢), grad (¢)) = é # 0 significa que ¢ é um valor regular

de ¢ e portanto @ = ¢~'(c) é uma hipersuperficie semi-riemanniana de E"**. Além disso,

2 cgrad (¢)

como |grad (¢)| = |(go(2P,2P)|"/? = =, temos que &p = —>———1 2
o ] |cgrad (¢)|

vetorial unitario normal a (). De fato, para qualquer Y € Tp@Q), como ¢ é constante em

= cP é um campo

Q, temos
golgrad (¢),Y) =Y ¢ =Y (¢lq) = 0.

~
—

A hipersuperficie = : Q — E"™' é chamada de hiperquddrica para ¢ € R — {0}. O
conjunto ¢~ 1(0) consiste da origem e o cone de luz que niao é semi-riemaniano, pois o
vetor posicao P é tangente e também é normal ao cone. Em particular, consideremos S}
como uma das componentes conexas de {p € E"™' : go(p,p) = 1} e H? como uma das
componentes conexas de {p € E"™ : go(p,p) = —1}. De fato, sé no caso de H e de S?

temos mais de uma componente conexa. Entao, denotamos
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Proposicao 1.4.1. = : Q}(c) — E™ ¢ wma hipersuperficie totalmente umbilica, com

1
operador de Weingarten A = ——1, na dire¢ao do campo vetorial unitdrio normal {p =
c

1

—P, para todo P € Q}(c).

c

Demonstracao. Seja'Y € X(Q)(c)). Entao, usando (1.10)), obtemos

1 1 !
Ae(Y) = VY (&p) = - Vi (EP) = VP =—-Y.

]

Como consequéncia da Proposicao e da equacao de Gauss, temos que Q' (c) tem

curvatura seccional constante c.

1.5 Curvatura do espacgo I x,Qj(c)

Seja Q) (c) o espago forma semi-riemanniano de curvatura seccional constante ¢ €
{0,1,—1} e indice k, com métrica go. Consideramos o espaco M = eI x, Q}(c), com

métrica (, ); e denotamos por R o operador curvatura de M.

Considerando primeiro o caso ¢ = £1, do mergulho inclusio usual = : Q}(c) — E"*!

construimos o mergulho isométrico:

Z (el x, QFe), {, )1) = (eI x, E" ()
(t,p) = (t,=(p)) = (L, p).

No que segue, por simplicidade usaremos a notacio (, ); = (, ). Sejam V e V as conexoes
Levi-Civita em eI X, E"t e el x » Qi (c), respectivamente. Pela Proposicao m temos
1

que Q}(c) é uma hipersuperficie totalmente umbilica de E"™, e que £ = == é um campo
c

1
vetorial unitdrio de Q}(c) que satisfaz V& = EX para todo X € T,Q;(c). Assim, pode-

—_—

mos considerar o campo vetorial normal de = : eI x, Q}(c) — eI x, E"™! definido por

¢(p) p n ;

eo(t,p) = (O, ==~ = |0,—— |, para qualquer (¢,p) € el x, Q}(c). De fato, se X é
p(t) cp(t) D -

tangente a eI x, Q}(c), entdo podemos escrever X = X + z0;, em que X ¢é o levanta-

mento pela projegao n de um vetor tangente a Q7 (c), temos (eg, X) = p?go (ﬂ, dn()?)) =
cp

P 9o <€,dn()~<)) = 0.
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Como Q}(c) estd mergulhado naturalmente em E"**, o campo vetorial normal ¢ satis-
1
faz go(§,€) = —90(p,p) = ¢. Assim, o campo vetorial normal eq é unitério, pois (eo, e9) =

(0, %)7 (0, pﬁc» = p’9% (%7 %) = g0(&,&) = ¢ = £1. Definimos gy = (eo, €9) = *1.

Para determinar o tensor curvatura de M = £l X » Q}(c) como hipersuperficie de
M = el x o E™™! usaremos a equacio de Gauss, mas precisamos determinar primeiro a
segunda forma fundamental de M. Seja A., o operador de Weingarten de M na diregao
do campo vetorial normal ¢y. Para cada Y € %(M ) podemos escrever Y = Y +e(Y, 04) 0,

com Y o levantamento de um campo vetorial em Q}(c) C E™. Logo,

Aeo Y = —vy €p

= _vf/+5<Y,8t>8teO
= —V?eo — 5<Y, 807@@0.

Logo, pelo Lema [1.2.4] obtemos

vateo = vat (1(0’§)>
p

Agora, notemos que Y é um campo vetorial vertical e ortogonal a ey. Seja 7z =
(0,7) L eg, como 7 é o levantamento vertical de Z e p € constante nas fibras, usando o
Lema [1.2.4] obtemos

<l
N

o
o

|

<
AW

|
1

N
N TN
=
N

VDI I—= I= D=
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Como 7 = (0,7) L eg, segue que Z L &, pois

0= (Z.e0) = (0, 2), (0, §>> — (2, %) = po(2.9),

. . 1
ou seja, Z € X (Q(c)). Logo, V%E& = EZ e

__ 1 1 ~
Vieog=—-*VYé=—27.
760 P AS PR

__ __ 1 ~
Entao, A.,Y = —Vyeg — (Y, 0;)Vy,eo = ——Y. Portanto,
pC

1 —
A Y = ——(Y — (Y, 0:)0;), para qualquer Y € X(M).
pc
No caso ¢ = 0, seja {Ey, . .., E,, } o referencial canonico de E"*! = E}'! com go(Ey, Ey) = 1

e consideremos o mergulho totalmente geodésico = : Ef — E"™'  definido por Z(p) =
(0,p), com campo vetorial unitario normal £ = Ey. Logo, fazemos o mergulho totalmente

geodésico = como 1o caso ¢ = 41, com o campo vetorial normal unitario tipo-espaco
ey = (0, é) Assim, paratodo Y € %(]\7) temos que A, Y = —Vgeo—a(Y, 01)Va,e0 =0,
P

pois neste caso V%¢ = 0 para todo Z € X(E}). De maneira que, podemos fazer ¢ tomar

valores em {—1,0, 1}, e escrever

ALY = —%(Y — e(Y,8,)0,), para qualquer Y € X(M). (1.11)

Proposicao 1.5.1. O tensor curvatura de M =¢l X, Qr(c) é

R(X,Y,Z,W) = <—s(’;/2)2 + ;) (X AY)Z,W)

p P p
(Y, Z)(X, 00) (W, 0p) — (X, W)Y, 00)(Z, 0p) + (Y, W)(X,0)(Z, ) ,

" N2 c
+ <p () + 82> (X, Z)(Y, 0,) (W, Oy) (1.12)

para quaisquer X,Y,Z, W € %(M)

Demonstragao. Para ¢ # 0, usando (1.1)) e (1.11)), temos

R(X.Y,Z,W) =R(X,Y, Z,W) + o(Ae, Y, Z)(Ae X, W) — e0(Ae, X, Z){(Asy Y, W)

—R(X,Y,Z,W) + (70)2 (Y — &Y, 0)8;, Z)X — e(X,8,)0,, W)

(X — (X, 0)0,, Z)Y — (Y, 8,0, W))
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—R(X,Y,Z,W) + % (Y, ZYX, W — &Y, Z) X, O (W, ;)

— (X, W)Y, 0)(Z, 0y) + (X, 0)(Y, 01)(Z, 0r) (W, D)
— (X, Z)(Y, W) + &(X, Z)Y,0,) (W, d,) + (Y, W)X, d,)(Z, )
—(Y, 00)(X, 9)(Z, 0:)(W, O))

= ROCY, Z,W) + (X AY)Z, W) + =2 (X, 2)(Y, ), )

—(Y, Z)(X, 0)(W, 0) — (X, W)Y, 00)(Z,0) + (Y, W)(X,0,)(Z, D))

Logo, usando a Proposigao [1.3.1] e como ¢y = ¢, temos o resultado. Para ¢ = 0,
eI x,QF(c) é totalmente geodésica em eI x ,E,, .1, ou seja, R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z, W),

—~

para quaisquer X, Y, Z W € X(M). Assim, vale (1.12)). n

1.6 Referencial movel

A técnica do referencial movel foi desenvolvida por Elie Cartan. Podemos encontrar
definigoes, resultados bésicos e outros detalhes em [I1]. Usaremos a seguinte convengao

para os indices, salvo que se especifique o contrario.

1<4,9,k 1 <n; 1 <wu,v,w,---<n+1; 0<a,8,7,---<n+1.

Seja f: M — M = el X, Qp(c) uma hipersuperficie. Como E:M—>M=cl x , Mt
¢ uma hipersuperficie, consideremos um referencial local ortonormal {eg, €1, ..., €, eni1}
de campos vetoriais em M, definido num subconjunto aberto e conexo U de (E o f)(M),
tal que er,...,e, sdo tangentes a (Z o f)(M) e e,y ¢ normal a (5 o f)(M), com
Ea = (€q,€q) = £1. Definimos a matriz G = (£,045), em que d é o delta de Kronecker.
Sejam wo, . ..,wpy1 as l-formas duais de (eg,e1,..., €, €nt1), OU S€ja, Wo(€g) = Oap.
Em particular, w,|xay = 0, 7 € {0,n + 1}. Também, para X € X(M), temos que
Wa(X) = eql€an, X).

Seja {Ey, ..., E,} o referencial ortonormal canénico de E"!, definimos o referencial
_ _ E E, _ .
ortonormal {Fy,..., E,1{= {—O, ce —,8t} de M = eI x, E""'. Se precisar, pode-
p p
mos reordenar o referencial {Fy,..., E,1} para obter (F,, E,) = €, e sem perda de

generalidade, consideremos o caso em que F, 1 = 0;. Segue que € = (0, 0;) = €p41-

Consideremos as fungdes Bas : U — R, em que B,s(z) é dada por (E,, eg) em x, para

cada ponto x € U. Seja M,,12(R) o espago das matrizes de ordem (n + 2) x (n + 2) com

n+2)2

entradas em R, com a topologia que faz ele homeomorfo a R! , definamos a funcao
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B:U — M,+2(R), tal que B(z) é a matriz (B,g) em z. Por simplicidade, denotaremos

também por B a matriz B(x). Observemos que
ZEMBWBMJ’ = Z%(Eweaxﬁweﬁ = <Z 5M<E#7 €a>Ew ep) = (€a,€p) = €alap,
1 1 p

ou equivalentemente B'‘GB = (G, em que B! é a matriz transposta de B. Seja ¢ o indice
de E"*2, consideremos o conjunto O(q,n +2 — q) = {Z € M,1»(R)|Z'GZ = G}.

De fato, O(q,n+2 — q) é o conjunto das matrizes Z em M, 2(R), tais que preservam

o produto interno gy de E"™2, ou seja, para quaisquer u, v € E"™2, temos que
go(Zu, Zv) = (GZu, Zo)g = ((Z7)'Gu, Zvg = (Gu, 27" Z0)g = (Gu, ) = go(u,v),

em que {, )p ¢ o produto interno usual de R™2. Assim, O(q,n + 2 — ¢) corresponde

]En+2 ]En+2

ao conjunto das isometrias lineares de . Observamos que é isomorfo ao espaco

tangente em cada ponto de el x, E"*'.

Proposicao 1.6.1. O(¢,n+2—q) ={Z € M,,;2(R)|Z'GZ = G} é um grupo de Lie. A
dlgebra de Lie associada com O(qg,n+ 2 —q) és = {H € M, »(R)|H'G + GH = 0}.

Demonstragao. Observemos, que se Z € O(q,n + 2 — q), entao det (Z'GZ) = det (G) &
det (Z")det (Z) = 1, mas, det (Z') = det (Z), logo det (Z) = £1. Portanto, O(q, n+2—q)
¢ um subconjunto de GL,2(R), o conjunto de todas as matrizes invertiveis de ordem

(n+2) x (n+2), que é um grupo de Lie.

Se Z € O(q,n+2—q), entao Z'GZ =G & G = (ZY)!'GZ ', em que Z~! é a matriz
inversa de Z, segue que Z~ ! € O(q,n + 2 — ¢q). Também, se A,C € O(q,n + 2 — q)
temos que (AC)'G(AC) = C*A'GAC = C'GC = G, logo AC € O(q,n+ 2 — q), portanto
O(¢,n + 2 — q) é um subgrupo de GL,2(R).

Agora, provemos que O(q,n + 2 — q) é uma variedade diferenciavel. Consideremos
S ={Z7 € M,.»(R)| Z" = Z}, o conjunto das matrizes simétricas em M, 2(R). Como
(A'GA)' = A'G'A = A'GA, podemos definir a funcio g : M,.5(R) = R™?° 5 S, dada
por g(A) = A'GA. Observemos que O(q,n+2 —q) = g~ }(G).

Como o produto de matrizes é diferenciavel (as componentes do produto sao polinomios
nas componentes das matrizes), segue que g é diferencidavel. Calculemos a diferencial de g.

Seja A € M, »(R), se identificamos o espago tangente a M,,,2(R) em A com M,,,»(R),
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temos que

(A+hC)'G(A+ hC) — A'GA

dga(C) = }1112% h
~ im A'GA 4+ A'GhC + hC'GA + h2C'GC — A'GA
N h—0 h

= lim(A'GC + C'GA + hC'GC)
= A'GC + C'GA.

Observemos que dgs é sobrejetora se A € O(q,n + 2 — ¢q). Como o conjunto das
matrizes simétricas & é um espago vetorial, podemos identificar Ty4S com S. Seja

M € TyxnS = S, procuramos C' € M,;»(R) tal que A'GC + C*GA = M. Como M
. M+ M

- =
dos da igualdade, concluimos que A'‘GC = §M Como A € O(q,n + 2 — q), temos que

é simétrica, podemos escrever A‘GC + (A'GC) , e comparando os dois la-

1
A é invertivel. Logo, C' = QG(At)_lM e portanto, dg é sobrejetorase A € O(q,n+2—q).

Como O(q,n+2—q) = g~1(G), segue que G é um valor regular de g e O(¢,n+2 —q)

é variedade diferencidvel. Portanto O(q,n + 2 — ¢) é grupo de Lie, tal que

s (n+2)(n+3) (n+2)(n—i—1).

dim O(g,n+2—¢q) = dim M, ;»2(R)—dim S = (n+2) 5 5

Como ¢ usual, identificaremos a algebra de Lie s de O(q,n+2—q), com o espago tangente

a O(gq,n + 2 — q) na matriz identidade I, 5. Portanto,

s={H e M, »(R)|H'G+GH = 0}.

Especificamente, se ¢ = 0 ou ¢ = n + 2, entdo O(q,n + 2 — q) é simplesmente o con-
junto de matrizes ortogonais e possui duas componentes conexas, mas no caso em que
0 < g < n+ 2, acontece que O(q,n + 2 — ¢q) tem quatro componentes conexas (ver [I7,
pag 237]). De fato, S é o conjunto das matrizes em O(q,n + 2 — ), tais que preservam a

orientagao dos vetores tipo-espaco e tipo-tempo.

Observagao 1.6.2. Como U ¢ conexo e a matriz B = (E,,es) satisfaz B'GB = G,
a imagem da fun¢ao B : U — M, 2(R), estd contida numa componente conexa de
O(¢g,n+2—q).
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Denotamos por S a componente conexa de O(q, n+2—q) contendo a matriz identidade,
Lo €SC{Z e M, 2(R)Z'GZ =G, detZ =1} C O(g,n+2—q).

Além disso, s = {H € M, 12(R)|H'G + GH = 0} é a édlgebra de Lie associada com S,
pois S é aberto em O(q,n + 2 — q).

Consideremos agora, a aplicagao inclusao g : S — M,,12(R), ou seja, g(Z) = Z para
todo Z € S. Logo, dgz : T7zS — TzM,2(R) é dada por dgz(V) = V. Definimos
a forma de Maurer-Cartan de S como wy = ¢g(Z) 'dgy. Para V € TzS, temos que
wz(V) = g(Z)Ydgz(V) = Z7'V pertence a s. Por simplicidade, denotamos a forma de

Maurer-Cartan por wy = Z 'dZ, assim,
wy(V)=2"1zZ(V)= 2"V,

para todo V' € T;S.

Podemos calcular a derivada exterior da forma de Maurer-Cartan wyz, como segue:
Consideremos a matriz identidade I,, ;5 como uma aplicagao constante de S em M, 2(R).
Assim, usando que ¢(Z)(9(Z))™' = ZZ7' = I,.9, para qualquer Z € S, temos que
0 = d(lu+2) = d(gg™") = dg(g™") + gd(g™"), e entdo d(g~!) = —g~'(dg)(¢g~"). Usando

isso, calculamos

dwy = d(g’l) A dg
=—g '(dg)(g~") Ndyg

=g 'dg Ny 'dg
= —Wz A Wz,
o qual denotamos por
d(Z'dZ) = ~-Z"'dZ N Z7dZ. (1.13)

Dada uma variedade diferencidvel M de dimensao n, A'(M) é o conjunto de todas as 1-
formas definidas em M. Definimos o conjunto s (A'(M)) de todas as matrizes T" € s, cujas

entradas sdo 1-formas definidas em M. Logo, faz sentido calcular Z7, para Z € M, 1o(R)
el €s(A(M)).
Definamos agora a 1-forma de conezdo Q2 = (wap), em que

Wap(X) = calea, Vxeg), para qualquer X € X(U). (1.14)

Como 0 = X {eq, e5) = (Vxea,es) + (a, Vxeg), temos que wpa (X) = g5(eg, Vxea) =
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—£5(c0)? (€0, Vxes) = —afpwap(X), assim, a matriz Q satisfaz wg, = —€465Wap, OU

equivalentemente, Q'G + GQ = 0, pois

Q'G+GQ = (wap)' (€adap) + (Eadpa) (Wap) = (£swsa) + (EaWap) = (—Eawap) + (EaWap) = 0,

isso significa que Q € s (A*(M)). Em particular,
Ve =Y wrick, Vew =Y woty, Vea =) wyats. (1.15)
k v o7

Seja T a projecio de 8, no fibrado tangente de (= o f)(M). Definimos a 1-forma 7(X) =
(T, X), para qualquer X € X(U), e as fungoes T = (ex,T), Thi1 = enp1d e Ty =
0. Observemos que >, Tpwr, = 7. Além disso, podemos recuperar os vetores ez =

27 e, B, E.,. Consequentemente, usando 1 ,
Vess = wa(ea)eu
o

_wa ea) (Za7 F) (1.16)
. (ZW ) )E

Também,

= Z Exea (Byp) Ev + Z EvaﬂveaEW
v 2

= Z eydBys(ea) By + Z 5vaﬁvzu 6HBHQEHE’Y
g g

(1.17)

= Z e4dB,s(ea) E, + Z 5v5uBuanﬁvE#E7
ol :

. = E, —
Por agora, nos concentremos no tltimo sumando de ((1.17). Como £, = e E, =0,

usando o Lema ([1.2.4)), para ~, u # n + 1, obtemos

— 1 —
VEMETL+1 = ;vEuat %E,u = %Eua
= p 1 p P
Enp1 ™y = _EE’Y + ;VﬁtEfy - ——2E»y + ;E,y — O,
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_ 1 1— 1—
Vg, By = ;Eu (;) By + ?VE#% = EVE#‘EV
pr B p

pois V%MEV = 0 em E"™'. Consequentemente, pelo fato que todos os sumandos em

(1.17), para = n + 1 sdo zero, obtemos, com 0 < v, u <n+ 1,
€ — Zg'ydBvB(ea)Fv
v
= Z &4€uBuaBys Vg, Fy

= Z EvEnB anBVEuEW"' Z 5n+15uBuaBn+lﬁvEHEn+l

pyy<m+1 n<n+1 (118)
5P €n+1p =
== Z eyBys (Z Bua5u7> O + Z €uBuaBni1sEy
P y<n+1 pu<n+1
ep' Ent1f =
= Z EyByaByg0: + - Z EuBuaBni1E,.
P y<n+1 p<n+1
Logo, comparando coordenadas em e , para E,.1 = 0,, obtemos
Zwuﬁ €a)Bni1, = dByiip(eq) — — Z ey B (1.19)
7<n+1
e para EW, v=0,...,n, obtemos
Ent1p
Zwuﬁ(ea)Bw = dBys(ea) + TBvaBnJrlB- (1.20)
o

Como B, = (E,, ZW wy(ea)ey) = 27 B, w-(€4), pela equacao 1} temos que

Z Bn1ywyps — dBnyap = Z Z EuBup Bty

1Y v p<ntl

- _; Z EuBupByywy + — Z En+1Bn415Bns19wy
v

11/
= Z 308,y + = Byip Z B 14w,

o

/

= —%65(4}/3 + nJ;)lp By Z B 1xwi,

/
Ent1p

Bn—i—lﬁ Zn B'ynwm para

e pela equacao (1.20), temos que Zu B, wu,s = dB,g +




1.6. REFERENCIAL MOVEL 23

qualquer v = 0,...,n. Em resumo podemos escrever, fazendo v = «,

/

Ent1p/ P
B Bn+1,3 Z Bomw/f - ;565an+1w5-
K

Z Bopwus = dBag +

m

Como B'GB = G implica B~! = GB!G, em que B~! = (B*?), segue que B*’ = ¢,Bs,e5.
Logo,

Z B Z Byuwys
v I

= SBT3 B Y B,

i ¥ K
p/
oy B
P
.
/
=Y BB+ B, (Z BO”BW> W, (1.21)
¥ P K ¥
p/ an+1
— —egwpB
P BwB

€n / /
= Z Ba’ydB'yﬁ + +71an+16 Z 5anwn - %55w55a5n+18n+1a

¥ K

1l Ent1p
= Z BaWdB,y@ + -;10 Bn+15wa - —;1p 555aBn+1awﬁ.
Y

Como o lado esquerdo de ((1.21]) é

Z B> Z Byuwyus = Z (Z BQ’YB’YH> Wy
v p 7

Y

= Z OapWps
0

= Waf,

substituindo em ([1.21]), obtemos finalmente que

Ent1p
Wap = Z B*"dB,s + ;1P (Bnt1pWa — €s€aBni1aws)
m

ou equivalentemente,

/
Ent1p

Q) —X =B Y4B, em que Xop = (Br+18Wa — €3€aBni1aws) - (1.22)

Notemos que X € s (A}(M)) e assim B~*dB € s (A}(M)) (ver exemplos no Apéndice [A]).
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1.7 Distribucoes integraveis e o teorema de Frobe-
nius

Seja N uma variedade de dimensao n + k, suponhamos que em cada ponto p € N
¢ dado um subespaco A, de T,N, de dimensao n. Suponhamos que numa vizinhanca
U, de cada p € N existem n campos vetoriais diferencidveis linearmente independentes

Xi,...,X,, que formam uma base para A,, para todo g € U,,.

Definicao 1.7.1. Seja A = UpenA,. Dizemos que A é uma distribucdao diferenciavel de

dimensdo n em N e que {Xy,...,X,} é um referencial local de A.
Agora definimos um tipo de distribugao importante:

Definigao 1.7.2. Uma distribucao A numa variedade N ¢é involutiva, se existe um refe-

rencial local X1, ..., X, numa vizinhanca de cada ponto, tal que

(X, X,] Zc X,

k

em que 1 <i,j <n e as ¢ sao fungoes diferencidveis na vizinhanga do ponto.

Rn+k

Para um exemplo de uma distribucao involutiva, consideremos N = e seja A

gerada por X; = Eyet , = 1,...,n. Entao, a distribucao é o subespaco de dimensao n,

formado por todos os vetores paralelos a R” em cada ponto ¢ de N = R"*,

Definigao 1.7.3. Seja A uma distribugao diferencidavel numa variedade N de dimensao
n + k, seja n a dimensao de A. Dizemos que A é completamente integrdvel, se cada

ponto p € N tem uma vizinhanga coordenada (U,, ¢) tal que, se xy,..., 2, denotam

as coordenadas locais, entao os n vetores E; = p;'(=—), i =1,...,n, sao um referencial

al'i

local em U, para A.

Observemos que se A é uma distribucao completamente integravel em N, entao, para
cada ponto ¢ € U, existe uma variedade N de dimensio n passando por ¢, tal que T,N =
A,. Assim, dim N = n. De fato, se (ai,...,a,.1) denota as coordenadas de g, entdao
uma variedade N passando por ¢ é a n-fatia definida por T, 1 = dni1,-- ., Tnsk = Gnik,
ouseja, N = o {z € p(U,)|z; =a;,j =n+1,...,n+k}, que é uma fatia de U,. Neste

caso, a distribugao é involutiva, pois

) o
oxt’ Oxi

Assim, se uma distribugao é completamente integravel, isso implica que é involutiva. O

teorema seguinte afirma que a reciproca vale.
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Teorema 1.7.1. (Frobenius) Uma distribu¢ao A numa variedade M é completamente

integrdvel se, e so se, € involutiva.

Uma demonstragao deste resultado estd em [4].
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Capitulo 2
Teorema Fundamental

Neste capitulo adaptamos as equacoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi para o caso
de uma hipersuperficie M do produto torcido M = el x » Qi(c) e deduzimos mais duas
equagoes, que tém a ver com as componentes tangente e normal a M de J;. Logo, enun-
ciamos e provamos o resultado principal que é um teorema fundamental para hipersu-

perficies nao-degeneradas do espago M.

2.1 Hipersuperficies nao-degeneradas de I x, Q}(c)

Seja f: M"™ — M =c¢l X, Qj(c), em que n > 2, uma hipersuperficie nao-degenerada.
Seja V a conexao de Levi-Civita em M. Seja e, ;1 um (localmente definido) campo vetorial
unitario normal a M, com &,11 = (€441,En+1) = £1. Ao longo de M, podemos decompor

o campo vetorial J; nas partes normal e tangente a M:
5’t =T+ 19€n+1,

em que T é tangente a M e ¥ = £,,1(0, epr1). Definimos a 1-forma em M dada por
7(X) = (X, T), para qualquer X € X(M).

Também, dado um vetor X tangente a M, podemos decompor X na parte tangente
a {t} x Q(c) e a componente na direcao de 8y, assim X = X + z0;, com z = (X, 9,).

Analogamente, e,11 = €,41 + h0;, com h = e(e, 41, 0).
Lema 2.1.1. Com as condi¢coes prévias,

1. eh = (ent1,0;) = en1?,

2. ex =(X,0,) = (X,T),

3. (X, 1) = —een (X, T).
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Demonstragao. Como h = e(en1,0;) € U = £,11(0, eny1), segue que
ch = <€n+1, 815) = 677,—0—179'

Também,
(X,0) = (X, T+ 1) = (X, T)+ HX,eni1) = (X, T),

e por outro lado,
<)(,€%> = <jz 4—£U6%,€%> = <j€,é%> 4—1E<6%,é%> = EX.

Portanto, ez = (X, ;) = (X, T).

Finalmente, usando (1) e (2), temos que
0= (X, eni1) = (X, Ens1) + (X, 0 ens1,0,) = (X, Epi1) + 801X, T).
Assim, (X, 2,41) = —eep (X, T). O
Observemos que, se X € X(M),

(grad (m), X) = dn(X)

= dr(X + 20))
(X, 0)
(X, T+ Yepyq)
e(X,T),

assim, 7" = egrad ().

Seja A., ., o operador de Weingarten de M na direcao de ey, temos que

Proposigao 2.1.2. O tensor curvatura R de M em M = el X, Qp(c), € dado por

R(X,)Y,Z, W) = (—e o ?> (X AY)Z, W)

P ()| ec
# (2 - 5) (o
_<sz><X>T><WvT>_<X7W><Y7T><ZvT>+<Y7W><X7T><ZvT>)
+ 5n+4,(<f4en+1)/;2Z><f4en+1)(7lif> __<f4en+1)(723><f4 )/7L1/>)7

ent1d

para quaisquer X, Y, Z. W € X(M).
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Demonstragdo. Para quaisquer X,Y,Z, W € X(M), usando (L.1) e a Proposicao [L.5.1]

obtemos

R(X,Y,Z,W)
= R(X,Y, Z,W) + en1{Ae, Y, Z) (A, X, W) — 21 Ae X, Z) (A, Y, W)
_ (_(&_(/)’2)2 N %) (X AY)Z,W)
p p
ph(p)? | ec

+ (; e + E) (X, Z)(Y, 0 )(W, Oy)

—(Y, Z)(X, 0)) (W, 0,) — (X, W)(Y,00)(Z, 0) + (Y, W)(X,0,)(Z, 1))

+ En+l (<A€n+1}/’ Z> <Aen+1X’ W> - <A€n+1X7 Z> <A6n+1}/’ W)) .

(2.1)

Pelo Lema 2.1.1], temos (X, 0;) = (X, T), (Y,0,) = (Y, 1), (Z,0;) = (Z,T) e (W,0;) =
(W, T). Substituindo em ([2.1)), obtemos o resultado. O

Proposicao 2.1.3. A equacao de Codazzi-Mainardi de M em M =el x, Q%(c), € dada

por

" /\2 ec
(VXAenJrI)Y - (VYAenH)X = Z':71-&-119 (% - (pr) + E) (X N Y)Tv (2'2)

para quaisquer X,Y € X(M).

Demonstragao. Por 1} precisamos calcular ﬁ(X Y, Z e,i1), para quaisquer campos
vetoriais X, Y, Z € X(M). Pela Proposigao obtemos

R(X,Y, Z,enp1) = (_5(2'2)2 + p%) (X AY)Z, en)
¥ ('% o p—) (X, Z)Y,0) (Ensr, B — (Y, Z)(X,0) (e, O
_<X7 6n+1> <Yv at) <Z’ 8t> + <Y7 en+1> <X7 at) <Z’ at>) :

Como (X, e,41) = (Yieni1) =0e (X AY)Z, ent1) = (X, Z2)(Y, eni1) — (Y, Z)(X, eni1),

segue que

RXY. Zuewat) = (= 4 ) (X, 200000 0.9 = 1, Z) X, e )




30

CAPITULO 2
Pelo Lema ’ <€n+1> 8t> = En-l-lﬁ? <X7 8t> = <X7 T> <Y> 8t> = <Y7 T>a entao
. g (P e
R(X7Y7Z76n+l>:6n+179 ?_ p2 +p2 ((X Z><Y7T>_<Y7Z><X7T>)
p// (pl 2 ce
:5n+119 ___2+_2 <<Y’T>X_<X7T>KZ>
ppPp
po)? e
I (? — S X AT 2),
Por ([1.2)), obtemos (2.2)). H

Lema 2.1.4. As sequintes equagdoes sao vdlidas para qualquer X € X(M).

1. Vx0; = (X — (X, T)0y),

~*oI\

he)

2. VyT =5(X — (X, T)T) + 94, ., X,

€nt1

S I

/
3. X(9) = —enp1(A,,,, T, X) — %519<X, T).

Demonstracdo. Primeiro, lembremos que X = X + e(X,0y)0,

ant V at + 5<X T>v(9tat
My
p
p/
= (X — (X, T)0,).
p
Logo, calculamos
VT = Vx (9, — Yensn)
= Vx0 — X(9)ens1 — IV xeni
= %(X - 5<X7 T>6t) - X(ﬁ)en-ﬁ—l + ﬁAen-HX
/
— % (X — (X, T)(T + Yens1)) — X (9)enss + VA
_r ’

(X — (X, T)T) + YA, X — 2

> |

— X 4+ ¢(X,T)d,. Entdo,

en+1

entl P 79<X7 T>€n+1 — X('l?)en+1.

Pela férmula de Gauss V xT = VxT +ep1(Ae, ., X, T)en1. Logo, comparando a parte

€n+1
tangente e a parte normal de VxT', obtemos as equacoes

~

A

VxT =

€n41

> |

/

En+tl <Aen+1 X, T> €n+1 =

(X — (X, T)T) + VA, ,, X.

_%519<X7 T)ent1 — X(P)enta.
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Tomando s6 os coeficientes na 1ltima equacao e como A, ., é autoadjunto, resulta

/
En+1 <X7 Aen+1T> = _%619<X’ T> - X(ﬁ)

]

Finalmente, observemos que é possivel escrever o operador de Weingarten A., de M

em M = el x o E™"! dado na equacio 1} como

ALY = —g(y — (Y, 0,)9,)

= —E(Y — &Y, TYT + €n11(0k; €ny1)€ni1)) (2.3)

C C
= —;(Y — €T(Y)T) + ;5€n+1T(Y> (E)t, 6n+1>€n+1,

para qualquer Y € X(M).

2.2 Teorema fundamental para hipersuperficies nao-

degeneradas de I x, Qj(c)

Seja (M, (, )) uma variedade semi-riemanniana com conexao de Levi-Civita V e tensor
de curvatura R. Sejam ¢€,e0,e,41 € {—1,1} e ¢ € {—1,0, 1} tais que, ou ¢ = gy ou ¢ = 0
eeg=1 Sejamp: I CR—-R" T,.1 : M - Rew: M — I, funcoes diferencidveis.
Definimos o campo vetorial 7' € X(M) por T = ¢ grad (7), ¢ a 1-forma 7(X) = (X, T).
Seja A um tensor de tipo (1,1) em M.

Definicao 2.2.1. Dizemos que M satisfaz as condicoes de estrutura, se verifica as

seguintes condigoes:
(A) A é (, )-autoadjunto;

(B) €= <T7 T> + 8n+12r2+1;

n

;.
(C) VxT = 'OpziT(X —er(X)T) + 1T 1 AX, para todo X € X(M);
7r

.
(D) X(Tps1) = —(AT, X) — g’; j;TnHT(X), para todo X € X(M);

(E) Equacao de Codazzi-Mainardi:

(VxA)Y — (Vy A)X = Tb(r(V)X — 7(X)Y),

i A 2
para quaisquer X,Y € X(M), em que b = P oA7r_(p OA) + ;
por  (pom)?* (pom)
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(F) Equacao de Gauss:

/ ) c

R(X,Y,Z,W) = ( ot (pow) (X AY)Z,W) +b((X, Z)r(Y)r(W)
)

—(Y, Z)7(X)r(W) = (X, W)7(Y)7(Z) + (Y, W)7(X)7(Z))
+ Ent1 (<AK Z><AX7 W> - <AX7 Z><AY7 W)) )

b
(p
Z)

para quaisquer X, Y, Z, W € X(M), em que (X AY)Z =(Y,2)X — (X, 2)Y.

Seja M = eI X, Qp(c) com métrica (, )1 = edt® + p*go, em que go é a métrica em

Qj (¢), enunciamos agora o resultado principal deste trabalho.

Teorema 2.2.1. Seja (M, (, )) uma variedade semi-riemanniana de dimensao n, que sa-
tisfaz as condicoes de estrutura. Entao, para cada ponto p € M, existem uma vizinhanca
aberta U de p em M, uma imersao isométrica f : U — (M, (, )1) e um campo vetorial

normal unitdrio e, ao longo de f, tais que:

1) €nt1 = (€nt1; €ns1)1;

2) mof=1m,em quemn:el x,Q(c) = I € a projecao;

3) O operador de Weingarten na dire¢io de e,1 € df o Ao (df)™!

4) @ € a equacao de Codazzi-Mainardi e @ ¢ a equacao de Gauss de f;

5) e ao longo de f, temos que Oy = df (T) + ens1Tn16n41-

2.3 Demonstracao do teorema fundamental

Sem perda de generalidade, trabalhamos o caso ¢ = ¢,,;. Primeiro, definamos al-
guns objetos. Dado um ponto x € M, consideremos um referencial local ortonormal
{e1,...,e,} numa vizinhanga conexa U de x em M, com ¢; = (e;,¢;) = £1, e a corres-
pondente base dual de 1-formas {wy,...,w,}. Observemos que w;(X) = ;(e;, X), para
qualquer X € X(M). Também, precisamos definir em M, as 1-formas w,11 = wy = 0.

Considerando a equagao (2.3)), definimos o tensor

Sy = - °©

(Y —er(Y)T),

A

poT

para qualquer Y € X(M), e usando (|1.14)), definimos as 1-formas de conezao:

wij(X) = eifes, Vxey), wint1(X) = —eilei, AX),
EEn+1C (2.4)
wio(X) = —eile;, SX), wni10(X) = — p’”j?}r Tpi17(X), WaB = —EafBWaan
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para qualquer X € X(M), e definimos a matriz Q = (w,g) € s(A'(M)). Como uma
consequéncia, temos que Vye; = >, wyi(X)ex. Agora, definimos as fungoes Ty = 0,
T; =71(e;), i € {1,...,n}. Pela condicao da Definigao [2.2.1] temos que

e=(T.T)+enni Tl = O eilen Then T) +ennToy = > &1 +ennTiy = > e,T7
% % ¥

Logo, definimos as matrizes X = (X,3) ¢ 7", por

/
Xaop = E_p(Tﬁwa - &lgﬁTawﬂ)v r=Q-X (25)
p

Temos que
AY +7TANY =d(Q—-X)+(Q—-X)A (2 —X) =dQ—dX+QANQ-QAX -XAQ+XAX.
Para demonstrar o Teorema dividiremos o trabalho em quatro partes.

Parte 1: Provar que d17 +7 AT = 0. Equivalentemente, provaremos que df) —
AX+OQNQ-—OQANX =XAQ+ X AX é zero, usando as condigoes , @, e da
Definicao Para isso, dividimos a prova nos Lemas a[2.3.6

Parte 2: Construir a funcao B. Usando que dT+17 AT = 0, no Lema|2.3.8, provare-
mos que para cada ponto de M, existem uma vizinhanca &/ do ponto e uma aplicacao
B :U — S, tal que B satisfaz B~'dB = Q — X e B(x) € Z(z) para todo X € U, em
que Z(z) = {Z € S|Zy415 = Ts(x)}. Na demonstragao do Lema [2.3.8] serd importante
considerar o conjunto F = {(x,Z) € U x S|Z € Z(x)}, por isso previamente, provaremos
no Lema [2.3.7 que F é uma variedade diferencidvel.

Parte 3: Definir a funcao f. Usando a aplicacao B obtida no Lema [2.3.8] definire-
mos uma fungao f : U — el x, Qj(c), isso serd feito no Lema para o caso ¢ = 1 e

no Lema [2.3.10| para o caso ¢ = 0.

Parte 4: Verificar que f é a fungao do Teorema [2.2.1| Concluiremos a demons-
tragao verificando que a fungao f definida nos Lemas [2.3.10] e [2.3.9] ¢ uma imersao

isométrica que satisfaz as condicoes do Teorema [2.2.1

Comecemos com a Parte 1.
Lema 2.3.1. d7 = 0.

Demonstra¢ao. Como T = ¢ grad (7), temos que

7(X)=(T,X) =¢(grad (7), X) = edn(X),
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para qualquer X € X(M), ou seja, 7 = edr. Logo dr = ed*(%) = 0. O

Agora definimos as matrizes w = (w,) e [' = (Tpp) = dQ2 + QA Q.

Lema 2.3.2. dw = —-QAw, TD'wp=—cacslsa,

/N2 // /\ 2
Lij = eej (pg) wj A wi — (p— - @) (Tjw; — eigTiw;) AT,
p P
1 /\2
Ling1 = Thn (% — %) TAw;, Ty =0.

Demonstra¢ao. Dado X,Y € X(M), como w, 1 = wy = 0, temos que

dwi(X,Y) = X(wi(Y)) = Y (wi(X)) —wi([X,Y])
= X(eife;, Y)) = Y(ei(es, X)) — eifes, [ X, Y])
= €Z‘<VX61', Y> + 5i<€i7 VXY> — 5Z~(Vyei,X> — €i<€i, VYX>
— 5i<€i7 V)(Y — VyX>
=) wn(X)er, V) — &) wi(Y), X)
=&Y wu(X)(enY) — e > wii(Y) (e, X)
= nggiwki<X>5k<€ka Y> — nggiwki(y)€k<ek7X>
k k
= Zeveiw,ﬂ- Awy(X,Y)

o

= _ZWW N wy(X,Y).

v

Também, w,1 = 0, segue que —dw,1(X,Y) = 0. Por outro lado, usando (2.4) e como

A é autoadjunto, temos que
Z Wnt1y A w’y(X> Y) = Z W1k A wk(Xa Y)
o k

= Z (ent1(en, AX)ep(er,Y) — enqalen, AY )er(er, X))

= 1 ((erler, Yer, AX) — (ex{ex, X)ex, AY))
= enpa ((V, AX) — (X, AY))
= 0.

Como ¢ # 0, temos ¢ = £q, logo
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z:wo7 N wy(X,Y)

Y

= ZWOk A wk(X, Y)
=" (coler, SX)wi(Y) — golex, SY)wi (X))

—e0 > ((er, —S(X = er(X)D)erlen,Y) = (exs == (Y —er(Y)T)erder. X))

- _%0 ((en, X) — e7(X) (e, T))enlen, Y) — ((er, Y) — em(Y) er, T))er(er, X))

_ 70 > (e7(X) er, T)erler, Y) — e7(YV){ex, T)erler, X))

C€0
= E &?k ek, Y €k7 —é?T E Ek ek; €k,

- - (eT(X )WY, T) —er(Y)(X,T))
= CTiO (er(X)T(Y) —er(Y)7(X))
=0

= —dwo(X,Y).

Assim, dw = —Q A w.

Também,

Fga = dw[m + Z Wy N\ Wy

>

= —€36qdWas — E5Eq Z Way N\ Wayg
g

= —eq€8la8.

Logo, se X,Y € X(M), temos

dwii (X, Y) = X (wij(Y)) = Y (wi(X)) — wi (X, Y])
X(ei(es, Vyej)) — Y(eilei, Vxej)) — eilei Vix,yiej)
ei(Vxe;, Vye;j) +ei(e;, VxVye;) —ei(Vye;, Vxe;) —eie;, VyVxe;)
—gifei, Vixye;)

=¢;{Vxe;, Vye, €i(Vye;, Vxe) +6;R(X,Y, e, e;),
J j J

mas, pela equacao (|1.15)), segue que
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(Vxei, Vye;) = <Z wri(X)er, Zwkj(y)€k>
= Z Ekwkz wkj )
= —&; Zwlk CL)kj

Portanto, obtemos

dwij(X, Y) = €i<vX6i7 erj> — 61<Vy€i, Vxej> + €iR<X, Yv, €5, 61')
= — Zwik A wkj(X, Y) + €iR(X, Y, €j, 62‘),

k

o qual, usando da Definicao [2.2.1] implica

dwig(X,Y) + Y win Awo(X,Y)
v
= Wwip N w()j(X, Y) + Win+1 VAN wn+1j(X, Y) + 5Z'R(X, Y, €;, ei)
= —6i80<6i, SX><6j, SY) + 51'50(61'7 SY> <6j, SX> — &i€n+1 <6Z', AX) <€j> AY)
p/ 2 c
+ €i€n+1<€z’> AY) <€j, AX> +&; (_g(pQ) + E) <(X N Y)Bj, 67;>

1" /\2 cc
+ & (p— ) +

- p)<<X )7 (V)r(e) — (Y o)) r(X)r(es) — (X, er(V)r(ey)

Y. e)T(X)r(e))) + it (AY, e/ {AX, e) — (AX, e} {AVe))

em que,
(€i, SX)(e;, SY) = ;—2<ei,X —er(X)T)ej, Y —er(Y)T)
= L (e X) e ) = (¥ es X)r(es) — er(X)rlen)es. ¥)

+7(X)T(Y (T, 1)),

(e, SY) (e, SX) = pl ((ei, V)5, X) — e7(X)(e5, Y)7(e;) — em(Y)7(e) (e, X)

+7 (V)T (X)(T,T)).
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Portanto,

dwii (X, Y) + ) wiy Awyy(X,Y)

Y

=— ) ej, e v W) e)T(Y)T(e;
= —eel 2 (X A e z>+sz(p p2)<<x, (¥ )r(e)
Ve (X)) — (X, e (V)r(es) + (Vi edr(X)r(e;))
(p) Awi(X,Y) - (p” (p )>(Twl eie;Tw;) AT(X,Y).

P p?

Logo, se X,Y € X(M), usando da Definigao [2.2.1] calculamos

dwin1(X,Y) = X(Wint1(Y)) = Y(win+1(X)) — win41([X, Y])
= —g; X{e;, AY) — ;Y (e;, AX) + ei(e;, A[X, Y))
= —¢i(Vxe;, AY) —e;(e;, VxAY) + ¢;(Vye;, AX) + g;{e;, Vy AX)
+eile;, A(VxY) — A(Vy X))
= —ei(Vyei, AY) + e:(Vyes, AX) — ei(es, (Vx A)Y — (Vy A)X)
= —¢ Zwk, X){er, AY) +¢; Zw,ﬁ-(Y)(ek, AX)
e (2 = 04 50 (1) X) = (X))

2 2

p p
= ity wyi Awpn1 (X, Y) = gigqwoi A wons1(X,Y)

et (2 = 8+ 5) (V) e X0 = 700 e V).

Como,

Woi A Woms 1 (X,Y) = Ep (e, SX)V Ty (V) — Ep (e, SYVTia7(X)
_ fp_f@i, X —er(X)T)Tpir7(Y) + gp—f@i, Y — er(Y)T)T, 1 7(X)
= Ty (e X)7(¥) = er(X) e T)7(Y) = (e, Y)7(X)
+er(Y){e;, TH1(X))

= ~Thr 5 (le0 X)7(Y) = (e, ¥)7(X),

temos que,

dwin1(X,Y) = = wiy Awyny1 (X, Y) = T (% +

Y
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Também, calculamos

dwio(X,Y) = X(win(Y)) = Y (wio(X)) — wio([X, Y])
= —EiX<6i,SY> +€l‘Y<€Z',SX> +€i<6i,S[X, Y]> (26)
= —&;(Vxei, SY> + 5i(Vye,~, SX> — 5i<6ia (VXS)Y — (VyS)X)

Por outro lado, para qualquer U € X(M), se verifica que

1 ~1
Vx (— AU):X( W — ——VxU
1

VxU

~

poT

x|v-

)

=) ferad (.00 = v
)
)

poT
1

poT

1

poT

(eT, X)U —

VxU

VxU.
Logo,

(VxS)Y — (VyS)X
=VxSY — SVxY —VySX 4+ S5Vy X

— Vy (—%(Y . ET(Y)T)) + g(VXY — er(VxY)T) — Vy <—§(X . 67‘(X)T)>

- %(VyX — €T<VyX)T)

/ /
= P (X)Y = Sy + XV TT — L (X)r(V)T + =7 (V) VAT
p p p p p
/ /
X 4 SV X = SV (XTI + L (V) (X)T = Sr(X)Vy T
p p p p p

(VY — e(VyY,T)T) — E(VyX — (Vy X, THT),

&
+ —
P

e entao,

(VxS)Y — (VyS)X = ecp (H(X)Y — 7(V)X) — S (X)Vy T — 7(Y)VxT)

P p (2.7)
+ %((Y, VxT) — (X, VyT))T.

Por da defini¢ao [2.2.1] temos
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~

VT = %(X — 7 (X)T) + en1 Tpir AX,
/
VT = 2V — e7(V)T) + ppi Toir AY,
p

segue que,

(Y,VxT) — (X, VyT)

=Y, %(X — e7(X)T) + eni1 Tt AX) — (X, 2(V = er(Y)T) + ens1 Toir AY)

p
= P X) - T ) 4 e T (V. AX) = Dxy) + Trryxry B9
— en1 D1 (X, AY)
e também,
P
T(X)VyT —7(Y)VxT = — (1(X)Y —7(Y)X
(X)Vy Y)Vx p(() (Y)X) 2.9

+ 8n+1Tn+1 (T(X)AY — T(Y)AX) .

Entao, substituindo (2.8)) e (2.9) em (2.7)), temos que

ecp’ ec

(sz)y - (VyS)X = p2 (T(X)Y - T(Y)X) — ?(T(X)VYT - T(Y)VXT)

(2.10)
_ _—55"+1:T"+1 (r(X)AY — 7(Y)AX),

Substituindo (2.10) em (2.6)), obtemos

Eidin(X, Y)

= —(Vixei, SY) + (Vyes, SX) + 20 o, ((3)4Y = (V) AX)

== (wii(X)(ex, SY) — wii(Y) (e, SX)) + 55"“’#@ (T(X)AY — 7(Y)AX)

€i€€nt1C 011

= —¢& Zwm A wyo(X,Y) + €iWing1 A wpi10(X,Y) — ’

v
= —&; Z Wiy A w,yo(X, Y) + EiWint1 A wn+170(X, Y) + EiWn+1,0 A\ me(X, Y)

5

= —g Zwm A wyo(X,Y).

~

TN UJin_H(X, Y)

EEn4+1C
Temos que dwy, 410 = —

dT, 1 N 7. Logo, usando (EI) da Definicao [2.2.1 obtemos
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dwn—i—l,D (Xa Y)

= T AT(XLY)
p

_ _‘%"lec (X (T )T(Y) = Y (Tpyr)7(X))

= e (<—<T, AX) - %”TW(X»r(Y) + (T, AY) + %TnHT(Y))T(X >>

)
55n+1c

(=T, AX)7(Y) + (T, AY)7(X))
an+1< VIT,AX) ~ (7 (X)T,AY>>
(SY + < YAX) (SX+£X,AY>)

= En+1

(SY, AX) — (SX, AY) + <(V, AX) — S(X, AY))
p p

Z&k €k,SY ek726k €k,AX €k ng ek,SX €k,Z€k ek,AY>ek>>

= Ent1 Zsk ek,AX><ek,SY> - (ek,AX><ek,SY>)
k

= En+1

= &nt1

/\/_\/_\

= Ent1 Z ExwWrn+1 A wWro(X,Y)
k

= - an-ﬁ-l’y /\CU«,()(X, Y)

v

n
Lema 2.3.3. dX, 3 = —c,3dX3,, dXy, =0,
"o — ()2 o
dXz‘,j = M’%T A (T]wl — 52-6]-Tiwj) + 7p (T]dwl — éingidwj)
A%
+ 2e¢; <—) w; A w; + — ZT Wy AW — €€ Wi A Wwj),
p p
p'p—2(p')° ep’
din—H TTH_HT N w; + 7 ZTkwkn—i—l N wj; + Tn+1dwi .
k
Demonstracao. Como X,p = —€48Xgq, Obtemos que dX,3 = —c,63dX3,. Também,

d (g;)) ) X=X ( ) Y orwie(X)ex (%), para qualquer X € X(M), entao

/

dX af = =d < pp (Tgwa €a€5TQW5))
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Logo,
/

ep 5
anﬁ = Z €L <Z> wi N\ (Tgwa — Eaa?ﬁTaLUg) + % (dTﬁ N wq + T/gdwa
k

—6a55dTa ANwg — 6a8ﬂTadw5)
"o N2
= E-IMET(BIQ)WJc A (Tgwa — 6a55Taw5)
) P (2.11)
+ P (dT3 N wo + Tpdwe — eaepdly, A wg — eqegTadwg)
p
"o (N2 /
= %T A (Thwo — 2apTaws) + - (AT A wo + Thdwa
p p
—eaepdTy Nwg — eqegTpdwg) .

Para # =0eu > 0, como Ty = 0 e wy = 0, segue que dX, o =0. Parafg=n+1e

1 <n+1, como wy,y1; =0, temos

"o 2 /
P00 7 nw+ ATy A+ Thrds). (2.12)
p

p

Pela condicao (C)), e como T'= ), e;Tjey, segue que

ep ep
AT (X) = —(AT, X) — %TR_HT(X) =3 eTiler, AX) — %Tn_HT(X),
k

e entao,
/

£
AT (X) = Y Tiwpnsn (X) - %Tnﬂr(x). (2.13)
k

Substituindo (2.13) em ([2.12]), obtemos

/!

AV cp o
de_H = MTTMJT A w; + _P E Tkwkn+1 VAN W; — _an—HT A w; + Tnﬂdwi
p P\ p

"o — 2, 2 o
= pp’%TnJﬂT N w; + 7p <Z TkwknJrl N wj; + Tn+1dwi> .
k

Logo, se « =i e = j em (2.11]), temos

"o (A2
dXij = MT A\ (Tjwl — &?isziwj)
) F (2.14)
+ 7p (dT’] N w; + T]dwl — €i€jdﬂ VAN w; — 51'5]'7-;‘(1(&)]') .
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Usando que >, w;(X)e; = X, para todo X € X(M), obtemos

T}, = e((T, ex))w

l

= (Ve T ex) + (T, Veer)) w

{

NMN

VRS
BEEE

(61 — €TZT) + €n+1Tn+1Ael, ek + ijk €] T> Wy
J

~

I
< |

/
<€l, €k>wl - 6ﬂ Z TZ<T7 €k>wl + Tot1€Ens1 Z(Aez, €k>wz
!

l
E ij el

“M

~

bl‘o

(exs exywp — e p szeu VT + 1€ (A wier), ex)
.

§ 5] €4, elek Wi

“M

~

i)

<ek7 €k>wk —&— P TkT + TnJrlwnJrlk + Z T} 5] ej? VZz wlelek>
J

(er, ex)wr — e— P TkT + 111k + Z Tiwjg.
J

blb\ bl

Entao,

/ /
di = ﬁéfkwk — €£Tk7' + E Tuwuk.
p p -

(2.15)
Finalmente, usando (2.15)) em ([2.14)), obtemos
2
p'p—(p')? ep/ 4
dXZ'J‘ = TT N (Ewl — €i€j,fiwj‘) + 7 (T]dwz — €i€jEde) + € ; €jw]' A W;
7\ 2 p/ 2
— (%) Tim N w; + — Z Tywuj N\ w; — gi€5€ (;) giwi N\ wj
N 2
+ €i€5 <£> Tt Nwj — 5153 Z Tywus N\ wj
p
"o — 92 e
= MT A (Tjw; — gie;Tiw;) + &~ (Tjdw; — g6, T;dw;)
p p
N 2
+ 2e¢; (E) w; A w; + — Z Ty (Wuj A wi — €56 jWyi A wj) .
p p
]

/

2
Lema 2.3.4. (X AX),p = (p_) (Tpwa — €acpTows) N T — €W A wg).
p

Demonstracao. Pela condicao da definicao temos Y &,T7, e usando também
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que Y Tow (X) = 2 Thwi(X) = 7(X), para todo X € X(M), obtemos

(XAX)ap

/

/

- Z (Q(Twwa — €agyTawy) A Q(Tﬂwv B 676&T7w5)>

P p
.

2
€ /
— (7/)) E (T)Tpwa A wy — egengwa ANwg — eaeyToTpws A w,y
v

+eaepTaTywy A wp)

N 2
= (2) (Tﬁwa A Z T wy — €3 (Z sva) wa N wg + €qepla X:Tvcu7 A w5>
i Y

P Y

2
c /
- (%) (Tﬁwa AT — €geWq N wg + €qRTHT A Wﬂ)

N 2

P
m
Agora, fazemos @ = Q A X + X A €.
Lema 2.3.5. &, = —€,63Psa;, Puo =0,
ep’
Qsin-i-l = 7 —Tn+1dw,- + Z Tkwi N Wkn+1 | (216)
k

D, = Ep (5 e;Tidw; — T;dw; + ZT (Wi A Wyj — €jE4Wiy, A w])) i (2.17)

p u
Demonstracao. Por definicao, X.p = —c,63Xgq, 1550 prova que Pop = —c,63Ps,. Em

geral, temos

Dop = wa Tgww egerThwg) + Z (Thwa — evEaTawy) A wys
gl

ep'

= Z(Tﬁwa7 A wy — ey T way A wg + Thwa A wyg — e4€aTuwy A wyp)
Y

ep'

= p (TB Z Wary N Wy — €887 T way AN wp + Thwa A wyg — 0Ty Z wy A wm) :
v v

Pelo Lema [2.3.2] dw = —Q A @, logo

/
¢a6 = 2 <8a€ﬁTadW5 - Tﬁdwa + Z(vaa A Wrpg — qgszwwcw A\ (,U5)> .
1%
v

Para o caso a = i, f = n+1, o resultado é imediato, pois w,+; =0, e 0 caso o =i, 5 = 7,
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segue do fato que Ty = 0. Para o caso a =i, f =0, como wy = 0 e Ty = 0, temos que
e /
@io = —pwz N Z T,yw,yo. (218)
P
>

Porem, pela condigao da defini¢ao [2.2.1] temos

Z vavﬂ (X) = Z Tiwio (X) + Tn—i-lwn-i-l,ﬂ (X)
v 7

E€n41C

= —> Teile:, SX) — T7am(X)
Z  gEnqacC

_ Z gﬂ(&(@u)Q —eeife;, T)7(X)) P Tram(X)

= g <<Z eifei, X)e, T) — ¢ (Z 5iTiz> T(X) - 5€n+1T3+1T(X)>
- g ((X, T)—¢ (Z 57T3> T(X))
= ;(T - ¢ 7_)7

entao,
Y Two(X) =0. (2.19)
v

Assim, substituindo (2.19)) em ([2.18]), obtemos @;, = 0.

Nocasoa=n+1e =0, P,11 ¢ zero trivialmente, pois wy 41 = wy = 0. O
Lema 2.3.6. dT +7T AT = 0.

Demonstracao. Isso equivale a provar que dQ2+QAQ—dX+XAX-XAQ-OQAX =0.

Para o caso @ = u, = 0, usando os Lemas [2.3.2] [2.3.3| ¢ [2.3.5, obtemos que (d©2 +
QAN =0,dX,0=0e (QAX+XAQ),0 =0. Também, pelo Lema temos que

/

2
(XA X)yo = (ﬂ) (Towy — ucoTuwo) N T — egowy A wp), mas Ty = 0 e wy = 0, segue
p

que (X A X),o =0, assim

AU+ QAQ—dX +XAX —XAQ-QAX),=0.

Para o =i, f = n + 1, usando os Lemas a|2.3.5 e como w, 1 = 0, segue que
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dQA+OQANQ=dX +XAX=XAQ=QAX)int1

11 /\2 /. 2 N\ 2
e
- 710 (Z Tkwkn+1 N wj + Tn+1dwi>
k
A%
+ <;) ((Tn+1wi - €¢€n+1Tiwn+1) NT — EEpp1w; N wnH)
e
_ 7'0 (—Tnﬂdwi + Z Trw; A wan)
k
1o (A2 "o — ()2 I\ 2
_ M%T A — MTMT A — (g ) T A,
P P P
ep’ o
_ 7'0 (Z ThWint1 N\ w; + Tn+1dwi> — 7p <—Tn+1dwi — Z ThWk i1 N\ wl-)
k k
=0.

Finalmente, para o = 7, = 7, usando os Lemas a obtemos

U+ QAQ—dX+XAX - XAQ—QAX),

/\2 // /\2
= €€ (p2) w; A w; — (p_ - ﬂ) (Tiw; — eie;Tiwj) AT
p

pp?
"o — 9(p)2 e 7\ 2

- MT AN (,,TJWZ - aajTiwj) - i (]}dwz - 6i<€jTidwj) - 2€€j <£) W N\ w;

P p P

o/ Py 2
— 7 Z Tu (wuj N w; — Ei€jWus A Wj) + ; ((T]wz — 5i5jTiwj) NT — EE;W; AN Wj)
/ /

— % (eie;Tidw; — Tidw;) — % Z Tu(wi A Wyj — €€4Wiy, A wj)

7\2 "o (2 "o 92

= g¢; () w; A w; — M(Tjwl —egig;Tw;) AT+ M(T]wl —gigjTiw;) AT

p2 p2

AN 7\ 7\
— 2e¢; (;) wj A w; + <;) (Tjw; — eie;Tiwj) N T + €€ (;) w; A w;

=0.

Parte 2: Primeiro provamos que uma funcio s : S — {X € E""?|go(X, X) = €41} é
uma submersao e que um subconjunto F de U x S é uma variedade diferenciavel, logo,

construimos uma fungao B : U — S, sendo um grafico contido em F.
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Consideremos a fungdo g : M, o(R) — E"*2 que leva a matriz Z = (Z,5) ao ponto
(Zn+1.05 - -+ s Zn+1ins1). Lembremos que se Z € S C M, 42(R), entdo ZGZ" = G, ou equi-
valentemente, > €, ZoyZgy = €aday. Fazendo a = f =n+1 temos que go(9(2),9(2)) =
27 ExLntiyLntly = Entl, €M quUe go € a métrica semi-riemanniana usual de E"+2
tanto, podemos definir a aplicacio s : S — S(E""?) = {X € E"*?|go(X, X) = £,,11}, dada

por s = glg = goi, em quei:S — M, 5(R) ¢é a aplicacao inclusao.

, por-

A aplicagao s é uma submersao. De fato, como g é uma aplicacao lineal, identificando
cada espago vetorial M, .2(R) e E"*2 com o respectivo espaco tangente, temos que dg = g,
logo

ds=d(goi)=dgodi=goi=s.

Assim, (ds)z : TzS — Ty S(E"*?) fica definida por

(dS)Z(V) = (VnJrl,O: ER Vn+1 n+1)-

Lembremos que o espago tangente a S na matriz identidade [,,,2, coincide com a algebra
de Lie s = {H € M, »(R)|H'G +GH = 0}, ou seja, as matrizes H em M, »(R), tais que
Hpgo = —eqepH 5. Por outro lado, o espago tangente a S(E"+2) num ponto X, é o espaco

formado por todos os vetores ortogonais a X, ou seja,
TxS(E™) ={Y € E""|go(X,Y) = 0}.

Se X = I,.9, temos que s([,42) = (0,...,0,1). Logo, para Y = (Yp,..., Y1) €
Ty, )S(E™?), segue que go(s(Ln+2),Y) = 0se e s6 se, Y41 = 0, assim Tyz, ,)S(E"™?) =
{Y € E""|Y,11 = 0}. Entdo, para Y € Ty, ,,)S(E"™), definimos a matriz H = (H,p)
com Hyg =0se ao,8<n+1, Hyjip=Yse Hgpp1 = —€gepr1 115, segue que H € s e
que (ds)y,.,(H) =Y, assim, (ds);

s 15— Ty(r,.0)S(E™™?) é sobrejetora.

Por outro lado, como S é um grupo de Lie, o espago tangente em Z € S, estd for-
mado pelas matrizes HZ, em que H € 5. Se Y € Ty S(E"), segue que go(s(Z),Y) =
27 €4 Zns1,Y, = 0. Como Z € S, temos (Z°F) = Z71 = GZ'G, ou seja, Z°° = e,e5754.
Calculando (YZ™')s = > Yie,65Zp,, observamos que (YZ™'),1 = go(s(Z),Y) = 0,
assim, YZ7! € Ty, ,,)S(E"™?), entdo, definimos H € s para YZ~!, por H = (H,g) com
Ha,é’ =0 se Oé,ﬁ <n-+ 1, Hn+15 = (YZfl)B (S HBn—i—l = —65€n+1Hn+1ﬂ, logo, (HZ)n-i-lﬁ =
ZM Hy1p,Zyp = ZH(YZ_I);LZMB = Ey, 27 Y 22,8 = E’y Y, ZH RS Z’y Yy0y5 =
Y3, ouseja, (ds)z(HZ ') =Y, e assim, (ds)z é sobrejetora. Portanto s é uma submersao.

Agora, dado um ponto x € M, definimos o conjunto

Z(x) ={Z € 8|Zps15 = Ts(z)}-



2.3. DEMONSTRACAO DO TEOREMA FUNDAMENTAL A7

Como Y &,T2(x) = € = eny1, para todo x € M, entdo Z(x) = s~ (To(z), ..., Tryr(x)).

Lema 2.3.7. Seja U uma vizinhanga aberta de xy € M, entdo o conjunto F = {(x,Z) €
UXS|Z e Z(x)} € uma subvariedade de U x S, tal que

Tz F ={(UV) € T,U®TzS|(d13),U = Vyjap, B=0,...,n+1}.
Demonstragio. Consideremos a funcio ¢ : U x S — S(E™*?) x S(E"?), definida por
o(x,Z) = (h(x),s(Z)), em que h(z) = (Ty(x),. .., Thi1(z)).

Observemos que F = ¢~ 1(G), em que G = {(P, P) € S(E"?) x S(E"*?)}, ¢ a diagonal do
espaco produto S(E"*?) x S(E"?).

Como s,Tp, ..., T, sao diferenciaveis, segue que ¢ ¢é diferenciavel e que
d(,2) (U, V) = ((dh).U, (ds)zV) = ((d15)U, . .., (dTh11)U, (ds)ZV).

O espaco tangente a G C S(E"™?) x S(E"*?) num ponto (P,P) é C; = {(X,X)|X €
T,S(E"*?)} e como s é uma submersio, temos que para todo elemento do conjunto Cy =
{(0,Y) € Tintay s(2)SE" ) xS(E"?)} existe (0, V) € T(y.2U xS tal que (d)(z,2)(0,V) =
(0,Y), significa que

(dg&)(%z) (T(%Z)u X S) D T(h(m),s(Z))g = T(h(x),s(z))S(En+2) % S(En—m)7

para todo (z,Z) € ¢~ 1(G), ou seja, p ¢é transversal a G (ver [14, pag. 144]), portanto
F = ¢ 1(G) é uma subvariedade de U x S, com

dim (U x S) — dim F = dim (S(E""?) x S(E"*?)) — dim G,

logo,
(n+1)(n+2)
2

Além disso, dado (z, Z) € F, obtemos

n(n—i—l)'

dim F=n+ 5

—(n+1)=n+

= (d9)o.z) (Tni)52)9)
{(U, V)GTmZUXSK h).U = (ds);V'}
{(U V) € TZ/{EBTZstTg) U= Vn+1ﬁ, 5 0, o, + 1}

Agora, construiremos a aplicacao B.
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Lema 2.3.8. Seja (M, (,)) uma variedade semi-riemanniana que satisfaz as condigoes
de estrutura. Para cada xo € M e By € Z(xy), eziste uma vizinhanca U de xy em M e
uma unica aplicagio B : U — S, tal que B™'dB = Q — X, By = B(xg) e B(z) € Z(x)

para todo x € U. No caso ¢ =0, podemos supor By, = doa-

Demonstracao. Consideremos o conjunto F do Lema [2.3.7] e definamos em F a 1-forma
© dada por O(U, V) =1(U) — Z7YdZ(V) = QU — XU — Z7'V, para qualquer (U,V) €
T(z,Z)F C T(%Z)L{ X S.

Entao, para obter a aplicacao B do Lema [2.3.8] primeiro provaremos que a distribucao
A = ker O verifica:

Afirmagao 1: A =Ker © é de dimensao n.
Afirmagao 2: A =Ker © é completamente integravel.

Isso significa que existe uma subvariedade £ C F de dimensao n, passando por
(x0, By), tal que o espago tangente a £ é dado por Ker ©. Logo, provaremos que lo-

calmente L é o grafico de uma funcao B : Uy C U — S, que satisfaz as condicoes do Lema

2338

Provemos a Afirmacao 1 usando o Teorema da dimensao, para isso precisamos cal-
cular a dimensao de Im (©). Como Q,X € s(A*U)) e Z7'V €5, Z €S eV € TyS,
temos que O(U, V) € s, para (U, V) € T(; z)F.

Agora, lembremos que 7,S = {ZH|H € s}, para Z € S, e dado (z,Z) € F, conside-
remos o espaco H ={H € s5/(ZH),+15 =0, 8 =0,...,n+ 1}, ou seja,

H={H €s|ZH € ker (ds)z},

1
tal que dim (H) = @ e H =Im (©). De fato, como s é uma submersao, temos

dim (ker (ds)z) = dim S — dim (Im s)
= dim S — dim (S(E"*?))
(n+1)(n+2)

= 5 —(n+1)

n(n+1)
-

Por ser S um grupo de Lie, segue que ZH = (dLz), ,(H), em que Ly ¢ a traslacao

a izquerda por Z em S. Como Ly é um isomorfismo entre 77 .,S e T%S, temos que

n+2
H = (dLy);"  (ker (ds)z), e portanto, dim (H) = M

In+2 2
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Agora provemos que H = Im (O). Seja (U, V') € T, z)F, temos que (ds)z(ZO(U,V)) =
0. De fato,

N
O
El
+
s
3
S
N
)
3
+
S
S
|
N
e
3
+
S
d

) = (dZ)n115(V)
ZX)n-i-l,B(U) - (V)n+16
= (ZD)n415(U) = (ZX)n115(U) — (dT}3).(U).

I
—~
N
=
3
=
sy
3
|

Logo, pela equacdo (2.15), e usando que Ty = 0, Zv Ty, =T1e Z € Z(x), obtemos
r r
(ZO)ny1k = Z L1y Wyk — Z L1y Xy — P —EpWE — 5;Tk7 — Z Tywuk

/ /
Z AWk — Z T Tkwv — E,yEkT-ywk) — %ekwk — E%T]ﬂ' — Z Tuwuk

5/)/ p/ p/

= T(]a)gk —_ — TkT — Z&Tﬁ/&fkTwaywk — —EpWE — €—Tk7'

p > p p
’

e /
= —pekwk ZE’YTVQ — ﬁskwk
p > p

= O,

pois € = > &,T7. Analogamente, como wy1 =0

/

i
(ZO)ns1int1 = ZTfyw'ynJrl ZT (Th1wy — e4En1Tywny1) — ;5n+lwn+1
4
- €—Tn+17' - Z Tuwun-l—l
p u
c / /
= Z T’yw'yn—i-l - %Tn—&-l'r + 5%Tn+17_ - Z Tuwun-i-l
=0.
Também, como Ty =0 e wyg =0
ep’
(Z20)ns10=> Towso— Y Ty7(TowV — e,e0Tywo) — dT
Y i

4 p
= Z Tfwayo — —&oWoy — €—TOT - Z Tuwug
P p ”

v
=0.

Entao, ZO(U,V) € ker (ds)z, ou seja, Im (O) C H.
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Por outro lado, se (z,7) € F e H € H C s, temos que (0,ZH) € Ty z)F, pois
(ZH)py15 = 0 = (dTp).0, para todo B =0,...,n+ 1. Logo, ©(0, ZH) = 2(0) — X(0) —
Z7YWZH)= —H, e assim, H C Im (0). Portanto, Im (©) = H.

Assim, concluimos que

dim A(xz, Z) = dim (ker O, z))
= dim T(; z)F — dim H

_ (n+ n(n; 1)) B n(n2+ 1)

Agora, provemos a Afirmacao 2. Pelo teorema de Frobenius, é equivalente provar

que A é involutiva.

Como © =71 — (Z') ANdZ, usando a equagao , segue que
dO =dV +Z Y'dZANZ'dZ =dV + (T —O) A (T — O),
e usando o Lema [2.3.6] obtemos
dO=-TNO-OANT+ON6.
Logo, se (U1, V1), (Us, V2) € A = ker O, temos que

dO((U, Vh), (U2, V) = (U1, i)(O(U2, V2)) — (U2, Vo) (O (U1, V1) = O([(U1, Vh), (U, Vo))
= —O([(Us, Vi), (Un, Va)]),

e por outro lado,

dO((Ur, V1), (U2, V2)) = (=T AO = O AT + O AO)((U1, V1), (U2, V2))

(—
0,

portanto, [(Uy, V1), (U, V5)] € ker © = A, ou seja, A é uma distribugao involutiva, e

obtemos a Afirmacao 2.

Usando as Afirmagoes (1) e (2), concluimos que existe uma variedade £ C F de di-

mensao n, passando por (zg, By), tal que o espago tangente a £ é dado por ker ©.

Logo, para cada (0,V) € A(yo.80) = T(ag.50) L, temos que 0 = O, 5 (0,V) = By 'V,
multiplicando por By obtemos V' = 0. Isso implica que A, ) N ({0} x T,S) = {0},
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ou seja, L intercepta transversalmente {zo} x S em (zg, By). Portanto, usando a ca-
racterizagao local de graficos (ver [14, pag. 145]), concluimos que existe uma vizinhanga
Uy, C U de xg, tal que, perto de xy, £ é o grafico de uma unica aplicacao B : U; —
Z(z) C S. Entao, perto de (zg, By) podemos escrever L = {(z,B(z)) € U, x S} e
Tepenl = {(U,(dB);U)|U € T,U} C T4 pw)F. Notemos que B(xg) = By, pois
(x0, Bo) € L, e como L C F, segue que B(z) € Z(x), para cada x € U;. Como © =0 em
L, para U € T, U, obtemos

0 = .5 (U, (dB),U) = (L)(U) = [(B(2))"'d(B(x))]((dB).U)
= (1,)(U) = (B(x)) " (dB).U,

pois d(B(x)) : Tpx)S — Tp)S ¢ a identidade. Entao, a funcao B satisfaz
(B(2)) ' (dB), = Q, — Xa, (2.20)

em que (dB), : T,U; — Tp(z)S. Denotando U, por U, obtemos o resultado do Lema [2.3.8

Para ¢ = 0, temos que w,g = Xq0 = 0 e da igualdade (dB), = B(z)(2, — X, ) obtemos
((dB)z)ao = 0. Entao, escolhendo By com (Bp)ao = doa podemos assumir B(z)a0 = o

e como B(x) € S, as colunas de B(x) sao ortogonais, logo, para § # 0, segue que
0=>,aB(x)a0B(%)ap =D, 60aB(x)ap = B(x)os. Assim, B(z)oa = doa- O

No que segue, usaremos a notacao B~'dB = Q — X para ({2.20)).

Até agora, para cada ponto x € U conseguimos associar uma matriz B(z) em Z(x) C S

de forma tunica.
Parte 4: Definiremos uma funcao f: U — I x, Q;(c).

Agora, pensemos na matriz B(z) como a matriz de mudanga de uma base ortonor-
mal {eg(r), v1(2), ..., vn(2), €ny1(z)} para a base {Eo(f(2)), ... En(f(x)), 0 (f(x))}, no
espago tangente num ponto f(x) de el x, E""! em que o conjunto de campos vetoriais

{€o, V1, ..., U, eny1} assim definido, é um referencial adaptado a f(U), para uma funcao
fiM— el x,E"

No caso que ¢ = %1, com ey(z) ortogonal a eI x, Qp(c) em f(x) = (t(z),p(x)), e

que eo(r) = (Oa%(x)) e go(§(x),&(x)) = (eo(),e0(r)) = €0 = ¢, logo, (t(x),c{(x ))
{t(x)} x Q}(c) e podemos fazer p(z) = £(x). Também, para que a f verifique 7o f =

deveriamos fazer t(x) = 7(x). Com essa ideia, procedemos como segue:
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Definamos a funcio f : U — R™"?, dada por
fo(x) = ceoB(x)oo, fi(x) = cgiB(x)io,  fur1(z) = 7(2).

Como B(z) € Z(z) C S, segue que B(x),110 = To(z) = 0, logo eofd + i eif? =
St eaB2, = g = ¢, e obtemos f(z) € eI x, Q}(c), para todo x € U. Também, pela
defini¢ao da f, temos (wo f)(x) = fur1(z) = 7(x), para todo = € U.

Agora, lembremos que {ei(x),...,e,(z)} é uma base de T,U, entdo calculemos a
imagen dos e; pela diferencial da f = (fy,..., fus1), para isso, calculemos a diferencial
das funcdes cordenadas de f na base candnica de R"*%. Usando que dB = BQ — BX,

temos

dfi(er) = ce;dByo(ex)
= Z cgi(Biawao(€r) — BiaXao(€x))

= Cg; Z Bzawao ek — Cg; Z Bza TOWa ek) - 505aTaw0(€k>>

n

= C¢g; Z Bijwjo(Gk) - CEiBin+1Wn+1,0(ek)

j=1
= cg; Z Bijsjg@j, er, —eT(ex)T) — ceiBmHMTnHT(ek)
j—l
_eeT (ek ee;T(er)
= Z Bz]‘c’:] €j, ek Z Bzg ]T - —Bm+15n+1Tn+1
P p

€ ee;7(ex)
- _sz - BZQ(SOLB’H la

P 2 B
_ S, T pape,

P P

Ei eg;Tie
= —Bj — ( k)Gin—H

p p

p

€
Analogamente, obtemos dfy(ey) = —OBgyk e como grad m = €T, segue que
P

dfpni1(ex) = di(eg) = (€T, ex) = €Ty, = eBp i1k

En

ok poR
ela permite mudar as coordenadas de um campo vetorial no referencial { £, } de el x,,

Entao, se consideramos a matriz diagonal C' = Diag ( ) , Observemos que

En+1
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para o referencial de R""? em que o produto interno é o usual. Entdo, se verifica

O,
que (df (ex))a = (CB)or = (CBw(ey))a, com @ = (0, wy, . .., wy, 0)f, ou equivalentemente,

df = CBw, em que C é a matriz de mudanca de uma base em e/ XPE”H para a base em

R™2. Isto prova o resultado seguinte:

Lema 2.3.9. Para ¢ = 1, dado um ponto x € U e seja C' a matriz

€ En
C-Diag( OA,..., A,a),
poT poT

existe uma funcao f:U — el x, Q}(c) , tal que df = CBw, mo f =1.

— _ inl = : n
Agora, no caso ¢ = 0, o vetor ey = Z'y e4B,0E, nao determina um ponto de € x, E
como no caso ¢ = £1, pois ¢y = (0, 2), em que £ é um campo unitario normal a E" em
P

E"* e portanto ¢ ¢ E". Entdo construiremos a funcdo f de maneira diferente ao caso
c==*1.

Lema 2.3.10. Para ¢ =0, dados zo € U, p € E}; e a matriz

€ En
C:Diag( OA,..., A,s),
pomw pom
existe uma unica funcao f : U — el X, E"* tal que df = CBw, fo =0, fop1 = 7 €

f(xo) = (7(20), 0, p)-

Demonstragao. Dado um ponto ((z, (t,p)) € U x (I x E"), consideremos o mergulho

Z: 1 xE" — R"? dado por g(t,p) = (t,0,p), e definimos a aplicagao
Vo, (t))  Told @ Tty (I x E") — R

ot (Y, W) = CoBow, (V) — dZ () (W).

Ou seja, temos a 1-forma ¥ = CBw — d= € A'(U x (I x E"),R"?),

Para construir a funcao f, faremos um processo analogo a demonstracao do Lema
2.3.8 Provaremos que A = ker ¥ é uma distribu¢ao completamente integravel de di-
mensao n, que determina localmente o gréfico de uma funcao f : U — eI x, E;, numa

vizinhanga U do ponto xy. Para isso, dividimos a prova em quatro partes:

~

i) A =ker ¥ é de dimensao n. De fato, observemos que (CBw)s = )_. 5 CaryBypws,

logo, (CBw)y = 0 >3 Bopws = 0, pois wy = 0 e pelo Lema [2.3.8, no caso ¢ = 0 temos
p _

Byg = dpg. Como também (d=)os = 0, segue que Im ¥ C {0} x R™™'. Mas ainda, seja
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X =(0,X1,....,X,11) € {0} xR paraY = 0e W = (Xy,...,X,41), temos que
w(0,W) = —d=Z(W) =—(0,W) = =X, logo, Im ¥ = {0} x R""'. Assim,

dim (ker ¥) = dim (T,U & Tjy (I x E")) —dim R"*' = (n+n+1)— (n+1) =n.

ii) Logo, provemos que d¥ = 0. Usando que dB = B2 — BX e o Lema [2.3.2, obtemos

d¥ =dC ANBw+ CdBANw+ CBdw =dC N Bw — CBX A\ w.

Como

e /
segue que, dC' = ——[;Diag(eg, N )
p

Parai € {1,...,n}, usando que Cjy = Cj, 11 = 0, calculamos

(d¥); = (dC' A Bp — CBX A @); = » _dCi A Bapws — Y Ci ByaXap A wy
af a,B,y
—ggl-p’ E;
- Z 2 ;57 N\ Bjpws — —0iiBjaXap A\ wg
ip a,By

geip g o
__ pQP ST A Bigws — " 3 Bm% (Thwa — cacsTaws) A ws
B af

eeip eeip)
= Z TN Bwu}[g - p; Z Bngwa VAN Wwp
g af

= _65,’2p' (Z AN Biﬂw,B + Z Biawa A Z Tg&)g)
B @ B
_ _6€,~2p/ (_ Z Bigwg N T+ Z Biowa A 7')

B et
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Como g9 = 1, pois ¢ = 0, obtemos

(d¥)o = (dC'A Bp — CBX A ¢)g

= Z dCoa N Bag(.L)g — Z CO,YB,YQXag N\ wg
af CYB’Y

Z YA Bog(,U5 — - Z B(]a Tgwa — Eaé‘gTawB) A wg

ep/
=T Z TN B()gu.Jg — ? Z BoaTﬁwa AN wp
B afB

= —€—p2 (Z TN Bolgwlg + Z B()awa A Z Tg(x.)g)
6 (03 B
ep’
=—— <— ZBO'BW'B AT+ ZBOQWQ A T)

B

Como dC 114 =0 e By114 = T, segue que

(d¥)p41 = (dC A Bp — CBX A ¢)ns
= Z an_Ha N B afWp — Z Cn_HA/B aXaB A ws

a,B,y

= —— Z Bn—l—la_ (Tgwa - SaEﬁTQW5) AN wp
P

ep
= —F Z TaTﬁwa N ws

ap
€p
=~ 7 2 Tawa 1\ ) T
ep
=——5TAT
0
=0.

Assim, d¥ (Y, W) = 0.

iii) Agora, provemos que a distribucao A = ker ¥ é completamente integravel. Dados
<}/17 Wl)? (}/Qa WQ) € ker W, temos

0 = dw((Yy, Wh), (Ya, Ws))
= (Y3, W) (@ ((Ya, Wa))) — (Yo, W) (((Y2, Wh)) — W ([(Ye, Wh), (Yo, W)
= —U([(Y1, W1), (Yo, Wa)]),
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entao ¥ ¢ involutiva e portanto completamente integréavel.

iv) Consideremos o ponto (o, (7(xo),p)) € Ux (I x,E"). Para (0, W) € A (0,(7(z0).p)) =
T o, (7 (o)) (L X, E") Nker ¥, temos que 0 = ¥(0,W) = —d= ) (W), logo W = 0, ou
seja, A(xo (#(z0)p) N ({0} X T,E™) = {0}. Assim, podemos repetir a tltima parte da demon-
stracao do Lema 2.3.8, para obter uma vizinhanca de xy, que denotamos também por U,
e uma tnica fungdo f: U — eI x, E", com Flxo) = (7(x0), p), tal que T, (2. F (o)) GTAL (f) =
{(Y,(df).Y)|Y € T,M} C ker ¥. Portanto, du(7r (20), ((df) (Y)) = C.B,w,(Y), para
todo x € U.

Entdo, definamos f = = o ]7, assim, fo = 0 e f(xg) = (7(xg),0,p). Observemos
que dfpp1 = (CB@)np1 = €Y 5 Buyipwp = € g Tsws = er. Como eT = d, e de
f(zo) = (7(x0),p) temos fri1(xg) = 7(xg), concluimos que f,41(x) = 7(x) para todo
reU. ]

Parte 5: Completemos a demonstracao do Teorema verificando que a funcao f
satisfaz as condigoes do Teorema [2.2.1]

Dos Lemas e[2.3.10, temos que (df(ex))a = (CB)ak, significa que no referencial
0 _

{8_}’ o vetor df (e;) é dado pela k-ésima coluna da matriz C'B e no referencial {F,}
Lo

é dado pela k-ésima coluna da matriz B, ou seja, df(ex) = Y, caBakEs. Como C e B
sao invertiveis, df tem posto maximo n e assim, f é uma imersao. Além disso, para i, ]

quaisquer, como B € S, temos
(df (), df (e;)) Z aBaiFa, Z 4By Ey) =Y £0BaiBaj = €idi.
Portanto, f é uma isometria.

Se definimos ey = " 4 BaoEa, observemos que (eg, d;) = 0, pois B, 410 =Ty =0, e
no caso ¢ = 1, temos que (0B, - - -, £n.Bno) € Qi (¢), pois (eo, €0) = Y, €aB2y = €0 = ¢,
assim ey ¢ ortogonal a eI x, Qj(c). Por outro lado, no caso ¢ = 0, como Byy = dq0
temos que ey = Fy é ortogonal a eI x,E". Também definimos e, = Za EQBMHEQ.
Logo, {eo,df(e1),...,df(e,),ent1} é um referencial adaptado a eI x, Qp(c), em que
{df(e1),...,df(e,)} gera T f(U) e portanto, e,.; é normal a f(U), pois as colunas de

B sao ortogonais.

Agora, provemos que o operador forma da imersiao f é exatamente df o Ao (df)™!. De
fato,
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(o(df (e:),df (ej)), en+1)
= <%df(€i)df(€]’)’ €n+1)
= (Vap(er) > €8B3; B ent1)

B

= esdBsj(ei)Bsar1+ Y esBsi(Vy . p 5. Epsent)

B B
= Z 6BdBﬂj (6i)Bﬁn+1 + Z 60[5/330”‘35]' <%EQE5’ Z 5'yB'yn+1E'y>

g ap v

Euluvep . —

= ZgﬁdB,Bj (ei)Bﬁn+1 + Z [eusvemeijByml(—“l;’pat, E'Y>

B .8,y

/
+5u5n+15'yBuiBn+1jB'yn+1 <%Eu7 E'y>:|

’
En+1
= &n+1 Zgn+15,BBn+16dBﬁj(ei) — P Bptin+1 Z EuBuiBuj
B u
/
En+1
+ ntlf Bn+1j ZguBuiBun—i—l
u
/ /
_ En+1 En+1pP
= a1 (BTl dB)usrjer) — M Byinigibiy + T Bryyjens i

/
En+1p

= ot (BB s — S ey Tossen) — T (e9)]

= ent1[(B71dB)ny15(e:) + Xng1j(ei)]
= Ent1Wn+15(€:)

= (ej, Ae;)

= (df (ej), (df o Ao (df)")df (es))-

Também, ao longo de f(U), como B € Z(x) e E, 41 = 0;, temos

O = Z €iBni1idf (€i) + €nt1Brtint1€ntt

=1

= Z&Tidf@i) + ent1Tn1n1

i=1
- df(z giﬂei) + €n+1Tn+16n+1
=1

=df(T) + ens1Tnr16n41-

Logo, 7(X) = (X, 0y), para todo X € X(U), e €,119 = (€41, 0:) = Tp41, portanto e
sao a equacao de Codazzi e de Gauss de f. Isso completa a demonstracao do Teorema

221
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2.4 Unicidade local e imersao global

Na demonstragao do teorema fundamental para hipersuperficies em R x Q"(¢), com
¢ = +£1, feita por B. Daniel em [§], a unicidade local da imersao isométrica, a menos de
isometrias de R x Q"(c), obtida nesse teorema, é consequéncia da Proposi¢ao 3.7 em [§].
Nas demonstragoes dos teoremas fundamentais obtidos por Q. Chen e C.R. Xiang em [6] e
por J. Roht em [19], podemos encontrar resultados andlogos a Proposigao 3.7 de B. Daniel,
especificamente, a Proposi¢ao 4.1 em [6] e a Proposi¢ao 3.5 em [19], e as demonstragoes
da parte da unicidade local no teorema de ). Chen e C.R. Xiang e no teorema de J.
Roht, sao feitas replicando a demonstragao de B. Daniel. Agora, observemos que o Lema
2.3.8] é também analogo a Proposicao 3.7 de B. Daniel, logo, podemos pensar em obter
um resultado de unicidade para a imersao local f definida no Teorema [2.2.1] no caso de
hipersuperficies em eI x, Q}(c), repetindo os passos na demonstragao de B. Daniel. De

fato, tudo funciona corretamente. Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.4.1. Seja (M, (, )) uma variedade semi-riemanniana de dimensdo n, sim-
plesmente conexa. A imersao f : U C M — el x,Qj(c), obtida no Teorema é

unica a menos de uma isometria global de eI x,Q}(c), a qual preserva a orientagdo de I

e de Qy(c)

Demonstracio. Seja f : U — eI x, Q}(c) outra imersao que satisfaz as conclusoes do
Teorema [2.2.1], em que U é uma vizinhanca simplesmente conexa de p € M. Seja
{€o,...,éns1} o referencial associado a f, ou seja, & = df(ei), ény1 € 0 campo vetorial
unitério normal a f(U) em eI x ,QE(c) e & é 0 campo vetorial unitério normal a eI x ,QF(c)

em el x ,E"™. Seja B a matriz de coordenadas do referencial {éy, ..., é,.1} no referencial

{Ey,...,Eni1}. Por 2] do Teorema temos que fn+1(p) = 7(p) = fosr1(p), logo, a

menos de uma isometria de e x,Qj}(¢), podemos asumir que f(p) = F(p) e que os referen-
ciais {€o, ..., ens1} € {eo,df(e1), ..., df (e), ens1} coincidem em p, ou seja, B(p) = B(p).

Notemos que esta isometria deixa 0, invariante, pois os T}, coincidem para f e f.

Provemos que B(x) € Z(x) para todo z € U. De fato, se x € U, temos que
= Zsi<T(x), ei(x))ei(x) = ZsiTi(x)e x

assim,

dfu(T Zsz i(2)dfu(ei( Zez i

Logo, Ti(x) = (dfo(T(x)), éi(x)) = {dfo(T(@)) + e Tora ()1 (x), (), © usando
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do Teorema [2.2.1], segue que

Além disso,

A

Buiin(z) = (0(f(x)), €nra (@) = (dfo(T(2)) +eni1 Tt (2)ent1(2), €ns1(2)) = T (@),

Buiro(w) = (0:(f()), é0(x)) = (dfo(T(2)) + ns1Tos1 (2)Ensa(2), €0(x)) = 0 = To(x),

Portanto, B(z) € Z(z) para todo z € U.

Assim, as matrizes B e B satisfazem B™'dB = Q — X e BB = Q — X, com

B(p) = B(p) e B(z), B(z) € Z(x), para qualquer z € U, logo, considerando a unicidade
da aplicacio B no Lema [2.3.8] temos que B(z) = B(x), para todo x € U.

Entao, no caso ¢ = =+1, considerando a primeira coluna dessas matrizes, temos que

fo= fo e que f; = fi, além disso, por [2| do Teorema , temos que f,11 =T = fn+1,
portanto, f = fem U. No caso ¢ = 0, aimersao local f construida no Lema|2.3.10|coincide

com f, pois f(p) :f(p), df:CBw:C’Bw:df, fo=0= fo e fni1 :fr:fnﬂ. O

Agora, extenderemos a imersao f : U — el x, Qp(c), para obter uma imersao

isométrica global de M.

Teorema 2.4.2. Seja (M, (, )) uma variedade semi-riemanniana de dimensao n, simples-

mente conexa, que satisfaz as condigcoes de estrutura da Definicao |2.2.1. Entao, existe

—~

uma imersao isométrica f: M — (M = el x, Q(c),{, )1 = edt* + p*qo), € um campo

vetorial normal unitdrio e, 1 ao longo de f, tais que:

1) ent1 = (€nt1; Eny1)1;

2) mo f=m, em quew:el x,Qj(c) = I € a projecao;

3) O operador de Weingarten na direcio de e,,1 € df o Ao (df)™";

4) @ ¢ a equacao de Codazzi-Mainardi e (@ ¢ a equacao de Gauss de f;
5) e ao longo de f, temos que Oy = df (T) + ens1Thi16n41-

Alem disso, a imersdo f € unica a menos de uma isometria global de eI x,Qj(c), preser-

vando as orientagoes de Qy(c) e de I.
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Demonstragao. Sejam p, U e f como no Teorema [2.2.1] Se x; € M, existe um caminho
h:[0,1] = M tal que h(0) = p e h(1) = z;. Pelos teoremas[2.2.1]e[2.4.1] para cada ponto
h(s), com s € [0, 1], existem uma vizinhanga U de h(s), e uma tnica imersao isométrica
fs 1 Us — €l x,Qj(c), a menos de uma isometria de e x,Qj (c) preservando a orientagao
de I e de QJ(c), satisfazendo as propriedades do Teorema Assim, as vizinhancas
U, formam uma cobertura A do grafico de h, o qual é compacto, e portanto, podemos
escolher uma familia finita {WWy,..., W,} C A cubriendo o gréfico de h, com W; = U.
Entao, pela unicidade local, podemos extender sucessivamente a imersao f aos W, de
forma tnica. Em particular, f(x;) fica definido, e como M é simplesmente conexa, segue

que f(x1) ndo depende da escolha da curva h que liga p com ;. O
Agora, como consequéncia do Teorema temos o seguinte resultado.
Corolario 2.4.3. Nas condi¢oes do Teorema

1. Se a hipersuperficie f : M — el x,Q}(c) satisfaz T = 0 em todo ponto, entdo f(M)

estd sobre uma fibra de eI x, Q. (c).

2. Se T #0 em todo ponto, entio a hipersuperficie f : M — el x, Qj(c) admite uma
folhagdo de codimensdo 1, e cada folha de f(M) estd sobre uma fibra 7 (t) com
teR.

Demonstragao. (1) Pelo item (5) do Teorema [2.4.2} temos que 0; = df (T') + 1T 116n+1
ao longo de f. Logo, se 7 = 0 entdo (X, ;) = 0, para todo X € T'f(M). Portanto, f(M)

estd sobre uma fibra de €I x, Q% (c).

(2) Pelo Lema sabemos que dr = 0, isso implica que Ker 7 é completamente
integravel. De fato, sejam X,Y € Ker 7, temos que 0 = d7(X,Y) = X(7(Y)) =Y (7(X))—
7([X,Y]) = —7([X,Y]), assim [X,Y] € Ker 7. Por outro lado, dim (Im 7) sé pode ser 0
ou 1, pois Im 7 C R. Como 7 # 0 em todo ponto, segue que dim (Ker 7) = n — 1, ou
seja, M admite uma folhacao de codimensao 1, em que o espago tangente as folhas de M
¢ dado por Ker 7, assim, 7" é um campo vetorial normal as folhas de M e pelo item
do Teorema [2.4.2] também 9, ¢ normal as folhas de f(M), ou seja, cada folha de f(M)

estd sobre uma fibra 7=1(¢) com ¢ € I. O



Capitulo 3

Uma aplicacao a horizontes num

espaco-tempo Robertson-Walker

Neste capitulo, definimos as superficies Marginally Outer Trapped, as quais satisfazem
a propriedade mais geral, que seu vetor de curvatura média é tipo-luz. Entao, aplicamos
o Teorema e o Coroldrio [2.4.3] demonstrados no Capitulo 2, e obtemos condigoes
para que uma hipersuperficie num espago-tempo Robertson-Walker de dimensao 4, seja
folheada por superficies com a propriedade que seu vetor de curvatura média é tipo-luz
ou zero. Nesse sentido, estamos incluindo superficies que podem ser Marginally Outer
Trapped, ter vetor de curvatura média zero ou uma mistura desses casos. Chamamos

uma tal hipersuperficie de horizonte.

3.1 Superficies Marginally Outer Trapped

A gravidade é uma das quatro interacoes fundamentais, junto ao electromagnetismo
e as interagoes nucleares forte e fraca. A gravidade desempenha um papel fundamental
dando forma ao universo em grande escala, isso porque ela é sempre atraente, assim, os
campos gravitacionais de todas as particulas de um corpo se somam para produzir, se o
corpo ¢ suficientemente grande, um campo gravitacional que domina sobre todas as outras

forgas.

A gravidade afeta da mesma maneira todas as particulas, por isso quaisquer dois cor-
pos caem com a mesma velocidade. Ademais, tem sido observado que a luz é curvada por
efeto dos campos gravitacionais. De fato, se uma quantidade muito grande de matéria for
concentrada numa regiao, a gravidade poderia dobrar a luz que esta saindo da regiao, de
tal forma que, a luz seria atraida de novo para dentro. Esse fato pode ser expresado mais
precisamente, usando o conceito introduzido por R. Penrose em 1965, de uma superficie
Trapped fechada (ver [18]).
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Por exemplo, consideremos uma esfera N. Se em algum instante essa esfera N emite
uma luz, depois de um certo tempo t, as ondas de luz ao entrar e ao sair da esfera N
formarao duas esferas N; e N,, respectivamente. Numa situacao normal, o raio da esfera
N5 seria maior do que o raio da esfera N, pois representa raios de luz saindo da esfera,
ver Figura[3.1] No entanto, se uma quantidade de matéria consideravelmente grande esta
dentro da esfera N, o raio de N, também seria menor que o raio de N, devido que a
luz teria sido atraida pela gravidade. Nesse caso, a esfera N seria um exemplo de uma

superficie Trapped fechada num espago-tempo (ver [10]).

Figura 3.1: Os raios de luz saindo de um ponto p da esfera N num tempo ¢, geram uma
esfera £ ao redor de p e as ondas de luz entrando e saindo de N formam as esferas N; e
Ns.

Definicao 3.1.1. Um espago-tempo M é uma variedade semi-riemanniana de dimensao
4 e tempo-orientada, de indice 1, ou seja, com uma métrica Lorentziana.
Uma curva em M é tipo-espago, tipo-luz o tipo-tempo, se todos os vetores de velocidade

da curva sao tipo-espaco, tipo-luz o tipo-tempo, respectivamente.

Continuando com o exemplo da esfera N, como a matéria nao pode viajar mais rapido
que a luz, entao fica presa dentro de uma regiao cuja fronteira vai para zero num tempo
finito, isso sugere que deve aparecer uma singularidade no espaco-tempo. De fato, pe-
los teoremas de singularidades de S. Hawking e R. Penrose, se um espago-tempo satisfaz
condigoes adequadas de energia e causalidade, e também contém uma superficie Trapped
fechada, entao deve conter um buraco negro (ver [10]). A fronteira de um buraco negro ¢é
conhecida como o evento horizonte, e ¢ uma hipersuperficie do espaco-tempo, tal que os

eventos num lado dela nao podem afetar a um observador que esta no outro lado.

Como em grande escala a distribugao das galaxias nao mostra muita asimetria, o
universo visto desde nossa galaxia parece ser quase igual em todas as dire¢oes. Baseados

nessa observagao, resulta valido construir modelos cosmolégicos cujas propriedades tém
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possibilidades de ser fisicamente realistas. Uns desses modelos sao os espacos-tempo de
tipo Robertson-Walker.

Definicdo 3.1.2. Seja Q°(c) uma variedade Riemanniana conexa de dimensdo 3, de
curvatura constante ¢ € {—1,0,1} e métrica go. Seja p: I C R — R, entdao o produto
torcido (M4 = I x Q*(c), (, ) = —dt? + p2gy) é chamado de espago-tempo Robertson-
Walker.

Observemos que M é tempo-orientado se pedimos que o campo vetorial unitario 0,

tangente ao fator I, aponte para o futuro.

Seja N? uma superficie orientada tipo-espaco e de dimensao 2 num espaco-tempo
Robertson-Walker. O espaco normal num ponto p de N? ¢ tipo-tempo e de dimensao 2.
Logo, N? admite duas dire¢oes normais tipo-luz em p (ver Figura . Escolhemos uma
dessas direcoes e dizemos que ela aponta para o interior e a outra para o exterior de N2.
Entao, com condigoes adequadas de orientabilidade, por exemplo, se o fibrado normal
é trivial, é possivel definir em N? um referencial normal {N_, N, }, apontando para o
futuro, satisfazendo (N_,N,) = —1, em que N _ é a diregdo interior e N', é a dire¢ao

exterior.

N

Figura 3.2: Vetores ortogonais a uma esfera N em R

Agora, podemos decompor a segunda forma fundamental o da superficie N2, usando
o referencial {N_,N,}. Se X,Y € X(N), podemos escrever o(X,Y) = (VxY)" =
aN_ + BN,. Como N _ é tipo-luz e (N, N'_) = —1, obtemos

(0(X,Y),N_) = (aN_+ BN, N_)
= (aN_ N_) + (BN}, N2)
= (BN, N_)
= 8.
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Figura 3.3: Vetores N_ e N, tangentes as duas geodésicas tipo-luz ortogonais, no ponto
P, a uma esfera N tipo-espago de dimensao 2 em —I x, R®. As duas particulas de luz
emitidas pelo ponto P nas direcoes ortogonais a esfera N da Figura [3.2] propagam-se
nessas duas geodésicas tipo-luz em —1I x, R3.

Analogamente, o« = —(o(X,Y), N ;). Portanto,
o(X,Y)=—(VxY N ON_ —(VxY,N_ )N .

Logo, consideremos um referencial {e,e;} de X(N?). Seja H o vetor de curvatura
média de N? e sejam A_ e A, os operadores de Weingarten de N? na direcao de N'_ e

de NV, respectivamente, temos
S|
H= ETrago(a)

0_(617 62)

|
DO | —
]

=1

I
DO | —
]

(_<v61617N+>N— - <v61617N—>N+)

=1

“-

(—(Arer,en)N - — (A_er,en)N )

1

(—Trago( A4 )N - — Trago(A_)N ;).

N — N
-
Il

1 1
Fazendo 6_ = §Trag0(A_) e, = §Trag:0(A+), podemos escrever

—

H: —0+N_ —9_N+.

Os tragos 6_ e 0, dos operadores forma A_ e A, sao chamados de expansdo interior e

expansdo exterior de N?, respectivamente. Agora, podemos definir as superficies Trapped
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usando 0_ e 0, (ver [10]).

Definicao 3.1.3. Uma superficie N? tipo-espaco de dimensao 2, num espaco-tempo de
dimensao 4, é uma superficie Trapped se os dois sistemas de geodésicas tipo-luz que passam
por N? ortogonalmente, convergem localmente em direcoes futuras em N2, ou seja, se a
expansao interior _ e a expansao exterior #, sao negativas, segue que Hé tipo-tempo e
futuro-dirigido, pois (N_,N) = —1.

Se N? ¢ fechada (i.e. compacta e sem bordo), dizemos que N? é uma superficie Trapped

fechada.

A Definicao foi dada por R. Penrose em [I8§] e podemos encontrar maiores deta-
lhes em [10].

Num momento especifico de tempo, a fronteira da regiao do espaco-tempo, contendo
superficies Trapped, é conhecida como uma superficie Marginally Trapped. Nesse caso,
uma das expansoes ¢ zero, a qual usualmente é escolhida para ser a expansao exterior
e entao se fala de uma superficie Marginally Outer Trapped, que as vezes é chamada de

horizonte aparente, entao consideramos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.4. Dizemos que a superficie tipo-espaco N? é uma superficie Marginally
Outer Trapped, se a expansao exterior 6, ¢é identicamente zero e a expansao interior 6_ é
mMenor a zero.

Nesse caso, o vetor de curvatura média H de N? no espago-tempo de dimensao 4, satisfaz
a condicao (H, H) =0, com H # 0.

3.2 A condicdo (H,H) =0

Consideremos o espaco-tempo Robertson-Walker M* =1 x o Q%(c), com a métrica

(,) = —dt* + p?gp. Usando o Teorema e a parte (2) do Coroldrio [2.4.3] obtemos
imediatamente o seguinte resultado.

Corolério 3.2.1. Seja (M, (, )) uma variedade semi-riemanniana de dimensao 3. Sejam
eg =21, e=—-1lesejacg=c==x1 ouecy=1ec=0. Também, consideremos funcgoes
diferencidveis p: I CR — R", Ty : M — R e ® : M — I. Definimos o campo vetorial
T € X(M) comoT = —grad (%), e a 1-forma 7(X) = (X, T), para todo X € X(M). Seja
A um tensor de tipo (1,1) em M.

Se M satisfaz as condicoes de estrutura da Definicdol|2.2.1, entao, para cada pontop € M,
existem uma vizinhanga U de p em M, uma imersio isométrica f - (U, (,)) — (M*,(,)) e
um campo vetorial normal unitdrio ey ao longo de f, tal que 4 = (eq,e4), A € 0 operador

de Weingarten da imersao f na direcao de ey, T € a projecio de O em TM emo f =,
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em que 7 : I x Q3(c) = I € a projecao.
Se T # 0 em todo ponto, a familia {f(U) N7t} :t € R} fornece uma folhagao de f(U)

por superficies tipo-espago de dimensao 2.

Logo, seja N uma das folhas de . Seja o a segunda forma fundamental de N em M.

Como ey é ortogonal a f(M ), entao é ortogonal a T e as folhas de . Também, temos que T

T
é ortogonal as folhas de U, logo T+ N = Span {T,e,}, em que T = W Tomamos

er = sign ((T,T)). Como M* tem indice 1 e as folhas de U sdo tipo-espaco, s6 um de 4 ou
er pode ser —1, logo, como (e4, e4) = 4 = +1 é constante, e = £1 também é constante,
com g4e7 = —1. Para quaisquer X,Y € X(N), temos que (ﬁxY, T) = —(Y, %XT), pois
X(Y,T) =0. Assim,

o(X,Y) =ep(VxY, TOT + e4(VxY, es)es
= T VY, TVT + e(Y, AX ey

- —ﬁm ViT)T + e4(Y, AX ey

=T 1T> (Y, VxT)T + (Y, AX )ey

Seja {u1,us} um referencial local ortonormal de N, temos que (u;, u;) = 1, pois N é
tipo-espago. Seja H o vetor de curvatura média de N. Usando da definicao e

como 7(u;) = 0, temos
Qﬁ = Z O'(Ui, Ul)
_ Z ( (s, Vo, TVT + 4 {u;, Aug)e >

_1 /
= — Z(u,, %(ul —e7(u)T) + es Ty Au)) T + Z equ;, Aug)ey

T.T) &
_ T‘_1T> Zm %Iui + euTiAu)T + 24 <Trago(A) <ATT T>)
= —1> (2'0/ +e41y (Tra(;O(A) - <24TTTT )) T+ €4 < T”T7;>) €4.
(AT, T)

Fazemos h = Trago(A) — . Como resultado, obtemos

(T, T)

/ 2
(2% + 54T4h)
MH,H) = Y

+ €4h2.
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Entéao, (}7, ﬁ) =0 se, e s6 se,

/ 2 "2 /
—e (T, T)h* = (23 + 54T4h> = 4(p 2) +T2h% + 46, Tyh 2
p p p

Usando que (T, T) + ,17 = € = —1, obtemos a igualdade equivalente

/ /\2
ne a1, PN (3.1)
p p?

Notemos que a igualdade (3.1]) é uma equacao do segundo grau em h e calculemos o

discriminante.

N 2 2 12 /)2
o () () o
p p P

p
—16< ik (T; + ¢
- 2 4)
- 162 (epr. )
C — 1, ¢t 16 rry - 168 T,T) =
omo epeq4 = —1, temos que s (—e)(T,T) = 2 ep(T,T) com ep(T,T) =

(T, T)| > 0, e assim, A, > 0. Resolvendo a equagao (3.1)) para h, obtemos o resultado
seguinte:

Corolério 3.2.2. As folhas de Ker T satisfazem (ﬁ, FI} =0 em —1I x,Q%(c) se, e sd se,
a 1tmersao f: M — —1I x, Q*(c) satisfaz a igualdade sequinte:

/

P
p
Portanto, se f satisfaz a igualdade (3.2), f(U) seria um horizonte em —1 x, Q*(c), ou

seja, uma hipersuperficie folhada por superficies que satisfazem <ﬁ , H ) =0.

<AT7 T> _ 2P/T4

Trago(A) — T

2

(T, T)|. (3.2)
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Apeéendice A

Exemplos de hipersuperficies em

produtos torcidos de dimensao 3

Apresentamos dois exemplos que ilustram os resultados teéricos e os objetos envolvidos
no Teorema e que aparecem num preprint do artigo de M.A. Lawn e M. Ortega.
O primeiro exemplo descreve uma superficie que é um gréfico no espago —I x, S*(1) e o

segundo exemplo é uma superficie helicoidal num espago I x, H?.

A.1 Um grifico em —R" x, S*(1)

Consideremos a fungao de tor¢ao p : RY — R™, definida por p(t) = ¢, e o produto
torcido —R* x,S?(1) € —R™ x,R?, com métrica (, ). Dada h : (0,7) — R", uma funcio

diferencidvel tal que h(u) > |W'(u)| para qualquer v € R*, definamos a funcio

™ T

f:M=(0,m) x (—5,5

f(u,v) = (h(u), cos(u), sin(u) cos(v), sin(u) sin(v)),

) — —R* x,S¥(1),

Notemos que podemos definir 7(u,v) = h(u). Consideremos o seguinte referencial ao

longo de f, com algumas identificacoes naturais:

1 . . .
e = () (cos(u), cos(v) sin(u), sin(u) sin(v), 0) ,
er =df(e) = % (— sin(u), cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), h'(u)),
ex = df (eg) = @(0, — sin(v), cos(v), 0),
1 . ’ / . / 2
e3 = H(a)r (—sin(u)h/(u), cos(u) cos(v)h' (u), cos(u) sin(v) R (u), h(u)?)

em que e, es sao as normalizagoes de df (0,) e df(0,), respectivamente, e3 é um campo

vetorial unitdrio ao longo de f em —R* x,S?(1) e r = y/h(u)? — (h'(u))?. Temos a matriz
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G = ({(eq,e5)) = Diag(1,1,1,—1). As 1-formas duais sao
wo =0, w =rdu, we=h(u)sin(u)dv, ws=0.
Como R' x S? € R™ x R?, consideremos o referencial ortonormal

— 1 — 1 — 1 —
FEy=——(1,0,0,0), FE;=-—(0,1,0,0), Fo=—(0,0,1,0), £E3=0.

h(u) h(uw) h(u)
Agora, calculemos a funcio B: M — S, B = ((E,, ez)),
| cos(u) —%h(u) sin(u) 0 —%sin(u)h’(u) ]
cos(v) sin(u) %cos(u) cos(v)h(u) —sin(v) %cos(u) cos(v)h/(u)
B =
. . 1 . 1 )
sin(u) sin(v) ;cos(u) sin(v)h(u)  cos(v) ;cos(u) sin(v)h/(u)
0 —%h’(u) 0 —%h(u)

Dai, calculamos a 1-forma Y = B~'dB = (T,3), com imagem em &, e temos que

Toa = 0,
1
Tor = =T = —=h(u)du,
T
TOQ = _TQ(] = — SiIl(U)dU,
1
Tog = Tgo = ——h/(U)dU,
T
1
Y15 = —T91 = —h(u) cos(u)dv,
r

1
Tiz="Ts = )
r

(W (w) - (H'(w)?) du
1
To3 = T39 = ;h'(u) cos(u)dv,
em que Y verifica d¥ +7T AT = 0. Logo, o campo vetorial tangente T é

T = df(T) = <0t7 €1>61 + <ata 62>62

1
— 2y
, (u)er
Assim, a 1-forma dual 7 e as fungoes T, sao

1
7=-hW(u)du, To=0, T = —;h'(u), Ty, =0, T5=—=h(u).
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Segue que dr = 0. Também, notemos que T, = Bj,. Lembremos que Q = (w,s5) =
2

B7'dB + X, em que X = (X,5), com X,5 = L Oir

poit

(Bn+18Wa — €a€aBni1awa), assim

Xaa - Xa() = XOa = 07

X3 = X3 = du,
1

Xio = —Xg; = ——sin(u)h'(u)dv,
r

1
X23 = X32 = —sin(u)h(u)dv.
r

Logo, para Q = (w.g) = B~'dB + X temos que

Waa = 0,

1
Wo1 = — W10 = —;h(u)du,
Wz = —wsy = — sin(u)dwv,

1

W3 = W30 = _;h/(u)du7

1
Wiz = —wy = — (cos(u)h(u) + sin(u)h'(u)) dv,

1

Wiz = Wa1 = 5 (h(u)2 —2(1(u))? + h(u)h”(u)) du,

Wog = W3y = % (cos(u)h'(u) + sin(u)h" (u)) dv.

Agora, calculemos o operador forma A. Como w;3(X) = —¢;(e;, AX) = —w;(AX), entao

_ h(u)? — 2(h'(u))?* + h(uw)h" (u) du(X)e, + cos(u)h' (u) + sin(u)h” (u)

72 r

d’U(X)eg.

A.2 Uma superficie helicoidal em R" x, H?(—1)

Consideremos H?(—1) como a superficie H?*(—1) = {(z,y,2) € L3| 2% +¢y* — 2? = —1},
em que L3 é o espaco de Lorentz-Minkowski com a métrica gy = da? + dy? — dz?. Dada

uma constante a € R e uma funcao diferenciavel h : R — R com A’ > 0, definimos
fiM=R"xR—=RYx,H* f(u,v) = (h(v),ucos(av),usin(av), V1 + u2).

Observemos que podemos definir 7(u,v) = h(v). Consideremos o seguinte referencial ao

longo de f, com algumas identificacoes naturais:
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1 ) 5
ey = p(h(v))(UCOj((w),usm(av), V1+u?,0),
er =df(ey) = p(h<v))(cos(av)v1 + w2, sin(av)V'1 + u?, u, 0),

ey = df (eg) = %(—au sin(av), au cos(av), 0, h'(v)),

(sin(av)h (v), — cos(av)h (v), 0, aup(h(v))?),

e3 = ————
p(h(v))r
em que eq, ey sao as normalizagoes de df (9,) e df (0,), respectivamente, com 9, = (1,0),
9y, = (0,1), e3 é um campo vetorial unitdrio normal ao longo de f em R™ x, H?*(—1) e
r = \/a*u?p(h(v))? — h'(v)%. As 1-formas duais em M sao

p(h(v) |

o u, wy=rdv, w3=0~0.

U.)O:O, w1 =

Consideramos o referencial ortonormal

— 1 —
0,0,1,0), FE,\= 0,1,0,0), FEy=
( ) 1 p(h(v))( ) 2

(1,0,0,0), E3=0,.

1 1
p(h(v)) p(h(v))

Agora, calculamos a fungdo B: M — S, B = ((E,,e5)), com det B = 1,

[—/1 + u2 —u 0 0 i

VT sin(ay) elhv) costav) - _ cos(av)(v)

usin(av) - B 4
B =
wcos(av) /14 u?cos(av) _aup(h(v))sin(av)  sin(av)h'(v)
0 0 h'(v) aup(h(v))
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1
Tlg = —Tgl = ——a2uv 1+ U2p(h(1)))d1}
r
1
Tiz=-T3 = ;av 1+ u?h/(v)dv,

'mgz—rm=—ﬂ$¢mmmwmmmuwdﬂw@»5@f—pwwﬁm@ﬁdﬂ'

T verifica que dY + 7T AT = 0. Logo, o campo vetorial tangente T" é
1 /
T =df(T) = (0, er)er + (O, ea)en = ;h (v)ea.

A 1-forma dual 7 e as funcoes T, sao

1 1
r=nW()dv, To=T1=0, Tp= ;h'(v), T3 = —aup(h(v)).

r

Segue que dr = 0. Também, notemos que T, = Bs,. Lembremos que Q = (w,p) =
plof

B 'dB + X, em que X = (X,5), com X,5 = e——
pO T

(Bn+lﬁwa - gag,BBn—&-lawa)u

Xaa = XaO - X[)a - O,
aup(h(v))p'(h(v))du

Xz = —X3 = Yy ;
"(h(v))R' (v)du

X12:_X21:P(()) (v) 7
rv 1+ u?

Xz = — X35 = aup'(h(v))dv.

Logo, para 2 = (wap) temos que

Waa = O;
Wol = Wig = du
= = e
1
Woz = W20 = ;a2u3p(h(v))dv,
1
woz = wzo = ——auh'(v)dv,
T
P (h(v)W (v)du — a®(u+ u*)p(h(v))dv
Wiz = —Wa1 = 7
VLT a2
o uplb() (h(w)du+ (1) )
e IEw 7

Ws = —Wag = % [ap(h(v))I (v)du + au [p (h(v)) (2 + B (0)?) — p(h(v))R" (v)] dv] .

Agora, calculemos o operador forma A. Como w;3(X) = —e&;(e;, AX) = —w;(AX),
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