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RESUMO

FERREIRA, R. F. Cadeias estocasticas de meméria ilimitada com aplica¢cdo na neurocién-
cia. 2019. 80 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduacao
em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

As cadeias estocdsticas de memoria ilimitada sdo uma generalizacdo natural das cadeias de
Markov, no caso em que as probabilidades de transi¢cdo podem depender de todo o passado
da cadeia. Estas cadeias, introduzidas, independentemente, por Onicescu e Mihoc em 1935 e
Doeblin e Fortet em 1937, vém recebendo uma atenc¢do crescente na literatura probabilistica,
nao sO por serem uma classe mais rica que a classe das cadeias de Markov, como por suas
capacidades praticas de modelagem de dados cientificos em diversas dreas, indo da biologia a
linguistica. Neste trabalho, as utilizamos para modelar a interagdo entre sequéncias de disparos
neuronais. Nosso objetivo principal é desenvolver novos resultados matemaéticos acerca das
cadeias de memoria ilimitada. Inicialmente, estudamos as condi¢des que garantem a existéncia e
a unicidade de cadeias estaciondrias compativeis com uma familia de probabilidades de transi¢do
descontinua. Em seguida, tratamos do entendimento da fenomenologia dos trens de disparos
neuronais e usamos da informacdo dirigida para modelar a informacgado que flui de uma sequéncia
de disparos a outra. Nesta ocasido, fixamos limites da concentrag¢do para estimagao da informacgao

dirigida.

Palavras-chave: Cadeias Estocasticas de Memoria Ilimitada, Medida Invariante, Inferéncia em

processos estocdsticos, Limites da Concentracao, Neurociéncia.






ABSTRACT

FERREIRA, R. F. Stochastic chains with unbounded memory applied in neuroscience. 2019.
80 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacdao em

Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2019.

Stochastic chains with unbounded memory are a natural generalization of Markov chains, in the
sense that the transition probabilities may depend on the whole past. These process, introduced
independently by Onicescu and Mihoc in 1935 and Doeblin and Fortet in 1937, have been
receiving increasing attention in the probabilistic literature, because they form a class richer
than the Markov chains and have practical capabilities modelling of scientific data in several
areas, from biology to linguistics. In this work, we use them to model interactions between
spike trains. Our main goal is to develop new mathematical results about stochastic chains with
unbounded memory. First, we study conditions that guarantee the existence and uniqueness of
stationary chains compatible with a discontinuous family of transition probabilities. Then, we
address the understanding of the phenomenology of spike trains and we propose to use directed
information to quantify the information flow from one neuron to another. In this occasion, we fix

concentration bounds for directed information estimation.

Keywords: Stochastic chains with unbounded memory, Invariant Measure, Inference in stochas-

tic processes, Concentration bounds, Neuroscience.
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CAPITULO

INTRODUCAO

As cadeias estocasticas de memdria ilimitada sdo generalizagdes das cadeias de Markov,
de forma que a dependéncia sobre o passado pode ser ilimitada. Em outras palavras, sdo processos
estocdsticos indexados por Z assumindo valores em um conjunto A (alfabeto), construidos a partir
de um conjunto de probabilidades de transi¢cdo, o qual define a probabilidade condicional de um
simbolo em qualquer tempo, dado o passado. Sobre este passado €, ainda, fixada uma medida de

probabilidade, isto €, uma condicdo inicial que permite a construcao futura do processo.

Na literatura de processos estocdsticos, o primeiro estudo sistemdtico sobre tais objetos
data de 1935 e deve-se a Onicescu e Mihoc (ONICESCU; MIHOC, 1935). Mais tarde, em 1937,
aparece no trabalho de Doeblin e Fortet (DOEBLIN; FORTET, 1937). Em ambos os trabalhos,
os autores utilizaram o termo chaines a liaisions complétes (cadeias com conexdao completa)
para denominar esta nova classe de processos estocdsticos. Ainda aparece na literatura sobre o

nome de “cadeias de ordem infinita”, nomenclatura proposta por Harris (1955).

Em Teoria Ergédica, Keane (1972) introduziu a denominagao g-funcao para referir-se
ao conjunto de probabilidades de transicao com dependéncia sobre um passado infinito e g-
medida para referir-se a medida invariante por translacdo cujas probabilidades condicionais sdo
especificadas por uma dada g-funcido. Muito embora, as g-fun¢des sejam, geralmente, chamadas
de nicleos de probabilidade na teoria dos processos estocdsticos; preferimos optar, neste trabalho,

pela terminologia da Teoria Ergddica.

Dada uma g-fun¢do g, uma importante questao diz respeito as condi¢des que devemos
impor sobre g para que exista uma g-medida. Uma vez garantida a existéncia, um interesse
natural sdo as condicdes sobre g que nos garantem a unicidade dessa g-medida. As condi¢des
comumente utilizadas na literatura para garantir a existéncia e a unicidade de uma g-medida sdo
baseadas na continuidade de g (ver, por exemplo, Onicescu e Mihoc (1935), Doeblin e Fortet
(1937), Harris (1955), Ledrappier (1974), Johansson e Oberg (2008), Fernandez e Maillard

(2005)). Mesmo assim a continuidade nao € necessdria para existéncia como pode ser observado,
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por exemplo, nos trabalhos de Gallo (2011) e Santis e Piccioni (2012) que a obtiveram através
de uma abordagem de simulagdo perfeita e em Cénac ef al. (2012) que provam a existéncia
para exemplos especificos. No entanto, tais abordagens sado restritivas, pois ou sido baseadas
em exemplos ou sdo de natureza construtiva, implicando nao s6 a existéncia de uma g-medida
como também a sua unicidade. Recentemente, Gallo e Paccaut (2013) garantem a existéncia de
uma g-medida obtida a partir de condi¢des impostas sobre o conjunto de descontinuidade de g,
o0 qual denotamos por Z,. E neste contexto que fixamos a primeira contribuicio dessa tese, a
qual garante a existéncia de uma g-medida compativel a partir da constru¢do de uma medida de
probabilidade via um passado fixado de forma que tal medida ndo atribui peso para os pontos
de descontinuidade. Se para resolver o problema de existéncia foram necessarias condi¢des
sobre o conjunto de descontinuidades, para solucionar a questdo da unicidade, serdo necessdrias
condicdes sobre o conjunto das continuidades. Para formalizar estas condicdes € pratico utilizar
a taxa de continuidade uniforme para o caso continuo (ver Doeblin e Fortet (1937) e Johansson
e Oberg (2008)) e para o caso descontinuo as drvores de contextos sdo as que auxiliam na
formalizagdo do conceito de continuidade local (ver Gallo (2011), Gallo e Paccaut (2013) e
Gallo e Garcia (2013)). Neste caso, a terminologia que utilizamos para os processos compativeis
com drvores de contexto € cadeias estocdsticas de alcance varidvel. Neste sentido € que fixamos
a segunda contribuicdo deste trabalho, a qual diz que se o tamanho dos contextos de uma arvore
de probabilidade “visto” pela medida construida no resultado de existéncia é quase-certamente
finito, entdo esta € uma g-medida e, além disso, se o tamanho tem esperanga finita, entdo esta

medida € Unica.

No que diz respeito a parte aplicativa deste projeto, os trabalhos desenvolvidos seguem a
seguinte estrutura. Apds uma propicia discretizacdo de um intervalo de tempo, a atividade de um
neurdnio € modelada através de uma sequéncia de zeros e uns, em que 1 significa que o neurdnio
dispara — propagacao de um sinal elétrico através de um fendmeno biofisico conhecido — e 0
significa que o neurdnio estd em repouso. Essas atividades neuronais sdo avaliadas nos instantes
de tempo que compdem a discretizacao e essas sequéncias de zeros e uns € o que conhecemos
como trens de disparos neuronais. Este fendmeno depende do grupo de neurdnios que estamos
estudando. No contexto das cadeias estocdsticas de memdria ilimitada, o processo assume valor
em {0, l}f , em que .# representa um grupo de neurdnios qualquer de interesse. Portanto, a
questdo da modelagem neste contexto € encontrar a g-funcio sobre A, ou seja, as probabilidades
de um subconjunto de neurdnios do conjunto .# dispararem no instante presente dada a histdria
dos disparos de todos os neurénios considerados. Dispomos de alguns modelos na literatura.
Bruno Cessac, e seus coautores, desenvolveram um estudo sistematico sobre a modelagem de
trens de disparos neuronais usando cadeias estocdsticas de longo alcance (ver, por exemplo,
Cessac (2008), Cessac et al. (2009), Cessac (2011a), Cessac (2011b) e Cessac e Cofre (2013))
e, obtiveram, a partir de consideragdes fisiolégicas, bioldgicas e fisicas, modelos de g-fungdes.
Neste contexto, Galves e Locherbach (2013) e Galves e Locherbach (2015) consideram um

modelo baseado em sistemas possivelmente infinito associados a processos de interacdo com
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memoria de tamanho varidvel. Este modelo vem sendo amplamente utilizado na literatura por
suas capacidades matemadticas, praticas e computacionais (ver, por exemplo, Duarte e Ost (2014)
e Duarte, Ost e Rodriguez (2015)).

A fim de estudar a informacao que flui de uma sequéncia de disparos neuronal a outra,
usamos uma modelagem via cadeias estocdsticas de memoria ilimitada. Cai et al. (2017) utiliza a
informag@o dirigida — uma medida baseada em entropia — para medir as influéncias causais entre
sequéncias de disparos neuronais a fim de inferir a conexdo sindptica. Esta ferramenta pode ser
utilizada para detectar conexdes funcionalmente relevantes a partir de uma métrica baseada na
informagao fornecida pela gravacdo de disparos neuronais. Dada uma amostra de duas sequéncias
de disparos neuronais, a estimacdo da informacao dirigida € realizada através de estimadores
empiricos (GABRIELLI; GALVES; GUIOL, 2013). Um dos interesses em probabilidade e
estatistica € mensurar o quanto perdemos no processo de estimagdo. Neste sentido, propomos
limites da concentragcdo para informacgao dirigida empirica em torno da média populacional
e da taxa de entropia, em um contexto em que as probabilidades de transi¢do associadas ao
processo bivariado que representa as sequéncias de disparos neuronais em estudo sdao dadas
por uma g-funcio continua com decaimento de memdria exponencial. Recentemente, Galves e
Locherbach (2015) propuseram um modelo no qual a probabilidade de observarmos um disparo
neuronal em um dado instante de tempo depende de toda a evolugdo temporal do sistema a
partir do ultimo disparo. Este modelo, que vem sendo bem aceito pela literatura, € utilizado
neste trabalho para ilustrar os resultados sobre os limites da concentragdo para estimacao da

informacao dirigida.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No préximo capitulo apresentamos
defini¢cdes e nogdes basicas sobre g—medidas. No capitulo 3 tratamos das questdes de existéncia e
unicidade de g—medidas compativeis com g—fun¢des descontinuas. No capitulo 4 apresentamos
os limites da concentrag@o para estimacao da informacao dirigida e discutimos sua relacdo com

a neurociéncia. Por fim, no capitulo 5, apresentamos as consideracdes finais deste trabalho.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo fixamos as notagdes bdsicas e estruturamos o ambiente matematico que

utilizamos ao longo desta tese.

2.1 Cadeias estacionarias

Um processo estocastico a tempo discreto € uma sequéncia de varidveis aleatdrias
X = {X, : n € Z} definidas sobre um espaco de probabilidade (Q,X,P) com valores em um
conjunto, possivelmente infinito, A, o qual denominamos alfabeto. Neste trabalho, os processos

estocdsticos assumem valores sempre em alfabetos finitos.

Denotamos por AZ o espaco produto cujos elementos sdo as sequéncias bi-infinitas
a={a,:n€Z}epor.F ac-dlgebra dos borelianos de AZ. Definimos, entdo, .# como sendo
o conjunto das medidas de probabilidade definidas sobre o espago mensurdvel (AZ,.7). Para
qualquer a € A%, a sequéncia (dy,dm1,...,a,), em que cada a; € A, é denotada por d’, e o
conjunto de todas as sequéncias finitas a);, ¢ denotado por A}, exceto quando m = 1, situagdo na
qual preferimos escrever A”. As sequéncias infinitas a esquerda (passados) sdao denotadas por

a*., = (...,a,_1,a,), qualquer que seja n € Z e o conjunto dos passados é denotado por AS".

A distribui¢cdo conjunta de ordem k do processo X é a medida p definida sobre AX de

forma que
0 (af;) - p{xf - a';} . ke A,

Se o mapa invertivel T : AZ — A% é uma transformacdo de translagdo, i.e., para qualquer a € AZ,
(Ta), = ay+1, para qualquer n € Z, entdo a medida u € ./ ¢é dita ser invariante por translagdo

se, e somente se, (1o T~ = 1, ou seja, i (T~'B) = u (B) para todo B € .7, em que

T—‘B:{aeAZ:TaeB}, BCAZ.
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Note que, se B € um cilindro, i.e., para m < n,

m

B=[a,]:= {xeAZ:xi:ai, paratodomgign},

entdo quandom =1en =k, L (a’f ) =Uu ( [aﬂ ) , para qualquer a’f € AX. O processo X com essa
propriedade é dito ser estaciondrio. O conjunto das medidas € .# invariantes pela translagio

T é denotado por 7.

Em teoria das probabilidades, um processo estocdstico estd bem definido quando conhe-
cemos suas distribuicdes conjuntas. Portanto, o espago sobre o qual sdo definidas as varidveis
aleatdrias X, ndo tem importancia, podendo, entdo, (2, X, P) ser escolhido da forma que convir,
desde que as distribui¢des conjuntas se mantenham inalteradas. LLogo, podemos, sem perda de

generalidade, trabalhar exclusivamente sobre o espaco (AZ, F, /.L), de forma que

W(B):=P{XcB}, VBcZ. 2.1)

Os processos estacionarios a tempo discreto sdo normalmente denominados pela literatura
como cadeias estaciondrias e € essa a nomenclatura que preferimos utilizar daqui em diante.
Além disso, sempre que falarmos, neste trabalho, de cadeias estaciondrias estaremos nos referindo

a processos estocasticos com alfabeto finito, a tempo discreto e estaciondrios.

Exemplo 1 (Cadeias independentes). Cadeias estocdsticas com alfabeto finito cujas varidveis
aleatdrias sdo independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) sdo o exemplo mais simples
de cadeias estaciondrias. Note que, se X = {X,, : n € Z} é uma sequéncia de varidveis aleatdrias

iid. e u € 4, entdo, quaisquer que sejam m < n,

n
u([(r1a)) ) =TT (lad) = 1 ((a3)).
=m
Como .7 é gerada pelos cilindros, concluimos u € .#7 ou, equivalentemente, X € estaciondria.

Exemplo 2 (Cadeias de Markov). Seja X = {X,, : n € Z} uma cadeia de Markov de ordem k

(k > 1) com alfabeto finito e matriz de transi¢ao Q. Se X é homogénea e uQ = U, entdo

p([(rtan]) = p{xitt =t}
= ¥ P{Xeo=b}0(dh,b)

beA

= ¥ u(lehe(at.0)

beA
k
= ([el])
Portanto, uma cadeia de Markov de ordem k € estaciondria se € homogénea e uQ = U.

Um dos objetivos deste trabalho € estudar a estacionariedade para o caso de cadeias cujas

probabilidades de transi¢do podem depender de todo o seu passado, i.e., cadeias sobre as quais
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ndo h4 imposicao sobre o limite da sua memoria. Essa classe de processos estocdsticos, a qual
denominaremos cadeias estocdsticas de memoria ilimitada, € uma extensdo natural das cadeias

de Markov como veremos adiante.

2.2 Cadeias estacionarias de memoria ilimitada

Para qualquer inteiro n considere .# =" a o-4lgebra gerada pela sequéncia de varidveis
aleatdrias {X ] < n} com valores em A. Definimos, entdo, uma g-fun¢do como sendo a funcao

Z=<0_mensurdvel g : A5~ x A — R tal que

Va—Leas!, Y g(alb)=Y ¢ ((T_la)(iwb> ~1. 2.2)

beA beA

De forma geral, g (a:i,b) especifica a probabilidade de transi¢do de a~l eas! para b € A.
As g-fungdes, portanto, podem também ser interpretadas como as regras que regem a evolugao

temporal de um sistema fisico.

Exemplo 3. A g-func¢do associada as transi¢des de uma sequéncia de varidveis aleatdrias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com distribui¢do y € . satisfaz g (a:i,b) = u ([b]) para
qualquera”L € A= leb cA.

Exemplo 4. Os mais simples exemplos de g-funcdes sdo as matrizes de transi¢io associadas as
cadeias de Markov de ordem k (k > 1). Elas satisfazem g (a:i,b) =g (c:i,b) sempre quando
a:,i = c:}c, Va~l c_io e AS"levheA.

—ocoy b

Exemplo 5. Um exemplo simples de g-funcdo ndo-Markoviana é dado considerando o alfabeto
A ={0,1} e uma sequéncia {g, : n € NU{+oco}} de nimeros reais pertencentes ao intervalo
[0, 1]. Neste caso, g é dada por
g(azal) =gy 1),

em que, para qualquer a~L, € A<, ¢(a"L) :==inf{k>1:a_; =1} e £(a”L) = 4+ quando
a_i = 0 para todo k > 1. Dessa forma, o valor da g-funcdo depende da distancia em que ocorre
o ultimo simbolo 1 na sequéncia ...a_»a_1. De fato, para qualquer k > 1 etodoc € A, g (a:i,c)
ndo necessariamente € igual a g (b:loc) quando a_ ,i =b_ ,1 = 0:]1‘. Portanto, g ndo se trata de

uma matriz de transi¢ao.

Dada uma g-fun¢do g, uma questdo natural, € sobre a existéncia de uma medida invariante
por translacdo compativel com g. Este € um dos problemas discutidos nesta tese. Formalizamos,

assim, o conceito de compatibilidade nas Defini¢Ges 1 e 2.

Defini¢do 1. Uma cadeia estocastica X = {X, : n € Z} com valores em um alfabeto finito A e
que esteja definida sobre um espago de probabilidade (Q,X, P) € dita ser compativel com uma

dada g-funcdo g se, e somente se, para P-quase toda a_L, € AS~! e para todo b € A,

P{Xo=b }X:olo =a”l }=¢ (a:i,b) )
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Neste caso, X € dita ser uma cadeia estocdstica de memoria ilimitada.

Definicao 2. Uma medida u € .# é compativel com g se, e somente se, para p-quase toda
LeAas"lebea,

Ey [I({ag=b})|Z=""] (@) = u (p]|Z=7") (a) = g (a_Lb).

Se, além disso, i € invariante pela translacdo 7" entdo u € dita ser uma g-medida.

Quando uma medida de probabilidade u € .# é compativel com uma dada g-fungéo g,
vamos escrever UL € .# (g). Se, além disso, u for invariante por translacdo, entdo y € .#r(g) :=
At N A (g). De fato, se u for uma g-medida entdo a cadeia X definida segundo essa distribui-
¢do € uma cadeia estaciondria. Algumas g-funcdes podem apresentar mais de uma g-medida

compativel, € o caso das g-funcdes definidas nos Exemplos 6 e 7.

Exemplo 6 (Modelo do tipo Bramson e Kalikow(1993)). Definimos uma distancia aleatéria no

passado N € N com distribuicao de probabilidade

P(NZMj)ij, VjeN,

7z

4o, N , . . .. , +
em que {m j} ¢ uma sequéncia crescente de nimeros inteiros positivos fmpares e { p j} 8

=1
uma sequen01a decrescente de nimeros reais em [0, 1] tal que p; >0, paratodo j € N, Yy 1 Pj= 1
e pr < 4 5 y ik Pj> qualquer que seja k € N. Note que, conforme j cresce os m;’s tornam-se cada

vez maiores, enquanto a probabilidade de N assumir tais valores diminui.

SejaA={—1,+1} e 0< &< 1/2, entdo a partir de N definimos, para toda sequéncia
a_ ]1\, € AN a varidvel aleatéria W de forma que
N
€, se Y ja_; >0,
W (a_y) = L1
1—¢g, se Z]]V:la_j <0,
i.e., o valor de W depende da quantidade de +1’s e —1’s existentes em uma dada sequéncia de

tamanho N formada por simbolos de A. Neste contexto, podemos definir a seguinte g-fun¢do

71 1 ij ( fmj) ’ Va:i, eAgila

em que w () € o valor observado da varidvel aleatéria W para um valor de N conhecido. Observe

que, para todo j € N fixo, w( ,lnj> ¢ uma matriz de transi¢do Markoviana, que assume 0s
valores € ou 1 — € dependendo se maioria dos simbolos da sequéncia a:,lnj forem +1 ou —1,
respectivamente. LLogo, podemos encarar a g-fun¢do g como a soma convexa de matrizes de

transi¢do Markovianas. Neste caso, se Ep [N| = 4o ndo existe uma tnica g-medida.

Exemplo 7. SejaA={—1,1}e
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em que Y € um constante real positiva. Entdo, podemos definir uma g-funcao por
el i e
T eBH 4 o~ BH?
com f3 > 0 representando, em lattice systems, o inverso da temperatura. Neste caso, se Yy < 1/2

entdao nao existe uma unica g-medida.

2.3 Cadeias estacionarias de memoria de alcance variavel

Lembramos que o conjunto A* representa o conjunto de todas as sequéncias de tamanho
k com simbolos em A. Em particular, A? é o conjunto formado somente pela sequéncia vazia,
isto &, A” := {0}. Neste sentido, a partir de agora denotamos o conjunto de todas as sequéncias
finitas com simbolos em A por A* := U;":OAj . Fixamos também a notagio |-| para representar a

quantidadede elementos de uma dada sequéncia ou de um dado conjunto.

Os modelos de arvores de contexto foram introduzidos primeiramente em Teoria da In-
formacao por Rissanen (1983) como uma generaliza¢do parcimoniosa dos modelos Markovianos.
Os processos estocdsticos, definidos sobre um alfabeto finito, que permitem uma representacao

de arvore de contexto sdo chamados cadeias de memdria de alcance varidvel.

Uma drvore de contexto € um conjunto de sequéncias finitas ou inifinitas a esquerda.
A ideia basica € que, para cada uma dessas sequéncias (passado), apenas um sufixo finito do
passado, chamado contexto, € suficiente para predizer o préximo simbolo.

1

5| € ABl 6 um sufixo de uma sequéncia

Dizemos que uma sequéncia de simbolos s~
_‘ ‘_

. - _ .. A s s|—1 —
(finita ou ndo) w_ | | se |s| < |w| e existir uma sequéncia u tal que w ! =u
—|wl —|w| —|wl

1 1 -1
<w
Is| Is| —[w

—|s|—1 —

Is] o1
—lw| “—]s]
Neste caso, escrevemos s_

s:‘lg‘ =< wol

—|wl*

Definicdo 3 (Propriedade do sufixo). Um subconjunto 7 de A* UA<~! é uma 4rvore se nenhuma

< w:‘lw‘. Agora, quando s jou s:‘ls‘ = w:ﬂw‘, escrevemos

sequéncia s:|1s| € 7 é um sufixo de outra sequéncia w:ﬁw‘ € 7, |s| < |w|. Esta propriedade é

chamada propriedade do sufixo.

A altura da arvore T é definida como
h(t)=sup{|w|:we 1}.

Quando % (7) < +eo, a drvore T tem um ndmero finito de sequéncias. Neste caso, dizemos que
T é limitada e denotamos o seu nimero de sequéncias por |7|. Por outro lado, se i (T) = o,
entdo 7 € um conjunto infinito de sequéncias. Neste caso, dizemos que 7 € ilimitada.

1

Cada sequéncia w:‘w‘

€ 7 pode ser vista como um ramo que liga a raiz da 4rvore

(desenhada no topo) com uma folha. Por exemplo, a sequéncia W:]]( é representada por k arestas

rotuladas, de cima para baixo, sequencialmente pelos simbolos w_1,...,w_. Por esta razao,
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w_ ,1 também é chamada de folha da arvore. Para o caso de uma sequéncia semi-inifinita v:i, €T,

a folha € infinita. Os nds de uma arvore 7 sdo todas as sequéncias s:‘ls‘, finitas ou infinitas, tais

que s:|ls| =< w:ﬂw‘ qualquer que seja w:‘lw| € 1, com |s| < |w|, de forma que a raiz é identificada

como a sequéncia vazia (). Quando os nds sao finitos dizemos que eles sdo naos internos. Os filhos
‘e -1 Apps ~1 ~1 ~1

de um no interno S_|s| 30 aquelas sequéncias as_,a € A, tal que as_g = W), Para qualquer

—1
w € T.
—|wl

Definicao 4 (Arvore de Contexto). A arvore T é completa se, e somente se, qualquer sequéncia
v_! € A=~ possui um sufixo pertencente a 7. Pela propriedade do sufixo temos que esse sufixo
€ unico. Tal sufixo € chamado de contexto e o denotamos por ¢ (v:;). Uma 4rvore completa é

chamada de drvore de contexto.

Exemplo 8. Um dos mais simples exemplos de drvore é a drvore completa. Seja A = {0,1,2} e
7=1{00,10,20,01,11,21,02,12,22}. Neste caso, T ¢ limitada, pois & (7) = 2 e sua representa¢ao

/TN

pictorial é dada pela Figura 1.

00 10 2001 11 2102 12 22

Figura 1 — Arvore completa associada ao alfabeto A = {0,1,2}.

Exemplo 9 (Arvore esparsa). Um exemplo de arvore ilimitada é a drvore esparsa. Essa drvore
€ uma representacdo pictorial da dindmica definida no Exemplo 5, que atribui pesos de acordo
com a distancia do simbolo 1 na sequéncia 10:1.1, i > 1. Neste caso, A ={0,1} e 7:= {O:i,} U

Ui>1 { 10:1-1} e sua representacao pictorial pode ser visto na Figura 2.
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—

o 100

0% 1000

Figura 2 — Arvore esparsa.

Observacao 1. Podemos estender a nocao de contexto para sequéncias finitas, i.e., para qualquer
w:‘lw‘ e A com |w| < +eo dizemos que c¢; (w:‘lw|) = s:|ls|, com |s| < |w|, se s:|ls| = w:‘lw| e
~1
s T.
—Isl €
Definicdo 5 (Arvore de contexto probabilistica). Uma drvore de contexto probabilistica com

elementos em A é um par ordenado (7, p) tal que

1. 7 € uma arvore de contexto;

2. p:= { p (b ‘s:ﬂﬂ) :becAe s:|ls| € T} ¢ uma familia de probabilidades de transicao sobre
A.

Definicdao 6 (Cadeia estocastica de alcance varidvel). Dizemos que a cadeia estocdstica X

definida sobre (Q,.%#, P) é compativel com uma drvore de contextos probabilistica (7, p) se para

P-quase toda a-leAs"le qualquer b € A temos
P{Xo=0b |X__i, =a_L}=p(b |ce (a:i,) ).
Neste caso, dizemos que X € uma cadeia de memoria de alcance variavel

Observe que utilizando a g-funcido do Exemplo 35, a drvore esparsa definida do Exemplo

9 é uma arvore de contexto probabilistica.

E importante salientar que se 7 é tal que /1 (7) = k < oo, entiio o processo X é uma cadeia
de Markov de ordem k. Neste caso, a arvore de contexto probabilistica leva a uma descri¢cao
mais econdmica da cadeia, porque uma cole¢do de (JA| — 1) |t| probabilidades de transi¢ao é
suficiente para descrever a cadeia, ao invés de (|A| — 1) |A|¥. Logo, em um processo de estimacio
a quantidade de parametros a serem estimados na abordagem Markoviana € superior do que na

modelagem via drvores de contexto, principalmente para valores de kK muito grandes.
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Em um contexto de inferéncia estatistica assumimos que as cadeias de memoria de
alcance varidvel ou de tamanho ilimitado sdo estaciondrias, pois, do ponto de vista fisico,
¢ interessante analisar os resultados estocdsticos de um experimento sem uma dependéncia
explicita da escolha do instante inicial e, além disso, o valor médio relativo a um dado vetor

aleatério nao dependeria do tempo.
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CAPITULO

A ESTACIONARIEDADE EM CADEIAS DE
MEMORIA ILIMITADA E DE ALCANCE
VARIAVEL

Diferente do que ocorre com as cadeias de Markov de alfabeto finito para as quais sempre
existe pelo menos uma medida invariante por translacdo compativel com uma dada matriz de
transi¢do, ou equivalentemente, uma cadeia estaciondria; a existéncia de uma cadeia estaciondria
compativel com uma dada g-funcdo ndo € garantida. A unicidade dessa g-medida € outra questdo
amplamente discutida na literatura. No contexto Markoviano sabemos que a irredutibilidade
da matriz de transi¢do implica em unicidade, porém isso nao € sempre verdade para g-medida.
Este capitulo, portanto, pretende, além de outras coisas, esclarecer o conceito de continuidade e
explorar a sua relacdo com a existéncia e a unicidade de uma cadeia estaciondria de memoria

ilimitada com particular enfoque em cadeias de alcance varidvel.

3.1 Existéncia

Dada uma g-fun¢do g, o problema de existéncia consiste em encontrar condi¢des sobre g
que garantam .#7(g) # 0. Uma condicdo suficiente para a existéncia de uma medida y € .Z7(g)
€ assumir que g seja continua em todo ponto a:io € A=~ (ver, Keane (1972)), isto &,

g (C:fo_la:,ib> — g (a:lob) , quando k — oo,

qualquer que sejam ¢_L, € AS~! e b € A. Pela compacidade de .# (g) é equivalente dizer que

para todo € > 0, existe um inteiro positivo k tal que

‘g (c:iob) —g (a:i,b) ’ <&,
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-1

sempre quando ¢_, !

e a:i, pertencem a A" lcoma™ r=C_ ,1 Este conceito pode, também, ser
formalizado em termos da no¢do da variacdo de g de k-ésima ordem utilizada, em geral, para

quantificar a taxa de continuidade de g.

Definicao 7 (Variacao de g de k-ésima ordem). Se g € uma g-funcgdo, entdo a variagcdo de g de

k-ésima ordem no ponto a_L, € AS~! ¢ definida por
var{(a_l,) :==sup{|g (aLb) —g (cZLb)| :a"y =} },
emquec L €A lebcA.

Note que var,f (a:i,) converge para 0 se, e somente se, a_, é um ponto de continuidade

de g. Portanto, se uma medida de probabilidade é compativel com uma g-fun¢do continua, entdo
“a dependéncia do presente sobre um passado remoto € fraca”. Para fins de ilustracdo, verificamos

que as g-funcdes definidas nos Exemplos 4, 6 e 7 sdo continuas.

Exemplo 10 (Cadeias de Markov). Como vimos no Exemplo 4, para cadeias de Markov de ordem
m (m > 1) a g-fungdo g € dada pela sua matriz de transi¢do, a qual satisfaz g (a:lob) =g (c:i,b)

sempre quando a”l = c:,]n, qualquer que seja b € A. Dessa forma, se k > m entdo varf (a:io) =0.

m

Exemplo 11 (Modelo do tipo Bramson e Kalikow (1993)). No Exemplo 6 a g-funcdo g é definida,
paratodoa_. € AS~! como
_1 1 Z pjw < —m,) ,
j>1

em que
mi
wia

—m;

1—¢g, se Z?ijla_,' <0,

+o0 . L, . . .. .
com0<e<l1/2e {m j}j:1 uma sequéncia crescente de nimeros inteiros positivos impares.

Dessa forma,

varf(a:lo )= sup ZPJ (—m,) Zpl <_m]>

a*li_cfli j>1 j>1

= sup Z PJW(C '>_ Z pjw<a:}>

aj=c} | j>j* >
*>k mj*>k
=[1-2¢ Y p,
i>J
<Y pj
>
mj*>k

a qual converge a 0 quando k — +oo.
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Exemplo 12. No Exemplo 7, consideramos o alfabeto A = {—1,1} e a g-fun¢do g foi definida
como

g(azl1) =9 (-BH (aZl)),
emque f>0,a"L €AST H(a”l)=—Y,> % comy>0e

et
t)=——, telR
¢() et—i_eit,

Note que 0 < (])/ < 1/2, entdo

_ 1
var{ (a~,) < B anl—ﬂ,
n>

a qual converge para O quando k — +oo0, pois )~ # < oo,

Note que se g for uma matriz de transi¢do irredutivel no Exemplo 4, entdo uniforme-
mente no passado, existe sempre uma probabilidade positiva de ocorrer uma transi¢do para
qualquer outro simbolo de A. Uma condi¢do que comumente vamos assumir € mais forte que
irredutibilidade e trata-se da ndo-nulidade uniforme, a qual € satisfeita pelos Exemplos 11 e 12 e

cuja defini¢do € apresentada a seguir.

Definicao 8 (g—fun¢do uniformemente ndo-nula). Uma g-funcdo g é uniformemente nao-nula
se ela € uniformemente limitada no intervalo [0, 1], ou seja, se existe € € (0, 5) tal que & <

g (aZLb) < 1—¢, quaisquer que sejama_, € AS"Teb € A.

De agora em diante, sempre que uma g-funcao for continua e uniformemente nao-nula
diremos que ela € regular. A regularidade de uma g-funcdo somada a uma taxa de convergéncia
rapida sdo caracteristicas que nos garantem a unicidade da cadeia estaciondria. Essa questdo serd
tratada na proxima secdo, por agora nos limitamos a questao da existéncia. Retomemos, portanto,
ao Exemplo 5 e foquemos nossa aten¢do sobre a existéncia da medida invariante compativel com
a g-funcdo 14 definida. E importante destacar, antes de prosseguirmos, que em Cénac et al. (2012)
encontramos um trabalho detalhado com respeito a estacionariedade de cadeias compativeis com

essa g-funcdo e que muito dos célculos apresentados a seguir sdo inspirados por esse trabalho.

Exemplo 13. Lembremos que a g-fun¢do g definida no Exemplo 5 é dada por

g(a=al) =gy,

em que ¢ (a:io) =inf{k>1:a_r=1}e{g,:n € NU{+oo}} € uma sequéncia de nlimeros
reais em [0, 1]. Suponha que exista uma g-medida u e seja X a respectiva cadeia estaciondria.
A drvore de contexto com a qual X é compativel é a drvore esparsa .7 = {0~L} UU;>{ 10:1.1}
(ver o Exemplo 9). Neste sentido, ao verificarmos como o peso da medida de probabilidade
U € distribuido ao longo dos contextos e de seus nds, temos um conhecimento probabilistico

completo com relacdo a cadeia X.
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Primeiramente, usamos o teorema da probabilidade total para concluir que

k—1
u(n[oz]) =u@ T -gir), (3.1)
i=0
sempre quando k > 1. Se k = 0 definimos y ([1]N [0:}(} ) == u([1]). Agora, como i é aditiva para
conjuntos disjuntos, temos u ([0~;]) = u ([0]N [07,]) + w1 ([1]N [07;]), equivalentemente,
u ([O:,lc_l]) =u ([O:H) —u ([1] N [Oj}(]) Assim, por recursividade em &,

k—1 k—1i—1
u(fo])=1- _Z:,)u (N [o=f]) = 1—u((1) gl‘%(l ~qj+1)- (3.2)
1= 1=0 j=
Logo,

p([0Z]) =1-n ZH 1=qji1). (3.3)

i>0j=0

No caso em que g.. > 0 temos, pela defini¢do de probabilidade condicional, i ( [O:L] )
u ([O:H ) g, entdo devemos ter, necessariamente, 11 ([O:LD = 0. Por (3.3) segue que u([1]) #
Oe

ZH 1—qjs1) < +oo. (3.4)

i>0 j=
Reciprocamente, quando assumimos que essa série é convergente as equacoes (3.1), (3.2) e (3.3)
estdo bem definidas. Portanto, quando ¢. > 0, uma g-medida existe se, e somente se, (3.4) se

mantem.

Desta forma, se ¢e > 0 € Y~ Hi'_:lo (1—gj+1)) = 4o, entdo ndo existe a g-medida.

Exemplo 14. Novamente considere a g-fun¢ao definida no Exemplo 5. Agora, de forma que

1—¢, se 1 é par,
qi = o
g, se i ¢é impar,

em que 0 < € < 1/2 e i € N. Vamos supor que ¢g. > 0, entdo g apresenta uma descontinuidade

em 0L, pois g (a ( S (] ) € uma sequéncia que oscila entre € e 1 — € conforme i cresce,

—i+1
qualquer que seja a”l eAs1.

No entanto,
ZH 1—gjt1) <Z (1—¢)" < oo,
i>0j=
pois é uma série geométrica. Assim, como estamos no cenario em que g. > 0, o Exemplo 13

nos garante que a g-medida existe.

Continuidade, portanto, ndo € necessdria para existéncia (ver, para mais exemplos, Gallo
(2011)). Apenas recentemente, Gallo (2011), Cénac et al. (2012), Santis e Piccioni (2012) e Gallo
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e Paccaut (2013) estudaram g-medidas com g-fun¢des que ndo sdo necessariamente continuas.
Nesses trabalhos, uma consequéncia das condi¢Oes utilizadas para garantir a existéncia € que a
medida ndo atribui peso as descontinuidades. Neste contexto, € natural pensar que se uma medida
de probabilidade ¢ compativel com uma g-fun¢do g e nao atribui peso as descontinuidades,
entdo .Z7(g) # 0. No entanto, ndo temos, a priori, uma medida inicial, fazendo-se necesséria a

construcdo dessa medida de referéncia.

Pelo teorema de Ionescu-Tulcea (Ionescu (1949)), sabemos que dado qualquer passado
a~! € A5~ existe uma tinica medida pu® € .# satisfazendo ui(C)=1I {a:lo eC } qualquer
que seja C € F=le, paratodo,n>1e bg_l € A" temos

n—1

~1 —1 i1
pe (o) = T (a0,
i=0
em que [ denota a funcdo indicadora. Em palavras, esta € a medida iniciada a partir da sequéncia

a_L e com a qual construimos o futuro iterativamente utilizando g.
Sejam p®0 := u¢ pu® = pu*o T~ para qualqueri > 1 e

lk—l )
— Y i k> 1. (3.5)

k i=0

—ak

Pela compacidade de .# existe pelo menos uma subsequéncia de {ﬁ“’k k> 1} que é conver-
gente. A nossa medida de referéncia serd, entdo, o limite desta subsequéncia, a qual denotamos
por ji¢. Como veremos nas demonstracdes a média de Césaro ji** é invariante por translacio
qualquer que seja k > 1, portanto € natural construir a medida de referéncia fi“ a partir dessa

média.

Observacao 2. Em termos de processos estocdsticos, consideramos, para cada a:io cAsl a
cadeia X := {X/ : t € Z} definida sobre (Q,X, P) com valores em um alfabeto A de forma que
(X)<_q = a”! e parar > 0 a cadeia é construida iterativamente utilizando uma dada g-funcio
g da seguinte forma

n—1

P<Xg = b07X1a - bl?"anafl - bnfl) — Hg (Cl:;bé)_lbi) s
i=0

qualquer que seja a sequéncia bgfl de simbolos de A e qualquer que sejan € N.

Entao, dada a sequéncia a:lo € A1 nossa cadeia de referéncia é o processo Y¢ :=
{Y :t € Z} definido sobre (Q,X, P) com valores em A construido probabilisticamente como

sendo o limite

P(Y = bo¥{' = bioo Yy =byt) = lim 2 Y P (X = bo.XEy =i Xf = bao1).

qualquer que seja bg_l e A"
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As observagdes anteriores nos levam ao nosso primeiro resultado, o qual fornece uma
condic¢do geral para o conjunto dos pontos de descontinuidade de g

lim var{ (c:lo) # 0},

D, = {c:i, cAsl:
k—-+

de forma que exista pelo menos uma g—medida. Este é o contetido do Teorema 1.

Teorema 1. Sejam g uma g-funcio e j1% uma medida limite com a—., € AS~!. Se para [ suficien-
temente grande fi¢ ([c:ll]) > 0 qualquer que seja c_L € Dy = ASN\g, e 19(9,) =0, entdo
A € A7(g) e, consequentemente, .Z7(g) # 0.

Observacao 3. Em Oliveira (2015) o autor introduz uma classe de cadeias estocdsticas com
alfabeto finito, chamada processos de contextos aleatdrios, cuja probabilidade de transicdo de
uma sequéncia a~L, € AS~! para um simbolo b € A é dada por uma combinagio convexa de
probabilidades condicionais, em que cada uma dessas probabilidades estd associada com uma
arvore de contexto Ty, k > 1, e representa a transicdo de um contexto de a_!, pertencente 2 drvore
Ty para o simbolo b € A. Gallo e Garcia (2013) utilizaram uma ideia similar, a qual denominaram
combinagdo convexa de drvores de contexto, para mostrar a existéncia da cadeia estaciondria via
simulacdo perfeita, isto €, um algoritmo que permite construir uma amostra distribuida segunda
a lei estaciondria de uma cadeia. Oliveira (2015) afirma que a cadeia estaciondria de contextos
aleatdrios existe se, e somente se, a sua familia de probabilidade de transicdo é quase certamente
continua. Desta forma, o Teorema 1 nos garante que a cadeia estaciondria compativel com uma

dada g-funcdo 1-quase certamente continua possui uma representacdo de contextos aleatdrios.

Muito embora exigir que fi“(Z,) = 0 seja uma condic@o natural, pois dessa forma a
medida de referéncia ndo “enxerga” as descontinuidades, ela ndo é completamente explicita.
Mesmo assim, duas situacdes, que ainda ndo foram contempladas em resultados de existéncia na
literatura, sdo alcancados com o Teorema 1 e nos fornecem afirmacdes mais explicitas, as quais

enunciamos nos Corolarios 1 e 2.

Corolario 1. Se g é uma g-fung¢io uniformemente nao-nula e &, ¢ enumerdvel, entdo .47 (g) # 0.

Exemplo 15. Vimos no Exemplo 13 que existe pelo menos uma g-medida compativel com a
g-fung¢do g definida no Exemplo 5 se, e somente se, g > 0 € Y/ I_Ilj;l() (1—q11) < +4o0. O

conjunto dos pontos de continuidade de g ¢ F; = {10: 11 1< O}, de forma que para [ = 1 temos
10~} = 1. Assim, se f1% é uma medida limite com a_. € A<~! segue que
1 n—1 )
pe(1]) = lim — Y u([771]). (3.6)

k—>—+o0 Ny =0
1

(o]

Tomando a”., € A<~ ! tal que a_; = 1 temos, pelo Teorema da Renovagio e pelo fato que (3.6)

¢ uma média de Césaro,
1

a 1+2120H§;10(1 _QI+1)'

£ (1]) (3.7
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Assumindo Y/~ Hlj;}) (1 —qi11) < +oo segue que f1([1]) > 0. Supondo que 0 < g; < 1 para
todo j > 1 vem que fi¢ ([C:H) > 0 para qualquer ¢~L € Y4 el > 1. De fato, qualquer que seja
cle .@g com [ > 1 existe uma sequéncia {i, : 1 <n <k}, k € ZN(0,4oo) tal que

pe () =a ([o] n Mm[,ﬂ]nm nlogh])
i1—1 1

:H(l—%>qk+1 [qlﬁ-ln 1_QJ ]

Como %, = {O:L} ¢ enumerdvel temos 1 (%,) = 0 e, portanto, pelo Teorema 1 concluimos

que 7(g) # 0.

Dessa forma, os resultados anteriores contemplam a questdo da existéncia associada a

g-fungdo definida no Exemplo 5 e tratatada no Exemplo 13.

Exemplo 16 (De Santis e Piccioni (2012)). Considere ¢ a fun¢io definida no Exemplo 5 e g uma
g-funcdo definida sobre o alfabeto A = {0, 1} de forma que g (O:Ll) = € > 0 e para qualquer
a_l #£0-L ebecAtem-se

-1

g(a:iob) :8+(1—28)Z |:]I{a_é<a1) —b} ( )] ,
n>1 o

em que, para cada ¢ > 0, {g} : n > 1} é uma distribuigdo de probabilidade sobre os inteiros.

Note que 0, é um ponto de descontinuidade de g, pois para todo i € N,

g(1Z00/ 1) =e+(1-2¢) Y g =1—
n>1
Entdo, g (l_i_]O_1 1) —l—e#e= (O_1 1) quando i — +oo. Todavia, para todos os outros
pontos g é continua, uma vez que para qualquer a_., € A<~ tal que £ (a_.,) = £ < +oo € para
todo c_oo ei >/,

g(c:f:la:ill) (1—2¢) Z]I{a (- j—l}—i— Z ]I{C_g_j:1}q§ ,
j>i—l+1
a qual converge para g (a_L1) =+ (1—-2€) ¥ ;5 1{a_,_; = 1} ¢} quando i — e,

Assim, P, = {O:L}, que é enumerdvel. Entdo, pelo Coroldrio 1 concluimos que .#7(g) #

Este € um resultado interessante, pois Santis e Piccioni (2012) mostraram a existéncia

. o~ . . . o~ é .
da g-medida fazendo algumas suposi¢des acerca do conjunto de distribui¢cdes {qn ‘n> 1} 1507
enquanto usando o Corolério 1 a existéncia foi garantida sem quaisquer suposi¢des sobre essas

sequéncias de distribui¢des.
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Observacio 4. E importante salientar que a exigéncia de i ser estritamente positiva sobre o0s
pontos de continuidade para um tamanho de cilindro suficientemente grande é uma hip6tese
mais fraca que a positividade uniforme da g-funcao (ver a formalizacdo na demonstracao do

Corolério 1).

Nos resultados anteriores controlamos o “tamanho” de %,. Todavia, mesmo para %,
ndo-enumerdvel € possivel garantir a existéncia de uma g-medida. Neste caso, uma alternativa é
focar nossa atengdo sobre a forma de Z, ao invés de seu tamanho. Um exemplo é quando existe
uma sequéncia finita v:‘lv| de simbolos de A que ndo é uma subsequéncia dos elementos de Z,,
. ~1 —i ~1 . 5
i.e., para qualquer c_,, € ¥, temos iyl #* V_j, para todo i > 1. Neste caso, %, € dito ser

v-livre.

Corolario 2. Seja g uma g-fun¢do uniformemente ndo-nula. Se %, € v-livre para alguma

sequéncia finita v:|lv|, entdo .41 (g) # 0.

Exemplo 17. Seja A = {0,1,2} e ¢ a fun¢do definida no Exemplo 5. A g—func¢@o g é, entdo,

definida da seguinte maneira

(a=L1) =g (a=L0) =03, sea=l €{0,2}=7",

g(a
g(a=sl) =g (a=00) =026+ Y 6a_y, 1) sean ¢ {02},
k>1

emque{6;:i>1}étalque 6; >0e Z,-Z] 0, < 0.03.

Observe que, para qualquer a_. € {0,2}=71, ¢ (1 g ) < 0.29, para i suficiente-
mente grande. Neste caso, g ndo converge para 0.3, portanto {0, 2}§ "¢ um ponto de desconti-
nuidade. Por outro lado, se a~L ¢ {0,2}_N entao

' i—0
g(cla”]1) = 026+Zeka it Y Ocaiiane,

= k>i—0+1
converge, para todo ¢_L € AS~!, para 0.26 + Yi>1 ekaié(a—l )k quando i — 4. Portanto,

2, ={0,2}="1, 0 qual é ndo-enumerével.

Todavia, Dg € 1—livre, i.e., 1 ndo € subsequéncia de {0, 2}5*1 e, além disso, g € unifor-

memente ndo-nula. Portanto, pelo Coroldrio 2, concluimos que .#7(g) # 0.

Até entdo, na literatura, a existéncia ndo havia sido mostrada nesse nivel de generalidade
para esse exemplo. No Corolario 1 e Exemplo 4 de Gallo e Paccaut (2013), os autores necessitam
que o parametro € seja suficientemente grande para compensar o crescimento exponencial
da subsequéncias de tamanho n dos elementos de Z,. Por outro lado, Gallo e Garcia (2013)
obtiveram existéncia adicionando uma condi¢ao sobre o conjunto dos pontos de continuidade

A=\ 2,, condicio essa mais forte e que implica em unicidade também.
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Vamos agora mencionar outra forma de mensurar o quio pequeno é Z,, a qual é conside-
rada em Gallo e Paccaut (2013). Primeiramente denotamos por Z; o conjunto das sequéncias de
tamanho n as quais sdo sufixos de um passado descontinuo de g, i.e.,

P ={d"}y:d"L € D,}.

Agora, definimos a pressdo topoldgica de %, como

n

~1
P (Z,) = lim sup%log Y sup Hg(a:g:ld:’r;ﬂ).
0

n——-o0 . ;
" d-)egpa_LeAsTli=

O Teorema 1 de Gallo e Paccaut (2013) afirma que existe pelo menos uma medida invariante por
translagdo compativel com g se P, (%,) < 0. A préxima proposi¢do afirma que esta condigio

implica na condicdo do Teorema 1, mostrando que nosso resultado € mais geral.

Proposicdo 1. Suponha que g seja uma g-fun¢do uniformemente nao-nula e que Py (%,) <0,

entdo existe um passado a_., e um limite i tal que i (2,) =0.

3.2 Unicidade

Até agora obtivemos resultados sobre a existéncia, e nada foi estabelecido para a unici-
dade de .#7(g), i.e., ndo foram fornecidas quaisquer condigdes sobre g a fim de garantir que
|47 (g)| = 1. Para g-fungdes regulares resultados a cerca da unicidade envolvem restri¢des sobre
a dependéncia de g com o passado, o que € obtido impondo que a taxa de continuidade convirja
para 0 rapidamente (ver, por exemplo, Doeblin e Fortet (1937) e Johansson e Oberg (2008)).
Colocando condigdes sobre o conjunto de continuidade, AS~!\ Z,, poderiamos obter, como
em Gallo e Paccaut (2013) e Gallo e Garcia (2013), condi¢des para unicidade. Todavia, nao
seguimos essa abordagem neste trabalho e voltamos nossa atencao para as cadeias estocdsticas de
memoria de alcance varidvel (ver secdo 2.3), i.e., formalizamos nossos resultados de unicidade
usando a nocdo de drvore de contexto introduzida na secdo 2.3.

Neste sentido, considere g uma drvore de contexto probabilistica (7, p) e defina ¢ (c:i,)

como o tamanho do sufixo de ¢~L € AS~! que pertence a 7. Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 2. Se ji% ({; < +o0) = 1 para algum a~L € A<~ entdo 1% € .#7(g). Quando existe
a”l, tal que Ega [(7] < +oo, temos |47 (g)| = 1.

Em palavras, se existe um passado cujo tamanho do contexto é quase-certamente finito,
entdo a cadeia estaciondria associada a este passado é uma cadeia de memoria de tamanho
variavel, sendo a tinica quando esse tamanho tem esperanca finita. Até onde sabemos este é o
unico resultado na literatura especifico para esse tipo de cadeia. Uma consequéncia imediata

desse resultado, no que diz respeito a existéncia, € dado pelo Corolério 3 a seguir.
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Corolario 3. Se sup, 1 (¢; (a_LX, ") > i) — 0 quando i — +oo para toda a_,, € AS~!, entdo
pe € A1 (g).

O préximo resultado (Teorema 3) afirma que, sob algumas suposi¢des, a tinica medida
compativel é B-misturadora, i.e., intuitivamente, eventos no futuro tornam-se independentes
do passado fixado. Neste contexto, a métrica que utilizamos para medir a distancia entre as

distribui¢des envolvidas € a distdncia em variacdo total.

Definicao 9 (Distancia em variagdo total). A distancia em variacao total entre duas medidas de
probabilidade u e v definidas sobre (AZ,.#) é a fungo dyr : 4 x .# — [0,1] tal que
dvr (1,v) = sup |u(B)— v(B)|. (3.8)

Be

Essa distancia €, portanto, a maior diferenga absoluta entre as probabilidades avaliadas

em um mesmo evento pelas duas medidas.

Defini¢io 10 (B-mistura). Uma cadeia estaciondria X := {X,, : n € Z} ou, equivalentemente,

uma medida u € .47 é dita ser B-misturadora se, e somente se,

lim dyr (1] gz @U|gzon 1| ge15520) =0, (3.9)

n—r+oo
em que, para todo n € Z, .Z=" é a o-dlgebra gerada pelas ocorréncias apés o instante 7;
F<"1@ F2" é sub-c-dlgebra de .# gerada pelos retingulos A x B, em que A € Z="1 ¢

BeF"e |z QU g<—1 el

z>n € amedida produto entre u Fen .

E importante notar que utilizamos a notagio {1 | para dizer que uma medida u definida
sobre .7 esta restrita aos eventos que ocorrem na sub—o-algebra ¢. Além disso, observamos
que uma medida B-misturadora pode ser encontrada na literatura com outras nomenclaturas tais
como absolutamente regular ou weak-Bernoulli (ver, por exemplo, Berbee (1986) e Bradley et
al. (2005)).

Teorema 3. Se para qualquer a_L, € A<~ temos
Bl Y I{lr > i} < oo | =1,
i>1

entdo existe uma unica g-medida compativel ¢ ela é B-misturadora.

O ultimo resultado desta se¢do envolve uma condi¢do explicita baseada no que chamamos
de taxa de crescimento exponencial de t. Essa taxa mensura o quéo rapido |t"| diverge, em que
7" € 0 n-ésimo nivel da arvore de contexto 7, i.e.,

T = {x:,ll :x~) <'w para algum w € T}.

Por exemplo, o terceiro nivel da drvore esparsa é o conjunto 7> = {100,000}, cuja representacio

gréafica é dada pela Figura 3.
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0~ 1000

Figura 3 — Terceiro nivel da arvore esparsa.

A taxa de crescimento exponencial €, entdo, definida como

gr(7) := limsup|7"|'/".
n

Corolario 4. Se gr(t) < [I — (JA|—1)€] ', & > 0, entdio existe uma tinica g-medida e ela é

pB-misturadora.

Este critério foi provado ser uma condi¢do suficiente para existéncia em Gallo e Paccaut
(2013). Aqui, melhoramos este resultado a fim de abranger também a questio da unicidade para

o caso de cadeias de memoria de tamanho variavel.

Exemplo 18. No Exemplo 17, a arvore de contexto 7T associada a g-funcao g € a representada
na Figura 4. Neste caso, temos |7"| = 3 x 2"~! para todo n € N. Logo, gr(t) = 2 o qual é
estritamente menor que [1 — 28]_1 se, e somente se, 1/4 < € < 1/2. Portanto, temos a unicidade

da g-medida e a -mistura sempre quando € € (é—lt, %)

/TN

0 1 2

100 ' 11200 1020 ¢ 122 \r3|:12

Figura 4 — Arvore de contexto correspondente ao Exemplo 17 com o nivel 3 delimitado.
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3.3 Demonstracoes

Demonstracdo do Teorema I. Sejam g uma g-funcio e a_), € AS~! um passado fixado.
A medida de referéncia 1, definida via um limite sobre a média de Césaro (ver, equacio (3.5)),

€ invariante por translacdo. De fato, para qualquer conjunto mensurével B,

-aT—lB 1 a,ny lB
RATB) = lim p*(TB)

nkl

= lim — Y p*(T7'B
kililwnk;ﬂ )

K

~ lim + Y u“(B)

k—+-o0 N} =

1 np— 1
— lim — ‘ua,nk(B + Z ‘ual

k—r4-o0 N

ang (B — a,0 B 1 ™= 1
k—>+o0 ng k—>+oo Ny =0

)

Nos resta, portanto, mostrar que 1% € .Z(g).

Pelo Teorema Reverso dos Martingales (ver, por exemplo, Durrett (2010)), existe um

conjunto S C AS~! para o qual

— [—oo _
Ega [1({co=0b})[F ] (¢) "= Epa [[({co =b}) | 7=""] (e),
para fi%-quase toda c_L € S. A notagdo ﬁ:ll representa a sub-c-algebra de .% gerada por todas
as ocorréncias no intervalo [—1, —1].

Por hipétese, qualquer que seja ! suficientemente grande fi%([c”;]) > 0 para todo

=l e Y. Assim, podemos escrever

Epo [1({eo =b}) [ 7] (e) =

para todo c_, € Z; NS, jd que sobre nossas hipéteses [
Portanto,
= —1
e (e ] np))
lim — — =
e e ([e])
Desta forma, para concluirmos a prova do teorema € suficiente mostrar que

i B 1100
e ([ )

Epa [I({co =b}) ‘?g_l] (c), R%—quasetodoc_l € D NS.

g(c=Lb),
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para todo ¢_L € Dy,nsS.

Parai > |,

!
a —i g\i—l-1 il U\ T (i i oIk
- g (liran ettt ) Hesar o)
d-{! k=0
-1
=Y u ”<[d:f’1Dg<a:i;1djf*1c:,lb)Hg(a:,‘;ld:f 1 f§+k)
d—1-1 k=0

i ([C:II]) _ ; M qd:lg—q) l:Ig (a:f:ld:f_lc:fk) .

g (e ) = =8 e (e i)
[nzk lldzf"lualqd_l ID ( :ﬁ:ldjf_lc:}b> ,il:l;g (a:iZld:f ] l+k>+0(nk)

(3.10)

o ([e [’kzl ¥ e ([d:z?_l}> ﬁg (a:f:ld:f_l l+k> +0(nk)] 3.11)

i=l d—f 1 k=0

Uma vez que ¢_., € Y temos

varf (¢=L.) = sup {|g (d"Lb) =g (L) | :d) = c=}} =0,

“Led !

e, portanto, para a
g (a=td e ) — g (cmhb) | < varf (L) (3.12)

Por simplicidade, vamos introduzir a notagao

nkl

A(k,l,a_oo, -y Y uaz([d:lg—lbﬁg( —lgd :§+k>.

tldfl k=0



44 Capitulo 3. A Estacionariedade em cadeias de memdria ilimitada e de alcance varidvel

Aplicando as igualdades (3.10) e (3.11) e a desigualdade (3.12), temos, por um lado,

pem ([ey]nfel)
Wk([c:ﬂ) -
L [an lzd:f_]‘ua,i<[d:l{ 1}) ( Siclgle! _lb)H g<a:;—1d:il—1 l+k)_|_o(nk)]
= LA (kla:;, cZ) +o(m)]
| mlle(ete) —var (L)) (o ,- L) +o ()
= (A (K a=Le”L) + o0 (m)]

e, por outro lado,

e (] n) _ (e (o) +varf (2) At e=2) o (no)
pen ([e21])  ~ - [A(k aZl,c2l) +o(m)]

Assim, ao tomarmos k — oo obtemos

g (c:iob) —varf (c:i,) <

Logo, para c_L € P NS temos

Por hipétese, i (Z,NS) = 1, portanto para ji“—quase toda ccleAsTebeca

Ege [I({co=0}|.Z7=")] () =p (b|Z="") (c) = g (c_Lb).

g

Demonstragdo do Coroldrio 1. Uma vez que g € uniformemente nao-nula, existe € €
(0, %) tal que € < g < 1 — €. Portanto para qualquer c_}, € A<~ temos, para i > I,

d—!
:d§lua ([(T_id):‘)—l—lblﬁ)g( —i-lg- 1 1 —5+k>
>e Y uei(la]) = >0 (3.13)
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et (fe-f)) =we ([(re) )

- ¥ ([l ) et et

d:if—l k=0
<(1—¢g) ai ([a=1=1) = (1 —¢)',
( )El“ (Ja=']) = -
o qual implica em
l —an -1 lnk_l a,i -1 l
0<el <pm ([ef]) = ¥ ue([ef]) < (1-e).
i=0

Assim,

0<e <p([e7]) = tim g ([e7]) < (1-2)

e, portanto, i1“ ([c:i,]) =0.
Como %, C Asle, por hipétese, Z, € enumerdvel, podemos escrever
B (Zg) = ), B([ez]) =0.

T LED,

O

Demonstragdo do Coroldrio 2. Vamos provar este resultado para o caso em que a

|
v

sequéncias com mais simbolos é similar. Observe que, para qualquer [ > 1, .@é, c (A\{v}), em

que .@é ¢ o conjunto das sequéncias finitas de tamanho / composta por simbolos de A\{v}. Logo,

B(7) = lim g (7)< tim Y pe([e}]). (3.14)
e\

sequéncia finita v_ ' é composta por um unico simbolo, isto v € A. A extensdo para o caso de

Observe que,

nk—l

Y e ()= tim — Y Y a([e)))

k oo !
c“le(an{m)) ek i e e(lANY

R . R o
“dm Y Xy ([ ]) e (ke )
=0 le(apy) d=f! k=0

i’lk—l

— lim ~ Y ) u“([d:f*ID Y ﬁg(a_iold_flc_f+k) )

k—+oo Ny =0 ST _ 1 k=
=0 g~ cTre(|A\{v}) k=0
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em que

-1
Y [le(atlazte) = (3.15)

c (AN} #=0

_ Z Hg<a—, 1d11—5+k> Z g<—l 1d—11:11>

(AN - 1EA (1)

-2 ‘
=Y e(atat ) g (ot at )]

cTre(AN )T A=0
<(1— — A
<(l-¢) )3 []s(a- iy
2 I-1k=0
c_re(lAN{v})
<(1—¢).

A ultima desigualdade € obtida aplicando a mesma estratégia [ vezes. Desta forma,

nkfl

Y g%(c7)) < lim 1 Y (1-¢e)f <(1-¢).

_ k=4 g
cre(lANDY e

Portanto, por (3.14), i (Z,) = 0.
O

Demonstracdo da Proposi¢do 1 Procedendo exatamente como na demonstracdo do

Corolério 2 € suficiente provar que ) e Hk Og ( -l b] le l+k) € zero quando [/ diverge

-1

para algum a_. € A<~!. Para qualquer 6, temos para qualquer a__, e [ suficientemente grande

-1
Z Hg(ailb{) lc‘f“‘) < Z supHg( 6lc_§+k)

d_} ez} k=0 d-}legla k=
< (ePg(gg)M) ‘

Usando a suposic¢do da proposi¢do nés sabemos que P, (Z,) < 0, portanto, escholhendo 0 <
—P, (%) obtemos

[
lim (e”g(%)+5) —0

concluindo a prova da Proposi¢ao.
U

Demonstragdo do Teorema 2. Note que %, C {c:io cAs".y, (c:i,) = ~|—°°}. Como,
por hipétese, i1 (¢ < +e0) = 1, temos

A (Fg) < B (lr = +e0) = 1 = i (€7 < +e0) =,
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0 que prova que ¢ € .7 (g).

Agora, para provar a unicidade de 1%, observamos que para uma arvore de contexto T,

temos
varg( )<]1({€T( )>n}),

qualquer que seja ¢_L € AS~!. Johansson e Oberg (2008) provaram que, se para alguma g-

medida u temos

E/J < oo,

Y (var§)®

n>1

entdo essa € a unica g-medida. Assim, pelo teorema da convergéncia mondtona (ver, por exemplo,
Durrett (2010))

koo

g(var;‘;)zl = lim ZE“ [ rg)z]

<¢g;ZEu L({e > n})

=1 (¢
i 3Rt

= Epa [{r] < +oo.

Portanto, |.Z7 (g)| = 1.

([l
Demonstragio do Coroldrio 3. Sejaa”L, € A<~ tal que u® (¢ > i) "2 0. Entio,
B9 (Zy) < B (b = +2)
1 mj— 1
= lim lim — Il >
l—1>r—01—l°°k%1T°° ny, ZO H l)
mkfl I
= lim lim — su (b >1i) 30.
i—>+00 k—r+o0 My, J;O a:égfﬁ—l‘u ( T )
Portanto, pelo Teorema 1, .Z7(g) # 0.
0

Demonstracdo do Teorema 3. Supor que para qualquer sequéncia infinita a esquerda

a:io de simbolos de A temos

ik (ZH{ET > i} < +oo> =1

i>1
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implica que para algum a_,, i1 (¢ > i) 0, portanto, pelo Corolério 3, .#7(g) # 0.

Agora, para provar que u? é B-misturadora, comegamos observando que para qualquer

-1 -1

a”lec”l em A7 temos

g (a—Ldl 'b) — g (cZidi'b)| <T{t: (xZL) > n}, (3.16)

=d} . Portanto, se ¥~ I1{¢r (x_L) > i} < +oo para f1%-

quase toda x_! | a desigualdade (3.16) nos garante que

;bZA‘g LdiT'b) — g (cZLdiT'b) | < 4o,
i S

-1 <—1 -1
para todo x_,, € A="" tal que x_;

o que implica, pelo Teorema 2(iii) e Teorema 1(i) de Gallesco, Gallo e Takahashi (2018) que

existe uma unica medida invariante por translacio, a qual denotamos por p, e além disso,

lim sup |u“(B)—pu(B)|=0

imteo pe g>i
paratodoa”! e c”! em A1 em que .#>' ¢ a 5-dlgebra gerada pelo processo X apds o instante
i. Logo,

ngmBZli}l, u®(B) —u(B)| =0,
desde que

sup |1 (B) - (B)| < /A sup | (B) — u® (B)| (db).

BeZ2i STl pegzi

Portanto, pelo Coroldrio 2.8(ii) de Tong, Handel e al. (2014) concluimos que p é também

B —misturadora.
O

Demonstragdo do Coroldrio 4. De acordo com o Coroldrio 1 de Gallo e Paccaut (2013)
se gr(t) <[1—(JA|—1)g]™", 0 < & < 1/2, entdo .41 (g) # 0. Nos resta entdo provar as outras
afirmagdes, i.e., unicidade e B-mistura da medida invariante compativel com g. Neste sentido, ob-
servamos que 7" := {x:|1x| | < n} U {x:,l1 A (x:io) = oo} C 2%, entdlo é suficiente provar

que

1imsup|r”|l/” <[1—(A|-1e = Y sup i€ (¢r (x:lo) > i) < oo, (3.17)

i>1q”!

—oo

uma vez que o ultimo termo implica, pelo Teorema de Borel-Cantelli (ver, por exemplo, Durrett
(2010)), em } ;> I {ET (x:i,) > i} < oo para fi%-quase toda x_L € AS7!. Assim, pelo Teorema
3, concluiriamos que existe uma unica medida invariante compativel com g e essa medida é

B-misturadora.
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Neste sentido, vamos provar (3.17). Observe que, por hipdtese, para qualquer 0 < o < 1

existe Ng tal que para i > Ny temos | 7" < [1 — (JA| — 1) 8]7'1(17“). Portanto,
ae (¢ (x:io) >i) = Z Z’% i (v)
<Y Y (- (Al-De)
n>iyegn
=) [7"[[1-(|A]-1)e)"
<Y (= (Al=1D)e " 1 — (A - De)”
— Y1 (JA] - el
1-¢ ia
= (T) [1—(|A]—1)€]"™.

Observe que a ultima quantidade € independente de a”le, portanto,

Esupit (6 (r-2) > ) <Nat ¥ (155 ) 1= (- el < o

i>la”l i>Ng
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CAPITULO

LIMITES DA CONCENTRACAO PARA
INFORMACAO DIRIGIDA EMPIRICA

Entender como os sistemas neuronais codificam, computam e transmitem informacoes
¢ fundamental para entender a funcdo cerebral. Portanto, é natural analisar a interacdo entre
componentes do cérebro usando a teoria da informacao, uma ferramenta estatistica projetada para
quantificar informacdes. Inspirados pelo trabalho de Cai et al. (2017) que utilizam a informacao
dirigida para medir as influéncias causais entre sequéncias de disparos neuronais a fim de inferir
conexdes sindpticas, é que apresentamos, neste capitulo, a terceira contribuicao desta tese: limites
da concentracdo para a estimagdo da informacao dirigida no contexto de cadeias estaciondrias,
com valores em alfabetos finitos, cuja distribuicao € uma g-medida. O método utilizado para

obter os limites da concentracao € baseado na desigualdade exponencial para fungdes Lipschitz.

4.1 Motivacao

Neurociéncia € o estudo cientifico do sistema nervoso. Pesquisas nesta drea tem crescido
significantemente durante a segunda métade do século XX, principalmente devido aos avangos
em biologia molecular e neurociéncia computacional. Este fato produziu uma grande quantidade
de dados e uma série de novos problemas foram revelados, os quais tem permitido estudar o

sistema nervoso em todos 0s seus aspectos.

Neurdnios sdo células excitdveis especializadas em comunicagao, i.e., elas sdo capazes
de se comunicar com outros neurdnios e outros tipos de células através de juncdes especializadas
chamadas sinapses, nas quais sinais elétricos podem ser transmitidos de uma célula para outra.
Esta atividade ¢ manifestada por variagdes locais do seu potencial de membrana, em outras
palavras, variagdes da diferenca em potencial elétrico entre o ambiente intracelular e extracelular.
Essas variacdes sao chamadas potenciais de acdo e sdo causadas pela mudanga de ions, que se

movem através da membrana, da regido mais ionizada para a menos ionizada. Potenciais de
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acdo em neurdnios sdo também conhecidos como impulsos nervosos ou disparos, e a sequéncia
temporal dos potenciais de acdo gerados por um neurdnio é chamada de trem de disparo neuronal.
Na Figura 5 (de Moya (2011)) € possivel ver como a propagac¢do de disparos ocorre ao longo da
estrutura de um neurdnio, dos dendritos até o soma (corpo celular), e do soma até a sinapse, via
o axon. O sistema nervoso, consequentemente, emerge dessas conexdes entre neuronios.

‘7 Dendrites

\

N / Cell body
4 -y S / 5

Z L Y N ’
~ f JQ—e—Nucleus PR e
> o | 2 r oo
e / < Signal Synapse 4/
A \ = direction £
/ | “Axon hillock pAxon ——> | S
b 5 . S S g ‘\E a
X Ve oy RS

Presynaptic cell Synaplic-ﬁ ,}‘ =
Myelin sheath  terminals >~ Postsynaptic cell

J 7

7/ i

/

Figura 5 — Propagac@do dos disparos ao longo da estrutura de um neurdénio (MOYA, 2011).

Ferramentas matemdticas foram empenhadas para entender e acompanhar o progresso da
neurociéncia. Neste sentido, um modelo de neur6nio é uma equagao ou um conjunto de equacdes
que descrevem a evolucdo do potencial de membrana do neurdnio e, possivelmente, varidveis
adicionais, de forma que a modelagem € biologicamente plausivel, matematicamente tratavel
e numericamente eficiente (CESSAC, 2010). Aparentemente, dados neuronais assumem certa
aleatoriedade. De acordo com Buesing ef al. (2011), dados experimentais sugerem que neurdnios,
sinapses e sistemas neurais sdo inerentemente estocdsticos, uma vez que os estimulos externos
interferem apenas na atividade altamente estocéstica do disparo espontaneo de redes corticais de
neurdnios. Além disso, durante um dado periodo de tempo diferentes sequéncias de disparos
poderiam ter ocorrido e o fato de uma tinica sequéncia em particular ocorrer em meio a todas
as sequéncias possiveis sugere uma estrutura probabilistica para a descri¢do matematica e o

tratamento de fendmenos neuronais.

A atividade neuronal é manifestada pela emissido de sequéncias de disparos elétricos
geradas por excitagdes vindo de outros neurdnios ou de fontes externas. Neste sentido, podemos
considerar uma sequéncia temporal deterministica e finita {7y,71,...,%,} para os instantes de
ocorréncia dos disparos em um dado intervalo de tempo (0,7] CR,emque 0 <1y <t} < ... <
t, < T. Além disso, € util considerar os tempos de ocorréncia de disparos com um certo grau
de acurécia Ar. Para um Ar suficientemente pequeno, geralmente da ordem de milisegundos
(ms), a sequéncia de disparos pode ser representada por uma sequéncia bindria x de tamanho
T /At composta de 0’s e 17s, tal que, para cada i =0, 1,...,n, x; = 1 se um disparo no intervalo
(iAt, (i + 1)Ar] foi observado, e x; = 0 se ndo observou-se disparo. Esta sequéncia de 0’s e 1’s é
o que chamamos de trem de disparos neuronal. Na Figura 6 (de London, Shcreibman e Segev
(2002)) € possivel ver a atividade neuronal representada sobre um tempo discretizado com

At = 25ms, de forma que a sequéncia bindria representa um trem de disparos neuronal.
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| Binned output

1000D000010100001010010010000010100010
200ms

20mV

Figura 6 — Atividade neuronal sobre um tempo discretizado com Ar = 25ms.

Neste contexto, seja .# um conjunto enumeravel de neurdnios, assim para cada neurénio
i € . consideramos uma varidvel aleatdria bindria X,(i) para indicar se o neurdnio i dispara ou
ndo em Ar. Neste trabalho, estamos interessados em quantificar a informacao que flui de um
neurdnio para outro, entdo vamos considerar |.#| = 2 e denotamos 0s processos estocdsticos
associados a cada uma das sequéncias de disparos neuronais como X :={X,:t € Z} e Y :=
{Y; 1t € Z}, respectivamente. Na neurociéncia, tais processos estocdsticos tem sido utilizados
envolvendo uma descricdo Markoviana ou como uma cadeia de memdria de tamanho varidvel.
A primeira descri¢do tem se mostrado inadequada, como mostram os trabalhos de Friston ef
al. (2010);Truccolo, Hochberg e Donoghue (2010) e Cessac (2011b), enquanto modelos com
memoria de tamanho varidvel tem sido bastante usados recentemente, como € afirmado em
Galves e Locherbach (2015)

Um sistema neuronal biolégico tem a seguinte caracteristica. E um sistema com um
alto niimero de componentes interagindo (aproximadamente 10'!), os neurénios [...].
A probabilidade de disparo de um dado neur6nio depende da atividade acumulada
do sistema apds seu ultimo tempo de disparo. Isto implica que o sistema € nao-
Markoviano. A evolugdo temporal de cada neurdnio parece uma cadeia estocastica
de memdria de tamanho varidvel, mesmo a influéncia do passado sendo, na verdade,

de ordem infinita.

As medidas baseadas em entropia comecam a ser aplicadas em neurociéncia logo ap6s o
trabalho de Shannon (1948) e vem sendo utilizadas desde entdo. No recente trabalho de Cordeiro
et al. (2019), os autores apresentam um estudo sitematico sobre as principais contribui¢des

da teoria da informagdo na neurociéncia, as quais permitem desde o estudo da capacidade de
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transmissdo de informacao entre as células nervosas até a inferéncia da conectividade de redes

neurais bioldgicas através da gravacdo dos impulsos elétricos.

Neste trabalho, vamos, entdo, considerar X e Y como sendo com memoria de tamanho
varidvel e a Informacdo Dirigida, que € uma medida baseada em entropia, serd utilizada para
inferir a quantidade de informacdo que flui entre dois disparos neuronais, de forma que com infor-
magdo queremos dizer tudo que reduz a incerteza. Em outras palavras, quanto mais informacao,

mais padronizada ou estruturada a sequéncia tende a ser.

Enquanto a atividade neuronal pode ser observada diretamente, as interacdes entre as
estruturas neuronais podem somente ser inferidas a partir dos dados. Cai et al. (2017) propdem
estimar a informacdo dirigida em pequenas redes neurais a partir de arvores de contexto maximi-
zadas (ver, O’Neill et al. (2012)) com base no estimador KT das probabilidades condicionais
(ver, Krichevsky e Trofimov (1981)). Neste trabalho, entretanto, realizamos a estimacgdo da
informacdo dirigida a partir de estimadores empiricos. Primeiro, por ser um estimador simples e
intuitivo, segundo porque a informacao dirigida é uma fungdo da entropia cujas propriedades
estatisticas foram bastante estudadas (ver, por exemplo, Chazottes e Gabrielli (2005) e Chazottes
e Maldonado (2011)).

4.2 Medidas baseadas na Entropia de Shannon

Entropia € uma medida que quantifica a desordem de um sistema e/ou a incerteza de
um evento. Do ponto de vista fisico, o conceito de entropia estd associado tanto ao grau de
desorganizacdo da matéria quanto a tendéncia dessa desorganizagdo. Shannon, por outro lado,
define a entropia como a medida da informac¢@o de uma dada mensagem, a qual estd relacionada

com a frequéncia dos simbolos que foram transmitidos (SHANNON, 1948).

Seja u uma medida invariante por translacdo compativel com uma g-funcdo ge X o
processo estaciondrio correspondente. A entropia de X associada a blocos de tamanho k é

definida por

H(xt) == L w([et] oen [ei])

alf cAk

Essa medida captura quantitativamente as correlacdes de alcances menores que k, em contraste
com a entropia simples H(X) = H(X;) a qual ¢ sensivel apenas a frequéncias dos diferentes

simbolos de A.

Na literatura, um dos parametro que temos interesse € a taxa da entropia, cuja existéncia,
para processos estaciondrios, € garantida a partir de propriedades da entropia condicional, a
qual fornece uma ferramenta conveniente para estabelecer alguns resultados essenciais a teoria

desenvolvida neste capitulo. A entropia condicional de X associada a blocos de tamanho k é
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dada por
k

H (Xk‘Xlk—l) — _aqg’;ku ([d;])log%.

Note que H (Xk )X{‘_l) =H(X{)-H (Xlk_l) para todo k > 2. Como u é uma g-medida e

0<H (Xk ‘X{"l ) <H (Xk,l ’X{"Z ), a existéncia da taxa de entropia i(X) é garantida como
sendo o limite .
h(X) = lim H (Xk ‘X{“l) i P
—oo k—ro0
Um objetivo € entender, a partir da gravacao dos impulsos elétricos gerados por dois
neurdnios, as relagdes casuais existentes entre os disparos observados. Segundo Wiener (1956)
uma melhoria na previsao do futuro de um processo estocastico Y a partir de informacdes do
passado de um processo X € vista como um indicativo de uma interagdo casual de X para Y.
Essas interagOes casuais através das estruturas cerebrais sdo chamadas de conectividades efetivas

(FRISTON, 1994).

Virias medidas de relagdes casuais existem. Estamos interessados na informagdo dirigida,
uma medida da Teoria da Informagao proposta por Massey (1990) que mensura a conectividade
efetiva. Se X e Y sdo dois processos estocdsticos, entdo a informagdo dirigida de X para Y

associada a blocos de tamanho k € definida como

k . . .
1(xtov) =Y [ (] ) -1 (vl 'xd) ]
=1

emque H (Y, |Y)):=HY),H(Y1 |Y)X))=H (Y1 |X1) e

1y il Y ([aﬂ " [b{D
1 (v xf) == ¥ v([af] n[p]] )10z A
([ ™))
bl cAl
com Vv sendo a distribuigdo estaciondria do processo bivariado (Y,X) := {(¥,,X,) : n € N}.
Portanto, / (Xlk — Ylk) mensura a quantidade de informacado que flui de uma sequéncia de
disparos neuronais a outra e, naturalmente, incorpora informagdes direcionais e dindmicas, pois

€ assimétrica e baseada em probabilidades de transi¢ao.

Uma das contribui¢des deste trabalho € a proposta de um limite superior para probabili-
dade de concentracdo de um estimador da informacdo dirigida em torno da sua taxa. A taxa da

entropia de informagcdo dirigida é dada por

I(XF—vk 1 & . e
I{lg%:g&—x [H(Yj‘YIJ 1)—H(Y,~(Ylf IXIJ)}:h(Y)—h(Y|X)::I(X—>Y),
=1
em que

A(Y[X) = lim H (ijyl"—l,x{‘”) :

¢ a taxa de entropia condicional (ver, por exemplo, Haruna e Nakajima (2013)).
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4.3 Estimadores Empiricos

Dada uma amostra x{ := (x,...,x,) € A" de um processo estaciondrio a tempo discreto

X :={X, : n € Z}, definimos as medidas empiricas por

k LS e _ g
(I x”)::— I<’- = ),kEN.
My (al\ 1 n—k+1 & X ay
Em outras palavras, fi; é obtida deslizando uma janela de tamanho k ao longo de x} e contando o

nimero de vezes que a’f € visto nesta janela e depois dividindo esse valor pelo nimero maximo

de vezes em que a]]< pode ser observada em x/. Se x} e k < n estdo fixados, entdo a frequéncia
relativa define uma medida de probabilidade fi; ( ’x’f) sobre A, chamada distribuicdo empirica

da sobreposicdo de blocos de tamanho k.

De forma andloga, dada uma amostra 2} = (x},y}) = ((x1,1),..., (xn,yn)) EA" x A" de
um processo bivariado estaciondrio a tempo discreto Z = (X,Y) := {(X,,,Y,) : n € Z}, definimos

as medidas empiricas por

1 n—k+1

Vick (“lfblf My'f) = & ! (xf”"l =df yi = b}f) , keN.
i—=1

1

No caso em que z| € k < n estdo fixados, Vy x ( |z’f) define uma medida de probabilidade sobre
AR x A¥, 0 qual denominamos distribuicdo empirica da sobreposicdo de dois blocos de tamanho
k.

Agora podemos definir os seguintes estimadores empiricos.

Defini¢ao 11. Seja x| € A" e y| € A" amostras dos processos estaciondrios a tempo discreto
X:={X,:n€Z}eY :={Y,:ncZ}, respectivamente. A entropia empirica associada a blocos

de tamanho k é definida como

Ay (Xf> ==Y [ (alf |x’1’> log fiy (alf |x'f> :

all‘ CAK

A entropia condicional empirica associada a blocos de tamanho k € definida como

7 k
Ag (4[xE ) = 8 (af ) 1og 2L
akeAk ,ak—l (alfl ‘xﬁ‘)

A informacdo dirigida empirica associada a dois blocos de tamanho k € definida como

k
N k kY . A i—1 A i—1 ;
I (xf=rt) = 1 I[Hyi’(yf‘ylj ) =By (1 Xt ).
]:

em que
N k—=1pk | n.n
. Vi—1.k <a1 by ‘x1y1>
Ay (ijyffl,xffl) == Y (a’f’lb'f iyt ) log -

k—17k—1 '
aiteak! Vi—1,k—1 <a1 by M’J’f)
bheak
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A entropia empirica associada a blocos de tamanho k converge para a taxa de entropia
conforme o tamanho dos blocos e da amostra aumentam (ver, por exemplo, Shields (1996)), ou
seja,

o He(X))
lim lim ———= = lim
k—soon—ro0 k= k

=h(X). 4.1)

Podemos, entretanto, tomar um limite tnico em (4.1) ao escrevermos k como uma fungao

de n e impormos que, para todo n > 1, k(n) < ﬁ Assim, se k(n) — o quando n — oo, temos

A k(n)
i B () )
noe k(n) ’ ‘

para u-quase toda x (ORNSTEIN; WEISS, 1990). A entropia H (X{‘) € concova em U e atinge

seu valor maximo em log |A|, logo #(X) < log|A| e, consequentemente, podemos tomar

logn
k
() < log|A
Como X é estaciondrio, pode-se mostrar (Shields, 1996) que, se k(n) < 1;Q/€4| logn, para
qualquer € € (0, 1), entdo
. ~ k(n)—1Y\
lim Ay (X X177 ) = n0x), (43)

para [1-quase toda x.

1—¢
log|A|

Desta forma, como X e Y, sdo processos estaciondrios se k(n) <
€ € (0,1) temos, por (4.2) e (4.3),

lim
PR k)

logn, para qualquer

= h(Y)+h(Y|X)=1(X —>Y), (4.4)

para v-quase toda z.

4.4 Propriedades de Concentracao do Estimador

Sejam A um alfabeto finito e F : A" x A" — R uma fun¢ao mensuravel. Vamos definir a

variacdo de g em i por
SiF :=sup{|F (z}) —F (w)| :2z; =w;, Vj#i}

e, entdo, a norma /2 (NZ) desse operador é dada por

I8F ey = ¥ (3F)°.
=1

n
1=
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Quando ||6F ||§2(N2) < +oo, F é dita ser Lipschitz separdvel. Podemos dizer que a concentragdo

de F em torno da sua média é do tipo exponencial se para todo ¢t > 0

22

u{|lF —E,[F]| >t} <2exp| ——5—
I -Ealrlf 2o} D[8F |17 e

, 4.5)

em que a constante D é obtida através do supremo da norma /> (Nz) da matriz de acoplamento.

A matriz de acoplamento de X é uma matriz triangular superior DX definida para i, j € N por

DX =1

u ?
o (@) ()
D{iﬂ' = maX fiab {Xi+j & Xi+j} )
em que Xk(a) = k(b) para todo k < i, Xi(a) =a#b:= Xi(b) e P;’fl » € 0 acoplamento méaximo (ver,
Lindvall (2002)) entre X (@) ¢ X®) Neste trabalho, assumimos que

=012 ~ 12
D:=|Dllam = sup |Dullpqy) <+,
uel*(N)

”quZ(N):l

em que D; j := supy D;Xj para todo natural i e j.

Agora estamos prontos para afirmar os principais resultados deste capitulo.

Teorema 4. Seja Z = {(X,,,Y,) : n € Z} um processo bivariado estaciondrio compativel com
uma g-funcdo regular g com taxa de continuidade somavel e D > 0 a constante que aparece em
(4.5). Desde que k(n) <
en>?2,

£
2log[A] logn e p seja uma g-medida, tem-se, para todo € € (0,1),7 >0

& k(n) k(n) & k(n) k(n)
Ln X —Y, Ln X —Y 2
I z1< 1 1 ) _E, zl< 1 1 ) > SzeXp(_C(n)Ft )’ 46)

k(n) k(n) ogtn

e logn 1 _ e logn 1 log? |A|
Cln):=(1- =) (n'-2 - e )er= .
em que C(n) ( 2log|A| n +n> (" 2log|A| nZ +n25> © 36D

A informacao dirigida ¢ uma medida baseada em entropia que tem muita semelhanca
com a informag¢@o mitua sendo que uma das diferengas € levar em conta uma parte casual de X
ao longo da histdria da sequéncia Y em anélise (CAI ef al., 2017). Um interesse natural € estudar
como o estimador empirico da informacao dirigida se concentra em torno da sua taxa, ja que

essa ¢ uma medida comumente usada na pratica por ser limitada pela maxima entropia.

Teorema 5. Seja Z = {(X,,,Y,) : n € Z} um processo bivariado estaciondrio compativel com

uma g-funcio regular g com taxa de continuidade somdvel e D > 0 a constante que aparece em
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logn

2log|A|
t > 0 e para todo n suficientemente grande

(4.5). Desde que 0 < ITI\’ k(n) < e U é uma g-medida, existe ¢ > 0, tal que para todo

I (X()%Yl()) c C(n)I't?
—I(X—=Y) >t+ <2expy — , (4.7
g k(n) ( ) nl-y_logn L p{ 10g4n} @7
em que
1 logn 1 1— 1 logn 1
Cn)=|1-———"+- v — — 4+ —
0= (gt ) (7 g )
! r._ log’|A]
1+ _log|A| © " 36D
Tog(1/6)

Observacao 5. Com os limites de concentragdo podemos obter intervalos de confianca com
probabilidade de cobertura maior ou igual 1 — & fixando em « € (0, 1) os limites superiores
dos limites de concentragcdo. Neste caso, necessitamos de uma amostra das sequéncias de
disparos dos neurdnios em andlise e a partir deles estimar o valor de D, o qual, quando (X,Y)
pode ser simulado perfeitamente €, pelo Corolario 1 de Gallo e Takahashi (2014), menor ou
iguala (1+E [9])2 se o tempo de espera 0 até o acoplamento dos processos no procedimento
de simulagdo perfeita € finito. Uma vantagem do uso de técnicas de inferéncia baseadas na
informacdo dirigida no contexto da neurociéncia esta associada com sua robustez com relacio a

nao-linearidade dos sinais elétricos trocados entre sequéncias de disparos neuronais.

4.5 Demonstracoes

Demonstragdo do Teorema 4. Para a demonstracdo do Teorema 4 serdo necessarias

algumas proposicdes e lemas, as quais enunciamos a seguir e demonstramos no final desta se¢ao.

Proposicao 2 (Propriedade da Informacgado Dirigida). Para qualquer £ > 2 temos

I S
1(xf =) = Yr(xd ) = L (x ), (4.8)
= =

1(x0¥) =n (x{) +1 (v)) 1 (x{.¥] ) e
1(x0 ) =n (xf)+ 1 (v) — 1 (X

sdo, respectivamente, a informacdo miitua entre as sequéncias X]] e Y]j e a informagdo miitua entre

em que

as sequéncias X; e Y]~ ' Aqui, H (XJ Y/ ) e H (le Y/ _1> representam a entropia conjunta

entre duas sequéncias, cuja defini¢do € dada por

H (X{"Y') an w (TN i) log u (k] N[
B4

quaisquer que sejam os inteiros positivos m e n.
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Lema 1 (Limite da concentragdo para entropia conjunta empirica). Seja Z = {(X,,Y,) :n € Z}
um processo bivariado estaciondrio compativel com uma g-fun¢do regular g com taxa de conti-

E
nuidade somdvel e D > 0 a constante que aparece em (4.5). Desde que k(n) < 21—|A| logne u
0g

seja uma g-medida, tem-se, para todo € € (0,1),>0en > 2,

A k(n)y, k(n A k(n), k(n
Hn <X1( )Yl( )> E Hy (Xl( )Yl( )> N C(n)t? 4.9)
- k(n) == ~ 4Dlog*n)’ *

e logn 1 e logn 1
Cn):=(1- OB L T (it osn,
em que C(n) ( 2log|A| n * n) (n 2log|A| n?¢ * n25> ©

Ay (X{C v > =) s (a]fblf) log i i (a]fblf> :

Demonstragdo. Dado qualquer inteiro k > 1, considere a fungdo F : A” x A" — R definida por
F(2) = F (i) =l (xF = vf).

Pela Proposicao 2 sabemos que

Assim, definindo Fy (2}) == Yi_; L (X{;Y{) e B (zf) =Y I (X{,Ylj_l> temos, para

quaisquer amostras zj € A" x A" e w| € A" x A" e paratodoi=1,...,n, que
§F = sup{|F ()~ F W])| :zj=w;. ¥ #i}

emque z; = (xj,yj) eEw; = (uj,vj) para qualquer j € Z.

Nos calculos a seguir utilizamos a notagdo .7 para representar a hipétese sobre a qual
tomamos o supremo na igualdade anterior e usamos a identidade fzrlz (Xf ;Ylk) = I:Iyrlz (Ylk) +
4 k 4 kyk
Hyy (Xl) — Hy, (X1Y1 ) :
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&:F < sup{|Fi(z) — Fi (Wh)[} +sup{|F2 (z}) — F2 (W)}

= sup[IF () = O]+ [F2 0) = B (1
k
3

sup Iy (X7:7{ )~y (X{: YJ> Iy (X/sx{ ™) =y (x|
j=1
K . | . .
=2y sup|fy (X]) — g (X]) |+ Z sup ’Hy? (/) -1 (7))
j=1 j=1 7
K - & . .
+ Y sup | (Xs¥! ) = By (Xsx{ )|+ Y sup Ay (v)) = Ay (7 1)]
-1 A j=1
K - -
+ Z S;l;) I-AIZ»; (XIJ;YIJ*I) —ﬁw'} (X{;Y{*l)‘

<

2k 2 Lyl 2 Ly =1
<5)4| Ay (X{v{") =y (Xsx{ 1),

n—k+1

em que a ultima desigualdade segue do Teorema 4.1 de Chazottes e Maldonado (2011), da

demonstracdo do Lema 1 e do fato que j < k.

Nosso objetivo agora é encontrar um limitante superior para

k

A ivi-1\ 7 il
Y sup |y (X/5v/ ") — Ay (x{2v7 7))
j=1 7

independente do valor i. Todavia, € suficiente encontrarmos esse limitante para

z Y sup\u( it toght (afb] " ivt) — it (afb] ™ |uiv; ) 10g ft (afb] vy

Y

JbJ 1 l
(4.10)
em que
Jj—1 1 n_frl i+j—1 J.iti—2 j—1
.- 1(“ by |X1Y1>' — ]I(x. =apy; T T=b >
n—j+1 = ! !
e
| 1 nfl =1 =2 g
g (alp] vy ) o= Y T (W =l =),
_J+1 = l 1

Neste sentido, segmentamos o problema em trés casos e em seguida, a partir de constata-

¢oOes algébricas, encontramos um limitante uniforme em i.
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1. Para 1 <i < j: As parcelas que podem ser diferentes nas somatérias que definem

. Jpi—1 n i Jpi=l, non\ o5 P
i1 (alb1 ‘x’l’yl> eflji1 (alb1 |u1vl> sdo aquelas que dependem dos i—ésimos

elementos das sequéncias x| e u} ou das sequéncias y} e V], i.e.,
i . j—1 i+j-1 J.iti—2 i1
]I()cl—a1 —b >+ +]I( —al,yl =D

£
I <u{ —a{,vl —bj ) +.. +]I< i+j-l a{;viﬂ 2 —b{_]) )

Como x; # y;, as somas acima diferem no minimo em 1 unidade ¢ no maximo em i

unidades. Logo, a maior diferenca absoluta entre tais somas € i. Desde que as parcelas

remanescentes sdo as mesmas tanto para amostra zj quanto para a amostra wy, podemos

definir como @ o valor da soma restante. Neste contexto, concluimos que a expressao

(4.10) pode ser limitada por

k . .

: o o o o
YA — 1og( . )— + 1og( 7 )]
i n—j+1 n—j+1 n—j+1 n—j+1

. Para j+1 <i<n—j+1: As parcelas que podem ser diferentes nas somatdrias que

definem fi; ;i (a{b{_l ‘x’f, y’f) efljj1 (a{b{_l ‘u’fv’f) sdo aquelas que dependem dos

i—ésimos elementos das sequéncias x| e u} ou y| e Vi, i.e.,

i - i—1 . j-1 i+j—-1 __ j. i+j-2 __ 4j-1
]I(l]_H al,vl 1= by >+'~'+H<”i =ap;v; = b

Como x; # y;, as somas acima diferem no minimo em 1 unidade ¢ no maximo em j
unidades. Logo, a maior diferenca absoluta entre tais somas € j. Desde que as parcelas
remanescentes o as mesmas tanto para amostra zj quanto para a amostra w, podemos
definir como f o valor da soma restante. Neste contexto, concluimos que a expressao

(4.10) pode ser limitada por

k . .
Z A% ﬁ log( ﬁ )— ﬁ+] log( ﬁ+] ) :
= n—j+1 n—j+1 n—j+1 n—j+1

. Paran— j+42 <i<n: As parcelas que podem ser diferentes nas somatdrias que definem

- -1 N ' 5 —&si
Qi1 <a{b{ ‘x’{y’f) efljj1 (a{b{ |u1v1> sdo aquelas que dependem dos i—ésimos

elementos das sequéncias x| e u} ou y] e v{, i.e.,
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i RSN DU A R B _ .1 gj-1
I (xi—j+1 =apYi_j = b ) +e (’CZ—J'H = a1 Y- jp1 = b )
i —_ ). j—1 _ . _ i1
H( Ui j1= al’ i— j+1 b >+ +H< Up_jr1 = al’ n— j+1 b )
Como x; # y;, as somas acima diferem no minimo em 1 unidade e no maximo em n—i-+ 1
unidades. Logo, a maior diferenca absoluta entre tais somas € n —i+ 1. Desde que as
parcelas remanescentes sd30 as mesmas tanto para amostra zj quanto para a amostra w,

podemos definir como Y o valor da soma restante. Neste contexto, concluimos que a

expressao (4.10) pode ser limitada por
——1——bg ! - yf] log yf] :
n—j+1 n—j+1 n—j+1 n—j+1

Em cada caso, o, f ¢ ¥ representam a menor soma remanescente, i.e.,

k
Y AP

J=1

Além disso, para quaisquer par positivos de inteiros £ e j tal que 0 < ¢ < n— j temos
14 14 l+j 0+
L g (—— ) - g (L
n—j+1 n—j+1 n—j+1 n—j+1
:(
£+j1 (—j+1) L 1 < l )
= 0 0
1 e\ it n— i1 S\n_ 11
B o —Jj+1\ 12 o n—j+1
Ta— 1 8y n_jt1 e\ )
l l 04 ey
—log . - .
n—j+1 n—j+1 n—]+1 n— ]+1
C+j (n—j-l—l) 14 (n—]-i- )
= - log -
n—j+1 0+ n—]—I—l

l ¢ (4 —j+1
—1lo . >+ + bg(n I )
n—j+1 n—j+1 n—j+1 l+j
_|_
l+j
—j+1 —j+1
Como log (%) <log (%) segue que
J
l+j n—j+1 l n— ]+1
< ——log
n—j+1 12 n—]-l—l

J

< —)——1 .
< o)
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Portanto, para todo i = 1,...,n, a expressao (4.10) pode ser majorada por

Z|A|Zf L log(n)

o qual € tal que

k ) .
Y 147 Liog(n) < |A ! logn.
n

j=1 n—k+1
pois j < k.

Desta forma, se definirmos F; := I:Is’l’ (XIJ ;Ylj 71) com s7 € A" x A" temos que

k2
§F < AP 5 jogn,
n

—k+1

paratodoi =1,...,n. Logo,

SF <5|A1* logn + A1 logn

n—k+1 n—k+1

< 6lA[* logn.

n—k+1
Portanto,

I8F (|7 = OTF + 8 F +...+ 8;F < 36|A|* K*log*n.

(n—k+1)32

Aplicando o Teorema 5 de Chazottes et al. (2006) temos

S k(n k(n S k(n k(n
Iy (XK s y) = (xk 5 yi) g
k(n) g k(n) B

2 2
S 2exp _%
4D||6F |72

<2exp

2

 144D|A 0 ) ik (n) (log )

logzn
logn, com € € (0,1), segue que |A|*) < p2€ [ 2(n) < —=— ¢

_(n—k(n)—H) §_<1_ £ logn+l) (n1—2e_Lloﬂ+L> := —C(n). Por-

n2etl 2loglA| n n 2log|A| n?€  n2¢

Tomando k(n) <

tanto, para todo t > 0,

k(n) k(n)

~ k k ~
Iy (X1 > ¥ ™) o | (% = ¥) Ao, C(n)Ie?
H k(n) He k(n) =h( == log*n )’
log? |A
emquel := LH [

36D -
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Demonstragdo do Teorema 5. Para a demonstracdo do Teorema 5 serdo necessarios dois
lemas, os quais enunciamos a seguir. O Lema 3 demonstramos antes de apresentar a prova do
Teorema 5, pois elementos de sua demonstracao serdo necessarios durante a prova deste teorema.

O Lema 2, por outro lado, ¢ demonstrado ao final desta secao.

Lema 2. Seja Z = {(X,,,Y,) : n € Z} um processo bivariado estaciondrio compativel com uma

g-fungdo regular g com taxa de continuidade somével e D > 0 a constante que aparece em (4.5).

E
Desde que k(n) < 2iogA| logn e u seja uma g-medida, tem -se, para todo € € (0,1),¢>0¢e
0g
n>?2,
A k(n)—1 ok A k(n)—1 ok C(n)I't?
u{ Hy (Yk(,,) Y, (n) X; (n)) E, [Hzl (Yk(n) Y, (n) X] (M)H > t} < 2exp (— li)g)4n ) ,

4.11)

e logn 1 B e logn 1 log? |A|
Cn)=1(1- — -2 __ % o, — =
em que C(n) < 2log|A| n +n) (” 2log|A| n% n28> © 4D

ykn)-1 X{c(n)) — Ay (Y{‘(”) X{c(n)) iy (Y{‘(") Xf(n)—l) '

€

Ay (Yk(n)

Lema 3 (Limite da concentracdo para entropia condicional a dois blocos diferentes). Seja
Z = {(X,,Y,) : n € Z} um processo bivariado estaciondrio compativel com uma g-fungéo regular

g com taxa de continuidade somdvel e D > 0 a constante que aparece em (4.5). Desde que

0 < |j\—|, k(n) < %ﬁ\l e U seja uma g-medida, existe ¢ > 0, tal que para todo ¢ > 0 e para todo n

suficientemente grande

2
H{ k(n)qxfc(n)) (Y \X)’ >4 c } < 2exp{_C(n)l"t }7
Y

HZ’f (Yk(") Y nl—v _ k;ﬂ + % 10g4n
4.12)

em que

1 logn 1 1 1 logn 1
Cn)=11- — - - —t —
(n) ( log|A| n + n) (n log|A| nY + n7> ’

1 e T log? |A|
1. loglA] 4D
1 Tog(i/0)

Demonstracdo. Dado qualquer inteiro k > 1, considere a funcdo F : A” x A" — R definida por
F (&) = F (4.5) = Ay (4] v 'xt).
Pelo Lema 2, temos

k
§F <20APF—
n_

1 4.13
RN (4.13)

paratodoi=1,...,n.
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Além disso,

n fg i (af B | Xy
F(Z):=-Y .ukk(albl |x1)’1>108 }11 !
akeak D je— 1<ab }X”M)
b’;eAk
k pk
. non Qi (b | Xy
= - Z M (a]fb]f |x1y1>log ( |11 1)
akeak Qe -1 (a b |x1)’1)
bkeak
k pk
b
+ Y Mk <a]fb]f M)’?)log%
akeak u ([albli })
bheak
k pk
u(laib
= ¥ e (it et ) tog (klkl}l) :
akeak .u([albl })
bheak
Definindo,
k pk
b}

A (i) =— ) Hkk<a1b1 |x1)’1> - e klflyl)
akeak Mk k—1 <a1b1 |x1y1>
b’]‘eA"

k pk
b
+ Y Mk (alfb]f Mﬂ)log—u([zlkl}l) ;
akeak u ([albli })
bheak
obtemos
u([arpt])
F(Z)=— Y fx (albl ’x1y1> + A (x5yh).
dent u([ )
bheak

Podemos reescrever Ay (x’l‘;y’f) da seguinte maneira

" ,ukk akbk ’x]yl
A (*157) Dy (@i X,
b=k o e = ]
bheak

1
g — 1(a b ‘x1y1>
+ ¥ A (k) tog —
g w ([etet™))
bheak

= —Hr (L [¥17) | 1o ) +Hiet (RLC XY [g)

em que

T3

Hir(n|w) agkn([ Dlogm
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kpk—1 n([a‘ 17])
Hi1(np) = Z n ([%51 D logT,
akeak [J([a]bl ])
B ek
sdo as entropias relativas de 17 com respeito a [ associadas, respectivamente, a blocos de ordem
kxkekxk—1.

Note que,

~ kpk|.n.on 'ak’k_l (all(blf_l ‘ﬁy?)
Y Dk (albl |x1Y1> log

kpk—1
dkeak .u([albl ])
bkeak

~ k—1|.n.n
M k—1 (a]fb1 ]x1y1>
— Y e o Y e ()
akeak u ([albl ]) breA

pileak!

a (aph~ )
= Y M (alfblffl |x'11)’rf) log P
akeak u <[a1b1 })

by eak!

= Hyp—1 (AL (- |5y 1)

Pela féormula (4.16) de Gabrielli, Galves e Guiol (2013) temos

~ M1|A|2k R M2|A|2k
|Eny [Hik (2 (- 1¥1y7) )| < oy B |Euy [Hia—1 (2 (- [¥) )] ] < k1
em que M e M, sao constantes positivas. Logo,
N M
Ey [A ()| < ———|A]%* 4.14
| ¢[k(x1)’1)]|_n_k+1| <, (4.14)

de forma que M := M| + M,.

k7 [k
Agora, definindo ¢ (b|a) :=logg (bk‘b":“}ak_w> e ¢ (bla) := log u (2] [a1])

w([p5] [a4])

segue, pela proposi¢do 3.2 de Parry e Pollicott (1990) que existe uma constante L > 0 tal que

16 — okl < var(g) < L6,

com 6 € (0,1). Assim, para todo a € AN e b € AV,

0 (bla) -~ ou(bla)] < Lot = 0 COZ 0Bl )

=19 (bla)— 9 (bla)| == & (6")
= 0c(bla) = ¢ (bla)— 0 (6").
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Logo,
k k
N u ([drby N
¥ s (oot ) oe U g g (b i) o)
akeAk ,I.L([ by ]) dkeak
bieak pheak
== Y ik (et ) o (bla)+ o (6%).
a]fGAk
bheak

Observe que,

Fay n.n 1 k l l
— Y M (alfb’f|xly1>¢(b|a)=—ma]£k[ Y < k=l gh itk l—b’f>] ¢ (bla)

all‘eAk i=1
bheak pheak
N 1 ((ith—1 _ k=1 _
e ]I( l+ [l — B i+ > b ],
- k+1 ; k;ﬂ{_ i iy 1)9(bla)
bkeAk
1 n_zk‘jlz' j+k—1 itk—1 _ 1k k=1 gk
=—— H(xi- =dk;y! =b )logg <bk‘b )]
n—k+1 = dent
bheak
1 n—k+1 n el
T T a—k+1 Z 10gg()’i+k—1 YA )
i=1
Yo (ryrx)
=— o (T'y|T'x).
n—k+1ﬁ]
Portanto,
k K n—k+1
0 kpk n nu’ b }) 1 ; ; k
- ) Hk,k<alb1’x]11y1>10g =— ) ¢(Ty\Tx)+6"<0 )
den M([ kph= 1]) n—k+1 =
bkeak

(4.15)
Com base em tais constata¢des, concluimos que

1 n—k+1 ) ] . .
Y 0 (T'y|T) + Au(efay) + 0 (6).

F(2}) = g (% v Ixt) = -
i=1

n—k+1

€, consequentemente,

Eu[F ()] = h(Y 1X) + Ey [Ac (X3 ¥7)] + 6 (6°)

Assim,

‘Eu [Flz»f (Yk ‘Y{‘—leﬂ - h(Y|X)‘ - ‘Eu (A ()] + 6 (9") ‘
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1
Seja k(n) := qﬁgﬁ’, em que g € (0,1) é alguma constante fixa e conhecida. Para tanto,
escolhemos
__ loglA]
~ log|A| —log8’
logn

pois g < 1/2 e, consequentemente, k(n) < como ¢ pressuposto pelas hipéteses desse

2log|A|
Teorema.

Lembrando que 6 < ﬁ e utilizando (4.14), temos

A k(n)—1k M n n
‘Eﬂ [Hz;f (Yk(n) yko Xl(n))] _h(y|x)( < mwzk( )+ﬁ<9k( ))
< %W"W + Lok
n—k(n
M 2%(n) 1
P —
- n—k(n)—i—l‘A‘ +L|A\k(n)
M
< W|A‘2k(n) —I—L|A‘2k(n)
c
e OE L
n—logn
emque c:=M+ L.
log 6
Uma vez que y:= m, temos |A|*") < n¥ com0<y<leO<1l—y<1/2.
Portanto,
A k(n)—1 .,k c
’EH [Hz,; <Yk(n) ykm -1y (n))] _h(Y|X)‘ ST (4.16)
Ty Ty

Agora, aplicando o Corolario 2 e usando (4.16) , concluimos que

2
7. k(n)—1 k(n)) _ ‘ S c < _C(n)It
u < [‘IZl (Yk(n) Yl Xl h(Y’X) >+ nl—?’_](;l#_i_% < 26Xp ]0g4n ,
1 logn 1 B 1 logn 1 log? |A|
C(n):=(1- ) (T —— = —)eli= = O
em que C(n) ( log|A| n +n> (n log|A| n? +n7) © 4D

Demonstragdo. Para qualquer k > 1,

k k
~ k k A i—1 A i—1 7
Iy (Xt ) = X g (v |y ) = L g (v X))
= =

Pelas demonstragcdes do Lema 3 e do Teorema 4.2 de Chazottes e Maldonado (2011), temos

~ i1 1 n—k+1 ) R .
Hy (Yf‘YIJ )Z_n_k__|_1 Zl ¢ (T'y) +4A;01) +0(67) (4.17)
]:
i1y 1 n—k+1 ) ) R ‘
Hz (Yf’YI X1>:_—n_k+1 Zl 0 (T'y|T'x) +4A; (+f:y7) + 6 (67), (4.18)
]:



70 Capitulo 4. Limites da Concentragdo para Informacdo Dirigida Empirica

paratodo j=1,...,k.

Logo,

=~
=~

n—k+1 n—k+1

iz’f<X{€—>Ylk>: Z (P n k—l—l Z (P Ty‘Tx ZAJ Z

Tomando o valor esperado sobre ¢ em ambos os lados da igualdade anterior, obtemos

Iy (XF— Yk k .
z1(1_>1)] Z [A; ()]

?vl*—‘

E, <h(Y)—h(Y|X)+ Z Ey A

Usando o fato de que /(X — Y) = h(Y) — h(Y|X), podemos escrever

P o(yk k
Ey M —I(X —=7Y) %Xk" [A; D] %zk" A; (D] |-
Seja k(n) := ql(l)(;g;’ ,em que g € (0,1) é alguma constante fixa e conhecida. Para tanto,
escolhemos
log|A|
" log|A[—log6’
logn

pois ¢ < 1/2 e, consequentemente, k(n) < como € pressuposto pelas hipoteses desse

2logA]
Teorema.

As demonstragdes do Teorema 4.2 de Chazottes e Maldonado (2011) e do Lema 3 nos

garantem que existem constantes positivas M| e M, tais que

M, ‘A|k M2|A|2k
}Eﬂ[ yl)]|<n—k—l—1 ’E,u[ xl’yl)}|<n_k+1’
qualquer que seja j = 1,...,k(n). Assim,
Iy (x> v ) | ko) | ko)
E, |2\ : —I(X =Y)| < | Y Eu[A; 07)] —Z [A; ()]
u ko) ko) & ko) &
< |Eu (B 0] = Eu [Bun) (05357 |
¢ 2k(n)
< —|A
~n—k(n)+ 1| B
em que ¢ := My + M.
log 6
Uma vez que y:= logeo——glog\Al’ temos |A|*(" < n? com0<y<leO<l—y<1/2.
Portanto,
Iy (%™ - v
i c
E —I(X—-Y) < 4.19
u k(l’l) ( ) — nl_ logn + ( )

ny
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Agora, aplicando o Teorema 4 e usando (4.19) , concluimos que

Iy (X[ v ) ¢ C(n)I7?
u —IX—=Y)|>t+ 1 §2exp{— 1 },
k(n) nl=v— og”+ny log*n
1 logn 1 _ 1 logn 1 log? |A|
Cln):=(1- =) (- ——=m = ) el:= . N
em que C(n) ( log|A| n +n> (” log|A| n? +n7) © 36D

Demonstracdo da Proposigao 2. De fato,

H(xt o x) = X (1 () - (nr ')
3 1 (1) - () - (i) ()
1 (7)1 () 1 (i)~ (i) (o) ()]
1 (xaxi) -1 (xfax/™))
£ (xtrt) - £ (i)

~.

~.
[

k

)}

~.
—_

i

Demonstragdo do Lema 1. Dado qualquer inteiro k > 1, considere a funcdo F : A" X
A" — R definida por

F(z}) =F (xpy}) = (X{CY1> = Hyyr (Xllek>,

a qual é Lipschitz separdvel, pois |8 F ||§2(N) < oo, De fato, para quaisquer amostras z| € A" x A"
ew] € A" xA"eparatodoi=1,...,n, segue que
6K == sup {|F (2]) —F (W})| :2; =w;,Vj # i}

< Y sup{|n(chla)1oeh (eflzr ) — i (eflwi ) togh (ekiw )| 2 =wjvj £ i},

ckeAkx Ak

em que para qualquer amostra @' € A" x A" e para toda sequéncia c\ = {(aj,bj): j=1,...,k} €
Ak x Ak temos

k 1 & k-1 k | k=1 _ 1k
i) = L (e =eh) =y X (E =it =),
= =1

em que ®; = (¥;,5;), para todo j € Z.
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Entdo, procedendo como no Teorema 4.1 de Chazottes e Maldonado (2011), concluimos
que
K> (logn)?.

k
SF < |A|* —log(n) = I8F [y = ST F + 8 F +...+ 87 F <A™

k+1 (n—k+1)2

£
Aplicando o Teorema 5 de Chazottes ef al. (2006) e tomando k(n) < 21—|A| logn, com
0g

g € (0,1), segue que |A[*(") < p2¢ ¢

(n—k(n)+1)* e logn 1 |—2¢ € logn 1
- <—(1- =t - =21 ) = —c).
n2e+l - 2logl|A| n )\ 2log|A| n%€ e (m)

Portanto, para todo ¢ > 0,

Ay (") Ty () C(n)r?
—E, >t p <2exp (——)
k(n) k(n) 4Dlog?n

Demonstracdo do Lema 2. Dado qualquer inteiro k > 1, considere a fungdo F : A" X
A" — R definida por

F(2) = F (4)) = Ay (% [V~ ).
Sabemos que

k(n)—1+k 2 kv -k ’y kyk—1
y k) Xl(")> — Ay <X1Y1>—Hzrlz <X1Y1 )

Az (Y

Assim, definindo Fy (z}) := Hyr (X{Y[) e F2 (2}) = Hy (X{‘Ylk_l> temos, para quais-

quer amostras zj € A" x A" e w| € A" x A" e paratodoi=1,...,n, que

SF :=sup{|F (Z])—F W})|:zj =w;,Vj #i}
<sup{|Fi(z]) = Fi(W)|: 2j =w;,Vj# i} +sup{|Fa(z]) -~ (W))| : 2j = w;,Vj # i}

= O;F| + 6;F»

k
<japk—% AT g,
S AP e leen ATy loen

em que a dltima desigualdade segue da demonstracao do Teorema 1.

Portanto,

I8:F |2y = 8TF + & F +...+ 8, F < 4[A[* Sk log? n.

(n—k+1)



4.5. Demonstragoes 73

Aplicando o Teorema 5 de Chazottes et al. (2006) temos

o () [ (30|21

[2
<2eXpl—————5—
4D (6K |72,

<2 e’
=28XPy T 4k(n) 1 ()2 2 (-
16D|A|* M k(n)? (logn)

£ log®
Tomando k(n) < Slog Al logn, com & € (0,1), segue que |A[*") < n?€ k2 (n) < 41(j)gg ‘Z’ e
(n—k(n) +1)2 e logn 1\ (., € logn 1
B < _ 1 _ _ £ __ —_— — = _C . P =
s < 2log |A|_n —|—n n 2log |A| T +n28 (n) or

tanto, para todo t > 0

u{ A <Yk(n) Ylk(n)fle(n)> _E, [ﬁz'; (Yk(n) Ylk(n)fle(n))} ‘ > t} < 2exp (_6;17232) :
emque [':= 10i2D|A| .






75

CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Nesta tese, estudamos as cadeias estocdsticas de memoria ilimitada a partir de dois
pontos de vista. O primeiro estd relacionado com as caracteristicas estruturais desse objeto
matematico, sobre as quais apresentamos novos resultados a cerca da existéncia e unicidade de g-
medidas compativeis com g-fungdes descontinuas. O segundo é motivado por sua capacidade de
modelagem, em que as utilizamos para modelar sequéncias de disparos neuronais. Neste sentido,
estudamos as propriedades da interagdo neuronal, situagdo na qual utilizamos a informagao
dirigida para quantificar a informacao trocada entre dois neurdnios e, entdo, propomos resultados

relativos a desigualdades da concentracio para informacdo dirigida empirica.

Neste contexto, topicos interessantes para estudos futuros sado:

1. Generalizar os resultados de limite concentrag¢do obtidos para o caso de g-funcdes descon-

tinuas.
2. Propor um Teorema Central do Limite para a informagao dirigida empirica.

3. Confrontar os resultados obtidos €, os que possivelmente venhamos obter, com dados reais.

Reiteramos que o presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de Aper-
feicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001 e
com o apoio da Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP) processo
#2016/12918 — 0, vinculado ao Centro de Pesquisa, Inovagédo e Difusdo em Neuromatematica
- CEPID Neuromat, processo #2013,/07699 — 0. As opinides, hipéteses e conclusdes ou reco-
mendacoes expressas neste material sdo de responsabilidade dos autores e ndo necessariamente
refletem a visdo da FAPESP.
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