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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos a teoria do grau de coincidência para operadores de
Fredholm de ı́ndice zero − denotados por L e definidos em espaços de Banach −, o qual é
uma ferramenta importante utilizada para mostrar a existência de soluções para a equação
do tipo

Lx = Nx

em um certo conjunto aberto e limitado Ω e sendo N uma aplicação L−compacta. Através
dessa teoria, investigaremos a existência de soluções de um problema periódico do tipo
Ambrosetti-Prodi para equações diferenciais ordinárias não lineares. Para aplicarmos
o grau topológico em tal problema, precisamos que o conjunto de suas soluções seja
limitado, então a obtenção de estimativas a priori para essas posśıveis soluções será de
grande importância.

Palavras-chaves: Grau de Coincidência, problema do tipo Ambrosetti-Prodi, problema
periódico, equação diferencial ordinária não linear.
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ABSTRACT

In this work, we will present the coincident degree theory for Fredholm operators of
index zero − denoted by L and defined on Banach spaces −, which is an important tool
to obtain the existence of solutions for equations of the type

Lx = Nx

in an open bounded set Ω, N being a L−compact operator. Throughout this theory, we
will investigate the existence of solutions of an Ambrosetti-Prodi periodic problem for
nonlinear ordinary differential equations. In order to apply the topological degree in such
problem, obtaining a priori estimates for possible solutions will be of great importance.

Keywords: Degree of Coincidence, Ambrosetti-Prodi-type problem, periodic problem,
nonlinear ordinary differential equation.
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Lista de Śımbolos

Śımbolo Definição

dist(a, b) distância do ponto a ao ponto b com a métrica dist

dist(b, A) inf{dist(a, b); a ∈ A}
dist(A,B) inf{dist(a, b); a ∈ A e b ∈ B}
A\B {x ∈ A; x 6∈ B}

Ω {x ∈ A;Vx ∩ Ω 6= ∅, para cada aberto Vx em A contendo x} , onde Ω ⊂
A

∂Ω Ω ∩
(
A\Ω

)
, onde Ω ⊂ A

supp f {x ∈ A; f(x) 6= 0}, onde f : A −→ B

C(A,B) {f : A −→ B; f é cont́ınua}
Ck(A,B)

{
f : A −→ B; f, f (j) ∈ C(A,B), para todo j ≤ k

}
, com k ∈ N

C(A) C(A,R)

Ck(A) Ck(A,R)

AC[a, b] {f : [a, b] −→ R; f é absolutamente cont́ınua} , ver Definição B.1

AC1[a, b] {f : [a, b] −→ R; f, f ′ ∈ AC[a, b]}
f |D restrição da função f : A −→ B ao subcojunto D ⊂ A

I função identidade I(x) = x, para todo x ∈ A

sgn função sinal sgn : R −→ {−1, 1}, dada por sgn y =


1, se y > 0
0, se y = 0,
−1, se y < 0.

codimA dimB − dimA, onde A é um subespaço de B

domT o subespaço de A onde o operador T está definido

KerT {x ∈ domL; Tx = 0}
ImT {Tx; x ∈ domT}
L1(Ω)

{
f : Ω −→ R mensurável;

∫
Ω
|f(x)| dx <∞

}
, com a norma ‖f‖1 =

‖f‖L1 =
∫

Ω
|f(x)| dx

Lp(Ω) {f : Ω −→ R mensurável; |f |p ∈ L1(Ω)} , com a norma ‖f‖p = ‖f‖Lp =[∫
Ω
|f(x)|p dx

] 1
p , com 1 < p <∞

L∞(Ω) {f : Ω −→ R mensurável; ∃C > 0; |f(x)| ≤ C, qtp x ∈ Ω} , com a
norma ‖f‖∞ = ‖f‖L∞ = inf {C > 0; |f(x)| ≤ C, qtp x ∈ Ω} .

C∞0 (Ω) {f ∈ C∞(Ω); f(x) = 0,∀x ∈ Ω\K, para algum compacto K}

W 2,p(a, b)
{
u ∈ Lp(a, b); ∃g1, g2 ∈ Lp(a, b);

∫ b
a
uϕ′ = −

∫ b
a
g1ϕ e

∫ b
a
uϕ′′ =

∫ b
a
g2ϕ,

∀ϕ ∈ C∞0 (a, b)} , denota-se por u′ = g1 e u′′ = g2, com a norma
‖u‖2,p = ‖u‖p + ‖u′‖p + ‖u′′‖p.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Teoria do Grau Topológico tem sido desenvolvida como método para determinar as
soluções da equação do tipo

ϕ(x) = p, (1.1)

− sob as condições adequadas − em um certo conjunto Ω, visando obter informações
significativas quanto à existência e multiplicidade de tais soluções. A partir destes três
elementos, isto é, a aplicação ϕ, o conjunto Ω e o ponto p no contradomı́nio de ϕ, podemos
definir o grau topológico como uma função que associa cada terna (ϕ,Ω, p) a um número
inteiro, em geral, denotada por deg . Em espaços de dimensão finita, temos o chamado
grau de Brouwer definido para aplicação cont́ınua. Em espaços de Banach de dimensão
infinita, recorrendo ao grau de Brouwer, temos o chamado grau de Leray-Schauder definido
para pertubação compacta da identidade. Tal teoria tem grande uso no estudo de certas
classes de Equações Diferenciais Ordinárias, Equações Diferenciais Parciais, Equações
Diferenciais Funcionais e Equações Diferenciais Impulsivas.

Inspirando no problema (1.1), no presente trabalho, visamos obter algumas
informações quanto à existência de soluções da equação do tipo

Lx = Nx, (1.2)

onde L é um operador de Fredholm de ı́ndice zero e N um aplicação L−compacta, ambos
definidos em subconjuntos de espaços de Banach. Para tal feito, recorremos a teoria do
grau de Leray-Schauder e apresentaremos a construção do Grau de Coincidência para
operadores de Fredholm de ı́ndice zero, o qual será uma ferramenta importante utilizada
para estudar a existência de soluções para a equação (1.2).

Vamos apresentar uma série de propriedades do grau de coincidência, entre elas a
propriedade de existência de solução, a qual nos diz que se o grau em um aberto e limitado
Ω for diferente de zero, então a equação (1.2) possui solução em Ω, e a propriedade de
invariância homotópica, que nos permite, através de uma deformação cont́ınua, transferir
informações de aplicações cujo grau é conhecido para aplicações cujo grau é desconhecido.

Neste trabalho, trateremos especialmente o caso em que a equação (1.2) é um problema
periódico do tipo Ambrosetti-Prodi dado por

u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = sϕ(x), para todo x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(1.3)
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onde s ∈ R, ϕ : [a, b] −→ R uma função cont́ınua não nula e não negativa e
f : [a, b] × R2 −→ R uma função cont́ınua satisfazendo as condições adequadas. Com o
aux́ılio da teoria do grau de coincidência e usando o método de supersolução e subsolução
encontraremos algum parâmetro real s1 tal que o problema (1.3) não tenha solução, tenha
pelos menos uma ou pelo menos duas soluções de acordo com s < s1, s = s1 ou s > s1. No
decorrer do texto abordaremos hipóteses necessárias para desenvolvimento do resultado.

No trabalho [3], intitulado “A multiplicity result for a class of elliptic boundary value
problems”, de Amamm e Hess, apresenta essa análise para o problema{

Au = f(x, u; s) em Ω,
Bu = 0 sobre ∂Ω,

− onde A denota um operador diferencial eĺıptico linear de segunda ordem, B denota
operador Dirichlet ou Neumann e Ω um aberto limitado em Rn − sobre a hipótese de
cruzamento dos autovalores, isto é, para s ∈ R fixo,

lim
y→−∞

sup
f(x, y; s)

y
< λ1 < lim

y→+∞
inf

f(x, y; s)

y
,

uniformemente em Ω e λ1 é o primeiro autovalor do operador A. O matemático
estadunidense Hofer seguiu essa ideia em seu trabalho [13], intitulado “Existence and
multiplicity result for a class of second order elliptic equations”, onde estendeu o resultado
acima para o problema{

Au = f(x, u,∇u) + sϕ em Ω,
Bu = 0 sobre ∂Ω,

agora sobre a hipótese que existe uma função cont́ınua g : Ω × R −→ R tal que
f(x, y, z) ≥ g(x, y), para todo (x, y, z) ∈ Ω×R×Rn, e g satisfaz a condição de cruzamento
dos autovalores.

Durante o desenvolvimento do trabalho [19], intitulado “Ambrosetti-Prodi type results
in nonlinear boundary value problems”, de Mawhin, apresenta-se um estudo para o
problema periódico do tipo Ambrosetti-Prodi

u′′(x) + f(x, u(x)) = s, para todo x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

quando a função cont́ınua f cont́ınua satisfazendo

lim
|y|→∞

f(x, y) = +∞,

uniformemente em [a, b].
Motivado pelos problemas acima, faremos um resultado novo para o caso do problema

periódico não linear (1.3), envolvendo a derivada, sobre a hipótese de que existe uma
função cont́ınua g : Ω × R −→ R tal que f(x, y, z) ≥ g(x, y), para todo (x, y, z) ∈
Ω× R× Rn, e satisfazendo

lim
|y|→∞

g(x, y) = +∞,
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uniformemente em Ω. Um trabalho similar ao [25], intitulado “A Neumann problem of
Ambrosetti-Prodi type”, de Paiva e Presoto, onde é apresentado para o problema de
Neumann {

−∆u = f(x, u,∇u) + sϕ em Ω,
∂u
∂ν

= 0 sobre ∂Ω

No Caṕıtulo 1, apresentaremos iniciaremos a construção do grau topológico em espaços
de dimensão finita, também chamado de grau de Brouwer, e em seguinda estenderemos
essa teoria para os espaços de infinita, também chamado de grau de Leray-Schauder.

No Caṕıtulo 2, faremos a construção do grau de coincidência para operador de
Fredholm de ı́ndice zero e apresentaremos algumas propriedades. Ainda, neste caṕıtulo,
faremos uma aplicação de tal teoria no problema periódico (1.3).

No Caṕıtulo 3, apresentaremos detalhamente o problema periódico tipo Ambrosetti-
Prodi feito no trabalho [19]. Sob as hipóteses acima, juntamente com alguns resultados
de supersolução e subsolução do problema periódico em questão e a teoria do grau de
coincidência, encontraremos um resultado do tipo Ambroseti-Prodi para o problema
periódico (1.3), para o caso particular ϕ = 1. Para aplicarmos o grau topológico em
tal problema, precisamos que o conjunto de suas soluções seja limitado, então a obtenção
de estimativas a priori para essas posśıveis soluções será de grande importância.

No Caṕıtulo 4, seguindo a mesma analogia e adicionando hipóteses sobre a função
f, conseguimos uma limitação a priori para as posśıveis soluções do problema (1.3).
Veremos que sempre obtemos uma subsolução que problema (1.3), no entanto, nem sempre
conseguimos uma supersolução, para contornamos tal fato modificaremos a equação
diferencial ordinária para aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder,
obtendo um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para o problema periódico (1.3).

3
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Caṕıtulo 2

Grau Topológico

No presente caṕıtulo faremos uma breve apresentação da definição e algumas
propriedades do grau, visando abordar somente os conceitos e resultados preliminares
da dissertação, com o objetivo de auxilar na construção do grau de coincidência para
perturbações de operadores de Fredholm, que será apresentado no caṕıtulo seguinte.
Mostraremos também a prova de alguns resultados que ajudará posteriormente no estudo
de um certo problema periódico.

Iniciaremos o caṕıtulo apresentando o grau de Brouwer, que é válido para os espaços de
dimensão finita, e, em seguida, o grau de Leray-Schauder, que se estende para os espaços
de Banach.

Este caṕıtulo teve como referência principal o Caṕıtulo 3 do livro [4], intitulado
“Nonlinear Analysis and Semilinear Elliptic Problems”, de Ambrosetti e Malchiodi. O
trabalho [1] também auxiliou na elaboração do mesmo. Como faremos apenas um śıntese
da Teoria do Grau, indicamos ao leitor ver todos os detalhes nas referências acima.

2.1 Grau de Brouwer

O grau de Brouwer é válido para espaços de dimensão finita. Por esse motivo,
consideraremos, nesta seção, o espaço Rn munido da norma euclidiana ‖ · ‖. Porém, cabe
lembrar que todas as normas em Rn são equivalentes.

Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado, f : Ω −→ Rn uma função cont́ınua
e p ∈ Rn\f(∂Ω). O grau de f em Ω relativo a p é um número inteiro denotado por
deg(f,Ω, p), que satisfaz as propriedades:

(P1) Normalização: Se I : Rn −→ Rn é a identidade então

deg(I,Ω, p) =

{
1, se p ∈ Ω,
0, se p 6∈ Ω.

(P2) Propriedade de solução: Se deg(f,Ω, p) 6= 0 então existe x ∈ Ω tal que f(x) = p.

(P3) Translação: deg(f,Ω, p) = deg(f − p,Ω, 0).

(P4) Decomposição: Se Ω = Ω1 ∪ Ω2, com Ω1 ∩ Ω2 = ∅, e p 6∈ f(∂Ω1) ∪ f(∂Ω2) então

deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω1, p) + deg(f,Ω2, p).
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Para a enunciarmos a próxima, precisamos da definição:

Definição 2.1 Uma homotopia admı́ssivel em Ω relativo a p, é uma aplicação
cont́ınua H : Ω× [0, 1] −→ Rn tal que H(x, t) 6= p, para todo x ∈ ∂Ω e todo t ∈ [0, 1].

(P5) Invariância Homotópica: Se H : Ω × [0, 1] −→ Rn é uma homotopia admı́ssivel
em Ω relativo a p, então

deg(H(·, t),Ω, p)

é constante em relação a t ∈ [0, 1]. Em particular, se f(x) = H(x, 0) e g(x) =
H(x, 1), para todo x ∈ Ω, então

deg(f,Ω, p) = deg(g,Ω, p).

Uma consequência imediata de (P5) é o teorema

Teorema 2.1 Sejam f, g : Ω −→ Rn cont́ınuas tais que f(x) = g(x), para todo x ∈ ∂Ω.
Se p 6∈ f(∂Ω) = g(∂Ω) então

deg(f,Ω, p) = deg(g,Ω, p).

Demonstração: Basta considerar a homotopia dada por H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x),
para t ∈ [0, 1] e x ∈ Ω.

Vamos listar abaixo outras propriedades adicionais do grau.

(P6) Excisão: Se Ω0 é um aberto contido em Ω tal que f(x) 6= p, para todo x ∈ Ω\Ω0,
então

deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω0, p).

(P7) Continuidade: Se fn → f uniformemente em Ω, então

deg(fn,Ω, p)→ deg(f,Ω, p).

Além disso, deg(f,Ω, p) é cont́ınua com respeito a p.

Agora, apresentaremos uma construção do grau para funções no espaço C1(Ω;Rn) ∩
C(Ω;Rn) e estenderemos para funcões em C(Ω;Rn). Como o objetivo dessa seção é
somente introduzir a teoria do grau de Brouwer para aplicar durante o desenvolvemento
da dissertação, optamos em omitir os detalhes.

Seja f ∈ C1(Ω;Rn) ∩ C(Ω;Rn). Como p 6∈ f(∂Ω), tome α > 0 tal que

α < inf
x∈∂Ω
‖f(x)− p‖.

Considere ϕ ∈ C([0,∞);R) tal que

(i) suppϕ ⊂ (0, α),

(ii)
∫
Rn ϕ(‖x‖)dx = 1.

Podemos definir o grau de f por

6



Definição 2.2 Seja f ∈ C1(Ω;Rn)∩C(Ω;Rn), defina o grau de f em Ω relativo a p por

deg(f,Ω, p) =

∫
Ω

ϕ(‖f(x)− p‖)Jf (x)dx,

onde Jf (x) denota o jacobiano de f no ponto x ∈ Ω.

O grau da f em Ω relativo a p está bem definido, pois pode-se verificar que a definição
acima independe das escolhas de α e da função ϕ. O leitor pode encontrar todos os detalhes
nas páginas 32 e 33 de [4].

Seja Jf (x) 6= 0, para todo x ∈ f−1(p) =
{
y ∈ Ω; f(y) = p

}
. Observe que

f−1(p) ⊂
⋃

x∈f−1(p)

Brx(x),

onde Brx(x) denota-se a bola aberta {y ∈ Rn; ‖y − x‖ < rx} tal que f |Brx (x) é um
difeomorfismo, esse rx > 0 existe pelo Teorema da Aplicação Aberta. Como f é cont́ınua
e {p} ⊂ Rn é fechado, segue que f−1(p) é um fechado contido no compacto Ω, então f−1(p)
também é compacto. Pelo Teorema de Borel-Lebesgue podemos extrair uma subcobertura
finita {Brj(xj)}kj=1. Lembrando que as f |Brj (xj) são bijeções, mostrarmos que f−1(p) é um
conjunto finito. Assim, apresentamos o seguinte resultado.

Corolário 2.2 Sejam f ∈ C1(Ω;Rn) ∩ C(Ω;Rn) e p ∈ Rn\f(∂Ω) um valor regular de f,
isto é, Jf (x) 6= 0 para todo x ∈ f−1(p), então

deg(f,Ω, p) =
∑

x∈f−1(p)

sgn[Jf (x)].

A seguir definiremos o grau topológico quando a função f é cont́ınua. Antes disso,
precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.1 Sejam f1, f2 ∈ C2(Ω;Rn) ∩ C(Ω;Rn) tais que

‖fi(x)− p‖ > α,

para i = 1, 2 e para todo x ∈ ∂Ω. Se ε < α
6

e ‖f1(x)− f2(x)‖ < ε, para todo x ∈ Ω, então

deg(f1,Ω, p) = deg(f2,Ω, p).

Demonstração: A prova pode ser encontrada em [4, Lema 3.14].

Com esse Lema e pelo Teorema de Aproximação de Weierstrass, podemos definir:

Definição 2.3 Seja f ∈ C(Ω;Rn). O grau topológico de f em Ω relativo a p é
definido por

deg(f,Ω, p) = lim
n→∞

deg(fn,Ω, p),

sendo (fn)n∈N uma sequência de funções em C2(Ω;Rn) ∩ C(Ω;Rn) convergindo
uniformemente a f.

Agora, apresentaremos um resultado que será utilizado mais a frente. Para isso,
precisamos das definições:
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Definição 2.4 Dizemos que um ponto xo ∈ Ω é solução isolada de f(x) = p, se existe
r > 0 tal que f(x) 6= p, para todo x ∈ Br(x0)\{x0}.

Definição 2.5 Seja x0 um solução isolada de f(x) = p, definirmos o ı́ndice de f relativo
a x0 por

i(f, x0) = lim
r→0

deg(f,Br(x0), p).

Lema 2.2 Seja f ∈ C1(Ω;Rn) ∩ C(Ω;Rn) e seja x0 ∈ Ω tal que f(x0) = p é um valor
regular de f. Então

i(f, x0) = (−1)β,

onde β é a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores negativos de f ′(x0).

Demonstração: Como p é um valor regular de f, pelo Teorema da Aplicação Inversa,
existe r > 0 tal que x0 é solução isolada de f(x0) = p em Br(x0). Sabemos que
i(f, x0) = deg(f,Br(x0), p) = sgn[Jf (x0)]. Pela Forma Canônica de Jordan, segue que

Jf (x0) = λ1λ2 · · ·λn,

onde os λj são os autovalores de f ′(x0), repetindo de acordo com as suas multiplicidades
algébricas. Observe que

(i) λj 6= 0, para cada j = 1, · · · , n, pois p é valor regular de f,

(ii) se algum autovalor é complexo, isto é, da forma a+ bi, então o seu conjudado a− bi
também é autovalor de f ′(x0) e, portanto, o produto de ambos é a2 + b2 > 0.

Assim, o sinal do jacobiano de f no ponto x0 depende da quantidade de autovalores
negativos de f ′(x0) e das suas respectivas multiplicidades algébricas. Portanto,

i(f, x0) = sgn[Jf (x0)] = (−1)β,

onde β é a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores negativos de f ′(x0).

2.2 Grau de Leray-Schauder

Nesta seção, apresentaremos a teoria do grau para perturbações compactas da
identidade, o chamado grau de Leray-Schauder, para os espaços de Banach através da
teoria do grau de Brouwer.

Denotaremos X um espaço de Banach munido de uma norma ‖·‖ e Ω um subconjunto
aberto e limitado de X.

Definição 2.6 Dizemos que uma aplicação T : Ω −→ X é compacta, se T é cont́ınua

e T (Ω) é relativamente compacto em X, ou seja, T (Ω) é um compacto em X.

Definição 2.7 Sejam I : X −→ X o operador identidade e T : Ω −→ X uma aplicação
compacta, dizemos que a aplicação S := I−T : Ω −→ X é uma perturbação compacta
da identidade.

Recorrendo a definição de grau de Brouwer, definirmos:
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Definição 2.8 Seja T : Ω −→ X uma aplicação compacta tal que T (Ω) ⊂ E, onde E é
um subespaço de X com dimensão finita, e seja p 6∈ (I−T )(∂Ω), então definirmos o grau
de S = I − T em Ω relativo a p por

deg(S,Ω, p) := deg(S|Ω∩E,Ω ∩ E, p)

Para estendermos esta definição para qualquer aplicação compacta, precisamos do
próximo resultado, que pode ser encontrado detalhadamente nas páginas 53 e 54 de [1].

Lema 2.3 Se S = I−T : Ω −→ X é uma perturbação compacta da identidade, p 6∈ S(∂Ω)
e r = dist(p, S(∂Ω)) > 0, então existe uma aplicação compacta Tr : Ω −→ X tal que Tr(Ω)
está contido em um subespaço de dimensão finita de X, p 6∈ (I − Tr)(∂Ω) e

‖T − Tr‖C(Ω) <
r

2
,

onde ‖φ‖C(Ω) = sup{‖φ(x)‖;x ∈ Ω}.

Definição 2.9 Seja T : Ω −→ X uma aplicação compacta e seja p 6∈ (I − T )(∂Ω),
definirmos o grau de S = I − T em Ω com relação a p por

deg(I − T,Ω, p) := deg(I − Tr,Ω, p),

onde Tr é dado pelo Lema 2.3.

Na seção 3.4 do livro [4] e na seção 1.2 do trabalho [1] o leitor encontrará a prova
detalhada de que as Definições 2.8 e 2.9 são consistentes, isto é, independe da escolha do
espaço E e da aplicação Tr, respectivamente.

Segue da definição do grau de Leray-Schauder através da teoria do grau de Brouwer
que as propriedades (P1) - (P7) são satisfeitas. Além dessas, destacaremos

Lema 2.4 O grau de Leray-Schauder é constante nas componentes conexas de X \S(∂Ω).

Proposição 2.1 Sejam S : Ω −→ X e F : Ω1 −→ X perturbações compactas da
identidade tal que S(Ω) ⊂ Ω1. Seja b ∈ X\(FS)(∂Ω). Se Ki, i ∈ N, são componentes
conexas limitadas de Ω1 \ S(∂Ω), então

deg(FS,Ω, b) =
∑
i∈N

deg(S,Ω, bi) deg(F,Ki, b),

onde bi ∈ Ki, para todo i ∈ N.

Teorema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder) Seja Ω um conjunto
aberto, convexo e limitado do espaço de Banach X tal que 0 ∈ Ω e seja T : Ω −→ X uma
aplicação compacta tal que T (Ω) ⊂ Ω. Então T tem um ponto fixo em Ω, isto é, existe
x ∈ Ω tal que T (x) = x.

Para prosseguir, precisamos da seguinte definição:
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Definição 2.10 Sejam X e Y espaços de Banach. Dizemos que o operador linear
T : X −→ Y é compacto se T é um operador cont́ınuo tal que T (M) ⊂ Y for compacto,
para todo M ⊂ X limitado.

Definição 2.11 Seja T : X −→ X um operador linear compacto. Dizemos que µ ∈ R é
um valor caracteŕıstico de T se Ker(I−µT ) 6= 0, onde definamos a sua multiplicidade
geométrica por

dim [Ker(I − µT )]

e a sua multiplicidade algébrica por

dim

[
∞⋃
n=1

Ker(I − µT )n

]
.

Observe que o valor caracteŕıstico é o inverso do autovalor não nulo do operador
linear. Nas seções 8.3 e 8.4 do livro [17], intitulado “Introductory Functional Analysis
with Applications”, de Kreyszig, onde prova o Teorema A.4, o leitor encontrará a prova
da definição é consistente.

Proposição 2.2 Seja T : X −→ X um operador linear compacto tal que 1 não é valor
caracteŕıstico de T. Então, para r > 0,

deg(I − T,Br(0), 0) = (−1)β,

onde β é a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteŕısticos de T em (0, 1).

Demonstração: Sejam µ1, µ2, · · · , µk os valores caracteŕısticos distintos de T em (0, 1) −
É uma quantidade finita pelo Teorema A.6−. Para cada valor caracteŕıstico µi, 1 ≤ i ≤ k,
defina

Ni =
∞⋃
n=1

Ker(I − µiT )n.

Seja N = N1 ⊕ · · · ⊕Nk, temos T (N) ⊂ N e dimN = dimN1 + · · ·+ dimNk = β. Como
N tem dimensão finita, existe um subespaço fechado W em X tal que X = N⊕W. Sejam
P : X −→ X e Q : X −→ X as projeções cont́ınuas de X em N e W, respectivamente.
Defina a homotopia H : X × [0, 1] −→ X por

H(x, t) = x− TPx− tTQx.

Observe que cada aplicação H(·, t) : X −→ X é uma perturbação compacta da identidade,
uma vez que TP e TQ são operadores compactos, por Proposição A.2. Suponha que
existem t ∈ [0, 1] e x ∈ X, com ‖x‖ = r, tais que

x− TPx− tTQx = 0, (2.1)

temos Px− TPx = tTQx−Qx. Lembrando que T (N) ⊂ N, segue que Px− TPx ∈ N.
Se TQx ∈ N, aplicando Q na equação (2.1), obtemos Qx = 0 e, consequentemente,
x = Px. Substituindo na equação (2.1), vemos que x − Tx = 0, porém 1 não é valor
caracteŕıstico de T, donde segue que x = 0, contradição com ‖x‖ = r. Caso contrário,
se TQx ∈ W, segue que tTQx − Qx ∈ W, como N ∩W = {0}, segue Px − TPx = 0 e
Qx− tTQx = 0. Novamente, como 1 não é valor caracteŕıstico de T, segue que Px = 0 e,
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assim, x = Qx ∈ W. Portanto, x − tTx = 0, isto é, x ∈ Ker(I − tT ), ou seja, t coincide
que algum valor caracteŕıstico µj de T em (0, 1). Então x ∈ N. Assim, x ∈ N ∩W, porém
N ∩W = {0}, logo x = 0, contradição com ‖x‖ = r. Logo 0 6∈ H (∂Br(0), t) , para todo
t ∈ [0, 1]. Pela invariância do grau por uma homotopia admı́ssivel, temos

deg(I − T,Br(0), 0) = deg(I − TP,Br(0), 0).

Agora, pela definição do grau topológico, considerando o operador I − T restrito ao
espaço de dimensão finita N, temos que λ ∈ R é um autovalor desse operador quando
Ker[(I − T )− λI] 6= {0}, ou seja, quando λ = 1− 1

µ
, onde µ é algum valor caracteŕıstico

de T . Observe que λ é negativo quando µ ∈ (0, 1), pelo Lema 2.2 e da igualdade acima,
conclúımos que

deg(I − T,Br(0), 0) = (−1)β,

onde β é a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteŕısticos de T em (0, 1).

Observação 1: O Teorema acima vale para qualquer conjunto aberto e limitado em X

que contém o elemento 0.
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Caṕıtulo 3

Grau de coincidência

O objetivo fundamental do presente caṕıtulo é definir o grau de coincidência para
perturbações de operadores de Fredholm de ı́ndice zero e apresentar as suas propriedades,
que auxilaram na obtenção de soluções para um problema periódico do tipo Ambrosetti-
Prodi com equações diferenciais ordinárias de segunda ordem.

A principal referência utilizada para a construção do grau de coincidência foi o livro
[11], intitulado “Coincidence Degree and Nonlinear Differential Equations”, de Gaines e
Mawhin. O trabalho [29] também auxiliou na elaboração do mesmo. Já os trabalhos [26],
intitulado “An existence theorem of the Leray-Schauder type for four-point boundary value
problems”, e [27], intitulado “Upper and lower solutions and topological degree”, ambos
de Rachunková, foram utilizados para o exemplo do grau de coindidência para o operador
diferencial de segunda ordem.

3.1 Operadores de Fredholm

Nesta seção, apresentaremos conceitos e resultados introdutórios para a definição do
grau de coincidência para perturbações de operadores de Fredholm.

Definição 3.1 Sejam X e Z espaços vetoriais normados sobre R. Dizemos que um
operador linear L : domL ⊂ X −→ Z, onde domL é um subespaço de X, é um operador
de Fredholm se as seguintes condições forem satisfeitas

(i) KerL possui dimensão finita,

(ii) ImL é fechado em Z e possui codimesão finita.

O ı́ndice de L é dado por

indL = dim KerL− codim ImL.

Seja CokerL = Z/ ImL, o espaço quociente de Z por ImL pela relação de equivalência

z ∼ z′ se, e somente se, z − z′ ∈ ImL.

No espaço CokerL = {z + ImL; z ∈ Z} , pode-se considerar a norma

‖z‖CokerL = inf
y∈ImL

‖z + y‖Z ,
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onde ‖ · ‖Z denota a norma em Z. Como codim ImL = dim CokerL, é equivalente dizer
que o operador linear L : domL −→ Z é um operador de Fredholm, se ImL for fechado e
os subespaços KerL e CokerL possúırem dimensões finitas.

No que segue, consideraremos X e Z espaços de Banach com as normas ‖ · ‖X e ‖ · ‖Z ,
respectivamente.

Se L : domL ⊂ X −→ Z é uma operador linear cont́ınuo tal que ImL possui
codimensão finita então ImL é fechado em Z [6, Exerćıcio 2.27]. Portanto, para um
o operador linear cont́ınuo L ser um operador de Fredholm é suficiente que os subespaços
KerL e CokerL possúırem dimensões finitas.

O resultado a seguir mostra que, dado um operador de Fredholm, é posśıvel obter
projeções cont́ınuas P : X −→ X e Q : Z −→ Z tais que

KerL = ImP e ImL = KerQ.

Proposição 3.1 Se as condições (i) e (ii) forem satisfeitas, então existem projeções
cont́ınuas P : X −→ X e Q : Z −→ Z tais que KerL = ImP e ImL = KerQ.

Demonstração: Seja {v1, · · · , vn} uma base para KerL. Considere os funcionais lineares
φi : KerL −→ R tais que φi(vj) = δij, para i, j = 1, · · · , n. Pelo Teorema de Hahn-Banach
(ver Corolário A.3), existe um funcional linear cont́ınuo Φi : X −→ R que estende φi,
para cada i = 1, · · · , n. Defina P : X −→ X, por

Px =
n∑
i=1

Φi(x)vi.

Segue que o operador P é uma projeção cont́ınua e ImP ⊂ KerL. Resta mostrar que
KerL ⊂ ImP. De fato, seja x ∈ KerL, existem α1, · · · , αn ∈ R tais que x =

∑n
j=1 αjvj.

Para cada i = 1, · · · , n, temos

Φi(x) = Φi

(
n∑
j=1

αjvj

)
=

n∑
j=1

αjΦi(vj) = αi.

Portanto, x =
∑n

i=1 Φi(x)vi ∈ ImP.
Agora, mostraremos que existe o operador Q tal que KerQ = ImL. Como dim CokerL

é finita, pelo Lema A.1, existe W um subespaço vetorial Z com dimensão finita tal que
Z = ImL ⊕W. Seja {w1, · · · , wm} uma base de W e defina os funcionais ψi : W −→ R
tais que ψi(wj) = δij, para i, j = 1, · · · ,m. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um
funcional linear cont́ınuo Ψi : Z −→ R que estende ψi, para cada i = 1, · · · ,m. Defina
Q : Z −→ Z por

Qz =
m∑
i=1

Ψi(z)wi.

Por argumento análago ao anterior, obtemos que Q é uma projeção cont́ınua tal que
ImQ = W. Para completarmos a prova, resta mostrar que KerQ = ImL. Como
Z = ImL ⊕ W e ImQ = W, segue que ImL ⊂ KerQ. Por outro lado, se x ∈ KerQ,
existem a ∈ ImL e b ∈ W tais que x = a + b, então 0 = Qx = Q(a + b) = Qa + b. Por
ImL ⊂ KerQ, temos b = 0 e, consequentemente, x = a ∈ ImL. Portanto, KerQ = ImL.

Com a projeção cont́ınua P definirmos o operador LP como a restrição do operador
L ao conjunto domL∩KerP. A seguir mostraremos que esse operador é um isomorfismo
sobre ImL.
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Proposição 3.2 Se as condições (i) e (ii) forem satisfeitas, então o operador linear
LP : domL ∩KerP −→ ImL é um isomorfismo.

Demonstração: Seja x ∈ domL ∩ KerP tal que Lx = 0, temos x ∈ KerL = ImP,
então x ∈ KerP ∩ ImP = {0}, consequentemente, x = 0, onde segue que LP é injetor.
Resta mostrar que LP é sobrejetor. Seja y ∈ ImL, existe x ∈ domL tal que Lx = y.
Como x ∈ domL ⊂ X = KerP ⊕ ImP, existem a ∈ KerP e b ∈ ImP = KerL tais que
x = a + b. Logo y = Lx = La, mas a = x − b ∈ domL. Então a ∈ domL ∩ KerP e
LPa = La = y. Portanto, LP é isomorfismo.

Então, podemos definir o operador KP : ImL −→ domL ∩KerP por

KP = L−1
P .

Proposição 3.3 Se (i) e (ii) forem satisfeitas, então

(a) PKP = 0,

(b) LKP = I,

(c) KPL = I − P.

Demonstração: (a) Basta observar que ImKP = domL ∩KerP ⊂ KerP.
(b) Como PKP = 0 e (I − P )x ∈ KerP, para todo x ∈ X, obtemos

LKP = L(I − P )KP = LP (I − P )KP = LPKP = I.

(c) Por ImP = KerL e (I − P )x ∈ KerP, para todo x ∈ X, temos

KPL = KPL(I − P ) = KPLP (I − P ) = I(I − P ) = I − P.

Proposição 3.4 Se P ′ : X −→ X outra projeção cont́ınua tal que ImP ′ = KerL então

KP ′ = (I − P ′)KP .

Demonstração: Pela Proposição 3.3, temos

L (KP −KP ′) = LKP − LKP ′ = I − I = 0,

ou seja, Im (KP −KP ′) ⊂ KerL = ImP ′. Então

KP −KP ′ = P ′ (KP −KP ′) = P ′KP − P ′KP ′ = P ′KP .

Portanto,
KP ′ = (I − P ′)KP .

Considerando a topologia quociente em CokerL, definirmos a aplicação cont́ınua e
sobrejetora π : Z −→ CokerL por πz = z + ImL. A norma de π é dada por

‖π‖ = sup
z 6=0

‖πz‖CokerL

‖z‖Z
.
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Proposição 3.5 Se (i) e (ii) forem satisfeitas, então

(a) Qz = 0⇐⇒ z ∈ ImL⇐⇒ πz = 0,

(b) π = πQ,

(c) πQ := π|ImQ : ImQ −→ CokerL é um isomorfismo.

Demonstração: (a) Segue da construção ImL = KerQ.
(b) Como (I −Q)z ∈ KerQ, segue do item (a) que π(I −Q)z = 0, logo πz = πQz, para
todo z ∈ Z.
(c) Basta observar que KerQ = ImL e π é sobrejetora.

Definição 3.2 Dado Ω um subconjunto aberto e limitado em X. Dizemos que uma
aplicação N : Ω −→ Z é L−compacta em Ω se as seguintes condições são satisfeitas

(iii) πN : Ω −→ CokerL é uma aplicação cont́ınua e πN(Ω) é limitado,

(iv) KP,QN : Ω −→ X é uma aplicação compacta, onde KP,Q := KP (I −Q).

Vejamos que a definição acima é consistente, isto é, verificaremos que ela independe
da escolha das projeções P e Q.

Proposição 3.6 Se as condições (i)−(iv) forem satisfeitas para a tripla (L,N,Ω), então
KP ′,Q′N é uma aplicação compacta para qualquer par de projeções cont́ınuas (P ′, Q′) tais
que ImP ′ = KerL e ImL = KerQ′.

Demonstração: Considere os isomorfismos πQ : ImQ −→ CokerL e πQ′ : ImQ′ −→
CokerL, como Im(I − Q) ⊂ KerQ = ImL e Im(I − Q′) ⊂ KerQ′ = ImL, temos
Q = π−1

Q πQ = π−1
Q πQ+ π−1

Q π(I −Q) = π−1
Q π e Q′ = π−1

Q′ π.
Afirmamos que KP está definida em Im(Q−Q′), isto é, Im(Q−Q′) ⊂ ImL. De fato, dado
z ∈ Z, temos

Q(Q−Q′)z = Qz −QQ′z = Q(I −Q′)z = 0,

pois (I −Q′)z ∈ KerQ′ = KerQ. Logo (Q−Q′)z ∈ KerQ = ImL, provando a afirmação.
Pela Proposição 3.4, temos

KP ′,Q′N = KP ′(I −Q′)N = KP ′(I −Q)N +KP ′(Q−Q′)N
= (I − P ′)KP (I −Q)N + (I − P ′)KP (Q−Q′)N
= (I − P ′)KP,QN + (I − P ′)K(π−1

Q − π
−1
Q′ )πN,

onde K = KP |Im(Q−Q′). Como dim CokerL é finita e πQ e πQ′ são isomorfismos, segue
que dim Im(Q−Q′) também é finita. Assim, K é cont́ınuo e, consequentemente, KP ′,Q′N
é cont́ınuo. Resta mostrar que KP ′,Q′N(Ω) é relativamente compacto. De fato, como
πN(Ω) é limitado e K, I − P, π−1

Q e π−1
Q′ são operadores lineares cont́ınuos, o conjunto

(I − P ′)K(π−1
Q − π

−1
Q′ )πN(Ω) também será limitado. Observe que (I − P ′)|KerP = I|KerP ,

uma vez que KerP = KerP ′. Pelo Teorema A.1, dim ImK ≤ dim Im(Q − Q′), então
(I−P ′)K(π−1

Q −π
−1
Q′ )πN(Ω) está contindo em num espaço de dimensão finita, concluindo

a prova.
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3.2 Grau de coincidência

No presente trabalho, estamos interessados em obter soluções para a equação do tipo

Lx = Nx, (3.1)

num certo conjunto Ω aberto e limitado do espaço de Banach X, sendo L : domL −→ Z
um operador de Fredholm de ı́ndice zero, isto é,

(v) dim KerL = dim CokerL,

e N : Ω −→ Z uma aplicação L−compacta. Para isso, nesta seção introduziremos o
conceito de grau de coincidência de L e N em Ω para auxiliar nesse estudo. Vejamos que:

Proposição 3.7 Sob as condições acima, x é solucão de (3.1) se, e somente se,
(I − P )x = (Λπ +KP,Q)Nx, onde Λ : CokerL −→ KerL é um isomorfismo.

Demonstração: Seja x ∈ domL∩Ω tal que Nx = Lx, então πNx = 0 e QNx = 0, uma
vez que KerQ = ImL. Como Λ é um operador linear, ΛπNx = 0. Das Proposições 3.2 e
3.3, obtemos que KP é isomorfismo e KPL = I − P . Então o resultado segue da cadeia
de equivalências

Lx = Nx ⇐⇒ Lx = (I −Q)Nx⇐⇒ KPLx = KP (I −Q)Nx

⇐⇒ (I − P )x = KP,QNx+ ΛπNx

Defina a aplicação M : Ω −→ X dada por

M = P + (Λπ +KP,Q)N,

onde Λ : CokerL −→ KerL é um isomorfismo, uma vez que (v) é satisfeita. Observe que
ImM ⊂ domL e com a Proposição 3.7, segue que o conjunto de soluções de (3.1) é igual
ao conjunto de pontos fixos da aplicação M.

Proposição 3.8 Se as condições (i)− (v) forem satisfeitas para a tripla (L,N,Ω), então
M é uma aplicação compacta em Ω.

Demonstração: Se N é uma aplicação L−compacta em Ω, temos que πN(Ω) é limitado,
donde segue que (P + ΛπN) (Ω) é um conjunto limitado, uma vez que Ω também é
limitado e P e Λ são operadores lineares cont́ınuos. Observe que Im(P + ΛπN) ⊂ KerL
e lembrando que KerL possui dimensão finita, segue que (P + ΛπN) (Ω) é um conjunto
limitado em um espaço de dimensão finita, logo (P + ΛπN) (Ω) é relativamente compacto.
Novamente, por N ser L−compacta, P + ΛπN é uma aplicação cont́ınua, logo compacta.
Além disso, KP,QN também é uma aplicação compacta. Portanto, M = P+(Λπ+KP,Q)N
é uma aplicação compacta em Ω.

Sob as condições acima, se

(vi) 0 6∈ (L−N)(domL ∩ ∂Ω)

então o grau de Leray-Schauder deg(I−M,Ω, 0) está bem definido. A seguir mostraremos
que o número inteiro deg(I − M,Ω, 0) independe das projeções P e Q tomadas e que
| deg(I −M,Ω, 0)| também independe do isomorfismo Λ : CokerL −→ KerL em questão.

Denotaremos por IL o conjunto dos isomorfismos de CokerL sobre KerL.

17



Definição 3.3 Sejam Λ e Λ′ dois isomorfismos de IL. Dizemos que Λ e Λ′ são
homotópicos em IL se existe uma aplicação cont́ınua Γ : CokerL × [0, 1] −→ KerL
tal que Γ(·, 0) = Λ, Γ(·, 1) = Λ′ e Γ(·, t) ∈ IL para qualquer t ∈ [0, 1].

Proposição 3.9 Os isomorfismos Λ e Λ′ são homotópicos em IL se, e somente se,
det[Λ′Λ−1] > 0.

Demonstração: Suponha que os isomorfismos Λ e Λ′ são homotópicos, então existe
uma aplicação cont́ınua Γ : CokerL × [0, 1] −→ KerL tal que Γ(·, 0) = Λ, Γ(·, 1) = Λ′

e Γ(·, t) ∈ IL para qualquer t ∈ [0, 1]. Sejam {v1, · · · , vn} e {w1, · · · , wn} bases dos
subespaços CokerL e KerL, respectivamente. Representaremos as formas matriciais
dos isomorfismos Λ e Λ′ nas bases {v1, · · · , vn} e {w1, · · · , wn} pelos mesmos śımbolos.
Considere a aplicação cont́ınua ∆ : [0, 1] −→ R definida por ∆(t) = det(Γ(·, t)). Como
Γ(·, t) é um isomorfismo, segue que ∆(t) 6= 0, para todo t ∈ [0, 1]. Logo, pela continuidade
de ∆, temos ∆ possui o mesmo sinal em [0, 1]. Assim,

det[Λ′Λ−1] = det Λ det Λ−1 =
det Λ′

det Λ
=

∆(1)

∆(0)
> 0.

Reciprocamente, se det Λ e det Λ′ possui o mesmo sinal, então Λ e Λ′ estão na mesma
componente conexa em GL(n,R). Como cada componente conexa é conexa por caminho,
existe uma aplicação cont́ınua A : [0, 1] −→ GL(n,R) tal que A(0) = Λ e A(1) = Λ′.
Logo, defina Γ : CokerL × [0, 1] −→ KerL por Γ(x, t) = A(t)x, segue que Λ e Λ′ são
homotópicos em IL.

Segue da proposição acima,

Corolário 3.1 O conjunto IL é particionado em duas classes de homotopia, a saber, as
que possui determinante positivo e negativo.

Antes de prosseguimos, vejamos os seguintes resultados auxiliares

Proposição 3.10 Se Y é um espaço vetorial e S, S ′ : Y −→ Y são duas projecões tais
que ImS = ImS ′ 6= {0}, então S ′′ := aS + bS ′, com a, b ∈ R, é uma projeção tal que
ImS ′′ = ImS se, e somente se, a+ b = 1.

Demonstração: Se S ′′ = aS + bS ′ e ImS = ImS ′, temos

(S ′′)2 = (aS + bS ′)(aS + bS ′)

= a2S2 + abSS ′ + baS ′S + b2(S ′)2

= a2S + abS ′ + abS + b2S ′

= (a+ b)S ′′.

Suponha que S ′′ é uma projeção tal que ImS ′′ = ImS, para z ∈ ImS ′′ e z 6= 0, temos

z = S ′′z = (S ′′)2z = (a+ b)S ′′z = (a+ b)z,

então a+ b = 1. Reciprocamente, se a+ b = 1, temos (S ′′)2 = (a+ b)S ′′ = S ′′. Além disso,
para z ∈ ImS = ImS ′, temos

S ′′z = (aS + bS ′)z = aSz + bS ′z = (a+ b)z = z,
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logo ImS ⊂ ImS ′′. Para z ∈ Y, temos

SS ′′z = S(aSz + bS ′z) = aS2z + bSS ′z = aSz + bS ′z = S ′′z,

assim, ImS ′′ ⊂ ImS. Portanto, ImS ′′ = ImS.

Para o próximo resultado, admitiremos L um operador de Fredholm.

Lema 3.1 Sejam P, P ′ : X −→ X projeções cont́ınuas tais que ImP = ImP ′ 6= {0} e
P ′′ = aP + bP ′, com a+ b = 1, então

KP ′′ = aKP + bKP ′ .

Demonstração: Pela Proposição 3.3 e Proposição 3.4, segue que

KP ′′ = (I − P ′′)KP = (I − aP − bP ′)KP = KP − aPKP − bP ′KP

= KP − bP ′KP = (a+ b)KP − bP ′KP = aKP + b(I − P ′)KP

= aKP + bKP ′ .

Proposição 3.11 Sejam Y é um espaço vetorial e Q,Q′ : Y −→ Y duas projeções
cont́ınuas tais que KerQ = KerQ′ 6= {0}, então Q′′ := aQ + bQ′, com a, b ∈ R, é uma
projeção tal que KerQ′′ = KerQ se, e somente se, a+ b = 1.

Demonstração: Da continuidade das projeções Q e Q′ segue que Q′′ também é cont́ınua.
Como KerQ = KerQ′, temos Q′(z) − z ∈ KerQ e Qz − z ∈ KerQ′, para todo z ∈ Y.
Consequentemente, QQ′ = Q e Q′Q = Q′. Dáı,

(Q′′)2 = (aQ+ bQ′)(aQ+ bQ′)

= a2Q2 + abQQ′ + baQ′Q+ b2(Q′)2

= a2Q+ abQ′ + abQ+ b2Q′

= (a+ b)Q′′ = Q′′.

Analogamente a prova da proposição anterior, se Q′′ é uma projeção tal que KerQ′′ =
KerQ, segue que a + b = 1. Reciprocamente, se a + b = 1 então Q′′ é uma projeção
cont́ınua. Resta verificar que KerQ′′ = KerQ. Note que KerQ ⊂ KerQ′′, uma vez que
KerQ′ = KerQ. Por outro lado, se z ∈ KerQ′′, temos z ∈ Y = KerQ ⊕ ImQ, assim,
existem x ∈ KerQ e y ∈ ImQ tais que z = x+ y. Então

0 = Q′′z = Q′′x+Q′′y = 0 + (aQ+ bQ′)y = aQy + bQ′y = ay + bQ′y.

Aplicando Q′ na expressão acima,

0 = aQ′y + bQ′y = (a+ b)Q′y = Q′y,

donde segue que y ∈ KerQ′. Como KerQ = KerQ′, segue que y ∈ KerQ ∩ ImQ = {0},
então z = x ∈ KerQ. Portanto, KerQ = KerQ′′.

Proposição 3.12 Se as condições (i)−(vi) forem satisfeitas para a tripla (L,N,Ω) então
deg(I −M,Ω, 0) depende apenas de L,N,Ω e da classe de homotopia Λ em IL.
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Demonstração: Sejam P, P ′ : X −→ X e Q,Q′ : Z −→ Z projeções cont́ınuas tais que

ImP = KerL = ImP ′ e KerQ = ImL = KerQ′.

Sabemos que
dim ImP = dim KerL = dim CokerL = dim ImQ.

Se ImP = {0} então ImP ′ = ImQ = ImQ′ = {0} e KerP = X = KerP ′. Desta
forma, M = P + (Λπ + KP,Q)N = KPN e LP = L, então M = KPN = L−1N.
Assim, deg(I −M,Ω, 0) não depende de P e Q. Quando ImP 6= {0}, temos ImQ 6= {0}.
Sejam Λ,Λ′ ∈ IL na mesma classe de homotopia, então existe uma aplicação cont́ınua
Γ : CokerL× [0, 1] −→ KerL tal que Γ(·, 0) = Λ, Γ(·, 1) = Λ′ e Γ(·, t) ∈ IL para qualquer
t ∈ [0, 1]. Para cada t ∈ [0, 1], defina

• Pt = (1− t)P + tP ′,

• Qt = (1− t)Q+ tQ′,

• Mt = Pt + Γ(πN(·), t) +KPt,QtN.

Pela Proposição 3.10 e Proposição 3.11, segue que Pt e Qt são pojeções cont́ınas tais que

ImPt = KerL e KerQt = ImL.

Pelo Lema 3.1,
KPt = (1− t)KP + tKP ′ ,

para t ∈ [0, 1]. Se 0 6∈ (N − L)(domL ∩ ∂Ω), pela Proposição 3.7,

Mt(z) 6= z,

para todo z ∈ domL ∩ ∂Ω e para qualquer t ∈ [0, 1]. Além disso, temos M = M0 e
M ′ := M1 = P ′+ (Λ′π+KP ′,Q′)N. Mostremos que a aplicação H : Ω× [0, 1] −→ X, dada
por H(x, t) = Mt(x), é compacta. Observe que a aplicação H é cont́ınua, resta verificar
que H(Ω, t) é relativamente compacto em X para cada t ∈ [0, 1]. Do Lema 3.1 e pela
Proposição 3.3 e Proposição 3.4, segue que

KPt,QtN = KPt(I −Qt)N = [(1− t)KP + tKP ′ ] [I − (1− t)Q− tQ′]N
=

[
(1− t)KP − (1− t)2KPQ− t(1− t)(I − P )KP ′Q

′+

+tKP ′ − t(1− t)(I − P ′)KPQ− t2KP ′Q
′]N

= [(1− t)KP (I −Q) + tKP ′(I −Q′)]N
= (1− t)KP,QN + tKP ′,Q′N,

onde segue queKPt,QtN é compacta. Como os conjuntos Pt(Ω) e Γ(πN(Ω), t) são limitados
contidos no espaço de dimensão finita KerL, conclúımos que H(Ω, t) é relativamente
compacto para cada t ∈ [0, 1]. Da invariância do grau de Leray-Schauder por homotopia
compacta, temos

deg(I −M,Ω, 0) = deg(I −M0,Ω, 0) = deg(I −M1,Ω, 0) = deg(I −M ′,Ω, 0).
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Deste resultado conclúımos que o número deg(I −M,Ω, 0) não depende das projeções
P e Q escolhidas. Veremos adiante que o módulo desse independerá também da classe de
homotopia do isomorfismo Λ adotada em IL. Para os próximos resultados, admitiremos
que as condições (i)− (vi) acima são satisfeitas para a tripla (L,N,Ω).

Lema 3.2 Seja G : KerL −→ KerL um isomorfismo e seja M ′ = P + (GΛπ + KP,Q)N
então

I −M ′ = (I − P +GP )(I −M).

Demonstração: Lembrando que M = P + (Λπ +KP.Q)N, temos

(I − P +GP )(I −M) = I − P − ΛπN −KP,QN + PΛπN +

+PKP,QN −GPΛπN −GPKP,QN.

Sendo Λ um isomorfismo de CokerL sobre KerL e KerL = ImP, donde segue que
PΛπN = ΛπN. Do item (a) da Proposição 3.3, segue que PKP,QN = 0 e GPKP,QN = 0.
Então obtemos o resultado

(I − P +GP )(I −M) = I −M ′.

Proposição 3.13 Sejam Λ,Λ′ ∈ IL e seja M ′ = P + (Λ′π +KP,Q)N então

deg(I −M ′,Ω, 0) = sgn(det Λ′Λ−1) deg(I −M,Ω, 0).

Demonstração: Considerando G = Λ′Λ−1 no Lema 3.2, temos

I −M ′ = (I − P + Λ′Λ−1P )(I −M).

Da Proposição 2.1,

deg(I −M ′,Ω, 0) = deg(I − P + Λ′Λ−1P,B1(0), 0) deg(I −M,Ω, 0).

Como P − Λ′Λ−1P : X −→ KerL é cont́ınua e KerL tem dimensão finita, então
I − (P − Λ′Λ−1P ) é uma pertubação compacta da identidade com a imagem contida
em um subespaço de dimensão finita. Pela definição do grau de Leray-Schauder, segue

deg(I − P + Λ′Λ−1P,B1(0), 0) = deg((I − P + Λ′Λ−1)|B1(0)∩KerL, B1(0) ∩KerL, 0)

= deg(Λ′Λ−1, B1(0) ∩KerL, 0)

= sgn(det Λ′Λ−1).

Portanto, conclúımos o desejado.

O próximo resulta segue imediatamente da Proposição 3.13.

Corolário 3.2 Se as condições (i) − (vi) forem satisfeitas para a tripla (L,N,Ω) então
| deg(I −M,Ω, 0)| dependerá apenas de L,N e Ω.

Podemos agora introduzir o conceito de grau coincidente de L e N em Ω.

Definição 3.4 Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado em X, L um operador de
Fredholm de ı́ndice zero e N é uma aplicação L−compacta em Ω. Se 0 6∈ (L −
N) (domL ∩ ∂Ω) , o grau de coincidência de L e N em Ω é o número inteiro
deg((L,N),Ω) dado por

deg((L,N),Ω) := deg(I −M,Ω, 0),

onde M : Ω −→ X é a aplicação definida por M = P + (Λπ + KP,Q)N, com
Λ : CokerL −→ KerL é um isomorfismo que preserva a orientação.
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3.3 Propriedades

Aqui veremos as principais propriedades do grau de coincidência de L e N em Ω, que
são consequências das propriedades do grau de Larey-Schauder. Nesta seção, admitiremos
que as condições (i)− (vi) acima são satisfeitas para a tripla (L,N,Ω).

Propriedade 3.1 (Existência) Se deg((L,N),Ω) 6= 0, então 0 ∈ (L−N)(domL ∩ Ω).

Propriedade 3.2 (Excisão) Se Ω0 ⊂ Ω é um conjunto aberto tal que (L−N)−1(0) ⊂ Ω0,
então deg((L,N),Ω) = deg((L,N),Ω0).

Propriedade 3.3 (Aditividade) Se Ω = Ω1 ∪ Ω2, onde Ω1 e Ω2 são abertos disjuntos
tais que 0 6∈ (L − N)(domL ∩ ∂Ω1) ∪ (L − N)(domL ∩ ∂Ω2), então deg((L,N),Ω) =
deg((L,N),Ω1) + deg((L,N),Ω2).

Definição 3.5 Sejam L : X −→ Z um operador de Fredholm de ı́ndice zero e Ω um
subconjunto aberto e limitado em X. Dizemos que Ñ : Ω× [0, 1] −→ Z é uma aplicação
L−compacta em Ω× [0, 1] se a aplicação Ñt = Ñ(·, t) for L−compacta em Ω, para cada
t ∈ [0, 1].

Teorema 3.3 (Invariância do grau por homotopia) Se L é um operador de
Fredholm de ı́ndice zero, Ñ : Ω× [0, 1] −→ Z é uma aplicação L−compacta em Ω× [0, 1]
e

0 6∈ (L− Ñ(·, t))(domL ∩ ∂Ω),

para cada t ∈ [0, 1], então deg((L, Ñ(·, t)),Ω) independe de t ∈ [0, 1].

Corolário 3.4 O número deg((L,N),Ω) depende somente de L, Ω e da restrição de N
em ∂Ω.

Demonstração: Sejam N e N ′ aplicações L−compactas em Ω tais que Nx = N ′x, para
todo x ∈ ∂Ω. Defina Ñ : Ω× [0, 1] −→ Z por

Ñ(x, t) = (1− t)Nx+ tN ′x.

Se x ∈ domL ∩ ∂Ω, temos Ñ(x, t) = Nx = N ′x, para todo t ∈ [0, 1]. Onde segue que

0 6∈ (L− Ñ(·, t))(domL ∩ ∂Ω),

para todo t ∈ [0, 1]. Pelo Teorema 3.3,

deg((L,N),Ω) = deg((L, Ñ0),Ω) = deg((L, Ñ1),Ω) = deg((L,N ′),Ω).

Portanto, segue o resultado.

Para provamos o próximo teorema, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.3 Se as condições (i)− (vi) forem satisfeitas para a tripla (L,N,Ω) e KP,Q for
cont́ınuo, então existe µ > 0 tal que

inf
x∈domL∩∂Ω

‖Lx−Nx‖Z ≥ µ.
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Demonstração: Suponha que o resultado não seja verdadeiro. Então, existe uma
sequência (xn)n∈N em domL ∩ ∂Ω tal que

‖Lxn −Nxn‖Z ≤
1

n
.

Como KerQ = ImL = Ker π, temos QL = 0 e πL = 0. Pela Proposição 3.3, temos
KPL = I − P. Assim,

(Λπ +KP,Q)(L−N) = ΛπL− ΛπN +KP,QL−KP,QN

= −ΛπN +KP (I −Q)L−KP,QN

= KPL− (Λπ +KP,Q)N

= I − P − (Λπ +KP,Q)N = I −M.

Tomado k = ‖Λπ +KP,Q‖X , uma vez que Λπ +KP,Q é cont́ınuo, obtemos

‖Ixn −Mxn‖X ≤ ‖Λπ +KP,Q‖X‖Lxn −Nxn‖Z ≤
k

n
. (3.2)

Como Ω é limitado, a sequência (xn)n∈N também será. Lembrando que M é um operador
compacto, pelo Lema A.2 segue que (Mxn)n∈N admite uma subsequência (Mxnk

)k∈N
convergente em X. Seja y esse limite, segue da equação (3.2) que y também é limite da
(xnk

)k∈N. Consequentemente, y ∈ ∂Ω, pois ∂Ω é fechado. Novamente por (3.2) obtemos
y −My = 0. Logo, y é ponto fixo de M. Pela Proposição 3.7, Ly = Ny, contradição com
a hipótese (vi). Portanto, o resultado é válido.

Teorema 3.5 (Teorema de Rouché) Suponha que as condições (i) − (vi) estejam
satisfeitas para a tripla (L,N,Ω). Se o operador KP,Q é cont́ınuo, para cada aplicação
L−compacta N ′ em Ω tal que

sup
x∈∂Ω
‖Nx−N ′x‖Z < µ,

onde µ é dado pelo Lema 3.3, temos deg((L,N),Ω) = deg((L,N ′),Ω).

Demonstração: Considere a homotopia L−compacta Ñ : Ω× [0, 1] −→ Z dada por

Ñ(x, t) = (1− t)Nx+ tN ′x.

Pelo Lema 3.3, temos

‖Lx− Ñ(x, t)‖Z ≥ ‖Lx−Nx‖Z − t‖Nx−N ′x‖Z > (1− t)µ ≥ 0,

para x ∈ domL∩∂Ω e t ∈ [0, 1]. Logo, 0 6∈ (L− Ñ(·, t))(domL∩∂Ω), para todo t ∈ [0, 1].
Portanto, o resultado segue do Teorema 3.3.

3.4 Aplicação

Nesta seção, faremos uma aplicação do Grau de Coincidência no problema periódico
u′′(x) = f(x, u(x), u′(x)). Para a elaboração desta, foi-se motivado pelo trabalho [21],
intitulado “Points fixes, points critiques et problèmes aux limites”, de Mawhin, mas como
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este era inacesśıvel, utilizarmos como referências os trabalhos [26] e [27], citados no ińıcio
do caṕıtulo. A seguir consideraremos os espaços de Banach X = C1[a, b], com a norma

‖u‖C1 = max
x∈[a,b]

|u(x)|+ max
x∈[a,b]

|u′(x)|,

e Z = L1[a, b], com a norma

‖u‖1 =

∫ b

a

|u(x)| dx.

Esta seção será apresentada em duas subseções, onde na primeira mostraremos que
o grau de coincidência é consistente para operador diferencial de segunda ordem e na
segunda calcularemos o grau deste.

3.4.1 “Boa”Definição

No presente trabalho, estamos interessados em estudar o problema periódico com f
uma aplicação cont́ınua, mas como os resultados desta subseção são válidos para o caso
mais geral, desenvolveremos-o considerando f uma aplicação Carathéodory. Considere o
problema periódico

−u′′(x) = f(x, u(x), u′(x)), qtp x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(3.3)

onde f : [a, b]× R2 −→ R satisfaz a condição de localmente Carathéodory, isto é,

1) f(·, y, z) : [a, b] −→ R é Lebesgue mensurável em [a, b], para cada y, z ∈ R,

2) f(x, ·, ·) : R2 −→ R é cont́ınua em R2, qtp x ∈ [a, b], e

3) sup{|f(x, y, z)|; |y|+ |z| ≤ ρ} ∈ L1(a, b), para cada ρ ∈ (0,+∞).

Seja domL := {u ∈ AC1[a, b]; u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b)} um subespaço de C1[a, b],
defina o operador L : domL −→ L1[a, b] por

Lu = u′′.

Observe que, pelo Teorema Fundamental do Cálculo (Teorema B.5), AC1[a, b] =
W 2,1[a, b] = {u ∈ L1[a, b] ; u′, u′′ ∈ L1[a, b]} .

Lema 3.4 L : domL ⊂ C1[a, b] −→ L1[a, b] é um operador de Fredholm de ı́ndice zero.

Demonstração: Das propriedades de derivação, vemos que L é um operador linear. Seja
u ∈ domL tal que Lu = 0, assim,

u′′(x) = 0, qtp x ∈ [a, b],
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b).

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, segue que u(x) = Ax + B. Das condições
periódicas, obtemos que u(x) = B, para todo x ∈ [a, b]. Então KerL é composto pelas
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funções constantes, então esse subespaço é gerado pela função constante v ≡ 1. Logo,
dim KerL = 1. Seja v ∈ ImL, então existe u ∈ domL tal que

u′′(x) = v(x), qtp x ∈ [a, b],
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b).

Novamente pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

u(x) = A+Bx+

∫ x

a

∫ s

a

v(t)dtds,

para x ∈ [a, b]. Da condição u(a) = u(b), obtemos

B = − 1

b− a

∫ b

a

∫ s

a

v(t)dtds.

E da condição u′(a) = u′(b), ∫ b

a

v(s)ds = 0.

Logo,

ImL =

{
v ∈ L1[a, b];

∫ b

a

v(s)ds = 0

}
.

Da relação de equivalência definida em CokerL, segue que

v1 ∼ v2 ⇐⇒ v1 − v2 ∈ ImL ⇐⇒
∫ b

a

(v1 − v2)(s)ds = 0

⇐⇒
∫ b

a

v1(s)ds =

∫ b

a

v2(s)ds.

Assim, o subespaço CokerL é gerado pela classe que equivalência 1 ={
w ∈ L1[a, b]; 1

b−a

∫ b
a
w(s)ds = 1

}
, então dim CokerL = 1. Mostremos que ImL é fechado

em L1[a, b]. Sejam (vn)n∈N uma sequência em ImL e v ∈ L1[a, b] tais que vn −→ v em
L1[a, b], isto é,

lim
n→+∞

‖vn − v‖1 = 0. (3.4)

Como cada vn ∈ ImL, temos∣∣∣∣∫ b

a

v(s)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(v − vn)(s)ds+

∫ b

a

vn(s)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(vn − v)(s)ds

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|(vn − v)(s)| ds = ‖vn − v‖1.

Da desigualdade acima e pela equação (3.4), segue que v ∈ ImL. Logo, ImL é um
subespaço fechado em L1[a, b]. Portanto, L é um operador de Fredholm de ı́ndice zero.

Para determinamos o grau de coincidência do operador L precisamos de projeções
cont́ınuas P : C1[a, b] −→ C1[a, b] e Q : L1[a, b] −→ L1[a, b] tais que ImP = KerL e
KerQ = ImL. Lembrando que já mostramos que essas projeções sempre existem para um
operador de Fredholm e que o grau independe dessa escolha. Considere P e Q dadas por

Pu = ψu e Qv = φv,

onde ψu(x) = u(a) e φv(x) = 1
b−a

∫ b
a
v(s)ds são funções constantes em [a, b].
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Lema 3.5 P : C1[a, b] −→ C1[a, b] e Q : L1[a, b] −→ L1[a, b] são projeções cont́ınuas tais
que ImP = KerL e KerQ = ImL.

Demonstração: Nas definições acima, vemos que P e Q são operadores lineares tais que
ImP = KerL e KerQ = ImL. Além disso, por composição de funções obtemos P 2 = P
e Q2 = Q. Mostremos que P e Q são cont́ınuas. Para u ∈ C1[a, b], temos

‖Pu‖C1 = ‖ψu‖C1 = max
x∈[a,b]

|ψu(x)|+ max
x∈[a,b]

|ψ′u(x)| = |u(a)| ≤ max
x∈[a,b]

|u(x)| ≤ ‖u‖C1 .

Para v ∈ L1[a, b], temos

‖Qv‖1 = ‖φv‖1 =

∫ b

a

|φv(x)|dx =

∫ b

a

∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

v(s)ds

∣∣∣∣ dx
≤ 1

b− a

∫ b

a

∫ b

a

|v(s)| ds dx = ‖v‖1.

Portanto, P e Q são projeções cont́ınuas tais que ImP = KerL e KerQ = ImL.

Vejamos a seguinte definição.

Definição 3.6 Seja f : [a, b]×R2 −→ R uma função localmente Carathéodory. Dizemos
que α, β ∈ domL são subsolução e supersolução do problema (3.3), respectivamente,
se satisfazerem

−α′′(x) ≤ f(x, α(x), α′(x)), (3.5)

−β′′(x) ≥ f(x, β(x), β′(x)),

qpt x ∈ [a, b]. Se as inequações (3.5) são estritas então dizemos que α é subsolução
estrita e β é supersolução estrita do problema (3.3).

Suponha α uma subsolução estrita e β uma supersolução estrita do problema (3.3)
com α < β em [a, b], isto é, α(x) < β(x), para todo x ∈ [a, b]. Adiante, considere
Ω = {u ∈ C1[a, b]; α(x) < u(x) < β(x) e |u′(x)| < C, ∀x ∈ [a, b]}, um conjunto aberto e
limitado em C1[a, b], e defina a aplicação N : Ω −→ L1[a, b] por

N(u) = −f(·, u(·), u′(·)).

Lema 3.6 N : Ω −→ L1[a, b] é uma aplicação cont́ınua.

Demonstração: Seja (un)n∈N uma sequência em Ω que converge para u0 ∈ Ω, isto é,

lim
n→+∞

‖un − u0‖C1 = 0.

Então un(x) −→ u0(x) uniformemente em [a, b]. Como f(x, ·, ·) : R2 −→ R é
cont́ınua em qtp x ∈ [a, b], segue que f(x, un(x), u′n(x)) −→ f(x, u0(x), u′0(x)) em
qtp x ∈ [a, b]. Como f é localmente Carathéodory em E = [a, b] × R2, tomando
ρ = max {|α(x)|, |β(x)|; x ∈ [a, b]}+ C, defina h : [a, b] −→ R por

h(x) = sup {|f(x, y, z)|; |y|+ |z| ≤ ρ} ∈ L1[a, b]. (3.6)
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Logo

|f(x, un(x), u′n(x))| ≤ h(x), qtp x ∈ [a, b].

Pelo Teorema da Convergência Dominada (Teorema B.4),

lim
n→+∞

∫ b

a

|f(x, un(x), u′n(x))− f(x, u0(x), u′0(x))|dx = 0,

então

lim
n→+∞

‖N(un)−N(u0)‖1 = 0.

Portanto, N é cont́ınua.

Agora, resta mostrar que a aplicação N é uma aplicação L−compacta em Ω.
Precisamos verificar que as seguintes condições são satisfeitas

(i) πN : Ω −→ CokerL é uma aplicação cont́ınua e πN(Ω) é limitado em CokerL,

(ii) KP,QN : Ω −→ C1[a, b] é uma aplicação compacta.

Para isso, primeiramente devemos determinar o operador KP,Q = KP (I − Q). O
operador Q está definido acima, reduzindo este problema em encontrar o operador
KP = L−1

P , lembrando que LP : domL ∩ KerP −→ ImL é o isomorfismo dado por
LP = L|domL∩KerP . Então dado v ∈ ImL, existe u ∈ domL ∩ KerP tal que LPu = v em
qtp [a, b]. Observe que KerP = {u ∈ C1[a, b]; u(a) = 0}, temos

u′′(x) = v(x), qtp x ∈ [a, b],
u(b) = u(a) = 0,
u′(b) = u′(a).

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

u(x) = A+Bx+

∫ x

a

∫ s

a

v(t) dt ds.

Da condição u(b) = u(a) = 0, segue que

A =
a

b− a

∫ b

a

∫ s

a

v(t) dt ds e B = − 1

b− a

∫ b

a

∫ s

a

v(t) dt ds.

Logo,

u(x) =
a− x
b− a

∫ b

a

∫ s

a

v(t) dt ds+

∫ x

a

∫ s

a

v(t) dt ds.

Portanto,

KPv(x) =
a− x
b− a

∫ b

a

∫ s

a

v(t) dt ds+

∫ x

a

∫ s

a

v(t) dt ds.

Lema 3.7 KP : ImL −→ domL ∩KerL é um operador linear cont́ınuo.
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Demonstração: Pela lei de formação vemos que KP é um operador linear, resta mostrar
a continuidade. Para v ∈ ImL, temos

|KPv(x)| ≤
∣∣∣∣a− xb− a

∣∣∣∣ ∫ b

a

∫ s

a

|v(t)| dt ds+

∫ x

a

∫ s

a

|v(t)| dt ds ≤ 2(b− a)‖v‖1

e

|(KPv)′(x)| =

∣∣∣∣− 1

b− a

∫ b

a

∫ s

a

v(t) dt ds+

∫ x

a

v(t) dt

∣∣∣∣
≤ 1

b− a

∫ b

a

∫ s

a

|v(t)| dt ds+

∫ x

a

|v(t)| dt

≤ 1

b− a

∫ b

a

∫ b

a

|v(t)| dt ds+

∫ b

a

|v(t)| dt = 2‖v‖1,

para todo x ∈ [a, b]. Então

‖KPv‖C1 = max
x∈[a,b]

|KPv(x)|+ max
x∈[a,b]

|(KPv)′(x)| ≤ 2(b− a+ 1)‖v‖1.

Portanto, KP é um operador linear cont́ınuo.

Lema 3.8 N : Ω −→ L1[a, b] é uma aplicação L−compacta em Ω.

Demonstração: Pelo Lema 3.6, N é uma aplicação cont́ınua. Como o operador linear π
é cont́ınuo, pois

‖πv‖CokerL = inf
y∈ImL

‖v − y‖1 ≤ ‖v − 0‖1 = ‖v‖1, (3.7)

segue que a composta πN também é uma aplicação cont́ınua. Seja u ∈ Ω, pela equação
(3.7),

‖πN(u)‖CokerL ≤ ‖N(u)‖1 =

∫ b

a

|f(x, u(x), u′(x))|dx ≤
∫ b

a

h(x) dx <∞,

sendo h dada pela equação (3.6). Logo o conjunto imagem πN(Ω) é limitado em
CokerL. Mostramos acima que as aplicações Q,N e KP são cont́ınuas, então a composta
KP,QN = KP (I − Q)N : Ω −→ domL ∩ KerP também é uma aplicação cont́ınua.
Mostremos que o conjunto imagem KP,QN(Ω) é relativamente compacto em C1[a, b].
Seja u ∈ Ω, pela continuidade dos operadores KP e Q, juntamente com a desigualdade
triangular, obtemos

‖KP,QN(u)‖C1 = ‖KP (I −Q)N(u)‖C1 ≤ 2(b− a+ 1)‖N(u)−QN(u)‖1

≤ 2(b− a+ 1) (‖N(u)‖1 + ‖QN(u)‖1)

≤ 4(b− a+ 1)‖N(u)‖1

≤ 4(b− a+ 1)‖h‖1 <∞.

Consequentemente, KP,QN(Ω) é equilimitado em C1[a, b]. Sabendo que

KP,QN(u)(x) =
x− a
b− a

∫ b

a

∫ s

a

(
f(t, u(t), u′(t))− f̂u(t)

)
dt ds−

−
∫ x

a

∫ s

a

(
f(t, u(t), u′(t))− f̂u(t)

)
dt ds,
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onde f̂u denota a funcão constante em [a, b] dada por f̂u(t) = 1
b−a

∫ b
a
f(y, u(y), u′(y)) dy,

para x, y ∈ [a, b], com x ≤ y, obtemos

|KP,QN(u)(y)−KP,QN(u)(x)| ≤
∣∣∣∣y − xb− a

∫ b

a

∫ s

a

(
f(t, u(t), u′(t))− f̂u(t)

)
dt ds

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∫ y

x

∫ s

a

(
f(t, u(t), u′(t))− f̂u(t)

)
dt ds

∣∣∣∣
≤ y − x

b− a

∫ b

a

∫ b

a

∣∣∣f(t, u(t), u′(t))− f̂u(t)
∣∣∣ dt ds

+

∫ y

x

∫ b

a

∣∣∣f(t, u(t), u′(t))− f̂u(t)
∣∣∣ dt ds

≤ 2(y − x)

[∫ b

a

|f(t, u(t), u′(t))|dt+

∫ b

a

|f̂u(t)|dt
]

≤ 4(y − x)

∫ b

a

|f(t, u(t), u′(t))|dt ≤ 4‖h‖1(y − x),

e ∣∣[KP,QN(u)]′ (y)− [KP,QN(u)]′ (x)
∣∣ =

∣∣∣∣∫ y

x

(
f(t, u(t), u′(t))− f̂u(t)

)
dt

∣∣∣∣
≤

∫ y

x

|f(t, u(t), u′(t))| dt+
1

b− a
‖h‖1(y − x)

≤
∫ y

x

h(t) dt+
1

b− a
‖h‖1(y − x).

Dado ε > 0, como h ∈ L1(a, b), existe δ1 > 0 tal que

x, y ∈ [a, b] e |x− y| < δ1 =⇒
∣∣∣∣∫ y

x

h(t) dt

∣∣∣∣ < ε

2
.

Tome δ = min
{
δ1,

ε
4‖h‖1 ,

ε(b−a)
2‖h‖1

}
. Se x, y ∈ [a, b] tais que |x− y| < δ, então

|KP,QN(u)(y)−KP,QN(u)(x)| ≤ ε e
∣∣[KP,QN(u)]′ (y)− [KP,QN(u)]′ (x)

∣∣ < ε,

para todo u ∈ Ω. Consequentemente, KP,QN(Ω) é equicont́ınuo em C1[a, b]. Pelo Teorema
de Arzelá-Ascoli (Teorema B.1), conclúımos que KP,QN(Ω) é relativamente compacto em
C1[a, b]. Terminando a prova.

A prova do próximo resultado é similar a demonstração acima com as devidas
alterações para o espaço C1[a, b]× [0, 1] com a norma ‖(u, t)‖ = ‖u‖C1 + |t|.

Lema 3.9 Seja f ∗ : [a, b] × R2 × [0, 1] −→ R tal que f ∗(·, ·, t) : [a, b] × R2 −→ R é
localmente Carathéodory em [a, b] × R2, para cada t ∈ [0, 1] fixo. Então a aplicação
Ñ : Ω × [0, 1] −→ L1(a, b) dada por Ñ(u, t) = −f ∗(·, u(·), u′(·), t) é L−compacto em
Ω× [0, 1].

Observação 2: Como comentado no ińıcio da subseção, todos os resultados acima
são válidos para f uma função cont́ınua com as devidas alterações, nesta caso, teremos
domL = {u ∈ C2[a, b]; u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b)} e Z = C[a, b]. A prova é similare.

Observação 3: Os resultados desta subseção também valem para qualquer conjunto Ω
aberto e limitado em C1[a, b].
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3.4.2 Cálculo do Grau

Relembrando o problema periódico
−u′′(x) = f(x, u(x), u′(x)), para x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

onde f : [a, b] × R2 −→ R é uma função cont́ınua ou satisfaz a condição de localmente
Carathéodory. O nosso interesse é garantir a existência de solução para tal problema,
mas como esta existência de solução depende da f, por exemplo, se f(x, y, z) = ex este
problema periódico não tem solução. Com isso, nesta subseção faremos o cálculo do
grau de coincidência crescentando a hipótese que f é uma função limitada, ou seja, nesta
subseção consideraremos que existe D > 0 tal que

|f(x, y, z)| < D, ∀(x, y, z) ∈ [a, b]× R2.

Pela Propriedade 3.1, se o grau de coincidência desse operador diferencial de segunda
ordem for diferente de zero segue o resultado. O próximo resultado auxiliará nesse cálculo.

Lema 3.10 Suponha que exista r ∈ (0,+∞) tal que f(x,−r, 0) > 0 e f(x, r, 0) < 0, para
todo x ∈ [a, b]. Então

| deg((L,N),Ω1)| = 1,

onde Ω1 = {u ∈ C1[a, b]; |u(x)| < r e |u′(x)| < c, ∀x ∈ [a, b]}, sendo c qualquer constante
tal que c ≥ (D + r)(b− a).

Demonstração: Defina Ñ : Ω1 × [0, 1] −→ C[a, b] dada por

Ñ(u, t) = −tf(·, u(·), u′(·)) + (1− t)u(·).

Pelo Lema 3.9, Ñ é uma aplicação L−compacta em Ω1 × [0, 1]. Verificaremos que
0 6∈ (L− Ñ(·, t))(domL∩∂Ω1), para todo t ∈ [0, 1]. Suponha por contradição que existem
t1 ∈ [0, 1] e algum u1 ∈ domL ∩ ∂Ω1, tais que

u′′1(x) = −t1f(x, u1(x), u′1(x)) + (1− t1)u1(x).

Como [a, b] é compacto e u1 ∈ C1[a, b], existe x1 ∈ [a, b] tal que u1(x1) = max{u1(x); x ∈
[a, b]}. Se x1 ∈ (a, b) então u′1(x1) = 0. Caso contrário, se x1 = a e lembrando que
u1(a) = u1(b), segue que u′1(a) ≤ 0 e u′1(a) = u′1(b) ≥ 0, então u′1(a) = 0. E similarmente,
se x1 = b então u′1(b) = 0. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

u′1(x) = −t1
∫ x

x1

f(s, u1(s), u′1(s)) ds+ (1− t1)

∫ x

x1

u1(s) ds,

então

|u′1(x)| ≤ t1

∫ b

a

|f(s, u1(s), u′1(s))| ds+ (1− t1)

∫ b

a

|u1(s)| ds

< (D + r)(b− a) ≤ c, (3.8)

para todo x ∈ [a, b]. Além disso, se u1(x1) = max {u1(x); x ∈ [a, b]} = r, obtemos

u′′1(x1) = −t1f(x1, u1(x1), u′1(x1)) + (1− t1)u1(x1) = −t1f(x1, r, 0) + (1− t1)r > 0.
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Se x1 ∈ (a, b) então u′′1(x1) ≤ 0, contradição. Caso contrário, se x1 = a então u′′1(a) > 0.
Pela Fórmula de Taylor,

u1(a+ x) = u1(a) + u′1(a)x+
u′′1(a)

2
x2 + r(x),

onde lim
x→0+

r(x)

x2
= 0. Considerando x > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

u′′1 (a)

2
+ r(x)

x2
> 0, obtemos

u1(a+ x)− u1(a) = x2

[
u′′1(a)

2
+
r(x)

x2

]
> 0,

contradição com x1 = a ser ponto de máximo em [a, b]. Similarmente, mostrar-se o caso
quando u1(x1) = min {u1(x); x ∈ [a, b]} . Pelo Teorema 3.3,

deg((L,N),Ω1) = deg((L, Ñ(·, 1)),Ω1) = deg((L, Ñ(·, 0)),Ω1) = deg((L, I),Ω).

Assim, basta calcular deg((L, I),Ω). Seja u ∈ domL tal que (L− I)u = 0, temos
u′′(x) = u(x),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b).

.

Resolvendo a edo acima, obtemos que u(x) = c1e
x + c2e

−x, para todo x ∈ [a, b]. Das
condições periódicas, determinamos as constantes c1 = c2 = 0, logo u(x) = 0, para todo
x ∈ [a, b]. Portanto, Ker(L− I) = {0}. Da Proposição 3.7, segue que Ker(I −M) = {0},
onde M = P + (Λπ +KP,Q)I, então, pela Proposição 2.2,

| deg((L,N),Ω1)| = | deg((L, I),Ω1)| = | deg(I −M,Ω1, 0)| = 1.

Teorema 3.6 Sejam α uma subsolução estrita e β uma supersolução estrita do problema
(3.3) com α(x) < β(x), para todo x ∈ [a, b]. Então

| deg((L,N),Ω)| = 1,

onde Ω = {u ∈ C1[a, b]; α(x) < u(x) < β(x) e |u′(x)| < c,∀x ∈ [a, b]}, sendo c qualquer
constante tal que c ≥ (2D + r + 1)(b− a) e r = ‖α‖C + ‖β‖C .

Demonstração: Para cada (x, y, z) ∈ [a, b]× R2, definamos

h(x, y, z) =


f(x, β(x), z), se y > β(x),
f(x, y, z), se α(x) ≤ y ≤ β(x),
f(x, α(x), z), se y < α(x),

e

f ∗(x, y, z) =


h(x, y, z)−D, se y ≥ r + 1,
h(x, y, z) + (r − y)D, se r < y < r + 1,
h(x, y, z), se −r ≤ y ≤ r,
h(x, y, z)− (r + y)D, se −r − 1 < y < −r,
h(x, y, z) +D, se y ≤ −r − 1.
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Definamos Ω∗1 = {u ∈ C1[a, b]; |u(x)| < r+ 1 e |u′(x)| < (2D+ r+ 1)(b− a),∀x ∈ [a, b]}.
Aplicando o Lema 3.10 com 2D e r + 1 no aberto Ω∗1, temos

| deg((L,N∗),Ω∗1)| = 1,

onde N∗ : C1[a, b] −→ C[a, b] é dado por N∗(u) = −f ∗(·, u(·), u′(·)). Vamos mostrar
que se u ∈ Ω∗1 é uma solução de (L − N∗)u = 0, então u ∈ Ω. Suponha por
contradição que existe u ∈ Ω∗1 é uma solução de Lu = N∗u tal que u(x) ≥ β(x) ou
u(x) ≤ α(x), para algum x ∈ [a, b]. Se u(x) ≥ β(x), defina v1(x) = u(x) − β(x), para
x ∈ [a, b]. Como [a, b] é compacto e v1 é uma função cont́ınua, existe x0 ∈ [a, b] tal que
v1(x0) = max {v1(x); x ∈ [a, b]} ≥ 0. Se x0 ∈ (a, b) então v′1(x0) = 0. Caso contrário, se
x0 = a e lembrando que v1(a) = v1(b), segue que v′1(a) ≤ 0 e v′1(a) = v′1(b) ≥ 0, então
v′1(a) = 0. E similarmente, se x0 = b então v′1(b) = 0. Logo u′(x0) = β′(x0). Como β é
supersolução estrita, temos

−v′′1(x0) = β′′(x0)− u′′(x0) = β′′(x0) + f ∗(x0, u(x0), u′(x0))

≤ β′′(x0) + h(x0, u(x0), u′(x0)) = β′′(x0) + f(x0, β(x0), u′(x0))

= β′′(x0) + f(x0, β(x0), β′(x0)) < 0.

Se x0 ∈ (a, b) então v′′1(x0) ≤ 0, contradição. Caso contrário, se x0 = a então v′′1(a) > 0.
Pela Fórmula de Taylor,

v1(a+ x) = v1(a) + v′1(a)x+
v′′1(a)

2
x2 + r(x),

onde lim
x→0+

r(x)

x2
= 0. Considerando x > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

v′′1 (a)

2
+ r(x)

x2
> 0, temos

v1(a+ x)− v1(a) = x2

[
v′′1(a)

2
+
r(x)

x2

]
> 0,

contradição com x0 = a ser ponto de máximo de v1 em [a, b]. Se v2(x) = α(x) − u(x) é
similar tomando x0 ∈ [a, b] tal que v2(x0) = min {v2(x); x ∈ [a, b]} . Note que se u ∈ Ω
então N∗(u) = −f ∗(·, u(·), u′(·)) = −h(·, u(·), u′(·)) = −f(·, u(·), u′(·)). Pela Propriedade
da Excisão, conclúımos a prova

| deg((L,N),Ω)| = 1.

Quando a função f do problema (3.3) é uma aplicação cont́ınua que independe da
terceira variável, isto é, podemos reescrever f(x, y, z) = f(x, y), para todo x ∈ [a, b] e
y, z ∈ R, temos um caso mais simples onde não precisamos de limitar da terceira variável.
Assim, vale todos os resultados acima com apenas a limitação em C[a, b]. Vejamos este
caso, considere o problema

−u′′(x) = f(x, u(x)), para todo x ∈ [a, b],
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(3.9)
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onde f : [a, b] × R −→ R é cont́ınua. Sejam α uma subsolução estrita e β uma
supersolução estrita desse problema, com α(x) < β(x), para todo x ∈ [a, b]. Tomando
A = min {α(x); x ∈ [a, b]} e B = max {β(x); x ∈ [a, b]} , defina g : [a, b]× R −→ R por

g(x, y) =


f(x,B), se y > B,
f(x, y), se A ≤ y ≤ B,
f(x,A), se y < A.

Observe que existe D1 = sup {|g(x, y)|; x ∈ [a, b] e y ∈ R} , pois f é cont́ınua. Defina
o conjunto Ω2 = {u ∈ C[a, b]; α(x) < u(x) < β(x), ∀x ∈ [a, b]} e a aplicação
N2 : Ω2 −→ C[a, b] dada por

N2(u) = −g(·, u(·)).

Seguindo similiarmente as demonstrações do Lema 3.10 e do Teorema 3.6, exceto na
nescessidade de limitar a derivada, obtemos

| deg((L,N2),Ω2)| = 1.

Como f(·, u(·)) = g(·, u(·)), para todo u ∈ Ω2, segue o resultado

Corolário 3.7 Sejam α uma subsolução estrita e β uma supersolução estrita do problema
(3.9), com α(x) < β(x), para todo x ∈ [a, b]. Então

| deg((L,N),Ω2)| = 1,

sendo Ω2 = {u ∈ C[a, b]; α(x) < u(x) < β(x),∀x ∈ [a, b]} e N : Ω2 −→ C[a, b] a aplicação
dada por N(u) = −f(·, u(·)).

Sob as hipóteses desse corolário acima, como o grau de coincidência é diferente de
zero, pela Propriedade 3.1, o problema (3.9) tem uma solução u ∈ C2[a, b] tal que

α(x) < u(x) < β(x),

para todo x ∈ [a, b]. Assim, apresentamos uma prova do Teorema do Tipo Bolzano que
será enunciado no próximo caṕıtulo. Neste caso em particular, a hipótese da função f ser
limitada pode ser substitúıda por apenas f cont́ınua. Em geral, precisaremos de hipóteses
adicionais para contornamos isso, estas serão apresentadas durante o desenvolvimento dos
próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 4

Um resultado do tipo
Ambrosetti-Prodi

No presente caṕıtulo, usaremos a teoria de grau de coincidência para operadores de
Fredholm de ı́ndice zero − neste caso será o operador diferencial de segunda ordem
apresentado anteriormente na Seção 2.4 − no estudo de resultados do tipo Ambrosetti-
Prodi para o problema periódico com uma equação diferencial ordinária não linear de
segunda ordem. E veremos que no caso do problema periódico com uma equação
diferencial ordinária não linear de primeira ordem, não precisamos recorrer a essa teoria
do grau. Neste caṕıtulo, quando referimos aos resultados demonstrados na Subseção 2.4.1,
já estaremos considerando para o caso que a função f é cont́ınua.

A principal referência utilizada para a elaboração do caṕıtulo foi o trabalho [19],
intitulado “Ambrosetti-Prodi type results in nonlinear boundary value problems”, de
Mawhin, e motivado pelo trabalho [25].

Facilmente conseguimos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para a simples
equação

f(y) = s, (4.1)

com f : R −→ R é uma função cont́ınua tal que

lim
|y|→+∞

f(y) = +∞. (4.2)

Pois, dado M > 0, existe A > 0 tal que f(y) > M, para todo |y| ≥ A. E pelo Teorema de
Weierstrass, f atinge o mı́nimo no intervalo compacto [−A,A], então f atingi o mı́nimo
em R. Portanto, se s1 = inf {f(y); x ∈ R} , existe y0 ∈ R tal que f(y0) = s1. Note que
(4.1) não tem solução se s < s1 e tem pelo menos um solução se s = s1. Se s > s1, da
condição (4.2) obtemos y1, y2 ∈ R, com y1 < y0 < y2, tais que f(y1) = s e f(y2) = s,
então (4.1) tem pelo menos duas soluções.

Assim, desenvolveremos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para um problema
periódico com a função f satisfazendo a mesma condição de crescimento. Diferente do
caso abordado nos trabalhos [3] e [13], onde a função f satisfaz a condição de cruzamento
do primeiro autovalor. Começaremos esse caṕıtulo com uma equação diferencial ordinária
de primeira ordem e depois de segunda ordem.
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4.1 EDO de primeira ordem

Consideraremos o problema periódico envolvendo um equação diferencial ordinária
não linear de primeira ordem,{

u′(x) + f(x, u(x)) = s, para todo x ∈ [a, b],
u(a) = u(b),

(4.3)

onde s ∈ R e f : [a, b]× R −→ R é uma função cont́ınua tal que

lim
|y|→+∞

f(x, y) = +∞, (4.4)

uniformente em [a, b].

Definição 4.1 Dizemos u ∈ C1[a, b] é uma solução do problema (4.3) se satisfaz
u′(x) + f(x, u(x)) = s, para todo x ∈ [a, b], e u(a) = u(b).

Encontraremos algum parâmetro real s1 tal que o problema (4.3) não tenha solução,
tenha pelos menos uma ou pelo menos duas soluções de acordo com s < s1, s = s1 ou
s > s1.

No caso autonômo, temos{
u′(x) + f(u(x)) = s, para todo x ∈ [a, b],
u(a) = u(b),

(4.5)

onde s ∈ R e f : R −→ R é uma função cont́ınua tal que f(y)→ +∞, quando |y| → +∞.
Se u é uma solução deste problema, temos u′(x) + f(u(x)) = s, multiplicando ambos lado
da equação por u′(x), segue que |u′(x)|2 + f(u(x))u′(x) = su′(x), para todo x ∈ [a, b].
Assim, ∫ b

a

|u′(x)|2 dx+

∫ b

a

(F (u(x)))′ dx =

∫ b

a

su′(x) = s (u(b)− u(a)) = 0,

onde F (y) =

∫ y

a

f(t) dt. Como u(a) = u(b), obtemos

∫ b

a

(F (u(x)))′ dt = 0, onde segue

que ‖u′‖L2 = 0. Logo, u′(x) = 0, para todo x ∈ [a, b], então u é contante. Assim, como
anteriormente, basta tomar s1 = inf {f(y); x ∈ R} .

A seguir apresentaremos algumas definições e resultados que auxilaram no caso não
autonômo.

Definição 4.2 Seja f : [a, b] × R −→ R uma função cont́ınua. Dizemos que as funções
α, β ∈ C1[a, b] são subsolução e supersolução do problema (4.3), respectivamente, se
satisfazem{

α′(x) + f(x, α(x)) ≥ s
α(a) = α(b)

e

{
β′(x) + f(x, β(x)) ≤ s
β(a) = β(b)

para todo x ∈ [a, b]. No caso que as desigualdades forem estritas, dizemos que α é
subsolução estrita e β é uma supersolução estrita do problema (4.3).
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Teorema 4.1 (Teorema Tipo Bolzano) Sejam α, β ∈ C1[a, b] tais que α uma
subsolução (resp. supersolução) e β uma supersolução (resp. subsolução) do problema
(4.3), com α(x) ≤ β(x), para todo x ∈ [a, b]. Então o problema (4.3) tem uma solução u
tal que

α(x) ≤ u(x) ≤ β(x),

para todo x ∈ [a, b]. Além disso, se α e β são estritas, com α(x) < β(x), para todo
x ∈ [a, b], então

α(x) < u(x) < β(x),

para todo x ∈ [a, b].

Demonstração: A prova desse resultado é uma aplicação do Grau Topológico, que o
leitor poderá encontrar no trabalho [22, Corolário 2.3].

Teorema 4.2 Seja f : [a, b]× R −→ R uma função cont́ınua satisfaz (4.4), então existe
s1 ∈ R tal que o problema (4.3) não tem solução se s < s1, tem pelo menos um solução
se s = s1 e tem pelo menos duas soluções se s > s1.

Demonstração: Defina Sj = {s ∈ R; (4.3) tem pelos menos j soluções}, com j ≥ 1.

(a) S1 6= ∅.

Tome s∗ > max {f(x, 0); x ∈ [a, b]} . Pela condição (4.4), escolhemos r∗− < 0 tal que
f(x, r∗−) > s∗, para todo x ∈ [a, b]. Logo, α(x) = r∗− é uma subsolução estrita e β(x) = 0 é
uma supersolução estrita do problema (4.3), quando s = s∗. Pelo Teorema 4.1, segue que
s∗ ∈ S1.

(b) Se s̃ ∈ S1 e t > s̃ então t ∈ S2.

Seja ũ uma solução do problema (4.3), quando s = s̃, e seja t > s̃, então ũ é uma
supersolução estrita do problema (4.3), quando s = t. Pela condição (4.4), escolhendo as
constantes r− < min {ũ(x); x ∈ [a, b]} e r+ > max {ũ(x); x ∈ [a, b]} tais que

f(x, r−) > t e f(x, r+) > t,

para todo x ∈ [a, b], temos u(x) = r− e u(x) = r+ são subsoluções de estritas do problema
(4.3), quando s = t. Pelo Teorema 4.1, existe u, v ∈ C1[a, b] duas soluções do problema
(4.3), quando s = t, tais que

r− < u(x) < ũ(x) < v(x) < r+,

para todo x ∈ [a, b]. Logo, t ∈ S2.

(c) s1 = inf S1 é finito e (s1,+∞) ⊂ S2.

Como f : [a, b] × R −→ R é uma função cont́ınua que satisfaz a condição (4.4), tome
A = inf {f(x, y); (x, y) ∈ [a, b]× R} . Se u ∈ C1[a, b] é uma solução do problema (4.3),
temos

(b− a)A ≤
∫ b

a

f(x, u(x)) dx =

∫ b

a

f(x, u(x)) dx+ (u(b)− u(a))

=

∫ b

a

(f(x, u(x)) + u′(x)) dx =

∫ b

a

s dx = s(b− a),

donde segue que A ≤ s. Então o problema (4.3) não tem solução quando s < A. Portanto,
s1 = inf S1 é finito e, pelo item (b), (s1,+∞) ⊂ S2.
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(d) Para cada s2 > s1, as posśıveis soluções do problema (4.3), quando s ≤ s2, são
limitado a priori em C[a, b].

Seja u ∈ C1[a, b] uma posśıvel solução do problema (4.3), para algum s ≤ s2, então existe
um x0 ∈ [a, b] tal que u(x0) = max {u(x); x ∈ [a, b]} . Pela condição (4.4), escolha r2 > 0
tal que f(x, y) > s2, para todo x ∈ [a, b] e todo |y| ≥ r2. Se x0 ∈ (a, b), temos

0 = u′(x0) = s− f(x0, u(x0)) ≤ s2 − f(x0, u(x0)),

dáı, f(x0, u(x0)) ≤ s2. Pela escolha de r2, obtemos u(x0) ≤ |u(x0)| < r2. Se x0 = a, como
u(a) = u(b), temos u′(a) ≤ 0 e u′(b) ≥ 0, assim,

0 ≤ u′(b) = s− f(b, (b)) ≤ s2 − f(b, u(b)),

assim, f(b, u(b)) ≤ s2. Então u(a) = u(b) ≤ |u(b)| < r2. Para x0 = b o caso é análogo. E
similarmente, conclúımos para min {u(x); x ∈ [a, b]} > −r2. Portanto, −r2 < u(x) < r2,
para todo x ∈ [a, b]. Consequentemente, ‖u‖C < r2.

(e) s1 ∈ S1

Consideremos uma sequência decrescente (tn)n∈N em (s1,+∞) tal que tn −→ s1. Para
cada n ∈ N, seja un uma solução do problema (4.3), quando s = tn. Pelo item (d), segue
que ‖un‖C < r2, para todo n ∈ N. Para cada n ∈ N, temos

|un(y)− un(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

u′n(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ y

x

(tn − f(t, un(t))) dt

∣∣∣∣ ≤ (R +D)|y − x|,

para todo x, y ∈ [a, b], onde D = max {|f(x, y)|; (x, y) ∈ [a, b]× [−r2, r2]} e R é tal que
|tn| < R, para todo n ∈ N, uma vez que a sequência (tn)n∈N converge. Pelo Teorema de
Arzelá-Ascoli, (un)n∈N admite uma subsequência (unk

)k∈N que convergente uniformemente
para algum u ∈ C1[a, b]. Lembrando que{

u′nk
(x) + f(x, unk

(x)) = tnk
, para x ∈ (a, b),

unk
(a) = unk

(b),

e f é uma função cont́ınua, passando o limite segue que{
u′(x) + f(x, u(x)) = s1, para x ∈ (a, b),
u(a) = u(b).

Portanto, s1 ∈ S1.

Se substitúımos a condição (4.4) do problema (4.3) por

lim
|y|→+∞

f(x, y) = −∞,

uniformemente em [a, b], também existe s1 ∈ R tal que o problema (4.3) não tem solução
se s > s1, tenha pelo menos um solução se s = s1 e pelo menos duas soluções se s < s1.
A prova é análoga ao Teorema 4.2.

Observe também que o problema (4.3) pode admitir infinitas soluções, por exemplo,{
u′(x) = f(x, u(x)), para x ∈ (−1, 1),
u(−1) = u(1),

onde f : [−1, 1]× R −→ R é dada por

f(x, y) =


−1− y, se y < −1,
0, se |y| ≤ 1,
y − 1, se y > 1.

Temos u(x) = cte, para |x| ≤ 1, é uma solução.
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4.2 EDO de segunda ordem

Nesta seção, veremos o problema periódico para uma equação diferencial de segunda
ordem, onde começaremos com o caso mais simples, quando a equação diferencial ordinária
independe da primeira derivada, e depois veremos o mais geral, com o envolvimento da
primeira derivada. Considere o problema

u′′(x) + f(x, u(x)) = s, para todo x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(4.6)

onde s ∈ R e f : [a, b]× R −→ R é cont́ınua tal que

lim
|y|→+∞

f(x, y) = +∞, (4.7)

uniformente em [a, b].

Definição 4.3 Dizemos u ∈ C2[a, b] é uma solução do problema (4.6) se satisfaz
u′′(x) + f(x, u(x)) = s, para todo x ∈ (a, b), com u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b).

Vejamos que, se o problema (4.6) admite uma solução então esta é limitada a priori
em C1[a, b].

Lema 4.1 Seja τ ∈ R qualquer, o conjunto de todas as posśıveis soluções do problema
(4.6), quando s < τ, é limitado a priori em C1[a, b].

Demonstração: Seja u uma posśıvel solução do problema (4.6), para algum s ≤ τ. Como
u′(b) = u′(a), temos

1

b− a

∫ b

a

f(x, u(x)) dx =
1

b− a

[
(u′(b)− u′(a)) +

∫ b

a

f(x, u(x)) dx

]
=

1

b− a

∫ b

a

(u′′(x) + f(x, u(x))) dx

=
1

b− a

∫ b

a

s dx = s ≤ τ. (4.8)

Como f : [a, b] × R −→ R é uma função cont́ınua que satisfaz a condição (4.7), tome
A = inf {f(x, y); (x, y) ∈ [a, b]× R} , então A ≤ τ. Defina v a função constante dada pela
média da solução u, isto é,

v(y) =
1

b− a

∫ b

a

u(x) dx,

para todo y ∈ [a, b]. Considerando w := v − u, então∫ b

a

w(x) dx = 0.
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Assim, usando integração por parte, obtemos∫ b

a

(u′(x))
2
dx = (u′(b)u(b)− u′(a)u(a))−

∫ b

a

u(x)u′′(x) dx

= −
∫ b

a

u(x)s dx+

∫ b

a

u(x)f(x, u(x)) dx

= −s
∫ b

a

u(x) dx+

∫ b

a

v(x)f(x, u(x)) dx+

∫ b

a

w(x)f(x, u(x)) dx

=

∫ b

a

u(x) dx

[
−s+

1

b− a

∫ b

a

f(x, u(x)) dx

]
+

∫ b

a

w(x)f(x, u(x)) dx

=

∫ b

a

w(x)f(x, u(x)) dx =

∫ b

a

w(x)f(x, u(x)) dx− A
∫ b

a

w(x) dx

=

∫ b

a

(f(x, u(x))− A)w(x) dx ≤ max
x∈[a,b]

|w(x)|
∫ b

a

(f(x, u(x))− A) dx

= (b− a) max
x∈[a,b]

|w(x)| (s− A) ≤ (b− a) max
x∈[a,b]

|w(x)| (τ − A) .

Pela Desigualdade de Holder,

|w(x)| = |u(x)− v(x)| =
∣∣∣∣u(x)− 1

b− a

∫ b

a

u(y) dy

∣∣∣∣
=

1

b− a

∣∣∣∣∫ b

a

(u(x)− u(y)) dy

∣∣∣∣ =
1

b− a

∣∣∣∣∫ b

a

∫ x

y

u′(t) dt dy

∣∣∣∣
≤ 1

b− a

∫ b

a

∫ x

y

|u′(t)| dt dy ≤ ‖u′‖L2 ,

para todo x ∈ [a, b]. Logo, ‖u′‖L2 ≤ (b− a)(τ − A) := r1. Além disso, da condição (4.7),
escolha r2 > 0 tal que f(x, y) > τ, para todo x ∈ [a, b] e todo |y| ≥ r2. Da desigualdade
(4.8), existe x0 ∈ [a, b] tal que |u(x0)| < r2. Portanto, usando a Desigualdade de Holder,
temos

|u(x)| =

∣∣∣∣u(x0) +

∫ x

x0

u′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ |u(x0)|+
∫ b

a

|u′(t)| dt

< r2 + ‖u′‖L2

√
b− a ≤ r2 + r1

√
b− a := R(τ).

Pelo Teorema de Weierstrass e das condições periódicas, existe x1 ∈ [a, b] tal que
u′(x1) = 0. Assim, como u é solução do problema (4.6), temos

u′(x) =

∫ x

x1

(s− f(t, u(t))) dt ≤
∫ x

x1

(τ − f(t, u(t))) dt.

Então, pela equação (4.8),

|u′(x)| ≤
∫ b

a

|τ − f(x, u(x))| dx =

∫ b

a

|τ − A+ A− f(x, u(x))| dx

≤ (τ − A)(b− a) +

∫ b

a

(f(x, u(x))− A) dx

≤ 2(τ − A)(b− a).
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Portanto,
‖u‖C1 < R(τ) + 2(τ − A)(b− a).

Estamos interessados em encontramos algum parâmetro real s1 tal que o problema
(4.6) não tenha solução, tenha pelos menos uma ou pelo menos duas soluções de acordo
com s < s1, s = s1 ou s > s1.

Vejamos a seguinte definição.

Definição 4.4 Seja f : [a, b] × R −→ R uma função cont́ınua. Dizemos que as funções
α, β ∈ C2[a, b] são subsolução e supersolução do problema (4.6), respectivamente, se
satisfazem

α′′(x) + f(x, α(x)) ≥ s
α(a) = α(b),
α′(a) = α′(b),

e


β′′(x) + f(x, β(x)) ≤ s
β(a) = β(b),
β′(a) = β′(b),

para todo x ∈ (a, b). No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que α é
subsolução estrita e β é uma supersolução estrita do problema (4.6).

Vejamos o Teorema do Tipo Bolzano para o problema (4.6).

Teorema 4.3 (Teorema Tipo Bolzano) Sejam α, β ∈ C2[a, b] tais que α é uma
subsolução e β é uma supersolução do problema (4.6), com α(x) ≤ β(x), para todo
x ∈ [a, b]. Então o problema (4.6) tem uma solução u tal que

α(x) ≤ u(x) ≤ β(x),

para todo x ∈ [a, b]. Além disso, α e β são estritas, com α(x) < β(x), para todo x ∈ [a, b],
então

α(x) < u(x) < β(x),

para todo x ∈ [a, b].

Demonstração: O leitor poderá encontra a prova desse resultado em [22, Cololário 3.1].
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Lembrando que no final do Caṕıtulo 2 também apresentamos uma prova desse
resultado. O leitor também poderá encontrar a demonstração de tal resultado em [7,
Teorema 2.1], neste livro se encontrar vários resultado e exemplo para problema periódico
utilizado o método de supersolução e subsolução. Podemos observar que este teorema
é diferente do Teorema 4.1, onde aqui temos a hipótese de ordenadação da subsolução
ser menor que a supersolução, pois caso contrário não podemos garantir a existência de
solução do problema (4.6) nessa ordenação.

Teorema 4.4 Seja f : [a, b]× R −→ R uma função cont́ınua satisfaz (4.7), então existe
s1 ∈ R tal que o problema (4.6) não tem solução se s < s1, tem pelo menos um solução
se s = s1 e tem pelo menos duas soluções se s > s1.

Demonstração: Defina Sj = {s ∈ R; (4.6) tem pelos menos j soluções}, com j ≥ 1.

(a) S1 6= ∅.

(b) Se s̃ ∈ S1 e t > s̃ então t ∈ S1.

(c) s1 = inf S1 é finito e (s1,+∞) ⊂ S1.

(d) Para cada s2 > s1, o conjunto de todos as posśıveis soluções de (4.6), com s ≤ s2 é
limitado a priori em C[a, b].

A prova dos itens (a) − (c) são similares à demonstração do Teorema 4.2, exceto em
uma parte do item (b), onde aplicaremos o Teorema 4.3 e garantimos a existência de
apenas uma solução entre a subsolução estrita e supersolução estrita do problema (4.6),
quando s = t. O item (d) segue do Lema 4.1, com τ = s2.

(e) Para cada s ≤ s2 e cada R > R(s2) temos deg((L,Ns), B(R)) = 0, onde R(s2) foi
definido na demonstração do Lema 4.1.

Considere domL = {u ∈ C2[a, b] : u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b)} ⊂ C1[a, b] e o operador
diferencial de segunda ordem L : domL −→ C[a, b] dada por Lu = u′′. Denotamos
B(R) := {u ∈ C[a, b]; ‖u‖C < R} . Para cada s ∈ R, defina Ns : B(R) −→ C[a, b] por
Ns(u) = s − f(·, u(·)). Se s0 < s1, pela Propriedade 3.1 e pelo item (c), segue que
deg((L,Ns0), B(R)) = 0. Seja s3 ∈ (s1, s2), pelo Lema 3.9, Ñ : B(R) × [0, 1] −→ C[a, b]
dado por Ñ(u, t) = ts3+(1−t)s0−f(·, u(·)) é uma aplicação L−compacta em B(R)×[0, 1].
Pelo Lema 4.1, 0 6∈ (L − Ñ(·, t))(domL ∩ ∂B(R)), para todo t ∈ [0, 1], então segue do
Teorema 3.3

deg((L,Ns3), B(R)) = deg((L,Ns0), B(R)) = 0.

Portanto,
deg((L,Ns), B(R)) = 0,

para todo s ≤ s2.

(f) (s1,+∞) ⊂ S2

Seja t ∈ (s1,+∞). Sejam s2 ∈ (s1, t) e u2 uma solução do problema (4.6), quando s = s2.
Então u2 é uma supersolução estrita do problema (4.6), quando s = t. Pela condição (4.7),
escolhendo r < min {u2(x); x ∈ [a, b]} tal que f(x, r) > t, para todo x ∈ [a, b], segue que
v(x) = r é uma subsolução estrita do problema (4.6), quando s = t. Pelo Teorema 4.3,
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existe uma u ∈ C2[a, b] solução o problema (4.6), quando s = t, tal que r < u(x) < u2(x),
para todo x ∈ [a, b]. Consideramos Ω = {u ∈ C1[a, b]; r < u(x) < u2(x),∀x ∈ [a, b]}, pelo
Corolário 3.7,

| deg((L,Nt),Ω)| = 1.

Tomando R > max {|r|, R(t), ‖u2‖C} . Pela Propriedade 3.3,∣∣deg
(
(L,Nt), B(R)\Ω

)∣∣ =
∣∣deg ((L,Nt), B(R))− deg

(
(L,Nt),Ω

)∣∣
=

∣∣deg
(
(L,Nt),Ω

)∣∣ = 1.

Pela Propriedade 3.1, o problema (4.6), quando s = t, tem uma segunda solução em
B(R)\Ω. Portanto, t ∈ S2.

(g) s1 ∈ S1

Considere uma sequência decrescente (tn)n∈N em (s1,+∞) tal que tn −→ s1. Para cada
n ∈ N, seja un ∈ C2[a, b] uma solução do problema (4.6), quando s = tn. Pelo Lema 4.1,
segue que ‖un‖C1 < R(t1) + 2(t1 − A)(b− a). Observe que

|un(y)− un(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

u′n(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ y

x

|u′n(t)| dt
∣∣∣∣ ≤ 2(t1 − A)(b− a)|x− y|,

e

|u′n(y)− u′n(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

u′′n(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ y

x

(tn − f(x, un(x))) dt

∣∣∣∣ ≤ (R′ +D)|x− y|,

onde R′ é tal que |tn| < R′, para todo n ∈ N, uma vez que a sequência (tn)n∈N converge e
D denota max {|f(x, y)|;x ∈ [a, b] e y ∈ [−R(t1), R(t1)]}. Pelo Teorema de Arzelá-Ascoli,
(un)n∈N admite uma subsequência (unk

)k∈N que convergente para algum u0 em C1[a, b].
Lembrando que 

u′′nk
(x) + f(x, unk

(x)) = tnk
,

unk
(a) = unk

(b),
u′nk

(a) = u′nk
(b).

Pela Proposição 3.7,
unk

= M(tnk
, unk

),

onde M : Ω −→ C2[a, b] é a aplicação definida por M = P + (Λπ + KP,Q)Ns, com
Λ : CokerL −→ KerL é qualquer isomorfismo que preserva a orientação e as demais
aplicações foram apresentadas na Seção 2.4. Fazendo k → ∞, como M é uma aplicação
cont́ınua e da unicidade do limite, segue que u0 = M(s1, u0). Novamente pela Proposição
3.7, temos 

u′′0(x) + f(x, u0(x)) = s1,
u0(a) = u0(b),
u′0(a) = u′0(b).

Portanto, s1 ∈ S1.
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Se a condição (4.7) do problema (4.6) for substituida por

lim
|y|−→+∞

f(x, y) = −∞,

uniformemente em [a, b]. Analogamente a demonstração do Teorema 4.4, encontramos
s1 ∈ R tal que o novo problema (4.6) não tem solução se s > s1, tem pelo menos um
solução se s = s1 e tem pelo menos duas soluções se s < s1.

Agora, veremos que no caso mais geral, quando a equação diferencial ordinária do
problema também envolver a primeira derivada, precisaremos de hipóteses adicionais
para encontramos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para este problema periódico.
Considere o seguinte problema

u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = s, para x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(4.9)

onde s ∈ R e f : [a, b] × R2 −→ R uma função cont́ınua e diferenciável com respeito
as segunda e terceira coordenadas. Suponha também que exista uma função crescente
c : [0,∞) −→ [0,∞) tal que

|f(x, y, z)| ≤ c (|y|)
(
1 + |z|2

)
, (4.10)

para todo x ∈ [a, b] e para todo y, z ∈ R. Além disso, suponha que exista uma função
cont́ınua g : [a, b]× R −→ R satisfazendo

f(x, y, z) ≥ g(x, y), (4.11)

para todo x ∈ [a, b] e para todo y, z ∈ R, e

lim
|y|→∞

g(x, y) = +∞, (4.12)

uniformemente em [a, b].
Esta última hipótese é uma condição mais fraca do problema clássico do tipo

Ambrosetti-Prodi, feito nos trabalhos [3] e [13] para os problemas de Dirichlet e Neumann,
quando existe o cruzamento dos autovalores, isto é,

lim
y→−∞

sup
g(x, y)

y
< λ1 < lim

y→+∞
inf

g(x, y)

y
,

onde λ1 é o primeiro autovalor do operador diferencial de segunda ordem L : domL ⊂
C1[a, b] −→ C[a, b] dada por

Lu = u′′.

Definição 4.5 Dizemos u ∈ C2[a, b] é uma solução do problema (4.9) se satisfaz
u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = s, para todo x ∈ (a, b), com u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b).

Vejamos que, se o problema (4.9) admite uma solução, então esta é limitada a priori
em C1[a, b].

Lema 4.2 Seja τ ∈ R qualquer, todas as posśıveis soluções do problema (4.9), quando
s ≤ τ, é limitado a priori em C1[a, b].
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Demonstração: Seja u uma posśıvel solução do problema (4.9), para algum s ≤ τ.
Similar a prova do Lema 4.1, encontramos

1

b− a

∫ b

a

f(x, u(x), u′(x)) dx = s ≤ τ. (4.13)

Como g : [a, b] × R −→ R é uma função cont́ınua que satisfaz a condição (4.12), tome
A = inf {g(x, y); (x, y) ∈ [a, b]× R} , e juntamente com a condição (4.11), temos A ≤ τ.
Similiarmente a prova do Lema 4.1, também obtemos

‖u′‖L2 ≤ (b− a)(τ − A) := r1.

Além disso, da condição (4.12), escolhendo r2 > 0 tal que g(x, y) > τ, para todo x ∈ [a, b]
e todo |y| ≥ r2. Da condição (4.11), segue que f(x, y, z) > τ, para todo x ∈ [a, b], z ∈ R e
|y| ≥ r2. Da desigualdade (4.13), existe x0 ∈ [a, b] tal que |u(x0)| < r2. Portanto, usando
a Desigualdade de Holder, temos

|u(x)| =

∣∣∣∣u(x0) +

∫ x

x0

u′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ |u(x0)|+
∫ b

a

|u′(t)| dt

< r2 + ‖u′‖L2

√
b− a ≤ r2 + r1

√
b− a,

para todo x ∈ [a, b]. E similarmente a demonstração do Lema 4.1, temos

|u′(x)| ≤ 2(τ − A)(b− a),

para todo x ∈ [a, b]. Portanto,

‖u‖C1 < r2 + r1

√
b− a+ 2(τ − A)(b− a) := R(τ).

Como feito anteriormente, estamos interessados em encontramos algum parâmetro real
s1 tal que o problema (4.9) não tenha solução, tenha pelos menos uma ou pelo menos
duas soluções de acordo com s < s1, s = s1 ou s > s1.

Relembrando a seguinte definição.

Definição 4.6 Seja f : [a, b]× R2 −→ R uma função cont́ınua. Dizemos que as funções
α, β ∈ C2[a, b] são subsolução e supersolução do problema (4.9), respectivamente, se
satisfazem

α′′(x) + f(x, α(x), α′(x)) ≥ s
α(a) = α(b),
α′(a) = α′(b),

e


β′′(x) + f(x, β(x), β′(x)) ≤ s
β(a) = β(b),
β′(a) = β′(b),

para todo x ∈ (a, b). No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que α é
subsolução estrita e β é uma supersolução estrita do problema (4.9).

O problema (4.9) também tem um resultado igual ao Teorema Tipo Bolzano, porém
neste caso precisaremos das condições de diferenciabilidade da função f e de satisfazer
(4.10).
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Teorema 4.5 Seja f : [a, b] × R2 −→ R uma função cont́ınua e diferenciável com
respeito à segunda e terceira coordenadas. Suponha que exista uma função crescente
c : [0,∞) −→ [0,∞) tal que

|f(x, y, z)| ≤ c (|y|)
(
1 + |z|2

)
,

para todo x ∈ [a, b] e para todo y, z ∈ R. Sejam α, β ∈ C2[a, b] tais que α é uma subsolução
e β é uma supersolução do problema (4.9), com α(x) ≤ β(x), para todo x ∈ [a, b]. Então
o problema (4.9) admite uma solução u tal que

α(x) ≤ u(x) ≤ β(x),

para todo x ∈ [a, b]. Além disso, α e β são estritas, com α(x) < β(x), para todo x ∈ [a, b],
então

α(x) < u(x) < β(x),

para todo x ∈ [a, b].

Demonstração: O leitor poderá encontrar esse resultado em [16, Lema 4].

O mesmo resultado acima é válido para os problemas de Dirichlet e Neumann, que se
encontra em [2, Teorema 4].

Teorema 4.6 Seja f : [a, b]×R2 −→ R uma função cont́ınua, diferenciável com respeito
as segunda e terceira coordenadas e satisfaz as condições (4.10) − (4.12) acima, então
existe s1 ∈ R tal que o problema (4.9) não tem solução se s < s1, tem pelo menos um
solução se s = s1 e pelo menos duas soluções se s > s1.

Demonstração: Defina Sj = {s ∈ R; (4.9) tem pelos menos j soluções}, com j ≥ 1.

(a) S1 6= ∅.

Tome s∗ > max {f(x, 0, 0); x ∈ [a, b]} . Temos que β(x) = 0 é uma supersolução estrita do
problema (4.9), quando s = s∗. Pela condição (4.12), escolhendo r∗− < 0 tal que g(x, r∗−) >
s∗, para todo x ∈ [a, b]. Assim, pela condição (4.11), segue que f(x, r∗−, 0) ≥ g(x, r∗−) > s∗,
para todo x ∈ [a, b]. Logo, α(x) = r∗− é uma subsolução estrita do problema (4.9), quando
s = s∗. Pelo Teorema 4.5, segue que s∗ ∈ S1.

(b) Se s̃ ∈ S1 e t > s̃ então t ∈ S1.

Seja ũ uma solução do problema (4.9), quando s = s̃, e seja t > s̃, então ũ é uma
supersolução estrita do problema (4.9), quando s = t. Pela condição (4.12), escolhendo a
constante r− < min {ũ(x); x ∈ [a, b]} tal que

g(x, r−) > t,

para todo x ∈ [a, b]. Assim, pela condição (4.11), segue que f(x, r−, 0) ≥ g(x, r−) > t,
para todo x ∈ [a, b]. Então α(x) = r− é subsolução estrita do problema (4.9), quando
s = t. Pelo Teorema 4.5, segue que t ∈ S1.

(c) s1 = inf S1 é finito e (s1,+∞) ⊂ S1.
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Como mostrado anteriormente, sabemos que f(x, y, z) ≥ A, para todo x ∈ [a, b] e para
todo x, y ∈ R, lembrando que A = inf {g(x, y); (x, y) ∈ [a, b]× R} . Se u ∈ C2[a, b] é uma
solução do problema (4.9), temos

(b− a)A ≤
∫ b

a

f(x, u(x), u′(x)) = s(b− a),

donde segue que A ≤ s. Então o problema (4.9) não tem solução quando s < A. Portanto,
s1 = inf S1 é finito e, pelo item (b), (s1,+∞) ⊂ S1.

(d) Para cada s2 > s1, o conjunto de todos as posśıveis soluções de (4.9), com s ≤ s2 é
limitado a priori em C1[a, b].

(e) s1 ∈ S1.

(f) Para cada s ≤ s2 e cada R > R(s2) temos deg((L,Ns), B(R)) = 0, onde R(s2)
foi definido na demonstração do Lema 4.2, B(R) := {u ∈ C1[a, b]; ‖u‖C1 < R} e
Ns : B(R) −→ C[a, b] é a aplicação dado por Ns(u) = s− f(·, u(·), u′(·)).

O item (d) segue diretamente do Lema 4.2, tomado τ = s2. A prova dos itens (e) e (f) é
análoga ao do Teorema 4.4.

(g) (s1,+∞) ⊂ S2.

Seja t ∈ (s1,+∞). Sejam s2 ∈ (s1, t) e u2 uma solução do problema (4.9), quando s = s2.
Então u2 é uma supersolução estrita do problema (4.9), quando s = t. Pela condição
(4.12), escolhendo r < min {u2(x); x ∈ [a, b]} tal que g(x, r) > t, pela condição (4.11),
temos f(x, r, 0) ≥ t, para todo x ∈ [a, b]. Então α(x) = r é uma subsolução estrita do
problema (4.9), quando s = t. Pelo Teorema 4.5, existe v ∈ C2[a, b] solução do problema
(4.9), quando s = t, tal que r < v(x) < u2(x), para todo x ∈ [a, b]. Consideramos

Ω = {u ∈ C1[a, b]; r < u(x) < u2(x) e |u′(x)| ≤ Ct, ∀x ∈ [a, b]},

onde Ct = 2(t− A)(b− a). Para cada (x, y, z) ∈ [a, b]× R2, definamos

h(x, y, z) =


f(x, u2(x), z), se y > u2(x),
f(x, y, z), se r ≤ y ≤ u2(x),
f(x, r, z), se y < r,

e

f ∗(x, y, z) =


h(x, y, Ct), se z > Ct,
h(x, y, z), se |z| ≤ Ct,

h(x, y,−Ct), se z < −Ct.

Observe que a função f ∗ : [a, b] × R2 −→ R é uma aplicação limitada, assim, tomado
D = max {|f ∗(x, y, z)|; x ∈ [a, b] e y, z ∈ R} , pelo Teorema 3.6,

| deg((L,N∗t ),Ω∗)| = 1,

onde Ω∗ = {u ∈ C1[a, b]; r < u(x) < u2(x) e |u′(x)| < c,∀x ∈ [a, b]}, com c é
qualquer constante tal que c ≥ (2D + 2|t|+ |r|+ ‖u2‖C + 1) (b − a), e a aplicação
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N∗t : Ω∗ −→ C[a, b] é dada por N∗t (u) = t − f ∗(·, u(·), u′(·)). Dáı, juntamente com o
Lema 4.2 e a Propriedade 3.2, segue que

| deg((L,Nt),Ω)| = 1.

Tomando R > max {|r|+ Ct, R(t), ‖u2‖C + Ct} . Pela Propriedade 3.3,∣∣deg
(
(L,Nt), B(R)\Ω

)∣∣ =
∣∣deg ((L,Nt), B(R))− deg

(
(L,Nt),Ω

)∣∣
=

∣∣deg
(
(L,Nt),Ω

)∣∣ = 1.

Pela Propriedade 3.1, existe u ∈ B(R)\Ω solução do problema (4.9), quando s = t.
Portanto, t ∈ S2.
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Caṕıtulo 5

Problema periódico com ϕ  0

No presente caṕıtulo, motivado pelo trabalho [25], intitulado “A Neumann problem of
Ambrosetti-Prodi type”, De Paiva e Presoto, analisaremos o problema periódico no caso
mais geral, envolvendo qualquer função cont́ınua não negativa e não nula ϕ multiplicando
o parâmetro s. Considere o seguinte problema

u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = sϕ(x), para todo x ∈ [a, b],
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(5.1)

onde s ∈ R, ϕ ∈ C[a, b]\{0} tal que ϕ(x) ≥ 0, para todo x ∈ [a, b], e f : [a, b]×R2 −→ R
uma função cont́ınua e continuamente diferenciável com respeito às variáveis y e z.
Suponha que exista uma função crescente c : [0,∞) −→ [0,∞) satisfazendo

|f(x, y, z)| ≤ c (|y|)
(
1 + z2

)
,∀x ∈ [a, b], ∀y, z ∈ R, (5.2)

|fy(x, y, z)| ≤ c (|y|)
(
1 + z2

)
,∀x ∈ [a, b], ∀y, z ∈ R, (5.3)

onde fy denota derivada da função f com respeito a y, e

|f(x, y, z)| ≤ c(y+) (1 + |y|+ |z|) ,∀x ∈ I0, ∀y, z ∈ R, (5.4)

onde I0 denota o conjunto {x ∈ [a, b]; ϕ(x) = 0} e y+ = y, se y ≥ 0, e y+ = 0, caso
contrário. Além disso, suponha que exista uma função cont́ınua g : [a, b] × R −→ R
satisfazendo

f(x, y, z) ≥ g(x, y), ∀x ∈ [a, b], ∀y, z ∈ R (5.5)

e

lim
|y|→∞

g(x, y) = +∞, (5.6)

uniformemente em [a, b].

Definição 5.1 Dizemos u ∈ C2[a, b] é uma solução do problema (5.1) se satisfaz
u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = sϕ(x), para todo x ∈ [a, b], com u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b).
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Como g : [a, b]× R −→ R é uma função cont́ınua satisfazendo a condição (5.6), tome
A = inf {g(x, y); x ∈ [a, b], y ∈ R} . Juntamente com a condição (5.5), segue que

f(x, y, z) ≥ A, (5.7)

para todo x ∈ [a, b] e todo x, y ∈ R.
Vejamos que, se o problema (5.1) admite uma solução, então esta tem uma limitação

a priori em C1[a, b].

Lema 5.1 Seja τ ∈ R qualquer, o conjunto de todas as posśıveis soluções do problema
(5.1), quando s ≤ τ, é limitado a priori em C1[a, b].

Demonstração: Seja u uma solução do problema (5.1), para algum s ≤ τ. Então∫ b

a

f(x, u(x), u′(x)) dx = s

∫ b

a

ϕ(x) dx = s‖ϕ‖1 ≤ τ‖ϕ‖1. (5.8)

Pela equação (5.7), segue que A(b − a) ≤ s‖ϕ‖1 ≤ τ‖ϕ‖1. Das condições periódicas,
sabemos que existe x0 ∈ [a, b] tal que u′(x0) = 0. Então

u′(x) =

∫ x

x0

[−f(t, u(t), u′(t)) + sϕ(t)] dt.

Dáı,

|u′(x)| ≤
∫ b

a

|−f(t, u(t), u′(t)) + sϕ(t)| dt

=

∫ b

a

|A− f(t, u(t), u′(t)) + sϕ(t)− A| dt

≤
∫ b

a

(f(t, u(t), u′(t))− A) dt+

∫ b

a

|sϕ(t)− A| dt

= s‖ϕ‖1 − A(b− a) +

∫ b

a

∣∣∣∣sϕ(t)− A(b− a)
ϕ(t)

‖ϕ‖1

+ A(b− a)
ϕ(t)

‖ϕ‖1

− A
∣∣∣∣ dt

≤ s‖ϕ‖1 − A(b− a) +

∫ b

a

(s‖ϕ‖1 − A(b− a))
ϕ(t)

‖ϕ‖1

dt+

+|A|
∫ b

a

(
(b− a)

ϕ(t)

‖ϕ‖1

+ 1

)
dt

= 2 (s‖ϕ‖1 − A(b− a) + |A|(b− a))

≤ 2 (τ‖ϕ‖1 + (|A| − A)(b− a)) := R1(τ),

para todo x ∈ [a, b]. Logo, max {|u′(x)|; x ∈ [a, b]} ≤ R1(τ). Além disso, da condição
(5.6), escolhendo r2 > 0 tal que g(x, y) > τ‖ϕ‖1, para todo x ∈ [a, b] e todo |y| ≥ r2. Da
condição (5.5), segue que f(x, y, z) > τ‖ϕ‖1, para todo x ∈ [a, b], z ∈ R e |y| ≥ r2. Da
desigualdade (5.8), existe x1 ∈ [a, b] tal que |u(x1)| < r2. Logo,

|u(x)| =

∣∣∣∣u(x1) +

∫ x

x1

u′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ |u(x1)|+
∫ b

a

|u′(t)| dt

< r2 +R1(τ)(b− a)| := R2(τ),
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para todo x ∈ [a, b]. Portanto

‖u‖C1 ≤ R2(τ) +R1(τ) := R(τ).

Relembremos a seguinte definição.

Definição 5.2 Seja f : [a, b]× R2 −→ R uma função cont́ınua. Dizemos que as funções
α, β ∈ C2[a, b] são subsolução e supersolução do problema (5.1), respectivamente, se
satisfazem

α′′(x) + f(x, α(x), α′(x)) ≥ sϕ(x)
α(a) = α(b),
α′(a) = α′(b),

e


β′′(x) + f(x, β(x), β′(x)) ≤ sϕ(x)
β(a) = β(b),
β′(a) = β′(b),

para todo x ∈ [a, b]. No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que α é
subsolução estrita e β é uma supersolução estrita do problema (5.1).

Novamente, estamos interessados em encontrar um parâmetro real s1 tal que o
problema (5.1) não tenha solução, tenha pelos menos uma ou pelo menos duas soluções
de acordo com s < s1, s = s1 ou s > s1. Mas, diferente do problema (4.9), nem sempre
conseguiremos encontrar uma supersolução para o problema (5.1). Contudo, só Teorema
Tipo Bolzano não seria suficiente para este problema, os resultados a seguir ajudarão a
contornar tal fato.

O próximo resultado é o Prinćıpio do Máximo em C2[a, b] para o problema periódico
apresentado no trabalho [7].

Lema 5.2 Sejam q1, q2 ∈ C[a, b], com q2(x) > 0, para todo x ∈ [a, b]. Se u ∈ C2[a, b]
satisfazendo

−u′′(x) + q1(x)u′(x) + q2(x)u(x) ≥ 0, para todo x ∈ [a, b],
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(5.9)

então u ≥ 0. Se u 6= 0 então u(x) > 0, para todo x ∈ [a, b].

Demonstração: Seja u ∈ C2[a, b] satisfazendo (5.10). Suponha por contradição que
existe x′ ∈ [a, b] tal que u(x′) < 0. Seja x0 ∈ [a, b] tal que u(x0) = min {u(x); x ∈ [a, b]} <
0. Se x0 ∈ (a, b), segue que u′(x0) = 0 e u′′(x0) ≥ 0. Por outro lado, segue da equação
(5.10) que u′′(x0) ≤ q2(x0)u(x0) < 0, contradição. Caso x0 = a e como u(a) = u(b), temos
u′(a) ≥ 0 e u′(b) ≤ 0, pela condição u′(a) = u′(b), segue que u′(a) = 0. Como u satisfaz
(5.10), obtemos u′′(a) ≤ q2(a)u(a) < 0. Pela Fórmula de Taylor,

u(a+ x) = u(a) + u′(a)x+
u′′(a)

2
x2 + r(x),

onde lim
x→0+

r(x)

x2
= 0. Considerando x > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

u′′(a)
2

+ r(x)
x2

< 0, obtemos

u(a+ x)− u(a) = x2

[
u′′(a)

2
+
r(x)

x2

]
< 0,
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contradição com x0 = a ser ponto de mı́nimo em [a, b]. Similiarmente, mostrar-se para
x0 = b.

No trabalho [30] apresenta este prinćıpio em W 2,p(a, b) quando as funções q1 = 0 e
q2 ∈ Lp(a, b), com q2(x) > 0 qtp x ∈ (a, b). O caso mais geral segue do Prinćıpio do
Máximo de Bony em W 2,p(a, b) apresentado no trabalho [5, Teorema 2].

Lema 5.3 Sejam q1, q2 ∈ L∞(a, b), com q2(x) ≥ C > 0, qtp x ∈ (a, b). Se u ∈ W 2,p(a, b),
com p > 1, satisfazendo

−u′′(x) + q1(x)u′(x) + q2(x)u(x) ≥ 0, qtp x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(5.10)

então u ≥ 0. Se u 6= 0 então u(x) > 0, para todo x ∈ [a, b].

Agora, analisaremos rapidamente um problema periódico que será abordado durante
a demonstração dos próximos resultados

−u′′(x) + qu(x) = h(x), qtp x ∈ (a, b)
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(5.11)

onde h ∈ Lp(a, b) é uma função fixada.

Definição 5.3 Dizemos u ∈ W 2,p(a, b) é uma solução do problema (5.11) se satisfaz
−u′′(x) + qu(x) = h(x), qtp x ∈ (a, b), u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b).

Como o espaço de Sobolev W 2,p(a, b) está imenso compactamente no espaço C1[a, b],
conclúımos que se u é uma solução do problema (5.11), então u ∈ C1[a, b]. Quando p = 2,
segue que W 2,2(a, b) é um espaço de Hilbert. Aplicando o Teorema de Lax-Milgram na

forma bilinear B(u, v) =
∫ b
a
u′(x)v′(x) dx +

∫ b
a
u(x)v(x) dx o livro [6, página 227] mostra

que o problema (5.11) admite solução.

Definição 5.4 Seja h ∈ Lp(a, b) uma função cont́ınua. Dizemos que as funções α, β ∈
W 2,p(a, b) são subsolução e supersolução do problema (5.11), respectivamente, se
satisfazem

−α′′(x) + qα(x) ≤ h(x)
α(a) = α(b),
α′(a) = α′(b),

e


−β′′(x) + qβ(x) ≥ h(x)
β(a) = β(b),
β′(a) = β′(b),

qtp x ∈ (a, b). No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que α é
subsolução estrita e β é uma supersolução estrita do problema (5.11).

Temos também o Teorema do Tipo Bolzano para o espaço W 2,p(a, b), dado em [7,
Teorema 2.2].
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Teorema 5.1 Seja h ∈ Lp(a, b). Se α, β ∈ W 2,p(a, b) tais que α é uma subsolução e β
é uma supersolução do problema (5.11), com α(x) ≤ β(x), para todo x ∈ [a, b]. Então o
problema (5.11) tem uma solução u tal que

α(x) ≤ u(x) ≤ β(x),

para todo x ∈ [a, b]. Além disso, α e β são estritas, com α(x) < β(x), para todo x ∈ [a, b],
então

α(x) < u(x) < β(x),

para todo x ∈ [a, b].

Se h ∈ L∞(a, b), existe M > 0 tal que ‖h‖∞ < M. Então u(x) = −M é uma subsolução
estrita e u(x) = M é uma supersolução estrita do problema (5.11). Logo o problema
(5.11) admite solução. Considerando L∞(a, b) com a topologia induzida pela topologia
em Lp(a, b), mostraremos que o operador solução K : L∞(a, b) −→ W 2,p(a, b) do problema
(5.11) é cont́ınuo.

Lema 5.4 Seja h ∈ Lp(a, b). Se w ∈ W 2,p(a, b) é uma solução do problema (5.11), então
existe uma constante C > 0 tal que

‖w‖2,p ≤ C (‖h‖p + ‖w‖p) .

Demonstração: Seja c1 = max{1, q}, temos diretamente do problema

‖w′′‖p ≤ ‖h‖p + q‖w‖p ≤ c1 (‖h‖p + ‖w‖p) . (5.12)

Como W 2,p(a, b) está imenso em C1[a, b] e w satisfaz w(a) = w(b) e w′(a) = w′(b), existe
x0 ∈ [a, b] tal que w′(x0) = 0. Assim, pelo Teorema Fundamental do Cálculo e em seguida
a desigualdade de Holder, obtemos

|w′(x)| ≤
∫ x

x0

|w′′(t)| dt ≤
∫ b

a

|w′′(t)| dt ≤
∫ b

a

|h(t)| dt+ q

∫ b

a

|w(t)| dt

≤ (b− a)
1
p′ (‖h‖p + q‖w‖p) ≤ c1(b− a)

1
p′ (‖h‖p + ‖w‖p) ,

onde 1
p

+ 1
p′

= 1. Então

|w′(x)|p ≤ cp1(b− a)
p
p′ (‖h‖p + ‖w‖p)p .

Dáı,

‖w′‖p =

[∫ x

a

|w′(x)|p dx
] 1

p

≤
[
cp1(b− a)

p
p′+1

(‖h‖p + ‖w‖p)p
] 1

p

= c1(b− a) (‖h‖p + ‖w‖p) (5.13)

Tomando C = max{1, c1, c1(b− a)}, segue das equações (5.12) e (5.13) o resultado

‖w‖2,p ≤ C (‖h‖p + ‖w‖p) .
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Proposição 5.1 Seja h ∈ Lp(a, b). Se w ∈ W 2,p(a, b) é uma solução do problema (5.11),
então existe uma constante C > 0 tal que

‖w‖2,p ≤ C‖ − w′′ + qw‖p = C‖h‖p.

Em outras palavras, o operador solução do problema (5.11), quando existe, é cont́ınuo.

Demonstração: Suponha por contradição que existe uma sequência (un)n∈N de soluções
em W 2,p(a, b) do problema (5.11) tal que

‖un‖2,p > n‖ − u′′n + qun‖p.

Pelo Lema 5.4, existe c > 0 tal que

c (‖ − u′′n + qun‖p + ‖un‖p) ≥ ‖un‖2,p > n‖ − u′′n + qun‖p,

assim, para n > c,

1

‖un‖p
‖ − u′′n + qun‖p ≤

c

n− c
.

Considerando a sequência (wn)n∈N, onde wn = un
‖un‖p , vemos que

‖wn‖p = 1 e ‖ − w′′n + qwn‖p −→ 0.

Como W 2,p(a, b) está imenso compactamente em C1[a, b] e, pelo Lema 5.4, (wn)n∈N é
limitado em W 2,p(a, b), existe uma subsequência (wnk

)k∈N tal que wnk
−→ w em C1[a, b].

Então w(a) = w(b) e w′(a) = w′(b). Além disso, ‖w‖ = 1. Agora, para toda Φ ∈ C∞0 (a, b),
pela desigualdade de Holder∣∣∣∣∫ b

a

(
−w′′nk

(x) + qwnk
(x)
)

Φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣−w′′nk
(x) + qwnk

(x)
∣∣ |Φ(x)| dx

≤ ‖ − w′′nk
+ qwnk

‖p‖Φ‖p′ .

Fazendo k −→ +∞, encontramos∫ b

a

(−w′′(x) + qw(x))ϕ(x) dx, ∀Φ ∈ C∞0 (a, b).

Então, temos o seguinte problema
−w′′(x) + qw(x) = 0, qtp x ∈ (a, b),
w(a) = w(b),
w′(a) = w′(b).

Onde sabemos que w = 0 é a única solução, contradição com ‖w‖p = 1.

O próximo resultado é apresentado em [2, Lema 4] para os problemas de Dirichlet e
Neumann. Mas similiarmente obtemos o mesmo para o problema periódico.
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Lema 5.5 Seja q > 0, para cada d ∈ L∞(a, b), existe exatamente uma solução u ∈
W 2,p(a, b) do problema

−u′′(x) + qu(x) = d(x) (1 + |u′(x)|2) , qtp x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b).

(5.14)

Além disso, existe uma função crescente ξ : [0,∞) −→ [0,∞) tal que

‖u‖2,p ≤ ξ (‖d‖∞) ,

a função ξ depende somente de q, a, b e p.

Demonstração: Sejam σ1, σ2 ∈ [0, 1] e u1, u2 ∈ W 2,p(a, b) tais que
−u′′i (x) + qui(x) = d(x) (σi + |u′i(x)|2) , qtp x ∈ (a, b),
ui(a) = ui(b),
u′i(a) = u′i(b).

(5.15)

Defina w = u1 − u2 e M = |σ1−σ2|‖d‖∞
q

. Tomando ξ = M − w e substituindo no problema

(5.14), obtemos

−ξ′′(x) + qξ(x)− d(x) (u′1(x) + u′2(x)) ξ′(x) = |σ1 − σ2|‖d‖∞ − (σ1 − σ2) d(x) ≥ 0,

para todo x ∈ (a, b). Pelo Teorema B.6, sabemos que W 2,p(a, b) ↪→ C1[a, b], para todo
1 < p ≤ ∞, e pelo Lema 5.3, ξ(x) ≤ 0, ou seja, w(x) ≤ M, para todo x ∈ [a, b].
Similiarmente, mostrar-se que w(x) > −M. Então

‖w‖∞ = ‖u1 − u2‖∞ ≤
|σ1 − σ2|‖d‖∞

q
. (5.16)

Assim, se σ1 = σ2 então u1 = u2. Logo, a solução do problema (5.15) é única. Observe
que

−w′′(x) + qw(x) = −u′′1(x) + u′′2(x) + qu1(x)− qu2(x)

= (−u′′1(x) + qu1(x)) + (u′′2(x)− qu2(x))

= d(x)
(
σ1 + |u′1(x)|2

)
+ d(x)

(
−σ2 − |u′2(x)|2

)
= d(x) (σ1 − σ2) + d(x)

(
|u′1(x)|2 − |u′2(x)|2

)
= d(x) (σ1 − σ2) + d(x)

(
|u′1(x)|2 − |w′(x)− u′1(x)|2

)
.

Como |w′(x)− u′1(x)| ≤ |w′(x)|+ |u′1(x)|, obtemos

|w′(x)− u′1(x)|2 ≤ (|w′(x)|+ |u′1(x)|)2

= |w′(x)|2 + 2|w′(x)||u′1(x)|+ |u′1(x)|2

≤ 2|w′(x)|2 + 2|u′1(x)|2.

Por isso, e lembrando que σ1, σ2 ∈ [0, 1], segue que

‖ − w′′ + qw‖p ≤ ‖d‖∞(b− a)
1
p + ‖d‖∞

(
2
∥∥(w′)2

∥∥
p

+ 3
∥∥(u′1)2

∥∥
p

)
(5.17)
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Pela interpolação da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [6, página 233], existe uma
constante γ1 > 0 tal que∥∥(w′)2

∥∥
p

= ‖w′‖2
2p ≤

[
γ

1
2
1 ‖w‖

1
2∞‖w‖

1
2
2,p

]2

= γ1‖w‖∞‖w‖2,p. (5.18)

Considerando o L∞(a, b) com a topologia induzida pela norma ‖ · ‖p, sabemos o operador
solução K : L∞(a, b) −→ W 2,p(a, b) do problema

−w′′(x) + qw(x) = h(x), qtp x ∈ (a, b)
w(a) = w(b),
w′(a) = w′(b).

é cont́ınuo, existe γ2 > 0 tal que

‖w‖2,p ≤ γ2‖h‖p = γ2‖ − w′′ + qw‖p.

Dáı, juntando as desigualdades (5.17) e (5.18), segue que

‖w‖2,p ≤ γ2‖ − w′′ + qw‖p ≤ γ2‖d‖∞
[
(b− a)

1
p + 2

∥∥(w′)2
∥∥
p

+ 3
∥∥(u′1)2

∥∥
p

]
≤ γ2‖d‖∞

[
(b− a)

1
p + 2γ1‖w‖∞‖w‖2,p + 3γ1‖u1‖∞‖u1‖2,p

]
Da equação (5.16), segue que

‖u1 − u2‖2,p ≤ γ2‖d‖∞(b− a)
1
p + 2γ1γ2‖d‖2

∞
|σ1 − σ2|

q
‖u1 − u2‖2,p +

+3γ1γ2‖d‖2
∞
|σ1|
q
‖u1‖2,p.

Escolha n ∈ N tal que 4γ1γ2‖d‖2
∞ < nq. Tomando σ2 ∈

[
0, 1

n

]
e σ1 = 0, pela unicidade da

solução do problema (5.15), obtemos u1 = 0 e, consequentemente,

‖u2‖2,p ≤ 2γ2‖d‖∞(b− a)
1
p

Agora, tomando σ2 ∈
[

1
n
, 2
n

]
e σ1 = 1

n
, temos

‖u1 − u2‖2,p ≤ γ2‖d‖∞(b− a)
1
p +

1

2
‖u1 − u2‖2,p +

3

4
‖u1‖2,p.

Assim,

‖u1 − u2‖2,p ≤ 2γ2‖d‖∞(b− a)
1
p +

3

2
‖u1‖2,p.

Como ‖u1‖2,p ≤ 2γ2‖d‖∞(b− a)
1
p , segue que

‖u1 − u2‖2,p ≤ 5γ2‖d‖∞(b− a)
1
p .

Então

‖u2‖2,p ≤ ‖u1 − u2‖2,p + ‖u1‖2,p ≤ 7γ2‖d‖∞(b− a)
1
p .
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Sucessivamente, encontramos uma função crescente ξ : [0,∞) −→ [0,∞) tal que

‖u‖p,2 ≤ ξ (‖d‖∞) ,

onde u ∈ W 2,p(a, b) é solução do problema (5.14). Todas as estimativas acima são válidas
para o problema −u

′′(x) + qu(x) = λd(x)
(

1
n

+ |u′(x)|2
)
, qtp x ∈ (a, b),

u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

para todo λ ∈ [0, 1]. Defina T ′ : [0, 1] × C1[a, b] −→ W 2,p(a, b) o operador solução do
problema  −u

′′(x) + qu(x) = λd(x)
(

1
n

+ |Φ′(x)|2
)
, qtp x ∈ (a, b),

u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b).

Pelo Teorema B.6, obtemos que o operador solução T : [0, 1] × C1[a, b] −→ C1[a, b] é
compacto e cont́ınuo. Além disso, as soluções Φ = T (λ,Φ) são limitada pela estimativa
acima. Então T é uma homotopia admisśıvel. Observe que T (0,Φ) = 0, para todo
Φ ∈ C1[a, b], então deg(I − T (0, ·)) 6= 0, pela Propriedade 3.1. Portanto, pelo Teorema
3.3 e pela Proposição 3.1, segue que T (1, ·) tem um ponto fixo e segue o resultado.

Definição 5.5 Dizemos que uma aplicação T : X −→ Y é fortemente crescente se
dado x1, x2 ∈ X, com x1 ≤ x2 então T (x1) ≤ T (x2), caso x1 < x2 então T (x1)− T (x2) ∈
int {y ∈ Y ; y ≥ 0} .

A seguir, denotaremos o conjunto {u ∈ C1[a, b]; u(a) = u(b) e u′(a) = u′(b)} por
C1
P [a, b].

Proposição 5.2 Seja γ : C1[a, b] −→ L∞(a, b) uma aplicação cont́ınua que satisfaz
γ(0) = 0. Suponha que exista uma função crescente c : [0,∞) −→ [0,∞) satisfazendo

|γ(u)(x)| ≤ c (|u(x)|)
(
1 + |u′(x)|2

)
,

para todo u ∈ C1[a, b]. Além disso, dado u, v ∈ C1[a, b], suponha que existe d1 =
d1(u, v, u′, v′), d0 = d0(u, v, u′, v′) ∈ L∞(a, b), com d0 ≥ 0, tais que

γ(u)− γ(v) = d1(u′ − v′) + d0(u− v). (5.19)

Então

(a) Para cada h ∈ L∞(a, b), o problema não linear
−u′′(x) + qu(x) + γ(u)(x) = h(x), qtp x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

(5.20)

tem uma única solução u ∈ C1[a, b]. Além disso, o operador solução H : L∞(a, b) −→
C1
P [a, b] é fortemente crescente e compacto. Se S é um conjunto limitado de L∞(a, b),

com a topologia induzida de Lp(a, b), então HS := H|S : S −→ C1
P [a, b] é cont́ınuo.
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(b) Seja ϕ ∈ C[a, b]\{0} tal que ϕ(x) ≥ 0, para todo x ∈ [a, b], e defina I0 =
{x ∈ [a, b]; ϕ(x) = 0} . Se para cada v ∈ C[a, b], existe uma constante M(v) ≥ 0
tal que

|γ(v + w)(x)− γ(v)(x)| ≤M(v) (|w(x)|+ |w′(x)|) ,

para todo x ∈ I0 e todo w ≤ 0, então, dado uma função ψ ∈ C[a, b] e φ ∈ C1
P [a, b],

existe t∗ = t∗(ψ, φ, ϕ) satisfazendo

H(ψ + tϕ) ≤ φ,

para todo t ≤ t∗.

Demonstração: Como h ∈ L∞(a, b) e Im γ ⊂ L∞(a, b), existem M1,M2 > 0 tais que
u(x) = −M1 é uma subsolução estrita e u(x) = M2 é uma supersolução estrita do problema
(5.20). Denotaremos V o intervalo ordenado [u, u] em C1[a, b]. Sejam u, v ∈ W 2,p(a, b)
satisfazendo{

−u′′(x) + qu(x) + γ(u)(x) ≥ −v′′(x) + qv(x) + γ(v)(x), qtp x ∈ (a, b),
u(b)− u(a) = v(b)− v(a) = 0 e u′(b)− u′(a) = v′(b)− v′(a) = 0.

Então
−(u− v)′′(x) + q(u− v)(x) + γ(u)(x)− γ(v)(x) ≥ 0,

qtp x ∈ (a, b). Pela condição (5.19),

−(u− v)′′(x) + q(u− v)(x) + d1(x)(u′ − v′)(x) + d0(x)(u− v)(x) ≥ 0.

Para cada h ∈ L∞(a, b) dado, se u é uma solução do problema (5.20), pelo Lema 5.3,
segue que u é única e que o operador solução, se existir, é fortemente crescente. Além
disso, da unicidade de solução, segue que u pertence ao interior de V. Como u é solução
do problema (5.20) então ele satisfaz

−u′′(x) + qu(x) = d(x) (1 + |u′(x)|2) , qtp x ∈ (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b),

onde d(x) = (−γ(u)(x) + h(x)) (1 + |u′(x)|2)
−1
. Note que

|d(x)| =
| − γ(u)(x) + h(x)|

1 + |u′(x)|2
≤ |γ(u)(x)|

1 + |u′(x)|2
+

|h(x)|
1 + |u′(x)|2

≤ c (|u(x)|) + |h(x)| ≤ c(D) + ‖h‖∞,

onde D = max {−M1,M2} . Pelo Teorema B.6 e Lema 5.5, segue que

‖u‖C1 ≤ ξ(‖d‖∞) = constante.

Tomando R > ξ(‖d‖∞), por argumentos similares aos anteriores e pelo Teorema 3.6, segue
que

|deg ((L,N), B(R))| = 1,

onde B(R) = {u ∈ C1[a, b]; ‖u‖C1 < R} e N : B(R) −→ C[a, b] é o operador L−compacto
dado por N(u) = qu+ γ(u)− h. Logo, pela Propriedade 3.1, segue que o problema (5.20)
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admite uma solução, ou seja, o operador solução existe. Sabemos que o operador solução
H0 : L∞(a, b) −→ W 2,p

P (a, b) é fortemente crescente e, pelo Teorema B.6, segue que o
operador solução H : L∞(a, b) −→ C1

P [a, b] é fortemente crescente e compacto, onde
H(z) = H0(z), para todo z ∈ L∞(a, b). Seja S um conjunto limitado de L∞(a, b), com a
topologia induzida de Lp(a, b). Suponha que HS não seja cont́ınuo, então existem δ > 0 e
uma sequência (hn)n∈N em S que converge para h ∈ S em LP (a, b) tal que

‖H(hn)−H(h)‖ ≥ δ > 0.

Como (hn)n∈N é limitada em L∞(a, b), uma vez que S é limitado em L∞(a, b), pelo Lema
A.2, existe uma subsequência (hnk

)k∈N de (hn)n∈N tal que unk
:= H(hnk

) converge para u
em C1[a, b]. Temos

−u′′nk
(x) + qunk

(x) + γ(unk
)(x) = hn(x), para x ∈ (a, b),

unk
(b) = unk

(a),
u′nk

(b) = u′nk
(a),

segue que∫ b

a

u′nk
(x)v′(x) dx+

∫ b

a

qunk
(x)v(x) dx+

∫ b

a

γ(unk
)(x)v(x) dx =

∫ b

a

hnk
(x)v(x) dx,

para todo v ∈ W−1,p′(a, b) com v(a) = v(b). Fazendo n −→ +∞, obtemos∫ b

a

u′(x)v′(x) dx+

∫ b

a

qu(x)v(x) dx+

∫ b

a

γ(u)(x)v(x) dx =

∫ b

a

h(x)v(x) dx,

para todo v ∈ W−1,p′(a, b) com v(a) = v(b). Assim,
−u′′(x) + qu(x) + γ(u)(x) = h(x), qtp x ∈ (a, b),
u(b) = u(a),
u′(b) = u′(a),

Da unicidade da solução, conclúımos que H(h) = u, contradição.
Agora, provaremos o item (b). Seja ψ ∈ C[a, b] e denote H(ψ) por v, temos que

v ∈ C1
P [a, b]. Tomando u = H(ψ + tϕ) e w = u− v, temos

−w′′(x) + qw(x) + γ(w + v)(x)− γ(v)(x) = (−u′′(x) + qu(x) + γ(u)(x))

− (−v′′(x) + qv(x) + γ(v)(x))

= (ψ + tϕ)− ψ = tϕ.

Sejam γ : C1[a, b] −→ L∞(a, b), dada por γ(w) = γ(w + v) − γ(v), e χ : [a, b] −→ R a
função caracteŕıstica

χ(x) =

{
0, se x ∈ I0,
1, caso contrário.

Defina γ∗ : C1[a, b] −→ L∞(a, b) por

γ∗(w)(x) = χ(x)γ(w)(x) +M(v)w(x)−M(v)|w′(x)|.
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Observe que γ∗(0) = 0 e

γ∗(w)− γ∗(u) = χ (γ(w + v)− γ(u+ v)) +M(v)(w − u)−M(v) (|w′| − |u′|)
= χ (d1(w′ − u′) + d0(w − u)) +M(v)(w − u)−M(v)ρ(w′, u′) (w′ − u′)
= (χd1 −M(v)ρ(w′, u′)) (w′ − u′) + (χd0 +M(v)) (w − u),

onde

ρ(y, z) =


|y| − |z|
y − z

, se y 6= z,

0, se y = z.

Note que |ρ(y, z)| ≤ 1. Além disso,

|γ∗(w)(x)| ≤ |γ(w + v)(x)|+ |γ(v)(x)|+M(v)|w(x)|+M(v)|w′(x)|
≤ c (|w(x) + v(x)|)

(
1 + |w′(x) + v′(x)|2

)
+ c (|v(x)|)

(
1 + |v′(x)|2

)
+

+M(v)|w(x)|+M(v)|w′(x)|
≤ c (|w(x)|+ ‖v‖∞)

(
1 + 2

(
|w′(x)|2 + ‖v′‖2

∞
))

+ c (‖v‖∞)
(
1 + ‖v′‖2

∞
)

+

+M(v)|w(x)|
(
1 + |w′(x)|2

)
+M(v)

(
1 + |w′(x)|2

)
= c̃(|w(x)|)

(
1 + |w′(x)|2

)
onde c̃(t) = [2(1 + ‖v‖2

∞)c (t+ ‖v‖∞) +M(v)t+ (c (‖v‖∞) (1 + ‖v′‖2
∞) +M(v))] , para

t ≥ 0. Logo, γ∗ satisfaz as hipóteses do item (a). Para w ≤ 0, temos

(γ(w)− γ∗(w)) (x) = (1− χ(x)) γ(w)(x)−M(v)w(x) +M(v)|w′(x)|.

Se x ∈ I0, obtemos

(γ(w)− γ∗(w)) (x) = γ(w)(x)−M(v)w(x) +M(v)|w′(x)|
≥ M(v) (|w(x)|+ |w′(x)|)− |γ(w)(x)|
= M(v) (|w(x)|+ |w′(x)|)− |γ(w + v)(x)− γ(v)(x)|
≥ M(v) (|w(x)|+ |w′(x)|)−M(v) (|w(x)|+ |w′(x)|) = 0

Caso contrário

(γ(w)− γ∗(w)) (x) = −M(v)w(x) +M(v)|w′(x)| = M(v) (|w(x)|+ |w′(x)|) > 0.

Logo, γ(w) ≥ γ∗(w), para todo w ∈ C1[a, b] com w ≤ 0. Denote por H∗ o operador
solução do problema

w′′(x) + qw(x) + γ∗(w)(x) = h(x), qtp x ∈ (a, b),
w(a) = w(b),
w′(a) = w′(b),

(5.21)

existe pelo item (a). Se h = 0, então w = 0 é uma solução deste problema, pela unicidade
dada pelo item (a), segue H∗(0) = 0. Por H∗ ser um operador fortemente crescente,
obtemos w0 = H∗(−ϕ) � 0 (isto é, u � v se v − u pertence ao interior do conjunto
{u ∈ C1

P [a, b]; u ≥ 0} em C1[a, b]). Como φ, v ∈ C1[a, b], existe t0 < 0 tal que

v − φ� t0w0.
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Assim,

−(−t0w0)′′(x) + q(−t0w0(x)) + γ∗(−t0w0)(x) = −t0 (−w′′0(x) + qw0(x)) + γ∗(−t0w0)(x)

= −t0 (−ϕ(x)− γ∗(w0)(x)) + γ∗(−t0w0)(x)

= t0ϕ(x) + (t0γ
∗(w0)(x) + γ∗(−t0w0)(x))

= t0ϕ(x) + χ(x) (t0γ(w0)(x) + γ(−t0w0)(x)) .

Logo, H∗(t0ϕ+ e) = −t0w0 � φ− v, onde e(x) = χ(x) (t0γ(w0)(x) + γ(−t0w0)(x)) . Para
t ≤ t0,

t0ϕ+ e ≥ tϕ+ e ≥ 2tϕ− (tϕ− e)+.

O conjunto ((tϕ− e)+)t≤t0 limitado em L∞(a, b), pois

‖(tϕ− e)+‖∞ ≤ |t|‖ϕ‖∞ + ‖e‖∞ ≤ |t|‖ϕ‖∞ + |t0| ‖γ(w0)‖∞ + ‖γ(−t0w0)‖∞
≤ |t|‖ϕ‖∞ + 2|t0|M(v)‖w0‖C1 <∞,

e converge para zero em Lp(a, b), pois para |t| suficientemente grande temos tϕ − e ≤ 0,
então (tϕ − e)+ = 0. Como H∗ é cont́ınuo, existe δ > 0 tal que, para todo ρ ∈ L∞(a, b),
com ‖ρ‖∞ ≤ ‖e‖∞ e ‖ρ‖p ≤ δ, temos

H∗(t0 + e+ ρ)� φ− v em C1
P [a, b].

Para t ≤ t0 suficientemente pequeno de tal modo que ‖(tϕ− e)+‖p ≤ δ, obtemos

φ− v � H∗(t0ϕ+ e+ (tϕ− e)+) ≥ H∗(2tϕ− (tϕ− e)+ + (tϕ− e)+) = H∗(2tϕ).

Tomando T = 2t e denotando H∗(Tϕ) por w∗. Segue que w∗ ≤ 0, uma vez que t ≤ t0 < 0,
ϕ ≥ 0 e H∗ é fortemente crescente, e

Tϕ = −(w∗)′′(x) + qw∗(x) + γ∗(w∗)(x) ≤ −(w∗)′′(x) + qw∗(x) + γ(w∗)(x)

= −(w∗ + v)′′(x) + q(w∗ + v)(x)− (−v′′(x) + qv(x)) + γ(w∗ + v)(x)− γ(v)(x)

= [−(w∗ + v)′′(x) + q(w∗ + v)(x) + γ(w∗ + v)(x)]− [−v′′(x) + qv(x) + γ(v)(x)]

= [−(w∗ + v)′′(x) + q(w∗ + v)(x) + γ(w∗ + v)(x)]− ψ.

Logo,

−(w∗ + v)′′(x) + q(w∗ + v)(x) + γ(w∗ + v)(x) ≥ ψ + Tϕ = −u′′(x) + qu(x) + γ(u)(x).

Portanto

H(ψ + Tϕ) ≤ w∗ + v � (φ− v) + v = φ.

Completando a prova.

Defina a função γ̃ : [a, b]× R2 −→ R por

γ̃(x, y, z) =

∫ y

0

[sgn (fy(x, u, z)− |fy(x, u, z)|) fy(x, u, z)] du+ y.

Observe que as funções y −→ γ̃(x, y, z) e y −→ γ̃(x, y, z) + f(x, y, z) são estritamente
crescente para cada x ∈ [a, b] e z ∈ R fixado, basta olhar que a derivada de ambas as
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funções são estritamente positivas. Para 0 < q < 1 fixo e dado v ∈ C[a, b], considere o
seguinte problema periódico (onde omitimos alguns x para simplicar a notação)

−u′′ + qu+ γ̃(x, u, u′) = f(x, v, u′) + γ̃(x, v, u′) + qu+ sϕ em (a, b),
u(a) = u(b),
u′(a) = u′(b).

(5.22)

Se encontrarmos v tal que u = v é solução deste problema, podemos ver que u também
será solução do problema (5.1). Em vista disso, vamos analisar o problema (5.22).

Defina γ̃v : [a, b]× R2 −→ R por

γ̃v(x, y, z) = γ̃(x, y, z)− f(x, v(x), z)− γ̃(x, v(x), z)− qy + f(x, v(x), 0) + γ̃(x, v(x), 0).

Como

|γ̃(x, y, z)| ≤
∫ |y|

0

|fy(x, u, z)| du+ |y| ≤
∫ |y|

0

c(u)
(
1 + |z|2

)
du+ |y|+ |y|z2

= c1(|y|)
(
1 + z2

)
,

onde c1 : [0,∞) −→ [0,∞) é uma função crescente dada por c1(t) =
∫ t

0
c(u) du+ t, então

|γ̃v(x, y, z)| ≤ |γ̃(x, y, z)|+ |f(x, v(x), z)|+ |γ̃(x, v(x), z)|+ q|y|+
+|f(x, v(x), 0)|+ |γ̃(x, v(x), 0)|

≤ c1(|y|)
(
1 + z2

)
+ c(|v(x)|)

(
1 + z2

)
+ c1(|v(x)|)

(
1 + z2

)
+

+q|y|
(
1 + z2

)
+ c(|v(x)|) + c1(|v(x)|)

≤ (c1(|y|) + q|y|+ 2c(‖v‖∞) + 2c1(‖v‖∞))
(
1 + z2

)
= cv(|y|)

(
1 + z2

)
,

onde cv(t) = c1(t) + qt+ 2c(‖v‖∞) + 2c1(‖v‖∞), para t ≥ 0.
Observe que γ̃v é lipschitziana em compactos de R2 com relação y e z e uniformemente

em [a, b]. Além disso, para cada y1, y2, z1, z2 ∈ R, temos

γ̃v(x, y2, z2)− γ̃v(x, y1, z1) = γ̃v(x, y2, z2)− γ̃v(x, y2, z1) + γ̃v(x, y2, z1)− γ̃v(x, y1, z1)

= d1(x)(z2 − z1) + d0(x)(y2 − y1),

onde

d1(x) = d1(x, y2, z1, z2) =


γ̃v(x, y2, z2)− γ̃v(x, y2, z1)

z2 − z1

, se z2 6= z1,

0, se z2 = z1,

e

d0(x) = d0(x, y1, y2, z1) =


γ̃v(x, y2, z1)− γ̃v(x, y1, z1)

y2 − y1

, se y2 6= y1,

0, se y2 = y1.

Pela condição de Lipschitz mostrada acima, segue que d0, d1 ∈ L∞(a, b). Como a
função y −→ γ̃(x, y, z) − qy é estritamente crescente, uma vez que q < 1, segue que
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y −→ γ̃v(x, y, z) também é estritamente crescente, então d0(x) > 0. Note que, para x ∈ I0

e y ≤ τ, para algum τ > 0, temos

|γ̃v(x, y, z)| ≤ c(y+) (1 + |y|+ |z|) + (1− q)|y|+ c((v(x))+) (1 + |v(x)|+ |z|) +

+c((v(x))+) (1 + |v(x)|+ |z|) + |v(x)|+ c((v(x))+) (1 + |v(x)|) +

c((v(x))+) (1 + |v(x)|) + |v(x)|
≤ c2(τ) (1 + |y|+ |z|) ,

onde c2(τ) = c(τ) + (1− q) + 4(1 + ‖v‖∞)c(‖v‖∞) + 2‖v‖∞. Dáı, dado w ∈ C1[a, b], existe
uma constante M(w) > 0 tal que

|γ̃v(x, y + w(x), z + w′(x))− γ̃v(x,w(x), w′(x))| ≤M(w) (|y|+ |z|) ,

para todo (x, y, z) ∈ I0 × (−∞, 0]× R. Pois no caso que |y| ≤ 1 e |y| ≤ 1 a desigualdade
acima segue da condição de lipschitziana de γ̃v. Vejamos o caso que |z| > 1, então
|y|+ |z| > 1. Sabemos que γ̃v(x, y + w(x), z + w′(x))− γ̃v(x,w(x), w′(x)) é igual a

γ̃(x, y + w(x), z + w′(x))− γ̃(x,w(x), w′(x))− f(x, v(x), z + w′(x)) + f(x, v(x), w′(x))−
−γ̃(x, v(x), z + w′(x))− γ̃(x, v(x), w′(x))− qy.

Se y+w(x) ≤ 0, temos c ((y + w(x))+) = c(0). Se y+w(x) > 0, obtemos 0 ≤ −y < w(x),
uma vez que y ≤ 0. Como c é uma função crescente, segue que c ((y + w(x))+) =
c (y + w(x)) ≤ c (|y|+ w(x)) ≤ c(2w(x)) ≤ c(2‖w‖∞). Assim, juntamente com a condição
(5.4), segue o resultado desejado. No caso y < −1 é análogo.

Defina a aplicação γv : C1[a, b] −→ L∞(a, b) dada por γv(u) = γ̃v(·, u(·), u′(·)), obtemos
o seguinte problema equivalente ao problema (5.22)
−u′′(x) + qu(x) + γv(u)(x) = f(x, v(x), 0) + γ̃(x, v(x), 0) + sϕ(x), para todo x ∈ (a, b),

u(a) = u(b),

u′(a) = u′(b).

Como γv satisfaz as hipótes da Proposição 5.2, temos o operador solução deste problema

T : R× C[a, b] −→ C1
P [a, b]

(s, v) −→ u(s, v)

com T fortemente crescente e compacto. Como comentado anteriormente, a solução
do problema (5.1) são os pontos fixos do operador Ts : C[a, b] −→ C1

P [a, b], dado por
Ts(v) = T (s, v) = u(s, v).

Vejamos o seguinte resultado

Teorema 5.2 Seja f : [a, b]×R2 −→ R satisfazendo (5.2)−(5.6). Então existe s1 ∈ R tal
que o problema (5.1) não tem solução se s < s1 e tem pelo menos uma solução se s > s1.

Demonstração: Defina S = {s ∈ R; (5.1) tem uma solução } . Inicialmente, observe que
o problema (5.1) sempre tem subsolução para todo s ∈ R. De fato, da condição (5.6), existe
uma constante r > 0 tal que

g(x,−r) > |s|‖ϕ‖∞,
para todo x ∈ [a, b]. Assim, u(x) = −r é um subsolução estrita do problema (5.1), pois

u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = f(x,−r, 0) ≥ g(x,−r) > |s|‖ϕ‖∞ ≥ sϕ(x),
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para todo x ∈ (a, b), e satisfaz as condições periódicas. Considerando v = 0, temos
−u′′(x) + qu(x) + γ0(u)(x) = f(x, 0, 0) + sϕ(x), para todo x ∈ (a, b),

u(a) = u(b),

u′(a) = u′(b).

Para φ = 0, pela Proposição 5.2, existe t1 < 0 tal que u(t1, 0) = Tt1(0) ≤ 0. Seja u(x) = −r
uma subsolução estrita do problema (5.1), quando s = t1, segue que

−u′′(x) + qu(x) + γu(u)(x) < f(x, u(x), 0) + γ̃u(x, u(x), 0) + t1ϕ(x)

= −(u(t1, u))′′(x) + qu(t1, u)(x) + γu(u(t1, u))(x),

para todo x ∈ (a, b). Pelo Lema 5.3, u(t1, u)(x) ≥ u(x) = −r, para todo x ∈ [a, b]. Como
Tt1 é fortemente crescente, temos Tt1

(
[−r, 0]C[a,b]

)
⊂ [−r, 0]C[a,b]. Pelo Teorema 2.3, existe

v ∈ [−r, 0]C[a,b] tal que Tt1(v) = v, então v é uma solução do problema (5.1), quando
s = t1, ou seja, t1 ∈ S. Logo S 6= ∅. Agora, seja u uma solução para o problema (5.1),
então

u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = sϕ(x),

integrando ambos lados e pelas condições periódicas, obtemos∫ b

a

f(x, u(x), u′(x)) dx = s

∫ b

a

ϕ(x) dx = s‖ϕ‖1.

Pela equação (5.7), obtemos
A(b− a)

‖ϕ‖1

≤ s,

lembrando que A = inf {g(x, y); (x, y) ∈ [a, b]× R} . Assim, S é limitado inferiormente.
Tomando

s1 = inf S,

vamos mostrar que se s̃ ∈ S e t > s̃ então t ∈ S. De fato, seja ũ solução do problema (5.1),
quando s = s̃, então ũ é uma supersolução estrita do problema (5.1), quando s = t. Por
outro lado, sabemos acima que o problema (5.1), quando s = t, tem subsolução estrita
u, com u(x) < ũ(x), para todo x ∈ [a, b]. Analogamente, usando que Tt é fortemente
crescente e compacto e pelo Teorema 2.3, segue que t ∈ S. Terminamos a prova.

Com o Lema 5.1 e procedendo similiarmente a demonstração dos itens (d) − (g) do
Teorema 4.6, apresentamos o próximo resultado com a prova resumida

Teorema 5.3 Seja f : [a, b] × R2 −→ R uma função cont́ınua satisfazendo (5.2) − (5.6)
acima. Então existe s1 ∈ R tal que o problema (5.1) não tem solução se s < s1, tenha
pelo menos uma solução se s = s1 e pelo menos duas soluções se s > s1.

Demonstração: Pelo Teorema 5.2, existe s1 ∈ R tal que o problema (5.1) não tem
solução se s < s1 e tenha pelo menos uma solução se s > s1. Do Lema 5.1 segue que, para
cada s2 > s1, o conjunto de todos as posśıveis soluções de (5.1), com s ≤ s2 é limitado
a priori em C1[a, b]. Seja (un)n∈N uma sequência de solução do problema (5.1), quando
s = tn, onde tn é uma sequência decrescente tal que tn −→ s1. Pelo Teorema de Arzelá-
Ascoli, existe uma subsequência tal que unk

−→ u0 em C1[a, b], segue da continuidade do
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operador solução que u0 será uma solução do problema (5.1), quando s = s1. Para cada
s ≤ s2 e cada R > R(s2) temos

deg((L,Ns), B(R)) = 0,

onde R(s2) foi definido na demonstração do Lema 5.1, B(R) := {u ∈ C1[a, b]; ‖u‖C1 < R}
e Ns : B(R) −→ C[a, b] é a aplicação dado por Ns(u) = sϕ(·)−f(·, u(·), u′(·)). Além disso,
pelo Teorema 3.6,

| deg((L,Ns),Ω)| = 1,

onde s > s1 e Ω = {u ∈ C1[a, b]; −r < u(x) < u2(x) e |u′(x)| ≤ R1(s),∀x ∈ [a, b]}, sendo
R1 dado pelo Lema 5.1, −r é uma subsolução estrita e u2 uma supersolução estrita do
problema (5.1). Tomando R > max {|r|+R1(s), R(s), ‖u2‖C +R1(s)} . Pela Propriedade
3.3, ∣∣deg

(
(L,Ns), B(R)\Ω

)∣∣ =
∣∣deg ((L,Ns), B(R))− deg

(
(L,Ns),Ω

)∣∣
=

∣∣deg
(
(L,Ns),Ω

)∣∣ = 1.

Pela Propriedade 3.1, existe u ∈ B(R)\Ω solução do problema (5.1), quando s > s1.
Completando a prova.

65



66



Apêndice A

Alguns conceitos e resultados de
Álgebra Linear e Análise Funcional

Neste apêndice, faremos uma revisão concisa de certos tópicos de Álgebra Linear e
Análise Funcional que envolvem espaços vetoriais normados e espaços de Banach. Visando
abordar somente conceitos e resultados preliminares à dissertação, limitaremos nossa
exposição aos espaços vetoriais sobre o corpo R dos números reais.

Definição A.1 Seja X um espaço vetorial sobre R. Uma norma em X é uma função
‖ · ‖ : X −→ [0,∞) tal que

1) ‖x‖ = 0 se, e somente se, x = 0.

2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, para quaisquer λ ∈ R e x ∈ X;

3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, para quaisquer x, y ∈ X;

Um espaço vetorial X munido de uma norma ‖·‖ é dominado espaço vetorial normado.

Ao considerar a função d : X ×X −→ R dada por d(x, y) = ‖x− y‖, para quaisquer
x, y ∈ X, é posśıvel mostrar que todo espaço vetorial normado é um espaço métrico.

Daqui em diante, ao mencionarmos os espaços X e Y, consideraremos espaços vetoriais
normados sobre R, com suas respectivas normas, as quais denotaremos com o mesmo
śımbolo, ‖ · ‖, apenas por simplicidade de notação.

Definição A.2 Seja X um espaço vetorial normado. Dizemos que X é um espaço de
Banach se X for completo, ou seja, toda sequência de Cauchy em X converge.

Lema A.1 Sejam Y um espaço vetorial, M subespaço de Y e Y/M o espaço quociente
de Y sob a relação de equivalência

y ∼ y′ se, e somente se, y − y′ ∈M.

Se dimY/M é finita, então existe um subespaço vetorial N ⊂ Y de dimensão finita tal
que Y = M ⊕N.
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Demonstração: Suponha dimY/M = n. Seja {v1, · · · , vn} vetores de Y tais que
{[v1], · · · , [vn]} é uma base de Y/M. Definamos N o subespaço gerado pelo conjunto
{v1, · · · , vn}. Como N é um subespaço de dimensão finita, então N é fechado. Resta
mostrar que M ⊕ N. Seja y ∈ M ∩ N, então [y] = [0] e existem a1, · · · , an ∈ R tais que

y =
n∑
j=1

ajvj, logo

[0] = [y] =
n∑
j=1

aj[vj].

Como {[v1], · · · , [vn]} é uma base de Y/M, segue que a1, · · · , an = 0 e, então, y = 0. Dado
y ∈ Y, temos [y] ∈ Y/M e, portanto, existe b1, · · · , bn ∈ R tais que

[y] =
n∑
j=1

bj[vj].

Dáı, y =

(
y −

n∑
j=1

bjvj

)
+

n∑
j=1

bjvj ∈M +N. Portanto, conclúımos a prova.

Definição A.3 Sejam X e Y espaços vetoriais sobre R. Uma aplicação T : X −→ Y
é um operador linear ou uma transformação linear se, para quaisquer x, z ∈ X e
a ∈ R, tem-se

T (x+ z) = T (x) + T (z) e T (ax) = aT (x).

Denotaremos T (x) por Tx, para x ∈ X, a menos que seja necessário fazer alguma
distinção.

No caso Y = R, dizemos que T : X −→ R é um funcional linear.

Teorema A.1 Sejam X e Y espaços vetoriais sobre R e seja T : X −→ Y um operador
linear. Se dim domT = n <∞ então dim ImT ≤ n.

Demonstração: Vamos mostrar que um conjunto arbitrário {v1, · · · , vn+1} de ImT é
linearmente dependente e, assim, conclúımos o resultado.

Como, para cada j = 1, · · · , n + 1, vj ∈ ImT, existe xj ∈ domL tal que Txj = vj.
Encontramos um conjunto {x1, · · · , xn+1} ⊂ domL linearmente dependente, umas vez
que dim domL ≤ n. Então, se a1x1 + · · ·+ an+1xn+1 = 0, com algum ak 6= 0. Assim,

0 = T (a1x1 + · · ·+ an+1xn+1) = a1v1 + · · ·+ an+1vn+1.

Portanto {v1, · · · , vn+1} é linearmente dependente.

Definição A.4 Seja X um espaço vetorial sobre R e seja T : X −→ X um operador
linear. Dizemos que T é uma projeção se T 2 := T ◦ T = T.

Definição A.5 Seja T : X −→ Y um operador linear. Dizemos que T é cont́ınuo se
existir c > 0 tal que

‖Tx‖ ≤ c‖x‖, para todo x ∈ X.

Proposição A.1 Seja X um espaço vetorial normado de dimensão finita. Todo operador
linear T : X −→ Y é cont́ınuo.
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Os próximos teoremas são resultados clássicos e bastante conhecidos da Análise
Funcional. Não apresentaremos suas demonstrações aqui, porém elas podem ser
encontradas na seção 1.1 da referência [6], por exemplo.

Teorema A.2 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam X um espaço vetorial sobre R e
seja p : X −→ R uma função tal que, para x, y ∈ X e λ > 0, tem-se

p(λx) = λp(x) e p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

Seja G um subespaço vetorial de X e seja g : G −→ R um funcional linear tal que

g(x) ≤ p(x), ∀x ∈ G.
Então existe um funcional linear f : X −→ R que estende g, isto é, f(x) = g(x), para
todo x ∈ G, e f(x) ≤ p(x), para todo x ∈ X.
Corolário A.3 Seja X um subespaço vetorial normado e seja G um subespaço vetorial
de X. Se g : G −→ R é um funcional linear cont́ınuo, então existe f : X −→ R tal que
estende g.

As definições e resultados sobre operadores compactos utilizados nessa dissertação
serão descritas abaixo. O leitor poderá encontrar todos os detalhes nos livros [6] e [17].

Definição A.6 Sejam X e Y espaços de Banach. Dizemos que o operador linear
T : X −→ Y é compacto se T é cont́ınuo e T (M) ⊂ Y for compacto, para todo M ⊂ X
limitado.

Lema A.2 Um operador linear T : X −→ Y é um operador compacto se, e somente
se, para qualquer sequência limitada (xn)n∈N em X, a sequência (Txn)n∈N possui uma
subsequência convergente em Y.

Proposição A.2 Sejam X, Y, Z e W espaços vetoriais normados. Sejam T : X −→ Y
um operador linear cont́ınuo e S : Z −→ W um operador linear compacto. Se W = X
então T ◦ S é um operador compacto. Se Y = Z então S ◦ T é um operador compacto.

Como dito antes, o leitor encontrarar a demonstração do próximo resultado com os
detalhes nas seções 8.2 e 8.3 do livro [17].

Teorema A.4 Sejam T : X −→ X um operador linear compacto e λ 6= 0 um autovalor
de T, isto é, Ker(T − λI) 6= {0}, então

dim (Ker[(T − λI)n]) <∞,
para n ∈ N, e existe r ∈ N tal que

Ker[(T − λI)r] = Ker[(T − λI)r+1] = Ker[(T − λI)r+2] = · · · .

Teorema A.5 (Alternativa de Fredholm) Seja T : X −→ X um operador linear
compacto, então

(a) Ker(I − T ) tem dimensão finita,

(b) Im(I − T ) é fechado,

(c) Ker(I − T ) = {0} ⇐⇒ Im(I − T ) = X

Teorema A.6 Sejam T : X −→ X um operador linear compacto e dimX =∞, então só
ocorre um dos casos: o número de autovalores é finito ou é uma sequência de autovalores
de autovalores convergindo para 0.
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Apêndice B

Alguns resultados clássicos

Neste apêndice, enunciaremos, sem prova, os resultados que utilizamos durante a
elaboração da dissertação.

Os próximos resultado pode ser consultado no livro [18].

Teorema B.1 (Arzelá-Ascoli) Seja fn : [a, b] −→ Rn uma sequência de funções
equicont́ınua e equilimitada então (fn)n∈N admite uma subsequência uniformemente
convergente.

Teorema B.2 (Teorema da Aplicação Inversa) Seja f : U −→ Rm de classe Ck,
com k ≥ 1, no abero U ⊂ Rm. Se a ∈ U é tal que Jf (a) 6= 0 então existe uma bola aberta
B := {x ∈ Rm; ‖x− a‖ < δ} ⊂ U tal que a restrição f |B é um difeomorfismo sobre um
aberto V (a) contendo f(a), isto é, f |B é uma bijeção diferenciável cuja inversa também
é diferenciável.

Teorema B.3 (Teorema de Borel-Lebesgue) Toda cobertura aberta K ⊂ ∪Aλ de um
conjunto compacto K ⊂ Rn admite uma subcobertura finita K ⊂ Aλ1 ∪ · · · ∪ Aλk .

O leitor poderá encontra os próximos resultados em [9].

Teorema B.4 (Teorema da Convergência Dominada) Seja Ω um aberto limitado
de Rn. Seja (fn)n∈N uma sequências de funções em L1(Ω) satisfazendo

(a) fn(x) −→ f(x), qtp x ∈ Ω,

(b) existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que |fn(x)| ≤ g(x), qtp x ∈ Ω, para todo n ∈ N.

Então f ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

f = lim
n→∞

∫
Ω

fn.

Definição B.1 Uma função F : [a, b] −→ C é absolutamente cont́ınua em [a, b], se
para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que sempre que uma sequência finita de subintervalos
disjuntos pareados (xk, yk) de [a, b], com xk, yk ∈ [a, b], satisfaz∑

k

(yk − xk) < δ =⇒
∑
k

|F (yk)− F (xk)| < ε.

Denotaremos a coleção de todas as funções absolutamente cont́ınuas [a, b] por AC[a, b].
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Teorema B.5 (Teorema Fundamental do Cálculo) Seja F : [a, b] −→ C, onde
−∞ < a < b < +∞, as seguintes afirmações são equivalentes

(a) F é absolutamente cont́ınua em [a, b].

(b) F (x)− F (a) =

∫ x

a

f(t) dt, para alguma f ∈ L1[a, b].

(c) F é diferenciável qtp em [a, b], F ′ ∈ L1[a, b], e F (x)− F (a) =

∫ x

a

F ′(t) dt

O próximo resultado é uma propriedade importante do espaço de Sobolev W 2,p(a, b),
conhecidas como imensões de Sobolev, que pode ser encontradas detalhadamente em [6,
Teorema 8.8].

Teorema B.6 A imensão
W 2,p(a, b) ↪→ L∞(a, b)

é cont́ınua, para todo 1 ≤ p ≤ ∞. Além disso, a imensão

W 2,p(a, b) ↪→ C1[a, b]

é compacta, para todo 1 < p ≤ ∞.

O resultado a seguir é um teorema que se encontra no livro [8, página 295].

Teorema B.7 Seja u ∈ W 1,p(a, b), para 1 < p ≤ ∞. Então u é diferenciável qtp em [a, b]
e a derivada clássica coincide com a derivada fraca em qtp [a, b].
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