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Resumo

De um ponto de vista Pés-Newtoniano Parametrizado (PNP) tentamos responder parcial-
mente se os novos graus de liberdade, representados pelos potenciais da PNP, podem levar
a modificagoes significantes na dinamica de galédxias na direcao de tornar desnecessério a su-
posicao da existéncia de matéria escura. Na PNP, varios parametros classificam cada teoria
e seus possiveis valores sao fortemente limitados principalmente devido a experimentos no
sistema solar [1, 2, 3]. Tais restrigoes tornam desvios dos efeitos gravitacionais, com relagao
a Relatividade Geral, insignificantes, portanto tentativas de formular teorias alternativas se
tornam improdutivas. Recentemente um conjunto de teorias tem conquistado popularidade
por serem caracterizados por mecanismo de "Screening" [4]. Estas tem a propriedade de
permitir modificagdoes em escalas maiores que o sistema solar, mas mantendo o sucesso
da Relatividade Geral nas redondezas do sistema solar. Ou seja, este conjunto de teorias
permite que modificagoes violem as restrigdes dos pardmetros Pés-Newtonianos. Com este
novo paradigma consideramos dois tipos de solugdes na PNP: (I) Quando nao ha matéria
presente, ou em outras palavras no vacuo; (II) ou quando temos uma distribuicao de
matéria Politrépica. Em (I) encontramos que nenhuma das corregoes, devido aos poténcias
Pos-Newtonianos, levam a modificagoes suficientes para emularmos matéria escura por
meio de efeitos puramente gravitacionais. Em (II) para qualquer escolha dos pardmetros
P6s-Newtonianos (quando mudamos v, 5, &, as ou/e (j, com j = 1, 2, de seus valores
em Relatividade Geral) a necessidade de matéria escura ¢ inevitavel, para a existéncia de
curvas de rotacao planas. Apenas para teorias nas quais (3 > 0 que encontramos curvas que
se assemelham a curvas planas. Sugerindo, pelo menos para os modelos em consideragao,
que apenas teorias com (3 > 0 tem a capacidade de explicar a dinamica de galaxias sem a

necessidade de supormos um contetido escuro.

Palavras-chave: Gravitacao. Relatividade Geral. Teorias Métricas. Galéxias.






Abstract

From a Parametrized Post-Newtonian (PNP) perspective we attempt to partially answer
the question, by studying some models, of whether or not the new degrees of freedom,
represented by the PNP potentials, can lead to significant modifications in the dynamics of
galaxies in the direction of rendering dark matter obsolete. In the PNP, several parameters
classify each theory and their possible values are tightly constrained mainly due to solar
system experiments [1, 2, 3]. Such restrictions renders the modifications of gravitational
effects, with respect to General Relativity, to be insignificant, making attempts to find
alternative metrical theories rather fruitless. In recent years a new kind of metric theories
have arisen to popularity and are characterized by "Screening" mechanisms [4]. These lead
to the possibility of modifications in larger scales than the solar system while retaining the
success of GR in the latter, allowing for violations of the constraints of the Post-Newtonian
parameters. With this new paradigm we consider two kinds of solutions: (i) When no
matter field is present, or in other words, vacuum; (ii) or a Politropic distribution of matter.
For (i) we find that the corrections don’t lead to the needed modifications as required
to be an alternative to dark matter. In (ii) for most choices of the parameters (when
changing v, 5, £, as, ¢;, with j =1, 2, from their values in GR) the need for dark matter
is unavoidable, in order to find a flat rotation curve. It’s only for theories in which (3 > 0
that some resemblance of flat rotation curves is found. The latter suggests, at least for the
models considered, that these are the only theories capable of replacing dark matter as a

possible explanation for the dynamics of galaxies.

Keywords: Gravitation. General Relativity. Metric Theories. Galaxies.
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Introducao

A teoria da Relatividade Geral (TRG) ¢é um dos pilares da fisica moderna e
nao é apenas bem sucedida de uma perspectiva tedrica, ela também apresenta uma
das melhores comparagoes com experimentos da ciéncia moderna. No sistema solar,
mediado pela Aproximacao Pés-Newtoniana Parametrizada (PNP) (Cap. 2), ela concorda
significantemente com experimentos [1, 2, 3, 5, 6, 7], e, mais recentemente, foi demonstrado
que a TRG também esta em concordancia com experimentos de ondas gravitacionais, como
medido pelo Ligo e outros [8]. Apesar do tremendo sucesso da teoria, questoes a respeito
desta interacdo fundamental na natureza ainda existem. A TRG é valida em escalas
cosmoldgicas? Ou astrofisicas? De fato, problemas surgem quando estendemos sua validade
a escalas maiores do que o sistema Solar, nestes regimes (astrofisicos, cosmolégicos) temos
algumas das piores previsoes da ciéncia moderna.Vera Rubin et al. [9, 10, 11] mostrou,
por meio das curvas de rotagdo, que galaxias necessitam de mais massa, do que sua
massa visivel, para explicar sua dindmica. Uma curva de rotagao é a representaciao grafica
das velocidades circulares de estrelas, em torno do centro de galdxias ou outros objetos
astrofisicos, como func¢ao do raio, e uma curva de rotacao plana é aquela que a partir de uma
certa distancia do centro as velocidades se tornam praticamente constantes com relacao ao
raio. A figura 1 apresenta as curvas de rotacao medidas de algumas galaxias espirais. Estes
resultados sdao a evidéncia central de que alguma forma de "matéria escura" existe em
galdxias, ou seja, é adicionado uma suposi¢ao auxiliar para conciliar a teoria (TRG) com o
comportamento destes objetos. Alguns autores [12, 13, 14, 15, 16] consideram tal suposigao
auxiliar como sendo anti-cientifica, ou ad-hoc, pois sua adi¢do ndo aumenta a capacidade
de sua falsificagao, é apenas inserida de forma a explicar observagoes que falsificam a
teoria padrao. Obviamente o paradigma atual da comunidade é da existéncia de matéria
escura, ja que observacgoes de diversas areas astronOmicas, astrofisicas e cosmoldgicas
indicam na sua existéncia [13, 17], por exemplo a estabilidade de galaxias, a dindmica de
aglomerados, a formacao de estruturas na evolugao do universo e a radiagao césmica de
fundo [18, 19, 20, 21], mas nenhuma medicao direta existe até o momento [22, 23, 24, 25].

Tal convergéncia justifica a hipotese.

Mas a inferéncia sobre a massa dindmica das galdxias (matéria ordindria + matéria
escura) usa a teoria Newtoniana como fundagao, entao modificagoes da teoria de gravitacao
podem tornar a ideia de matéria escura obsoleta. Na literatura existem varias propostas
de modificacao, quase todas com o propésito de explicar a fenomenologia de regimes
cosmolégicos, principalmente a expansao acelerada do universo (referimos ao leitor a
vasta bibliografia de teorias alternativas, principalmente [3, 26]). Agora, no contexto

astrofisico existem muitas teorias com algum sucesso como alternativas a matéria escura
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em galdxias. A mais notéria é provavelmente Mond (ou "Modified Newton dynamics")
[27, 28, 29, 30, 31, 32|, na qual a forca gravitacional se comporta diferente quando abaixo
de uma aceleracao fundamental. Apesar do sucesso da teoria em explicar as curvas de
rotagdo de varias galaxias e a relagdo de Tully-Fisher [33, 34, 35], desenvolvimentos
recentes [36] demonstram que esta interessante possibilidade é improvavel. Modificar uma
teoria fundamental como a gravitacao nao é uma tarefa facil, o vasto espago de possiveis
concorrentes torna tratar de caso a caso um empreendimento insustentavel. Uma forma mais
econdmica é construir uma teoria, ou formalismo, que contenha, como casos particulares,
uma grande quantidade de teorias. Baseado neste principio muitos formalismos gerais ja
foram construidos. Dentre estes, o mais bem sucedido é a aproximacao Pds-Newtoniana
Parametrizada (PNP), devido a Will e Nordvedt [1, 2, 3, 5, 6, 7]. A PNP generaliza
a aproximagcao Pés-Newtoniana para teorias métricas, adicionando dez parametros que
diferenciam as concorrentes. A incrivel precisdo de experimentos no sistema solar tem
conduzido para cada vez menor os possiveis valores dos parametros, alguns limitados por
10720 ([1, 2, 3, 5, 6, 7], Cap. 2). Estas restri¢oes implicam na falsificagdo da grande maioria

das teorias alternativas.

Mas propostas recentes sugerem que este impasse pode ser superado por teorias
métricas. A existéncia de mecanismo de "Screening' permitem que teorias concordem
com 0s experimentos no sistema solar sem atrapalhar as modificacoes em escalas maiores
[4, 37, 38]. Estas teorias, com algum mecanismo de "Screening", ndo podem ser expandidas
perturbativamente do infinito até o raio de Schwarzschild [4], uma caracteristica béasica
para a teoria de perturbacao classica, e portanto tem previsoes diferentes, nas escalas do
sistema solar, do que o formalismo da PNP. Mas as falhas da expansao s6 acontecem dentro
de um raio caracteristico (r,) ([4] e Cap. 1). Fora deste ultimo a teoria de perturbacao
classica deve ser valida, e em concordancia com [4] enquanto a analise se mantenha longe
de r, a teoria linear deve ser a PNP [4]. A grande maioria das propostas de mecanismos
de "Screening" sdo construidas com o intuito de tratar modelos cosmolégicos. Mesmo que
isto seja verdade ainda permite levantarmos a questao: Existe algum mecanismo capaz
de permitir modificacoes em escalas astrofisicas? Este questionamento ja foi abordado
por [39, 40]. Estes trabalhos demonstram que o mecanismo de "Screening' pode imitar os

efeitos da matéria escura em aglomerados galdcticos [40] e na prépria Via Lactea [39].

Por esse motivo conjecturamos a existéncia de algum mecanismo de "Screening'
capaz de esconder as modificagoes da teoria de gravitacao em escalas do sistema solar,
mas que mantenha as modificagbes nas escalas de galaxias ou aglomerados de galaxias.
Em esséncia consideramos teorias que desacoplem os resultados no sistema solar daqueles
em escalas astrofisicas. E por enquanto que a andlise seja restrita para fora e longe do
raio caracteristico r, a expansao perturbativa deve ser a PNP [4]. Portanto levantamos as
questoes: quais as corregoes as curvas de rotacao devido aos potenciais da PNP? Serao

essas corregoes suficientes para explicar a massa insuficiente de galaxias? Abordaremos
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estas questoes por meio de dois tipos de solugoes: (I) No vacuo, no exterior de uma
distribuigdo de matéria com simetria esférica e de um disco fino de simetria axial; (II) ou
para uma distribui¢do de matéria Politrépica. Nossa escolha para as simetrias, tanto esférica
quanto axial, é principalmente pela simplicidade das equagoes de campo e em segundo
por representarem, sob boa aproximacao, as simetrias de muitas galaxias. Quanto aos
Politropos, consideramos estes os modelos mais simples de simetria esférica que possuem
alguma relevancia em dindmica de galdxias. Em (I) resolvemos as equagoes de campo para
o caso esférico e demonstramos que as corre¢oes devido aos potenciais da PNP nao sao
suficientes para a planificacao das curvas de rotacao, ou seja, nao encontramos corregoes
suficientes para explicarmos a dinamica de galaxias sem a adi¢do de matéria escura. Ja
para o caso de discos finos axiais tomamos a expansao de multipolos e demonstramos
que até a ordem de quadrupolo as corre¢oes nao sao suficientes para encontrarmos curvas

planas.

Em (II), para construirmos os modelos politropicos no formalismo da PNP usare-
mos uma abordagem estatistica, conhecida como "f to p" [41], ou seja, proporemos uma
funcao de distribuicao (DF) e dela construiremos os campos materiais que caracterizam
os Politropos. Agora, para teorias métricas, e portanto para a PNP, suporemos que a
DF ¢ conservada do ponto de vista de um dos componentes do sistema, ou seja, ela deve
satisfazer a equacao de Vlasov, uma versao relativistica da equagao de Boltzmann sem
colisoes. Esta suposicao é valida sempre quando o sistema em analise é suficientemente
suave e as colisoes de seus componentes podem ser desconsideradas. Como primeiro passo
determinaremos uma versao da equacido de Boltzmann sem colisoes no formalismo da
PNP, seguiremos argumentos semelhantes aos desenvolvidos por [42] e os estenderemos a
PNP. Os Politropos serao construidos por meio da extensao da DF newtoniana para a
PNP e assim determinaremos os campos materiais que constituem os modelos politrépi-
cos. Demonstraremos que modificagoes significantes nas curvas de rotagao surgem como
consequéncia dos novos potenciais, mas estas nao sao suficientes para explicar as curvas
de rotacao de galaxias, o comportamento Kepleriano usual para raios grandes ainda ¢é
observado até mesmo para as teorias mais exoticas. Apenas para aquelas com (3 > 0
encontramos semelhancas a curvas planas. Ou seja, podemos concluir que a grande maioria
das teorias métricas, pelo menos para os modelos que consideramos, sao afligidas pela

mesma necessidade, de um contetido escuro, da teoria Newtoniana.

O restante do trabalho é organizado como se segue. No Cap. 1 apresento as hipéteses
fundamentais de teorias métricas e construo a TRG, a teoria de Brans-Dicke e um dos
possiveis mecanismos de "Screening" ja desenvolvidos na literatura. No Cap. 2 faco uma
breve introducgao ao formalismo da PNP e determino as velocidades circulares e algumas
condi¢oes sobre as mesmas. No Cap. 3 finalmente nos especializamos em estudos no
vacuo, resolvendo as equagoes de campo e encontrando as velocidades circulares para casos

esféricos e discos finos axiais. No Cap. 4 construo a teoria cinética para o formalismo da
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PNP como fundagao para a construgao dos Politropos. No Cap. 5 calculamos os campos

materiais dos modelos politrépicos e apresentamos suas curvas de rotacao.

Sobre a notacao, consideraremos que indices latinos sdo valorados de 1 a 3 e gregos
de 0 a 3. Também usaremos, sempre que conveniente, a notagao df/0x = f,. Termos de

diferentes ordens de ¢ carregarao indices como abaixo,
n
A="A~c",

isso significa que "A é da ordem de ¢™".

ROTATIONAL VELOCITY (km s-)

I I I
o 5 10 15 20 25

DISTANCE FROM NUCLEUS (kpc)

Figura 1 — Curvas de rotacao de algumas galaxias espirais. Nao é observado a queda
Kepleriano (1/4/r) mesmo apés alguns Kpe de distancia (retirado de Rubin,
Ford Jr. e Thonnard[11]).



19

1 Teorias Métricas da Gravitacao

Existem varias teorias de gravitacao ja estudadas na literatura, muitas das quais
ja cairam no esquecimento por nao satisfazerem algum experimento no sistema solar,
sendo a teoria da relatividade geral a tinica a sobreviver a todos os experimentos. Mas
a diversidade de propostas impossibilita um formalismo geral que permita avaliarmos as
previsoes de diferentes teorias. Para tanto a comunidade construiu duas categorias, teorias
métricas e ndo métricas. Trataremos neste trabalho de teorias métricas da gravitagao, e
apresentaremos o espaco-tempo, para teorias métricas, de forma rigorosa para entendermos
todas as restrigoes desta classificacdo e quais suposicoes sao feitas para construirmos a
TRG e quais podem ser relaxadas de forma a estendermos a anterior. Portanto, comegamos

na secao seguinte definindo o espaco-tempo, comum a todas as teorias métricas.

1.1 O Espaco-tempo

O espago-tempo é definido [43, 44, 45](ou postulado):

Definicao 1 O espaco-tempo é uma variedade topologica de quatro dimensoes com um
atlas de compatibilidade suave e orientdvel, carregando uma conexdo sem tor¢do compativel
com uma métrica Lorentziana (é um espa¢o Pseudo-Riemanniano) e uma orientagdo

temporal. Ou seja, é a séxtupla (M, (’),.ATCOO, Vireve=0,8,T).

Os espagos definidos como acima sao conhecidos como Pseudo-Riemannianos. A
definicao anterior foi construida de forma a garantir que este conjunto de teorias satisfaga
o principio de equivaléncia de Einstein, que possui sua prépria comprovacao experimental
[1, 2, 3, 26], e de forma que o campo gravitacional possa ser interpretado apenas como
a geometria do espacgo-tempo. No apéndice A exploramos o significado de cada uma das
estruturas que adicionamos ao espago tempo, dando uma breve introdugao aos aspectos

de geometria diferencial necessérios.

A razao de definirmos o espago-tempo dessa forma é com o propésito de permitir

os seguintes postulados fisicos:

Postulado 1 A linha de mundo de particulas, uma curva v : R — M, é um extremo do

funcional:

A
L= /0 dA\/ ~&0) (V7 Bra) )

onde vy, € Tho)M € a velocidade da curva v no ponto y(X).
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O postulado acima garante que particulas sempre se movem no espago-tempo sobre
as geodésicas do mesmo. Por outro lado, como a conexao do espaco-tempo é compativel
com a métrica também poderiamos escrever o postulado 1 em termos de uma carta
(U,z) € AL (aqui usamos da notacdo dz* (Uv,v(A)) =A*(\) = da*/dT):

21 a J,8
ih‘i + gﬁiﬁ ~0, (1.1)

onde,
1 K
Fgﬁ = §g H (ga/{,ﬁ + gBr,a — ga,@,f@) .

O seguinte postulado define particulas massivas, como se segue,

Postulado 2 A linha de mundo de particulas massivas satisfaz:
8100 (V1000 o)) <0 € gy (T vn00n) <OV A

Poderiamos reescrever o postulado acima ao considerarmos uma carta (U, z) € ATCOC e para
uma parametriza¢ao que simplifique as expressoes (usaremos a expressao abaixo diversas

vezes em secoes posteriores):
dat da” 9

B dr T

Com as defini¢oes e postulados acima a dinamica de particulas sobre o espago-
tempo é completamente definida pela métrica g, nas segoes seguintes demonstraremos,
em detalhes, como podemos construir as equagoes que determinam a métrica a partir
do contetddo material, nesta parte encontraremos as diferencas entre as possiveis teorias
métricas. Comecamos apresentando a Relatividade Geral, ou seja, a partir da acao de
Einstein-Hilbert determinamos as equacoes de campo de Einstein e apresento um resultado
importante de teorias métricas conhecido como o teorema de Lovelock. Em se¢oes seguintes
apresentarei uma possivel teoria métrica, conhecida como teoria de Brans-Dicke, e mostro
que sua aproximacao pds-newtoniana é falsificada por experimentos no sistema solar. Na
ultima se¢do, mostro como por meio de mecanismo de "Screening" conseguiremos contornar
os experimentos do sistema solar, dessa forma permitindo uma diversidade de teorias

muito maior do que as restrigoes no sistema solar possibilitam.

1.2 Relatividade Geral

Com o espaco-tempo estabelecido, devemos determinar as equagoes de campo que

estabelecem a métrica, para isso partimos da acao:

Stotal = Sy [V; 8] + Sk [g] + Su {‘PA, g]

onde,

A
Sylvigl = /0 d)\\/_gv(/\) (U%v(/\)v U%W(A))’
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Senlg] = 16C;G/R ar,
CMLANIE /gM [04,g].

O primeiro termo, S, [y;g]', é simplesmente a a¢do que nos leva as equagoes de
movimento (1.1) j& exploradas anteriormente, aqui a adicionamos & agao total para garantir
que a métrica que entra nas equagoes de movimento é a mesma calculada por meio das
acdes que variam com g. A acdo Sy representa os campos materiais, sendo ¥4 os campos
materiais com um acoplamento minimo com a métrica. A parte gravitacional na teoria de
Einstein é completamente representada pela acdo Sy (acdo de Einstein-Hilbert), onde
R =gl R, € o escalar de Ricci e o tensor de curvatura de Ricci é R, = R’,,,. Variando
a acao total com relacdo a métrica e considerando que temos um extremo do funcional

Sotal; 059T0tal = 0, teremos a variacao de Sgy dada por

0Sgn = 4] (\/—_gR> d'z

c
167G <

167TGZ /pz V=9) R +v/=g0 (") Ras + V=985 (Rap)| d's,

onde,

(g) = g &0 Bm)

1
V) -as 2

5 (e7) = —&™8™5 (g)

A variagdo de R, requere um pouco mais de atencao:

0 (Rag) = 6 [0,Tls — Oalliy + T0, T — T, T,
= 0,015 — 9o0DVy + 6TH T% 4 T¥ 5T% , — 6T% I¥  — %y 5T

« pood

como podemos definir
oI == ‘Tﬂﬁi ® dz® @ dz”°,
WOz

e este se trata de um tensor, pois a diferenca entre duas conexoes se transforma como um
tensor (mesmo que a conexao nao o seja), entao podemos tomar derivadas covariantes do
mesmo:

(V,0T)", = 9,01, + T, 8%, — T4, I, — T, oL

por?

Comparando estes dois resultados com a variagao d (R,s) temos que:

5F#Ba

afip

5 (Rag) = (V,,6T)", — (VoD = oT*

S [f;¢] indica que S varia com f mas ndo com g, g é considerado fixo.
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Unimos esta expressao aos outros termos que aparecem devido a variacao e teremos:

Va8 (Ras) = V=3 | (£7°0T%5) = (27°0T5), | = V=3 (4% = Bl

M

mas sabemos que (/—gA*) = v/ —gAH",,, portanto devemos ter:

M

Va8 (Rag) = (V=g AY) —(V=9B) = (V=9C") .

S

onde C* = A* — B*. Unindo todos os resultados anteriores devemos ter a variacao de Sgy

dada por:

62

dlr+—3 / i (\/—_gC“) Md4x,
(v ’

55 ¢ 5 (2) Vg | &
EH = mzl: (é)ﬂz’ (g;w) —9g [ 9

R — R"™

167G
(1.2)
a ultima integral envolve termos da fronteira, basta vermos que
u = (v—gC’“) dz® A da!' A da? A da?
o
= d(V=gC®) Ada' Ada® Ada® — d (V=gC") Ada? Ada® Ada®
+d (\/—902) Adad Ada® Adat —d (\/—903) Ada? A de! A da?

= Euvap d (\/ —gC'“) ®dz’ @ dz® ® d]}ﬂ

= (\/—gC’“eumg) dz" @ dz¥ @ dz* ® dxﬁ,
ou seja, este termo é exatamente a derivada exterior de uma 3-forma dada por

w = +/—gC" apdz” @ dz® ® de’ = dw =,

e assim a integral que comegamos é dada por
Z / Pi (\/—gC’“> d4x:/dw: /w,
Lo2(U) . M oM

onde na ultima igualdade utilizamos o teorema de Stokes [46]. Dessa forma a tltima integral
de (1.2) é apenas na fronteira de M e nao devem contribuir as equagoes de movimento,

pois podemos considerar que 0 (g,,)|,,, = 0. Assim teremos a variacao da agao total Stotal,

41,7

g‘“‘R oy 167G 05 [‘I’A’g}

CQ
Ot = 75 > | pid () V=3 =
Total 167TG ;x(U p (g,u ) g 2 C2 —q 5guy

i)

agora definimos os tensores
0g =0 (g) do" @ da”,
8rG 0 0

v _ | 9o 9
2 G }895“@(%”’

o- |

C

1
G = R" — _g"R,
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A
o2 5w [V ,g},
Vg 5g,ul/
dessa forma teremos,
5 ¢
STotalzm/g'5gQM:0 — G =0,
M

, 8nG

G = —-T". (1.3)

A equacao (1.3) é conhecida como a equagdo de campos de Einstein, dela podemos
determinar, assim que fornecido um conteiido material, a métrica g. Nas subse¢oes que
seguem apresento a aproximacao linear da TRG e um teorema que demonstra esta como a
unica equacao de campos possivel para teorias métricas quando algumas suposigoes sao

impostas.

1.2.1 A Aproximacao Pés-Newtoniana: Relatividade Geral

As equagoes de Einstein sao nao lineares para a métrica g implicando na impossibi-
lidade de encontrarmos uma solugao geral para as equacoes de campo, para resolvermos
esta de forma geral alguma aproximacao deve ser feita. A aproximagao Pds-Newtoniana
[47, 48, 49, 50] é uma destas aproximacgoes, na qual consideramos que os campos e as

velocidades caracteristicas do sistema sdo proporcionais a um parametro € como se segue,
e~ 02/ ~ GM/rc* ~ p/pc*.

O parametro € estabelece o quao fraco sao os campos e o quao lentas sao as particulas,
quando comparadas com a velocidade da luz (c), que constituem o sistema autogravitante.
Supomos que a métrica é constituida apenas por campos da forma anterior e que possa ser
expandida em diferentes ordens de €. No caso da TRG o conjunto de suposigdes acima nos
leva a uma linearizacao das equagoes de campo e, na formulacao classica da aproximacao
P6s-Newtoniana [2], temos a métrica dada de forma geral por

U  2(T —U?)

gooz—l—i-?—i— i +O(c‘6),

aU; Xy, 5
ngZ—CT—%g—FO(C ),
2U

_ —4
gjk— (1+02>5]k+0<0 ),
onde definimos, 5
v = §¢1 — G2+ ¢3 + 34

e U, ¢1, ¢a, ¢3, ¢4, X e U7 sao determinados pelas equacoes de campo:

Vv? {U, b1, P2, @3, Uj} = —4nGp’ {1,u2, U,H,uj}
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V3¢, = —4nGp, VX :=2U,

onde p* é a densidade de massa de repouso conservada (p* = /—gpV"/c, sendo p densidade
de massa de repouso), u é a velocidade do fluido perfeito, IT é a densidade de energia
interna por unidade de massa (¢/p*), p é a pressao vista localmente por um observador

em queda livre momentaneamente em comovimento com o fluido.

A maioria dos sistema astrofisicos apresentam campos fracos e componentes lentos
o bastante para a aproximagao acima funcionar quase que perfeitamente, por exemplo o
sistema solar satisfaz as suposi¢oes da aproximacgao Pés-Newtoniana, e sua dindmica é
bem representada pela métrica acima. Inclusive, a comprovacao experimental da TRG ¢é
praticamente totalmente baseada no regime linear do sistema solar. A grande maioria das
teorias métricas sao falsificadas pelas previsoes do limite Pés-Newtoniano nas proximidades
do sistema solar. No capitulo 2 apresento a versao parametrizada da aproximacao e os
valores dos parametros permitidos por experimentos no sistema solar, que, por consequéncia,

implicam na falsificacdo da grande maioria de teorias métricas.

1.2.2 O Teorema de Lovelock

Um dos principais resultados de teorias métricas é devido a Lovelock [51], e é

expresso pelo teorema logo abaixo.

Teorema 1 (Lovelock) Se A é um tensor (2,0) em um espago Pseudo-Riemanniano de

4 dimensoes e satisfaz:

1. A,u,l/ - A,ul/ [g,w; guy,n; gul/,nliL

2. (V, A" =o0.
Entao A" = aGH" 4 bgh”, onde a, b sio constantes e G' = R" — gt R /2.

Em outras palavras, se supormos que o unico campo associado a gravidade é a
métrica e que a equacao de campo para a mesma ¢é de segunda ordem e tem divergente zero,
entao, pelo teorema de Lovelock, a tnica possivel equacao de campo para teorias métricas
em quatro dimensoes é a equagao de campos de Einstein (1.3). Ou seja, se queremos uma
teoria métrica cujas equacoes de campo sejam diferentes da teoria da relatividade geral,

precisamos [26]:

1. Considerar outros campos além da métrica.

2. Admitir teorias com termos de derivadas de ordem superior a dois nas equagoes de

campo.

3. Trabalhar em um espacgo de dimensao diferente de 4.
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4. Desistir de equagoes tensoriais de rank (0,2), ou de simetria nos indices, ou de

divergéncia nula.

5. Considerar teorias nao-locais.

Neste trabalho nao consideraremos modificagoes do tipo dos tltimos trés itens. Ou
seja, consideraremos teorias métricas locais em um espaco de 4 dimensoes cujas equacoes
de campo sao tensoriais de rank (0,2), simétricas e de divergéncia nula. Até mesmo com
tais restricoes o conjunto de todas as teorias possiveis é infinito e ndo enumeravel, entao
para descartarmos possiveis teorias precisamos de experimentos, muitos dos quais sao
realizados no sistema solar, e portanto sao restritos a um regime de gravitacao fraca e
melhor analisados no regime linear ou Pés-Newtoniano de teorias métricas, que introduzo

no Cap. 2.

1.3 Teorias de Brans-Dicke

Como exemplo de uma teoria métrica apresentamos nessa se¢ao a mais simples
modificacao das equagoes de campo para gravitacdo. Além da métrica adicionamos um
novo campo escalar ¢ que acopla apenas com a métrica, o campo ¢ nao interage (acopla)

com a matéria. Com esta construgao supomos a acao [26]:

STotal = SW [’7’ g] + SBD [g’ (ZS] + SM |:l1}A7 g}

onde,

A
Sy [v; 8l := dA\/ —8y(%) U%v(/\)vvmﬂf(/\))’

Sep [8, ¢] =

6C [¢R+

44
¢ -8 - (V¢J v¢)1 QMu

CMLANIE /cM [0, g].

Note que em Stoa1 as agdes para os campos materiais (Sy,) e particulas (S,) nao
variam com o campo ¢, nao temos acoplamento, e dessa forma estas teorias nao apresentam
uma "quinta" forga e por isso o principio da Equivaléncia de Einstein é satisfeito (tanto o

fraco como o forte) [26].

Com o intuito de calcularmos a variagdo de St com relacdo a métrica (dg),

comecgamos com a variacao de Sgp,

0SBD = ——— Z /Pz\/_5 [CbR"‘

-1 4
. (v6.50)| s

68

— { [ (B0 —0%6") - G*“’] 6 (g) + O'ﬂu} d's,
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dos termos na integrals apenas um deles requere mais atencao, sendo ele,
¢Cu;u - (9250#);# - ¢,uC“7
¢,.C" = ¢, <ga65f‘gﬁ _ guﬁ(grgﬁ) :

calculando as variacoes das conexoes,

af af
(03 g v g v
g¥orh 5 = 508" [8vas + Bupa — Basul + 758" [08vas + 08usa — 08as]
g e g
=5 8"8"08 [8ra,8 + Bupa — Bapw] + =58 208106 — 08ap,0]

aff
(63 K g v
= —g*P g T 508, + =5 8" (208005 — 08aps]

uB

o g’ g’ .,
g0l = —=508" [Bvas + Bupa — Bags] + 58" [08sas + 08us.0 — 08aps]

gMB uB

oK v g ov
= _Tg g n(sgnn [gua,ﬁ + guB,a — gaﬂ,u] + Tg 5g1/a,ﬁ

B
(67,7 g av
— _guﬂg Fzﬁégﬁn + 42 g 5gl/06757

dessa forma temos,
OuC" = 6 [87 8" (08,5 — O8ap) + (878" — 8°7g"™) T 508
= $,,8*78" (68vaip — 08apw)
= (078" 081a) , — (¢8™) 0800 — (8" 080s) , + (¢"8™), 08as
= D%+ (¢",8°7 — ) 0gas,
onde D’ = ¢"g*dg,0 — ¢ 0g1a

Retornando o resultado anterior na variagdo da acao gravitacional teremos,

guu ,Q WY ,1/> a4 4
560 = T — [ ( 0% — 070" ) = G| g
B Ba v o 4
c — [ o 08”1
_ «@ NI RZA N % o ;
~ TonG 2 L;s?( P70 = ¢¢> S 6 1“
c? A
) — wo_ 1
S [ AT D

b oa(Uy)
por argumentos similares aos feitos anteriormente, a tltima integral, pelo teorema de
Stokes, nao influencia nas equagoes de movimento. Entao concluimos as equagoes de
movimento, ja usando a definicao do tensor de energia momento, para a métrica:

. Woe S\ L oM 9 8nG
= (g & ¢7a—¢v#¢v)+ S +(;TCQT#. (1.4)
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Se caso ¢ fosse considerado nao dinamico, ou seja, um campo pré-determinado, nao
teriamos que calcular a variagdo de Stoa com relagdo a ¢ e (1.4) seria a tnica equacao de
campo. Mas na teoria de Brans-Dicke ¢ é dinamico e para isto precisamos determinar a
equacao de movimento relacionada ao mesmo, dessa forma tomamos a variacado de Stotal
com relacdo a ¢ e como Sy; ndo varia com o anterior s6 precisamos determinar a variagao

de Spp, que pode ser calculada como abaixo:

C

55—2 W&Rw—lvv&
BD = WG; (/U.)Pi —go | @ +Eg (Vo,Vo)| d'x

16

¢? & Qw;u) + Eu;u] d'z,

c? 00 w
= e > | rva [&b (R”V sy
toa(Uy)
onde EF = g"¢.,0¢/¢. Novamente pelo teorema de Stokes o tltimo termo da integral é

apenas sobre a superficie e portanto nao influencia nas equagdes de movimento. Dessa

forma ¢ deve satisfazer a equagao,

oW W
R+W ¢2 —2E¢H;M:0.
Tomando o trago da eq. (1.4) e substituindo na equagao anterior teremos uma
simplificacao:
8rG
=T 1.5
w3 o) e (15)

Vemos que as equagoes (1.4) e (1.5) tem como fonte o tensor de energia momento,
poderiamos estranhar esse resultado dado que o campo ¢ ¢é desacoplado dos campos
materiais e portanto nao esperariamos em sua fonte o tensor de energia momento. Mas
devido ao acoplamento entre ¢ e R nas equagoes de campo de certa forma ¢ é globalmente
acoplado, mesmo que indiretamente, a toda fisica. Vemos também que quando W tende
ao infinito, o acoplamento entre o campo escalar e T desaparece, muitos consideram este o
limite que recuperamos a TRG. Trabalhos recentes contestam esta ultima afirmacao, por
exemplo [52, 53].

Podemos entender melhor o acoplamento ao mudarmos a perspectiva que tomamos
na agao Stuta. Comecamos no inicio desta secao considerando a perspectiva de Jordan
("Jordan’s conformal frame"), onde o campo escalar ndo acopla com a matéria, mas
poderiamos ter construido a mesma a partir da perspectiva de Einstein ("Einstein’s
conformal frame") onde o campo escalar é acoplado a matéria. Relacionamos as duas
perspectivas por meio de um reescalamento de Weyl (uma transformacao conformal
local da métrica) e a escolha da perspectiva conformal é apenas vista como convengao.
Existe certa discordancia na literatura se perspectivas relacionadas por transformagoes
conformais sao fisicamente equivalentes. Mas pelo menos de um ponto de vista classico, o

que tomamos neste trabalho, as duas perspectivas sao indistinguiveis matematicamente
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apesar da interpretagao fisica ser diferente [52]. Para determinarmos a teoria na perspectiva
de Einstein comegamos pela agao total e tomamos um reescalamento de Weyl da métrica
g (perspectiva de Jordan) para g (perspectiva de Einstein). Assim, usando os resultados

do apéndice A.4.3 teremos a acao de Brans-Dicke:

1 ? w
SBD [Cb 'g, Cﬂ = 167rG4 l¢R+ Eg 'V, Vﬁb)] 937,
c Wete

= ZG/ {qﬁe% [}_% — 600 —6g! (@J, @J)} +
M

= 5 (V9, V¢>} Qur

¢

20

entao definimos ¢ = e™°7, pois tal escolha remove o acoplamento do campo ¢ ao escalar

de Ricci, tornando o campo ¢ apenas minimamente acoplado a métrica,
2

167G

Sep [5, 0] = / [R—600 + (W —6)g" (Vo, V)| Q.

Finalmente voltando a acao total, teremos a mesma agora na perspectiva de Einstein

STotal = S,y [")/; €2Ug} +1667j'C¥/ [é - 6|j0' -+ <4W — 6) g_l (?U, ?U)} QM+SM [\I/A, BQUE} .
M

Apesar de removermos o acoplamento entre ¢ e R adicionamos um acoplamento
entre ¢ e os campos materiais. As linhas de mundo de particulas, nesta perspectiva
conformal, ndo mais sdo as geodésicas da métrica, o campo ¢ passa a influenciar nas
equagoes de movimento, dessa forma esta perspectiva conformal ndo é uma teoria métrica,

pois falha o principio de Equivaléncia de Einstein.

Tomando variagoes com relacao a métrica e o, notando que o termo [lo é um termo

de fronteira e definindo

T’W L 2 (SSM . 2 (SSM §ga5 . ¢TMV
' V _g 5guu 64U V _g 5go¢ﬁ 5g;w ’
1 (SSM _ 1 (5SM 6g/“’ _ ¢2T _ T,

V—g oo etr\/—g 0g,, do
recuperamos a equagao de Einstein, que tem como fonte o tensor de energia momento e o

campo escalar, e uma nova equagao para o campo escalar

G = 87cT2GT“” +(@2W =3) (8000 — 20"0"), (1.6)
4G =
L — L.
T 2B aw) .

Na equagao (1.6) podemos considerar todos os termos ao lado direito como fontes
do campo gravitacional, portanto recuperamos exatamente a equacao de Einstein, dessa

forma podemos dizer que a TRG estda matematicamente relacionada a Brans-Dicke por uma
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transformacao conformal. Mas claramente a interpretacao fisica de ambas é completamente
diferente, na primeira temos as geodésicas da métrica como as linhas de mundo de particulas,
enquanto na segunda temos a adi¢cdo de uma nova forca mediada por o, desviando as

orbitas de particulas das geodésicas.

1.3.1 A Aproximacao Pés-Newtoniana: Brans-Dicke

Como fizemos para a TRG também podemos encontrar um regime linear para a
Teoria de Brans-Dicke, pelas mesmas suposi¢oes podemos construir a aproximagao Pos-
Newtoniana para Brans-Dicke, concluindo numa métrica extremamente similar, quando
comparada ao limite da TRG, distinta em apenas algumas constantes que aparecem em
conjunto com os campos. A métrica para tal aproximagao tem a forma em geral [1, 2],

2U  2(T — U?)

gooz—l—i-?—i— 1 +O(c‘6),

C

Ui Xy _
g = —2(1+7) 5 - 35 +0(c),

&k:(1+%§vdj+0(aﬂ,

onde,
1
V= <7+2) O1 — P2 + @3 + 3704,

1+ W
24 W

v

Experimentos no sistema solar limitam os possiveis desvios da TRG [3]. O melhor

limite para v é dado por,
v =1 <2,3x107° = W >4 x 10%

portanto mesmo com a adi¢ado de um novo grau de liberdade ¢ a teoria de Brans-Dicke
deve ser indistinguivel da TRG, pois as previsoes das teorias sao distintas apenas quando
W ~ 1 e pelo expressao acima temos que W > 1. Assim, modificar a teoria da forma
como apresentamos acima ¢ improdutivo, pois experimentos nao permitem modificagoes

significantes.

1.3.2 Mecanismos de Screening

O limite para v citado anteriormente nao é o unico resultado de experimentos no
sistema solar. Na verdade o regime linear da TRG é uma excelente aproximacao para o
sistema solar e os diversos experimentos limitam os possiveis desvios das previsoes da TRG
(veja 1, 2, 3 e Cap. 2), praticamente isolando a TRG como a tnica teoria métrica que

satisfaca os experimentos. Mas estes experimentos sao restritos as escalas do sistema solar.
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Entao existe a possibilidade dos novos graus de liberdade serem furtivos o bastante de tal
forma que proximo a objetos massivos seus efeitos sejam escondidos por algum mecanismo.
Este é o caso do mecanismo que tomamos como exemplo neste trabalho, conhecido como
mecanismo de Vainshtein. Agora, nao afirmamos que o mecanismo de Vainshtein possa
ser utilizado para esconder todos os efeitos gravitacionais, devido a diferente tipos de
campos (escalares, vetoriais,...). Apenas queremos exemplificar como é possivel construir
uma teoria capaz de modificagoes em escalas maiores, mas que matenha o sucesso da TRG

no sistema solar.

O mecanismo de Vainshtein pode ser adicionado a uma teoria de Brans-Dicke
simplesmente somando & ac¢ao total um termo conhecido como galileano ctibico. Suporemos
para esta breve apresentacao do mecanismo a perspectiva de Einstein. Entao sabemos que
nao teremos acoplamentos do campo escalar com R. Dessa forma variacoes com relacao a
métrica implicardo na equacao de Einstein com a fonte dependente do campo escalar e
do tensor de energia momento. Nessa perspectiva sé precisamos determinar a equagao de

campo para o escalar o, onde a acao total [4] é dada por

STotal = S~ [% 620@} + Sgen [g] + 16n

2 —_
¢ - / [coY +aYTo] Oy + S [U7, 7]
M
onde ¢y = 4W — 6, Oo = trg [? (?0)} = ?”?NJ, Y =gt (?0, ?a) e Sy, Sga € Sy sao
exatamente como definidos anteriormente.

A variacao da acao total ja é praticamente conhecida, s6 precisamos determinar o

novo termo que contém Y[o. Ou seja, variando com relagdo a o temos

/5 {YEO'] Q=) / piv/—g [20’“ (o), Oo + Y|j(50'} d*z
M LUy
=3 [ pdov={0Y —2v, (0"00)}da+ 3 [ piv/=gH" i,

z(Ui) z(Us)

onde definimos

H" = o*Oodo + (Ydo)" — 2V *do.

Por argumentos similares aos apresentados anteriormente, a integral que envolve H* é na
fronteira de M e portanto nao influencia nas equacoes de movimento. Dessa forma usando

os resultados de segoes anteriores temos a equacao de movimento para o campo escalar o:

Oo + 21 Oy -2V, (¢'0o)] = 86 (1.8)

co coC?
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Fazendo a variagao do termo contendo Yo com relagdo a métrica:

/6 [Y@a QM} = Z / pi0 [\/—_QY[jO'} diz
M boa(Us)

_ i
— Z / pi,/_g(sgw/ |:Y;MO.,V _ O,HO_,VDO_ . g2 Y,aaa d4x
Coa(Uy)
+Z / ,Oiv—g_][“;ud%,
g z(U;)
onde .
[M = Y (U 2g 5gmj - Uﬁgﬂ’/égm[) .
A 1ltima integral nao contribui as equagoes de movimento e recuperamos a equagao de
FEinstein:
= 871G ¢ - ghv
GHv — 77; T + 50 g™y —20*0") + « (Y’“J”’ —oto’Oo — gQY’QU,a) . (19)
c

Para apresentar o efeito de "Screening", que o novo termo adiciona a teoria de Brans-
Dicke, precisamos analisar as equagoes (1.8) e (1.9) de um ponto de vista perturbativo,
no vacuo (T"” = 0) e com o sistema estético e de simetria esférica. Consideramos que os

campos sao fracos, ou seja, g, = 1 + EW. Assim a equagao (1.8) é simplificada,

g Ld (o) o f1d],d do\’| 2 d [dod [ ,do
= —=—|r*— — S =— |t = - |=—= ("=
r2dr dr 2¢co | r2dr dr \ dr r2dr | drdr dr
1d [ ,do\ 2o d| (do)’
= —— | r"— —_— ———— |T | — .

r2dr dr cor? dr dr
Essa tltima equacao é integravel e podemos resolvé-la para a derivada de o. Notando que
a fonte da equagio é —87GT/(coc?) =~ 87Gp/(cp), na aproximagio considerada, podemos

por meio de condigbes de contorno concluir que a constante de integracao é 2MG/cy.

Assim temos uma equacao de segundo grau para a derivada de o:

do 2« <d0>2 _2MG

r{——— —r| —
dr ¢ dr Co

Resolvendo para do/dr temos

do e

— = — |1+ |1 -—]. 1.1
dr 4o 2 (1.10)

Para nao termos descontinuidades quando o — 0, dado que devemos recuperar Brans-Dicke
neste limite, temos que tomar apenas o sinal negativo a frente da raiz e & < 0 (a escolha
positiva leva a inconsisténcias). Mesmo assim integrar a expressao (1.10) ndo ¢é facil, mas

podemos fazer isso em dois limites:
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1. Quando
1
16aMG]3 do  2MG 8a(MG)?
r> - —— — == !
(CO) dr r4cyH 7o (CO)
2. Quando
L [L1saMG) _ do [ MG
" (co)? dr ar

Aqui ja é possivel ver o efeito que o mecanismo tem sobre o campo escalar, mas
ainda é necessario elaborar mais para vermos o efeito sobre a métrica. Resolvendo a

equacao nos dois limites temos que:

OMG  2a(MG)?
e T i) +., Ser >y,

2\/—MTG’”, se 7 <K Ty,

1
onde r, = [—1604M G/ (00)2} ® e ndo precisamos das constantes de integracao, pois supomos

o(r) =

0 espago tempo assintoticamente plano e ¢ como sendo nulo para r = 0.

Agora pelas aproximagoes que tomamos para a métrica e por tratarmos ¢ como

pequeno, a componente "00" da equagao (1.9) é simplesmente:
2

1_.- A7 G [ - 1. -
Ry = —§V2h00 = —5 (Too - 2g00T> )

por se tratar do vacuo a equagdo acima tem como solu¢ao hgg = 2MG/r. Dessa forma

retornando para a perspectiva de Jordan temos a métrica dada por
Suw = 320@#!/ - (WV + BM”) (1+20) =nu + B/W + 20N,

ou seja, hgg = hgy — 20 = 2MG/r — 20.

Finalmente concluimos o efeito do mecanismo. Para r < r,, pequenas distancias da

vitaci ivo g o 50 DéS-HEWton
fonte, o campo gravitacional efetivo hyg, que representa a primeira correcao poés-newtoniana,

2M [ M
h()O:iG—éL — GT.
T (6]

O segundo termo, que representa os efeitos do campo escalar, é muito pequeno quando

é

comparado ao primeiro termo e assim neste regime devemos recuperar gravitacao Newto-

niana.

Para o outro regime o comportamento do campo escalar é completamente diferente.
Novamente olhamos para o campo gravitacional efetivo hgg, mas agora para a regiao

r > r, e temos
2MG+4MG+&MMGV

rCo ré (00)3

hOO -

Ou seja, aqui apesar do ultimo termo nao apresentar correcoes significantes o segundo

termo, pelo menos enquanto ¢y for pequeno (que é permitido, pois devido ao efeito do
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mecanismo os experimentos do sistema solar ndo devem limitar este pardmetro da teoria),
terd a mesma ordem de grandeza que 2M G /r e assim as corregbes do campo escalar sao
significantes. Portanto teorias que possuam este mecanismo e raio r, grande o bastante
podem, em principio, esconder os efeitos dos novos graus de liberdade, devidos ao campo
escalar, nas escalas do sistema solar, mas permitir desvios, num regime linear, significantes

em escalas galacticas e cosmoldgicas.

Para praticamente toda a extensao de uma galaxia o regime linear deve ser uma
boa aproximagao, dado que as interagdes gravitacionais sao fracas (apenas para o nicleo
galdctico os efeitos nao lineares devem ser considerados). Galaxias sdo sistemas de n corpos,
em geral de 10'? estrelas, mas as distancias entre as estrelas é tao grande que podemos
supor que cada estrela e seus planetas vizinhos se encontram na regiao r < r,, num regime
Newtoniano. Mas influenciam todas as outras estrelas vizinhas, que se encontram em r > r,,
por meio da nova (hipotética) interacao gravitacional. O argumento anterior funciona
particularmente bem para este trabalho, pois quando modelarmos galaxias consideraremos
que nao temos colisdes (ou encontros) entre seus componentes, ou seja, em nenhum momento
dois elementos do sistema estao proximos o bastante para a interacao gravitacional ser
a Newtoniana. O mesmo argumento pode ser feito para regimes cosmologicos. Sob este
novo paradigma construiremos modelos para galaxias de forma a determinar os efeitos
dos novos graus de liberdade na dindmica da mesma, com o objetivo de verificar se as
modifica¢oes induzidas pelos anteriores sao suficientes para explicar as curvas de rotacao

de galaxias, e por consequéncia tornar a suposicao de matéria escura obsoleta.
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2 A Aproximacao Pds-Newtoniana Parame-

trizada

A razao de nos limitarmos por este conjunto de teorias é devido a existéncia de um
formalismo geral, ou seja, podem ser aproximadas por uma teoria mestre [1, 2, 3, 5, 6, 7]
conhecida como "Aproximacao Pés-Newtoniana Parametrizada' (que daqui para frente
denotaremos por PNP). Neste formalismo aproximado existem 10 pardmetros e para
diferentes valores destes temos diferentes teorias. Tal aproximacao é feita analogamente a
'Aproximacao Pés-Newtoniana' [47, 48, 49, 50]. Consideramos os sistema autogravitantes
como sendo constituidos por particulas lentas, quando comparadas com a velocidade da luz
(¢), e campos gravitacionais fracos (essa escolha é extremamente natural quando tratarmos
de galaxias). O esquema de aproximagao é valido se a média de observaveis do sistema

possa ser caracterizada por um parametro € < 1, onde relacionamos
e~ 02/ ~ GM/rc* ~ p/pc?,

onde v, M, e r sao respectivamente a velocidade, massa e comprimento (ou separacao)
caracteristicos do sistema, p e p sdo a pressao e densidade caracteristicos das estruturas, GG
é a constante gravitacional e ¢ é a velocidade da luz. Supomos que o tensor métrico pode
ser determinado ao perturbarmos a métrica de Minkowski, sendo a perturbacao expandida
em termos da ordem de € . As equagdes de campo sdo entdao determinadas separando os

termos de diferentes ordens, levando a uma linearizacao delas.

2.1 As Equacoes de Campo

A PNP é caracterizada pela métrica, dada no calibre padrao da Aproximacao
Pés-Newtoniana [1, 2, 3, 5, 6, 7], abaixo:

20 W 6
_ Qj -5
ng—g+O<C )7 (2.2)
2vU
o — (1 + Zz) 55+ 0 (). (2.3)

onde!,
W =2 (¥ - gU?) + o',

1 Sobre a notagio, denotaremos derivadas parciais df/0z := f ;.
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«a 1
Qj == 2047+ 5| Uy = 5 [+ 02 = G+ 26 Xy + &,

U=—-2y+14+a3+G -2 —(26-1—-0G—¢§) s

(L G5) @5 + (3 + 3G — 26) 64 — 5 (G — 26) b — €6,

DN | —

onde U, ¢1, ¢2, ¢3, ¢u, 6, X, U7, dy, P’ e ®FF sdo determinados pelas equagoes de

campo:

V2{U, 61,60, 05, U7} 1= —4nGp* {1,u* U, L'}, (2.4)
V3¢, = —4nGp, VX :=2U, (2.5)

V4 (g — 3¢1) = —2G (p*uiuj)ﬂ,j , (2.6)

V2 (6 +2U% = 3¢n) = —2X U5, (2.7)

O 1= (a3 — ) WU + agww* X 15 + (203 — ay) WU (2.8)
(ID;-DF = —;oqij + aw® X 5, (2.9)

onde p* é a densidade de massa de repouso conservada (p* = /—gpV?/c, sendo p densidade
de massa de repouso), u é a velocidade do fluido perfeito, IT é a densidade de energia
interna por unidade de massa (¢/p*), p é a pressao vista localmente por um observador
em queda livre momentaneamente em comovimento com o fluido, w é a velocidade do
sistema de referéncia da PNP com relagao a um referencial universal. Note que os campos
sao todos definidos em um espaco Euclidiano e as equagoes sao formuladas em coordena-
das Cartesianas (dizemos que a métrica é formulada em coordenadas quase-cartesianas
globalmente [2]). Portanto o produto escalar entre qualquer vetor nesta formulagao deve

ser efetuado usando a métrica euclidiana ~;; = d;;.

O leitor atento poderia ficar surpreso com a presenca das velocidades w’ na métrica,
j& que, devido aos principios da relatividade, efeitos fisicos devem ser indistinguiveis para
diferentes referenciais. Em primeira instancia eles nao violam os principios de relatividade
especial, pois sao efeitos puramente gravitacionais, ou seja, se nao tivermos massa gerando
gravidade estes termos nao aparecem. Por outro lado, sugerem que teorias métricas
podem violar o principio forte de equivaléncia, pois a velocidade de massas com relacao
ao referencial privilegiado afeta o campo gravitacional [2]. Mesmo assim tais teorias
sdo covariantes ja que estes termos surgem de transformagoes pés-Galileanas [2]. Entao

medidas fisicas ndo podem depender da escolha de w’. Elas s6 dependem da velocidade
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wy’ do centro de massa do objeto massivo com relacao ao sistema privilegiado. Em geral,
consideraremos que w’ = wy’, ou seja, tomaremos sempre sistema de referéncias que

coincidam com o centro de massa, e ndo mais falaremos sobre wy’ [1, 2, 3].

Uma inspecao um pouco mais atenta nos mostra que apesar de algumas das equagoes
de campo serem invariantes em sistemas de coordenadas nao-cartesianos (como esféricas e
cilindricas) as equagoes (2.6)-(2.9), que definem os potenciais de Whitehead (¢,,), ¢¢ €
os potenciais de referenciais privilegiados (®FF e CDFF ), respectivamente, nao apresentam
tal invariancia. Para entendermos como resolver este impasse precisamos reinterpretar e
redefinir o espaco e as coordenadas que usamos para a PNP. Como citado anteriormente,
¢é feito uma escolha de referéncia, ou seja, tomamos um observador que se encontra em
repouso com relagao ao sistema em estudo. Dessa forma podemos tratar o espago da PNP
como R? x R, ou seja, separamos o tempo das varidveis espaciais e tratamos o tempo ¢
(tempo préprio do observador) como absoluto. A separagao nos permite definir o espago

da aproximagao com precisao:

Definicao 2 O espaco da PNP ¢ uma variedade topologica suave de 3-dimensoes com um
atlas de compatibilidade suave e orientdvel, carregando uma conexdo sem tor¢io compativel

com uma métrica Fuclidiana, um tempo t e os campos U, W e Q. Ou seja, é a nonupla

<R37 OSta AZ"XH VT:V»y:O, t7 e U7 W7 Q)

A definigao anterior se assemelha a um espago Newtoniano (ou Galileano, com
a diferenca de possuir dois novos campos W e Q) e ¢ uma defini¢do do espago da PNP
enquanto nao envolvermos mudancas de referenciais, e serd para essa interpretacao do
espago que construiremos os modelos. Note que uma caracteristica essencial da defini¢ao
anterior, e talvez a maior diferenca com relacao a definicdo do espaco-tempo de teorias
métricas, é da existéncia de uma escolha de carta, (R3 z) € ATCOO, tal qual 7;; = ;5
(chamaremos tal carta como Cartesiana). Entao ja esta claro como tratar a PNP em
coordenadas nao-cartesianas. Basta escolhermos uma carta nao-cartesiana e tratarmos
todas as derivadas que aparecem nas equagoes de campo como derivadas covariantes de um
espaco Euclidiano e substituir todos os produtos internos de forma a envolver a métrica
euclidiana. Ou seja, teremos as formas invariantes em coordenadas nao-cartesianas para

as equagoes de campo dos potenciais de Whitehead e de referenciais privilegiados:

V2 (6w + 2U% = 3¢n) = —29"Y"* X, Usge, (2.10)

O = (a3 — ) WU + apw?w* X + (203 — ay) w’U; (2.11)

1
QDEF = —ialeU + Oég’ka;kj, (2.12)
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Vi (0 300) = o (Torwnd) <2 (C{)pu) L (219)

onde definimos T = /det;; e

X = Xap—{ap) X (2.14)

c 1 ¢
{ab} 57 a (P)/a,u,b + Vop,a — ’Yab,u) . (215)

Escolhemos a notacao { jik} para nao confundirmos com F;k que é a conexao com relagao
a métrica da PNP. E ébvio dessa definicdo que, se estamos tratando de coordenadas
cartesianas, as equacoOes se reduzirao as que possuiamos antes, pois se 7;; = d;; teremos
{ fk} = 0. Definindo o espago como tal podemos formular toda a fisica da gravitacao sem
tratarmos da métrica (2.1)-(2.3), pois as equagoes de movimento sio estabelecidos apenas

pelos campos definidos acima (veja Sec. 2.2).

2.1.1 As Equacdes da Hidrodindmica

Em nenhum momento nas equacoes de campo para a PNP usamos o tensor de
energia momento, usamos novos campos materiais, mas na definicdo de teorias métricas
o tensor de energia momento sempre aparece e devemos conectar as variaveis materiais
p*, P, Il e u! com o tensor de energia momento. Para a PNP a conexao é feita como se
segue [2]. Supomos que estamos tratando de um fluido perfeito, ou seja, teremos o tensor

de energia momento,
T = (p +e/c* + p/c2) VEVY 4+ pgh.

Aplicando a condi¢do de casca g, V*V" = —c* e definindo p* = /=gpV°/c, onde
VH =V91,u"/c), teremos as componentes do tensor de energia momento, até a ordem

desejada, dado por

171
c 2T = p* {1 + = [2u2 - (B3y=2)U + H} } : (2.16)
c
—110j x, ] 111, p
¢ TV = p'u 1+C—2 JU —(37—2)U+H+E , (2.17)
. o 11 2 i
TY = p*u'v! {14+ — fu2—(3’y—2)U—|—H+£ —l—p(l— 7U>5”. (2.18)
|2 p* c?

Posteriormente determinaremos primeiramente o tensor de energia momento e
inverteremos as equagoes (2.16)-(2.18), que em principio deve ser possivel, para definirmos

os campos p*, P, Il e u’.
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2.1.2 Os Parametros P6s-Newtonianos

Os parametros deste formalismo sao v, 3, §, oy e (j,onde i =1,2,3 e j =1,2,3,4.
Diferentes teorias possuem diferentes valores para estes parametros e podemos de forma
heuristica definir o significado fisico de cada um deles [1, 2, 3, 5, 6, 7]: 7 representa o
grau de curvatura do espaco-tempo por unidade de massa; [ representa o grau de nao
linearidade das equagoes de campo da teoria gravitacional; £ indica efeitos de posigoes
privilegiadas; «; possuem um duplo significado, representam a existéncia de referenciais
privilegiados e se a teoria apresenta leis de conservagao de momento; (; indica na existéncia
de uma teoria que apresenta leis de conservacao de momento. De forma mais detalhada
para as leis de conservacao, se uma teoria apresenta as,(; # 0, entdao nao ¢ possivel
encontrar para objetos isolados leis de conservacao de momento. Se oy, as # 0, entdo nao
¢é possivel encontrar leis de conservacao de momento angular. Por este motivo, teorias que
apresentam «;, (; = 0 sao conhecidas como completamente conservativas, como ¢ o caso da
TRG. Teorias que apresentam o, ¢; = 0, mas o, ap # 0 sao conhecidas como parcialmente

conservativas. Resumimos os significados heuristicos dos parametros na tabela.

Significado Teorias Teorias
Heuristico Conservativas | Semi-conservativas
Curvatura
" do Espaco " "
3 Nj;):ieneari(}ade 3 3
quagoes
Efeitos de
13 Posigoes § 3
Privilegiadas
oy Efeitos aq
o de Referéncias 0 1
Qs Privilegiadas 0
o Leis de
(1,2 Conservagao 0 0
(3,4 | de Momento

A escolha dos parametros é feita de forma que para a teoria de Einstein eles
apresentem valores simples. Para esta os parametrossaoy =1,8=1,{ =0, =0e (; = 0.
Diversos experimentos no sistema solar nos indicam os méximos (ou minimos valores) que
os parametros podem tomar [3], sendo eles: v = 1,00000+0, 000023, 5 = 1,00000-£0, 00008,
& = £0,000000004, oy = £0,00004, ay = +0,000000002, aig = £0, 00000000000000000004,
(1 = 10,02, (o = £0,00004, (3 = £0,00000001 e (4 é, em geral, considerado dependente
dos demais parametros pela expressao (4 = (3ag + 2¢; — 3(3) /6. Resumimos as restri¢oes

na tabela que se segue.

Estes valores limites sao extremamente pequenos e ja esperamos que as corregoes,

se limitarmos os parametros desta forma, devem ser insignificantes. Portanto é necessario
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Pardmetro Valor em Desvio
Relatividade Geral Permitido

0l 1 +2,3x107°
I6] 1 +8 x 107
£ 0 +4 x 107°
o 0 +4 x 107°
(6%)] 0 +2 x 10_9
3 0 +4 x 1072
G 0 +2 x 1072
(s 0 +4 x 107°
(3 0 +108
@ (3az +2¢ — 3¢3) /6 -

considerarmos maiores desvios. Para este fim consideramos a possibilidade de mecanismos
de "Screening". Conjecturamos a existéncia de teorias cujos limites pos-newtonianos nas
escalas do sistema solar sao exatamente equivalentes a relatividade geral, mas desviam
o suficiente em escalas maiores. Tal conjectura ¢é 1til, pois todos os experimentos que
inferem sobre os valores maximos dos parametros sao efetuados em escalas do sistema
solar. Apenas o pardmetro 7 possui uma medigao adequada em escalas galdcticas [54],
onde v =0,98 £ 0, 07.

2.2 As Equacoes de Movimento na PNP

Encontrar as equacoes de movimento nao adiciona nenhuma dificuldade adicional
ao nosso trabalho, ja que as equagoes de movimento sao as geodésicas do espago-tempo e
a determinacgao destas ¢ extremamente simples se soubermos as conexoes do espago-tempo,
e o formato de tais conexdes é conhecido de forma geral para aproximagoes de teorias

métricas. Expressamos a métrica em termos de diferentes ordens,
2 4
goo = =1+ 8pp + oo + - »
3
gio = 8ip T -
2
8ij = 0ij + &ij + -

e dessa forma devemos, seguindo [55], ter sua inversa gt dada por

2 4
g00 — 1 +g00 +g00+ o
0 30
g =g+ ...,
» y 2.
g¥ ="+ g+ ...,
onde teremos

2 2 3
00__2 ij__Q o __ 3
g = 8w & = 85 & = 8
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Lembremos agora as equacoes das geodésicas de teorias métricas,
dp#
o e
dr as” p.
Definindo
dz# d(ct,x dz"\ dt . dt 0
p'u: e ( ) = 077 - (Ct,vlt) (& tzizg
dr dr dt ) dr dr c
ou seja, '
. cnt
vi=L (2.19)

portanto podemos agora escrever

dp? viv’
E - [Fgop + 2F01p e + F?j c2 p ]
dp¥ v'v?
T [Foop +2F01p*+rk QP]

Destas duas expressoes podemos concluir a equagao de movimento para as veloci-

dades v*, dadas por
do* & L U g V! £ 0 o v o V'
Fr Tgo + 2F0i + 1 2 c® + |Tgo + 2F0’L + T

ig)J

v

2 cv®.
c

Ja em maos destes resultados vamos expressar as conexoes desta métrica, que

segundo [55] tomam a forma

2
131‘ _ _lagoo _ T
00 2 Oz 2"
. 10g,, 108, 1s 08 Qi  2v
F’L —- _ 00 - 70 & 00 — Zt UUZ
00 2 0xt ¢ Ot 9 &is xd 2 c4 - ct ’
3 2 3
1—\310 _1 agzo lagm . 8g]o _ |:Q’L,j Ut(sl Qj,i 7
T2 0 ¢ Ot ox’ 20 ¢3 J 3

2 2 2
i 1|0k 08y O%u| _ 7
I?’O 1 8g00 _ _U,t
0= 7o ot 3’
2 104 U,
Ty = —= 20 _ — i
' 2 Ot 2’

10

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Portanto podemos concluir as equagoes de movimento:

dv’ 1 (1 j
& =U,;+ 2 {2W,i - Qi,t - 270U, — [Qi,j - Qj,i] v’

— (27 + D)V, = 2(y + 1) U/’ + U0} .

E estas equacoes de movimento se reduzem corretamente as esperadas para a PN. Devemos
tomar cuidado com esta equacao, ela nao estd em um formato invariante, ou seja, s6 é
valida para sistemas coordenados cartesianos, por isso ¢ necessario expressar esta equacao
de forma vetorial ou aplicar a mesma metodologia que anteriormente. E facil ver que em

forma vetorial ela tem a forma

VU + = §VW———27UVU+17><V><Q

dv 11 ile)
dt c2 ot

—(27+1)178U

o 2(y+1)UVU -7+ yv° VU}, (2.27)

e em termos de coordenadas é expressa por

do’ , , , 1 .
S+ et =4 {U,k + [QW,k Qi — 20UV — (Quy — Qp) ¥

, 1
— 2+ D) vl — 2 (7 + 1) Uyt + AU 07 CQ} . (2.28)

Note que a base usada em (2.28) é a do espaco tangente, & = 0/9¢". Dando
continuagao a uma interpretagao sem citar a métrica da PNP, tratando o problema do
ponto de vista do espago definido por (2), devemos postular a expressao (2.27) ou (2.28),
da mesma forma que fizemos para teorias métricas quando postulamos as geodésicas
(postulado (1)). Assim podemos tratar dos efeitos gravitacionais sem precisar tratarmos
da métrica da PNP, facilitando consideravelmente a interpretacao e calculos posteriores,

pois estaremos analisando os modelos de um ponto de vista puramente Newtoniano.

E assim esta estabelecido como tratar com aproximagoes Pos-Newtonianas. Primeiro
comegamos com a métrica e escolhemos um referencial reformulando o espaco, como fizemos
na defini¢ao (2). Depois qualquer observavel, como o movimento de particulas, deve ser
calculado de forma a s6 depender de campos que pertencem a um espaco euclidiano, o que
permite interpreta-lo de uma forma completamente Newtoniana. Quando tratarmos de

teoria cinética, capitulo (4), faremos o mesmo processo.

2.3 A Equacio de Orbitas Circulares

Curvas de rotacao sao observaveis importantes em dinamica de galédxias, portanto

para isto é necessario determinar as equagoes de movimento para orbitas circulares no
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plano equatorial z = 0. De (2.28) devemos ter as equagoes de movimento nas coordenadas
(R, 2):

1 .
“Wr—Qrt —29UUR — (Qr; — Qj,r) v’

R—R(¢)2:U7R+ 5

. o 1
—(2y+ 1) RU, = 2(y + 1) U0’ R+ U pv’] S0 (2.29)

2Ry 1 1 4
t T {U,cp + |:2W760 = Qut = 29UU , — (Qpj — Qjp) v

. _— 1
— 2y + 1) R?oU,; —2(y+ 1) U0 R + ’yUMvz} 02} . (2.30)

1 .
5=U, + [QW,z Q. — U, —(Q., — Q)
) 1
— 2y + D) v.Us = 2(y + 1) Ujviv, + U 0] 5 (231)

Como queremos que a particula teste se mantenha no plano equatorial devemos impor

R

as condicdes R = 2 = R = vf = 2 = v* = 0. Tal imposicio nos leva as equacoes de

movimento no plano z = 0 (2.29), lembrando que v¥ = R¢:

R (W v¥
(V7o) = ~R Ul = 55 {5 = Qns = (Qo = Qo)

+yU R |(v9) = 2U]}

2=0 "

Poderiamos organizar tal equacao e depois resolve-la em favor de v¥, mas trabalhar com
<~ [ o 0 2

tal solucao é desnecessario. Para simplificar nosso trabalho percebemos que v¥ = v¥ 4+ v%,

assim podemos assumir que termos onde v¥ é multiplicado por ¢=2 podem ser tomados

COomo:

(v%].—)" = ~R Ukl

tal escolha nos mantém até a ordem necessaria na PNP, ou seja, teremos a solugao

c? 2c2 c?

—RU
(0%].o)? = {RQRJ A VT (G — Q)

YRU r

c2

(RU  +2U) — RU,R}

+
2=0

Esta ¢ a equacao de érbitas circulares para a PNP, e até aqui nao supomos nenhuma

simetria, ou seja, esta equacao ¢é valida para qualquer modelo.

2.3.1 Condicdes em Simetria Esférica para a Existéncia de Orbitas Circulares

Nao sao para todas as escolhas dos parametros Pés-Newtonianos que encontramos

orbitas circulares no plano equatorial. Se supormos que os potencias Pés-Newtonianos U,
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b2, G4, 6, X € ¢y, 580 estdticos e possuem simetria esférica e U/ = ¢y = ¢3 = 0 (No Cap.
3 mostraremos com mais cuidado a razao da ultima expressao), as equagdes de movimento

(2.29)-(2.31) para érbitas circulares no plano equatorial, em coordenadas esféricas, sdo

simplesmente
Ol = L[+ Dy s
e ST e
=32
cjrz [”2’9 — (@55 - @) 4 L0 (2.33)
Plo—z = M;if; (2.34)

As equagbes (2.33) e (2.34) nao sao necessariamente satisfeitas para qualquer
solucao das equacoes de campo, portanto deve ser possivel determinar condicoes para que

tais sejam satisfeitas. Comegamos avaliando os termos da equagao (2.33):

X"” r,.\T
Wialy_s =205 (Xor = =2 (00" 0)lp_g

X,
B z T
= —205 (XW— . )w w |9:§>

X o
PF _ T 1 _
®9)90 g1 — (QQ r - 2 U) w91@|9:% — O,
2
X (03]
@PF\ :(a2 ”“—U>w ol,_x = 0.

X
2w Wy (T’ _ X) = 0. (2.35)

Agora continuamos com a equagao (2.34). Para isto compararemos a derivada de
(2.32) com o lado direito de (2.34). Primeiro calculamos a derivada de (2.32):

5 1 PF PF ’
90|9:g T2 ((I)T’W a CD“”W) r2c2 22 (2.36)

—TUT W,T’gD:|

Os termos da equagao (2.36) e do lado direito de (2.34) sdo expressos como se segue,

PF

X aq
oy = (=t - w .
TP 0=% 2 r 2 7"7<P<P|9:§

X,r aq
= (o7 - U)o
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_ st Wy
-3 <a2X* 2 TU) , ( r >,¢

PF
P,re

r
X,
= 2ay (X,rr - — ) (wr%) )
r T/ lo=z
X X, w
erw|9:1 = 2ap (X,rrr -—+ é) <wr¢) .
2 r r T/ lp=x

Ao substituirmos estes resultados em (2.34) encontramos uma segunda condigao
X, o W,
asX ;. — agT — ?rUﬂ, \/—rU, wr|9:g — aorX .y er o
X w
= Q2 (X,TT - 7T) (wr¢>
r r

Impondo que as condigoes (2.35) e (2.37) devem ser satisfeitas para qualquer

(2.37)

9=1

solugdo das equagoes de campo e escolha do vetor @ e notando que X, /r — X ;. # 0 para
qualquer solucdo assintoticamente nula, entao as condigoes (2.35) e (2.37) se reduzem
a a; = ap = 0. Ou seja, concluimos o fato de que orbitas circulares no plano z = 0 so
existem se e somente se o = ap = 0. Para fazermos sentido deste resultado referimos ao
significado heuristico dos pardmetros a; e sy [2], conservacao global de momento angular
nao deve existir em teorias nas quais estes sao diferentes de zero. Obviamente, sem leis de
conservacao de momento angular ndo devem existir 6rbitas circulares, as condigoes (2.35)

e (2.37) reafirmam matematicamente este resultado.

Assim a tnica forma para modelos estaticos de simetria esférica possuirem Orbitas
circulares no plano equatorial serd para teorias nas quais a; = ap = 0, ou seja, @f F—0.
Dessa forma a equacao para curvas de rotagao para modelos estaticos de simetria esférica
é simplificada:

) 1/2
Qzw v, U, 2B+7)U

@ - ./_
v ‘ng rU, |1+ 5.2 +02UT 2 2

(2.38)

Serd da equagao (2.38) que determinaremos as curvas de rotagdo para modelos de

simetria esférica.

2.3.2  Condicdes em Simetria Cilindrica para a Existéncia de Orbitas Circulares

Na se¢ao anterior conseguimos estabelecer condigoes suficientes e necessarias para

a existéncia de orbitas circulares quando consideramos simetria esférica e seria interessante
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conseguir fazer o mesmo para simetria cilindrica. Para representar simetria cilindrica
considere coordenadas cilindricas e suponha que os campos U, ®, X e U, dependam
apenas das variaveis R e z, possuem simetria reflexiva e U, = Ur = 0. Por simetria
reflexiva nos referimos a campos que satisfazem:

U

UR,z)=U(R,— =0
(R2)=U (R.—2) e G0 =0

com n impar.

Supondo as simetrias acima as equagoes de movimento (2.29)-(2.31) sao simpli-
ficadas e seguindo o mesmo procedimento que para o caso de simetria esférica temos

duas condigoes para a validade das orbitas no plano equatorial, estas sdo expressas pelas

We— (Qep— Q) V= RUx|

Wv<ﬂ|z:0 - _1; WvR‘P|z:O + {\/ —RU R (Qrypp — Qw,Rw)]

Comegando pela expressao (2.39), calculando cada termo e usando as simetrias dos

equacoes:

=0, (2.39)

z=0

(2.40)

2=0"

campos devemos ter

(QZ,L,O - Q@yz)|z:[) = 07

R, .z
Wel,_o = 200w w® X 2R| _,

portanto da condicao (2.39), e lembrando que esta deve ser satisfeita para qualquer solucao

das equagoes de campo e escolha de W, temos

aswitw? X:rl,g=0 = ay=0.

Focando agora na equagao (2.40) cada um dos termos tem a forma, ja usando o

resultado anterior (ap = 0),

wh
Wv‘P’zzO = — (2063 — Oél) f U‘P’z:O’
(2a3 — ) wh
W,RHZ:O = _T (R U%R’z:o - U‘P’z:O) )
1 R
(QR,gmp - Q@,Rgo”z:g = —7;0w R U,R|z:07

2
ou seja, substituindo em (2.40) e apés um pouco de algebra concluimos uma segunda

condicao,
(205 — 1) (Uyl,_g + R U, rl,_y) = —0aR (—~RU p)*'*

z=0
Pelos mesmo argumentos que usamos anteriormente esta equacao s é sempre satisfeita
quando a; = a3 = 0. Portanto para termos orbitas circulares no plano equatorial devemos

nos especializar em teorias nas quais a; = as = a3 = 0, ou seja, nao podemos considerar
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nenhum efeito devido a referenciais privilegiados. Assim impondo tais condicoes a velocidade

de oOrbitas circulares toma a forma:

RY U
U‘P|Z:0: {—RUJ%_ CQvR—FQ(l—F’Y) %\/—RU7R

RU

c2

(2.41)

1/2
+ SR DRUR+2(1+5) U]}

z=0

Serd da equagao (2.41) que determinaremos as curvas de rotagdo para modelos de

simetria cilindrica.
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3 Solucoes Exteriores: O Caso Esférico e Ci-

lindrico

Determinamos no capitulo anterior as estruturas do espaco e a equagao que deter-
mina como as Orbitas de particulas se comportam sobre o mesmo. Agora para expressar
as orbitas em termos de fungoes elementares devemos resolver as equagdes de campo
(2.4)-(2.13). Para tal a escolha mais simples é sempre para fontes nulas, ou seja, quando
temos solugoes no vacuo. Mesmo no caso sem fontes as equagoes de campo nao sao de
simples integracao e para facilitar nosso trabalho a escolha de simetrias para os campos se
torna essencial. Dessa forma nesta se¢ao consideraremos solugdes no vacuo exteriores a
uma distribuicao estatica de matéria de simetria esférica ou cilindrica. Com as solugoes
encontramos as expressoes para as Orbitas circulares e demonstramos que estas nao apre-
sentam o comportamento esperado para serem alternativas a matéria escura em galaxias,

pois nao encontramos curvas de rotacao que se assemelhem a curvas planas.

3.1 SolucGes de Simetria Esférica

Em primeira instancia consideramos modelos estaticos de simetria esférica. Varias

suposicoes sao necessarias, comecamos impondo que os campos materiais sao estaticos, ou

seja,
1
c_ZToozp*{1+c2[H—(37—2) U]}, (3.1)
'Y =0, (3.2)
2T = PoY. (3.3)

Agora supomos que as varidveis materiais p*, P, Il e os potenciais U, ¢y, ¢, ¢3,
o, 06, X, U’ e ¢, sdao estaticos, possuem simetria esférica e sao bem comportados sob
todo o espaco. Como consequéncia do espaco-tempo ser assintoticamente plano a equacao
(2.4) para os campos U’ e ¢; pode ser facilmente resolvida, resultando nas expressoes
A B

UJ:Ta ¢1:?a

onde A7 e B sao constantes. Note que as solucoes para os campos U’ e ¢, sao validas
para todo o espaco, pois supomos que u‘ = 0V r. Entdo para evitarmos singularidades no

centro de simetria impomos que A7 = 0 e B = 0, ou seja, U/ = ¢; = 0. Agora da equacio
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(2.13) temos ¢g = 3¢, ou seja, ¢g = 0. Sob tais suposi¢oes temos as equagoes de campo:

VU = —4nGp*, (3.4)

VX =20, (3.5)

VA = (28 — 1 — (o + 28) 4nGp*U — (1 + (3) 4nGp*Il

16&mGp* 3X, 2U
(374 3¢ — 26 axGP — YT ey, ( w2 U,r) . (3.6)
r r r
¢1=U; =6 =0, (3.7)
2 2
OTF = (a5 — ay) w?U + ay (w’”)2 X r + 2001 X, Ruﬂ) + (w“" sin? 0) } , (3.8)
PF 1 r
oIt = _ialer + aw" X, (3.9)
PF 1 0
o, = —ialng + 2rapw’ X ,, (3.10)
rF — 1 U + 200w?r sin® X 11
b = "W + 2a0w*rsin® 60X ,. (3.11)

Como demonstramos no capitulo 2, para érbitas circulares existirem no plano
equatorial devemos impor a; = as = 0, portanto temos CDJPF = 0e O = au?U.
Finalmente consideramos p* = P = II = 0 fora de uma distribui¢gao de matéria de raio "a",

ou seja, temos nesta regiao as equacoes de campo dadas por

1d [ ,dU
d( dr>_0’

L (1) Ly

Err

1A (LaV) U0 3ax
r2dr " dr | dr \ r r? dr dr )’

resolvendo este sistema de equacoes temos

£C1Cy

r4

C C C
U=="2 X=Cr+-2+4C;, U=-—"214
T r r

Condigoes de contorno ainda sao necessarias para determinarmos C;, i = 1, ..., 4,
constantes (notamos que C; > 0, j = 1,2, 3), mas ja podemos determinar as caracteristicas
das érbitas circulares por meio da equagao (2.38):

C 2 . 4EC, M
vﬂ@:g:,/;[HaW —CliQ—(szﬁ) L, 260y T (3.12)

2c2 rcz = r3c?
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Solugoes de simetria esférica, quando analisamos regides muito distantes do centro de
simetria, podem ser, sob boa aproximacao, representadas por solugoes no vacuo e portanto
(3.12) deve ser um bom representativo das velocidade circulares que podemos esperar da
PNP. Em uma primeira andlise a expressao (3.12) se comporta, para valores elevados de r,
proporcionalmente a m, ou seja, a usual queda Kepleriana. Este resultado é para ser

esperado ja que é suposto um espaco assintoticamente plano.

Mas ainda é possivel algum comportamento incomum existir para valores de r
proximos a a, o limite da distribuicao de matéria. Vamos mostrar que este comportamento
nao usual nao ocorre para PNP. Para demonstrar o anterior basta percebermos que para
encontrarmos comportamentos diferentes fora da matéria precisamos que para algum valor
de r > a a velocidade seja funcao crescente com o raio, e assim deve existir algum extremo
local da fungao do lado direito de (3.12). Vamos mostrar que isto nao ocorre, ou seja, nao

existe extremo local na regiao r > a. Para tal comecamos tomando a derivada de (3.12),

Cl [(1 4 a3w2 04 ) 7“3 B 2 (’7 + 25) Cl T2 4 16502

Vi P 2c2 Cic? c2 c?
-2

. (3.13)

U(pmlazg

os extremos de (3.13) sdo as solugoes da equagao cubica,

(1 N asw? Cy ) 3 2(y+26)Cy 2 16£Cs

2c2 C,c? c2 c?

:07

encontrar a unica solugao real da equacao acima até a aproximacao da PNP nao é
complicado, primeiro colocamos a expressao acima num formato mais simples ou reduzido.
Primeiro dividimos tudo por 1 + azw?/2c? — Cy/C1c?, desprezamos todos os termos de

ordem superior a ¢~* e tomando

concluimos uma equagcao mais facil de resolver, ao desprezarmos termos de ordem superior,

1 1 2 2
Py 108 g o 165G 1428) Gy,
c? c? 3c?

Agora as constantes C; e (s, por suposicao da PNP, devem ser da ordem do parametro a

COImo se segue:

CL3602

2 Y
portanto o valor de r, que é o extremo local de (3.12), é proporcional a

Cy ~ aec?® e Cy ~

a < a,
3

ou seja, o extremo local nao se encontra na regiao onde a solugdo exterior ¢ valida.

Dessa forma a curva se comporta, na regiao r > a, como 1/1/r e assim nao possui um
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comportamento plano, como é requerido para que as modificacbes simulem os efeitos
de matéria escura. Obviamente que este resultado esta restrito as velocidades fora da
distribuicdo de matéria. Ainda é possivel que dentro da regiao onde temos campos materiais
os efeitos da nova teoria gravitacional possam gerar modificacoes do comportamento das
curvas que nao é capturado pela equagao (3.12), exploramos esta possibilidade em capitulos

posteriores (Caps. 4 e 5).

3.2 Modelos de Discos Finos de Simetria Axial

Modelos de simetria esférica sao boas primeiras tentativas em entender o compor-
tamento de objetos astrofisicos gracas a simplicidade da matematica envolvida. Mas nao
de fato representam a simetria de galdxias em geral, para isto devemos estudar modelos
que apresentam simetria axial. E também dado que muitas galdxias podem ser muito
bem aproximadas a um disco, nos focaremos nesta secao em solucoes de discos finos de
simetria axial. Configuraremos a distribuicao da seguinte forma, consideraremos discos
finos (infinitesimalmente pequenos), de forma que qualquer campo material possa ser
escrito da forma F' = fd(z). Agora, supomos que para R > a todos os campos materiais
sao nulos, ou de forma matematica, todos os campos materiais devem ser distribuicoes da

forma:

F(R,z) = f(R))(2) [©(R) - © (R —a)],
onde O (R) é a fungao de Heaviside.

Diferentemente do caso esférico nao resolveremos as equacoes diferenciais. Toma-
remos como ponto de partida as formas integrais das equagdes de campo da PNP e por
meio da expansao de multipolos determinaremos os potenciais. As formas integrais das

equagoes de campo sdo expressas por [2]:

Ui=G [ Ly,
]

b _G/|r—r
b _G/p{)—U;
¢s _G/pf)—ri &,

P’
¢4 = G/ 7|r — rl,dg’l"l

r oy )

b6 = G/P*,Uljulk

=]
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—c [ [ -7, [(r’ 'y (r—r"y ] Pl

| |,r. ,’.//‘ |,r./ _ ,r//|

:—U2—¢2—VU-VX+GV-/

_G/]r—r

X = G/p*/]'r —7'|d*,

/

V' X' a3
r—r |

Vérios dos campos tem o mesmo formato, cuja expansao em multipolos [56] é dada pela

expressao abaixo
R/ 3,1 /! A\ 13,7
g—G/|r ,‘d GZTIH/F P 7 A

que é sempre valido para todo o espaco fora da casca esférica r > a, onde a é raio que

delimita todos os campos materiais.

Se considerarmos que estamos tratando de um disco fino sempre teremos o conteido
material dado por fungdes da forma F(R',z') = f(R')[© (R') — © (R — a)] ('), ou seja,

sempre teremos que resolver integrais como abaixo:
[ HR)[© ()~ © (R~ a)] o))" Py (- 7) d*r.

Para calcularmos esta integral supomos os eixos x’,y’ e 2z’ de tal sorte que R =2"¢e¢ 2 = 2/

(que sempre é valido para simetria axial). Ou seja, orientamos os eixos de tal forma que

Y B 0 J ox' L s
¥r=R=—=— = T cos sin ¢,
OR ~ 0x' OR vTYSRY
) =2 X @' =2xa =2XFcosg—+ 2 X {sing = —2sin g+ § cos g,
0 0 Ox'

0 0
= — = —Rsin p— 4 Rcos p— = —Rsin ¢t + R cos ¢7,
© ox dy

Dessa forma sempre teremos

7 (RR+22)-(RR+2%) RRR-R++: RRcosg +22
roer = = = — .
e rr rlr r'r

Assim voltando a integral:

a 2 /
[Py = [ R RTAR [P, (W) de,  (3.14)
0 0

que sera um resultado que sempre precisaremos.

1 notamos aqui que ¢ ndo é um versor, usamos a notacio "€" para representar vetores da base.
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Vamos supor, por simplicidade, os campos materiais como p* = X (R) §(z), p*Il =
Y(R)0()II(R), P==2(R)d(2) e uw = (0,u? (R),0) de forma a garantir simetria axial.

Com essa escolha de campos materiais e usando (3.14) teremos:

o0 1 a 2 R /
{U.61,02.05. 04} = G35 / > {1, U2 RTR / Pl< COS(p)dgo’.
=0 0 0

r

Pela escolha que fizemos de u, entdo o campo U deve ter a forma:

P*,uﬂp, (R/, Z,) g5/ ') 1 ¥ Sa A R
U:G/ |r—'r/| d3$/:GZﬁ/p U@SO/T’/'Pl(TI-T)dST/.
=0

Usando (3.14) teremos:

oo 1 a 2 , ~ A R !
U= G;g m/o /0 Yu? (—R’ sin¢’2’ + R’ cos gp’y’) R'"'p, <CiS¢> dp'dR/,

27 /
/ P <RCOS(’D ) sin ¢'dy’ = 0,
0 r

usando o resultado

devemos ter

Rcos ¢

> 1 a / 2 N
U= Gg 7J+1/() Yu¥ R'l+2dR'/0 P, ( ) cos ©'dp'y’.

Mas dado nossa escolha de orientacao dos eixos z/,y’ e 2/ devemos ter que ¢y = ¢/R,

portanto

cos ¢’ dcp’%.

x© 1 e 42 2 Rcos ¢’
U:G;)Tm/o > R dR’/O Pl<

Portanto teremos a tinica componente do vetor U dada por

o0

G a / 2 R cos ¢
U? (R, 2) = IZ%W /0 >'u? RAAR! /0 P ( 2 14 ) cos g/dg.

Nosso interesse se da nas equacoes de movimento, entao nao precisamos de fato determinar
o campo X, mas apenas suas derivadas, ou seja, precisamos de VX, esse por sua vez pode
ser expandido:

/

VX = G/p*/V|'r — 7| = rU — G/p*/|r i - a3’
< 1 e 142 2m Rcos¢'\ A
— _ - E/ / d // /d /
rU G;:O 7“”1/0 R R A Pl< R'dp

> 1 e ) 2m Rcosyp
:rU—GlZ_%THl/O SR dR’/O Pl<

Rcos ¢’

o ﬁ a 2w
=7rU — Gg m/o E'R’HQdR'/O P, < > cos ¢'dy,
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ou seja, temos

> 1 a 2 Rcos ¢’
Xp=RU— G; e /O SRR /0 P ( . L4 ) cos @'y,

X, =zU

)

Tratamos agora do campo ¢4, dado por:

_ * o / 1 3./
6 = G/pu (r—r)u V(!r—r’|>dr

— —GR/p*’ (u“’/)Q (& R)2 8‘2 T _1 T/,d?’r’.

Para nossa escolha de orientacao para os eixos de integracao devemos ter:

A

¢ R= (—R' sin 'z’ + R’ cos ¢’j§’) -R=—R'siny.

Portanto devemos ter com as devidas simplificagoes:

Lo\ 2 0 1
_ * ¢ 12 s 2 3,/
Pg = GR/p (u ) R sin S08R|r—r’|
/ 0 1
® 12 .92 3
:—GR/p u'” sin (’OliaR]r—r’] r.

Apenas nos falta calcular a derivada e expressa-la em termos de polinémios de Legendre:

0 1 o X R'Rcosy’ + 7'z

DR —7] R ( )

& 7! P R'Rcosy¢' + 2’2\ [ R'rr' cos¢’ — (R'Rcos ¢’ + z2') RT’"/
=2 e r'r (rr')?

e RPZ<RRcosg0 +zz> }7

r2 r'r

rir

=0

onde nesta expressao P/(z) = dP;(z)/dz. Como esta é tnica parte da integral de ¢ que
apresenta a variavel 2’ podemos, devido a p* = X (R') §(2'), simplesmente expressa-la para
quando z' = 0, ou seja,

o 1 o0& R R__ [ Rcos¢' , [ Rcos , R?
_ n2 1
OR|r — 1| Zrl“{ (+1) PZ( >+Pl ( r ) ¥ AN G

=0 r r

Portanto o campo ¢g em termos dos polindomios de Legendre é:
X G(+1)R? o 2m R !
b6 =D GU+1 R / E’u’QR’HldR’/ P, < g ) sin? 'dy’
0 0 r

— ri+3
® GR2 (o oy (s
=S T [T AR [P ( COW)“W’ sin® p'dy
=0 " 0 " '
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Para determinarmos todos os campos apenas um tltimo termo, este pertence a expressao

de ¢,,, ¢ necessario:

v |rp—*lrfyle/d37”/ = 881%/ \ii{r\ Ridr'+ ;z yi if,, i
= £% |'(; X/ /‘ cos ¢'d®r’!
= i j; / Y/ » R AR /027T P, (RC(;S SO/) cos 'dy’
l +l+13 / ¥/ R'"aR /Qﬂ P, (RCOS <p’> cos 'dy’.
- T 2'=0 0 r

Com os resultados acima ja podemos determinar todos os campos que aparecem
nas equagoes de movimento. A expressao para W(R, z) é longa e nao adicionada nada ao
trabalho, logo veremos que precisaremos da expressao de V¥ g| _, para as equagoes de
movimento. Por outro lado vemos que V¥ g[,_, = (V[,_) , € 0 mesmo vale para todos os

outros campos, dessa forma expressamos todos os campos em z = 0:

oo 1 a 27
UR0) =Gy /0 SRR /0 P (cos @) Ay,
=0

X r(R,0) = RU — GZ / by R’HQdR'/ Py (cos ') cos ¢'dy,

RI+1
X.(R,0) =

> G a , 27
U?(R,0) = lz: s /0 Yu¥ R'szR//O P (cos ') cos ¢'dy’,
—0

Gy Hl/7T (cos ') dgo/ dR'R" ' x
= R

2
!

X l(Qv + 14+ ¢ —2¢) —(26-1=(—-2)YU 4+ (1+G) X + (3y + 3¢ — 2¢) E’}

1 1)
5 (G1—2)G [Z L+ / Yu ’ZR'lHdR'/ Py (cos ¢’ ) sin® gp’dgp’]

I+1
=0 R

I el S Un) / >

¢
P Rl+2

2
o R'HldR’/O P; (cos ¢') cos @’dgp’] .

Em algumas das integrais aparecem termos diferente envolvendo os polindmios de

Legendre, no apéndice C mostramos algumas das propriedades destas integrais, sendo elas:

o Lp2mp (cos)dy se 1>,
/ Py (cos ') cos p'dy’ = Jo" Pros {cos ) dg - (3.15)
0

se <1,
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/ P, (cos ) sin? p/dy’ = { 2 " Pi(cos ') dg’ — 55 Jo" Proz (cos ') dep >
’ % o Pi(cos’)dy' se [ <2,
(3.16)
o 2 [y Pi(cos¢’)dy’  selé par,
/ P (cos ) dg/ = { Heos ') dy P (3.17)
" 0 se [ é impar,
27
/ Par (cos ') dy’ > 0. (3.18)
0

Com estes resultados podemos simplificar as expressoes para os campos:

oo 2 f(2+1,1)
U(R, 0) = W?
1=0
1) (2l + 1) K(2l+3)

= ¥ =
U, (R,0) = 7,,U% (R, 0) ; (20 + 2) R21+1 ’

00 M(21+1,1) 00 M(21+3,3) <2l+1)

Xa(R0) =3 " — ,
g R2 cRA2 (20 4 2)

X.(R,0) =0,

© Q) (¢ — 2) & [(21+2)2—1] o (21 +1) poreo
@(R,O):g R2I+1 + 9 Z R2+3 (2l—|—4) M 52 R25+3 e

e 2l > (204 1) (25 + 1) ,
i ‘ ML r(2i+11) (21+1,1)M(2y+3,3)’
§l;0 R2j+20+2 51]20 (2] + 2) R2i+2r+a

onde definimos as constantes
M®) =GP / "SRR,
0
Kwr) . — qpe—v) /“ YW RMAR,
0

KW = GpH-d / "SPRMAR,
0

X0 =GP [T x| RMaR,

oW .— l27+1+<1_ﬂ e )(Cl— E)] S

+ QP /0 AR'R" [— (28 — 1= = 26) 20U’ + (1 + () ST + (37 + 3¢ — 26) 2],

27
PW ::/O P, (cos¢’)dy'.
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Podemos truncar a soma até a ordem que desejarmos e, sob boa aproximacao,
o comportamento destes campos para R > a é razoavelmente representado por tal
aproximacao. Para o nosso caso de interesse trataremos apenas até a ordem de quadrupolo,
ou seja, nao descartamos os termos com constantes M (“”’), IC(“’”), ICfp“), X e OW tais

quais 0 < p < 3, assim os campos sao dados por:

M(l,l) M(S,l)

UR,0) = —f—+
Uw (R, O) - 125’27
X.r(R,0) = M"Y + M;D - Agz;s),
L
+ @;4;1) 403D — 3]

Dada nossa experiéncia com o caso esférico (monopolo) j& é possivel esperar
um comportamento parecido com o da secao anterior, dado que todos os campos sao
decrescentes com o raio R, dessa forma nao devem apresentar a forma plana das curvas
de rotacao que procuramos. A prova para o caso do quadrupolo é bem similar ao caso

esférico. Pela equacao (2.41) temos para o quadrupolo as velocidades circulares:

R + Rc? Re c2R5/? + R3
300 9(¢ —26) KB 3¢x® oy
R3¢? 8 R3c2 R3c? + RAc?
3 (1 + '7) ’CS’)M(&D M(3,1)

1/2
~apavan T i [MED (4¢ + 67 — 128) — 3§M<3’3>]} . (3.19)

MALD oW MADN? (1+~)KOVMETYH 376D
Vg = { - ( ) (v +28) - 5

+ 23D (2¢ - 38) — eM©®Y]

assim como fizemos para o caso esférico tomamos a derivada da expressdo para as veloci-
dades circulares, neste caso usamos (3.19), e isolamos o polinémio que define os zeros da

derivada, ou seja,

MY 5 (1+9) K % 9M D) 9MBHOW

5 3 3
R° —2(y+2B) it NI VL i R
90®) . 27(( —2¢) KB o 9ex® 8
I = (3,1) _ _ 3,3)] p2
oAt < Syt e 20D (2¢ - 38) — M| R
27(1+ ) K@ MBY o 30D
_ s (3:1) _ _ (33)| —
12 () S (MO (6 + 6y - 128) - 3eMCI] =0, (3.20)

resolver a equagdo (3.20) ndo é uma tarefa facil, mas a PNP nos permite considerar

as contribuicoes dos termos separadamente, ou seja, podemos esperar que os zeros da
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0 0
equacio (3.20) sdo da forma R = R+ R, onde R o< ¢ e R, é um termo de ordem inferior,

l

proporcional a ¢~ com [ > 0. Ao substituir tal suposi¢ao na expressao (3.20), até a ordem

de c°, temos,

0 9M B o 0 0
5 3 _ _
R—I—M(M)R—O:R—OouREC.

Para a proxima ordem de ¢ muitos dos termos podem ser descartados, por serem de ordens

superiores. Assim concluimos o valor de R., até sua ordem mais baixa de c,

MG WES ARG 9 1/3
R, = 7(125—45—67)4—& ] Nale<ﬁ+§—7>] < a,

3c? c? 3 2

novamente o unico zero real, até a ordem considerada, é encontrado dentro da regiao
R < a. Assim como no caso do monopolo de simetria esférica o comportamento das
velocidades circulares nao é nada diferente da Kepleriana usual, ou seja, as corre¢oes
devido aos potenciais pos-newtonianos nao modificam o formato das curvas de rotagao de

forma significante.
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4 Teoria Cinética na Aproximacao Pos-

Newtoniana Parametrizada

O estudo de sistemas astrofisicos como aglomerados globulares, galaxias e aglome-
rados de galdxias é simplificado adotando uma descri¢ao estatistica e supondo algumas
consideragoes [41, 42, 57, 58]: (i) todas as particulas do sistema possuem a mesma massa;
(ii) as colisoes (ou encontros) das particulas sdo raras o bastante para considerarmos
como insignificantes; (iii) todos os campos (gravitacionais e materiais) sdo considerados
continuos e suaves por todo o espago. Este conjunto de suposi¢oes nos permite tratar de
objetos astrofisicos analogamente a fluidos. As trés suposi¢des nos permitem considerar
que o sistema é completamente caracterizado por uma funcao de distribui¢ao (DF). Em

primeiro lugar devemos definir o que é uma DF [43]:

Definicao 3 Uma funcao de distribuicio é um mapa [ : Py — R, dada pela regra
p— f(p), ondepe P, CT,M ex € M, Py = LQ;JPI é chamado o espaco de fase e a fibra
P.={p e T.M | gp,p) = —c* eg(T,p) <O0}.

A interpretacao fisica de f é que ela representa a densidade do niimero de particulas que
se encontram no ponto (z,p) € Py, e devido a orientagdo temporal podemos, quando em
coordenadas locais, considerar p® > 0. Outras interpretacoes fisicas podem ser associadas
a f (veja 41). A partir da definigdo acima podemos definir os diversos momentos de f,
aqui s6 nos importaremos com o segundo momento [43] de f cuja interpretacao é o tensor

de energia momento,
T — / P 6, (4.1)
Pz

onde 6, = \/=gdp° A dp* A dp* A dp?, em coordenadas locais.

Geralmente consideramos que os componentes do sistema tem a mesma massa m,

tal consideragao nos leva a uma simplificacao de (4.1) (veja 43, 58):

T — /pupl/f%m (4.2)
P
onde 6,,, = /=g/(—po)dp' A dp* A dp*, em coordenadas locais. Esta serd a defini¢ao
utilizada para determinarmos o tensor de energia momento daqui para frente.

4.1 A Equacao de Boltzmann Sem Colisoes

Pela suposigao (ii) podemos considerar que do ponto de vista de um observador em

comovimento com uma particula do sistema a DF é uma quantidade invariante de forma a
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garantir a conserva¢ao do nimero de particulas do sistema [43]. Seja v uma curva sobre o
espaco-tempo M, v : R — M, que representa o movimento de uma das estrelas do sistema,
ou seja, satisfaz y* = —I'* 4”4". A curva 7 induz uma curva -, sobre o fibrado tangente,

Y« : R = T'M, definida por 7, (A) = v, ) ou em coordenadas locais, (U, x) e (TU,€),

(Eorv) (N) = ((:co o 'y) R (:1:'3 o fy) , (xo o fy)/ - (:CS o fy)/) )

A afirmacao fisica de que a DF é invariante do ponto de vista de uma das particulas é

matematicamente expressa por v., f = 0, ou seja, em coordenadas locais

Vrf = (For) (V) = (Foe T ogomn) (\) =da (foe ) (E0m (V) (€ 07) (N,
onde o = 0,1, ..., 7, portanto devemos ter

0O 08 O 08 O

- 7* 8€a ,y 833'“ ry apu - @ I/K)p 8])“’

onde definimos p* = 4*. Por suposicao f : Pys — RT, entdo podemos usar g (p,p) = —c?,

jAque Py ={peTM |g(p,p) =—c®eg(T,p) <0}, para isolar p° em termos das demais

componentes, ou seja, podemos tratar f como funcao apenas de p’ e dessa forma temos

uﬁ I Vﬁaf:

0.

Poderiamos ter encontrado esta expressao impondo que f é invariante sobre o fluxo

geodésico gerado pelo campo vetorial X = (p#, —T" _p”p~) [43], ou seja :

Lxf(2p') = (p“a —I,.0'p" 8?92‘) (=" p') =0, (4.3)

oz

onde Lx é a derivada de Lie, as vezes chamado de operador de Liouville. A equagao (4.3) é

a equacao de Vlasov para teorias métricas, outras vezes chamada de equagao de Boltzmann
sem colisoes (EBC).

Como temos interesse em primeiras aproximacoes tomaremos a expansao desta

equagao até a ordem da PNP. Para atingir este objetivo fazemos a mudanca de variaveis

(#,p") — (z#, 0" (2*,p")),

af\ ([ of of o'
oor) " \owr ), " \owt) o)
of\ _ (of v
opJ » -\ o W \OP )

Sabendo de nossa definigao de v, equacio (2.19), podemos calcular as derivadas

o’ . ap°
Ot pi_ p (p0)2 oxh pi’
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o' _ < i pt [ Op°
o) . 7 P \op) .|
E da condigao de constituintes de massas iguais
gup'p’ = —¢, (4.4)
podemos inferir p°(z#, v"):
) 2 () () = =
goo \P 8ok (P p gik \P 2
0 —c
— p = Ukvz °
goo + ZgOk* + 8ik—=
Temos p” e p’, até a ordem desejada e tomando a métrica da forma (2.1), (2.2) e (2.3)
para simplificar as contas, dados por:
U Q,v’ 2y+3)U] v? 3t  3U?
0 J
—cl1 ad Ly v ov oY
b c{—l— +24+ +[+ c2 2c2 804+204 ’
, U W Qju (2y+3)U] v* 3t 302
1 _ J ) A I T T
p= {+ +24+ +[+ c? 202+804+204 ’
posteriormente nao precisaremos nos preocupar com termos da ordem de ¢4, j4 que a
expansao para a EBC é feita até a ordem de ¢2

Pela (4.4) teremos que:

2 .
goo (7°)” + 200:0°p" + g’ = = =

O —gorp* T \/ (gOkpk)Q — goo (gakD'P* + 02)7
£00
como ggy < 0 e queremos considerar os casos onde p > 0, entdo devemos ter

0 = gokp" + \/ (gox2™)? — goo (gukp'PF + c2)
—800

Como a EBC ¢ expandida até ¢=2? expressaremos as derivadas de p* em termos das

varidveis (z*,v") até a ordem de ¢™!. Assim, apds uma sequéncia longa de contas, temos

op° U s
(35), -2 +ot)
(57, -2 vo(e)

Finalmente, retornando as expressoes das derivadas de v?, teremos

o' i U,
ozt ) 4 2’
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o\ 1_E_L2 5i_vivj
o) . 2 227 2

Cabe agora relembrar o que de fato queriamos determinar:

of ([ 9f of o'
oor) " \awr), " \ovi) o)
of\  (of v
@ Th B avi T apj Tt

Retornando & EBC teremos

64

af ov : 8f v
— |
Lot [p ((935“ ovi ew) P i apf]
Onde cada parte, até a ordem de ¢~2, usando (2.20)-(2.26), é dada por
af ~of o'\ U v 0f_8f Uy
t+8vic’)t>_[1+c2 2]5% g’ @’

p’(of
c \ 0
i(0f  of v
P (axi  ovi oz 207
; 1 2 (2%%]
c 2c2 72

ozt 81}3 2’

8fa”j>:vi[1+z 0218]” 0f U

J
Foor™ owiopi vt | 2 02
of ov' 1 of
lpoa i Dpi = 52 [Qj1 + 29U 1015 — Qu,4] Ul%v
of vt v'oP Of
IpP v op ! [Uibjp + Updj — U0 RERE

E assim teremos a EBC para a PNP, até a ordem de ¢~2, dada por

va=[1+U+]< f+ '8f.>+U-8f. ava (1+27)

2 2c2 ot ox? Tovt Ot
af (% Uj 8f 1w i Qit 2"}/ —1
—h (24 2y) — <L ’ ’ ;
ovt 2 Uj(2+27) 81}’{ 2 c? + c2 + c? UU’}

ot of 1 v? Of
— Qi — Q] 2o + (7 + 2) U,jgw =0. (4.5)

Desta podemos inferir as contribuicoes classicas e pés-newtonianas parametrizadas

L = ECL + EPNP

9 .0 9
CL _ Y i -
Lo =gtV Ui

1 v? 0 .0 0
PNP:7 - 7 7 1 2 :
Ly c2 [U+2]<8t+vax‘ U( + 7)81)1

vivd 0 IW, Qi -2y } )

-2 (1 >
c? Uil +7)8v1+{2 c? c? + c? UU; Vi
vh 0 1 v 0
— (95— Q] 5 290 T <7+2> i 2P
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Portanto assim concluimos a expressao para a EBC para a PNP. Também podemos
reescrever esta equagao em outros formatos, suponha que consideramos a DF até a ordem

de ¢72, ou seja,
0o 2 .
f=f+f+0(ct).
Assim a aplicagao do operador de Liouville resulta em duas equagoes
ECL} —
cL pNP ¥
Lf++L,7f=0.

Da primeira podemos concluir que:

0 0
of _of __, of

ot T ow = Vigy
0
Usando esta tltima e as equagoes de movimento (2.2) na parte pés-newtoniana de f,
teremos 0
0 do? 0
ESNPJC = - U7 i f )
dt o’
ou seja,

0 0
CL pNPY O % af dv' of
(E+ L) f = 5+ g+ & o

2
Vamos agora trabalhar a por¢ao de f, sabemos que:

dv 1 (1
—U;=— 1 + 2 {2W,i = Qiy —20UU,; — [Qij — Qjal v/

— 2y + 1) v'U; — 2(y+ 1) Up?v’ + U 0%}

Ou seja, devemos ter
2

8f B dvi 8} L0 (6_4).

Tout  dt O
Portanto
of ,of . of _of .of dvof
ECL f = + +U + v +

ot ort | ovi ot aa;i dt ovi’

E concluimos finalmente

L f ﬁCLf—f— (£CL_’_£PNP)} (gt +Uzail I (Zﬂ 0 > <f ]2C> (3{ 0.

Ou seja, o teorema de Jeans é vélido para a PNP [41]:

Teorema 2 Se f nao depende explicitamente do tempo, entdo f satisfaz a EBC se e

somente se f € fungdo apenas de integrais de movimento.

Portanto quando considerarmos sistemas estaticos podemos supor que a DF dependa

apenas das integrais de movimento, i.e. da energia e das componentes do momento angular.
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4.2 Integrais de Movimento na PNP

Pelo teorema de Jeans (2) a configuracdo do sistema é completamente determi-
nada por uma DF apenas das integrais de movimento. Podemos determinar as integrais
de movimento para teorias métricas usando o postulado 1, ou seja, por meio de uma

reparametrizacao podemos usar a Lagrangiana
2L = g,u,l/p#pya (46)

e devido as equagoes de Euler-Lagrange, temos que

oL — oL ¢ int 1d i t
se — = —— = p, ¢ integral de movimento.
ot OpH Pu &
Agora, supondo que a métrica é estacionéria (g,,0 = 0), ou seja, 0L/0z° =0 e
portanto pg é conservado. Entao definimos a integral de movimento do tipo energia:

oc 9
E=—<capo+c>=—<cpo+c), (4.7)

esta defini¢do para a energia se mostrara util para a PNP. Entao para determinarmos F

até a ordem da PNP precisamos determinar py,

- P’ 2U W Q) B
Po=g00p0+g0jpj=p0<goo+g0jpo =p’ —1+§+C—4+ 24 +O<c 6)

U 4% Yy 2v+3)U 2 vt 302
(e D 20 1 ) 2
c 2c c c

2 oY)
X <—1+U+W+Q]U>+O(c_5)
& C Cc

2 1 1
U v [20+(1-28)0% &% (2y+1)Uv* 30* 5

D S . - 20 -5) |
C{ + cz2 2c? * 2c4 + 2ct c? 8ct +0 (C )

Apenas substituindo este resultado em (4.7) temos a energia até a ordem da PNP,
v 1 1 PP 1\ Uv?  3v?
=ve 5o ()] S () 30
PR AR I 22 T\VT3) @ Tga
Como sera util posteriormente, podemos separar da tultima as contribuicoes classicas e da

PNP para a energia:

E = Ecy, + Epnp,
2

v
ECL:_U+57
1 1 )] OFF 1\ Uv? 30t
EPNP__CQ[\IHL(Q_B)U}_QC?+(v+2>c2+802' (4.8)

No capitulo seguinte, quando construirmos modelos de simetria esférica, veremos
que a energia apresentada anteriormente ¢ a tnica integral de movimento que a DF pode

ser fungao (Teorema 3).
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4.3 A Velocidade de Escape

Um objeto astrofisico suave e sem colisdes, em geral, é mais velho que o seu
tempo de relaxacao [41], ou seja, este é velho o bastante para as colisdes serem raras e
a distribuicdo de estrelas ja ter se suavizado. Assim também podemos considerar que
todos os componentes com energia (ou velocidade) suficiente para escapar do sistema ja o
fizeram. Dessa forma na equagao (4.2) o conjunto sobre qual a integracao é realizado é um
subconjunto da fibra P, tal que v < v, (ou em termos das varidveis da fibra P,, py > —c
(veja 59)), onde v, é a velocidade de escape do sistema, que pode ser determinada pela
expressao da energia. Para que uma particula fique "presa’ ao sistema a energia da mesma
deve ser negativa e s escapard do sistema se possuir velocidade suficiente para superar
os potenciais gravitacionais, dessa forma, a velocidade de escape é determinada fazendo
E =0 (toda particula com E > 0 escapa do sistema), ou seja, teremos

2 PF 4
I R Lo
Vemos que v = 8 + 12; + ..., portanto, seguindo o mesmo argumento que usamos para as

e . 0 ,
érbitas circulares, podemos tomar que v = v sempre que v estiver acompanhado de 1/c?,

2 OPF 3 /o\4 1 0\ 2
2
v :2U+@[W+2_8(0) —(’7+2><'U) U,

2
desta vemos que (8) = 2U, ou seja, teremos

assim teremos:

o[ oF 5
v2:2U+CQl\P+2—<2”y+ )UQ]

tomando a raiz e ja tomando até a ordem necessaria devemos ter que:

0= VI 4 o [ B (14 5) 7).

Quando adicionarmos esta expressao como limitante para as integrais (4.2) nao

2

precisaremos até a ordem de ¢~*, a velocidade de escape cléssica (v, = v2U) ja sera limite

suficiente para o tensor de energia momento ter a ordem de ¢ correta.

4.4 As Equacbes da Auto-gravitacao

Da defini¢do do tensor de energia momento, eq. (4.2), podemos determina-lo até a

ordem da PNP. Expressando (4.2) em uma forma mais facil de trabalhar

oV
e [P p g
—Po
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e fazendo a mudanca de varidveis {p'} — {v'},

op’ B D0 il
ovi 5j? + c?
o (p',p% p?) 3U | 5v°
3, R 3, — ) e 3
:>dp_8(v1,v2,v3)dv 1+C2 + = d*v

Concluimos
_ U 3v
c 2TOO:/f [1+62(3’y+5)+ > ] d?o,

U 30?2
C—lTOk — /ka ll + - (3,y + 5) + 1;] dSU,
C C
3v?
2

™ = /vkvjf l1+(]2(37+5)—|—1 d?o.
¢ c

0 2
Usando o fato de que f = f + f + ... [42] temos os campos materiais de forma mais

explicita:
of U 302 ] 2
2T = / fl1+5 @y +5)+ C—UQ o + / Fdo, (4.9)
o[ U U 2
¢TI0k — /ka 1+ = (3y+5) + = | & + /kad?’v, (4.10)
C C
4 0 U RO 2
Tk = /vk'zﬂf [1 + = (3v+5)+ 01)2] d?v + /vkvjfd%. (4.11)

Ao compararmos (4.9)-(4.11) com (2.16)-(2.18) podemos, pelo menos em principio
e com a DF definida, determinar todos os campos materiais (p*, p*II, P, p*u?, p*u’ e
prutu?) das equagoes (2.4)-(2.13).
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5 Modelos de Simetria Esférica

Para construirmos modelos de simetria esférica usaremos das mesmas suposicoes
da seca@o 3.1, ou seja, consideramos o tensor de energia momento como (3.1)-(3.3) e as
equagoes de campo serdao (3.4)-(3.11). Por imposicao, para existéncia de érbitas circulares,
a1 = ap = 0, dessa forma ®7" = 0 e " = azwU. Assim a métrica g, deve possuir
simetria esférica, e por impormos espaco-tempos assintoticamente planos temos exatamente

as suposigoes para utilizar o teorema abaixo [59]:

Teorema 3 Seja k uma constante positiva e f uma funcao de distribuicao que satisfaz
as equagoes de auto-gravitacdo para configuracoes assintoticamente planas, estdticas e de
simetria esférica. Entdo T% = KT7, se e somente se f(E, L) = ¢(E)L**1),

Na formulagao da PNP supomos a matéria como sendo um fluido perfeito, dessa
forma T% = T7,.. Ou seja, usando o teorema 3 podemos concluir T% = T", <= f = f(E),
para o formalismo da PNP estamos restritos em tratar de fungoes de distribuicao ergddicas.

Como f(F) = f(EcL + Epnp) cuja expansao é dada por:

df

F(B) = f(Fow) + 1

——(Ecr)Epxp + O(c™?),
ou seja,

2df

}:f(ECL) e [= (ECL)EPNP

Dessa forma as eqgs. (4.9)-(4.11) intersectadas as suposi¢oes acima nos permitem

concluir que os campos materiais sao expressos por

p=dn [ OU F(B)[2(E + UY 2 dE, (5.1)
P= 4; _OU F(E)[2(E+U)**dE, (5.2)
df

p*H =3 (2")/ + 1) p*U + 9P + 47TC2/ ’ (ECL)EPNPU dU

o dFE

a ultima integral requere um pouco mais de atengao, substituindo a expressao (4.8) na

integral acima temos,

df ve df w  U? 3v?
c /0 1 ——(Ecr)Epnpv *dv = ; dE( CL)[ 5 o + ’y+2 Uv? + g vedv
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cada uma das integrais tem a mesma forma

ve 0 d k=1
/0 d£<ECL)deU:/_Ud{?(E) 2(E+U)] 7 dE

~{i@eErv)T) ra-n [ @ REs )T

k=3
2

=10 @U)T + (- k) [ (B 2(E+U)T B,

mas por suposicao particulas com energia F = 0 escapam do sistema, portanto f(0) = 0

j& que o nimero de particulas com energia £ = 0 deve ser zero. Ou seja, temos

Ve df k 0 k=3
/ (EcL)o*do = (1 — k) / FE)2(E+U) 7 dE.
0 dFE U
Substituindo este resultado na expressao de p*II temos,
1 27TP 0 f(E)
*H:3< +> U+ —+ 27 W+U2/ ————————=dF
B 1\ .. 27P N
—3(7+2>pU+ g + (W +0?) 5 (5.3)

Ou seja, ao ser escolhida uma DF, apenas func¢ao da energia, podemos por meio de (5.1) e
(5.2) determinar a densidade e pressdo, respectivamente. E depois substituir os valores
de p* e P em (5.3) para determinarmos a densidade de energia. Notamos também que a
condigdo ay = 0 é necesséria para modelos ergddicos possuirem simetria esférica (excluindo
, obviamente, o vacuo (f(E) = 0)), pois caso ay # 0 temos ®FF = ®F¥(r 0, ), ou seja,

p*I1 ndo possui simetria esférica.

5.1 Modelos Politrépicos

Pelo ponto de vista da DF o conjunto de modelos mais simples que possuem
importancia para dindmica de galdxias sdo conhecidos como modelos Politrépicos [41, 42].

Estes sao casos especiais de modelos ergddicos e sao definidos pela DF:

A, (—E)"? se E <0,
f(E) = (5.4)
0 se E >0,
onde A é constante e n caracteriza os diferentes modelos, e lembre-se que a energia é
uma quantidade negativa para particulas "presas"' ao sistema. Pela propria defini¢ao ja
excluimos da integragao as particulas que escapam do sistema (E > 0). Para modelos
ergddicos p*Il é completamente estabelecido assim que soubermos p* e P, ou seja, s6
precisamos determinar p* e P e depois substituir em (5.3). Estes tltimos sdo dados pelas
expressoes (5.1) e (5.2), que para a DF (5.4) sdo dados por,
p* = ArA, 22 /0 (—E)"**(E+ U)'*dE,

-U
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4w A, 232 (0
3 [U

ambas as integrais podem ser colocadas na forma de fungoes Beta [60], ou seja,

P _ (_E)n73/2 (E ‘l‘ U)3/2 dE,

[ B 0y aE = v [ (-0 e

U 0
= U B (k+1,w+1)
_ Uw+k+1r(k +1)I'(w+1)
I'(k+w+2)

Usando este resultado nas expressoes de p* e P, depois substituindo em (5.3),

temos os campos materiais que caracterizam os Politropos como funcoes de U:

. 3 ,(n—1/2)
pr=A,(2m)2 U m,
['(n—1/2)

_ % n+1
P=A,(2m)z2U0"" et DT (7))
p*H:An(Qﬂ)% UanF(n—l/?) 37+3+27)+n<;—5>]

I'(1+n) 2 8(n+1
P\ T(n—1/2)
(‘HQ)U T(Itn)

N|w

+ A,n (2m)
Substituindo os campos materiais nas equagoes de campo (3.4)-(3.6) temos trés equagoes

diferencias, a resolver, de segunda ordem, uma nao linear homogénea e duas lineares nao

homogéneas, dadas por:

1d [(LdU\ -,

ﬂﬁ(rﬁ>__U’ (5:5)
1d [ ,dX -

-2 (5 — 9 .
7 di (T df) v (5.6)

1d dv 2 _ .
<f2> =b U—OU”H — en%U" — d,vu"!

2dar\" df ) M, 0,
Ul [UndX dU (3dX 20U dU
Y/ Ry il st . (5.7
\Ifoflf a Tar <f2df 7 df)] (5.7)

onde definimos, por questoes de simplicidade,

- X N
U:=UU, X := Nk U=V, 7:=r/C,U"",
nv0

e as constantes sao
3 ['(n—1/2)
2

C,, = 4rGA, (27) T(+n)
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(3y + 3¢ — 2¢)

by =(260—-1—C(+2) —

(n+1)
3 27 1
—(1+¢) 37+2+8(n+1)+n<2_ﬁ)]’
do = (14 G)n, eni= dno‘?’;’g

E conhecido que solugdes analiticas de (5.5) existem apenas para n = 0,1,5 [41, 42].
Para os outros valores de n as solugoes nao podem ser expressas em termos de fungoes
elementares. Dessa forma para encontrarmos solugdes das equagoes (5.5), (5.6) e (5.7)
para qualquer valor de n devemos resolvé-las numericamente. EE mesmo para o caso n = 5,
onde (5.5) tem solugdo analitica, a equagao (5.7) ndo é de facil solugdo. Mas para este
caso podemos resolvé-las aproximadamente para regidoes proximas ou longe do centro
de simetria. Para ambos tipos de solugoes tomamos as simplificacdes Uy = w? = ec? e

U, = Upy?, onde € é o pardmetro pés-newtoniano, e os valores iniciais:
U0)=X(0)=0(0)=1e U (0)=X"(0) =7 (0) = 0.

Tomaremos apenas 0 < ¢ < (.15, outros valores para € provavelmente implicarao em
propriedades fisicamente inaceitaveis, e portanto podem ser considerados como fora da
regiao de validade da PNP. Também em nossa escolha de solugoes possiveis, apenas

aceitamos aquelas nas quais
. g00 . 8ij )

descartamos qualquer solugao que nao satisfaga a condi¢ao anterior por nao cumprir com

as suposicoes basicas da PNP.

5.2 Solucoes Aproximadas

Para aplicarmos uma aproximacao primeiro precisamos da solugao analitica de
(5.5), ja que (5.6) e (5.7) estao estabelecidas assim que U é expresso. Como sabemos,
apenas para alguns valores de n podemos resolver (5.5) analiticamente, e destes o tinico
realmente interessante é n = 5, conhecido como modelo de Plummer [41, 61, 62]. Para este
valor de n a solugao de (5.5) é

g— L1 (5.8)

JI+E
Esta é solugao analitica de (5.5), e pode ser aproximada quando 7 >> V/3 para simplesmente
U~+3 /T, que é exatamente a solugao no vacuo para U. Substituindo este valor na equagao

(5.6) e resolvendo para dx /dr temos de forma aproximada,

dx

a7 %\/g, para f>>\/§,
7
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até aqui nada diferente do que as solugdes no vacuo, mas veremos que 0 mesmo nao ocorre

para V. Finalmente substituindo em (5.7) temos a equacao,

d (_,d¥ U 27(bs —48)  9VBasds  24¢
df(r df>+9d5f?_ = R

Note que apesar das aproximacoes para U e X serem praticamente as solugdes no vacuo,
quando substituidas na equacao (5.7) esta nao se reduz a aquela que encontramos para o
vacuo. Por esta razao solucoes com fontes, construidas por meio de fluidos auto-gravitantes,
sempre serdo, por mais distantes que estivermos do centro, diferentes de solugdes no vacuo
e portanto novos efeitos nao capturados pelas solugoes no vacuo podem surgir. Resolvendo
a equagao acima (d; # 0), temos

- 3Vds (3 VBas  3(bs—4) 2(bs—46) 8¢

( ) — CSIn ( 7: > - + —

U (7) = 2 (59
(7) = ex cos T 72 302 t3a 9

como impomos um espaco tempo assintoticamente plano devemos ter

L= 8 (ds +1) & — 2bs _ 2b5—8(ds +1)¢€
A V@) =at = T 3d

=0 = ¢

notamos aqui que sempre lim VA (7) = 0, e nenhuma outra condi¢ao de contorno pode
T—00

ser imposta até aqui, ou seja, co é um parametro livre, enquanto nao possuirmos alguma

condi¢ao de contorno para r finito. A equagao (2.38) quando aplicada as simplificagoes

implementadas anteriormente toma a forma,

1/2
= U, _ _
v?|,_o =/ —7Ux [1 + eﬁ’~ —reUz —2(y+ B) eU + 02’61 cVe, (5.10)

,T

ou seja, por meio da solucdo aproximada para r > /3 e n = 5 podemos expressar, de

forma geral, as velocidades circulares por meio de

(B (B ) () ()]

LV3 [2(1)2245) o 25)1 }1/2 oVe.

r

Apesar de nao termos como determinar ¢y de forma analitica é possivel extrair
informacoes importantes da expressao anterior. Primeiro vemos que as contribui¢oes do
tiltimo termo sdo insignificantes (dado que tanto v/3/7 e € aparecem multiplicados, portanto
estes termos sdo insignificantes). Assim sdo relevantes para o comportamento das curvas
apenas o segundo termo do lado direito (os termos de sin (3\/d_5 / f) e cos (3\/d_5 / f)) e deste
vemos que o unico dos parametros com real efeito é (3, dado que este é o tinico parametro
livre em d5 e valores altos deste ultimo podem modificar razoavelmente o comportamento

das curvas mesmo longe do centro. A solu¢ao (5.9) mostra um comportamento diferente
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do previsto para o vacuo, ou seja, os novos termos podem levar a uma planificacao das
curvas e servem como motivacio para encontrarmos as solucdes para todo o espaco. E
relevante observar que de todos os parametros, (3 ¢ o que pode levar as corre¢oes mais
significantes, mas dado que os demais influenciam nas constantes que multiplicam os termos
sin (3\/d_5 / f) e cos (3\/@ / f) pode ser que alguma escolha contribua significantemente.
Para encontrar as solugoes para o espaco todo é necessaria uma abordagem numérica,

dessa forma na sec¢ao seguinte determinamos as solu¢oes de forma numérica.

5.3 Solucoes Numéricas

Para encontrarmos a solugao em todo o espago precisamos utilizar técnicas nu-
méricas. Dessa forma, para resolvermos as equagoes (5.5)-(5.7) utilizamos o método de
Runge-Kutta de quarta ordem. Apresentamos as solugoes numeéricas para os potenciais U,

T e para uma densidade efetiva, definida por
—4rGT  —4nGT*, AnGp* { 12rGP
T, ~ @G, ~ wora e e e

o - 1 3 3] -
. 0 n—1 \V; a3 (_ ) e 2
U" + U {n U+ | (58 T o2y

~%

nas figuras (2)-(5), para n = 5 e diversos valores dos parametros Pés-Newtonianos. O

comportamento para outros valores de n se mostrou semelhante.
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Figura 2 — Apresentamos os campos U e T para um modelo politrépico com n = 5 para
teorias conservativas ((; = (o = (3 = (4 = a3 = 0). As figuras no topo sao para
[ diferente de 1, as centrais para 7y diferente de 1 e as mais embaixo sdo para &
diferente de 0. A linha continua representa o campo Uea tracejada o campo
v,
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a3 =-05,01 =0, =0, =0.

@3=05,4 =0, =0, &3 =0.

a3 =0,¢1=-3 6=0, 63 =0. a3=0, 1 =3, {=0, {3=0.

-
-
-———"
-
-
P
-
-
_____

a3 =0, {1 =0, {p =3, {3 =0.
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-
-
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-
-
-

r r
12—~~~ v T T :
------------------- 1.0
1.0F~<"" ‘.‘ a3=0,41=0,{=0,{3=2
0.8} a3=0, 4120, & =0, =-1. ] 05} 1
3 \
> 0.6 | = ! e
- \ e ———
S I ] oof S T
\ K
0.2 ] \ /
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Figura 3 — Apresentamos os campos U e ¥ para um modelo politrépico com n = 5 para
teorias nao-conservativas, aqui consideramos os parametros v = =1¢ £ = 0.

De cima para baixo, alternamos sz, (1, (2 e (3 diferentes de 0, respectivamente.
A linha continua representa o campo U e a tracejada o campo W.
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7

2.0f
1.5}

Q. 1.0

0.5¢

B=1,y=05,§=0. ]

B=1, y=3, £=0.

Figura 4 — Apresentamos a densidade efetiva p* para um modelo politrépico com n =5
para teorias conservativas ((; = (o = (3 = {4 = a3 = 0). As figuras no topo sao
para 3 diferente de 1, as centrais para ~ diferente de 1 e as mais embaixo sao
para ¢ diferente de 0. A linha continua representa a densidade Newtoniana e
as representadas por pontos, tracado e trago-pontos sao densidades efetivas da

PNP com € = 0.05, ¢ = 0.1 e € = 0.15, respectivamente.
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g \
1.5¢ @3=-05,4=0,4=0,4=0. ] 1.5~ ™ @3=05,41 =0, =0, 43 =0.

1.5F ™\, 1 150 ™ a3 =0, {1 =3, =0, 5 =0. ]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

\» N - . B
1.50 ™ a3 =0, ¢ =0, {=-3, &3 =0. .50 ™, a3=0, =0, & =3, &3 =0.

™~ @3 =0, ¢ =0, & =0, ¢3=-1. TR @320, {1 =0, 5 =0, {3 =2.

Figura 5 — Apresentamos a densidade efetiva p* para um modelo politropico com n = 5 para
teorias nao-conservativas, aqui consideramos os parametros v = =1¢e¢ £ = 0.
De cima para baixo, alternamos as, (1, (2 e (3 diferente de 0, respectivamente.
A linha continua representa a densidade Newtoniana e as representadas por
pontos, tracado e trago-pontos sdo densidades efetivas da PNP com € = 0.05,
e = 0.1 e e = 0.15, respectivamente.
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5.4 As Curvas de Rotacao para os Modelos Politrépicos

Com as solugoes numéricas em maos, e por meio de (5.10), determinamos as curvas

de rotagao para os modelos politropicos para diferentes teorias, como apresentadas nas
figuras (6) e (7).

0.7F
0.6}
0.5F

o 04
> g3t
0.2F
0.1F
0.0/

0.6F
0.5
0.4
> 03}
0.2
0.1}
0.0}/

0.6f
0.5
0.4
> 03}
0.2
0.1}
0.0f/

0.6F
0.5F
0.4}
S
> 0.3F
0.2} /.
0.1F [
0.0}

0.6}
0.5}
0.4}
z>e 0.3fF
0.2}
0.1}
0.0}

07F
0.6}
0.5}
0.4}
> 0.3k
0.2}
01F f
0.0/

Figura 6 — Apresentamos as curvas de rotagao (17‘9 =¥/ \/U()) para um modelo politrépico

com n = 5 para teorias conservativas ((; = (o = (3 = {4 = a3 = 0). As figuras
no topo sao para [ diferente de 1, as centrais para vy diferente de 1 e as
mais embaixo sao para ¢ diferente de 0. A linha continua representa a curva
Newtoniana e as representadas por pontos, tragado e traco-pontos sao curvas
PNP com € = 0.05, ¢ = 0.1 e € = 0.15, respectivamente.



80

Capitulo 5. Modelos de Simetria Esférica

0.1f
0.0}

2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

a3 =0, =-3,03=0,¢3=0.

2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

N
~

a3 =0, 1 =0, & =-3, &3 =0.

a3=0, 81 =0, §=0, & =-1.

Figura 7 — Apresentamos as curvas de rotagao (W =v¥/y/ Uo) para um modelo politrépico

com n = H para teorias nao-conservativas, aqui consideramos os parametros
v=p=1e& = 0. De cima para baixo, alternamos ag, (1, (» e (3 diferente
de 0, respectivamente. A linha continua representa a curva Newtoniana e as
representadas por pontos, tragado e traco-pontos sao curvas PNP com € = 0.05,
e = 0.1 e e = 0.15, respectivamente.
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Nas figuras (6) e (7) apresentamos o comportamento das curvas de rotagao para os
modelos politrépicos. Apesar de ndo termos uma forma sistemética de avaliarmos todas
as escolhas para os parametros, apresentamos as curvas para uma variedade de escolhas
que deve representar de forma satisfatéria todas as possiveis corre¢oes dos potenciais
da PNP. Todas as demais escolhas apresentam comportamentos semelhantes. Apesar da
falta de sistematizacao, é razoavel concluir, das curvas apresentadas, que as corregoes
devido aos parametros 3, v, &, as, (1 e (3 nao sao significativas quanto a planificacao das
curvas. Algumas escolhas destes parametros implicam em grandes modificacoes, mas sao,
em geral, restritas as regides mais centrais da configuragao. Apenas quando (3 > 0 as
curvas apresentam alguma semelhanca com curvas planas, ja esperavamos este resultado
da aproximagao (5.9). Este comportamento pode ser apenas devido a existéncia de mais
massa na regido plana, mas como vemos da figura (5), a densidade efetiva para este
modelo é menor que a Newtoniana para a regiao plana. Portanto este de fato é um efeito
puramente gravitacional e pode ser, com algumas ressalvas, uma alternativa a matéria
escura em galdxias. As demais alternativas a Relatividade Geral (com (3 = 0 ou (3 < 0),
que sao englobadas pela PNP, parecem ter o mesmo comportamento Kepleriano, longe do
centro, que é comum em modelos Newtonianos. Assim as corre¢oes nao sao suficientes para

explicar a falta de massa em galaxias, e portanto nao sdo alternativas a matéria escura.
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6 Conclusao

Baseados na PNP apresentamos as correcoes nas curvas de rotacao de galaxias
devido a modificagbes da TRG. Para tal, comecamos expondo as suposi¢oes mais bésicas a
respeito do espago-tempo necessarias para construir teorias métricas, estas que satisfazem o
principio de equivaléncia de Einstein. Por meio de um principio de minima agao construimos
a TRG e uma possivel alternativa, conhecida como teoria de Branz-Dicke, que apresenta
além da métrica um novo campo escalar. Experimentos no sistema solar nao permitem
valores da constante de acoplamento que permita desvios razoaveis das previsoes da TRG,
portanto apontando para a falsificacao de teorias com modificagoes escalares. Mas como
apresentamos, podemos adicionar um mecanismo capaz de esconder os novos graus de
liberdade, de forma que proximos a matéria o regime linear é indistinguivel da TRG,
enquanto que para longe da matéria a nova interacao gravitacional é relevante. Com
este novo paradigma propomos responder parcialmente a seguinte questdo: Serao as
correcoes devido aos novos graus de liberdade suficientes para explicar a dinamica de
galaxias? Para responder esta pergunta partirmos de um ponto de vista Pos-Newtoniano
(mais precisamente utilizamos o formalismo da PNP). O primeiro tipo de solu¢ao que
consideramos foram solugoes no vacuo, e provamos, pelo menos para a aproximacao da
PNP, que as corre¢oes devido aos novos potenciais nao sao suficientes para planificar as
curvas tanto para solucoes de simetria esférica quanto para axiais. Mas, como percebemos
ao longo do processo, a existéncia de campos materiais podem implicar em corregoes
significantes, portanto o préximo passo que consideramos foi para solu¢oes na regiao onde

temos algum campo material.

O segundo tipo de solucao que consideramos requeria algum campo material, e
suposi¢oes podem ser feitas a respeito deste, dado que sabemos algumas das propriedades
de galaxias. Sob as suposi¢oes apresentadas no Cap. 4 é razoavel supor que os campos
materiais podem ser construidos por meio de uma DF e que esta satisfaca a equacao de
Boltzmann sem colisoes. E para obtermos conclusdes em um regime linear construimos
a anterior até a aproximagao da PNP, nos levando a concluir que o teorema de Jeans
(teorema 2) é satisfeito para DF’s no formalismo da PNP. O teorema anterior intersectado
com as suposicoes sobre o tensor de energia momento da PNP e com o teorema 3 nos
permite concluir que a DF é apenas fun¢ao da energia. Entao pressupomos, para os
campos materiais, o conjunto mais simples de DF’s que satisfazem a restricdo anterior
e possuem simetria esférica, os Politropos. Estendemos a DF newtoniana para a PNP
e determinamos os campos materiais que representam os Politropos. Para cada um dos
constituintes dos Politropos concluimos 3 equagoes diferenciais, a resolver. Para resolvé-las

usamos duas técnicas, aproximagoes e métodos numéricos. Das solugoes aproximadas
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(n =5), ja prevemos que o tnico pardmetro da PNP relevante, quanto a planificacao das
curvas de rotacao, ¢ (3. Mas para de fato resolver as equac¢oes em todo o espacgo, e para
qualquer valor de n, usamos métodos numéricos. Notamos, das figuras apresentadas, que
qualquer escolha para os pardmetros 7, 3, §, ag ou/e (;, com j = 1, 2, ndo modificam o
formato das curvas de forma a planificar a mesma, ou seja, ainda implicando na necessidade
de algum contetido escuro. Apenas para teorias nas quais (3 > 0 concluimos curvas que
apresentam similaridade a curvas planas. Estes resultados sugerem que as modificagoes da
teoria padrao nao sao muito bem sucedidas em substituir matéria escura como explicacao

para a dinamica de galaxias, ja que apenas um dos parametros apresenta real relevancia.
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APENDICE A — Aspectos de Geometria

Diferencial

Neste apéndice sao apresentadas as defini¢oes necessarias para construir as teorias

métricas, referéncias importantes para tal sao [43, 46, 63, 64, 65, 45].

A.1 A Estrutura Diferencial

Comecamos notando que um conjunto M qualquer nao possui estrutura alguma e
portanto nao podemos falar sobre continuidade ou diferenciabilidade de mapas sobre M.
Dessa forma, nesta se¢ao apresento brevemente os conceitos de topologia (O) e do atlas
(A), estruturas que adicionamos ao conjunto M de forma a podermos falar dos conceitos de
continuidade e diferenciabilidade de mapas sobre M. Comecamos pela topologia, definida

por:

Defini¢ao 4 Seja M um conjunto. Uma topologia O é um subconjunto de P(M) =
{UJU c M}, se e somente se O satisfaz as condigoes:

1.0eOeMcO,
2. Se os conjuntos U € O,V € O entaioUNV € O,

3. SelU, € O, a €A, entio LGJAUO‘ e O.

Se U € O, entao dizemos que U é um conjunto aberto, ou seja, o conjunto O define
quais sao os subconjuntos de M abertos. O conjunto M com uma topologia O é conhecido
como um espago topoldgico (M, Q). Provavelmente a topologia mais usual é aquela que
assumimos para analise real, ou seja, a topologia padrao Oy, que s6 pode ser definida

para o conjunto dos reais por:

Definigdo 5 Seja R? := {(pi, ..., pa) |p;: € R}, entdo

Oy = {Br (p) B, (p) == {(ql, e qd) | Xd: (g —pi)* <1* comr R ep; € R}},

i=1

é topologia padrdo de RY.

Adicionamos a estrutura de uma topologia sobre um conjunto com o intuito de

definir mapas continuos sobre M, por defini¢ao:
1

Se trata do conjunto de todos os subconjuntos de M.
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Definigao 6 Seja (M,Oy) e (N,On) espagos topoldgicos. Entao um mapa f: M — N €
dito continuo, se VV € Oy : preims(V) € Op”.

A defini¢ao anterior estende a noc¢ao de continuidade de fungoes sobre o conjunto

dos reais R para qualquer conjunto M.

Para adicionarmos uma estrutura diferencial ao conjunto M adicionaremos um
atlas Ac~ ao espago topolégico (M, Q). Para isto definimos nog¢ao de uma variedade

topologica:

Definicao 7 Um espago topologico (M, Q) é dito uma variedade d-dimensional se Vp €
M:3U€O,peU, edr:U —V cR? de forma que x € invertivel e tanto x quanto

sua inversa sao continuas.

Dessa forma chamamos (U, z) de uma carta de (M, O), e definimos
A :={(Us,z4)/a € A, e (Uy, x4) é carta de (M,0)},

A é dito atlas de (M, O) se LGJAUQ =M.

Definigao 8 Um atlas A é dito C*-compativel (escrevemos entio Ac ) se para quaisquer
duas cartas (U,x) € A e (V,y) € A temos: UNV =0 ou UNV # 0, mas yoxr™' : R — R4

e sua inversa x oy~ ' : RY = R? sdo ambos mapas C™.

Assim a tripla (M, O, A¢=) é dita uma variedade d-dimensional suave. Serd em variedades

suaves que poderemos falar sobre diferenciabilidade de mapas em M.

A.2 Campos Tensoriais

Queremos introduzir campos tensoriais a variedade M, mas para isto precisamos

definir varias nogoes essenciais, principalmente a nocao de espagos tangentes e de fibrados.

A.2.1 O Espaco Tangente

A definicdo de vetores em variedades suaves passa pela nocao de velocidade de

curvas em M, seguindo a definicao:

Definicao 9 Seja (M, O, A) uma variedade suave e uma curva v : R — M que seja pelo

menos C. Suponha que v (\g) = p. A velocidade de v em p é um mapa linear

Vyp: CF (M) = R pela regra f— v, (f) = (f o) (No).

2 preimg(V):={m C M/f(m) € V}



A.2. Campos Tensoriais 95

Com esta nocao definimos o espaco tangente para cada ponto de M, este serd o espaco de

vetores:

Definicao 10 Para cada ponto p € M definimos o conjunto T,M, o espago tangente de
M em p; T,M = {v%ph ¢ uma curva suave, ou seja, r oy € C'™ (Rd)}.

A definicao anterior é interessante por possibilitar uma soma € (@ :T,M x T,M = T,M )
e um produto © (@ R xT,M = TpM) que torna 7, M em um espago vetorial (7, M, H, ©)
é um espago vetorial). Quando adicionamos a estrutura de um atlas para a variedade M

as cartas induzem uma base ao espaco T, M da forma que segue, para uma carta (U, x):

vy (f) = (F o) () = ((Foa™) o (x09)) (o) = & (foz™) (z(p)) (' 07) (M)

dessa forma definimos
. . !
A (o) = (27 07) (),

o (1o ) w = (3%5) = () 7

ou seja, podemos reescrever a agao de v, sobre uma fungao f,

vyp (F) = 42 (No) (ai) f = v, =4 () (51)

Assim a base induzida por (U,z) para T,M é (0/0x"), e 7. (Ag) sdo as componentes do

vetor v, , para esta base.

A partir da defini¢ao do espaco tangente podemos adicionar uma torre de estruturas,

a primeira destas estruturas é a nogao de um espaco cotangente, definido por:

Definicao 11 O espago cotangente de M no ponto p é o conjunto de todos os mapas
lineares de T,M para R, ou seja, € definido por Ty M := {90 | T,M = R}. Geralmente
usamos a notacao (df)p para referir a elementos de Ty M, e definimos a agao destes sobre
T,M da forma abaizo,

(df), X == X(f), onde X € T,M.

Para concluir podemos definir a base dual de 77 M:

Defini¢do 12 (d(z')),, (d(2?)),, ., (d (xd))
dual:

€ base de T; M, na verdade € a base
P

o) (3,0

Seguindo com as estruturas que podemos colocar sobre o espago tangente, o espago
de tensores 7;(”’S)M é definido por:
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Definicao 13 O espago de tensores ’7;(“8)]\/[ ¢ o conjunto de todos os mapas multilineares
de T,M e TyM para o R, ou seja,

TrIM = {T | T Ty M x .. x TyM x T,M x ... x T,M = R} .

T vezes S vezes

Outro conceito importante é o de produto tensorial, definido por:

Definigao 14 Seja T € E(T’S)M e S € 7;(’”)]\4 tensores sobre M, entdo o produto
tensorial ® de S por T é um tensor (r + k,s+ j), tal qual satisfaz

(T X S) (’11)1, ...,errk,Xl, ...,Xs+j) = T(’Ujl, ...,’U]T,Xl, ...,XS)
>T§ S(wTJrla "'7wT+k7XS+17 "'7Xs+j)7
R

onde a multiplicacao X do lado direito indica a multiplicacao dos reais R.

A.2.2 O Fibrado Tangente

Introduzimos a nocao de vetores para cada ponto da variedade M, porém, os
conceitos introduzidos nao sao suficientes para falarmos sobre campos vetoriais suaves,

para isto precisamos introduzir a nogao do fibrado tangente. Comegamos definindo um
fibrado:

Defini¢ao 15 Um fibrado é uma tripla (E, M, ), onde E e M sao variedades suaves
chamadas de espago total e espago base, respectivamente, e ™ € o mapa projetor, um mapa

suave e sobrejetivo tal qual w: E— M.
Também ¢ interessante deixarmos claro a ideia de uma fibra, como definido:

Definicdo 16 Seja E = M um fibrado e p € M, entdo uma fibra f sobre p é o conjunto
f = preim, ({p}).

Um conceito central para definirmos campos vetoriais é de se¢des sobre o fibrado,

e o definimos:

Definicao 17 Seja £ = M um fibrado, entdo uma secdo o sobre a fibrado é um mapa
o: M — E, que satisfaz moo = I;M, onde [;M € o mapa identidade em M (1;M(p) = p).

Serao as secOes que ocuparam a posicao de campos vetoriais, assim que escolhermos o

espago total de forma especifica. Definimos entao o fibrado tangente:

Definig¢ao 18 Seja (M, O, Ac~) uma variedade suave, entao o conjunto TM é chamado

de fibrado tangente se satisfaz:
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1. TM = U T,M;
peEM
2. A3m:TM — M, tal que seja X € TM, entio m(X)=p, e p € M ¢é inico;

3. Induzimos uma topologia sobre TM a partir de w e da variedade M de forma que

7 seja pelo menos continuo. Ou seja, concluimos o espago topologico (T M, Oryy),
onde Opyy = {preim, (U) |U € O};

4. Induzimos um atlas ALM sobre TM por meio de 7 e Ac~ da sequinte forma:
ALY = ((TU, &) |TU = preim, (U) e (U,z) € Acw},
onde &, : TU — R*, tal qual seque a regra

&1 TU D X = (2" 0 m)(X), ey (2% 0 1)(X), (A2 a3 (X), oo (d2?) ) (X)) -

Dessa forma a tripla (T'M, M, ), como definido acima, forma um fibrado, e partir desta

definimos campos vetoriais suaves:

Defini¢ao 19 Um campo vetorial suave X é uma se¢io de (TM,M,7), X : M — TM.

Ou seja, X : C* — C*. O conjunto de campos vetoriais

D(TM) :={X|X éuma se¢io de (TM,M,)}.

Assim como para T, M podemos fazer de I' (T'M) um espago vetorial, agora mais
interessante do que ser um espago vetorial podemos estabelecer a soma e multiplicacao

com relacao ao anel C*, este faz de I' (T'M) um médulo-C™.

Com a definicdo do espaco de vetores, agora com campos vetoriais, podemos
determinar uma torre de estruturas sobre este espaco, e comegamos com a definicao de

campos co-vetoriais:
Definicao 20 O conjunto de todos os campos covetoriais é
C(T*M) :={df |df :T(TM) — C*},

ou seja, df (X) =X f € C=.
E finalmente esta definicdo nos permite definir campos tensoriais:

Defini¢ao 21 Um campo tensorial (r,s) suave é um mapa multilinear:

T :T(T*M) x ... x T (T*M) x T (TM) x ... x T (TM) = C*.

T vezes S vezes
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A.3 As Conexoes

Em calculo definimos derivadas a partir do transporte paralelo, aqui comegamos
primeiro pela definicdo de derivada direcional e a partir dela determinamos como deve
ser o transporte paralelo. Comecamos pela definicao de derivadas direcionais, ou derivada

covariante:

Definicao 22 Uma conezdo linear V (ou derivada covariante) em uma variedade suave
(M,0, Acx) é uma mapa V : TM x T’ (T(T’S)M) — T (T(T’S)M), ou seja, mapeia um

vetor e um campo tensorial (r,s) em um campo tensorial (r,s). Tal que V satisfaz:

1 Vxf=X(f)V fec;
2. Vyx (T+8S)=VxT + VxS,
3.
Vi (T (wh, ooyt Vi, 0 Y2)) = Vi (T) (w1, ey, Vi, o, Vo)

+ T (Vxwy,..wp, Y1, .., Ys) + . + T (wy, ..., Vxw,, Y1, ..., Yy)
+ T (wy, .oy we, VY1, Y) + o+ T (wy, o, w0y, Ve, o, Vi Y)

4. VfX+ZT = foT + VT = fVxT+V,T.

Baseado nas condigdes acima, levantamos a questao: Uma variedade suave (M, O, A )
tem estrutura suficiente para definir completamente o mapa V7 A resposta é nao, podemos

ver isto calculando o resultado de VxY quando temos uma carta, ou seja,

(Uim) 9
_ xi (va_w) 9 | xiyi (va_a)
dx? 8x3 dx? 33:3
Y7 0 o 0
= X'—— 4+ XY —
oxt Jxd * I ozm’

onde I'/? sdo d? funcoes C™ e ndo sao especificadas pelas estruturas da variedade, dessa
forma devem ser impostas a priori. A aplicacao de V em qualquer outro campo tensorial
resulta nas mesmas d® fungoes C°° que temos para vetores, portanto basta fornecermos os

[ e temos definido o mapa V. A partir daqui tratamos de espagos com uma conexao, ou
seja, do quarteto (M, O, Aex, V).

Com as conexoes estabelecidas podemos falar sobre transporte paralelo, e do

conceito mais importante de auto-paralelas.
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Definig¢ao 23 Seja (M, O, Acw, V) uma variedade suave com uma conexdo linear. Entdo

um campo vetorial X ¢é dito transportado paralelamente por uma curva v em M, se

V, X = 0.

Uma nog¢ao mais interessante surge de auto-paralelas, definiremos as curvas 7's

cujo o vetor velocidade é transportado paralelamente com relagao a prépria curva 7:
Definigcao 24 Uma curva v : R — M € dita transportada auto-paralela se V, v, = 0.

Quando aplicamos uma carta (U, z) temos que para auto-paralelas,

(Uyz)

! i 0
Vo, Uy = Vi o (735(;)

= (2 + i)

=0 = A 4T AI3™m =,
8;1:1 ’Y:c—i_ ]mq/xﬁ)/x

mais tarde veremos que ao adicionarmos uma estrutura métrica, e algumas suposigoes,

que as auto-paralelas coincidem com as geodésicas.

Para finalizar a se¢ao definimos dois conceitos importantes, o de torgoes e de

curvatura:

Defini¢ao 25 Uma tor¢io de uma conexdo é um campo tensorial (1,2), tal qual
T (w,X,)Y) =w(VxY —VxY —[X,Y]),
onde definimos (X, Y| f:=X (Y (f)) - Y (X (f)).

se uma carta (U, z) é escolhida, entdo as componentes de uma torgao sao T =T, — T} ..
A partir daqui s6 consideraremos variedades cuja conexao é sem tor¢ao, ou seja, aquelas

para as quais 7 = 0, ou I';, = I',.

Definicao 26 O tensor de curvatura de Riemann de uma conexdo é o campo tensorial
(1,3) tal que

Riem (w, Z,X,Y) = w (VxVyZ = VyVxZ = Vix v Z)

) 0 9
-~ i vkym 7 7 s 7 s 7

Definimos também o tensor de curvatura de Ricci, essencial para as equacoes de campo de

Einstein:
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Definicao 27 O tensor de curvatura de Ricci é definido diretamente da tensor de Riemann,

ou seja, € um campo tensorial (0,2), tal que

(U)

- 0
Ric(X,Y) = Riem (dxl, X, 2 Y)
oxt
i\ m a % a 1A s % s

A.4 Variedades Métricas (Espacos Riemannianos)

Adicionamos agora a estrutura mais importante para construirmos teorias métricas,

a métrica definida por:

Defini¢ao 28 Uma métrica g para uma variedade suave (M, O, Ac) é um campo tenso-

rial (0,2) que satisfaz:

1. Simetria dos argumentos: g(X,Y)=g((Y,X) VX, Y e I'(TM);

2. E nao degenerada, ou, em outras palavras, existe wm mapa invertivel b : T (TM) —
L (T*M) definido por (b (X)) (Y) :=g(X,Y). Ou, se g(X,Y) =0 para todo X €
['(TM), entio Y = 0.

Também podemos definir a inversa da métrica:

1

Definigao 29 A inversa g=' é um campo tensorial (2,0) tal qual g~ (w,0) = w (b~ (0)).

Quando aplicamos uma carta podemos expressar uma relacao entre g e g ':
ac
(e7")" ea =4

Como a métrica é nao degenerada, entdo a métrica nao pode ter zeros em sua

assinatura, e definimos:

Defini¢ao 30 Uma métrica é chamada de Riemanniana se sua assinatura € (+ + ...+)
ou (— —...—). E € chamada de Pseudo-Riemanniana se sua assinatura é (— + +...4) ou
(+——...—).

Para os espagos fisicos requeremos que a métrica seja Pseudo-Riemanniana (ou Lorentziana).
A razao de adicionarmos uma métrica ao espaco é devido a podermos definir o comprimento

de uma curva v, ou seja:
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Definigao 31 Seja (M, O, Ac,g) um espago Pseudo-Riemanniano (uma variedade topo-
logica suave de d dimensoes com wma métrica Lorentziana) e v : R — M uma curva sobre

M, entao a rapidez da curva em y(\) é o nimero:
(V) =50,
(N
Com tal definimos o comprimento de uma curva:
Definicao 32 Seja v : R — M uma curva suave, entdo seu comprimento € o niumero:

Lh)= [as o) = [ (e (o)

Agora chegamos ao conceito de geodésicas, talvez um dos mais importantes. Como apre-

v(N) .

sentamos no capitulo 1 as geodésicas descrevem o movimento de particulas teste no espaco.
Por defini¢ao as geodésicas sao as menores distancias entre pontos de uma variedade, ou

em termos matematicos:

Definigao 33 Uma curva v é chamada de geodésica de uma variedade (M, O, Ac=,g) se

essa € um extremo do funcional
L[] :/RdA (x/g(%vy)>

Pode ser provado que os extremos do funcional anterior satisfazem a equacao de Euler-

¥(N) .

Lagrange, ou seja, quando escolhemos uma carta (U, z) as geodésicas satisfazem a equagio

;gim (agmk n Ogmj 8gjk:> sk (),

Vi :
e oxJ oxk ox™

Esta equagdo nos permite colocar uma restrigdo sobre o espaco. Impomos que as
auto-paralelas coincidem com as geodésica, ou em termos mais intuitivos que "reta"="menor
distancia". Para que isto aconteca concluimos que as conexoes sao determinadas pela
métrica, seguindo a equagao

P (agmk L Ogmj agjk>.

oxd ok ox™

Mas esta imposicao requer a escolha de uma carta, e podemos reescrever a imposicao de

forma a nao citar as cartas simplesmente, por meio de:
T=0eVg=0.

Entao até aqui nosso espaco é descrito pelas estruturas (M, O, Acs, Vr—vg—0, g).
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A.4.1 Integracao em Variedades

Para construirmos a teoria por meio de um principio de minima ac¢ao precisamos
definir como integrar fung¢des sobre M, ou seja, como integrar f : M — R sobre o seu
dominio. Para tal comegamos com a integragao sobre uma carta (U;, ), e para isto devemos
definir um elemento de volume. Elementos de volume apresentam as propriedades do que

chamaremos de formas diferenciais, definidas por:

Definicao 34 Uma forma diferencial de ordem v ou uma r-forma é um campo tensorial
(0,7) totalmente anti-simétrico, normalmente expresso para uma carta utilizando o produto
exterior N,

w=dz" AL Ade! =gy, de ® L@ dattr,

onde €,,,...u. € 0 simbolo de Levi-Civita.

Portanto definimos elementos de volume sobre M:

Definigao 35 Seja (M, O, Ac=,g) um variedade suave de d dimensées com uma métrica,

entdo Qyy € elemento de volume se satisfaz:

1. Qu € nao nulo Vp € M;

2. € uma d-forma, tal qual, dada uma carta (U;, x), esta satisfaz:

(Ulvx)
Qur > v —gdx"t A LA datd,

onde g = det(g,,).

Para garantirmos que o elemento de volume €2, é o mesmo para qualquer escolha de carta
devemos refinar o atlas A¢~ ainda mais. Quando mudamos para outra carta, suponha
(V,y), aparece no elemento de volume um termo da forma sinal (det %), portanto para
que ) tenha o mesmo sinal devemos impor que o atlas Ac~ s6 tenha cartas tais quais
os mapas de transicdo sempre satisfazem det % > (. Denotamos este novo sub-atlas

de ATCOO, e dizemos que a variedade é orientavel. Portanto nosso espago agora contém

(M7 OJ AE”XH VT:VgZOJ g) .

Com a nova estrutura podemos definir integracao sobre uma carta de M:

Definicao 36 A integral de uma funcao f : U; — R é dada pela expressdao:

(Uivz)

/ f::/ VEYIY; L / fv/—gdatt A oA dat ::/ fv/=gd%e.
U; U; x(U;) z(Us)
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A expressao mais a direita da definicao anterior expressa a integral Riemanniana usual de
calculo sobre o dominio U;. Para integrarmos sobre todo o M empregamos particoes da
unidade para as regioes de interseccao de duas cartas, definimos a particao da seguinte

forma:

Definicao 37 Uma particio da unidade € um mapa p; : U; — R, tal qual:

A particdo da unidade no permite escapar das inconsisténcias que teriamos com interseccao
de cartas quando realizarmos integracao sobre todo o M. Assim finalmente definimos a

integragao sobre todo o espago de M:

Definicao 38 Seja f: M — R, entdo a integral de f sobre M ¢ dada pela expressao:

/Mf = ;/U Tpi= z;/xwi) foiv/—gdz.

A.4.2 Orientacdo Temporal

A estrutura causal do espaco tempo é definida pela métrica. Esta define os cones
de luz, uma representagao de quais eventos sao passado ou futuro do ponto em analise. O
cone de luz de um ponto p de M ¢é definido pela equagao g (X, X) <0, X € T,M. Para
distinguir entre passado e futuro adicionamos a variedade a tltima estrutura necessaria, o

de uma orientagao temporal:

Definicao 39 Uma orientagdo temporal sobre um espaco Pseudo-Riemanniano é dado

por um campo vetorial T tal qual satisfaz:

1. E ndo nulo em todo o espaco;
2. Eg(T,T) < 0.

O vetor T' define o cone futuro, para X € T,M ser futuro este deve satisfazer

g(X, X)>0eg(X,T)<0.

A.4.3 Mapas conformais

Como precisaremos para construirmos as diferentes perspectivas fisicas de teorias
de gravitagdo introduzo nesta se¢do o conceito de transformagdes conformais (ou mapas

conformais), definidas por:
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Definicao 40 Considere um espago Pseudo-Riemanniano (M, O, Ace, Vr—_yg—o, ), entao
um difeomorfismo ¢ : M — M é chamado de conformal se existe um mapa suave

Q: M — R tal qual

*

g=¢"g =0 ouBop) = (978) = (D)2
Mas por se tratar de um difeomorfismo a acao deste sobre uma lagrangiana £ se resume a

©*L = L oy, ou seja, o difeomorfismo nao afeta a acdo e ndo temos equagdes de campo

diferentes.

Para construirmos as diferentes perspectivas conformais usamos uma noc¢ao similar

[46], a de um reescalamento de Weyl, definida por:

Defini¢ao 41 Seja g e g duas métricas sobre uma variedade (M,O, Ac~,V), entdio

dizemos que g € conformalmente relacionada a g se
5 QQ
&p (p)gp,

a transformacao anterior é um reescalamento de Weyl.

Um reescalamento de Weyl é uma transformagao local da métrica (é diferente de um
mapa conformal) e lagrangianas ndo sao necessariamente invariantes por tal transformacao.

Quando aplicarmos uma carta (U, z) € Al vemos que:
Suv = QZg;w = 62(’@#”.

Como apresentado anteriormente a métrica induz as conexoes do espago, dessa

forma apds uma reescalamento de Weyl devemos ter as conexoes dadas por:
© 1 7
Pas = 58" (8vas + 8upa — Basw)
= f‘gﬁ + 0-”35“06 + U7Q5M5 — O"Mgaﬁ,

aqui e em expressoes seguinte usamos que os indices sao levantados pela métrica g.

Como precisaremos, na secao 1.3, do escalar de Ricci quando aplicarmos um
reescalamento de Weyl, com o resultado anterior podemos calcular o tensor de curvatura
de Ricci e deste determinar o escalar de Ricci, sendo o primeiro dado por

Nﬁ»a + FILL af F':;LBFZ“

prs ap
= Rag — 20,08 — 0" 480 — 0" Bapy + 20,50 0 — 20 ,0" o
- Fﬁumygaﬂ + 2‘7,urgﬂ + Fﬁﬁmygau + 100" 8sp

= Rop — 2V V30 — 8os00 + 2V 40V 30 — 2VF0V ,080s.
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Assim temos o escalar de Ricci dado por
R=e¢% [R — 600 —6g! (@a, @a)} .

Outro resultado que precisamos é de como os elementos de volume invariantes se

transformam sobre transformagoes conformais da métrica
Q= /—gdiz = e'/—gdiz = Q.

Com os resultados acima podemos determinar as teorias de Brans-Dicke expressa

em diferentes perspectivas conformais (Sec¢ao 1.3).
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APENDICE B - Derivando as formas

diferenciais das equacoes de campo

B.1 A expressao diferencial de ¢

Comegamos expressando a equagao de campo para ¢g em sua forma integral [2]:

x—z) (x—z)
)( - >d337/

¢6 — G/p*’u/ju/k(
o
= —G/p*/ {u' (x—x")u' - V|r - w’|_1] 3.
O Laplaciano da ultima expressao é simplesmente
Vs = —G/p*/ {3u247r(5 (x—ax)+2W V) |z —a|"
—A4r (v -V)u' - (x — ') (x — m/)}d?’x/’

onde usamos a expressao

V2 [u' (x—a)u' - V]z — m’|_1} = 3u4nd (x — ') + 2 (u - V) & — /|’
—Adr (v -V)u' - (x —x)d(x — ).

Organizando os termos e fazendo um pouco de dlgebra teremos

/ 1
V26 = 3V2¢, — 2G / 0 (- V) &3z’
|z — |

roosl sl
prutu!

a3’

= 3V2¢; — 2G0;; /

|z — |

Ao tomar o Laplaciano da expressao anterior concluimos (2.6).

B.2 A expressao diferencial de ¢,

A forma integral da equacao de campo para ¢,, pode ser expressa por:

, o(@—a) (@ —a")  (z—a')
o 2 * % 3 3
wi=G //p g |l — zc’l?Z z -]  |o - do'ds, (B.1)
notamos que
(x —a') 1 (x —a')

Ve — | = v __Emr)
|:L’ m| |m_$/|7 |m_$,| |Q}—w,|3’
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na expressao (B.1) somamos zero nos dois termos dentro dos colchetes

b=t [ [ |<:n —a) | l(m/—wm —a) (@-ata —w”)l i

a x— x| R a |z’ — x| ras
_ o v w@-—a) |[@-z) (@-2z") (x-2) @-2")] ;5 5
- PP . /3' ! ol I ol I ol rdxr
|sc o lz—a| oo o-a| -

—a)

Rl = N =
P ’CE | | LB”|
o
_\(a:w’ — :;H)l —V'|z - :I:”|] d3z" a3’

Reorganizando a expressao anterior teremos
2 ! (m — wl) ! " 13,1 / p*” 3.
¢w:G/p — V{/p lx —x"| d°z —(w—:n)/ida:
|z — /| |z — |

— (CU _ w/) / |w,p_m”|d3x// . v [/ P*H |m/ - w//| d3x//} } dsl’/,

pela definicao dos campos X e U,

X:G/p*/’ /’d3/’ U = G/| d3/

podemos simplificar a expressao para ¢g

O = G/p*/‘(ac_m)3 VX — (-2 )U - (x—2)U - V'X'|d*,
w_

x|
—GVX/ |)d3’ GU/ m’?,,-(a:—w/)d:ix’
m/
—G/ (=) (az—a:)U’d3’ G/ m@,,v’x'd%’
—x
— —GVX - /pv &’ — GU/ S
| W—w\
—G/ dgx’—l—G/pV VX' P,
|z — /| — /|

substituindo na expressao anterior as defini¢oes de U, X e ¢9 concluimos:

/

V' X'd3x.

¢w=—U2—¢2—VU-VX+Gv-/

[z — /|

Tomando o Laplaciano da expressao acima temos

!

p
|z — |

Vi, = —V?U? — V¢ — V> (VU - VX) + GV? <v - / v’xﬁ%’) .

Agora usando os resultados,

V? (VU - VX) =2U;;X;;+2VU - VU — AnGV X - Vp*,
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ViU? = 2V2%¢p, + 2VU - VU,

GV? (v - / | P ,|V’X’d3x’) — 9V, — 41GV X - V',
x—x
encontramos exatamente (2.7), ou seja,

V2¢w == —2V2U2 + 3V2¢2 - 2U77/]X7”
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APENDICE C - Propriedades dos

Polinomios de Legendre

Anteriormente utilizamos algumas propriedades quando integramos os polinémios

de Legendre, entao neste apéndice apresentamos demonstracoes destas propriedades.

C.1 Propriedade (3.15)

Em algumas das integrais aparecem termos diferentes envolvendo os polinémios de

Legendre, dessa forma podemos determinar

2m dPl (cos¢')

sin? 'dy’ =
(cos¢’)

27
/ P (cos ¢') cos @'dy’ = [Py (cos @) sin @27 + /
0

B /27T dP; ( cosgo

(cos ) (1 — cos? go') dy’.

Usando a propriedade de polinomios de Legendre:

? — 1dP, (x)

n dx

= 2P, () = Py () =

dPy(cosy')  lcos Py (cosg’) — IPr_1 (cos ')
d(cos¢’) cos? ¢ — 1

2w 2m
/ P (cos ') cos p'dy’ = — / [1cos ' Py (cos ') — 1Py (cos )] d¢/,
0 0

9

o 2T P (cos ')y se 1>1,
Py (cos ') cos p'dy’ = +17J0 =
/O 0 se [ <1,

C.2  Propriedade (3.16)

Também devemos ter:
2m 2 2

/ Py (cos ) sin® @'dy’ = / P (cos ') dp’ — / Py (cos ') cos® 'dy/,
0 0 0

2m d (P (cos ¢') cos ¢')

: / /
sin p'dy’ =
de’

2m
/ P, (cos ') cos? @'dy’ = [P (cos ¢') cos @' sin |27 — /
0 0

27 d / / 2
= / (P (ZOCSO(':;/COS &) sin? ¢'dy’ = /0 Py (cos ¢ ) sin® ¢'dy’
2r 4P, /
N /0 1 (cos ¢')

Joos g cos ¢’ sin® p'dy/,
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2r AP / 2 27
/ (W cos ¢’ sin? Y'dy’ = l Pi_1 (cos¢') cos <p’dg0’—l Py (cos ') cos® 'dy/,
0 cos ¢

l 1 27
1 7)1 1 (cos ¢') cos @' d’ +—— Py (cos ) sin® ¢'dy,

27
'd
/o Pl(cosgo)cos o'dy’ = 1

l 2 27 T l 2
e Py (cos ') sin® @'dy’ = / Py (cos ') dyp’ — —— / P11 (cos ') cos 'dy’.
[+1Jo 0 [+1Jo
De acordo com resultados anteriores devemos ter:
27 l —1 21
Pr_1 (cos ') cos p'dy’ = — P (cos ') dy'.
0
2m L 27Dy (cos — Pro(cosy’)dy’ se 1> 2,
/ Py (cos @) sin? @'dy’ = { 2 02 ! (cos ) dgf l+2f 12 (cos @) dig -
0 f%foﬂpl(cosgo)dap se <2

C.3 Propriedade (3.17)

Também é valida, e de facil demonstracao, a igualdade:

2 2 [0 Py (cosy')dy'  selé par,
/ P (Cosap') do' = Jo Pi(cos¢’) dep p
0

0 se [ ¢ impar.

Comecamos pela expressio [;" P; (cos ¢') dg’, ao quebrarmos a integracio nos dois

conjuntos (0,7) e (m,27) e fazermos uma mudanga de varidveis ¢’ + 7 = 6, temos

[ 1P (cos )+ Pi (= cosi] e’ = [ L+ (=1)] P (eos ) i,

esta Ultima expressao é exatamente o que queriamos, ou seja, a propriedade (3.17).

C.4 Propriedade (3.18)
Provaremos a propriedade (3.18) por indugao, veja que:

2m
/ Py (cosx) dx = 2.
0
Por meio da relagao de recorréncia:
(n+1)Pot1 (x) = 2n+1) 2P, () — nPp_1 (x),

devemos ter

2

2m
(n+1) Ppi1 (cosz)dr = (2n + 1) /Pn (cosx)cosxdr —n Pr—1 (cosz)dx.
0 0

Usando o resultado (3.15) teremos:

2 2 1
Pt (cosz)dr = ((77;—:—1))

/n/2 2w

= 7(71 el Pp_1(cosx)dx.

2w
n / Pr1 (cosz)dx

n— dr —
n i) /77 1 (cosx)dx D o
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Portanto devemos ter

(20 — 1)* y2m

2m
/o Py (cosz) dz = QP

Mas como sabemos que
2w
/ Po (cosx) dx = 2w > 0,
0

entao por indugao teremos:

2w
/ Poy(cosx)dxr >0 V [ € N.
0

Pa_2 (cosx) dx.
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