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RESUMO

PEREIRA, G. M. S. Modelos COM-Poisson correlacionados. 2019. 172 p. Tese (Douto-
rado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em Estatistica) — Instituto
de Ciéncias Matemiticas e de Computa¢do, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

Nesta tese s@o propostas duas distribui¢des discretas: COM-Poisson correlacionada (CPC) e
COM-Poisson generalizada parcialmente correlacionada (CPGPC). Também foram propostos
modelos de regressdo para a distribui¢do Poisson generalizada parcialmente correlacionada
(PGPC) (proposto por Lucefio (1995)).

Calculamos a func@o massa de probabilidade (fmp) para todas as distribuicdes com duas para-
metrizacdes. As distribui¢cdes foram construidas usando a mesma expansao feita por (Lucefio,
1995) na construcao da distribui¢do Poisson generalizada parcialmente correlacionada. A dis-
tribuicdo CPC(A,¢,p) é a mesma expansdo da distribuicgio COM-Poisson zero inflacionada
ZICMP(u,¢,p). Para a distribuicio CPGPC(A, ¢,p,L,K) foi determinada a funcéo caracte-
ristica, fungdo geradora de probabilidade, momentos e a estimac¢ao pelo método de maxima
verossimilhanga para as duas parametrizagdes. Fizemos a fmp, quantil e gerador de niimeros

aleatdrios das distribui¢des citadas no programa R.

Palavras-chave: Distribuicilo COM-Poisson, distribui¢des com correlagdo, distribuicao Poisson

generalizada parcialmente correlacionada, modelos de regressao.






ABSTRACT

PEREIRA, G. M. S. Correlated COM-Poisson Models. 2019. 172 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

In this thesis two discrete distributions are proposed: Correlated COM-Poisson (CPC) and
Generalized partially correlated COM-Poisson (CPGPC). We have also proposed regression
models for the Generalized partially correlated Poisson distribution (PGPC) (proposed by Lucefio
(1995)).

We calculated the probability mass function for all distributions with two parametrizations.
The distributions were constructed using the same expansion made by Lucefio (1995) in the
construction of the correlated generalized Poisson distribution. The CPC(A, ¢, p) Correlated
COM-Poisson distribution is the same expansion of the zero-inflated COM-Poisson distribution
ZICMP(u, ¢, p). For the CPGPC(A, ¢,p,L,K) Generalized partially correlated COM-Poisson
distribution, the characteristic function, probability-generating function, moments, and the
maximum likelihood estimation for the two parametrizations were determined. We performed
the probability mass function, quantile and random number generator of the distributions quoted

in program R.

Keywords: COM-Poisson distribution, correlated distributions, generalized partially correlated

Poisson distribution, regression models.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A distribui¢do Poisson € muito conhecida e utilizada em andlise de dados de conta-
gem. Virias generalizacOes desta distribuicdo estdo disponiveis na literatura e uma delas € a
distribuicdo COM-Poisson (CMP), desenvolvida por Conway e Maxwell (1962). Esta distri-
buicdo também € uma generalizacdo da distribui¢ao Bernoulli e da distribuicdo geométrica e
€ uma alternativa a distribuicao Poisson quando os dados t€ém subdispersdo ou sobredispersao.
Outras generalizacoes da distribuicao Poisson sdo a distribui¢dao Poisson correlacionada (PC)
desenvolvida por Luceifio (1995), com o objetivo de modelar dados com correlagdo constante
na ocorréncia de eventos; e a distribuicdo Poisson generalizada parcialmente correlacionada
(PGPC), também desenvolvida por Lucefo (1995), para dados de contagem observados em

clusters independentes e com correlagdo constante dentro de um mesmo cluster.

O foco principal deste trabalho envolve a distribuicao COM-Poisson. Por varios anos
esta distribuicdo foi esquecida pelos pesquisadores até que alguns trabalhos foram feitos no
inicio dos anos 2000 e hoje temos muitos artigos sobre a distribuicdo CMP. O primeiro artigo
foi Kadane et al. (2006), com um pré artigo apresetado em 2003 e posteriormente o artigo foi
publicado em 2006, comentando sobre a utilidade da distribuicio CMP para dados de contagem
com dispersdo obtiveram os momentos e apresentaram o método de méxima verossimilhanga
para a distribui¢do. O segundo artigo Minka et al. (2003) fizeram uma anélise Bayesiana da
distribui¢io CMP; mostraram que a distribuicio CMP pertence a familia exponencial, por isso,
tem estatisticas suficientes de dimensdo fixa, como o tamanho da amostra varia, e uma familia
conjugada de distribui¢cdes anteriores; o artigo mostra € demonstra uma condi¢do necessdria
e suficiente nos hiperparametros da familia de conjugados para que a priori seja adequada, e
discute métodos de amostragem a partir da distribuicdo do conjugado. Por fim, o dltimo artigo
foi mais relevante foi feita por Shmueli ef al. (2005), que fizeram uma abordagem tedrica e

mostraram aplicacdes para dados reais.

A distribuigdo COM-Poisson possui um parametro adicional, ¢, em relagdo a distribuicio
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de Poisson, denominado parametro de dispersao, tal que ¢ > 1 representa subdispersao e
¢ < 1 representa sobredispersdo. As vantagens do modelo COM-Poisson, algumas propriedades,
uma aproximagado da média e da variincia sdo apresentadas por Shmueli et al. (2005), que
também apresenta trés diferentes métodos para a estimacio dos parametros. O primeiro método
utiliza método minimos quadrados ponderados, o segundo considera estimadores de maxima
verossimilhanga e o terceiro método utiliza estimacdo Bayesiana. O modelo apresentado no
artigo de Shmueli er al. (2005) é explanado considerando dois conjuntos de dados reais, o
primeiro conjunto envolvendo vendas trimestrais de uma marca de um artigo de vestuario com
sobredispersdao com relagdo a Poisson e o segundo envolvendo comprimento de palavras de
um diciondrio e o nimero de silabas com a presenca de subdispersao. Também € descrita a
possibilidade de generalizacdo da distribuicdo para dados zero inflacionados e correlacionados,
objetivo principal desta tese. A distribuigdo COM-Poisson foi reparametrizada por Guikema e
Goftelt (2008), com a vantagem, em relacio a parametrizagao anterior, de fornecer um parametro
claro de centralizagio no valor esperado (U = A 1/6). Sellers e Shmueli (2010a) desenvolveram
um modelo de regressdao para a COM-Poisson, incluindo estimacao e testes de hipoteses para
os parametros, diagnostico e interpretacdo, € mostraram a vantagem do uso deste modelo em
alguns casos. Sellers e Shmueli (2010b) estudaram o problema de prever uma varidvel de saida
censurada Y, dado um conjunto de preditores completos X . Fazem adaptacdes para modelos de

regressdo COM-Poisson e Poisson que respondam pela censura.

Francis et al. (2011) analisaram o desempenho de um modelo linear generalizado (MLG)
COM-Poisson usando inferéncia Bayesiana. Francis ef al. (2012) estudaram o desempenho do
MLG COM-Poisson caracterizando a precisio de estimadores dos pardmetros da implementacdo
obtido pelo método de méxima verossimilhanca (MMYV) e estimaram a precisdo da predi¢ao
do MLG COM-Poisson. Considerando conjuntos de dados simulados, os resultados do estudo
indicam que o MLG COM-Poisson ¢ flexivel o suficiente para modelar conjuntos de dados

subdispersos, equidistantes e superdispersos com diferentes valores médios da amostra.

Sellers e Shmueli (2013) mostram que dados de contagem que parecem estar dispersos
equivocadamente ou superdimensionados podem na verdade derivar de uma mistura de popula-
¢coes com diferentes niveis de dispersdo (regressao de COM-Poisson com dispersdo em nivel
de grupo). Para detectar e modelar tal mistura, introduziram uma generalizagdo do modelo de
regressao COM-Poisson que permite a dispersdao em nivel de grupo. [lustraram os efeitos de

dispersdo mista e a metodologia proposta por meio de dados semi-auténticos.

Bahadori, Liu e Xing (2013) desenvolveram um modelo autoregressivo COM-Poisson e
o compararam com o similar Poisson. Simsek e Iyengar (2018) aplicaram a distribuicdo COM-
Poisson em um estudo biolégico sobre a produ¢do de RNA mensageiro em mamiferos. Outros
trabalhos discutindo o modelo COM-Poisson podem ser vistos em Lord (2010), Sellers, Borle e
Shmueli (2012), Borges et al. (2014). Gillispie e Green (2015), Rodrigues et al. (2016a), Daly e
Gaunt (2016), Rodrigues et al. (2016b), Khan, Rumjaun e Sunecher (2017), Chanialidis et al.
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(2017).

E comum em problemas reais situagdes em que a presenca de correlagio entre as ob-
servagodes € clara e existem vérios estudos que abordam possiveis solu¢des para tais problemas.
Kupper e Ghaseman (1978) constroem o modelo binomial correlacionado através do método
de Bahadur, inserindo dependéncia entre n varidveis Bernoulli(p) somadas. James, James e Qi
(2008) estudaram teoremas de limites para uma classe de processos de Bernoulli correlacionados.
Ochi e Prentice (1984) desenvolveram um modelo de regressdo probito com correlacdo bindria.
Hisakado, Kitsukawa e Mori (2006) discutiram um método geral para construir distribui¢des
binomiais correlacionadas, impondo vdrias relacdes consistentes sobre a fungdo de probabi-
lidade conjunta. Lucefio e Ceballos (1995) desenvolveram o modelo de contagem binomial
correlacionado; Diniz, Tutia e Leite (2010) adotaram uma abordagem Bayesiana para o modelo
binomial correlacionado e Pires e Diniz (2012) desenvolveram um modelo de regressao para esta
distribui¢cdo. Lucefio (1995) e Luceio (1996), considerando o caso binomial correlacionado em
que n tende para infinito e o pardmetro p para zero, estendeu para Poisson(A) em que np tende

para a constante A.

No artigo de Lucefio (1995) foi realizado um estudo direcionado a situacdes em que
os individuos estdo sujeitos a eventos repetidos durante um intervalo de tempo e os dados de
um individuo consistem no nimero de ocorréncias destes eventos juntamente com um conjunto
de covaridveis. Além das distribui¢des binomial correlacionada (BC), Poisson correlacionada
(PC), ja citadas, Lucefo (1995) desenvolveu a distribuicao binomial generalizada parcialmente
correlacionada (BGPC) e Poisson generalizada parcialmente correlacionada (PGPC), formando
uma familia de modelos Poisson parcialmente correlacionados. Esta familia introduz pardmetros
que controlam a variancia independentemente da média e gera diferentes graus de sobredispersao.
A distribuicao PGPC € usada para dados de contagem e se ajusta melhor, comparado a Poisson,
para dados com clusters independentes e correlagdo entre dados provenientes do mesmo cluster .
A distribuicdo PGPC leva em conta os seguintes pressupostos: dado N clusters independentes,
cada cluster contendo L itens que formam aleatoriamente K aglomerados de tamanho (n1,...,ng)
seguindo uma distribui¢do multivariada Mn(L;1/K,...,1/K); a probabilidade marginal p de um
item ter a ocorréncia de um evento tende a zero, de tal forma que o nimero NL vezes p tende para
uma constante, ou seja, quando p — 0 e N — oo temos que NLp = A (constante). A distribuig¢do
PGPC possui trés parametros a mais em relacdo a distribuicao de Poisson, a saber: parametro
de correlacio (p), nimero de itens (L) e ndmero de aglomerados (K). E incluido em seu nome
parcialmente correlacionada porque os itens incluidos em um cluster estdo correlacionados,
diferentemente dos itens em diferentes clusters e é "generalizada"para indicar que o nimero
maximo de aglomerados K pode ser diferente de L. Apresentamos dois exemplos reais em que

esta distribuicao pode ser aplicada.
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Exemplo 1

Considere o caso envolvendo pacientes em um pronto socorro e os sintomas apresentados.
Neste caso € aleatdrio o nimero total de pacientes que comparecem e também os tipos de sintomas
que estes pacientes apresentam, dessa forma, temos L e K parametros desconhecidos. Note que,
em relacdo ao parametro L nao é possivel saber o valor deste a cada repeticdao. Cada dia temos
pessoas com sintomas diferentes, ou seja, ndo sabemos o valor de L. Por outro lado, o parametro
K pode ser fixado. Basta listar os sintomas mais frequentes informados pelos enfermeiros e
sintomas pouco apresentados pelos pacientes pode ser incluido na categoria "outros sintomas".
O parametro L neste caso € o nimero de sintomas mais conhecidos pelos enfermeiros mais um.
Note que o pardmetro K pode variar levando em conta a época, o clima, um surto (como o da

dengue).

Exemplo 2

Este exemplo mostra a impossibilidade de saber previamente o valor do parametro L.
Considere o caso de uma pesquisa em uma escola de ensino médio com 200 alunos para saber se
sdo favoraveis a inclusdo de um curso de francés na grade curricular. Neste caso vamos supor
que temos os parametros L e K conhecidos. Sabemos o nimero total de pessoas envolvidas nesta
decisao (L = 200) e temos no maximo trés alternativas, alunos favoraveis a inclusdo do curso,
alunos contrdrios e alunos que se abst€ém da decisdo, ou seja K = 3. Porém, neste caso, ndao hé o
que estimar pois a soma dos trés grupos de alunos sempre € a mesma, ou seja, o nimero total de

alunos que € 200.

A distribuicdo PGPC foi construida pensado em casos de soma de K possibilidades.
Assim, uma possivel pesquisa para o exemplo descrito seria a andlise do nimero total dos
alunos que votem favoravelmente ou contra a proposta feita. Teriamos entdo K = 2, favordveis e
contrarios a proposta e o parametro L € a soma destes alunos que votaram sim ou ndo, que no

maximo seria de 200, mas poderia ser 0 caso nenhum aluno fosse votar ou votasse branco.

A distribuicio COM-Poisson ganhou muita relevancia e existem algumas distribuicdes
que a generaliza. Imoto (2014) propds uma distribuicio COM-Poisson generalizada (CMPG)
com trés parametros, pensando em conjunto de dados proveniente de um modelo de cauda mais
longa que a distribuicdo de COM-Poisson. O novo parametro desempenha o papel de controlar
o comprimento da cauda. A distribuicio CMPG pode se tornar uma distribui¢ao bimodal em
que um dos modos estd em zero e € aplicdvel para a contagem de dados com excesso de zeros.
Sellers (2012a) desenvolve a distribui¢do COM-Skellam que € uma generalizacdo da distribuig¢do
COM-Poisson e a distribui¢do Skellam, sendo a diferenca de duas varidveis aleatérias CMP
independentes com pardmetros centrais diferentes, A; e Ay, € um pardmetro comum de dispersao
associado, @. A distribuicdo resultante chama distribuicdo COM-Skellam. Sellers e Raim (2016)
desenvolveram o modelo COM-Poisson zero inflacionado e ilustra sua flexibilidade, monta o teste

de razdo de verossimilhanga correspondente para a presenca de dispersdo de dados significativa
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e destaca vdrias propriedades estatisticas e ajuste do modelo através de varios exemplos. Barriga

e Louzada (2014) também desenvolveram a distribuicdo COM-Poisson zero inflacionada.

Nesta tese vamos realizar duas generalizagdes: a distribuicio COM-Poisson com a
distribui¢do Poisson correlacionada e Poisson generalizada parcialmente correlacionada, desen-
volvendo assim a distribuicio COM-Poisson correlacionada (CPC), para dados com a mesma
correlacdo e dispersio, e a distribuicio COM-Poisson generalizada parcialmente correlacionada
(CPGPC), para dados com clusters independentes e com correlacio para elementos de um mesmo

cluster e dispersao.

1.1 Objetivo

O objetivo desta tese € desenvolver novos modelos probabilisticos a partir da distribui¢do
COM-Poisson e da distribuicio PGPC e alguns modelos de regressao com tais distribui¢des.

Mais especificamente, temos interesse em:

e Desenvolver a distribuicio COM-Poisson correlacionada com duas parametrizacdes, ob-
tendo média, variancia, fun¢do geradora de momentos, funcao caracteristica e estimagao

dos parametros da distribui¢do proposta.

e Desenvolver a distribuicdio COM-Poisson generalizada parcialmente correlacionada com
duas parametrizagdes, obtendo média, variancia, funcdo geradora de momentos, fungdo

caracteristica e estimacdo dos parametros da distribui¢do proposta.
e Desenvolver um grafico de controle para as distribui¢des PGPC e CPGPC.
e Desenvolver uma extensao bivariada para a distribuicio CPGPC.

e Desenvolver o modelo de regressdao Poisson generalizado parcialmente correlacionado.

1.2 Organizacao do Trabalho

A presente tese € estruturada como se segue: no Catitulo 2 apresentamos algumas
distribui¢cdes correlacionadas e a distribuicio de COM-Poisson. A partir dessas distribui¢cdes
desenvolvemos as novas distribui¢cdes e modelos. No Capitulo 3 expandimos a distribui¢ao
PC e a CMP para a nova distribuicio CPC e apresentamos suas propriedades relevantes e
particularidades, finalizamos este capitulo com uma discussao entre a distribuicio CPC e a
ZICP. No Capitulo 4 expandimos a distribuicio PGPC e a CMP para a nova distribuicdo
CPGPC e apresentamos suas propriedades relevantes e particularidades; apresentamos o método
de maxima verossimilhanca para estimacao dos parametros da distribui¢io; apresentamos o

intervalo bootstrap para esta distribui¢do e um estudo de simulag¢do. No Capitulo 5 mostramos
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métodos de estimagdo para PGPC e um estudo de simulagdo; grafico de controle; apresentamos

a distribuicdo CPC bivariada e o modelo de regressao da para a distribui¢gdo PGPC.
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CAPITULO

DISTRIBUICOES BASE

Neste capitulo apresentamos as distribui¢des binomial correlacionada, Poisson correlaci-
onada, binomial generalizada parcialmente correlacionada e Poisson generalizada parcialmente
correlacionada PGPC(A, p, L, K) todas desenvolvidas por Lucefio (1995), e a distribuigdo COM-
Poisson desenvolvida por Conway e Maxwell (1962) e "revivida"por Shmueli et al. (2005). Estas
distribuicdes sdo apresentadas com detalhes nas para preparar o leitor para as generalizagcdes que

propomos nesta tese.

2.1 Introducao

A distribui¢do binomial correlacionada, desenvolvida por Lucefio (1995), possui um
parametro a mais do que a distribui¢do binomial, o parametro de correlacio p, ttil em situagdes
em que os dados apresentam correlacdao constante entre as varidveis. A partir da distribui¢ao
binomial correlacionada foram construidas a distribui¢do Poisson correlacionada e a distri-
buicdo binomial generalizada parcialmente correlacionada. A partir da distribuicdo binomial
generalizada parcialmente correlacionada foi desenvolvida a distribuicao Poisson generalizada
parcialmente correlacionada. O nome desta familia de distribui¢des é denotado "parcialmente
correlacionada"porque os itens incluidos em um grupo estdo correlacionados, mas os itens em
diferentes aglomerados nao estdo. A palavra "generalizada"é usada para indicar que o ndmero

maximo de aglomerados K pode ser diferente de L (par@metro que define o nimero de itens).

2.2 Distribuicao COM-Poisson CMP (A, ¢)

A distribuicao Conway-Maxwell-Poisson (COM-Poisson) desenvolvida por Conway e

Maxwell (1962), € uma generalizacao da distribui¢do Poisson, com fun¢do massa de probabili-



38 Capitulo 2. Distribuigcdes Base

dade dada por:
PUY =) = gt e
:y = T .
Z(2,9) (1)?
em que Z(A,9) = ,1,...,A>0e ¢ >0, sendo A um pardmetro central e ¢ o

parametro de dlspe

Esta generalizacdo da distribui¢c@o cldssica de Poisson oferece um melhor ajuste no
controle da dispersdo, se ¢ > 1 tem um ajuste melhor para dados com sobredispersdo, se ¢ < 1
tem um ajuste melhor para dados com subdispersio e no caso ¢ = 1 € idéntica a distribui¢ao

Poisson. Trata-se de uma distribuic@o bastante flexivel para o ajuste de varidveis discretas.

Para ¢ = 1 temos o modelo de Poisson cléssico, pois Z(A,1) = Z L = ¢! e dessa
= (n!
forma P(Y =y) = .Quando ¢ =0e 0 <A <1 temos a distribui¢do geométrica com

pardmetro (1 —A) pois Z(1,0) = Z 7L)0 Z
?;L
A

(série geométrica), logo P(Y =

)
n=0
y) =AY(1—2A). Se ¢ — o temos ¢) — 1+ A (ver Apéndice B Observacdo B.1.1) , logo
1
PY=0)=——7—,P¥Y=1)=
( ) 1+ ( ) 1+ A

distribui¢ao Bernoulli(A/(1+A)). Dessa forma, a distribuicio COM-Poisson tem a vantagem

e P(Y =y) =0 paray # 0 e y # 1 portanto é uma

de se ajustar bem quando temos dados que se assemelham a Poisson e geométrica, variando no

decorrer do tempo. Note que o dominio para os pardmetrosé A >0,¢ >0e0<A <1se ¢ =0.

A média e a variincia tém as seguintes aproximagdes para 0 < ¢ < 1:

dlogZ(A,9) 1 ¢ kAK | 11
EY)=A ~AAVO 4 — o (2.2)
)= ar Z(A,9) = O(k') 20 2
© 2
8 logZ(A, ¢) 1
A fun¢do de momentos tem a seguinte relacio:
AEY +1)]'9, r=0
E(Y™) = p) (2.3)
/la)LE( "Y+EXY)EY"), r>0
PY =y—1) Zheenm 5
Note que: P <;z . = Z()upl) (v ;Lly)!) — 2 Assim esta ditribui¢do permite o ajuste

Z(2,0) (y)?
da taxa de decaimento. Esta taxa de decaimento decai de forma ndo-linear nas propor¢des de

probabilidades sucessivas. Para a distribui¢ao Poisson é uma constante mas para a COM-Poisson

pode ser ajustado variando o parametro @.
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Figura 1 — Graéficos da distribuicio COM-Poisson variando os pardmetros A e ¢.
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Na Figura 1 apresentamos alguns graficos para ilustrar como a fmp da distribuicado COM-
Poisson se comporta ao variarmos os dois parametros. Temos trés graficos com A =2,5;5;10 e
¢ =1,2,3,4.

2.2.1 A reparametrizacao da distribuicao COM-Poisson CMP(u, ¢)

A distribuicao COM-Poisson na parametrizacao feita por Conway e Maxwell (1962) tem
a média como soma de uma fun¢do que depende dos dois parametros, uma func¢do dependendo
de ¢ e uma constante. Guikema e Goffelt (2008) propuseram uma reparametrizacdo porque os
pardmetros A e ¢ ndo fornecem um parametro claro de centralizagdo. Enquanto A é aproximada-
mente a média quando ¢ é proximo de um, ele difere substancialmente da média quando A é
pequeno. O modelo COM-Poisson baseado na formulacao original € dificil de interpretar e usar
para dados sobredispersos, para contornar esse problema, Guikema e Goffelt (2008) propuseram

a reparametrizagdo U = A 1/9. fazendo assim um parametro de centralizacdo. A reparametrizacao



40 Capitulo 2. Distribuigcdes Base

da distribuicio COM-Poisson segue:

(0
PY=y)= ! <‘u—y) vy=0,1,..., 2.4)

A C

|
m=0 m:

Nesta reparametrizacao temos

1dlogs(ue) 11
E0) = gu ~h 53
€
_ 19%logS(p,¢) p

Figura 2 — Gréficos da distribuicio COM-Poisson variando os parametros (i e ¢.
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Na Figura 2 apresentamos alguns graficos para ilustrar como a fmp da distribui¢cdo
COM-Poisson se comporta, com esta reparametrizacao, ao variarmos os dois parametros. Temos

trés graficos com u =2,5;5;10e ¢ = 1,2,3,4.
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Podemos comparar graficamente a Figura 2 e a Figura 1. Dessa forma esta reparametriza-
cdo tem a vantagem de ter uma melhor centralidade, mas ndo € possivel observar a generalizagdo

da distribuicdo geométrica e Bernoulli dessa distribuicao.

Logo, vemos vantagens em ambas parametrizagdes para a distribuicio COM-Poisson.

Por isso, as generalizacdes que fazemos nessa tese t€m as duas parametrizagoes.

2.2.2 Pacotes do programa R para a distribuicao COM-Poisson

Nesta subsecao apresentamos alguns pacotes que o programa R oferece. A importancia
desta sec@o é que os codigos-fonte das novas distribui¢des, desenvolvidas nesta tese, foram
inspirados em alguns comandos destes pacotes para a distribuicio COM-Poisson, adaptando-os
para as novas distribuicdes desenvolvidas. Os principais pacotes sdo compoisson e CMPControl.

Nos dois pacotes a parametrizacdo € a cldssica com a fungdo Z.

O pacote compoisson, desenvolvido por Dunn (2015), calcula um valor aproximado da
fun¢do Z somando e conferindo a diferen¢a do ultimo termo com o pentltimo termo e parando
a soma quando esta diferenca for menor que algum € > 0. Este pacote oferece fmp, funcao
distribui¢do acumulada, fun¢do quantil, funcdo geradora de valores aleatérios e estimativas dos

parametros para a distribuicdo COM-Poisson.

O pacote CMPControl , desenvolvido por Sellers e Costa (2015), calcula um valor
aproximado da fun¢do Z somando o ndmero de termos escolhido. Este pacote oferece fmp, fungado
distribui¢do acumulada, fun¢do quantil, funcdo geradora de valores aleatorios e estimativas dos
parametros para a distribuicdo COM-Poisson e COM-Poisson zero inflacionada. O pacote fornece

um grafico de controle para a distribuicdo COM-Poisson

2.3 Distribuicao Binomial correlacionada BC(A, p)

A distribui¢ao binomial correlacionada foi desenvolvida por Lucefio (1995). Uma varidvel
aleatéria X segue a distribuicdo binomial correlacionada se ela for a soma das de varidveis
aleatérias Bernoulli(p) equicorrelacionadas com probabilidade de sucesso p e coeficiente de
correlagdo comum p (resultados possiveis O ou 1 com probabilidade 1 — p e p, respectivamente).
Dessa forma, a distribuicdo binomial correlacionada possui um paradmetro a mais do que a
distribui¢ao binomial, o pardmetro de correlagdo p. Formalmente para todo X ~ BC(n, p,p),
temos que X = zn: Wy, em que W;, é uma Bernoulli(p) com E(W) = p, Var(Wy) = p(1 — p),

k=1
para k = 1,...,n, Corr(W,;,Wp,) = p e Cov(W,,W,) = pp(1l — p) para a # b. A distribui¢do

BC(n, p,p) tem a seguinte fmp:

POC=) = (1) P ) () 4P ) T L)
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emque A} ={0,1,...,n}, Ay ={0,n},x=0,1,....n,n=1,2,3,...,0<p<le0<p<1.A
média e a variancia sdo E(X) =np e Var(X) = p(1 — p)[n+ pn(n—1)]. Observe que se p =0

temos a distribui¢do binomial cléssica.

A fung@o caracteristica de X ~ BC(n, p,p) é dada por:

ox(t) =[1—p+pe""(1—p)+[L — p+ pe™]p (2.5)

2.4 Distribuicao Poisson correlacionada PC(A, p)

A distribuicdo Poisson correlacionada foi desenvolvida por Lucefio (1995). A distribuicao
Poisson correlacionada PC(A,p) é obtida através da distribui¢do Binomial correlacionada
BC(n, p,p) considerando n — o e p — 0 com pn — A, ou seja, para n grande e probabilidade
de sucesso p muito pequena. A constante A € definida como pardmetro central. Para n — oo,
p — 0enp = A, afungio caracteristica de uma varidvel aleatéria X, X ~ BC(n, p,p), dada na
Equac@o (2.5), converge para a fungio @y (¢), dada por:

¢y (1) = exp{A[e" —1]}(1—p) +p. (2.6)

A fun¢do @y (1) corresponde a fungdo caracteristica de uma variavel aleatdria Y seguindo dis-
tribui¢do Poisson correlacionada, Y ~ PC(A,p), em que a média e a varincia sdo dadas por

EY)=A(1-p)eVar(Y)=(1-p)(A+pA?).

Da Equacio (2.6) trocando o termo e por ¢t temos a seguinte funcdo geradora de

probabilidade:
Py (1) = exp{Alr = 1]}(1 —p)+p.

A y-ésima derivada de ¢ aplicada em Py parat = 0 e dividida por y! nos d4 a distribuicio

de probabilidade de Y, com os pardmetros A e p, isto é,

—Aqy

P(Y =y[A,p) = S (1= p)y () + (7 (1= ) + )10y (), 2.7

emquey=0,1,2,...,2>0,0<p <1eZj éoconjunto dos nlimeros inteiros positivos sem
o nimero zero. Observe que o modelo PC(A,p) é equivalente ao modelo Poisson se p = 0,
pois aplicando este valor na Equacgdo (2.7), que € a fmp da distribui¢do PC, temos a mesma da

distribui¢ao Poisson.

Na Figura 3 apresentamos alguns graficos para ilustrar como a func@o de probabili-
dade da distribui¢do PC se comporta ao variarmos os seus parametros: A = 2,5;5;7 e p =
0,2;0,4;0,6;0,8;1.
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Figura 3 — Gréficos da distribui¢do PC variando os pardmetros.
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2.5 Distribuicao Binomial generalizada parcialmente cor-
relacionada BGPC( p, p, L, K)

A distribui¢ao binomial generalizada parcialmente correlacionada foi desenvolvida por
Luceifio (1995). A distribui¢do binomial generalizada parcialmente correlacionada, denotada por

BGPC( p, p, L, K) é obtida supondo os seguintes pressupostos:

1. Os clusters sdo independentes um dos outros e existem N destes clusters durante o intervalo

de observagao;

2. Cada cluster contém L individuos ou itens que formam aleatoriamente K aglomerados de
tamanho (ny,...,nk), seguindo uma distribui¢do multinomial com K resultados equipro-
vaveis, isto é, (ny,...,ng) ~ My(L;1/K,...,1/K);
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3. Dado (ny,...,nk), o nimero de ocorréncias de evento, ¥;, dado pelos itens pertencentes
ao i-ésimo aglomerado € uma varidvel aleatdria seguindo distribui¢do binomial correlaci-
onada, Y; ~ BC(n;,p,p) (ver Apéndice A), parai=1,...,K. As varidveis Yi,..., Yk sdo
distribuidas de forma independente e Y| + - -- 4+ Yx € o nimero total de eventos de um

cluster.

Suponha que os eventos contados durante um intervalo de observacao em um processo
de Poisson ocorram em aglomerados independentes de tamanho L e que cada item incluido
em um cluster seja aleatoriamente atribuido a um grupo de acordo com uma distribui¢io
multinomial com K resultados equiprovaveis. Assim, os tamanhos dos aglomerados formam um
vetor aleatério n = (ny,...,ng) que pode ser considerado como uma varidvel latente seguindo a
distribui¢io multinomial Mn(L;1/K,...,1/K). Dado n € NX, assuma que o ndmero de eventos
(Y1,...,Yk) fornecidos pelos aglomerados sdo varidveis aleatdrias independentes e que Y; segue
uma distribui¢do BC(n;, p,p) para j = 1,...,K. O nimero total de eventos ¥; + - - -+ Yx em cada
cluster segue um modelo BGPC(n, p,p,L,K). A fun¢fo caracteristica de Y ~ BGPC(p,p,L,K)

¢ dado por:
oy (t) = Ea{ox (1)},

em que a esperanca ¢ tomada em relagdo ao vetor aleatério multinomial n = (nj,...,ng) e,

claramente, n; +---+ng = L.

2.6 Distribuicao Poisson generalizada parcialmente cor-
relacionada PGPC(A, p, L, K)

A distribuicdo Poisson generalizada parcialmente correlacionada, desenvolvida por
Lucefio (1995), € util para situacOes em que os individuos de uma populagdo estdo sujeitos
a eventos repetidos durante um intervalo de tempo e os dados de um individuo consistem do
ndmero de ocorréncias de eventos. Sobredispersdo € introduzida uma vez que os eventos ocorrem

em clusters . Os seguintes pressupostos foram feitos no desenvolvimento da distribuigdo:

1. Os clusters sao independentes um dos outros e existem N destes clusters durante o intervalo

de observagao;

2. Cada cluster contém L individuos ou itens que formam aleatoriamente K aglomerados de
tamanho (ny,...,ng), seguindo uma distribuicdo multinomial com K resultados equipro-
vavelis, isto é, (ny,...,ng) ~M,(L;1/K,... 1/K);

3. Dado (ny,...,nk), o nimero de ocorréncias de evento, ¥;, dado pelos itens pertencentes
ao i-ésimo aglomerado € uma varidvel aleatdria seguindo distribui¢do binomial correlaci-

onada, Y; ~ BC(n;,p,p) (ver Apéndice A), parai=1,...,K. As varidveis Yi,..., Yk sdo
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distribuidas de forma independente e Y| + - -- 4+ Yx € o ndmero total de eventos de um

cluster ;

4. Se N — «e p—0,em que p e a probabilidade marginal de um item apresentar a ocorrencia

de um evento, entdo o nimero total de itens vezes p é uma constante, ou seja, NLp = A;

Assim, se K =2 e L = 4 entdo os clusters tém 4 itens que aleatoriamente formam 2 aglomerados
de tamanhos (4,0), (3,1), (2,2), (1,3) ou (0,4), de acordo com uma distribui¢do multinominal
M,(4;1/2,1/2).

A distribuicdo PGPC foi desenvolvida pensando no caso de dados de contagem de
Poisson com correlacdo entre individuos de um mesmo cluster e independéncia entre clusters,
em dados de uma distribuicdo binomial generalizada parcialmente correlacionada com um

numero grande de clusters e o parametro p pequeno.

No artigo de Lucefio (1995) ele manteve fixos os pardmetros L e K e fez a estimacdo dos
pardmetros A e p pelo método maxima de verossimilhanca. Mas no exemplo apresentado no
artigo nao era possivel atribuir os valores aos parametros L e K. Dessa forma foi fixado o valor
L = 11 ndo por alguma informacao dos pesquisadores mas por facilidade nos célculos e fixado

alguns valores do parametro K.

Existem casos em que o pesquisador sabe o valor do parametro K, ja o parametro L é
uma varidvel latente, ou seja, é sempre desconhecido para o pesquisador. Porém, é possivel
fixar um valor que o pesquisador ache que seja coerente com o estudo feito para os dois
parametros. No Capitulo 5 de tépicos adicionais nés fazemos a estimag¢do pelo método de
maéxima verossimilhanca usando o software R com o comando optim para trés casos, o caso em
que os pardmetros A e p sao desconhecidos e estimados e L e K sdo fixados, sendo conhecido o
pardmetro K ou simplesmente fixado, e o caso em que os pardmetros A, p e L sdo desconhecidos

e K € conhecido ou fixado.

2.6.1 Funcao de probabilidade

A expressao da fungdo de probabilidade, valor esperado e variincia foram apresentadas
por Lucefio (1995) passo a passo a partir da fun¢do geradora de probabilidade. Os momentos
foram calculados a partir da funcao caracteristica.

Temos a seguinte fungdo caracteristica calculada por Lucefio (1995) para U ~ PGPC(A,
p, LK):

it\ L
(pU(t):exp{l(l—p)(e”—1)+)'%K{<1—%+%) —1}}.
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Observe que a funcgdo caracteristica pode ser reescrita como se segue:
. K 1 it\ L
Qu(r) = exp lﬂ—pxd“4)+&%—{<1—ﬁy+%> —1}}
L
= exp{ A(l—p+pBi)(e"—1)+Ap ZBl(e’” — 1)}
=2
L .
— exp{ A Y m(e —1)

I=1

— lﬁle"p{“l(em_ D},

K /(L I
ﬁl:z<l) (1_E) X (2.8)

em que

paral=1,...,Le

m=1—-p+ppi ¢ m=pp, (2.9)

paral=2,...,L.

A fungdo geradora de probabilidade foi calculada usando a Observacdo A.2.3 (Apéndice
A) pela fun¢do geradora de probabilidade:

Pult) zexp{l(l—p+pﬁ1)(t—l)+lp Zﬁl<z—1>}. (2.10)

=2

A fungdo de probabilidade da distribui¢do PGPC € calculada através da funcao (2.10), é

a u-ésima derivada em ¢ aplicada at = 0 vezes 1/u!.

L
Sejam a(0) = <1 —p+pZBl>,a1 =1-p+pPr.eall) =pBA' ' paral=2,...,L.
=1

Definimos a funcao:

1, se j=0,
d(j)= min(j7L)l‘ (]-_1

LM

=1

(2.11)
)ala’(j—l), se j=1,2,...,

emque/=1,...,u. A funcdo de probabilidade segue:

L u
P(U:u):exp{—l <l—p+p Zﬁl>}d<um (2.12)
=1

u!
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O valor esperado foi calculado usando a fungdo caracteristica e a Observagdo B.1.2
(Apéndice B):

L
9y /(0) = e"id (1—p+leBz> =iA(1-p+p) =ik

=1

Portanto, E(U) = A. Como E(|U|) < e entao (pl(/k) (0) = i*E(U*), e com o resultado da
Observacgdo B.1.3 (Apéndice B):

op(0) = °</1“<1 p+leBl+7u (1—P+Pilzﬁl>>)
/1

en(oe(n)
= 2o (5)

Assim, E(U?) = 2>+ A <1+L—[;1> , logo Var(U) = A (l—i-—p(L_ D

> . Os outros
K

momentos seguem a férmula (p,(Jk) (0) = *E(U*).

Segue no Apéndice C as funcdes massa de probabilidade (cédigo-fonte 5), distribuicao
acumulada (cédigo-fonte 6), quantil (cédigo-fonte 7) e geradora de valores aleatdrios (codigo-
fonte 8) da distribui¢do Poisson generalizada parcialmente correlacionada. O cédigo-fonte 10
apresenta a programacao feita no software R para a estimagao dos parametros da distribui¢ao

PGPC. No Capitulo 5 apresentamos uma simulac¢do feita com a distribuicao PGPC.

Na Figura 4 apresentamos alguns graficos para ilustrar como a fmp da distribui¢do PGPC
se comporta ao variarmos alguns parametros, mantendo fixo os outros parametros. Inicialmente
temos o grafico com A = 10; p = 0,5 e K = 2 variamos o parametro L. No segundo grafico
temos A = 10; p = 0,5 e L = 3 variamos o parimetro K. No terceiro grafico temos A = 10, L =3
e K = 2 variamos o parametro p. No dltimo grafico temos p =0,5; L =3 e K = 2 variamos o

pardmetro A.
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Probabilidade

Probabilidade

Figura 4 — Gréficos da distribui¢do PGPC variando um dos parametros.

005 010 0.15

0.00

0.08 010 015

0.00

= —a— =1
-~ i
faas -+ =3
fork o ul L=4|
PA —t —— L=5|
- o W
i i
& b N
ol N
# i:h\
b
L)

Variando o parametro L

p=02|
. p=08
p=8
=1

Probabilidade

Probabilidade

005 010 015

0.00

0.06 010 0.5

0.00

Variando o parametro K

—— K=1

:‘2: e K=3
_ ;4-.\1: K=4

Variando o pardmetro i

= ‘,’\‘ - =5
I & . 2=10
L e 3=15
= B Vo =20
{ ¥ 4 —e 2=25
| N e g
| R Y -
| i ¥
_ .’ s B by i
/ . o
i ; Y o
$ A AN
2 (. -~
g - i - l‘t
Y e ahaa T T




49

CAPITULO

DISTRIBUICAO COM-POISSON
CORRELACIONADA

Neste capitulo expandimos a distribui¢cao Poisson correlacionada desenvolvida por Lu-
cefo (1995) e a distribuigdo COM-Poisson desenvolvida por Conway e Maxwell (1962) para
a nova distribuicdo COM-Poisson correlacionada. A expansdo € realizada através da funcao
caracteristica e func@o geradora de probabilidade, como mostramos adiante. Posteriormente,

calculamos a média, variancia, os momentos e a fmp da nova distribuicao.

3.1 Introducao

Neste capitulo propomos uma nova distribuicio de probabilidade. A ideia € obter genera-
lizacdo que englobe a distribui¢do Poisson correlacionada e a distribuicdo COM-Poisson com as
vantagens de ambas distribui¢des. Ou seja, uma distribuicio COM-Poisson correlacionada que
tenha um ajuste melhor que as distribui¢des citadas quando estudamos dados de contagem que

apresentam a mesma correlacdo e que tenha subdispersdo ou sobredispersao.

A construgdo dessa nova distribuicdo € feita de maneira idéntica a forma que Lucefio
(1995) desenvolveu para cada uma das distribui¢des apresentadas no capitulo anterior. O processo
¢ feito através da modificagdo ou generalizacdo de uma funcdo caracteristica de interesse.
A distribuicdo Poisson correlacionada foi desenvolvida através da funcdo caracteristica da
distribuicdo Binomial correlacionada. As modificagdes envolviam o limite desta funcdo com
o parametro n tendendo para o infinito e o pardmetro p tendendo para zero. Assim, nestas
condi¢des, pn tende para uma constante A, e através dessa nova fungdo caracteristica sdo
calculados os momentos e a fun¢do geradora de probabilidade e, consequentemente, € calculada
a fmp. Similarmente, a distribuicdo Poisson generalizada parcialmente correlacionada (PGPC) foi
desenvolvida a partir da distribui¢do binomial generalizada parcialmente correlacionada (BGPC).

Esta mesma ideia é utilizada para a contru¢do da distribuicio COM-Poisson correlacionada.
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Ou seja, através da fungdo caracteristica da distribuicdo Poisson correlacionada, que € uma
composi¢ao de funcdes, substituimos a funcao exponencial pela funcio Z e através dessa nova
funcdo caracteristica sdo calculados os momentos e a func¢io geradora de probabilidade e a fmp

da distribuicio COM-Poisson correlacionada.

3.2 Proposta para construcao de uma nova distribuicao

A fungdo caracteristica € usada como base para a construcdo das duas novas distribui¢des
apresentadas neste trabalho. Em ambos os casos consideramos uma forma anéloga a que foi
usada em Lucefio (1995). As defini¢cdes e alguns resultados envolvendo funcao caracteristica,

momentos e a fun¢do geradora de probabilidade estdo no Apéndice A.

Sejam X ~ P(A) e Y ~ CMP(A,9). As fungdes caracteristicas de X e Y sdo dadas,

respectivamente por:

oo A3 x ) ity \x
(PX(t) :E(eitX) — Z eitx% — e—l Z (6 )'L) — CXp{A[eit o 1]}, (31)
=0 X. =0 X.
o) =EE@) =Y A Ly G _ACR0) gy

S7(1,0) 0D Z(A.0) = 0D T Z(R,9)

oo An
emque Z(A,9) = Z W A >0e ¢ > 0. Seguindo a reparametrizacio feita por Guikema e

n=0

Goffelt (2008), podemos escrever:

om0~ § (ﬂ)"’.

o \ m!
A Equacdo (3.1) pode ser reescrita na forma:
1 it (eitk)x
Px (t) = Ce An Z I

uma vez que Z S
0 n!
n=

A proposta feita por Conway e Maxwell (1962) ao desenvolver a distribuicio COM-
A"
e =Z(A,¢). Assim, a

funcao caracteristica da funcdo COM-Poisson, utilizando esta estrategla ¢ dada pela Equacao
(3.2).

Poisson foi inserir o pardmetro ¢, para ¢ > 0, definindo a func¢do Z
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Observe que a unica diferenca entre as funcdes caracteristicas da varidvel Poisson, na

Equagdo (3.1), e da varidvel COM-Poisson na Equacio (3.2), € a presencga do parametro adicional
Q.

Seja U ~ PC(A,p), como a fungdo caracteristica da distribui¢do Poisson correlacionada
(PC), @y (t) = exp{A[e” —1]}(1 —p) + p, é uma composicio de funcdes, a ideia é aplicar a
funcdo Z na funcao caracteristica da distribui¢do PC substituindo a fun¢do exponencial.

3.3 Distribuicao COM-Poisson correlacionada

Usando a mesma construgdo feita por Conway e Maxwell (1962), que definiram a
distribuicdo COM-Poisson, e Shmueli et al. (2005), que determinaram a distribuicio COM-
Poisson na forma da Equacao (2.1) e considerando a func¢do caracteristica da distribui¢do PC,
ou(t) = exp{A[e" —1]}(1 — p) + p, definimos a fungdo caracteristica de uma varidvel que

definimos como V de interesse da seguinte forma:

. o (")

Z(e"A,9) Yn=0 "Guyo
ov(t)=— 7 (l=p)+p=—o—7(1=p)+p (3.3)

Z(A,9) Lm0 (oo

em que ¢ > 0 € o parametro de dispersao.

Observe que quando ¢ = 1 a Equacdo (3.3) é exatamente a expressao da funcdo caracte-

ristica da Poisson correlacionada.

Repetindo o processo e considerando a reparametrizacdo feita por Guikema e Goffelt
(2008), temos:

o) =S B8 p) . (3.4)

em que ¢ € o parametro de dispersdo.

Proposicao 3.3.1. Seguindo a Equacao (3.3), a varidvel aleatéria V segue distribuicio COM-
Poisson correlacionada com pardmetros A, ¢, p, ou seja, V ~ CPC(A,¢,p). Analogamente

seguindo a reparametriza¢éo da Equagdo (3.4), V ~ CPC(u,¢,p).

Usando a Observagdo A.1.3 (Apéndice A) e a relag@o 3.3 podemos calcular os momentos:

8

d (€M) i(1—p) & ke™AF
G (k)0 Z(R,9) 5 (k)P

dov(t) _ d (Z(e"A,9) (1-p)
d :E<ahw(“”””>:akmk

Dessa forma, pela Observagao A.1.3 (Apéndice A) temos que:

(1-p) & kAK
V=200 By e .

o
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Proposicio 3.3.2. E(V)~ (1—p) (/11/¢ + 25— §> .

Prova: Aplicando o resultado da Equacdo (2.2) na Equacao (3.5), temos:
k}Lk 11
E(V E(Y)~(1—p)(Al/? : |
2 B = (1-p) (2104 5 -5

Os momentos de ordem superiores sdao calculados de forma similar, isto é:

dev(t)  i(1-p) & d ke AF  P(1—p) & Ke™Ak
a2 Z(A, (l)) \ dt (k1)? N Z(A,9) =0 (k1)o7

deDv(t) B im(l—p) o i itk 3 k

dr™ Z(A,9) = (k)9

Novamente, pela Observacdo A.1.3 (Apéndice A), temos:

my k
E(V™) = ((,1 ¢) y kk|/l¢, (3.6)

param=1,2,.... [ |
Proposiciao 3.3.3. Se V ~ CPC(A,¢,p) entdo:

[ AO-pEr r=0
EV™) A(l—p)(aa)LE(Y’)JrE(Y)E(Y’)), >0,

sendo Y ~CMP(A,¢)er=0,1,2,....
Prova: Aplicando o resultado da Equacgao (2.3) na Equacao (3.6), temos:

(1-p) & k™A%
Z0%.6) &, ()7
{ AL =p)[E(Y +1)]1-¢, r=o,

A(1—p) (%E(W) +E(Y)E(Y’)> , r>0.

E(V'™*) =(1-p)E(Y"!) =

Proposicdo 3.3.4. Se V ~ CPC(A,¢,p), entdo:

Var(V) ~ (1 —p) (/1 /9 +p ()Ll/qﬁ + 2¢ 5)2)
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Prova: Aplicando o Resultado 3.3.3, o Resultado 3.3.2e Y ~ CMP(A,¢), temos:
Var(V) = E(V?)—(E(V))* =

= (=) (A250 €007 ) - (1= prE) -
= (1=p) (5" + (EM)P = (1-p)(E(Y))?) =

= (1=p) (B2 + (B = (E(X)*+p(E(Y)?) =
= (1-p) (2 +p(E(M)?) ~

N (1—p)<’“/¢+p<11/¢+ﬁ—%> )

Observacao 3.3.5. As funcdes geradoras de probabilidade das distribuicdes Poisson e COM-

Poisson sdo dadas, respectivamente, por:

12 (A
Po(t) =
= m oy
(&
1 > (tA)Y
[N )

Observe novamente que a tUnica diferencga entre as duas funcdes reside no fato da presenca

do parametro ¢.

Utilizando a funcdo Z, a fungdo geradora de probabilidade da distribuigio COM-Poisson

pode ser escrita como:
e AY
Py(t):E(tY): _—
L 700000

Dessa forma, propomos uma expansio similar para o cdlculo da fun¢do geradora de probabilidade
da distribui¢do que estamos desenvolvendo, COM-Poisson correlacionada. Pela Observagao
3.3.5 e Definicdo A.2.1 (Apéndice A), a funcdo geradora de probabilidade COM-Poisson corre-

lacionada é dada por:

1 = Akt
Py(r) = (1—p)+p=Z(l’¢)(1—p)]§)W+p-

A funcao geradora de probabilidade fornece a fmp da nova distribuicdo COM-Poisson
correlacionada, CPC(A,¢,p), porque P(V =v) é 1/v! vezes a derivada de ordem v de Py (¢) em
relacdo a t quando ¢ = 0 (ver Observacdo A.2.3, Apéndice A).

Desta forma,
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d I PN L DP— L bR WTa
a0 =z TP L T Tz P R G e
d? B 1 e Akk-Ar e A+ ) (s+2)f

a4’ :_ 1 e A e A sl
v =z 50 p)k:V(k—v)!(k!)¢’_Z(A,tp)(l p)szo S5 +v)e

R _l=p AW 1-p AV
PV =v)= v!dtVPV(t) —o VIZ(A,9) (W) Z(A,9) (v))?'

parav = 1,2,.... Para o caso em que v = 0, basta aplicar k = 0 na Equacao (3.7).

Pela Observacao A.2.3, a fmp da distribui¢do CPC € dada por:

1-p
+ se v=0
P(V=v)= Zl(l’g)) ;ﬁ
WW N V:1,27...

Repetindo o processo para a reparametrizagcdo feita por Guikema e Goffelt (2008),

podemos calcular os momentos usando a Observacdo A.1.3 e a Equagdo (2.4):

it it (0
dev(t) _ d (S(efp,9) _(=p) & d ((erw)) _
di ‘E<S<u,¢> (1_”)+">‘S<u,¢>k_05< a ) )
01-p) 5 (< !
S(u.9) =\ K
Dessa forma, segue que

C-p o, e’
E(V)_S(u,mkgak(k!) ’

s

Os momentos de ordem 2 e superiores sdo calculados considerando as derivadas:

itk

o itk (0
d*ev(t) _ i(l—p)igk eopt\ iz(l—p)ikz eo pt
e S(u.9) dt k! o S(w,9) k=0 k! 7
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Logo, pela Observacdo A.1.3 , os momentos e a variancia sdo dados por:

itk 0
— ¢
E(Vm):(1 p)Zk (e “) , param=1,2,...¢

S(.“?‘P)k:() k!
o 0 itk 9
_ (1-p) ecu’\ (1-p) et
VarV) = Staoe) kgbk ( k! ) Sn.9) Zk( )

A fungdo geradora de probabilidade da distribuigdo COM-Poisson correlacionada (Defi-
nicdo A.2.1) é dada por:

S(°4,9) = (b
Pv(f)zs(u—,é))(l—l?) P ( ) : (3.7)

A funcdo geradora de probabilidade fornece a fmp da nova distribuigado COM-Poisson
correlacionada CPC(u,¢,p), porque P(V =v) é 1/v! vezes a derivada de ordem v de Py (r) em
relacdo a t quando t = 0 (Observacdo A.2.3).

As derivadas de ordem 1,2, ...,v de Py(t) sdo dadas por:

k=1 s=0
k=2 ¢ s (0
d> (1-p) ¢ t 9 pk (1-p) & 1o pst?
Py (t) = k(k—1 = s+1)(s+2 ,
™ = e N ) Tswe BTV G
. kv ¢ ¢
d’ 1-p) & k! t o uk = (s+v)! [ 10 pust
F0 = Y (Y 5y
dt S(u,¢) = (k—v)! k! )= st (s+v)!
Logo, a fmp da distribuicdo COM-Poisson correlacionada é dada por:
== L = 1op (1)
T ™Y T s e) \r )
parav =1,2,.... Para o caso em que v = 0, basta aplicar k = 0 na Equac@o (3.7), ou seja,
PV =0)=——P 4p
S(u,0) T

Portanto, pela Observagao A.2.3, a fmp da distribuigdo COM-Poisson correlacionada é
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dada por:
l—-p
+p, se v=0,
S(u,
P =y=0 SO (3.8)
— ], se v=12,....
S(Lw)(v!)

3.4 Distribuicao COM-Poisson Correlacionada versus dis-

tribuicao COM-Poisson zero-inflacionada

A distribuicio COM-Poisson zero-inflacionada (ZICMP), apresentada em Barriga e
Louzada (2014), tem fmp dada por:

— 4+ p, se v=20,

- 1—p (‘LLV)¢
— ], se v=1,2,...,
S(u,¢) \ v!

em que p € o parametro de inflacdo de zeros e os outros parametros sdo iguais aos da distribui¢cdo
CMP.

(3.9)

Observe que as duas distribui¢cdes, a que construimos neste capitulo, denotada distribui¢ao
COM-Poisson correlacionada e a distribuigdo COM-Poisson zero-inflacionada, tém funcoes
massa de probabilidade similares. No entanto, as distribuicdes t€m finalidades completamente
diferentes. Enquanto a distribuicio COM-Poisson correlacionada € utilizada em situagdes em
que os eventos de Bernoulli que geram a contagem sao correlacionados e existe a possibilidade
de subdispersao ou sobredispersdo, a distribuicdo COM-Poisson zero-inflacionada € utilizada em
situacdes em que o nimero de zeros incorporados ao conjunto de dados é maior que o permitido
pela COM-Poisson e também existe a possibilidade de subdispersao ou sobredispersdo. Além
disso, o parametro p presente na forma (3.8) € o parametro de correlagdo entre duas varidveis
aleatorias Bernoulli e o pardmetro p presente na forma (3.9) é responsavel pela modificagcao da

probabilidade de zero em relagdo a distribuicio COM-Poisson.

Dessa forma, se um pesquisador estudar dados com problemas de dispersdo podera usar
os resultados da distribuigdo COM-Poisson zero-inflacionada incluindo o pacote CMPControl
no programa R que inclui esta distribuicao. Porém, € importante ressaltar que nem sempre a
generalizacdo zero-modificada de uma distribui¢do € a mesma generalizacao correlacionada da

distribui¢do em questdo. Um contra-exemplo € a distribui¢do Bernoulli.

No trabalho de Barriga e Louzada (2014) € apresentado o modelo de regressao COM-
Poisson inflacionado de zero e desenvolvidos métodos de estimagao dos coeficientes de regressao
e de selecdo de modelo e diagnostico. Pela similaridade das fun¢des massa de probabilidade,
a maioria dos estudos feitos para a distribuicdo COM-Poisson inflacionada de zero pode ser

adaptada para a distribuicdo COM-Poisson correlacionada.



57

CAPITULO

DISTRIBUICAO COM-POISSON
GENERALIZADA PARCIALMENTE
CORRELACIONADA

Neste capitulo usamos a distribuicio PGPC desenvolvida por Lucefio (1995) e a dis-
tribuicio COM-Poisson desenvolvida por Conway e Maxwell (1962) para construirmos uma
nova distribui¢do que serd denotada COM-Poisson generealizada parcialmente correlacionada
(CPGPC). A generalizagao € feita na fungdo caracteristica e na funcado geradora de probabilidade
como apresentada no capitulo anterior. Com esta generalizac@o calculamos a média, variancia,

os momentos e a fmp da nova distribui¢do e finalizamos com um estudo de simulacao.

4.1 Introducao

Neste capitulo propomos construir uma nova distribuicao, distribuicao COM-Poisson
generalizada parcialmente correlacionada, envolvendo a distribuicao Poisson generalizada parci-
almente correlacionada e a distribuicdo COM-Poisson. A ideia € obter uma distribui¢do com as
vantagens de ambas distribui¢des participantes. Ou seja, uma distribui¢cao que se adequa melhor
que as distribuicdes citadas para dados que apresentem clusters independentes com a mesma

correlagdo em cada cluster e que tenha subdispersdo ou sobredispersao.

A construcdo dessa nova distribui¢ao utiliza o mesmo procedimento apresentado no

capitulo anterior.

4.2 Construcao da distribuicao CPGPC

Levando em conta a Equacgdo (2.10), consideramos o mesmo procedimento utilizado

na construcao da distribuicdo COM-Poisson a partir da distribuicao Poisson como discutido no
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Capitulo 2.

Sejaav.a. X ~ PGPC(A,p,L,K) e considerando a fungdo caracteristica da distribui¢do

Poisson generalizada parcialmente correlacionada,

L ) L 0 A{ kl itlk;
ZHGXP{lTll[e”l—l]}ZH Z nl e ’
I=1 =1 Y, 0 =0

definimos a fun¢do caracteristica de interesse de W ~ CPGPC ( ,p,9,L,K) da seguinte forma:

ﬁ i 7LT[ )k,ezzlk, B L Z(lnlei’l7¢)
=1 n 0 (M”¢ k=0 =1 Z(M]Mf))

em que ¢ > 0 € o parametro de dispersdo.

Proposicao 4.2.1. Seja a fungdo @y : Z — C definida como

ﬁ )Lnleztl ﬁ oo ()Lnl)k,eitlk,
— /11717 ZZIZA,TI[,¢) k=0 (kl!)¢ ,

4.1

¢w (1) é uma funcdo caracteristica.
Prova: Usando o Teorema A.4.2 (Apéndice A) basta provar que a fungdo @y (¢) é semi-definida
positiva e @y (0) = 1. Assim podemos concluir que @y (7) é uma fungao caracteristica de alguma

vaidvel aleatéria, W, digamos.

Sejam n = 1,2,...t1,...,t, reais, € z1,...,Z, complexos e 7; € conjugado de zi, para

k=1,...,n. Logo, temos:

™=

_ n L 1 o ()bnl)kleilkl(lj*fk) _
Z(PW P — )22k —ZZ (H (Anl ‘P)klZ’ (1) )ijk_

J=lk=1 j=lk=1 \I=1
.o — Zja:
oy zL:1Z (Any, ¢)k1:0 k=0 I, (k!)®
o o 2YL Kk n
1 D A ”Llnz 1’71 ZZ > lzk,zjzz o i T ki |
I ZOAMs ) =y =0 Ty (k!9 =1
1 oo o ),Zlekz Hl lnl n ;
Zl llkllj lZ, 1lkltk =
zje e
lelz(lnb(P)k,Zo kLZ:O [T (ki!)® JZ kzl
2
1 .- = ALikTE 1’71

>0

ZZJ ixk | Ut
j=

a Z@’?h‘P)kl:oka:o ITiey (ke )®

Logo, @w (t) é uma fungdo semi-definida positiva. Para provar que ¢w (0) = 1, fazemos:

e o (it &
“zgaa L, e~ 1

k=0 ( l

L
HZ lnlaq))

1£=1
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Portanto ¢w () é uma fungdo caracteristica de uma variavel aleatéria W seguindo uma
distribuicao CPGPC. [ |

Os momentos sdo determinados a partir das derivadas de ¢ (¢), ou seja:

B L 1 oo ()Ln,)kjeitjkj
w0 = 70m6.L, @

d Ny i (An)h(ky)beti

Gov) = ¥ () ,

dt lez,;z{l 1 11;112(7”7],@ k;j=0 kj!)(p

d2 2 L 12 oo (An )k/(]k )ljell]kj
o) = ¥ (1) ke

dr? 162% 1 ,I:Ilzunwﬁb)k—o (kjv)(b

a" N\ e )bk e

——ow(t) = ( ) ,

dt oo, 1 JI:IIZ(lnj,q))kJ 0 (kj!)¢

v M\ bk
t—O_le!Zﬂn <I>JI;IIZ(7LT[],¢) Z (kj!)(p . 4.2)

Ny 1o (k)
Proposicao 4.2.2. E(W") = ( ) J LA
=L Zan;,0) =y ()9

Prova: Aplicando a Observacdo A.1.3 na Equacdo (4.2), temos:

: = (An))N (k)"

E(W") = ( ) ] L, |

15%1 JIIZ Arl]»‘l’) Z (kj!)¢

oo 7“7 kj k )lj
Proposiciio 4.2.3. E(W) =) H Z o .
led j=1 )”7/7‘15 kj!)
Prova: Aplicando a Proposu;ao 4.2.2 paran = 1, temos.
NI Y
Z H Z (An;) j'({ij) j. -
lea j=1 7“7]’ kj=0 (kj->
L < mn-)kf(jk-w

Proposiciao 4.2.4. Var(W) = < ) ] LEEE

. k)
(ZH ] e v )

le.o) j=1

Prova: Aplicando a Proposicdo 4.2.3 e a Proposicdo 4.2.2 para n = 2, temos:
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A func¢do geradora de probabilidade de W € encontrada trocando e’ por ¢ na Equagdo 4.1,

pois Py (t) = E(t) e ow(t) = E(e'), dessa forma temos:

ﬁz (At @) B L 1 = (Any)kilk
)“TIZ ¢) =1 Z(lmafl)) k=0 (kl!)¢

1=

Considere a fungdo geradora de probabilidade (Defini¢do A.2.1, Observacao 3.3.5):
L1 & (Any)lndy
j=1 ( nj7¢> k=0 ( j-)

d N 1 & (k) Anybes
_]JW t — ( ) J J ,

dt ( ) 1;@71 1 EZ(),T]J,(P) ki=l; (]kj—lj)!(kj!)¢

& N1 & (k)N

_PVV t — < ) ] J 7

d” w\ <& 0 Anj)kiziki=t

—Py(t) = ( ) , se w<L,
darv¥ (1) lez’% 1 jI:IIZ(AnJ, kalj ]k —l (kN9

d” L\ (w—L\ ¢ 1 > (k) (An)kigkitimm

—Py — ( )( ) .j , se w>L.
dr* " (l,mé%’w 1 m 11—12(7”717‘1’) kj=lj+m; (jkj—1j—mj)(k;1)®

Logo, para todo w < L, temos:

o =¥

w
dt t=0 les,

(w) [ 2 W/i) Ltny)
1 Z(An),9) ((%)!)¢

X se XEZ (w> w!
em que Iz (x) = e —
{ 0 se x¢Z .
Para todo w > L, temos:
-y L\ (w—L ﬁlz i+m;\ (Anj)tmdli(1; 4 m;)!
1 m i J l+mj ' ¢
(A’n]7¢ ( ) )

=0 (Im)e%, j=1

I

L L
(ll,...,lL,mla-"7mL)EZ%‘L:Z +m] Z
j=1 j=1

—— P (1)

dthw()

em que A, = {(l,m) =

[ [
<ll+m1, 2—;m2,..., L_;mL) EZ&_}.
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Logo, pela Observacdo A.2.3 a fmp da distribuicio CPGPC é:

;

IZ(J/J (7”7/)[’/] -
15’411—11 Z(An;,0) <<17, ‘>¢’ >w
PW=w)= y ( )( L) ; (1 +m,> (An ) Grmi(1; 4 m;)! <
Z )
| 4.3)
[ |

Teorema 4.2.5. Seja a funcdo dada pela Equacio (4.3) da varidvel W, entdo W € uma distribui¢do
de probabilidade.

Prova: Para provar que a Equacido (4.3) é uma distribuic@o de probabilidade € preciso mostrar

que:

1. P(W =w) > 0, para todo w pertencente ao dominio da fun¢do. Como a fung¢do P é uma

soma e multiplicacdo de nimeros positivos segue o reultado.

2. Z P(W =w) = 1. Pela Observagio A.1.4 basta provar que @y (0) = 1. Aplicando t =0

w=0
na Equacdo (4.1):

1£IZ lnle()l,d) ﬁ )LT” ¢ L:
=1 7”717 =1 7“11 ¢)

Aplicando a Equacao (2.8), Equacgdo (2.9) e a Equacdo (4.3), também temos esta outra

forma da fmp:

( Z (/1( —p+pB))" £ Iz(j/j) (lpﬁj)l‘/f <0
y (L) <W—L> (l(l—p+pB1))“+’”'(ll+m1)!
PW=w)=3 qmea, \I/\ M JwZA(1—-p+pB1),¢) ((li+m)!)° (4.4)
Lo (Lm By (L 4 my)!
HIZ R i
( ! >w!z<xpﬁj,¢>((@)!)"’

J=2




62 Capitulo 4. Distribuicdo COM-Poisson Generalizada Parcialmente Correlacionada

4.3 Calculo dos momentos e funcao massa de proba-
bilidade (fmp) para a distribuicio reparametrizada

CPGPC(u, ¢, p, L, K)

Considerando a funcao caracteristica e a funcdo geradora de probabilidade a partir da

reparametrizacdo usada na Equacdo (2.4), temos:

lt/k ¢'
ﬁ Hnj/¢e¢ ¢) _ L 1 i ,LL jnjj/¢
=1 Suni’®e)  =iS(un)’?,e) o kj!
e
0
j=1 un}/¢,¢ 0 1/¢7¢)k,fo kf!

Os momentos sdo determinados a partir das derivadas de ¢w (¢), ou seja:

RN
Iél 1 > wn/“’ s
owt)=]|—5—
=1 S0’ 9) o kj!
it ik s ¢
kifo "
d 1\ L i it ; /,kan.f e 9
Gov) = ¥ ()11 Y (i)t | ,
i S\ L sun ! 0) k!
e\ @
kifo L0
d2 2 L 12 oo uk]n../ e )
owlt) = ()H Y (g | ,
2
dt = 1 j:lS(,uT[]l/(P,¢) e kj!
itjk; 0

n L ln oo ukjnkj/¢ ¢
_ N\ J
IO o () e
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CPGPC(1, 9, p, L, K) 63

) L 1 oo ‘LL jn J/(P ¢
5 X k) | ——
1521 8(un}’?,9) =0 k!

Prova: Aplicando a Observacdo A.1.3 na Equagao (4.5), temos:

Proposicio 4.3.1. E(W") = Y (”
ley,

ki/o

E(W") = Z <n) fl; i (jk-)lj % m
16% l J=1 S(unjl/¢7¢) J:O ’ k]‘

L 1 oo ‘Ll jn J/q) ¢
Proposic¢io 4.3.2. E(W) = I1 —— Y ( Jkj) —J‘
1€ j=1 S(un;"%,9) ;=0 kj!
Prova: Aplicando a Proposicdo 4.2.2 para n = 1, temos:
¢

) ¥ [T § o (20 .

- PRV I J :

lem1=15(un,/¢,¢) kj=0 kit
2\ L 1 e l Hk’njj/(P ¢
Proposicao 4.3.3. Var(W) = Z <l) UW Z_" (jk;) —r +
1€ N/ j=18(un;", ) k=0
k /¢ ¢

k.
L 1 - uon;
_ Z H— Z(]kj)lj Y A
& -1 S(un;’®,0) = kj!
Prova: Aplicando a Proposicdo 4.3.2 e a Proposicdo 4.3.1 para n = 2, temos:
Var(W) = E(W?)—(E(W))* =
kj/¢
2) L 1 N
= ¥ () X w5 ) +
lech <l j=IS(HnJ/¢7¢) kj=0 k!

L 1 - wom;’
| XTI X Gk | =]
& =1 S(un;’®,9) 50 k!

Considere a fungdo geradora de probabilidade (Defini¢do A.2.1, Observacdo 3.3.5):

LSunfee) b o [ /0
]:

I-“TJ 7¢) j=1 S(Nn}/¢7¢) kj=0 k :
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/¢ /k ;0\ ?
d 1\ & 1 = (k) [ #hny
amo = ¥ ()11 ,
dt e, 1 j:ls(un;/¢7¢) ki=l; ( k —l) k'
/¢ ]k ;0\ ¢
&> 2\ & 1 = (k) mimy
amo = ¥ (7) ’ ,
dr? = 1 I_Il ‘un]/ ’¢) = (]kj—lj)' kj!
/¢ ]k 1\ ?
d” L = (jkp)t [ mhiny
—Py(t) = () N / , se w<lL,
darv ; I;II ‘unj 7¢) ]—lj(ka_lj)! kj!
d” L\ (w—L 1
LG () P
dr* (tmyes, \1 m j=15(,Llle/¢,¢)
/(p jk l—m (0
- (Jk;)! pom; d L
L Gt —m) ;! ! ¢ Wt
kj=lj+m; J J J J
Logo, para todo w < L, temos:
L/
LI ) iy
= 1 : ,
‘”W —0 &z, \1 Zis(un)’?,9) (%’)‘
em que I (1) x se xX€Z e(w) w!
u X) = =
etz 0 se x¢Z \1) L. .-I!
Para todo w > L, temos:
N
B L\ (w=L\ i (L+m\  (+mp)t [ (un/®)aemli
dthW( ) Z 1 m HIZ i 1/¢ Litm;
=0 (Lm)e%, Jj=1 J wiS(un;’",9) <T>'
L L
em que %, = < (Lm) = (y,...,lp,m,...,m eZiL:Z j+mj) = Z
j=1 j=1
[ +my lp+myp,
(11+m1, T L )EZ&_}.
Logo, pela Observacdo A.2.3 a fmp da distribuigéo CPGPC é:
(
. 1i/(j9)
IZ(]/]) nu' njl !
1 Y
&, =18 o) \ ()
se L>w,
P(W=w)= 1/ .
z Ot ()t (s
Z ; :
amjes, NN M) G S/ wiS(un; 7o, ,9) (z,++,1,>,
se L<w.

(4.6)

Y
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Aplicando a Equacao (2.8), Equacgdo (2.9) e a Equacdo (4.6), também temos esta outra

forma da fmp:

( ) (0
T RV, o S AUTF), wli(Bjp)i o)
e 11OS(u(1—p+Bip)' /9, 0) 15 S(u(Bip)'/?,9) (17,>, ’
se L>w,

L\ (w-L (w2Bip) (1 +-my)!
PW=w)= (l,m)Z;’%w <l)( m )W!S(H(l—P+ﬁ1P)l/¢ 9) <l+m>'¢

L (litmi _ Grmp)t [ (u(Bip) )
[0 (7)ot () )

J=2

se L<w
4.7

4.4 Estimacao pelo Método de Maxima Verossimilhanca

Seja W uma varidvel aleatéria seguindo distribuicdo CPGPC e considere w = (wy,wy,. ..,
wy,) um vetor formado por observagdes de W. Consideramos que os pardmetros L e K sejam
conhecidos e estimamos os parimetros A, ¢ e p para a primeira parametrizagdo e [, ¢ e p para a
segunda parametrizagdo. Denotamos por Z = (w, L, j,[;,K) o vetor de informagdes relacionadas
aw, em que n € o nimero total de informacdes. A func¢do de verossimilhanga pode ser construida
considerando a parametrizacao da distribuicio CPGPC dadas na Equacdo (4.4) e na Equacao
(4.6).

4.4.1 Funcéao de Verossimilhanca para a distribuicio CPGPC (A, ¢,
p, L, K)

Seja a fungdo A : ZT x RT x RT x [0,1] — R para facilitar o célculo das derivadas

parciais:

W\ B (10) G
L ( )Hzxé, b=v

Anop(W) = = L <<L ) ) Li4+m;\ (An)Ltmdli(l;+m;)!
\'gﬁ(l)megw( >Hl ( j ) 200 ((154))" o
(4.8)

emquen =1—p+pPien;=ppP;para j=2,3,...,L. Os calculos das derivadas estdo no
Apéndice B.
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Obtendo a fun¢do de verossimilhanga usando a Equacdo 4.8:

O logaritmo natural da fun¢ao de verossimilhanga é

(0.0.0:7) = Y log{Ayep(m)} loglw)

i=0

Com a primeira derivada do logaritmo da func¢io de verossimilhanga em relacio a cada parametro,

definimos a func¢do escore U, cujos elementos sdo:

A
Uy = QA00:2) 5 Hiep()
A 5 Arep

¢
. n A w;
U(P — ag(l7¢7p’@> — Z 2'7¢'7p( )’

¢ =0 Arep
o MR0.0:9) Mg, ()
g ap 20 Arep

Temos U o vetor kK X 1, em que K corresponde ao nimero de pardmetros da distribui¢ao

que serdo estimados:

U= (U/'laU(l)aUp)T‘

A matriz de derivada de U com sinal negativo, denotada por J, € denominada e matriz

observada. Assim, temos:

Upar Urg Upp
J==| Upr U Upp

UpJL Upo Upp

A matriz tem os seguintes elementos:
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b, _ PUA0.p2) iAi;m,-)A;L@?p(wi) —Aﬁ,(,),p(wi){
7 dA? i=0 A, .0, p(Wi)2
Uss — 9%(2,9,p:7) _ i AGS WA g p(wi) = Aﬁ7¢7p(w,~)27
’ d¢? = Ay p.p(wi)?
Upy — %A, 0,0:D) v Aﬁig7p(wi)AA7¢7p(Wi)—A’,{7¢7P(Wi)27
’ dp? = A g.p(Wi)?
Uy = Ups— 86(&,;)ip;@) _ z”:Ai:gp (Wi)Al,q),piWi) —A%7g7p(wz)Aﬁ o.p (Wi ),
i=0 /l,q),p(Wi)
Ve = 1y, = I p:7) _ iAi;ﬁ;p(wi)AW(w» —A&,g,pmmﬁ 00
’ ’ (0 = Ap o.p(Wi)
Usy = Upp— (A, d),p, i WI)AA,,(P,p(Wi)_Azq)’p(wi)Ali’(p’p(Wi)'
= Aygp(Wi)?

Os estimadores de méaxima verossimilhanga (EMV) de A, ¢ e p podem ser obtidos
otimizando a funcdo escore dos parametros , através do R usando o comando optim. O cédigo

fonte 23 apresenta a programacao feita no programa R para a estimacao da distribui¢dao CPGPC.

4.4.2 Calculo da Funcao de Verossimilhanca para a distribuicao CPGPC(L,
¢r pr LI K)
Seja a fungdo B: ZT x RT xRt x [0,1] — R:

(v (W) () (wfny)lin
Z(I)H (11/¢) ARG b=w
e, N/ =1 S(un; "0, 9) ((71)
Bugp ()= Z(L) y (w—L)II:[IZ(lj—i—mj) (o)t my)t
LU OIS e (emy
L i 7o)
(4.9)

emquen =1—p+pPien;=ppP;para j=2,3,...,L. Os calculos das derivadas estdo no
Apéndice B.

Obtendo a fun¢do de verossimilhanga usando a Equacéo 4.9:

L |
L(w,¢,p:2) =[] Y Buopmi)

i=0 Wi 1€,

O logaritmo natural da fun¢ao de verossimilhanga é

€<u7¢7p’-@) = Zlog {BWi,.U,(P,P(Wi)} —lOg(Wl')
i=0
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Com a primeira derivada do logaritmo funcdo de verossimilhanca em relacdo a cada

parametro, definimos a fun¢do escore U, cujos elementos sao:

y. — otw.e.p:7) By g p(Wi)
g &,u i= OB,U‘PP(WI)7
U 8€(u,¢)7p, ) ﬂq)P(Wl)
° ¢ i= oBu¢p(Wz)7
U, — ag(.u7¢7p’ ) .U‘PP(Wl)
P ap i= OBIJ‘PP(Wl)

Temos U o vetor k¥ X 1, em que K corresponde ao nimero de parametros da distribui¢io
que serdo estimados:
T

A matriz de derivada de U com sinal negativo, denotada por J, € denominada e matriz
observada. Assim:

Upp Uup Upp
J==1 Usu Usps Upp
Upu Upy Upp

A matriz tem os seguintes elementos:

D*(1,0.p:7) _ 5 Bulgp )Buop(wi) =By g, (i)

U, = —
o op? =0 By g.p(wi)?

g, OUR.0.p:9) _ i Byo p(¥i)Bu.g p(wi) — By 5 , (wi)”
00 292 =0 By gp(wi)?

O2(1,0,0:7) & Bl o (Wi)Bug.p(wi) =By 4, (wi)?

ap? i=0 Bugp(wi)?
U = Uy, = u = i B 7 o.p (wi Bu 0, p(Wz) _Bﬁ,(p,p(Wi)Bﬁ@p(Wi)
u,9 o.u = B, p(Wi>2
L.p u )
Uup = Upu= —< 19.0:7) _ v Buoy Wi)Bu.g.p (Wi) = By g p (i) By g5 (W)
| ’ i=0 B;u'7¢7p (Wl)z
ob(p, ¢ Y o (W)Bug.p (W) =B o 5 (Wi)B o 5 (1)
Uhp = Uy =2t _ 300 .
i=0 B:u7¢7p (Wl)

Os EMV de u, ¢ e p podem ser obtidos igualando a fun¢do escore dos parametros a

zero. Neste trabalho calculamos as raizes, e consequentemente as estivas dos parametros, através
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do programa R minimizando as fun¢des usando o comando optim e a derivada segunda € usada

para calcular os intervalos de confianga.

4.5 Intervalo de confianca bootstrap

O método bootstrap € uma alternativa eficiente, muito usada na literatura atual. Desen-
volvido por Efron (1979), foi utilizado no inicio para encontrar o erro padrao de parametros
estimados. Este método tem a desvantagem de ser computacionalmente intensivo e consequen-
temente demorado, e a vantagem de poder ser usado quando temos uma amostra pequena. O
bootstrap é essencialmente um método de reamostragem com reposi¢cao a partir da amostra

original.

A estimativa intervalar via método bootstrap é indicada quando h4 dificuldades analiticas
de se encontrar intervalos de confianga exatos e, quando aproximados, existe a necessidade de
ter grandes amostras a fim de garantir a validade das aproximagdes em questdo. Os intervalos via
bootstrap sao obtidos simulando B amostras com reposi¢ao de tamanho n dos dados originais.
Em cada reamostragem, os EMV sdo obtidos conforme descrito anteriormente. Os intervalos com
nivel de confianga 100 x (1 — @)%, para os parimetros estimados, sdo construidos calculando

os quantis (1 — a/2) e (0 /2) dos respectivos B dos dois métodos citados.

4.6 Simulacao

Nesta secao sdo apresentados estudos de simulacd@o para avaliar a performace e ter certa
seguranc¢a quanto a qualidade dos EMV e intervalo bootstrap dos parametros da distribuicao
CPGPC. Todos eles foram desenvolvidos utilizando-se o programa R com a fungdo optim e

seguindo cddigos fonte j citados na secao anterior.

Desenvolvemos o algoritmo 1 para a simulagdo de dados aleatérios da distribui¢do
CPGPC(A,¢,p,L,K).

Desenvolvemos o algoritmo 2, que mostra a forma que estimamos os parimetros A, ¢ e
p com L e K fixos pelo método de maxima verossimilhanga. O algoritmo 3 para a construcdo de

um intervalo de confianga para a distribui¢gdio CPGPC(4, ¢,p,L,K).

Segue no Apéndice C as fmp (cédigo-fonte 18), distribui¢ao acumulada (cédigo-fonte
19), quantil (c6digo-fonte 20) e geradora de valores aleatdrios (codigo-fonte 21) da distribui¢ao
CPGPC. O codigo-fonte 23 apresenta a programagao feita no programa R para a estimacao da

distribuicdo PGPC. Os cddigos sao referentes a primeira parametrizagao.

Primeiramente na Tabela 1 foram realizadas 1000 réplicas para algunsvalores de n da
distribuicio CPGPC com os pardmetros A = 14; p =0,6; ¢ =29; L =2; K = 3; L e K foram

fixados e obtidas estimativas do viés e da raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM) dos
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Algoritmo 1 — Algoritmo para simulag¢do de dados da distribuicdo CPGPC(A,¢,p,L,K)

Entrada: Valores dos parimetros A, ¢ ,p, Le K.
Saida: Observagdes de uma varidvel aleatéria com distribuicdo CPGPC(A,¢,p,L,K).

1. Inicio Forneca os valores A, ¢, p, Le K;

2. gere um numero aleatério da distribui¢ao uniforme U (0, 1), fixe k =0, p = Pepgpc(U =
k;A.9,0,LK),F = p;

3.  seU < F entdo X = k e pare aqui

4. caso contrario p = fcpgpc(k;A,¢,p,L,K) para (k+1), F=F +p, k=k+ 1 e volte
para o passo 3.

Fim

Retorna X =k

Algoritmo 2 — Algoritmo para estimagédo de pardmetros da distribui¢io CPGPC(A, ¢, p, L, K)
Entrada: vetor de amostray = (yy,...,y,) valores dos parAmetros L e K.
Saida: Estimativas dos pardmetros A, ¢ e p da distribuicao CPGPC.

1. Inicio Forneca os valores y = (yy,...,y,), Le K;

2. construa uma matriz com duas colunas uma com os valores observados em y e outra com o
numero de repeti¢des destes valores;

3. Use o método de maxima verossimilhanga para estimar os parametros.

Fim L

Retorna A, ¢ e p

estimadores.

Tabela 1 — Simulagdo de CPGPC(A = 14;¢ =29;p = 0,6;L = 2; K = 3) para alguns valores de n, para-
metros L e K fixos e com 1000 repeti¢des com n variando e estimacio pelo método de maxima
verossimilhanca.

N A ¢ p

MEMV Viés REQM MEMV Viés REQM MEMV Viés REQM
50 16,4189 2,4189 8,0622 33,1696 4,1696 11,0177 0,6028 0,0028  0,2438
100 16,1935 2,1935 6,7612 33,4923  4,4923 10,8366 0,6213  0,0213  0,2243
200 15,1883 11,1883 13,8289 30,1009 1,1009  5,3660 0,5793 —0,0207 0,1426
300 14,6001 0,6001 2,8521 29,2699 0,2699  4,8189 0,5983 —0,0017 0,1200
400 14,3213 0,3213 2,2032 28,7233 —0,2767 4,6490 0,5992 —0,0008 0,0966
500 14,2582 10,2582 2,0199 28,5496 —0,4504 4,7142 0,6041 0,0041  0,0896

Média das estimativas de maxima verossimilhanca (MEMV); Raiz quadrada do erro quadratico
médio (REQM)

Posteriormente na Tabela 2 foram realizadas 200 réplicas para alguns valores de n da
distribui¢do CPGPC com os parimetros A = 14; ¢ =29; p =0,6; L =2; K = 3; para estimar os
pardmetros L e K foram fixados e obtidas estimativas do viés e da REQM dos estimadores, e o
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Algoritmo 3 — Intervalo de confianga bootstrap para a distribuicio CPGPC(A, ¢, p, L, K)
Entrada: Amostra de dados com caracteristica de distribuicdo CPGPC(A,¢,p,L,K).
Saida: Intervalos de confianga para os pardmetros A, p, ¢ da distribui¢io CPGPC(A,p,¢,L,K).

1. Inicio Forneca os dados; level; os valores de B e ng;

2. estime os parAmetros A, ¢, p;

3. colete n nameros dos dados;

4. estime os parametros A, ¢, p;

5. volte para o passo 3

6. repita B vezes o passo 5, chame de vetor boot as B estimativas e siga para o passo 7

7. 0 maximo entre 0 e 2 vezes a estimativa do passo 2 menos o B- (level + 1) /2-ésimo elemento
do vetor boot

8. 2 vezes a estimativa do passo 2 menos o B (1 — level) /2-ésimo elemento do vetor boot

9. O intervalo tem como extremos os nimero dos passos 7 e 8, respeitando o valor maximo de
estimacgdo 1 para o intervalo do parametro p.

Fim

Retorna Os intervalos dos pardmetros

intervalo bootstrap com o nimero de repeticdes bootstrap B = 1000 e nimero de observagdes em
cada amostra usada para encontrar meio de bootstrap ng = 1000 para cada parametro estimado,

em que ng € o nimero de obsvacdes em cada amostra usada para encontrar meio de bootstrap.

Tabela 2 — Simulagdo de CPGPC(A = 14;¢ = 29;p = 0,6;L = 2; K = 3) para alguns valores de n, para-
metros L e K fixos e com 200 repeti¢cdes com n variando e estimagdo pelo método de méaxima
verossimilhanga e intervalo bootstrap com B = 1000 e ng = 1000.

n A ¢ P
MEMV Viés REQM MEMV Viés REQM MEMV Viés REQM

50 14,4325 0,4325 6,7462 31,6084 2,6084 13,0002 0,6318 0,0318 0,1781
100 14,3318  0,3318  5,5326 28,3046 —0,6954 8,3123 0,6132  0,0132  0,5199
200 14,5665 0,5665 3,1241 30,0649 1,0649  4,7319  0,5779 —0,0221 0,1123

300 13,8280 —0,1720 2,1346 27,3904 —1,6096 4,9062  0,5990 —0,0010 0,0928
500 14,2590 0,2590 1,8794 28,7183 —0,2817 4,8320 0,5990 —0,0010 0,0807
n A ¢ p
IC bootstrap IC bootstrap IC bootstrap

50 10,4839 16,8749 15,9222 78,8585 0,4719 0,6980
100 11,2716 16,5522 15,7301 41,2781 0,4709 0,7125
200 11,0859 16,9140 21,0841 36,6713 0,4557  0,6929
300 10,9183 16,3617 18,9783 33,9032 0,4720 0,71236
500 11,0118 16,4881 19,2931 34,3314 0,47328 0,7123

intervlo de confianga (IC); Média das estimativas de maxima verossimilhanca (MEMV); Raiz
quadrada do erro quadratico médio (REQM)
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CAPITULO

TOPICOS ADICIONAIS

Neste capitulo apresentamos topicos desenvolvidos a partir dos resultados apresentados

nos capitulos anteriores.

5.1 Métodos de Estimacao

Nesta secdo apresentamos os métodos de maxima verossimilhanca e o método de mo-

mentos para a estimacdo de parametros especificos da distribuicdo PGPC.

5.1.1 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

O método de maxima verossimilhanga é usado para obter as estimacdes dos pardmetros
A e p com L e K fixados (vetor de parimetros @ = (A,p)) e estimag@o dos parAmetros A, p e L

com o pardmetro K fixado (vetor de parimetros @ = (A,p,L)).

Considerando uma amostra aleatdria da distribuicdo PGPC de tamanho 7, a fungdo de

verossimilhanca é dada por:
: T - d(i)
X(G,y(,L),K)—Hexp -2 1_p+p2ﬁl ?7
i=1 I=1 A

em quey = (y1,...,Y,) é o vetor das observacdes e d(y) = d(y)A> e a funcio d é definida pela

Equacdo (2.11). O logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por:

ae;y(,L),K):log( = ,,)+log<

i=1Yi-

n L
J(yi)) —ni (1—p+pZﬁz)- (5.1)
=1 =1

Os estimadores de maxima verossimilhanga para os parametros sao obtidas através da

1

maximizagdo da fungdo (5.1).
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5.1.2 Método de Momentos

Este método é baseado no cdlculo dos momentos tedricos e amostrais. Sejay = (y1,- -, Ym)
uma amostra de tamanho m de uma populacio de uma distribuicdo PGPC. Calculando o valor
esperado e a variancia da distribui¢@o e igualando com o valor esperado e a variancia dos dados

temos um sistema com duas equagdes e duas varidveis que queremos determinar (A e p). Assim,

—~ m Yl
A= Y2
i=1m
2
K a i=1 m izlm

Este é 0 método de momentos para a distribuicdo PGPC com L e K fixados.

5.2 Um estudo de simulacao da distribuicao PGPC

Nesta secdo apresentamos um algoritmo de simulacdo de nimeros aleatérios de PGPC
e outro algoritmo de estimacdo dos parametros para avaliar o desempenho dos estimadores da
distribui¢cdo PGPC.

Inicialmente, com os pardmetros L e K fixados, estimamos os pardmetros A e p, usando
os célculos de derivada do logaritmo da funcao de verossimilhanca, apresentados no apéndice
Calculos, igualando a zero e determinando as raizes via pacote rootsolve. Posteriormente,
construimos a funcdo pgpc.fit, baseada na funcdo com.fit do pacote compoisson, desenvol-
vido por Dunn (2015), usando o comando optim e usando o método de médxima verossimilhanca,
explicada no algoritmo . Construimos também a funcio pgpc.moment construida de forma
analoga a funcio pgpc.fit mas usando o método de momentos e explicada em detalhes no
algoritmo. Simulamos e estimamos os pardmetros A e p fixando os pardmetros L e K. Repetimos
a simulacdo para a funcdo pgpc .moment, contruida apenas com o pardmetro K fixado e, final-
mente, estimamos todos os pardmetros do modelo. Uma amostra € gerada para ilustrar o processo
de estimacgdo e o desempenho dos métodos de momentos e o de médxima verossimilhanga para a
distribuicdo PGPC(A,p,L,K).

Desenvolvemos o Algoritmo 4 para a simulacdo de nimeros aleatdrios da distribui¢do

PGPC. Desta forma, repetimos o processo n vezes para obtermos uma amostra simulada PGPC. O
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algoritmo 5 mostra a forma que estimamos os pardmetros A e p com L e K fixos pelo método de
maxima verossimilhanca e pelo método de momentos e também como estimamos 0s parametros

A, p e LcomK fixo pelo método de méaxima verossimilhanca.

Algoritmo 4 — Algoritmo para simulagio de dados da distribuicdo PGPC(A,p,L,K)

Entrada: Valores dos pardmetros A, p, L e K.
Saida: Observagdes de uma varidvel aleatéria com distribui¢ao PGPC(A, p,L,K).

1. Inicio Forneca os valores A, p, Le K;

2. gere um numero aleatério da distribui¢ao uniforme U(0,1), fixe k = 0, p = Ppgpc(U =
kiA,p,LK),F = p;

3.  seU < F entao X = k e pare aqui

4. caso contrario p = fpgpc(k;A,p,L,K) para (k+1), F = F + p, k =k+ 1 e volte para
0 passo 3

Fim

Retorna X =k

Algoritmo 5 — Algoritmo para estimacao de pardmetros da distribuicdo PGPC(A,p,L,K)

Entrada: vetor de amostray = (yi,...,y,) valor(es) do(s) pardmetro(s) (L e) K.
Saida: Estimativas dos pardmetros A, p (e L) da distribui¢io PGPC.

1. Inicio Forneca os valores y = (y1,...,yn), (L) e K;

2. construa uma matriz com duas colunas uma com os valores observados em y e outra com o
nimero de repeticdes destes valores;

3. Use o método de méxima verossimilhangca ou o método de momentos para estimar os parame-
tros.

Fim N

Retorna A, p (e L)

Segue no Apéndice C as fmp (cédigo-fonte 5), distribui¢do acumulada (c6digo-fonte 6),
quantil (cédigo-fonte 7) e geradora de valores aleatérios (cédigo-fonte 8) da distribui¢ao PGPC.
O codigo-fonte 10 apresenta a programacao feita no soffware R para a estimacao pelo método de
maxima verossimilhancga e o cédigo-fonte 11 apresenta a programacao para a estimacao pelo

método de momentos da distribuicao PGPC.

Geramos uma amostra de n = 10000 com os pardmetros A = 12 e p = 0,7, fixamos os
nimeros dos pardmetros L € {2,3,4} e K € {2,3,4} e estimamos os parAmetros A e p, através
dos calculos das derivadas e resultados das duas equagdes escore usando a funcdo multiroot

do pacote rootsolve do R. O resultado segue na Tabela 3.

A seguir, na Tabela 4, apresentamos uma simula¢do em que estimamos os parimetros A
e p de uma amostra que envolve n = 50, n = 100, n = 150 e n = 200 com 1000 repeti¢des cada,
com varidvel resposta U ~ PGPC(12;0,8;2;3).
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Tabela 3 — Simulacio da distribuicio PGPC

L=2eK=3 L=3eK=2 L=3¢eK=4 L=4e¢eK=3
AMome 12,0034 12,0033 12,0033 11,9869
iVemss 12,0034 12,0033 12,0033 11,9867
Pmome 0,7373 0,7466 0,7466 0,7082
Pveross 0,7373 0,7432 0,7432 0,7047

Tabela 4 — Simulagdo de PGPC(A = 12;p = 0,8;L = 2;K = 3) com 1000 repeti¢cdes com diferentes n e
estimagdo pelo método de momentos.

Valor real Valorde N MEMM viés REQM
A 12 50 11,9882 00,0118  0,0004
A 12 100 11,9998 00,0002 0,0001
A 12 150 12,0090 —0,0090 0,0003
A 12 200 12,0168 —0,0168 0,0005
p 0,8 50 0,8341 —0,0341 0,0012
p 0,8 100 0,7778  0,0222  0,0001
p 0,8 150 0,8105 —0,0105 0,0003
p 0,8 200 0,8215 —0,0215 0,0007

Raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM), Média das estimativas pelo método de
momentos (MEMM)

Apresentamos na Tabela 5 a simulagdo de 500 réplicas para alguns valores de n da
distribui¢do PGPC com os pardmetros A = 11; p =0,7; L =4; K = 3. Inicialmente, os pardmetros
sdo estimados pelos métodos de maxima verossimilhanca e momentos com L e K fixados. Sao
obtidos as medidas de viés e REQM e, em seguida, estimamos os parametros pelo método de
maéxima verossimilhan¢a com apenas K fixado. Neste caso, também sdo apresentadas as medidas
de viés e REQM.

Na Figura 5 apresentamos os boxplots das estimativas do parametro L para n = 100,
n =300, n =500, n =700 e n = 1000. Os boxplots relacionados com nimeros impares foram
feitos com as estimativas de L e os boxplots relacionados com nimeros pares foram feitos
com a parte inteira das estimativas de L. Ou seja, se a estimativa for 4,35 no grafico impar é
considerado este valor e no grafico par € considerado o valor 4. Note que para todos os valores
de n temos a presenca de outliers, mas a mediana da parte inteira das estimacodes € exatamente
4, que corresponde ao valor real. Também observe que quanto maiores os valores de n mais

proximas as estimativas estardo do valor real 4.
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Tabela 5 — Simulagdo de PGPC(A = 11;p = 0,7;L = 4;K = 3) para alguns valores de n, com 500
repeti¢des. Estimagdo pelo método de maxima verossimilhanga e momentos com os parametros
L e K fixos e pelo método de médxima verossimilhanca com apenas o pardmetro K fixo.

n A P
MEMV ViésEMV  REQM EMV MEMV Viés EMV REQM EMV
100 10,9741 —0,0259 0,4220  0,6538 —0,0462 0,2122
300 10,9944  —0,0056 0,2573  0,6938  —0,0062 0,1190
500 11,0357  0,0357 0,1893  0,6847 —0,0153 0,0973

700 10,9955 —0,0045 0,1667 0,6855  —0,0145 0,0868
1000 10,9917 —0,0083 0,1321 0,6969  —0,0031 0,0681

MEMM ViésEMM REQMEMM MEMM ViésEMM REQM EMM
100 10,9744  —0,0256 0,1780 0,6801  —0,0199 0,0525
300 11,0663  0,0663 0,2573 0,7172  0,0172 0,1314
500 11,0139  0,0139 0, 1894 0,6949  —0,0051 0,1063
700 10,9957 —0,0043 0,1667 0,6963  —0,0037 0,0918
1000 10,9919  —0,0081 0,1320 0,6918  —0,0082 0,0755

n A p L
MEMV  ViéisEMV ~ REQM EMV  MEMV  ViésEMV REQM EMV  MEMV  ViésEMV ~ REQM EMV
50 11,0250 0,0250 0,4282 0,546 —0,1574 0,2744 40007 0,0007 48547
100 11,0383 0,0383 0,2726 0,5593 —0,1407 0,2348 4,0996 0,0996 3,1540
200 11,0317 0,0317 0,1953 0,5464  —0,1536 0,2293 47515 0,7515 2,4301
300 11,0169 0,0169 0,1700 0,5497 —0,1503 0,2239 4,9146 0,9146 2,1699
500 11,0190 0,0190 0,1393 0,5551 —0,1449 0,2040 4,9941 0,9941 1,9050

Estimadores de médxima verossimilhanca (EMV); Média das estimativas de maxima verossimi-
lhanca (MEMV); Média das estimativas pelo método de momentos (MEMM); Raiz quadrada do
erro quadratico médio (REQM)

5.3 Grafico de Controle

Controle Estatistico de Processos € uma drea com grande relevancia, Montgomery (2009)
e Louzada et al. (2013) fizaram um trabalho relacionado a esse campo do conhecimento. Nesta

secdo abordamos o grafico de controle na distribui¢des desenvolvidas.

Gréfico de controle ou grafico Shewhart de uma distribui¢do € uma ferramenta estatistica
desenvolvida por Walter A. Shewhart e € usada para distinguir variacdo em um processo resultante
de causas comuns e variacio resultante de causas especiais. E, de fato, um gréfico da estabilidade
ou instabilidade do processo ao longo do tempo. Todo processo tem variagdo e algumas variacdes
podem ser o resultado de causas que normalmente ndo estdo presentes no processo. Isso pode ser

uma variacao de causa especial.

Algumas variagdes sdao simplesmente o resultado de inimeras diferengas sempre presen-

tes no processo. Esta ¢ uma variacdo de causa comum.

Graficos de controle diferenciam esses dois tipos de variacdo. Um objetivo de usar um
grafico de controle € alcancar e manter a estabilidade do processo. Se a andlise do gréfico de

controle indicar que o processo estd atualmente sob controle, ou seja, estdvel , nenhuma corre¢do
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Figura 5 — Box-plots da distribui¢do PGPC(A = 11;p = 0,7;L = 4;K = 3) para alguns valores de n, com
500 repeticdes. Estimagao do parametro L pelo método de maxima verossimilhanga com o
pardmetro K fixo. O eixo y representa os valores simulados e o eixo x representa 1 € 2 - n = 100,
3e4-n=300,5e6-n=500,7e8-n="700,9¢e 10 - n= 1000, nimeros pares representam
o boxplot da parte inteira da estimativa de L.
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ou alteracdo nos parametros de controle do processo € necessaria ou desejada. Além disso, os
dados do processo podem ser usados para prever o desempenho futuro do processo. Se o grafico
indicar que o processo monitorado nao estd sob controle, a andlise do grafico pode ajudar a

determinar as fontes de variacdo, pois isso resultard em um desempenho de processo degradado.

Um processo estavel mas operando fora dos limites desejados precisa ser melhorado
através de um esfor¢o deliberado para entender as causas do desempenho atual e melhorar o

Processo.

Virios trabalhos reconhecem a necessidade de um grafico de controle generalizado para

permitir a dispersao excessiva dos dados; entretanto, argumentos andlogos também podem ser
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feitos para explicar a potencial subdispersdo. A distribuicio COM-Poisson é uma distribui¢ao
de contagem geral que relaxa a hipétese de equidispersao da distribui¢do de Poisson e, de fato,
abrange os casos especiais das distribuicdes de Poisson, geométrica e Bernoulli. Nesse sentido,
Sellers (2012b) desenvolve um grafico de controle flexivel que engloba os graficos cldssicos
de Shewhart baseados nas distribui¢des de Poisson, Bernoulli (ou binomial) e geométricas (ou

binomiais negativas).

Outro exemplo, Aslam et al. (2017) propdem um grafico de controle usando a estatistica
de média moével ponderada exponencialmente (EWMA, do inglés exponentially weighted moving
average) para dados de contagem baseados na distribuicio COM — Poisson. A amostragem
repetitiva € considerada construindo dois pares de limites de controle (ou limites de Shewhart)
para o grafico de controle proposto. O desempenho do grafico de controle proposto é avaliado
usando o comprimento médio de execucao (ARL, do inglé€s average run length) para varios
valores de parametros especificados. Observou-se que o grafico de controle proposto é mais
eficiente em termos de ARLs em comparacdo com os gréficos de controle existentes. As tabelas

sao fornecidas e explicadas com a ajuda do exemplo.

Nesta se¢do apresentamos os graficos de controle para as distribuicdes PGPC e CPGPC.
Assim, construimos uma fung¢ao de grafico de controle usando como base o comando ControlCha
rts do pacote CMPControl do programa R. O grafico de controle € construido a partir de
X = (x1,...,x,) uma amostra. O grafico apresenta os dados coletados X aplicados a distribui¢do
e trés faixas calculadas, a primeira € a linha central M (X) que é calculada usando o valor espe-
rado em relagdo as dados coletados e as linhas superior e inferior s@o calculadas pela seguinte
formula M (X) £3dp(X), sendo dp(X) o desvio-padrdo em relagdo aos dados coletados. Para
a distribuicao (PGPC ou CPGPC) em azul sdo mostradas as linhas de controle (Shewhart) de
Poisson, na cor vermelha apresentamos as linhas de controle (Shewhart) da distribuicao estudada
e os limites de probabilidade desta distribui¢do. Além do grafico sdo apresentado as estimativas
de A e p; a média e o desvio-padrdo; as linhas estremas de controle de PGPC; a média e o
desvio-padrao avaliando os dados pela distribui¢do Poisson; as linhas extremas de controle de
Poisson; informacgdo se hd dados fora das linhas extremas; Menores valores fora do Controle
observagdes; limites de probabilidade da distribui¢do PGPC. Dessa forma, o usudrio pode usar
a fun¢do ControlCharts.pgpc para sobrepor qualquer combinagdo do grafico de controle
3 — o Shewhart PGPC, grifico de controle de Poisson 3 — ¢ Shewhart cldssico (c-gréfico) e os
verdadeiros limites de probabilidade de PGPC. A fun¢do também retorna uma lista com valores

relevantes relacionados aos gréficos de controle.

Na Figura 6 ¢ mostrado um grafico de controle para a distribuicdo PGPC com os
pardmetros A = 15; p = 0,6 simulada 100 vezes. Os resultados foram: parimetros estimados
2 =16,0197¢ p =0,5371; M(X) = 22,0023 e dp(X) = 4,9772; linhas de controle para PGPC
36,9340 ¢ 7,0706; M(X) = 16,0200 e dp(X) = 4,0024 considerando uma Poisson; linhas de

controle para PGPC 28,0275 e 4,0125; observacdes fora de controle superior 7 € 94; observacoes
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fora de controle inferior 67; limites de probabilidade de PGPC 34 e 3.

Figura 6 — Grifico de controle da distribui¢io PGPC com os valores simulados por uma PGPC(A =
15;p =0,6;L =4;K = 3) com 100 repetigdes.
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Vermelho: controle PGPC, azul: controle Poisson, verde: controle CMP.

Na Figura 7 sdo mostrados dois gréficos de controle das distribui¢des CPGPC e PGPC
com os parametros simulados por uma CPGPC sendo n = 100, com os pardmetros A = 15;
p = 0,6 simulada 100 vezes.

Para a distribuicdo PGPC no cédigo-fonte 15 e da distribuicdo CPGPC no cédigo fonte
25 apresentados no Apéndice C.
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Tabela 6 — Tabela com os resultados do grafico de controle da distribui¢des Poisson, PGPC e CPGPC
para dados simulados de CPGPC(A = 15;¢ =29;p = 0,6;L = 4;K = 3) com 100 repeticdes.
Nenhuma observacao de controle inferior.

~

distribui¢do A4 0 p MX) dp(X) c.i cs. ofcs lpi lps.
Poissson 3,99 — — 3,99 2,05 -2 9,99 — — —
PGPC 3,99 - 0,05 3,99 205 -2,17 10,15 62¢99 O 13
CPGPC 16,84 16,38 0,64 4 2,11 —2,33 10,35 62¢99 O 11

c.i(s). - controle inferior (superior); o.f.c.s - observacao fora do controle superior; 1.p.i.(s) - linha de probabilidade

inferior (superior).

Figura 7 — Graficos de controle das distribuicdes CPGPC e PGPC com os valores simulados por uma
CPGPCcomn=100; A =15;¢ =29, p =0,6; L=4¢e K = 3.
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Vermelho: controle CPGPC em (a) e PGPC em (b), azul: controle Poisson, verde: controle CMP.

5.4 Distribuicao COM-Poisson correlacionada bivariada

Nesta secdo estendemos a distribuicdo COM-Poisson correlacionada para o caso bivari-
ado, seguindo a estratégia feita por Sellers, Morris e Balakrishnan (2016), que desenvolveram a
distribui¢cio COM-Poisson para o caso bivariado. Primeiramente, apresentamos algumas distri-
bui¢des bivariadas incluindo a distribui¢do Poisson bivariada, depois a distribuicilo COM-Poisson
bivariada e, por fim, desenvolvemos de forma andloga para o nosso caso, ou seja, a distribui¢dao

COM-Poisson correlacionada bivariada.

5.4.1 |Introducao

A distribui¢do Poisson bivariada € usada na literatura para dados de contagem. Porém,

algumas vezes ela se mostra limitada para ajuste de dados com sub-dispersao e sobredispersao.
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Como jé foi citado neste texto, a distribuicio COM-Poisson é uma generalizacio da distribuicdo
Poisson, Bernoulli e geométrica, possuindo um parametro a mais em relacio a distribuicdo de
Poisson, o de dispersdo (¢). A distribuicio COM-Poisson € usada para dados de contagem e se
ajusta melhor para dados com subdispersdo e também para dados com sobredispersdao, comparada
ao modelo Poisson. Sellers, Morris e Balakrishnan (2016) desenvolveram a distribuicdo COM-
Poisson bivariada pensando como alternativa para alguns casos de subdispersao ou sobredispersao
em situacdes bivariadas. Este modelo apresenta a mesma generalizagdo do modelo COM-Poisson
para o caso bivariado, isto €, esta distribuicdo é uma generalizacdo da distribuicdo Poisson
bivariada, Bernoulli bivariada e geométrica generalizada. A partir da distribuicilo COM-Poisson

bivariada desenvolvemos a distribuicaio COM-Poisson correlacionada bivariada.

5.4.2 Algumas distribuicées bivariadas

Estudos feitos por Marshall e Olkin (1985), Kocherlakota e Kocherlakota (1992), Johnson,
Kotz e Balakrishnan (1997) discutem vérias formas bivariadas de distribui¢des comuns, incluindo
as distribuicdes bivariadas de Bernoulli, Poisson e geométrica. A distribui¢do bivariada de
Bernoulli é estabelecida de uma maneira simples, comegando com o par aleatério (X,Y) tendo
apenas quatro valores possiveis - as combinagdes possiveis contendo 0 e 1 [isto é, (0,0), (0, 1),

(1,0) e (1,1)]. Denotando as probabilidades associadas por pgo, po1, P10 € P11»

H(t,) = 1+pir(i—1)+pa2—1)+pulti—1)(2—-1)
= poo+ Ppiof1 + poit2 + piitita,
em que pi+ = pio+ pi1 € p+i = poi+ p1i (parai =0, 1) sdo as probabilidades marginais asso-
ciadas; essa notagdo € usada em todo o manuscrito. Marshall e Olkin (1985) referem-se a esta

funcdo geradora de momento (fgm).

Uma forma de desenvolver a distribuicao Poisson bivariada € pelo método de reducdo de
trivariado, que € uma abordagem natural e popular para a construcio de distribui¢cdes discretas
bivariadas. Primeiro, definimos X = X; + X3 e Y = X» 4+ X3, em que os X; sdo varidveis aleatOrias
independentes de Poi(4;), para i = 1,2,3. Assim, a fungdo geradora de probabilidade (fgp) de
(X,Y)é

H(thtz) = eXp{()Ll+l3)(l1—1)—}—(124—13)(1‘2—1)—1—/13(1‘1—1)(l‘2—1)}.

Um método alternativo para derivar a distribui¢do Poisson bivariada € compor a distribui-
¢do binomial bivariada com uma distribuicdo Poisson. Seja (X, Y|n.) seguindo uma distribui¢do
binomial condicional bivariada (condicional ao nimero de tentativas, n,). Logo, a sua fgp

conjunta é

O(t1,0ln) = (I+pis(ti =) +pua(a—1)+pult —1)(2—1))™, (5.2)
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em que n, ~ Poi(A,). Assim, o pgf de funcdo incondicional de (X,Y) é

) lnel*
I(t1,1) = TI(t1, 12|
(t1,12) H;O . (t1,t2|ns) (5.3)

= exp{Ahpi+(t1 — 1)+ Apri(ta—1)+Apni(ti — 1) (12— 1)},

em que, pelas equagdes (5.4.2) e (5.3) temos A} + A3 = Aupi1s, Ao+ A3 = Auprg e A3 = Aupins
ver Kocherlakota e Kocherlakota (1992).

Finalmente, Marshall e Olkin (1985) definem a distribuicdo geométrica bivariada como

tendo uma fgp conjunta

pi1— (L1 +10)T—tit2(po1pio — PooT)
(r1,0) = E(Xd)) = ,
(t10) (iez) (1= post1)(1 = piot2)(1 — pootit2)

em que T = Cov(X,Y).

5.4.3 COM-Poisson bivariada

A distribui¢do Poisson bivariada é uma distribuicdo popular para modelar dados de
contagem bivariada. Seus pressupostos basicos de equidispersdao marginal, no entanto, podem
se mostrar limitantes em alguns contextos. Para permitir a dispersao de dados, Sellers, Morris
e Balakrishnan (2016) desenvolveram uma distribuicdo COM—Poisson bivariada que inclui as

distribui¢des bivariadas Poisson, Bernoulli e geométricas, todas como casos especiais.

Seja a distribuicao Poisson bivariada generalizada (PBG) (desenvolvido por Famoye
e Consul (1995)) e seja X; ~ PBG(6;,&;), i =1,2,3, definimos X =X +XzeY =X, + X3, a
funcdo densidade de probabilidade (fdp) segue como

min(x,y) 0 _ x—u—1
V) — —0—0,—03—xE| —yE (61 + (x—u)é1)
PX=xY=y) = 06,65 O 6ay2 ) ( )

u=0
(624 (=)&) (63 +u&s)""! eu(»:1+52—53>) ,

(y—u)! u!

5.4)

Note que a Equagio (5.4) reduz para a distribui¢do Poisson bivariada quando & = &, =
& =0.

Este método de reducdo de trivariados, no entanto, ndo produz uma constru¢do totalmente
flexivel de uma distribuigdo COM-Poisson bivariada. Tal formulagado cria uma distribuicio CMP
bivariada que se reduz a uma Poisson bivariada quando ¢ = 1, mas ela ndo € uma distribuicao
totalmente abrangente, capturando os mesmos casos especiais que a distribuicio COM-Poisson
univariada. Por exemplo, a utilizagdo do método de redug@o de trivariados para (X,Y), em que
X =X+ X3eY =X, + X3 (para independentes varidveis aleatérias Bernoulli com parametros

pi» Xi, i = 1,2,3), produz um espago de apoio {0, 1,2} x {0,1,2} para (X,Y), em vez do espago
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{0,1} x {0, 1} associado ao modelo bivariado de Bernoulli. Consideramos, portanto, a seguinte

alternativa de construgdo.
A distribuico incondicional de (X,Y) tem a sua fgp conjunta da COM-Poisson segue

M(.1) — ZA(A+pi(tn =D +pn—D+puln —Din-1)),¢] (5.5)

Z(2,9)

A funcao geratriz de momento é:

M(t1,1) = TI(e" ) = iOZM(l +pi4(e—1) +p+1(Ze(f;—¢1)) +pu(e — (e —1).¢]

A fungdo geradora de momento é:

2 (1—p)ZIA(1+ piot1 + pritr + pritit2),
G(ti,h) =Nt +1,n+1)=) (1-p)Z[A( pler(i (PI))H 2+ putitz), §]
n=0 )

a funcdo geradora de cumulantes é:

K(t1,1n) = logM(ty,tp)
= logZ[A(1+pry(e" = 1)+ pyi(e? = 1)+ pr(e" —1)(e? —1)), 0]+
—logZ(A,¢).

Reescrevemos a fgp pode ser escrita como

1 & 1
(A¢)Z(WWM+BU+QyHMQV+m (5.6)
’ n=0\"""

mmm=z

emque A =A(l—piy —pi1+pi1) =Apoo, B=A(pi+ —pi1) = Apio, C = A(p+1—pu1) =
Apo1 e D= Apj;. Agora nés usamos a expansio multinomial (A + Bt; +Ct, + Dt ;)" para obter

n
(A+B[1 +Ct +Dt1t2)n = Z ( n )Aa<Bl1)b(Ct2)C(Dtllz)d
avb7C:d:0;a+b+c+d:n a7 b? C) d

_ i ( n > (5.7)
ab,c.d=0sa+b+c<n \% b,c,n—a—b—c
AaBchanafbfcti?—a—ctg—a—b,

em que Y.y j, - 4—0.a+b+c<n 10diCa que a soma estende-se sobre todos os valores possiveis de a,

b, ¢ assumindo valores de 0 a n para os quais a + b + ¢ < n. Ao substituir a Equacdo (5.7) na

Equacao (5.6), obtemos a fgp como

| - "
II(t,) = Z(A,9) Z (n!)‘P Z (a,b,c,n—a—b—c)

n=0 a,b,c,d=0a+b+c<n
apbcnn—a—b—cn—a—cn—a—>b
A“B"C*D fmaet

1 =1 < n (5-8)
) )y (n!)? )y (a,b,c,n—a—b—c)

n=0 a,b,c,d=0;a+b+c<n
tn—a—b
) .

a b .c . n—a—b—c,n—a—c
PooP1oPo1 P11 4]
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Assim, a partir da Equag@o (5.8), podemos facilmente encontrar a fmp de (X,Y) como o
coeficiente de ti‘tg (ouseja,sendox=n—a—cey=n—a—>b) como

R S n
PX=xY=y)= Z(A, ¢)Z(ng)¢ _Z (a,n—a—y,n—a—x,x+y+a—n)

n=0 a=n—x—y
n—a—y n—a—x X+tyta—n
PooP1o Poi 11

Os momentos foram desenvolvidos através da funcdo geradora de momentos fatoriais

conjuntos dada por

GX7y(t1,t2) = HX7y(l‘1 + 1,60+ 1)

1 =1
= Y (n,)¢[1(1+P1+t1+P+1+P111112)]"

em que h(ty,t) = A(1 4 p1+t1 + py1t2 + pr1titz). Os momentos iniciais marginal e produto sdo

obtidos da seguinte forma:

iy = E(X) :APH{&logZ (A,9) }

ty = E(Y) = Ap,, {8logZ (A,9) }

AURIPY Z'(A,9)
ml P1+D+1+ Z(?L,(])))Lpn’

Uxy ﬁE(XY) =

8210g2(17¢) } +7LP11 {810g2(17¢>}

oxy =Cov(X,Y) = A*piipii { oOA2 EY)

) 9%logZ (A, dlogZ(A,
o = Var(x) =237, { S5O g, {TEDLO,

. d%logZ(A, dlogZ(A,
o = Var(y) = 2292, { 5T g, { DR,

5.4.4 Construcao da funcao geradora de probabilidade da distribui-
cao COM-Poisson Correlacionada bivariada
N6s generalizamos o método de composi¢ado discutido na Subsecdo 5.4.2 com relagdo

a distribuicdo COM-Poisson bivariada de tal forma que o nimero de ensaios, n, € modelado

através de uma distribuicdo CPC(A, ¢, p) que discutimos no Capitulo 2.
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Proposicao 5.4.1. A distribui¢do incondicional de (X,Y) tem a sua fungdo densidade de proba-

bilidade conjunta como

(t,8,) = i()(l —P)ZIA(1+ pi4(t; — 1) —l—Zp(El(;z)— D+puuti—1)(6—1)),9]

+p

Prova: Aplicando a Equacao (5.5) da distribuicio COM-Poisson bivariada com o resultado

discutido na Secao 3.3, temos:

A"(1—p)

(t,6) = EWH(%Q\”)?LP
o 1=p)A(+pi(1 =) +pri(2—1)+pult—1)(—1))"
= +
L (n)9Z(26) P
o (1=p)ZA(A+pisti =) +pr(2—D+pult — 12 —1)),9]
= +p.
z 2(0.9) P
5.9)
em que I1(¢1,%,|n) é definida pela Equagdo (5.2). [ |
Proposicao 5.4.2. A funcio geratriz de momento é:
(o) = 5 (AP ) par(e —1) 4 pu(e ~ ) = 1).9]
n=0 Z(l,(]))

Prova: Aplicando a Proposicdo 5.4.1, temos:

M(t,1r) =TI(e",e?) = Z

(1=p)Z[A(1+pii(e' =1) +pri(e2 =) +pu(e" —1)(e? — 1)), 9]

n=0 Z(A‘a(p)
|
Proposicao 5.4.3. A funcdo geradora de momento é:
o (1=p)ZIA(1+pi+ti + pri2+ putitz), 9]
G(t1,12) = +
L 209)
Prova: Aplicando a Proposi¢do 5.4.1, temos:
= (1—p)ZIA(1 4+ piyty + pr12 + pr1tit2),
G(ti,n) =T(t + 1,5+ 1) = Z (1=p)Z[A(1+pi+ti + pri2 + puitita), | +p
|

Proposicao 5.4.4. A funcio geradora de cumulantes é:

+p.

K(t1,12) =10gZ[A(14piy(e" — 1) +ps1(e” = 1) +pri(e" —1)(e” —1)), ¢] +log(1 —p) —log Z(2,9).
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Prova: Aplicando a Proposicdo 5.4.2, temos:

K(t1,t) = logM(ti,tp)
= logZ[A(1+p1(e" = 1)+ pii(e? — 1)+ pri(e" —1)(e? —1)), ]+
+log(l—p) —logZ(A,0).

Momentos, momentos fatoriais e cumulantes podem ser gerados a partir de suas respecti-

vas funcdes geradoras.

Proposicao 5.4.5. Tendo em conta a fgp, encontramos que as fgp’s marginais para X e Y, sdo,

respectivamente Iy (1) = (1=p)Z[A(1+p1+(t = 1)), 9] +pelly(t) =

Z(2,9)
(1-p)ZR(1 +perle=1).0)
Z(2,9) ,
Prova: Aplicando a Proposi¢ao 5.4.1, temos:

Mx(t) =T(z,1) = a —P>Z[7L(Zl(1-1;;)+(t— D-9l .,

(1=p)Z[A(1+pyi(t—1)), 9]
Z(2,9)

Iy (1) =TI(1,1) = +p. (5.10)

Para ¢ = 1 e p = 0 aplicando na Equacdo (5.10) reduz a Ix (t;¢ = 1,p = 0) = e*P1+ (=)
elly(t;0=1,p=0) = eAP+1=1) Portanto, X e ¥ tém, respectivamente, distribuicdes marginais
Poi(Ap1+) e Poi(Apy1) quando ¢ =1e p =0.

5.4.5 Funcado massa de probabilidade (fmp) conjunta e propriedades

associadas

Proposicdo 5.4.6. A fmp de (X,Y) com o coeficiente de tft% (ou seja, sendox =n—a—ce

y =n—a—b) é definida como

B B __(1——P) o An n n
P(X_x’Y_y)_Z(l,q))Z(n!)fP Z (a,n—a—y,n—a—x,x+y+a—n)

n=0 a=n—x—y
n—a—x  xXtyta—n

n—a—y
PooPro Poi P +p.
Prova: Reescrevemos a fgp na Equacao (5.9) como

(t1,1) = U-p) i

1
Z(0.0) (n')¢ (A4+Bt; +Cth+Dtitr)" +p, (5.11)
’ n=0\"""
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emque A= A(l—piy—py1+pi) =Apoo, B=A(p1+ —p11) = Ap10, C = A(p1—p11) =
Apo1 e D= Ap;;. Usando a expansdo multinomial (A + Bt + Ctp + Dt1,)", obtemos:

n
(A+Bt; +Cty +Dtitr)" = y ( n )Aa(Btl)b(Clz)C(Dtltz)d
a,b,c,d=0;a+b+c+d=n a7b7c7d

-~ . n (5.12)
B Z (a,b,c n—a—b—c)

a,b,c,d=0;a+b+c<n
apbcpyn—a—b—cn—a—c,n—a—>b
A*B*C*D 1Ay

Y

em que Y. , . y—0.arbrc<n iNdica que a soma estende-se sobre todos os valores possiveis de a,
b, c assumindo valores de 0 a n para os quais a + b+ ¢ < n. Ao substituir a Equa¢do (5.12) na

Equacao (5.11), obtemos a fgp como

1-p) o 1 - n
H(t,n) = é(lf;))z n! Z (a,b,c,n—a—b—c>

n=0 ( )(P a,b,c,d=0;a+b+c<n
AaBchDn—a—b—ct;l—a—ctéz—a—b +p

_ (1(;’;))%, } Zn: (a,b,c,n—na—b—c>

n 0( )(Pabcd =0;a+b+c<n

n—a—b—c,n—a—c n a—b
PP P61 P 41 +p-

(5.13)

Assim, a partir da Equacdo (5.13), podemos facilmente encontrar a fmp de (X,Y) como

o coeficiente de tftg (ouseja,sendox=n—a—cey=n—a—>b) como

(1-p) @ A" ¢ "
PX=xY=2) = 256 L, & (an—a—y,n—a—xaﬁy“—n)

n=0 a=n—x—y
apbcnyn—a—b—cn—a—c,n—a—>b
A“B°C°D t ty

(I-p) v 1 < ( n )
Z(z‘vd))nz()( ')(pabcd ()Za+b+c<n Cl,b,Cﬂ’l—a—b—c

a -y n—a—x X+yta—n
Pooplo Por P

|
Proposicao 5.4.7. A fun¢ao geradora de momentos fatoriais conjuntos é dada por
Gy r(t1,12) = (1=p)Z(A(1 +pi+ti + pr12 + putitz), 9)
S Z(2,9)
Prova: Aplicando a Proposi¢do 5.4.1, temos:
Gxy(ti,n) = Hx Y(t1 +1,n+ 1)
|
)) ZO 1+P1+t1+p+1+P11t1f2)]n (514)
( p)Z(A(1 +p1+l1 +pri2+pnhit2), 9)

Z(2,9)
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dlogZ(A
Proposicao 5.4.8. O valor esperado de cada varidvel segue: py =A(1—p)pi1+ { W },
: dlogZ(2,9) . Z'(A,9) > Z'(A,9)
~A(1— O iy = 22 (1 pya Z(1-p)a
Ky ( . p>p+l oA Uxy Z()L,Qb) ( p) p1+p+1+ Z(A,Q))( p) P11
Prova: Ajustando #; =, = 0 na Equacdo (5.14), obtemos os momentos fatoriais conjuntos de
k

(X,Y). Consequentemente, obtendo-se Z¥* () = Z(-), os momentos iniciais marginal e

T oAk

produto sdo obtidos da seguinte forma:

ity = E(X) =l(1—P)p1+{W},

= E() =21 - p)psr { TEZEO,

Z,/OL?(P) 2 Z,(A7¢)
Z(A,(P) (1—[))}« P1+P+1+ Z(l,(])) (l—p)lpll,

Hxy iE(XY) =

9%logZ(A
Proposicdo 5.4.9. A covaridncia e as varidncias sio: oxy = A2(1—p)p14pi1 { 97logZ(%.9) } +

oA?
dlogZ(A, . 9%logZ(A,
/I(I—P)Pn{%},G)%ZAZ(I—P)Pﬂ{#}WLAU—P)PH

dlogZ(A, _ 9%logZ(A, dlogZ(A,
[Tl o = w21 -pipd { TG - pyp { TESRO,

Prova: Ajustando t; = #, = 0 na Equacdo (5.14), obtemos os momentos fatoriais conjuntos

de (X,Y). Consequentemente, obtendo-se Z¥* (-) = WZ (+), os momentos iniciais marginal e

produto sdo obtidos da seguinte forma:

2
s = Cov(X.¥) = 2201 = p)prepin { T a1 pypy { TR,

92 A d A
o = Var(0) =221 - pip { 5O a1 pyp { TEERO,

92 A d A
oy =Var(Y)=A*(1-p)p%, {10%(2745)} +A(1=p)pii {—logazi .9) }
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5.5 Modelo de regressao COM-Poisson Generalizado Par-

cialmente Correlacionado

5.5.1 Introducao

Suponha que Y1,Y>,...,Y,, s@o varidveis aleatorias independentes tais que Y; segue uma
distribuicdo PGPC(A;, p;, L, K). A varidvel resposta Y; assume valores 0, 1,2, ..., em cada cluster
temos ¥; o nimero de eventos, E(Y;) = A;, Var(Y;) = A4i(1+p;(L—1)/K).

Proposicao 5.5.1. A fun¢do de verossimilhanga para o modelo de regressdo pode ser escrito

COomo:

Vi
Z(A,p|m.y) HeXP{ <1_pz+pzZBl>}();ia (5.15)

lt
emquey; =0,1,....,y=(y1,...,ym) ,0<p; <1/(1—PB;),parai=1,...,me a funcio d foi
definida pela Equagdo (2.11).

Prova: Definimos a funcdo de verossimilhanca como uma funcao de vetores m-dimensionais

A=1,...,2n) " ep=(p1,...,pm) . Posteriormente, a fungio de verossimilhanca é reescrita
em fungdo dos coeficientes & = (a,...,@,) ", ¥ = (%i,...,%) ", associados as covaridveis
dos clusters. Assumindo que yi,ys,...,y, sdo realizacdes de Y1, Y3, ..., Y, respectivamente, e

usando a Equacdo (2.12) podemos encontrar a Equacao (5.15).

Nosso maior interesse nesta se¢do € definir o modelo de regressao PGPC, assim, € titil mo-
delar a probabilidade do parametro médio A;, € o pardmetro de correlacéo, p;. Definimos a matriz
x=(x1,....%) ", em que x; = (xi,... ,Xip) € amatrizz = (zy,... Zm) ', comz; = (zif,. .. 1 Zig)-
Os parametros A; e p; sdo modelados utilizando as covaridveis x; e z;. Estas covaridveis sdo
conectadas a estes parametros através de fun¢des de ligagdo. Para o pardmetro A, h;l (+), fungdo
de ligac@o, € a funcdo exponencial (exp(-)). Aplicando a fun¢do em cada A;, temos a seguinte
igualdade: i (A;) =log(A;) = x;0¢ = &; é uma funcgéo de ligagéo diferencidvel, a qual relaciona A
ao preditor linear com um vetor de pardmetros; §; = i o.xjr; 08 coeficientes O, o1, . . ., 0, S0

r=1
pardmetros desconhecidos; xjo = 1, para todo i € x;1, X, ...,Xj, 30 0s valores das p covaridveis

para o i-ésimo cluster. Também temos ¢@; = Z Yrzirs 08 coeficientes ¥, i, .- ., ¥y 40 pardmetros
r=0
desconhecidos; zjo = 1, para todo i € z;1,2i2, . - - , Zig $20 0s valores das g covaridveis para 0 i-€simo

cluster.

A estrutura de correlac@o é modelada usando uma funcao das covaridveis especificas que

sdo capazes de relacionar a dependéncia entre elas em relacdo ao evento de interesse. De uma
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forma geral,

pi = hy' (zY),

em que hlj](zi'}') € a correlagcdo entre quaisquer dois individuos dentro do i-ésimo cluster.
Esta ¢ uma funcdo ndo linear apropriada, monotdnica e duas vezes diferencidvel. Sejam
A= (Al,lz, - ,lm)T, p = (pl,pz, ... ,pm)T, X = (xl,X2, ... ,xm)T,xi = (xil,xl-z, . ,xl'p)T,

2= (21,22, ,2m) 2 = (21,225 -+ Zig) | -

Proposicao 5.5.2. Uma funcdo de ligacdo que garante a restricdo 0 < p; < 1/(1 — B;),para

i=1,...,mé dada por:

1 &
pl hp (ZIY) 1 - ﬁl (1 +ezi»y) 9

parai=1,...,m.

Prova: Invertendo a equacgdo de h;l (zi¥) = pi, temos:

hp(pi) = log (#) =2z
—-p, —Pi

Explicitando o valor de p;, obtemos a seguinte equagao:

pi = (1 _1[;1) (1?55;270'

Portanto,
) 1 exp(ziY) >
=hy (ziy) = '
pi=h, (zY) 1- B (1 +exp(zi¥)
u
A fungdo de verossimilhanga (5.15) do vetor de pardmetros 6 = (&t1,..., 0, Vi, .-, %) ',

condicionados aos dados observados, 2 = (m,y,z,L,K) "

o)~ oo 5161yt o ) 2

L

comd(y;) = d(yi)h;L1 (1), consequentemente, seja Ny = (1 —p+p Z ﬁl) ,m=1—p+ppi,
=1

min(j,L) . _
e =pPparal=2,...,L,d(0) =1ed(j)= M!<J )md(j—l) =
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min(j,L)

Z h (&H! ( >771d (j—1), paral =1,...,y;. Esta mudanca de func¢des foi feita para

fac111tar os calculos das derivadas. O logaritmo da funcao de verossimilhanca é

6(9;@):%’{—}111(4})(1— (@) + ! f‘, >}+dyl (5.16)

i=1

5.5.2 Intervalos de confianca

Nesta secdo, consideramos quatro formas de constru¢do dos intervalos de confianga,
duas baseadas nos intervalos de confianga assintéticos dos estimadores de méxima verossimi-
lhanga, uma por meio da fun¢@o de verossimilhanca com dados aumentados, uma baseada em

reamostragem e uma baseada na funcdo de log-verossimilhanga perfilada.

5.5.2.1 Intervalos de confianca assintéticos

Nesta sec¢do, os intervalos de confianca assintéticos dos EMV sdo calculados para os
parametros presentes no modelo de regressdao PGPC, levando em consideragdo a fungdo de

verossimilhanga dos dados observados, expressa na Equacao (5.16).

Proposicao 5.5.3. Sob condi¢des de regularidade a matriz J, com dimensdo (p+¢q) X (p+¢q),

pode ser escrita como

0°0(0;92)

10)=""5097 0

(5.17)

Prova: Sob condi¢des de regularidade, a distribui¢ao assintética para \/ﬁ(é —0) é uma distri-
buicdo normal multivariada N;,,(0,1(@)~!) (Cox; Hinkley, 1979), em que 1(8) é a matriz de
informag@o, que pode ser aproximada pela matriz de informagdo observada de Fisher, J(0). Para
o modelo de regressao PGPC, a matriz J, com dimenséo (p+q) X (p + ¢), pode ser escrita como

na Equacdo (5.17), cujos elementos sdo dados por

00,0 0l a(xré?oc =1 d(yi)?

PU8:7) _ § { 2 (&) (1 )+ im)} + o, () ~ Ao, (), (1)

o) g {_ahﬂ@) (_&h,:l(«pz) (o) &, )} Jain () ~ e () )
aara% 0 aar J (9’}’5 d~(yl')2

¥ =1

9°(6;2) _ i {—h;l(g,.) (_azhgl((/’i)_i_a%;l(q)i)ial>}+dyr%(y,)dd Wy )d%(y,).

27,97 i—0 dY:9Ys Y9y =1 (}’1)

Y

Y
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Tabela 7 — Derivadas da funcio d no modelo de regressao

min(L,y;)
doo) = ¥ () oo
- aZd 0:2 m‘"“” 1 . N . By
due (0:7) = ﬁ ( 1) M exp(xitt) (xirxisd(0: 7) + xir ey (85 7) + il (0: 7) + gy, (0: 7))
5 32d<9 j) mm L\ -1 5
Q@) = TGN () exoton) (i (0 9) + i (6:)
arYs aara% k( ‘ 1 ¥s o Ys
- , 22d(0;9) minLy) 1 , y . 5
dy.y,(0:2) #— <‘Z 1>BXP xi0) (Miyys (92@)+nkdz.\-d%(9§9)+71kécz,dvx(9§9)+71kdyr%(939))
r s k
Tabela 8 — Derivadas da funcdo n, k=1,2,...,L
g b b b

~ T
M T Itexp(zian) ( )

_ O €Xp(zil2 e b — L
n _9m_ —yexp(zy)
e 9r (1 Fexp(zy)? -

- Nk O ¥ €xp(ziY, _ .
M R <(1+exp(1i7))2> k=2, 0L i=1,
1 _ 9 —%¥(exp(@y) (1 +exp(y)) +2exp(ziy))
%% 8)/58% (1 +exp(zi7))?

_ 9 o ([ 1%(exp(zi¥)(1+exp(zi¥)) +2exp(ziY)) _ .
Mens = 0%9%  1—0y ( (1 +exp(ziy))? prak=2...Li=1,...m

As derivadas especificas para cada funcdo de ligacdo e estrutura de correlacdo sdo

apresentadas na Tabela 7 e na Tabela 8, respectivamente.

Proposicio 5.5.4. O intervalo de confianga assintético, com nivel de confianca 100 x (1 — 7)%,
para o r-ésimo componente do vetor de parametros 0, 6,, r = 1,...,k+ 2, pode ser calculado

utilizando

ér:i:‘fz’ip’l,'/Z J(;)l(é)7

em que Z7; € o valor do (7/2)-esimo quantil superior da distribuicio Normal padrio e J - )1 (6)
é 0 r-ésimo elemento da diagonal principal da inversa de J(0) ou J;(@) que corresponde ao

estimador da variancia do estimador de interesse. [ ]

A aproximacdo a distribuicdo normal para os EMV dos parametros do modelo € vilida
assintoticamente, ou seja, quando a amostra é grande. Portanto, a construcdo destes intervalos de

confianga pode ndo apresentar resultados acurados para amostras pequenas e moderadas.

5.5.2.2 Intervalos de confianca bootstrap

O método bootstrap, ja citado nesta tese, € uma técnica de reamostragem utilizada
para aproximar a distribui¢do tedrica de uma varidvel aleatdria por sua distribuicao empirica.

No processo de reamostragem pode ser considerada uma especificacdo paramétrica, em que
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novos conjuntos de dados sdo gerados, ou uma nio-paramétrica, em que conjuntos de dados sdo
construidos com base nos dados observados. Nesta secio, descrevemos como obter as estimativas
intervalares empiricas via bootstrap nao-paramétrico. Os intervalos de confianca bootstrap nao-
paramétrico s@o obtidos simulando B amostras com reposi¢cdo de tamanho m dos dados originais,
2M,. 2@ . 2®) Os intervalos com nivel de confianca 100 x (1 — o¢)%, para cada um dos

pardmetros, sdo construidos calculando os quantis (1 — &/2) e a /2 dos respectivos B EMV.

5.5.2.3 Intervalos de confianca perfilados

Nesta secdo, construimos intervalos de plausibilidade para os pardmetros do modelo de
regressdo PGPC com base na distribui¢do tedrica da estatistica de razio de log-verossimilhanga
perfilada desenvolvida por Kalbfleisch (1985), Pawitan (2001).

Proposicao 5.5.5. A func¢do de verossimilhancga perfilada para o r-ésimo componente do vetor

de parimetros 0, 6, , r =1,...,k+2, é definida como
0:(6,) = max{{(0_,);2)}, (5.18)

sendo £(0_,); 7) =log £ (0 _,); 7) a fungfo de log-verossimilhanga, apresentada na Equagéo
(5.16), considerando é(_,) o vetor de parametros 6 assumindo 6 exceto na r-ésima posicdo. W

Proposicao 5.5.6. A estatistica de razdo de log-verossimilhanca para 6, é dada por
W = 2£r(ér) —£:(6,),
em que 6, ¢ o estimador de maxima verossimilhanga de 6, e W) segue uma distribuicdo X12 [ |

Proposicao 5.5.7. Ao utilizar a distribuicao tedrica, um intervalo de plausibilidade aproximado

de 100 x (1 — &t)% para 6, pode ser obtido por

XL (1—ay; (5.19)

em que xlzv(l_a) é o quantil (1 — o) da distribui¢io x?.
|

Para obtermos a soluc¢do na Equagado (5.19) consideramos um intervalo de possiveis
valores para 6,, uma ideia é utilizar valores em torno de 6,. Calculamos para cada um destes
valores a funcdo em (5.18) e, posteriormente, determinamos os valores de 0, que satisfazem a

inequacdo (5.19).

5.5.3 Teste de hipoétese

Nesta se¢do, definimos o teste de hipdtese para os parametros de regressao e o teste de

hipétese para o parametro de correlagdo presente na estrutura de correlagdo.
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5.5.3.1 Teste de hipétese para os pardmetros de regressao

Se o interesse reside em testar a plausibilidade de valores especificos para um subvetor
de parAmetros 8* , de 8, podemos considerar o teste de razdo de verossimilhanga. Para o modelo

de regressao PGPC, este subvetor pode ser definido da seguinte forma:

1. Ajuste o modelo como descrito na Secdo 3.1 e na Secdo 3.2.

2. Utilize o teste de Wald, como descrito na Subsec¢do 3.3.1, para cada parAmetro em & e

selecione o subconjunto de parametros para os quais o teste foi ndo significativo.

Para testar as hipéteses Hy : 8* = 0 contra Hy : 8* # 0, utilize o teste de razdo de

verossimilhancga, considerando a estatistica
LRs = —2 {Z(é; ) — 18 .@)} ,

com £(0;2) =10g(£(0:2)); £(0; D) e £(8:; D) sio as funcdes de verossimilhanca avaliadas
respectivamente no estimador de maxima verossimilhanca sob restricao, 0 . e no estimador
de maxima verossimilhanga usual, 0. A estatistica de razdo de verossimilhanca LRg segue,
assintoticamente, uma distribuicio x> (qui quadrado) com o nimero de graus de liberdade igual
ao numero de restricdes em Hy. A hipotese Hy € rejeitada para grandes valores da estatistica de

teste LRg. Se a hip6tese Hy ndo é rejeitada, subvetores de 8* devem ser testados.

Teste de Wald

Seja 3, um estimador de méxima verossimilhanga de 8, , correspondente a r-ésima
covaridvel e J(_r )1 (S ) o estimador da variancia de 8.. O teste de Wald para testar Hy : 8, =0
contra Hy : 6, #0,r=0,...,k, é dado por

W,=—L— r=0,....k,
T )

em que J, )1 () é o r-ésimo elemento da diagonal principal da inversa da matriz J(8) avaliada
no EMV do vetor de parimetros 0, definido na Equagdo (5.17). A estatistica W, segue uma
distribuicdo Normal padrao. A hipétese Hy € rejeitada para pequenos e grandes valores da

estatistica W,.

5.5.3.2 Teste de hipdtese para o pardmetro da estrutura de correlacdo

Ao ajustar um modelo de regressao PGPC consideramos a suposi¢do de correlagdo
comum, p; , entre os eventos de Bernoulli dentro do i-ésimo cluster. Porém, tal suposi¢do pode
ndo ser satisfeita, ou seja, um ajuste do modelo de regressao Poisson poderia ter sido considerado.

Uma forma de verificar esta suposi¢do de dependéncia € testar a plausibilidade do valor do
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parametro de correlagdo. Na constru¢do do modelo de regressao PGPC, p; ¢ modelado por
meio de uma estrutura de correlagdo que envolve o parAmetro 8. Assim, testar a suposi¢do de
correlacdo comum, p; , entre os eventos de Bernoulli dentro do i-ésimo cluster € analogo a testar

a plausibilidade do valor do pardmetro 8.

Para testar as hipéteses Hy : 8 = 0 contra H; : 8 > 0, para as estruturas de correla¢do
exponencial e Gaussiana, ou Hy : 8 = 1 contra H, : 8 < 1, para a estrutura de correlagio continua,

iremos considerar o teste de razdo de verossimilhanga, por meio da estatistica
LRs = -2 {53(8; 2)—1(6; @)} ,

m L

sendo (5(857) =Y. {_hl(ﬁi) L—hp (1) +hp (1) ) 061) +log(d(yi)) —log(yi!)} a fun-
i=1 I=1
cao de log-verossimilhanga do modelo de regressdo poisson avaliado nos respectivos EMV

fornecidos por este modelo; £(0; 2) =log(.Z(0; 2)), a fungio de log-verossimilhanga avaliada
no vetor de estimadores de méxima verossimilhanca, 0. A estatistica de razio de verossimilhanca
LRg segue, assintoticamente, uma distribui¢do X12 . A hipétese Hy € rejeitada para grandes valores

da estatistica de teste LRg.
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CAPITULO

CONCLUSOES E PROPOSTAS FUTURAS

Neste capitulo mostramos as conclusdes sobre a tese e a apresentacdo de novas propostas

a partir da monografia para estudos futuros.

As distribui¢des apresentadas foram construidas pensando em dados de contagem com
problemas na dispersao e correlacdo. Algumas propriedades foram descritas neste trabalho para

melhor compreender as caracteristicas para a aplicacdo destas distribui¢des.

Apresentamos, discutimos a distribui¢do CPC e devido a semelhanca com a distribuicao

COM-Poisson zero-inflacionada a maioria das propriedades sao semelhantes.

Apresentamos, discutimos a distribuicdo PGPC e desenvolvemos alguns resultados
importantes. Utilizamos 0 método de momentos e 0 método de maxima verossimilhanca no ajuste

da distribuicao PGPC para conjuntos de dados gerados, resultando em estimativas satisfatdrias.

Desenvolvemos, discutimos a distribuicdo CPGPC e demonstramos alguns resultados
importantes. Utilizamos o método de médxima verossimilhanga no ajuste da distribuicio CPGPC
para conjunto de dados gerados, resultando em estimativas satisfatorias. As inferéncias sobre os

parametros com base em intervalo de confianga bootstrap também foram satisfatorias.

No Capitulo 5 apresentamos um estudo de grafico de controle para as distribui¢do PGPC
e CPGPC com simulagdo. Por fim, apresentamos a distribuicio COM-Poisson correlacionada
bivariada e o modelo de regressao PGPC.

Existem vdrias pesquisas que podem ser realizadas como continuagdo da desenvolvida

na presente tese, dentre as quais propomos os seguintes topicos:

1. Desenvolver as distribui¢des PC multivariada e PGPC multivariada.

2. Desenvolver as distribuicdoes COM-Poisson correlacinada multivariada e CPGPC multiva-

riada.
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Capitulo 6. Conclusoes e Propostas Futuras

. Desenvolver um método para a estimacdo do parametro L também para a distribuicao

COM-Poisson generalizada parcialmente correlacionada.

. Desenvolver a estimagdo do pardmetro L no modelo de regressdo Poisson generalizado

parcialmente correlacionado.

. Considerar o modelo de regressio COM-Poisson generalizado parcialmente correlacio-

nado.

. Desenvolver e comparar outros métodos para estimag¢ao, incluindo a inferéncia Baeysiana,

dos parametros das distribui¢des apresentadas.
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APENDICE

FUNCOES AUXILIARES

Neste capitulo do Apéndice apresentamos a fungdo caracteristica, fungdo geradora de
Probabilidade e fun¢do geradora de momentos que serdo uteis para o calculo de momentos e

também da funcdo massa de probabilidade (fmp) das distribui¢cdes que vamos definir.

A.1 Funcao caracteristica

Nesta secdo calculamos as fung¢des caracteristica das distribui¢des de Poisson, COM-
Poisson e estender para o cdlculo das distribui¢des COM-Poisson correlacionada e COM-Poisson

parcialmente correlacionada generealizada.

Definicao A.1.1. Seja X uma varidvel aleatdria. A funcio caracteristica de X € a fungdo ¢y : R —
definida por @y (t) = / e dFy (x)

Observacao A.1.2. Seja X uma varidvel aleatdria discreta. A fungdo caracteristica de X ¢ a
fungdo @x (1) = E(e™) = Y ¢ P(X = x)

x=0
Observaciio A.1.3. Se E|X| < oo, entdo @) (0) = i*E(X*).

Observacdo A.1.4. Se X é uma varidvel discreta entdo @x (0) = Z ¢OP(X =x)= Z P(X =x).
x=0 x=0

Dessa forma se ¢x(0) = 1 e P(X = x) > 0 para todo x no dominio concluimos que P(X = x) é

uma distribui¢io de probabilidade.

A.2 Funcao geradora de Probabilidade

Nesta se¢do calculamos definir e comentar sobre a fungdo geradora de Probabilidade que

serd ttil neste projeto.
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Definicao A.2.1. Seja X uma varidvel aleatoria discreta. A funcdo geradora de Probabilidade de

X é a fungdo Py : R — R definida por Py (¢ Z *P(X

Observacao A.2.2. A fun¢do geradora de probabilidade COM-Poisson correlacionada € idéntica

a fungdo caracteristica trocando e por t.

Observacao A.2.3. Seja X uma varidvel aleatéria discreta e Px(¢) sua fungdo geradora de
1 a&*
babilidade, entdo P(X = x) = ——(Px (0
probabilidade, entdo P(X = x) x!dIX<X( )
Definicao A.2.4. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias discretas com fmp conjuntamente
distribuidas P(X = x,Y = y). A funcdo geradora de Probabilidade de X e Y ¢é a fungdo P :
R x R — R definida por

Pey(h,n)=E@n)= Y  H{BP(X=xY=y) (A.1)
(x,y)€Z*TxZ*

Observacio A.2.5. Seja X e Y duas varidveis aleatdrias discretas com Py y (t1,72) sua fungdo

1 ax+y
Px y(0,0))

eradora de probabilidade, entdio P(X =x,Y =y) = ———
s P ( x ) x!y! 8tf8t§(

Observacao A.2.6. Com pensamento andlogo a observacdo A.1.4, se X e Y sdo varidveis

discretas entdo Py y(1,1) = Y 1FrPX=xY=y)= Y PX=xY=y).
(xy)eZ+xZ+ (xy)eZtxZ+
Dessa forma se Py y(1,1) =1 e P(X =x,X =y) > 0 para todo (x,y) no dominio concluimos

que P(X = x,Y =y) é uma distribui¢do de probabilidade bivariada.

A.3 Funcao geradora de Momentos

Nesta sec@o calculamos, definimos e comentamos sobre a funcido geradora de Momentos

que serd util neste projeto.

Definicao A.3.1. Seja X uma varidvel aleatéria discreta A fungéo geradora de momentos de X

é a funcdo My : Z+ — Z™ definida por My (t Z e*P(X

Definicao A.3.2. Sejam X e Y varidveis aleatdrias discretas. A fungéo geradora de momentos de

(X,Y) éafuncdio My y : ZT x ZT — Z* definida por My y (11,12) Z Z MTYP(X =x,Y =
x=0y=0
y)

Observacao A.3.3. A fungdo geradora de probabilidade COM-Poisson correlacionada ¢ idéntica

a fungdo geradora de momentos trocando tft% por €"*112Y "aplicadas a varidvel bivariada (X,Y).

oM
Observacao A.3.4. Se X e Y sdo varidveis discretas entdo 04 (0,0) = Z X"yt
ot} !
(x,y)EZTXZ

1-P(X =x,Y =y) = E(X",Y").
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A.4 Funcao Positiva Definida

Definicao A.4.1. Seja a fungdo ¢y : Z — C € positiva definida se para todon = 1,2,... vale

n n
3 ¥ ol w2 >0,
j=1k=1
para quaisquer nimeros inteiros ¢y, ...,t, € complexos zi,..., 2.

Teorema A.4.2. (Herglotz) Se uma fungdo @y : Z — C é positiva definida e @x(0) = 1, entdo
T .
existe uma medida de probabilidade X tal que @x (k) = / e~ *dy (x).
—7T

A.5 Derivadas da funcao A

A.5.1 Derivadas da funcao Z

Antes de calcularmos as derivadas da fun¢ao A, calculamos abaixo derivadas da funcdo

Z(ApB,9) = Z;pp,¢ que serdo utilizadas no processo.

(o)

Zyppo = Z(ApB,9)= »
Z(ApB.9) ¢ I’WZ lpﬁ > (s+ 1A (pB)!
Zippo = L:Z«l Z (s+ 1))
(/lpﬁ ¢ + lpB log( )
(/Ipﬁ ¢) _ v ﬁ) o (s+H1D(AB)Hps
Bopo = —ap Z ; G+ D1P
32(/1(1—p+pl3 - 1—p+pﬁ)” '(B-1)
ka(lfpﬂ)ﬁm - ap ; (n!)?
_ i(ﬁrl)k”l( —p+pB)(B-1)
= ((s+1)h)?
9*Z(ApB.9) n(n— DA 2(pB)" & (s+2)(s+1)A5(pB)+2
Zivgo = oz _,;2 (n1)? Z (G2
*Z(ApB,9) & (ApB)'log(n!)?
Zinbo = 902 Z (n1)
_ ’Z(ApB.9) ¢ n(n—l)(w)"l)”*2 2 (2 (s+DHAB)
Zigbo = apr "Xy X (2
S0P _ ’Z(A(1-p+pB),9) in(n—l)/l”(l—P+P5)"‘2(l3—1)2
2(1-pipBlo Jp? P (n1)?
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_ i (s+2)(s+ DA (1 —p+pB)*(B—1)°

= ((s+2))¢
S0 BZZ(/IPB,¢)_822(7LPB7¢)_i_nlog(n!)l”lp”
ApBo— TAPB9 T 9Ad¢  d¢or &= (n)?
_ i_(s+1)log((s+1)!)/1~‘p~‘“
A ((s+1)1)?
I ¥ _ 9°Z(ApB.9) _ I*Z(ApB.9) i lp "l Z(Hl)z(lp)s+1
ApB.¢ ApB.¢ dAdp IpoA =~ = ((s+1))
S _ _9’Z(A(1-p+pB).9) _9°Z (1(1—p+pl3)7¢)
A(l—p+pB)9 —  “A(1—p+pB).9 dAdp dpdi
_ inzl”‘l(l—pwﬁ)"‘l(ﬁ i (s+ 1A (1 —p+pB) (B —1)
- e (n)? -~ ((s+1)1)¢
Z¢P — ZP7¢ :aZZ(),pﬁ,(P) _ azz(lp[L )
ApB.o ApB.o 20dp 0p0¢
& nlog(rhA"p"! & (s+1)log((s+ 1)HALTps
B Z:: (n!)? ; ((s+1)H?
7P _ 2 _’Z(A(1—p+pP),9) _ P°Z(A(1—p+pB).9)
A(l—p+pB)d — ZA(1-p+pB).o 909p B Jdpd¢
_ inl" 1—p+pB)*log(n!)(B—1)
& (n!)?
_ i (s+ DA (1 —p+pB)log((s+ 1Y (B 1)
= ((s+1D)N?

A.5.2 Derivadas da funcao A

Para a fungdo definida A : ZT x RT x R™ x [0, 1] — R segue as derivadas:

( N L E NGl
) (ﬁ’)HIZ(lJ/J) (An;)7/;! L>w;
led,,

L Zan NN\?
j=1 “An;¢ S
Argp(wi) = L w-—L(<]L>> Litmp\ (An) il +m;)!
£ ()5 () (usm) sy,

= Ay j=1 J

1 m ; li+m; 0
\ - Zuo ((7)!)

emquen =1—p+pPren=pPiparai=2,3,....

Quando L > w; temos:
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OECLINS LD (ApB)"1;
(!

A i) = A ,',)L, ) ;'@ = (
ropwi) = Awi,2,9,0:7) 16;%. D e 2 Do ((4)1)°

aA(WhA‘)(P?p;'@)
A _ _
AiopWi) = ER -

led,, 1 (ll!)¢_1Z;Ln17¢
A . v
<Am>"zm,¢) LIz (1;/7) (ApB;)ilit;!
(W) 12Z5 5 ) 73 Zappyo ((%).)‘p
i y <Wi> (Am)iiz (I /k)
k=215, L) (W) Zn,
L [ (p BRI AZ, 5 o — (Ap Be) e/ 11 22 L Iz (1;/7) (ApB;)liliL;!

ApBr.®
[1
one (1)) (2

aA(Wivla(Z%p;-@)

)
Al,(@),p(wl’) = a(p =
= ) (Wi) _(lnl)hlog(ll!)_(lm)hzgim,tb
L U\ wrz,, ez, ,
Ltz (1) (’Mﬁ]‘)lj/jlj!Jr < wi\ (Am)"iz (Ie/k)
: ZX . l; ¢ Z Z 1 (l !)¢*1Z
=2 LApB;.¢ (<7f>1) k=21E,, 1 A6
L/ky 79
OpB i log((1/K))  (RPBILIZE g
((/5))°Z3 g 0 (/BN Z35
151 1 (1;/) (ApBj)itit;!
)
2.tk I:
=z ((5))
Ay = PAA0p:7) g (wz-) natm -1 (Am)Zg
A Ip 1, \ 1 (D~ Zan, (ll!>¢_lzx’ztm,¢

Loty (1)) (ApB)ilLt | & wi'\ (Ani)il (I /k)
7 L L) ez
j=2 “ApB;.¢ ((%/) g) k=21e4,, (i) AN,

e/ kAR P11 Z5 g o — (AP B IKIZS o ﬁ 17 (1;/) (ApB))"/ 11!
22 2:7

2pBed ((lfk) !> ¢ T Zigp ((%) !) ¢
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82A(Wi32‘7¢7p;9)

A B B
Al7¢7p(w,~) = a)Lz —
= Y (Wi) W - A2 2ANIZE o Om)hZg +
1€, (1)~ Zay0 LN=1Z3, 4 (Lo 'Z5 0
11 722
Mh IZ?Ln P L IZ j/,] }LPBJ)Z/JZ'
Ne-173 Z; G
AnLe / J= 2 pBj.9 (71>y>
llﬂ,ll 1 ll ()Lrh) lmq‘)
k= 216@7 (L)~ Ian o ()9 1z2 b

I/ kA e/ Pﬁk)l"/klk'Z/Ipﬁk¢>—()vpﬁk)l"/klk'z;{L PBd
¢
5 I
23 it ((k)'>
ﬁ J/J (Apﬁj)l /]l '+

. ¢
J=2:j#k Zipp; 0 ( (l_J) g)
J

(An)" oz (I /k) Iz, (I /m)
LY T (V)

=2m= 216@7“,

lk/kllk/k 1(pﬁk)’k/klk!Z,1pﬁk7¢—(lpﬁk)lk/ lk'Z%Pﬁ )
o
2 )
Bopo ((£)Y)
lm/mllm/mil(pﬁm) /mlm!Z/Ime,q)_(lpﬁm)lm/ml 'Z%p[; 0
0
2 I
Zippo (%))

ﬁ Iz (1;/j) (ApB))" /”j!+i y (v (Am)" Iz (I /k)
12X I ¢ ~ 1 (LNe-1z
J=2kEjFEm IAY k=21€ %y, 1 AN,

ApBj.o 7 :

/Kl /= DA (p B/ k1175 o

ZBogo (%) !>¢

20 [N (p B W12y (AP B Z) o (ApBy Wizt

23 ot ((lk> '>¢ 2} B <<Ik> '>¢
(lk/k)tlk/k 1(ka)lk/klk!Z;Lpﬁk¢_(lpﬁk) Ik/k I,\Z lpﬁ ¢) zziblﬁw

Zopo (1) !>¢

L ] l/]lj!

. I\ \?
Zw((;’-)!)
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52A(Wi,2~7¢;l);9)

0.9 _ _
AopWi) = 992
oy (w,.) (zm)hlog(zlz)2+(lm)’llog(ll NZg, o,
led,, 1 (D~ Zamy 0 (Lo~ IZ/zln 0
Am)hzg . (m)log(inZg,
(ll )¢ IZZ .o (ll )¢ 1Z72Ln 0

unl)llzﬁfm o |t L (i) (pBp)it
(W) 17 =2 ZhpBj0 ((%) !>¢

AN,¢
< wi\ (An)" 1z (/) Iz, (I /m)
LY T (V)"

k=2m= 216427
 (ApB)Wlog(t/))  (APBOMZ 5 o
((e/k)1)0 Zy g, 4 ((L/K))0Z3p 4
(B log((ln/m))  (APB)""Z 5 )
((ln/m)! )(PZ/lﬁm ((ln/m)! )(PZ)ZLﬁ )

L Iy, ( j/]) (Apﬁj)l /Jl Y

Akt g (( )
J

L wi\ (An)" Iz (k/k)
L L <l>(11!)¢_1zz( B)é

k=2le 4,
 (ApB)Flog(1/k))>  (ApBMFlog((/k)NZ3y o (ApB)"Z)y
((k/k)1)*Z3, 6 (/K1) Z3 5, 4 (/)23
(ApBo)' log((U/k)NZ5p o 202pB)W 25, ) ﬁ 2 (13/7) (ApB;)ilil;!
(OGN Wz, ) 1L, 7 M((%)!y
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azA(WiaA‘v(p:p;‘@) o
op? N

Ll — DA 2B — 1 2 (B - 1)ZE,
_ Z<1)<1(1 ) *(Bi )+ Ao

(l1~)¢ IZ)Ln 0 (ll )(P 1Z)2L 1,0

lew’wi
Gz, 20m)z,

(ll )¢ ]Z}2L 1L, (ll )(P 1Z)2L )
Ltz (1)) (ApB))'ilil;!
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A.6 Derivadas da funcao B

A.6.1 Derivadas da funcao S

Antes de calcularmos as derivadas da funcao B, calculamos abaixo derivadas da funcao

S(upB,9) = Syupp,¢ que serdo utilizadas no processo.
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A.6.2 Derivadas da funcao B

Para a fungdo definida B: Z" x RT x R™ x [0, 1] — R segue as derivadas:

Bugp(wi) = L Li+mj)/ j
I wi—L Li+m;\ (un)?Wtmidli(l;+m;)!
()5 (a0 (b ey
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Quando L > w; temos:
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CALCULOS

Nesta capitulo calculamos alguns resultados que aparecem no decorrer do texto.

B.1 Resultados

+oo A
Ob ao B.1.1. I =1+A.
servacao y ir}rlwr;) (n)” +
~+oo n o0 n
Prova: Note que Z Ny = 1+A+ Z N Quando v — oo temos:
n=0 (n') n=2 (”l.)
T gn too An o 1
Z 1\Vv S Z 1\VvV Z 1yv—1
= (n!) = (n!) = (n!)
vl
<
= ¢ n;zz(nfl)(vfl)
T
A 2v-
= e
1 2v171
Co2velg
+o0 n +oo n

—1+A.

logo Z (1) — 0. Portanto, se Vv — +oo entao Z
n=2 n: n=0

= (n1)Y

L
Observacio B.1.2. Z 1B, =1.
=1

Prova: Sejai=1—1 (.).
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N——
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+
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N——
T

L
L—1
Ob d0B.1.3. Y PB=1+—"——.
servacao 1221 B + X

Prova: Sejai=1[—1 (.) e usando a observacio anterior.

Lo - 27002 ()

I= ; i+

= :mizl)z (i+1)!(I£!—1—i)! <I%>Ll (%) |

) <>%() (x)

- Eats (1) () R (-0 ()

- (1—%+é)Ll = i —ill' —1111) (Fé)kl_i(%)i

B.2 Derivadas de PGPC em relacao aos parametros

, K (L 1\ L
Sejap=11,)\1-%) zM= 1—P+P2ﬁl Mm=1-p+pPien =

J : 1 .
pPB; paral=2,...,L. Sejad(0) =1e A/d(}) Z < 1)lmd(j—l) paral =
1,...,u. A funcio de probabilidade segue: -



B.2. Derivadas de PGPC em relagdo aos pardmetros

141

S d(u)
P(U=u;2,p,L,K) =expy =L | 1=p+p Y B | o =
=1 :
As derivadas seguem:
L
ul = (1—P+PZBI>
=1
m = l-p+ph
m = ph
d )
—Mo = Nop=|—-1+) B
dp g =1
d
%771 = Mp=—1+p
d
%Tll = MNip =270 ,
d Log  p&l/ya-na-4H)"" @y
d_KnO - r’OK_plZId_KBl_lel l) K! + K+
d p(L—1) 1\:?
gk = Mk="33 (I_E
a_  pla-na-H"" w-n AT
ak" k=171 K Tx Tk
paral=2,... L.
~ min(j,L) i1 _
i =y 0(J7))amdu-o
I=1 -

_1 - -
wdi) = do= Y #(]7 1) Ampdi-0+ Andp(i 1)
p i=1 [—1
min(il) .
L qG) = ) (770 omd(— 1)+ Amdie (G- 1)]
T2l A DR Y ixkd (] 1k (J
paraj=1,...,u.

As derivadas de segunda ordem seguem:
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d2
Wno = Mopp =0
d2
W"l = MNpp=0
d2
Wnl = nlpp:()
2 L 2
%TIO = nOKK:pZ%ﬁZ
2 L3 L2
dd?m = TllKK— (1 1) )(L 2) <1—%)
4 p /L (1—— R (21—21L)1<+L2 L)
a2 = Tikk = L(l) (K—l)
d? d? L d
dKdp Mo = Mikp 7o = Tokp = Mopk = 1; d—Kﬁl
d? d? (L—1) 1\:2
depm = MKp M = TMopk = dKdp (1_E>
d? d? 1/L\ |L—1 N 1\
depﬂz = anpd_Krll:nOpK:Z(l) W(I_E) +7(1_E>
paral=2,...,L
dZ - B n(j,L) j—l
md(ﬂ = =d)(j Z l'(l >[2mda( — )+ Andya(j—1)]
42 . _ mm(j ) 1
) = = X 1(]7)) A1)+ A1)
p =1 I-1
d2 - B ‘ min(;,L) ]—1
md(ﬂ = dgk(j) = 121 H(l—l) [(Anukgd(j—1)+2AMkdk (j—1) + Amidgg (j—1)]
d2 5 2 -
dadp (J) = ap(J)ded;Ld(J)—dpa(J)
min(j,L) i1 B
= % (170 Ol = 0+ A (1) A D)
2 ~1:1 e )
1axdV) = d(i) = d(j) = dialj) =
min(j,L) ji—1 . ~
= ”(l >[771Kd( — D) +mdi (j— 1)+ Anxdy (j—1) + Amidy g (j—1)]
o ~1:1 ) )
dded(j) = dpk(j) = md(ﬁ =dgp(J) =

min(j,L) 1 _ 3 3 3
= % 117 ) ot 0+ A1)+ Ao -0+ A 1)
=1

para j=1,...,u
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B.2.1 Derivada de PGPC em relacao ao parametro L

Para a estimagdo do parametro L vamos refazer os calculos seguindo a seguinte equacio
da fun¢do geradora de probabilidade:

L
PU(t):exp{l(l—p)(t—l)—FM%K{(1—%—#%) —1}} (B.1)

1o\*
defino f(t) =A(1—p)(r—1)+ 2‘% (1 % + E) —1 ;. A [-ésima derivada aplicada

L1
at=0é a seguinte funcio f(V(0) =A(1—p)+Ap { (1 —l+ t) - 1} e f1(0) =

K K
L—1)! 1\“!
M 1—— ,paral =2,... L.
(L—1)!K!-1 K

A fungdo de probabilidade da distribui¢io PGPC P(U = u) é calculada através da funcédo

2.10, através da u-ésima derivada em ¢ aplicada a t = 0 vezes 1/u!.

@ . i d! (u—1+1)
i Z l—l T ——Pu(0)f (0)

A funcao de probabilidade segue:

P(U =u) = ——2Py(0) (B.2)
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dLa’?L

P(U
dLdK

l,( u) (47)) im0 0)

lm,;) (47)) [ oo 00)+ Spi0) 251400
P O) 7 (0) + S P(0) i 0
"= lmli) (i2) [ﬁ RO )+

dci jtl,__ll Py( )ij (=D (0)+

d d! d d" d?
(u—1+1) (u—1+1)
aLar vz f O+ O 7o (0)}

apar’ V== 4 X <l -~ 1) [dde a1 Of (0)+

dp dtll 11PU(0>dL I-1 2
d d d d~ d

(u—1+1) (u—1+1)
PO PO 4 S0 )]

d2 1 mm(L,u) u— 1 d2 dl*l
awat U= b (l - 1) LleL PO 0+

=1
d d! d
ax a1 OO0
d dlfl d (i1 1) dlfl d2 (u—1+1)
— Py (0)— flu~ 0 Py(0)—— "~ 0
aLar v Ot (0)+ G O) e ( )}

B.3 Derivadas de d do modelo de regressio MPGPC em

relacaio a a e y

As derivadas seguem:

min(j,L) j— 1 ~
zz( 1)h<ﬁi>erazd<1—z>

min(j,L)

B =Y #(J7)) [erama(Rad -0+ Ands 1)

_ min(j,L) i1 ~ B

b= Y #(J7)) Bnpdti-+andy(i-1)
i=1

- mln(ij) ]_1 -

dp () “(l—l) [AMikd(j—1)+Amdg (j—1)]
i=1
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Seja a fungdo de ligagdo p; = hﬁjl = (1/(1—=PB1))(e¥7/(1+ €%7)) temos a derivada
dpi/dy = piy = hljl = (1/(1—B1))(ye¥" /(1 +€%7)?). Segue as derivadas:

L
(1 _Pi+piZBl>
i=1

o
m 1—pi+pif
n pif;

d L

—1o Noy = | —Piy+Piy Y, Bi

dy =1

d NN

dpim Ny = —Piy + Piy

d

E,le Niy = Piyp,

_ _ 1 _ B (_expeia, _
paral=2,...,Lesendon = l-l-ex—pefal eni=1-p <l+exp€fai>’paral_2""’L'

Seja a funcdo de ligagdo o; = gil = "% temos a derivada dA;/da = Aig = g5 = aei®.

Segue as derivadas:

B min(j,L) i1 . .
dul)= Y, (1)) andti-1+ Anda(i-1)

/
~ min(j,L) i1 _ _
=Y 1(17)) mdli-n+andi(-1)
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CODIGOS

Neste capitulo mostramos os cddigos-fonte feitos no programa R.

C.1 Cédigos da distribuicao Poisson generalizada parcial-

mente correlacionada

Cédigo-fonte 1 — Funcgio beta

1: beta<-function(L,K,1){

2 b<-(K/L)*choose(L,1)*(1-1/K) " (L-1)/K"1
3: return (b)
4

Caédigo-fonte 2 — Funcio eta

1: eta <- function(k, rho, L, K){
2: ifelse( k == 1, 1 - rho + rho * beta(L, K, k), rho * beta(L,
K, k) )

Cédigo-fonte 3 — Funcao auxiliar 1

1: auxl<-function(j,rho,L,K){

2 m=min(j,L)

3: v=c ()

4 for(k in 1:m){

5 v=c( factorial(k)*choose(j-1,k-1)*eta(k,rho,L,K), v )
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}

return (v)

® 2D

Codigo-fonte 4 — Funcao d til

1: dtv<-function(j,lam,rho,L,K){

2 di=c (1)

3 for(k in 1:j){

4 if (k<=L)A{

5: dl=c(dl,lam*auxl (k,rho,L,K)%*%d1l)
6 d2=d1

7 }else{

8 d2=c(d2,lam*auxl(k,rho,L,K)%*%d2[-1]) [-1]
9: di=c(d1,d2[L+1])

10: }

11: }

12: return (d1)

13: }

Cédigo-fonte 5 — Funcdo massa de probabilidade da distribuicdo Poisson generalizada parcial-

mente correlacionada

1: dpgpcl<-function(y,lambda,rho,L,K){

2: # Perform argument checking
if (lambda < 0 || 1/(1-beta(L,K,1)) < rho || rho < 0 || L < O
[l XK < 0)
4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= 0,
5: 1/(1-beta(L,K,1)) >= rho >= 0, L >= 0, K >= 0");
6: if (y <0 |l y '= floor(y))
7: return (0);
8: p=exp(-lambda* (1-rho+rho*sum(beta(L,K,1:L))))*dt(y,lambda,rho

,L,K)/factorial (y)
9: return (p)
10: }
11: dpgpc<- function(w,lambda,rho,L,K){

12: vetor<-c ()

13: for(o in 1:length(w)){

14: m<-w[o]

15: vetor<-c(vetor ,dpgpcl(m,lambda,rho,L,K))

16: }
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17: return(vetor)

18: ¥

Caédigo-fonte 6 — Funciao distribuicdo acumulada da distribui¢do Poisson generalizada parcial-

mente correlacionada

1: ppgpcl<- function(w,lambda,rho,L,K){

2: # Perform argument checking

3: if (lambda < 0 || 1/(1-beta(L,K,1)) < rho || rho < 0 || L < 0
[l K < 0 )

4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= O,

5: 1/(1-beta(L,X,1)) >= rho >= 0, L >= 0, K >= 0");

6: if (y <0 |l y !'= floor(y))

7: return (0);

8: soma=sum (dpgpc (0:w,lam,rho,L,K))

9: return (soma)

10: X

11: ppgpc<- function(w,lambda,rho,L,K){

12: vetor<-c()

13: for(o in 1:length(w)){

14: m<-w[o]

15: vetor<-c(vetor ,ppgpcl(m,lambda,rho,L,K))

16: }

17: return (vetor)

18: }

Cédigo-fonte 7 — Funcao quantil da distribuicdo Poisson generalizada parcialmente correlacio-

nada

I: qpgpci<- function(U,lambda,rho,L,K){

2: # Perform argument checking

3: if (lambda < O || 1/(1-beta(L,K,1)) < rho || rho < 0 || L <O
Il K < 0)

4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= O,

5: 1/(1-beta(L,K,1)) >= rho >= 0, L >= 0, K >= 0")

6: k=0

7: F=0

8: while (1) {

9: if (UKF) break

10: F <- F + dpgpcl(k,lambda,rho,L,K)

11: k <- k + 1
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12: }

13: k <- k -1
14: return (k)
15: }

Caédigo-fonte 8 — Fungdo que gera valores aleatdrios da distribuicdo Poisson generalizada

parcialmente correlacionada

1: rpgpc<- function(n, lambda, rho, L, K){

2: # Perform argument checking

3: if (lambda < 0 || 1/(1-beta(L,K,1)) < rho || rho < 0 || L <=
0 Il K <= 0)

4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= O,

5: 1/(1-beta(L,K,1)) >= rho >= 0, L > 0, K > 0");

6: if (n <= 0 || n '= floor(m))

7: return (0)

8: if (length(lambda) == 1) { lambda <- rep(lambda, n) 1}

9: if (length(rho) == 1) { rho <- rep(rho, n) }

10: u <- runif(n)

11: x <- numeric(n)

12: for (i in 1:n) {

13: px <- dpgpc(x[i], lambdal[il, rho[il, L, K)

14: while (px < ulil) A

15: x[i] <- x[i] + 1

16: px <- px + dpgpc(x[i]l, lambdal[il], rho[i], L, K)

17: }

18:  }

19: return (x)

20: }

Codigo-fonte 9 — Funcgio de verossimilhanga da distribuicdo Poisson generalizada parcialmente

correlacionada

1: pgpc.loglikelihood = function(x, lambda, rho, L, K){

2 # Perform argument checking

3: if (lambda < O || rho < 0)

4 return (-Inf);

5 return ( -sum(x[,2])*lambda*x( 1 - rho + rho*sum( beta(L,K,1:L
) ) )+

<

x[,2I\%*\%1log( dt(x[,1], lambda, rho, L, K) ) -
7: x[,21\%*\%1log( factorial(x[,1]1) ) );
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Codigo-fonte 10 — Fungdo de estimacio dos pardmetros A e p, com os parametros L e K fixados,
pelo método de méxima verossimilhanga da distribuicdo Poisson generalizada parcialmente

correlacionada

1: pgpc.fit = function(x, L, K ){

2: xbar = (x[,1] %*% x[,2]1) / sum(x[,2]);

3: options(warn = -1);

4: result = optim(c(xbar,1), function(p) {

5: return ( -pgpc.loglikelihood(x, p[1], p[2], L, K ) )},

6: method="L-BFGS-B",control=(trace = TRUE), lower=c(1e-5,0));
7: options (warn = 0);

8:

9: lambda = result\$par[1];

10: rho = min(result\$par[2],1/(1-beta(L,K,1)));

11: fit = list( lambda = lambda,

12: rho = rho,

13: fitted.values = sum(x[,2]) * dpgpc(x[,1] ,lambda

,rho ,L ,K ),

14: log.likelihood = pgpc.loglikelihood(x ,lambda ,
rho ,L ,K ) );

15:

16: return (fit);

17: ¥

Cédigo-fonte 11 — Fungao de estimacdo de parametros pelo método de momentos da distribuicéo

Poisson generalizada parcialmente correlacionada

I: pgpc.moment = function(x, L, K ){

2: xbar = (x[,1] \%*\% x[,2]) / sum(x[,2]);
3:

4: # Changing data into form we can sample from
5: y = matrix(0,sum(x[,2]) ,1)

6: index = 0

7 for (i in 1:length(x[,1]1)){

8: index2 = index + x[i,2]

9: y[(index+1) :index2] = x[i,1]

10: index = index + x[i,2]

11: +

12: lambda = mean(y);
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13: rho = K#*(var(y)/mean(y)-1)/(L-1);

14: fit = 1list( lambda = lambda,

15: rho = rho,

16: fitted.values = dpgpc(x[,1] ,lambda ,rho ,L ,K )
);

17:

18: return (fit);

19: }

Codigo-fonte 12 — Fungio de estimacéo dos pardmetros A, p e L, com o parametro K fixado,
pelo método de médxima verossimilhanga da distribuicao Poisson generalizada parcialmente

correlacionada

I: pgpc.fit2 = function(x, K, ini.L=5 ){

2: xbar = (x[,1] %*% x[,2]) / sum(x[,2]);

3: options (warn = -1);

4: result = optim(c(xbar,1, ini.L), function(p) A

5: return ( -pgpc.loglikelihood(x, p[1], p[2], p[3], K ) );},

6: method="L-BFGS-B",control=(trace = TRUE), lower=c(le-5,0,1)
)

7: options (warn = 0);

: lambda = result\$par[1];
10: rho = min(result\$par[2],1/(1-beta(L,K,1)));
11: L = result\$par[3];

12: fit = list( lambda = lambda,

13: rho = rho,

14: L =1,

15: fitted.values = sum(x[,2]) * dpgpc(x[,1] ,lambda
,rho ,L ,K ),

16: log.likelihood = pgpc.loglikelihood(x ,lambda ,
rho ,L ,K ) );

17:

18: return (fit);

19: %}

Cddigo-fonte 13 — Intervalo bootstrap usando o método de maxima verossimilhanga para a

distribui¢do Poisson generalizada parcialmente correlacionada

1: pgpc.testboot.mle = function(data, lambda, rho, L, K, level
=0.95, B=500, n=500){
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2: # B = number of repetitions of bootstrap

3: # n = number of obs. in each sample used to find bootstrap
mean

4: # data = the original data

5: # level - confidence interval level

6: # Check arguments

7: if (level <= 0 || level >= 1)

8: stop("Invalid arguments, 0 < level < 1");

9: if (n <= 0)

10: stop("Invalid arguments, n > 0");

11: if (B <= 0)

12: stop("Invalid arguments, B > 0");

13: boot.lambda = matrix(0,B,1)

14: boot.rho = matrix(0,B,1)

15: # Changing data into form we can sample from
16: fulldata = matrix(0,sum(datal[,2]) ,1)

17: index = 0

18: for (i in 1:1length(datal,1]1)){

19: index2 = index + datal[i,2]

20: fulldata[(index+1) :index2] = datal[i, 1]

21: index = index + datali,2]

22: }

23: # Creates a wvector of means (the bootstrap wector)

24: for (i in 1:B){

25: samplewR = sample(fulldata, n, replace=TRUE);

26: sample = data.frame(table(samplewR)) ;

27: valores = as.numeric(as.character (data.frame(table(samplewR
D 0,11))

28: sample = cbind(valores,samplel[,2]);

29: PGPCsampleobject = pgpc.fit(sample, L, K);

30: boot.lambdal[i] = PGPCsampleobject\$lambda;

31: boot.rho[i] = PGPCsampleobject\$rho;

32: remove (samplewR) ;

33: %

34. # Pivotal method calculation
35: boot.lambda = sort(boot.lambda)
36: boot.rho = sort(boot.rho)

37: lower .bound = (1 - level) / 2;

38: upper .bound = 1 - lower.bound;

39: lower . index floor (lower.bound * B)+1;

40: upper . index floor (upper.bound * B);

41: pivotal.ci = matrix(0,2,2);
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42: pivotal.ci[1,1] = max(0, 2*lambda - boot.lambda [upper.index])
43: pivotal.ci[1,2] = 2*%lambda - boot.lambda[lower.index];

44 pivotal.ci[2,1] = max(0, 2*rho - boot.rho[upper.index]);

45: pivotal.ci[2,2] = 2*rho - boot.rho[lower.index];

46: rownames (pivotal.ci) = c("lambda", "rho");

47: colnames (pivotal.ci) = c(lower.bound, upper.bound);
48: return (pivotal.ci);

49: %}

Codigo-fonte 14 — Intervalo bootstrap usando o método de momentos para a distribui¢do Poisson

generalizada parcialmente correlacionada

1: pgpc.testboot.mom = function(data, lambda, rho, L, K, level
=0.95, B=500, n=500)1

2: # B = number of repetitions of bootstrap
# n = number of obs. in each sample used to find bootstrap
mean

4: # data = the original data

5: # level - confidence interval level

6: # Check arguments

7 if (level <= 0 || level >= 1)

8: stop("Invalid arguments, 0 < level < 1");

9: if (n <= 0)

10: stop("Invalid arguments, n > 0");

11: if (B <= 0)

12: stop("Invalid arguments, B > 0");

13: boot.lambda = matrix(0,B,1)

14: boot.rho = matrix(0,B,1)

15: # Changing data tnto form we can sample from
16: fulldata = matrix(0,sum(datal[,2]) ,1)

17: index = 0

18: for (i in 1:length(datal[,1]1)){

19: index2 = index + datali,2]

20: fulldata[(index+1) :index2] = datal[i,1]

21: index = index + datali,2]

22: }

23: # Creates a vector of means (the bootstrap wvector)
24: for (i in 1:B){

25: samplewR = sample(fulldata, n, replace=TRUE);

26: sample = data.frame(table(samplewR));
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27: valores = as.numeric(as.character (data.frame(table(samplewR
»L,11))

28: sample = cbind(valores,samplel[,2]);

29: PGPCsampleobject = pgpc.moment (sample, L, K);

30: boot.lambda[i] = PGPCsampleobject\$lambda;

31: boot.rho[i] = PGPCsampleobject\$rho;

32: remove (samplewR) ;

33: }

34: # Pivotal method calculation
35: boot.lambda = sort(boot.lambda)
36: boot.rho = sort(boot.rho)

37: lower .bound = (1 - level) / 2;
38: upper ..bound = 1 - lower.bound;

39: lower . index floor (lower.bound * B)+1;

40: upper . index floor (upper.bound * B);
41: pivotal.ci = matrix(0,2,2);

42: pivotal.ci[1,1]

max (0, 2*lambda - boot.lambda[upper.index])
43: pivotal.cil[1,2]
44 pivotal.ci[2,1]

2*xlambda - boot.lambda[lower.index];

max (0, 2*rho - boot.rho[upper.index]);

45: pivotal.ci[2,2] = 2*rho - boot.rho[lower.index];

46: rownames (pivotal.ci) = c("lambda", "rho");

47. colnames (pivotal.ci) = c(lower.bound, upper.bound);
438: return (pivotal.ci);

49: }

Codigo-fonte 15 — Grafico de Controle da distribuicdo Poisson generalizada parcialmente

correlacionada

1: ControlCharts.pgpc <-
2: function(data,L,K,xlabel ,ylabel ,PGPC=TRUE,P=TRUE, PGPCProb=

TRUE) {

3:

4: my.table = data.frame(table(data))

5: valores = as.numeric(as.character(data.frame(table(data))
[,11))

6: my.matrix = cbind(valores,my.table[,2])

T:

8: data.pgpc <- pgpc.fit(my.matrix, L, K)

o: data.lambda <- data.pgpc\$lambda

10: data.rho <- data.pgpc\$rho



156 APENDICE C. Cédigos

11:

12: data.pgpcmean <- pgpc.mean(data.lambda, data.rho, L, K) +
min (data)

13: data.pgpcvar <- pgpc.var(data.lambda, data.rho, L, K)

14: data.pgpcstdev <- sqrt(data.pgpcvar)

15:

16: uppercontrolPGPC <- data.pgpcmean + 3*data.pgpcstdev

17: lowercontrolPGPC <- data.pgpcmean - 3*data.pgpcstdev

18: lowercontrolPGPCPlot <- data.pgpcmean - 3*data.pgpcstdev

19:

20: if (lowercontrolPGPC < 0){lowercontrolPGPCPlot = 0}

21:

22:

23: data.mean <- mean (data)

24: data.stdev <- sqrt(data.mean)

25:

26: uppercontrolPoisson <- data.mean + 3*data.stdev

27: lowercontrolPoisson <- data.mean - 3*data.stdev

28: lowercontrolPoissonPlot <- data.mean - 3%*data.stdev

29:

30: if (lowercontrolPoisson < 0){lowercontrolPoissonPlot = 0}

31:

32:

33: TrueMax <- max(data)

34:

35: CumulativeProbMax <- sum( exp( pgpc.log.density(0:max(data
),

36: data.
lambda, data.rho, L, K) ) )

37:

38: if (CumulativeProbMax < 0.99865){

39:

40: j <=1

41:

42: CumulativeProbMax_Cur <- CumulativeProbMax

43:

44: while ((CumulativeProbMax_Cur) < 0.99865){

45:

46: CumulativeProbMax_Cur <- sum( exp( pgpc.log.density
((0: (max(data)+j)),

47:

data.lambda, data.rho, L, K) ) )
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48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
57:
58:
59:
60:
61:
62:
63:
64:
65:
66:
67:
68:

69:

70:
71:
72:
73:
74:
75:
76:
77
78:
79:
80:
81:
82:
83:
84:

85:

TrueMax <- TrueMax + 1

j <=3+ 1

TrueMax <- TrueMax + 1

if (CumulativeProbMax >= 0.99865){

CumulativeProbMax_Cur <- CumulativeProbMax

while (CumulativeProbMax_Cur > 0.99865){

CumulativeProbMax_Cur <- sum( exp( pgpc.log.density (0:(
max (data-k)),

data.lambda, data.rho, L, K) ) )

b

TrueMax <- TrueMax - 1

k <- k + 1

TrueMax <- TrueMax + 2

TrueMin <- min(data)

CumulativeProbMin <- sum( exp( pgpc.log.density(O:min(data)

data.rho, L, K) ) )

data.lambda
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86:

87:

88: if (CumulativeProbMin > 0.00135 & min(data) > 0){

89:

90: i <-1

91:

92: CumulativeProbMin_Cur <- CumulativeProbMin

93:

94: while (CumulativeProbMin_Cur > 0.00135){

95:

96: CumulativeProbMin_Cur <- sum( exp( pgpc.log.density
((0:(min(data)-1i)),

97:
data.lambda, data.rho, L, K) ) )

98:

99:

100: TrueMin <- TrueMin - 1

101:

102: i <- i+ 1

103:

104: if (TrueMin==0){break}

105:

106: }

107:

108: TrueMin <- TrueMin

109:

110: }

111:

112: if (CumulativeProbMin <= 0.00135){

113:

114: 1 <- 1

115:

116: CumulativeProbMin_Cur <- CumulativeProbMin

117:

118: while (CumulativeProbMin_Cur < 0.00135){

119:

120: CumulativeProbMin_Cur <- sum( exp( pgpc.log.density (0:(
min(data)+1),

121:
data.lambda, data.rho, L, K) ) )

122:

123:
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124 TrueMin <- TrueMin + 1

125:

126: 1 <- 1+1

127:

128: }

129:

130: TrueMin <- TrueMin - 1

131:

132: }

133:

134: plot (data, type="1",

135: ylim=c(min(lowercontrolPGPCPlot, min(data),
lowercontrolPoissonPlot, TrueMin),

136: max (uppercontrolPGPC, max(data),
uppercontrolPoisson, TrueMax)),

137: xlab=xlabel, ylab=ylabel,

138: sub="Red = PGPC Shewhart ; Blue = Poisson Shewhart ;
Green = PGPC Probability Limits")

139:

140: if (PGPC==TRUE){

141: abline (h=uppercontrolPGPC, col=2)

142: abline(h=lowercontrolPGPCPlot, col=2)

143: abline (h=data.pgpcmean, col=2)}

144

145: if (P==TRUE){

146: abline (h=uppercontrolPoisson, col=4)

147: abline(h=lowercontrolPoissonPlot, col=4)

148: abline (h=data.mean, col=4)}

149:

150: if (PGPCProb==TRUE){

151: abline (h=TrueMax, col=3)

152: abline (h=TrueMin, col=3)}

153:

154: Upper00CPoints <- c()

155: Lower00CPoints <- c()

156:

157: for (i in 1:1ength(data)){

158: if (datal[i] > uppercontrolPoisson || datali] >
uppercontrolPGPC){Upper00CPoints <- c(Upper00CPoints ,which (
data==datal[i]))}

159:

160: if (data[i] < lowercontrolPoisson || datal[i] <
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lowercontrolPGPC){Lower00CPoints <- c(Lower00CPoints ,which(
data==datal[i]))}

161: }

162:

163: if (length(Upper00CPoints)==0){Upper00CPoints <- c("No
Upper Out of Control Points")}

164:

165: if (length(Lower00CPoints)==0){Lower00CPoints <- c("No
Lower Out of Control Points")}

166:

167:

168: list.pgpc <- list(c(data.pgpc\$lambda, data.pgpc\$rho),

169: c(data.pgpcmean, data.pgpcstdev) ,c(
uppercontrolPGPC, lowercontrolPGPC), c(data.mean, data.stdev
),

170: c (uppercontrolPoisson,
lowercontrolPoisson), Upper00CPoints, LowerOOCPoints, c(
TrueMax , TrueMin))

171: names (list.pgpc) <- c("PGPC Estimation of parameters:
Lambda and Rho ","PGPC Mean and Standard Deviation",

172: "PGPC Shewhart Upper and Lower Bounds
", "Poisson Mean and Standard Deviation",

173: "Poisson Shewhart Upper and Lower
Bounds", "Upper Out of Control Observations",

174: "Lower Out of Control Observations",
"PGPC Probability Limits")

175:

176: return(list.pgpc)

177:

178:  }

C.2 Cédigos da distribuicao COM-Poisson generalizada

parcialmente correlacionada

Cédigo-fonte 16 — Funcio indicadora para vetores inteiros

1: indicadoravet <- function(x){
2: ifelse(x-floor(x) == 0, 1, 0)
3:}
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Cédigo-fonte 17 — Fungido Matriz com L colunas, cada linha soma n e [;/j ¢ inteiro, para

1=(ly,...,Ip) vetor linha da matriz

1: matriz3<-function(L, n){
2: vetn<-seq(l, n)
3: vetL<-seq(1, L)
4: vetmat<-seq(1l, (n+1) (L))
5: vet<-rep(0, n+1)
6: vet2<-c ()

7: for(m in vetL){

8: vet3<-rep(0, (n+1)~(L-m))

9: for(i in vetn){

10: rep2<-rep(i, (n+1)~(L-m))

11: vet3<-c(vet3, rep2)

12: }

13: vet3<-rep(vet3, (n+1) " (m-1))
14: vet2<-c(vet3, vet2)

15: }

16: mat<-matrix(vet2, ncol=L)

17: vet<-c ()

18: for(j in vetmat){

19: if (sum(mat[j,]) == n){
20: vet<-c(vet, mat[j,])
21: %}

22: %}

23: mat<-matrix(vet, ncol=L, byrow=T)
24: vetmat2<-seq(l, nrow(mat))

25: vet<-c ()

26: for(k in vetmat2){

27: if (prod(indicadoravet (mat[k,] * (seq(1:L))~(-1)))!=0){
28: vet<-c(vet, matl[k,])

29: }

30: ¥

31: mat<-matrix(vet, ncol=L, byrow=T)
32: return(mat)

33: }

34: matriz4<-function(L, ni1, n2){

35: matl <- matriz3 (L, nl + n2)

36: mat2 <- matriz2(L, n2)

37. vetmat3<-seq(l, nrow(matl))

38: vetmat4<-seq(l, nrow(mat2))

39: vet<-c ()
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40: for(kl in vetmat3){
4]1: for (k2 in vetmat4)d{

42: if (sum( negvet(mati[kl,] - mat2[k2,]) ) == 0){
43: vet<-c(vet, mati1[kl,]- mat2[k2,], mat2[k2,])
44: }

45: }

46: }

47: mat <- matrix(vet, ncol=2x*L, byrow=T)
48: return (mat)
49: }

Codigo-fonte 18 — Fungdo massa de probabilidade da distribuicio COM-Poisson generalizada

parcialmente correlacionada

1: dcpgpcl = function(w, lambda, rho, phi, L, K, max, z = NULL){

2: # Perform argument checking

3: if (lambda < O || rho < O || phi <O || L <O || K < 0 || max
< 0)

4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= 0, rho
>= 0,

5: phi >= 0, L >= 0, K >= 0, max >= 0");

6: if (w < 0 || w '= floor(w))

7 return (0);

8 if (is.NULL(z) || z <= 0)

9: z = Z(lambda*eta(1:L, rho, L, K), phi,max)

10: # Return pmf

I11: p = 0

12: numl

13: num?2

ifelse(L >= w, w , L)
ifelse(L >= w, 0 , w-L)

14: mm = matriz4 (L, numl, num2)

15: m1 = matrix(mm[,1:L], ncol=L)

16: m2 = matrix(mm[,1:L + L], ncol=L)

17: for(kl in 1:nrow(mm)){

18: vl=mi1[k1,]

19: v2=m2[k1,]

20: prod = prod( factorial(vl[1:L]+v2[1:L])=*

21: (lambda*eta(1:L,rho,L,K) )~ ((vl1[1:L]+v2[1:L]1)/1:L)/
22: ( factorial(vl[1:L]) * factorial(v2[1:L]) *
23: factorial ((v1[1:L]1+v2[1:L]1)/1:L )~ (phi) ) )
24: p = p + prod
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26 p = ifelse( L >= w, p/prod(z), p*factorial(numl)x*factorial (num?2
)/

27: ( prod(z)*factorial(w) ) )

28: return(p)

29: }

30: dcpgpc<- function(w, lambda, rho, phi, L, K,max){

31: vetor<-c()

32: for(o in 1:length(w)){

33: m<-w([o]

34: vetor<-c(vetor, dcpgpcl(m, lambda, rho, phi, L, K,max))

35: }

36: return(vetor)

37 %}

Cédigo-fonte 19 — Fungao distribui¢do acumulada da distribuicio COM-Poisson generalizada

parcialmente correlacionada

1: pcpgpcl<- function(w, lambda, rho, phi, L, K, max, z = NULL)({

2: # Perform argument checking

3: if (lambda < O || rho < 0 || phi < 0 || L <0 || K < 0 || max
< 0)

4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= 0, rho
>= 0,

5: phi >= 0, L >= 0, K >= 0, max >= 0")

6: return( sum(dcpgpc(0:w, lambda, rho, phi, L, K, max)) )

7:}

8: pcpgpc<- function(w, lambda, rho, phi, L, K, max){

9: vetor<-c()

10: for(o in 1:length(w)){

11: m<-wlo]

12: vetor<-c(vetor ,pcpgpcl(m, lambda, rho, phi, L, K, max))
13: }

14: return(vetor)

15: }

Cédigo-fonte 20 — Fun¢io quantil da distribuicio COM-Poisson generalizada parcialmente

correlacionada

1: qcpgpcl <- function(U, lambda, rho, phi, L, K, max){

2: # Perform argument checking
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3: if (lambda < 0 || rho < O || phi < O || L <0 || K < 0 || max
< 0)

4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= 0, rho
>= 0,

5: phi >= 0, L >= 0, K >= 0, max >= 0");

6: if (w < 0 || w '= floor(w))

7 return (0)

8: 'k =0

99 F =0

10: while (1){

11: if (UKF) break

12: F<-F + dcpgpcl(k, lambda, rho, phi, L, K, max)

13: k<-k + 1

14: }

15: k <- k - 1

16: return (k)

17: }

18: qcpgpc <- function(w, lambda, rho, phi, L, K, max){
19: vetor <- c()

20: for(o in 1:length(w)){

21: m <- wlo]

22: vetor <- c(vetor, qcpgpcl(m, lambda, rho, phi, L, K, max) )
23: }

24: return(vetor)

25: }

Codigo-fonte 21 — Fungdo que gera valores aleatorios da distribuicio COM-Poisson generalizada

parcialmente correlacionada

I: rcpgpc <- function(n, lambda, rho, phi, L, K, max ){

2: # Perform argument checking

if (lambda < O || rho < O || phi < O || L <O || K < 0 || max
< 0)

4: stop("Invalid arguments, only defined for lambda >= 0, rho
>= 0,

5: phi >= 0, L >= 0, K >= 0, max >= 0");

6: if (n <= 0 || n != floor(mn))

7 return (0)

8: if (length(lambda) == 1) { lambda <- rep(lambda, n) }

9: if (length(rho) == { rho <- rep(rho, n) }

= e
R Ny

10: if (length(phi) == { phi <- rep(phi, n) }
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11: u <- runif (n)

12: X <- numeric(n)

13: z <- computez.lambdaest (lambda, phi, max)

14: for (i in 1:n) {

15: px <- dcpgpc(x[i], lambdalil], rhol[il], phil[il],
16: L, K, max)

17: while (px < ulil]) {

18: x[i] <- x[i] + 1

19: px <- px + dcpgpc(x[il, lambdalil], rhol[i], philil,
20: L, K, max)

21: }

22: }

23: return (x)

24: 3}

Cédigo-fonte 22 — Fungdo de verossimilhanca da distribuigaio COM-Poisson generalizada

parcialmente correlacionada

1: cpgpc.loglikelihood = function(x, lambda, rho, phi, L, K, max){

2 # Perform argument checking

3:  if (lambda < O || phi < 0)

4 return (-Inf);

5 return ( -sum(x[,2])*( sum( log(Z(lambda*eta(l:L, rho, L, K),
phi, max)) ) ) +

x[,2]\%*\%log( A(x[,1], lambda, rho, phi, L, K) ) );

=

7}

Cédigo-fonte 23 — Fungdo de estimagdo de parametros pelo método de verossimilhanca da

distribuicdo COM-Poisson generalizada parcialmente correlacionada

I: cpgpc.fit.z = function(x, L, K, max){

2 xbar = (x[,1] \%*\% x[,2]) / sum(x[,2]);

3 options(warn = -1);

4: result = optim(c(xbar,1,1), function(p) {

5 return (-cpgpc.loglikelihood(x, pl[1]l, pl[2], p[3], L, K, max))

H

6: method="L-BFGS-B",control=(trace = TRUE), lower=c(le-5,0,0)
)
options (warn = 0);

lambda = result\$par[1];
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10: rho = result\$par[2];

11: phi = result\$par[3];

12: fit = list( lambda = lambda,

13: rho = rho,

14: phi = phi,

15: z = prod(Z(lambda*eta(1:L, rho, L, K), phi, max))

16: fitted.values = dcpgpc(x[,1],lambda,rho,phi,L,K,
max) ,

17: log.likelihood = cpgpc.loglikelihood(x,lambda,rho,phi,L,K
,max) );

18:

19: return (fit);

20: }

Caédigo-fonte 24 — Intervalo bootstrap usando o método de momentos para a distribuicao

COM-Poisson generalizada parcialmente correlacionada

1: cpgpc.confint.z = function(data, L, K, max, level=0.95, B=1000,

n=1000) {
2: # B = number of repetitions of bootstrap
# n = number of obs. in each sample used to find bootstrap
mean
4: # data = the original data
5: # level - conftidence interval level
6: # Check arguments
7: if (level <= 0 || level >= 1)
8: stop("Invalid arguments, 0 < level < 1");
9: if (n <= 0)
10: stop("Invalid arguments, n > 0");
11: if (B <= 0)
12: stop("Invalid arguments, B > 0");

13: boot.lambda = matrix(0,B,1)

14: boot.rho = matrix(0,B,1)

15: boot.phi = matrix(0,B,1)

16: # Sample statistic

17: CPGPCobject = cpgpc.fit.z(data,L,K,max)
18: lambda.mle = CPGPCobject\$lambda

19: rho.mle = CPGPCobject\$rho

20: phi.mle = CPGPCobject\$phi

21: # Changing data into form we can sample from
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22: fulldata = matrix(0,sum(datal[,2]) ,1)

23: index = 0

24: for (i in 1:1ength(datal,1]1)){

25: index2 = index + datal[i,2]

26: fulldata[(index+1) :index2] = datal[i,1]

27: index = index + datali,?2]

28: }

29: # Creates a vector of means (the bootstrap wvector)

30: for (i in 1:B){

31: samplewR = sample(fulldata, n, replace=TRUE);

32: sample = data.frame(table(samplewR));

33: values = as.numeric(as.character (data.frame(table(samplewR)
YL[,11))

34 sample = cbind(values, samplel[,2]);

35: CPGPCsampleobject = cpgpc.fit.z(sample,L,K,max);

36: boot.lambda[i] = CPGPCsampleobject\$lambda;

37: boot.rho[i] = CPGPCsampleobject\$rho;

38: boot.phi[i] = CPGPCsampleobject\$phi;

39: remove (samplewR) ;

40:  }

41: # Pivotal method calculation

42: boot.lambda = sort(boot.lambda)

43: boot.rho = sort(boot.rho)

44 boot.phi = sort(boot.phi)

45: lower .bound = (1 - level) / 2;

46: upper ..bound = 1 - lower.bound;

47: lower.index = floor (lower.bound * B)+1;

48: upper.index = floor (upper.bound * B);

49: pivotal.ci = matrix(0,3,2);

50: pivotal.ci[1,1] = max(0, 2*lambda.mle - boot.lambda[upper.
index]) ;

51: pivotal.ci[1,2] = 2*lambda.mle - boot.lambda[lower.index];

52: pivotal.ci[2,1] = min(1, max (0, 2*rho.mle - boot.rho[upper.
index])) ;

53: pivotal.ci[2,2] = min(l, 2*rho.mle - boot.rho[lower.index]);

54: pivotal.ci[3,1] = max(0, 2*phi.mle - boot.phil[upper.index]);

55: pivotal.ci[3,2] = 2*phi.mle - boot.phil[lower.index];

56: rownames (pivotal.ci) = c("lambda", "rho", "phi");
57: colnames (pivotal.ci) = c(lower.bound, upper.bound);
58: return (pivotal.ci);

59: }
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Codigo-fonte 25 — Gréfico de Controle da distribuigdo COM-Poisson generalizada parcialmente

correlacionada

l1: ControlCharts.cpgpc.z <-
2: function(data,L,K,xlabel,ylabel ,max=100,CPGPC=TRUE,P=TRUE,
CPGPCProb=TRUE) {

3:
my.table = data.frame(table(data))
5: valores = as.numeric(as.character(data.frame(table(data))
[,11))
6: my.matrix = cbind(valores ,my.tablel[,2])
7:
8: data.cpgpc <- cpgpc.fit.z(my.matrix, L, K, max)
9: data.lambda <- data.cpgpc\$lambda

10: data.rho <- data.cpgpc\$rho

11: data.phi <- data.cpgpc\$phi

12:

13: data.cpgpcmean <- cpgpc.mean(data.lambda, data.rho, data.phi,
L, K, max) + min(data)

14: data.cpgpcvar <- cpgpc.var(data.lambda, data.rho, data.phi, L
, K, max)

15: data.cpgpcstdev <- sqrt(data.cpgpcvar)

16:

17: uppercontrolCPGPC <- data.cpgpcmean + 3*data.cpgpcstdev

18: lowercontrolCPGPC <- data.cpgpcmean - 3*xdata.cpgpcstdev

19: lowercontrolCPGPCPlot <- data.cpgpcmean - 3*data.cpgpcstdev

20:

21: if (lowercontrolCPGPC < 0){lowercontrolCPGPCPlot = 0}

22:

23:

24: data.mean <- mean(data)

25: data.stdev <- sqrt(data.mean)

26:

27: uppercontrolPoisson <- data.mean + 3*data.stdev

28: lowercontrolPoisson <- data.mean - 3*data.stdev

29: lowercontrolPoissonPlot <- data.mean - 3*data.stdev

30:

31: if (lowercontrolPoisson < O0){lowercontrolPoissonPlot = 0}
32:

33:

34: TrueMax <- max(data)

35:
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36: CumulativeProbMax <- sum( exp( cpgpc.log.density(0:max(data)
37. data.lambda, data.rho, data.phi, L, K, max) ) )

38:

39: if (CumulativeProbMax < 0.99865){

40:

41: j <=1

42:

43: CumulativeProbMax_Cur <- CumulativeProbMax

44:

45: while ((CumulativeProbMax_Cur) < 0.99865){

46:

47: CumulativeProbMax_Cur <- sum( exp( cpgpc.log.density ((0:(

max (data)+j)),

48: data.lambda, data.rho, data.phi, L, K, max) ) )

49:

50: TrueMax <- TrueMax + 1

51:

52: j <=3+ 1

53:

54 }

55:

56: TrueMax <- TrueMax + 1

57:

58: }

59:

60:

61: if (CumulativeProbMax >= 0.99865){

62:

63: k <- 1

64:

65: CumulativeProbMax_Cur <- CumulativeProbMax

66:

67: while (CumulativeProbMax_Cur > 0.99865) {

68:

69: CumulativeProbMax_Cur <- sum( exp( cpgpc.log.density (0:(
max (data-k)),

70: data.lambda, data.rho, data.phi, L, K, max) ) )

71:

72:

73: TrueMax <- TrueMax - 1

74:
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75:
76:
T7:
78:
79:
80:
81:
82:
83:
84:
85:
86:
87:
88:
89:
90:
91:
92:
93:
94:
95:
96:
97:

98:

99:
100:
101:
102:
103:
104:
105:
106:
107:
108:
109:
110:
111:
112:
113:
114:
115:

k <- k + 1

TrueMax <- TrueMax +

TrueMin <- min(data)

CumulativeProbMin <- sum( exp( cpgpc.log.density (0:min(data),

data.lambda, data.rho, data.phi, L,

K,

max) )

)

if (CumulativeProbMin > 0.00135 & min(data) > 0){

CumulativeProbMin_Cur <-

while (CumulativeProbMin_Cur > 0.00135){

CumulativeProbMin

CumulativeProbMin_Cur <- sum( exp( cpgpc.log.density ((0:(

min (data)-i)),

data.lambda, data.rho, data.phi, L,

TrueMin <- TrueMin

i <-1i + 1

1

if (TrueMin==0) {break}

TrueMin <- TrueMin

if (CumulativeProbMin <=

0.00135){

K,

max) )

)
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116:
117:
118:
119:
120:
121:

122:
123:
124:
125:
126:
127:
128:
129:
130:
131:
132:
133:
134:
135:
136:

137:

138:
139:

140:
141:
142:
143:
144
145:
146:
147:
148:
149:
150:
151:
152:
153:

CumulativeProbMin_Cur <-

CumulativeProbMin

while (CumulativeProbMin_Cur < 0.00135){

CumulativeProbMin_Cur <- sum( exp( cpgpc.log.density (0:(

min (data)+1),

data.lambda, data.rho,

TrueMin <- TrueMin + 1

1 <- 1+1
}
TrueMin <- TrueMin - 1

plot(data, type="1",

data.phi, L, K, max) ) )

ylim=c(min(lowercontrolCPGPCPlot, min(data),

lowercontrolPoissonPlot,

max (uppercontrolCPGPC, max(data),

),

xlab=xlabel, ylab=ylabel,
sub="Red = CPGPC Shewhart ; Blue = Poisson Shewhart
CPGPC Probability Limits")

if (CPGPC==TRUE){

abline (h=uppercontrolCPGPC,
abline (h=lowercontrolCPGPCPlot, col=2)

abline (h=data.cpgpcmean,

if (P==TRUE){

TrueMin) ,

col=2)

col=2)}%}

abline (h=uppercontrolPoisson, col=4)

abline (h=lowercontrolPoissonPlot, col=4)

abline (h=data.mean, col=4)}

if (CPGPCProb==TRUE) {

abline (h=TrueMax,

abline (h=TrueMin,

col=3)
col=3)}

uppercontrolPoisson,

b

TrueMax)

Green
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154:

155: Upper00CPoints <- c()

156: Lower00CPoints <- c()

157:

158: for (i in 1l:length(data)){

159: if (datal[i] > uppercontrolPoisson || datali] >
uppercontrolCPGPC) {Upper00CPoints <- c(Upper00CPoints ,which(
data==datal[i]))}

160:

161: if (datal[i] < lowercontrolPoisson || datal[i] <
lowercontrolCPGPC){Lower00CPoints <- c(Lower00CPoints ,which(
data==datal[i]))}

162: }

163:

164: if (length (Upper00CPoints)==0){Upper00CPoints <- c("No Upper
Out of Control Points")}

165:

166: if (length(Lower00CPoints)==0){Lower00CPoints <- c("No Lower
Out of Control Points")}

167:

168:

169: list.cpgpc <- list(c(data.cpgpc\$lambda, data.cpgpc\$rho,

data.cpgpc\$phi),

170: c(data.cpgpcmean, data.cpgpcstdev) ,c(uppercontrolCPGPC,

lowercontrolCPGPC), c(data.mean, data.stdev),

171: c(uppercontrolPoisson, lowercontrolPoisson), Upper0OOCPoints,

Lower00CPoints, c(TrueMax,TrueMin))

172: names (list.cpgpc) <- c("CPGPC Estimation of parameters:
Lambda, Rho and phi","CPGPC Mean and Standard Deviation",

173: "CPGPC Shewhart Upper and Lower Bounds", "Poisson Mean and
Standard Deviation",

174: "Poisson Shewhart Upper and Lower Bounds", "Upper Out of
Control Observations",

175: "Lower QOut of Control Observations", "CPGPC Probability Limits"
)

176:

177: return(list.cpgpc)

178: }
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