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RESUMO

XAVIER, C. M. Métodos de Monte Carlo Hamiltoniano aplicados em modelos GARCH.
2019. 87 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pos-Graduacdo em

Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2019.

Uma das informacdes mais importantes no mercado financeiro € a variabilidade de um ativo.
Diversos modelos foram propostos na literatura com o intuito de avaliar este fendbmeno. Dentre
eles podemos destacar os modelos GARCH. Este trabalho propde o uso do método Monte
Carlo Hamiltoniano (HMC) para a estimagao dos parametros do modelo GARCH univariado e
multivariado. Estudos de simulacdo sdo realizados e as estimativas comparadas com o método
de estimacdo Metropolis-Hastings presente no pacote BayesDccGarch. Além disso, compara-se
os resultados do método HMC com a metodologia adotada no pacote rstan. Por fim, € realizado
uma aplicagdo a dados reais utilizando o DCC-GARCH bivariado e os métodos de estimagao
HMC e Metropolis-Hastings.

Palavras-chave: volatilidade, modelos GARCH, MCMC, Monte Carlo Hamiltoniano.






ABSTRACT

XAVIER, C. M. Hamiltonian Monte Carlo methods in GARCH models. 2019. 87 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

One of the most important informations in financial market is variability of an asset. Several
models have been proposed in literature with a view of to evaluate this phenomenon. Among
them we have the GARCH models. This paper use Hamiltonian Monte Carlo (HMC) methods
for estimation of parameters univariate and multivariate GARCH models. Simulation studies are
performed and the estimatives compared with Metropolis-Hastings methods of the BayesDcc-
Garch package. Also, we compared the results of HMC method with the methodology present in
rstan package. Finally, a application with real data is performed using bivariate DCC-GARCH
and the methods of estimation HMC and Metropolis-Hastings.

Keywords: volatility, GARCH models, MCMC, Hamiltonian Monte Carlo..
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CAPITULO

INTRODUCAO

A volatilidade € muitas vezes modelada como o desvio padrdo condicional aos retornos
financeiros através das informagdes histdricas e das volatilidades agrupadas o que sugere que os
desvios padrio condicionais estdo mudando continuamente de forma parcialmente previsivel. Se
os retornos tem sido grande nos ultimos dias devido a excita¢do do mercado, entdo hé razdo para
acreditar que a distribuicdo a partir do qual o retorno de amanha € estimado deve ter uma grande
variacdo. Neste sentido, o estudo de modelos temporais utilizados para avaliar a volatilidade € de
grande utilidade no mercado financeiro.

Em séries financeiras € comum observar que a volatilidade em ativos financeiros mudam
em determinados periodos onde sdo apresentados geralmente em grupos sugerindo alguma
dependéncia no tempo. A previsdo da volatilidade tem uma gama de aplica¢des em finangas, por
exemplo, na otimizacdo de portfolios, gestao de riscos, alocag¢do de ativos, precos de ativos, etc.
(VIRBICKAITE; AUSIN; GALEANO, 2015).

Para estudar este tipo de comportamento utiliza-se os modelos heteroceddsticos condici-
onais ARCH prosposto por Engle (1982), os modelos GARCH proposto por Bollerslev (1986) e
os modelos de volatilidade estocastica proposto por Taylor (1982). Diversos artigos sobre o tema
vem sendo estudados na literatura propondo inovagdes como extensoes e generalizacdes destes
modelos. Além dessas linhas de pesquisas, alguns pesquisadores tentam abordar dois temas de
grande relevancia para o estudo da volatilidade: procurar uma melhor forma de especificacao

dos erros e selecionar uma abordagem que seja mais eficiente para realizar inferéncia e predigao.

Na literatura, existem duas formas distintas de abordar este tipo de problema: a inferéncia
frequentista e a inferéncia Bayesiana. Na inferéncia frequentista estima-se os parametros através
da fun¢ado de verossimilhanca, enquanto que na inferéncia Bayesiana esta estimacao ¢é realizada

utilizando a distribui¢c@o a posteriori dos paradmetros.

Neste trabalho o foco principal € estudar novas formas de estimagdo para realizar inferén-

cia em modelos GARCH. Diversos algoritmos foram propostos quando utiliza-se a abordagem
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Bayesiana. Um dos mais conhecido é o Metropolis-Hastings. Todavia, com o advento da evo-
lucao computacional novos algoritmos de estimagdo estdo sendo propostos como € o caso, por
exemplo, do método Monte Carlo Hamiltoniano (HMC). Ao propor a utilizagdo do método
Monte Carlo Hamiltoniano como ferramenta de estimagio, um estudo comparativo entre estes

algortimos de estimacao € realizado.

Na Secdo 1.1 apresenta-se os modelos ARCH e os modelos GARCH. Neste trabalho
devido a complexibilidade do modelos GARCH utiliza-se de abordagens conhecidas como
MCMC (Monte Carlo via Cadeia Markov) para realizar estimagdo, inferéncias e predicdo. No
Capitulo 2 alguns conceitos fundamentais sobre Cadeias de Markov e algoritmos de estimacao
sdo apresentados. No Capitulo 3 é realizado um estudo de simulacdo em modelos GARCH uni-
variados utilizando o método Monte Carlo Hamiltoniano e o Metropolis-Hastings. No Capitulo 4
apresenta-se um estudo de simulacdo com o método Monte Carlo Hamiltoniano empregado em
modelos GARCH multivariados. Além disso, uma aplica¢io a dados financeiros € realizada. Por

fim, no Capitulo 5 tem-se a conlusdo e apresentacio de propostas para continuidade do trabalho.

1.1 Modelos de volatilidade

Neste capitulo apresenta-se os modelos GARCH (Generalized Autoregressive Condi-
tional Heteroscedasticity) um dos principais modelos utilizados para a modelagem estatistica
da volatilidade. Na Subsec¢do 1.1.1 tem-se o modelo de forma univariada. Ja na Subse¢do 1.1.2

define-se uma extensio desse modelo, os modelos GARCH multivariados.

1.1.1 Modelos GARCH univariados

Sejay = {y1,...,yn} uma série temporal de tamanho n. Engle (1982) propds o modelo
ARCH (p) que assume que a variancia conditional no tempo 7 depende de uma fungdo linear do

quadrado das p observacdes passadas da seguinte forma
yio = &\Vh, €~2(0,1)
p
hh = w+ Z oYy
i=1
emque @ >0, >0parai=1,...,pe & éuma varidvel aleatéria independente e identicamente
distribuida e (0, 1) uma distribui¢ao de probabilidades com média zero e varidncia um. Contudo,
Bollerslev (1986) propds uma generalizacao deste modelo, considerando que a volatilidade A,

depende tanto dos valores passados dos retornos quanto dos valores passados da volatilidade. O
modelo GARCH (p,q) é definido por

V& = St ht, 8;’\-’@(071) (11)

p q
hy = w+Za,~y,2_1+Z[3jht_j (1.2)
i=1 =
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em que as restricdes de positividade e estacionariedade de h; siow >0, a; > 0,i=1,...,p,
Bi>0,j=1,....qe ¥l oci+2‘j.:1[3j < 1. Quando p = g = 1 tem-se o modelo GARCH (1,1)
e a varidncia condicional do modelo é equivalente a um modelo ARCH (=), mas com diferentes
efeitos ARCH, ou seja,

hy = W‘f’zalﬁk ]Ytz k
= w+061y;_1+a1ﬁ1y12—2+061[31yt2—3+--- :

Disto, fica claro que para garantir que cada /4, seja estritamente positiva € suficiente que w > 0,
0;>0,i=1,....,qe; >0, j=1,...,q. Para a esperanga de y, dado I; = {y;—1,y;—2,.}, segue

que

Elwll] = VmE&|l])=\/E[e] = (1.3)

Var|y,|I;] = [yt |I;] = h,Var[g] = hy. (1.4)

Assim, utilizando as equacdes (1.3) e (1.4) pode-se calcular a esperanga e a variancia incondicio-

nais y;, ou seja

Ely] = E[E[|L]=E[0]=0
Varly,] = Eb’rz] = E[E[ytz\lr]] = E[h]

e assumindo que y seja estaciondria segue que

w

P q .
- (): i+ Y ﬁj>
i=1 j=1

p q
Para que (1.5) seja estritamente positiva e finita ). o; + Y. 8; < 1. Em muitas aplicagdes com
i=1 j=1
modelos GARCH, p = ¢ = 1 € suficiente para capturar o comportamento volatil presente em

Elh) = (1.5)

diversas séries, comparados a valores elevados de p para os modelos ARCH (para mais detalhes
veja Bollerslev, Chou e Kroner (1992)).

Da expressio (1.1) pode-se escrever que & = y;/+/h,. Assim, a func¢do densidade de

probabilidades (fdp) condicional do retorno y, serd dada por
pell) = (h) Ps )’t/\/_ (1.6)

Considerando (1.6) pode-se escrever a funcao de verossimilhanga como o produto das

distribui¢des dos retornos, considerando os retornos passados. Logo,

pO1L,--yn) = pOD)pO2lL)p(y3|B) .- p(Valln)

n

L(B) = p(yl)l—[(hr )2 pe(yi/ /),

t=
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sendo 6 = (w,Qy,...,q,P1,...,B,) os parAmetros associados ao modelo. Observe que como
ndo se conhece a distribui¢do marginal de Y7, a fun¢do de verossimilhan¢do ndo pode ser obtida.

Assim, deve-se utilizar a funcdo de verossimilhanca condicional dada por

n

pO2yalyt) = 1) ?pelie/V/he),

t=2

Uma caracteristica deste modelo € que a distribuicao incondicional de y; possue caudas
mais pesadas do que a Normal. Assim, vérios autores tem proposto distribuicdes com caudas
mais pesadas para &, como por exemplo, a distribui¢do z-Student padronizada com v graus de
liberdade (BAILLIE; BOLLERSLEV, 1989) e (ARDIA, 2008) e a distribuicdo exponencial
poténcia (CHUANG:; LU; LEE, 2007).

Na literatura surgem evidéncias empiricas que os retornos financeiros apresentam assi-
metria, que ndo sdo tratadas pelos modelos GARCH ((GOURIEROUX, 1997) e (ALEXANDER,
2001)). Devido a este fato, diversos autores propuseram o uso de distribuicdes possivelmente
assimétricas (BAUWENS; LUBRANO, 2002), (BAUWENS; LAURENT, 2005), (PIPIEN,
2006) e (EHLERS, 2012)). Pode-se também evidenciar recentes propostas para modelar outras
caracteristicas como modelos com mudanga de regime estocdstico (BAUWENS; PREMIN-
GER; ROMBOUTS, 2010) e (ARDIA, 2009)) e mistura de distribui¢cdes para os erros (AUSIN;
GALEANO, 2007).

No mercado financeiro € de grande utilidade analisar vérias séries temporais a0 mesmo
tempo. Desta forma, uma generalizacdo destes modelos € considerar os modelos GARCH
de forma multivariada. Por exemplo, pode-se estar interessado em estudar a relagdo entre
volatilidades em diferentes cendrios. A seguir defini-se algumas extensdes multivariadas dos
modelos GARCH.

1.1.2 Modelos GARCH multivariados

Sejay, = {y1,-..,Yrm} um vetor de retornos no tempo ¢ para m séries temporais. Logo,

os modelos GARCH multivariados podem ser definidos por
1/2
y, =H,’¢, (1.7)
sendo H ,1 /2 uma matriz m x m positiva definida de tal modo que H; € a matriz de variancias

condicionais de y, e H ,1 /2 pode ser obtido pela decomposi¢do de Cholesky da matriz H;. O vetor

de erros &; tem ordem m X 1 com média e variancias dadas por
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com I, uma matriz identidade de ordem m. A média e a variancia do vetor y, condicionado até o

momento ¢, (I, = {y,_|,¥,_»,-..}) podem ser definidas da seguinte forma

E(y, L) = EH*e|l)=H""E(&)=0

Var(y,|l) = Var(H,e,|1,) = H;*Var(e,)(H,"*) = H,.

Os modelos GARCH multivariados mudam de acordo com a especificacdo da matriz H;.

Estas abordagens podem ser relacionadas em trés tipos principais:

o Generalizacoes diretas dos modelos univariados - Nesta categoria, tem-se os modelos
VEC (BOLLERSLEV; ENGLE; WOOLDRIDGE, 1988), BEKK (ENGLE; KRONER,
1995) e de fatores ((ENGLE; NG; ROTHSCHILD, 1990) e (BOLLERSLEV; ENGLE,
1993));

o Combinacoes lineares do modelos GARCH univariados - Nesta segunda categoria, tem-se
os modelos ortogonais ((ALEXANDER, 2001)) e os modelos de fatores latentes;

o Combinagoes ndo lineares dos modelos GARCH univariados - Nesta tltima categoria
pode-se citar os modelos de correlagao condicionais (constantes, (BOLLERSLEV, 1990)
e dindmicos, (ENGLE, 2002)), o modelo geral de covariancia dindmica (KRONER; NG,
1998) e o modelo cépula-GARCH (JONDEAU; ROCKINGER, 2001).

Bauwens, Laurent e Rombouts (2006) apresentam uma 6tima revisao de todos os modelos
citados acima. Neste trabalho o foco principal sdo os modelos de combinac¢des ndo lineares
do modelos GARCH univariados, mais especificamente os modelos GARCH multivariados de
correlagdo dindmicos - DCC GARCH.

CCC e DCC GARCH
O modelo CCC-GARCH (Constant Conditional Correlation GARCH ) especifica a

matriz H; da seguinte forma

H[ — D[RD[
sendo
. 1/2 1/2
Dy = diag(hy ..., hpy) (1.8)

e hjj; definido como um modelo GARCH univariado. Se for definido um GARCH(1,1) para cada
hii; em Dy, segue que h;i; = w; + OCiy,%,,l + Bihiis—1 comwy; > 0,04 > 0,B;; >0e o+ i < 1
parai=1,...,m. A matriz de correlaéées R={pij},j=1,...,mei=1,...,mé simétrica e
positiva definida com p;; = 1. Como p;; = pj;, tem-se que os pardmetros adicionais do modelo
serdo todos p;j com i > j, parai, j = 1,...,m. Portanto, esse modelo terd m(m+5)/2 parametros.
Note que para 3 séries (m = 3), tem-se 12 parametros no modelo, enquanto que para 4 séries

(m = 4), 18 parametros, um crescimento rapido a medida que aumenta-se o nimero de séries.
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Devido a grande quantidade de pardmetros, surgiram na literatura modelos mais parci-
moniosos. E o caso dos modelos DCC-GARCH ( Dynamic Conditional Correlation GARCH)
propostos simultaneamente por Engle (2002) e Tse e Tsui (2002). Segundo Engle (2002),

Ht - DthDt (19)
sendo D, definido em (1.8) e R, como

R, = diag(Q,)”"/*Q,diag(Q,)"""

0 = (I—a—bR+ap, i +bQ
com i, = D, 'y, e R a matriz de covariancias incondicionais de y,. Para a e b as restrigdes de
estacionariedade sioa > 0,0 >0ea+b < 1.

Uma grande vantagem do modelo DCC-GARCH € ser mais parcimonioso do que o
modelo CCC-GARCH. Este fato ocorre devido a inclusdo de apenas dois parametros. Assim,
se for definido o modelo GARCH(1,1) para as variancias condicionais em D;, o nimero de
parametros do modelo serd 3m + 2. Desta forma, para 3 séries (m = 3) o nimero de parametros

serd 11, para 4 séries (m = 4), 15 parametros.

Seja @ os parametros associados ao modelo, pode-se expressar a distribui¢do conjunta

dos retornos por

pY1s--yr10) = p)p3y)p(yslya.y1) .- pyrlir). (1.10)

A fdp dos retornos y, em fun¢do da fdp dos erros €; serd definida por
. -1/)2 —1/2 _
pll) = [Hl pe,(H; "7y,), t=1,...T (1.11)
A funcdo de verossimilhancga serd definida pela substituicao (1.10) em (1.11), ou seja
a ~1/2 —-1/2
L(8)=p(y1,---.yr) = [TIH: "“|pe,(H; "7y,).
=1

Considerando o modelo DCC-GARCH segue que

R,/ pe, ((DszDz)*l/zyJ . (1.12)

L(6)=]1

T
=2

l po12
[ 17
i=1

Para realizar inferéncia e previsao nos modelos GARCH, existem na literatura duas for-
mas de abordagem: cldssica (frequentista) e Bayesiana. Entretando, neste trabalho a abordagem
utilizada € a Bayesiana. A principio, as restricdes de positividade sobre os parametros para
garantir uma variancia positiva, podem gerar alguns problemas em alguns procedimentos de
otimizac¢do. Essas restricdes, do ponto de vista Bayesiano, podem ser incorporados através de

distribui¢des a priori.
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Outra caracteristica da abordagem Bayesiana € poder realizar a comparagdo dos modelos
através de meios probabilisticos. Neste tipo de abordagem, pode-se construir probabilidades
marginais e fatores de Bayes permitindo uma melhor comparagao de modelos. A definicdo das
distribui¢cdes a priori dos parametros do modelo serd dada pelas distribuicdes propostas por

Fioruci, Ehlers e Andrade (2014) e assumindo independéncia entre os parametros, logo

wi ~ A (U, szv,)l (w;>0)
o ~ N (U, ,)I 0<o;<1)
Bi ~ A (g, 05 o<p<1)
a ~ N (U0 5 (0<a<1)
b o~ Ny, 0))0<p<r)

parai=1,...,m. A notagdo 4 (U, 62)1(a<x<b), com b > a, representa a fdp da distribuicdo

normal truncada dada por

1 1 ( (x— u)2>
X exp| ——55—
¢(b)—¢(a) V2ro? 20
em que ¢(-) denota a fdp da distribuicio normal com média y e variancia 62. Ao utilizar a abor-

dagem Bayesiana, algoritmos de simula¢cdo Bayesiana devem ser utilizados e sdo apresentados

no Capitulo 2.
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CAPITULO

TECNICAS BAYESIANAS DE ESTIMACAO

Neste capitulo sdo apresentadas algumas técnicas Bayesianas de estimacio presentes na
literatura. Além disso, algumas defini¢cdes sobre as cadeias de Markov também sdo definidas. Na
literatura existem excelentes livros que detalham e exemplificam estes métodos conhecidos como
MCMC (Monte Carlo via Cadeias de Markov). Para mais detalhes veja, por exemplo, Robert e
Casella (2004) e Gamerman e Lopes (2006).

2.1 O principio MCMC

As técnicas de estimagdo Bayesiana partem do pressuposto que pode-se incorporar
informacdes a priori e usd-las em conjunto com os dados que serdo coletados para fazer inferéncia
estatistica. Ou seja, usando a distribuicdo a posteriori que é¢ uma fungdo dos dados coletados (na
forma da func¢do de verossimilhanca) e uma distribui¢do a priori que reflete uma informacgao

anterior segue a Definicdo 1.

Definicdo 1. Sejay = {y,...,y,} uma amostra coletada de um conjunto de dados de tamanho
neseja @ =1{6y,...,0,} denotando m pardmetros associados ao modelo assumido para y. A

distribui¢do conjunta a posteriori de @ dado y pode ser dada, usando a regra de Bayes, por

_ p(8,y) p(y6)p(6)
POW) = B T )

< p(y|0)p(6) (2.1)

em que p(0,y) denota a distribui¢éo conjunta de 8 ey, p(y|0) representa a fungdo de verossi-

milhanga, p(0) é a distribui¢o a priori e p(y) funciona como uma constante normalizadora de
p(B|y) para que a posteriori possa integrar em 1 (assumindo que 6 é continua) ou somar em 1

(caso 0 seja discreta).

Note que na equagdo (2.1), o termo p(y) foi omitido e a igualdade anterior foi substi-

tuida por uma proporcionalidade. Esta é uma forma ttil do teorema de Bayes para problemas
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envolvendo a estimacgdo de parametros, uma vez que o denominador € apenas uma constante

normalizadora.

Um dos maiores interesses na inferéncia Bayesiana é obter informagdes acerca da
distribuic@o a posteriori p(0]y) mas nem sempre é facil obté-la diretamente. Entretando, sob
certas condi¢des de regularidade, utiliza-se a inferéncia Bayesiana para a constru¢do de uma

cadeia de Markov a qual serd utilizada para resumir caracteristicas da distribuicao a posteriori
p(@ly).

2.2 Monte Carlo via cadeias de Markov

Segundo Gamerman e Lopes (2006), em termos simples, uma cadeia de Markov ¢é
um processo estocdstico em que dado o estado presente, o estado passado e o futuro sdo

independentes. Esta propriedade pode ser definida formalmente por
PO € Al0 =x, 00D c A, ;... 00 e Ag) = P(6" ) € A|0") =x)

para todo conjunto Ag,...,A,—1,A C Sex &S comS um estado de espaco. Para o uso dos

métodos MCMC, as cadeias de Markov devem satisfazer as seguintes condigdes:

e homogeniedade, isto €, a probabilidade de transicdo de um estado para o outro seja

invariante;

e irredutibilidade, isto €, cada estado pode ser atingido a partir de qualquer outro em um

nimero finito de iteracdes;

e aperiodicidade, isto €, ndo haja estados absorventes.

Para maiores detalhes veja Robert e Casella (2004). Estas condi¢des sdo necessdrias para que X;

seja amostrado de uma distribui¢@o invariante quando t — oo,

Definicao 2. (Distribuicdo invariante) Uma cadeia de Markov possui uma distribui¢@o invariante

7(x) se, para todo conjunto A C S e probabilidade de transi¢do 7' (x,A)
/ 7(x)dx = / T (x,A)7(x)dx.
A

Desta forma suponha que uma distribuicio 7(x), x € R seja complexa de tal forma que
ndo seja possivel obter uma amostra diretamente. Considerando as realiza¢des {X ®) 4=0,1,...}

de uma cadeia de Markov com 7 como distribui¢do de equilibrio entdo temos que

) e Y e0)) T EGX) ge
t=1

x )

Na literatura existem diversos métodos computacionais que utilizam principios markovi-
anos para estimacao. A seguir apresenta-se um dos mais conhecidos métodos de computagao

Bayesiana.
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2.3 Metropolis-Hastings

O algoritmo Metropolis-Hastings (HASTINGS, 1970) foi desenvolvido para facilitar a
simulacdo de valores aleatorios de uma distribuic@o de interesse que possua forma complexa, o

que torna esta tarefa muito complicada.

Suponha que o interesse seja em gerar valores de uma distribui¢do conjunta 7(0).
Considere uma distribui¢do auxiliar ¢(0) e que um valor 8’ seja gerado desta distribuigdo. O

algoritmo Metropolis-Hastings pode ser representado pelo Algoritmo 1.

Algoritmo 1 — Algoritmo Metropolis-Hastings

1: procedimento METROPOLIS-HASTINGS > Simular valores aleatérios de uma distribuicao
de interesse
Inicialize j = 0 e considere um valor inicial 6
3: Gere um valor 8’ da distribuigio ¢(0);
Gere u ~ U(0,1) e calcule

N

»(6/.09)) — min { 7(8")9(6")|0") }

n(g(j))q(el‘e(j))

5. seu<p(@,0V)) entdo
6 6l — @'

7: senao

g e\t — (i)

9: fim se

10: Faca j = j+ 1 e volte ao passo 3
11: fim procedimento

Repita 3 — 10 até obter a distribui¢do estaciondria 7 (0).

No segundo passo, deve-se estabelecer os valores iniciais para os parametros. Estes
valores podem ser obtidos por meio de estimativas de maxima verossimilhanca ou através de
algum outro método (até mesmo de forma arbitrdria). A teoria MCMC diz que a distribui¢ao
estaciondria do algoritmo € a distribuicao a qual a cadeia de Markov produzida converge, ou seja,
serd a distribuicdo a posteriori de interesse, independentemente dos valores iniciais escolhidos.
No entanto, valores iniciais particularmente pobres podem fazer com que o algoritmo rejeite
muitos candidatos e, portanto, ndo se mova rapidamente no suporte da distribui¢do posteriori,

levando a tempos de execucao extremamente longos. Para maiores detalhes veja Lynch (2007).

No passo 3, um valor candidato para o pardmetro 6 ¢ obtido através da simulacdo de um
valor a partir de uma densidade proposta ¢(0). O valor simulado é considerado um "candidato",
porque ndo € automaticamente aceito para a distribuicdo de interesse, pois este valor deve
ser avaliado para a aceitacdo através da probabilidade p(6’, i )). A densidade proposta pode
assumir uma forma que seja facil de simular. Dado que a densidade proposta ndo € a densidade

de interesse, tem-se de verificar e determinar se o parametro candidato pode ser considerado a
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partir da distribuicdo alvo.

Ja no quarto passo, calcula-se a probabilidade de aceitacdo do novo candidato. Quando a
distribuicédo auxiliar é simétrica, isto é, q(e(j ) 10") =¢q(0'] ol )), a probabilidade de aceitagio se
reduz a t(0')/ 7r(0(j >). Neste caso, tem-se simplesmente a razdo entre a densidade a posteriori
avaliada no valor candidato sobre a densidade a posteiori avaliada no valor anterior do parametro.
Mas se a distribuicdo auxiliar é assimétrica o termo ¢(6)|0") /¢(8'|6'7)) deve ser levado em
consideragdo. Esta razdo significa a probabilidade de que um valor ol) seja proposto, uma vez

. ~ . /
que a cadeia estd localizada em 0'.

Por fim, no passo 5, compara-se o valor gerado de uma distribuicdo Uniforme com a
probabilidade de aceitacio p(0’, 6l )). Se p(0’, Y )) > u, aceita-se o valor candidato como um
valor da distribuicdo a posteriori de interesse. Caso contrdrio, mantem-se o valor anterior do

parametro.

Uma dificuldade desse algoritmo surge quando a dimensao do espago de parametros
torna-se grande e/ou a distribui¢do a posteriori possue uma forma analitica bastante complexa.
Nesses casos, geralmente é necessario um longo tempo de simulagdo para explorar todas as
regides do espaco paramétrico o que pode levar a valores gerados bastante pobres. Além disso,
a eficiéncia deste algoritmo ficard condicionada a um bom esquema de atualiza¢do e uma boa
escolha da distribui¢@o auxiliar, o que nem sempre € uma tarefa facil. Devido a essas restrigdes,
outros algoritmos de estimacdo Bayesiana vem surgindo na literatura. Um desses algoritmos € o

Monte Carlo Hamiltoniano.

2.4 Monte Carlo Hamiltoniano

A 1deia original do algoritmo Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) € baseada na dindmica
Hamiltoniana, uma técnica geral da fisica tedrica em que a energia total de um sistema de

particulas € descrito por meio de uma fun¢do chamada fun¢do Hamiltoniana.

O método HMC foi inicialmente proposto por Duane et al. (1987) e chamado de Monte
Carlo Hibrido, sendo utilizado para a simulacdo dindmica de sistemas moleculares. Na literatura,
o primeiro uso do método HMC foi em aplicacdes estatisticas de redes neurais (NEAL, 1995).

Neal (2011) e Gelman et al. (2014) apresentam propriedades importantes desse algoritmo.

Para Calderhead (2012) o Monte Carlo Hamiltoniano pode ser entendido a partir de duas
perspectivas: do ponto de vista de dindmicas moleculares 0o HMC surge como um método que
corrige erros introduzidos por uma discretizagdo das equagdes de Hamilton. J4 do ponto de vista
estatistico, tem-se uma proposta para o uso da dinamica Hamiltoniana como um mecanismo
eficaz para realizacdo de métodos MCMC, de tal forma que o novo estado proposto estard longe

do estado atual da cadeia e serd aceito com uma alta probabilidade.
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2.4.1 Dindmica Hamiltoniana

Para exemplificar a dinimica Hamiltoniana considere um disco sem atrito deslizando
sobre uma superficie de altura varidvel. O estado deste sistema consiste no posicionamento do
disco, dada por um vector 0, e o movimento do disco (sua massa vezes sua velocidade), dada
por um vetor p. A energia potencial, U(0), do disco é proporcional a altura da superficie na

posicdo atual. J4 sua energia cinética, K(p), é igual a p’p/2m, em que m é a massa do disco.

Com o movimento do disco, em uma alguma parte do nivel da superficie, o disco move-
se a uma velocidade constante. Entretando, se este encontrar uma inclinagdo ascendente, o
movimento do disco permite que este continue com a sua energia cinética diminuindo e sua
energia potencial crescente até que sua energia cinética (e, portanto, p) chegue a zero. Em
seguida, o disco iniciard um movimento descendente com energia cinética aumentando e energia

potencial diminuindo.

Definicao 3. (Funcdo Hamiltoniana) A energia total de um sistema € representada pela fung¢ao

Hamiltoniana

H(0.p) = U(8)+K(p)
= U(0)+p'M!p, (2.2)

em que U (0) é a energia potencial e é definida como menos o log da densidade de probabilidades
da distribui¢ao de 0 a qual se quer amostrar e K(p) é a energia cinética com M uma matriz de
massa simétrica positiva definida, que € tipicamente diagonal, e é muitas vezes um multiplo
escalar da matriz identidade (NEAL, 2011).

Definida a fungdo Hamiltoniana deve-se determinar como 6 e p se movem durante um

tempo ¢. Disto segue a Definicao 4.

Definicao 4. (Equacdes de movimento) Para determinar o movimento de 0 e p, considere as

seguintes derivadas parciais da fungao Hamiltoniana

0 JH

a o ap VpK(p) (2.3)
Jdp  OJH

5 = ~3¢ = VoU(8), (2.4)

em que o simbolo V, indica o vetor gradiente em relacdo a uma varfavel x. As equagdes (2.3) e
(2.4) determinam a posi¢do e a velocidade de uma particula para qualquer intervalo de tempo de
duracdo s, ou seja, estas equagdes definem um mapeamento 7y, do estado, em qualquer instante ¢
para o estado no tempo t +s (NEAL, 2011).

2.4.2 Algoritmo HMC

Nesta secdo apresenta-se o algoritmo do método HMC. Esta sintese pode ser encontrada

com maiores detalhes em Burda e Maheu (2013). Os autores apresentam o método HMC com
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uma perspectiva mais probabilistica, com foco Bayesiano, diferentemente de outros autores cujo

foco, geralmente, se concentra em termos da leis fisicas do movimento.

Considere um vetor de pardmetros de interesse @ € R? distribuido de acordo com uma
densidade a posteriori 7(8). Seja p € R? um vetor auxiliar de pardametros com p ~ .4;(0,M),
distribuido como uma distribui¢do Normal com média 0 e com uma matriz de covariancias M,
independente de 6. Logo, o negativo do logaritmo da distribui¢cdo conjunta de (0, p) é dado pela

equacao Hamiltoniana

H(0,p) = —1n7r(6)+%ln((Zn)d]MDnL%p’M_lp. (2.5)

Em aplicagdes préticas as equagdes (2.3) e (2.4), em geral, ndo podem ser resolvidas de
forma analitica, sendo necessario a utilizagdo de métodos numéricos. Um dos métodos mais

populares na literatura € o método de Stormer-Verlet

plt+e/2) = plt)+(e/2)Velnn(0(1)) 2.6)
O(t+e) = O(t)+eM 'p(t+e/2) (2.7)
pt+e) = pt+e/2)+(e/2)Velnn(O(t+¢)) (2.8)

para algum valor de € > 0 pequeno. Utilizando as equagdes (2.6), (2.7) e (2.8) pode-se definir o

algoritmo HMC de acordo com o Algoritmo 2.

Ao gerar p* de uma distribuicdo normal proporciona-se uma inicializagdo estocastica.
Este passo € necessdrio a fim de tornar a cadeia de Markov resultante irredutivel e aperiddica
(BURDA; MAHEU, 2013). Em termos do algoritmo HMC, o valor inicial de p* constitui um
passo de Gibbs no espago paramétrico de (0, p) aceito com probabilidade 1. Esta natureza

estocdstica impede a cadeia de ficar presa no ponto original ou muito proximo a ele.

Em seguida, gera-se uma sequéncia de valores (O(k) , p(k)) de acordo com a dindmica Ha-
miltoniana a partir do estado atual da cadeia (6(0) , D) e define-se o tltimo membro da sequéncia
como o novo estado proposto pelo HMC (O(i) = GS). O papel da dindmica Hamiltoniana € o de

assegurar que a probabilidade de aceitacdo seja mantido proximo a 1.

Ja a propriedade de transi¢@o do valor atual para o novo valor proposto pode ser conse-
guida tornando 0 e p fungdes de um tempo continuo T e especificando suas respectivas evolugdes
usando as equacdes dindmicas (2.3) e (2.4). Disto, a varidvel p desempenha um papel de varidvel
auxiliar que parametriza 7(0, -) fornecendo-lhe um grau adicional de flexibilidade para manter a
probabilidade de aceitacdo perto de um durante todo o processo. Mesmo que In7 (O(k)) possa
divergir substancialmente do lnn(G(O)), resultando em uma mistura (mixing) favoravel para 0,
os termos adicionais em (2.5) compensam este desvio para manter o nivel geral de H (G(k) ,PY)
proximo de uma constante durante o processo, quando utilizado de acordo com (2.6), (2.7) e
(2.8). Em contrapartida, sem a parametrizacdo adicional com p a probabilidade de aceitacao

MH, muitas vezes, cai para zero de forma relativamente ripida.
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Algoritmo 2 — Algoritmo Monte Carlo Hamiltoniano - HMC

1: procedimento MONTE CARLO HAMILTONIANO > Simular valores aleatérios de uma
distribui¢do de interesse

2: Forneca uma posicao inicial 6% ¢ o tamanho do passo &;
3: Inicialize um contador i = 1;
4: Gere p* ~ A3 (0,M) e u ~U(0,1);
5. Faca (6',p!)= (81", p*). Hy=H(6',p'):
6: parai=1.... LF faca > LF é o numéro de vezes para resolver as equacdes de
Stormer- Verlet
7
p* = p*+(e/2)Velnn(8YV)
el-1) — @gU-D +eM ' p*
p* = p*+(e/2)Velnn (677"
8: fim para

. Faca (6°,p%) = (V™Y p*) e Hy = H(8°, p¥):;
10:  Calcule [(6°, p%), (0, p')] = min[exp(Ho — H;),1];
11: seu<.a[(65,ps),(01,p1)] entdo

12: 0') = 9°5;

13: senao

14: 6 =@’

15: fim se

16: Facai=1i41 e volte ao passo 4.

17: fim procedimento

Na expressdo o[(8°, p’), (8, p')] a probabilidade de aceitacio do HMC é dada pela
diferenca das equacdes Hamiltonianas Hy e H;. Para manter esta probabilidade préxima de
um, a diferenca entre as equacdes Hamiltonianas deve tender a zero. Outra caracteristica é que
esta probabilidade s6 serd mantida préxima a um se a evolugdo da trajetoria for continua. No
entanto, devido a sua discretizacdo em etapas individuais, a probabilidade de aceitagdo sempre
se desvia de um devido a erros de discretizagdo. Desta forma os parametros € > 0 e LF devem

ser ajustados para atingir uma taxa de aceitacio desejada.

Segundo Girolami e Calderhead (2011), embora as escolhas de € e LF devam ser
ajustadas, como ja mencionado anteriormente, ndo estd claro como selecionar os valores da matriz
M de uma forma automdtica ou com principios que ndo necessitem de algum conhecimento
prévio da distribui¢cao alvo. Para melhorar a performance do HMC, poderiamos empregar as
transi¢des levando em conta a estrutura da densidade alvo, propondo mover-se para diferentes
regides de probabilidade empregando uma posicao especifica na covaridncia da densidade

proposta .4 (p,M), em vez de uma matriz de covariancias global.

Conceitos geométricos de distancia, curvatura, métrica e geodésica (curvas de com-
primento minimo entre dois pontos) sdo de interesse natural na metodologia estatistica e sdo

explorados no desenvolvimento e aprimoramento do método HMC.
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2.4.3 Monte Carlo Hamiltoniano em variedade Riemanniana
(RMHMC)

Uma caracteristica do RMHMC ¢€ utilizar os conceitos do método HMC explorando
conceitos geométricos da distribuicdo a posteriori. Girolami e Calderhead (2011) apresentam
importantes propriedades do método RMHMC bem como realizam uma grande quantidade de
aplicagdes mostrando a eficdcia do método. Aqui o método serd apresentado de uma forma mais
simples, para mais detalhes veja também Calderhead (2012). Para maiores detalhes mateméaticos

sobre variedades diferencidveis e Riemannianas veja Chavel (2006).

O RMHMC ¢ uma extensao do HMC com o propésito de fornecer uma melhor conver-
géncia e mistura da cadeia. Este método explora a geometria riemanniana do espago paramétrico
adaptando a matriz de covariancias M utilizada no HMC, substituindo-a em (2.5) pela matriz de

informagdo de Fisher M(0). Desta forma, tem-se a seguinte equagdo Hamiltoniana

1 1
H(8,p) = —1n7r(9)+§ln\M(9)|+§p'M(6)*1p. (2.9)
Portanto, as equagdes de movimento (2.3) e (2.4) sdo definidas por
00 JoH 1
S = 5, =Mep (2.10)
2 _8H B B 1 _19M(0) 1, _19M(0) 1

2.11)

A equacdo (2.11) requer o célculo de derivadas de segunda e terceira ordem, aumentando a
complexidade computacional do algoritmo. Assim, também serd necessario a utilizacao de
métodos de solucdo numérica. Neste caso, utiliza-se uma generalizacdo do método Stérmer-
Verlet definindo o algoritmo RMHMC da seguinte maneira,
1 - Forneca uma posicao inicial 6% ¢ o tamanho do passo &;
2 - Inicialize um contador i = 1;
3 - Posteriormente,
e Gere p* ~ A(0,M(0" D)) eu~U(0,1);
o Faca (6',p') = (6'"Y, p*),Hy= H(8', p');

e Para j=1,...,/ (I representa o nimero de vezes do loop)
Parak =1,..., nfps (nimero de passos do ponto fixo )

% Atualizacdo do momento com iteragcdes de ponto fixo

- pe = pl) — %VOH(O(j),ﬁ(j_l)) em que

Vo = —208 4 Ly 11 (0)~1 2492+ L p'm () 2B (0) p
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Parak=1,..., nfps
% Atualizacdo dos parametros com iteragdes de ponto fixo
' é(k) — ol ¢ %VPH(O(j),p(j‘H/z)) 4 %V,,H(é(k_l),p(jﬂ/z)) em que V,H =
M(6)'p
g+ — g™
Atualize 0 momento
- pUth = plit1/2) _ %VGH(Q(J'H)?I,(HI/Z))
e Depois, faca 85 = U1 pS = p(ith) H, = H(65, p5);
e Calcule t[(6°,05),(0",0")] = min[exp(Hy — H,, 1)];
e Seu< af(6° p%), (0, p')] entdo faga 0) = 65, Caso contrério, faga ) = @',

4 - Facai=1i+1 e volte ao passo 3.

O método RMHMC consiste em obter valores do momento a partir de uma distribui¢do
Normal, cuja covariancia € o tensor métrico dados os valores atuais dos parametros, determinando
em um certo nimero de passos movimentos propostos para 8 e p* que, em seguida, serdo
aceitos com uma probabilidade a[(0%,0%),(0’,08")] = min[exp(Hy — H;,1)]. Desta forma, a
cada iteracao propde-se um valor em que sua estrutura estd ajustada a geometria local da

distribui¢do alvo dado o atual estado da cadeia.

Assim como no HMC padrao, este esquema de amostragem produz uma cadeia de
Markov reversivel, ergédica que satisfaz a equagao de balanco (CALDERHEAD, 2012). Neste
caso, no entanto, ndo ha nenhuma necessidade de selecionar e ajustar manualmente a matriz M,

uma vez que ela é definida em cada passo pela geometria riemanniana.

Devido a dificuldades na implementac¢do da matriz M, uma alternativa seria considerar a
matriz M como uma métrica fixa, ou seja, avaliando M em algum ponto do espaco paramétrico.
Assim, considerando 0 igual a moda a posteriori e calculamos M = M(0) podemos obter uma

6tima aproximacao fornecendo uma boa performance ao algoritmo RMHMC.

A maior dificuldade na utilizagdo do HMC € encontrar o valor de LF e € que fornecam
uma taxa de aceitacdo satisfatoria. Essa escolha, muitas vezes, € realizada por tentativas de valores
de LF e € o que torna o método ndo muito atrativo. Entretando, com o avango tecnoldgico vem
surgindo alternativas para a sele¢do desses valores como é o caso do STAN (Stan Development
Team, 2018b).

2.4.4 STAN

O STAN € uma plataforma para modelagem e computacao estatistica de alto desempenho.

E um software muito utlizado para a constru¢do de amostras MCMC, uma vez que possue em
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sua implementacdo o HMC e NUTS, por exemplo.

O NUTS (No-U-Turn-Sampler) proposto por Homan e Gelman (2014) € uma variacao
do HMC que adapta automaticamente o nimero de passos LF a cada iteracdo. Essa adaptacao
torna o algortimo mais atraente pois elimina a dificuldade de escolha do LF e € por tentativas
do usudrio. Outra caracteristica atraente do STAN ¢ sua iteracdo com o software R através do
pacote rstan (Stan Development Team, 2018a). O rstan permite uma 6tima interligacao entre a

linguagem do STAN com o R.

Neste trabalho o rstan € utilizado como forma de comparacao com o HMC proposto
aplicado a modelos GARCH univariados. No caso do rstan as derivadas da funcdo alvo sdo encon-
tradas numericamente. Para os modelos propostos nesse trabalho, as derivadas sdo encontradas
analiticamente. Vale ressaltar que a escolha do LF e € para as amostras obtidas utilizando o
HMC sao encontradas depois de diversas tentativas. Como o rstan possui um método automatico

estes valores podem ndo coincidir levando a diferentes comportametos nas Cadeias de Markov.
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CAPITULO

MONTE CARLO HAMILTONIANO EM
MODELOS GARCH UNIVARIADOS

3.1 Introducao

Dois dos principais problemas que surgem na inferéncia estatistica envolvem problemas
de integracdo e de otimizacdo. Por exemplo, nem sempre € possivel calcular analiticamente os
estimadores associados aos parametros ou avaliar as suas propriedades distribucionais como a
consisténcia e eficiéncia que envolvem célculos de integrais e, assim, muitas vezes leva-se a
considerar solucdes numéricas. Uma abordagem geral é o uso de simulacdo para calcular estas
quantidades de interesse. Através destas simulagdes pode-se utilizar resultados assintéticos e

probabilisticos, a fim de avaliar, por exemplo, a convergéncia dos estimadores.

O problema genérico e abordado no método Monte Carlo é como avaliar a esperanga

matematica (integral)

Eflh()] = [ h(x)f(x)ax. G

em que & € uma funcdo mensurdvel e A determina a regido em que a varidvel aleatéria X assume
seus valores o que geralmente coincide com o suporte da densidade f (ROBERT; CASELLA,
2010). O principio de Monte Carlo para a aproximacao de (3.1) consiste em gerar uma amostra

(Xi,...,X,) da densidade f e propor como aproximagio da integral 2 média empirica

em que x; € o valor observado de X; e desde que h,, convirja quase certamente (ou seja, para

quase todas as sequéncias geradas) para E[h(X)].

No Capitulo 2 define-se que
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X0 =% (x) iz )"SE(g(X) q.c.

Como 6 ~ 6, pode-se calcular o viés do estimador de 6 (erro de aproximacao) por

Al — A 1Y
viés(9) ~ viés(8) = — Y (8 -6
(6)=¥iés(0) = 5 .67 ~6)
em que 6() ¢ a estimativa do pardmetro O na i-ésima iteragdo com i = 1,...,m. Uma medida da

qualidade de 0 é o Erro Quadratico Médio (EQM), o qual € definido por

EQM(6) = E[(6—6) =E[(6 —E(6) +E(6) - 6)’]
= E{[6—E(6)*} +2E{(6 —E()][E(6) — 6]} + E{[E(6) — 6]*}
= EB{[6—E(0)*} +E{[B(8) — 0]*} = Var(6) +[viés(0))?,

uma vez que E(@) — 6 é uma constante e E[§ — E(8)] = 0. Na estimacdo do EQM pelo método

de Monte Carlo segue que

~ 1N
EQM(6) ~ EQM(8) = — ¥ (89 —
QM(@) ~ EQM () = 3 1
Tomando a raiz quadrada de EQM encontra-se o Desvio Quadritico Médio que € uma medida de
precisao também conhecida como Média Quadratica. Suponha que @1 e 52 sdo0 dois estimadores

de 0, entdo 51 ¢ melhor que 52 se
EQM(6;) < EQM(8).

No Erro Quadriatico Médio avalia-se a diferenca entre um estimador e o verdadeiro valor
da quantidade estimada. No caso de 6 e 6, serem estimadores nao viesados de 0, isto &,

E(6,) = E(6>) = 6, entdo 6; é melhor que 6, se

Var(6;) < Var(6,).

Utilizando o viés e erro quadratico médio compara-se as estimativas de @, @ e § em
modelos GARCH(1,1) univariados em diferentes cendrios, observando seus comportamentos
através dos tracos das Cadeias de Markov e fungdes de autocorrelacdo. Nesta comparacao
utiliza-se os métodos de estimagdo Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) e Metropolis-Hastings
presente no pacote BayesDccGarch (FIORUCI; EHLERS; ANDRADE, 2014) .

Na Secdo 3.2 apresenta-se a construcdo do método HMC considerando o modelo
GARCH(1,1) em que os erros seguem distribui¢do Normal. Na Subsecdo 3.2.1 e Subsecdo 3.2.2
¢ realizado estudos de simulacdo para estudar o comportamento das estimativas dos parametros
do modelo em diversos cendrios. Para a Subsecdo 3.2.7 e Subsecdo 3.2.8 € realizado um estudo

utilizando o HMC proposto neste trabalho e o pacote rstan. Em todos os casos foram utilizados
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0 mesmo computador com sistema operacional Ubuntu 16.04.1 LTS (Xenial Xerus), 8gb de
memoria ram e processador Intel® Core™ i5, com ambos os métodos escritos em linguagem
C e utilizados no software R através do pacote Rcpp para uma comparagdo mais precisa das

estimativas e tempos de simulacao.

3.2 GARCH(1,1) e o HMC

Seja o modelo GARCH (p,q) definido como na Subse¢do 1.1.1. Para exemplificar a
comparacdo entre os métodos de estimacao HMC (Monte Carlo Hamiltoniano) e MH (Metropolis
Hastings) considere o modelo GARCH(1,1)

o = &Vh, &~A(0,1) (3.2)
he = whayl +Bh; (3.3)

em que as restri¢des de positividade e estacionariedade de i; ssfow >0, ® >0, 8 >0, o +
B <1e .#(0,1) representa uma distribuicdo normal com média zero e varidncia um. As
prioris dos parimetros sdo dadas por w ~ 4(0, 102)I(W>0), o~ N0, 102)1(0<a<1) e B~

(0, 102)1(0< g<1) ocasionando em pouca informagao a priori sobre 0s parametros.

Uma caracteristica do método HMC € que o espaco paramétrico para cada parametro
deve pertencer aos reais. Desta forma, uma transformacao € necessaria para que o método possa

ser utilizado. Disto, considere as seguintes transformagdes para 8 = (61,6,,03) = (w, o, )’

61 =log(w), 62 = log (ﬁ) e 93 = log (%) |

Os valores na escala original sdo obtidos através da transformacao inversa.

Considerando a distribui¢do normal como a distribui¢do associada ao erro do modelo

(veja Equagdo 3.2) define-se a distribuig@o a posteriori de ¢ = (¢, ¢, ¢3)’ por

m(@ly) o p(y[6)p(6)[J(9)| (3.4)

n 3

em que p(y|8) = IT (@ + oy + Bhi—1) "2 pe(vi/v/hi). po(9) = I1 Po,(8:) representa as
1= =

distribui¢des a priori dos pardmetros do modelo como normais truncadas com ,, = g = g =0

€ szv = é = Gﬁ = 100, ou seja,

(@) = 1 1 {_ w? }
PR = 12000y \ \/2z(100) " P 2(100) J )
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€
b 0 0 o1+02+0
¢2 e 1 2 3
J — 0 € 0 = .
J(9)] ey (1+e?)2(1 +e%)2
0 0 (1+€%)?

Além disso, € necessdrio encontrar o logaritmo da distribuicao a posteriori. Dada a

equacao (3.4) segue que

log(n(¢]y)) = log(p(y|0))+1log(p(0))+log(|/(9)]) +c¢ (3.5)

com ¢ uma constante que ndo depende dos parametros e

n 2
Y log (@ + a2y + Bhy_1) +°,
1=2 by

log(p(410)) = 5
3

log(p(8)) = Y log(p ().
i=1

log(J|®]) = o1+ ¢+ ¢3—2log(1 +e¢2) —2log(1 +e¢3).

Além do logaritmo da distribuigao a posteriori (Equacdo 3.5) deve-se encontrar as

derivadas dessa funcao de acordo com cada pardmetro associado ao modelo. Logo,

dlog(m(@ly))  94(6)  Jdlog(p(@))  dlog|/(¢)]
- 9¢, 96 + 06; i JP; G0

com

O) _ Lo (i
89,' =2 2h,991 ht
8h, . ah,,1

bl = (1,52 1, )
80,' ZI+B ael y Lt ( yYe—1,1 1)

As equagdes (3.5) e (3.6) sao utilizadas durante o processo de estimacgdo utilizando o
método HMC. Na Subsecao 3.2.1 e Subsecdo 3.2.2 € apresentado estudos de simulacao para

analisar o comportamento dos estimadores usando os métodos de simulagdo HMC e MH.

3.2.1 Caso com uma série temporal de tamanho 1000

Considere um modelo GARCH(1,1) com @ =09, a =0.5, B =02 e & ~ A4(0,1).
Simulado uma série artificial de tamanho 1000, foi realizado um estudo de simulagdo comparando
as estimativas dos algoritmos Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) e Metropolis-Hastings (MH).
Para o nimero de simulag¢des considere os valores 1000, 3000, 5000, 10000 e 15000. Em cada
um dos casos, foi decartado metade do nimero de simulagdes como amostra de aquecimento

(burn-in).
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Na Figura 1 observa-se as estimativas dos parametros considerando os algortimos HMC
(linha azul) e MH (linha vermelha). Na maioria dos casos tem-se que as estimativas do algoritmo

HMC estdao mais proximos do valor real dos parametros quando comparados com o algoritmo

MH.

Figura 1 — Gréfico comparando as estimativas para os algoritmos HMC e MH em modelo GARCH(1,1).

Estimativas

Estimativas

Ja na Figura 2 observa-se os valores dos erros naives para cada tamanho de simulagdo
e considerando cada um dos algortimos de estimac¢ao. Ambos apresentam um decaimento dos
valores do erros naives a medida que aumentamos o nimero de simulagdes. Entretando, as

estimativas utilizando o algoritmo HMC apresentam, na maioria dos casos, valores menores
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Fonte: Elaborada pelo autor.

quando comparado com as estimativas utilizando o MH.

Figura 2 — Grafico comparando os valores do erro naive para os algoritmos HMC e MH em modelo

GARCH(1,1)
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Além de estudar os valores das estimativas dos parametros e seus erros naives para ambos
os algoritmos também realizou-se estudos através dos graficos do comportamento das Cadeias
de Markov e fun¢des de autocorrelacao para todos os parametros do modelo GARCH(1,1). As
Figura 3 e 4 contem o comportamento das Cadeias de Markov e funcdes de autocorrelagdo para
®, o e B considerando 1000 simulagdes e os algoritmos HMC e MH. Desta forma, as Cadeias
de Markov considerando o algoritmo HMC aparentam um comportamento mais persistente se
comparado as estimativas utilizando o algoritmo MH. Ademais, as estimativas com o algoritmo
HMC apresentam uma menor autocorrelagio serial, principalmente para @ e 3, enquanto que
para o algortimo MH essa autocorrelagdo se mostra mais presente nos primeiros lags para todos

os parametros indicando uma dependéncia entre os valores simulados.

Figura 3 — Gréafico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo HMC com 1000
simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o algoritmo MH com 1000

simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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As Figuras 5 e 6 apresentam os comportamentos para as Cadeias de Markov conside-
rando 3000 simulagdes. Neste caso, as Cadeias de Markov no algoritmo HMC apresentam um
comportamento mais persistente se comparado ao MH e ao caso com 1000 simulagdes. As

fun¢des de autocorrelagido continuam apresentando fraca autocorrelacao serial se comparado

com o MH utilizando 3000 simulagdes.

Figura 5 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo HMC com 3000
simulacdes.

Density of omega

Heratons

Density of alpha

Density of beta

,,,,,,,,, N= 1500 Bandwith - 0009697

(a) Cadeias de Markov (b) Correlograma

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 6 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o algoritmo MH com 3000

simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As Figuras 7 e 8 mostram o comportamento das Cadeias de Markov e funcao de auto-
correlacdo para os algoritmos HMC e MH com 5000 simulacdes. Desta forma, observa-se que
o comportamento das estimativas dos parametros apresentam o mesmo desempenho dos casos
com 1000 e 3000 simulacdes. Ou seja, as Cadeias de Markov para o algoritmo HMC apresentam
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um comportamento mais persistente € com menos autocorrelacio serial para as estimativas dos

parametros quando comparado com o MH.

Figura 7 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo HMC com 5000

simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 8 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o algoritmo MH com 5000

simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando 10000 simulagdes observa-se nas Figuras 9 e 10 que o comportamento
das Cadeias de Markov de ambos os algoritmos apresentam um comportamento persistente
mas, considerando as fun¢des de autocorrelagdo, o algoritmo MH continua a apresentar uma
forte autocorrelacao serial nos primeiros lags, comportamento este que permanece em todos 0s
parametros do modelo GARCH(1,1).
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Figura 9 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o algoritmo HMC com 10000
simulagdes.
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Figura 10 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o algoritmo MH com 10000
simulagdes.
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Finalmente considerando 15000 simulac¢des observa-se nas Figuras 11 e 12 que ambos 0s
algoritmos apresentam Cadeias de Markov com comportamento persistente mas com o algoritmo

MH permanecendo com forte autocorrelacao serial nos primeiros lags em todos os parametros.

Neste estudo foi utilizado uma série temporal de tamanho 1000 e diversos nimeros de
simulacdo, mostrando que o algoritmo HMC apresenta Cadeias de Markov com comportamentos
mais persistentes € com pouca autocorrelacao no primeiros lags da func¢ao de autocorrelacao.
Entretando, uma melhor andlise deste comportamento pode ser feita considerando mais séries
temporais. Na Subsecdo 3.2.2 um estudo em que € simulado 500 séries temporais € realizado,
construindo valores de viés e EQM para comparar as estimativas dos parametros utilizando os

dois métodos de estimacao.
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Figura 11 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo HMC com
15000 simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 12 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo MH com 15000
simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.2 Caso utilizando 500 séries temporais

Neste estudo de simulacdo considere o modelo GARCH(1,1) com w, o, B e & ~ .47(0,1).
Nas Segoes 3.2.3, 3.2.4 e 3.2.5 foram simuladas 500 séries temporais de tamanho 1000 com
o = 0,9 e trés diferentes configuracdes para & e . No primeiro caso considere oo+ 3 = 0,7
com o = 0,5 e B =0,2. Para o segundo caso, &+ 3 = 0,9 com o = 0,5¢ f = 0,4. J4 no
terceiro caso, admita o + 8 = 0,99 com o = 0,5 e f = 0,49. Nos trés casos, os valores de & e
P foram escolhidos aleatoriamente desde que a soma deles fosse igual aos valores previamente

selecionados. Na secdo 3.2.6 foi realizado um estudo com 500 séries temporais de tamanho
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1500 com w =0,1e a+ B =0,99 com o = 0,09 e B = 0,9, fato este que ocorre com mais

frequéncia na prética.

Em todos os casos as simulagdes foram realizadas com tamanhos 1000, 5000, 10000
e 15000 considerando metade destes valores como amostras de aquecimento (burn-in). Para o
HMC foi considerado LF=12 e valores de € que proporcione uma taxa de aceitagio entre 85%
e 95%. Em seguida, calculou-se a média das estimativas bem como o viés e o EQM para os
dois algoritmos de simulacdo. Além disso, graficos boxplot foram construidos para estudar o
comportamento distribucional dessas estimativas. Considere também o tempo total de simulagdo

em minutos.

3.2.3 Primeiro caso : oo+ 3 =0,7

Neste estudo de simulagdo considere ® =0,9e @+ =0,7comax=0,5¢ f =0,2.
Nas Figuras 13 e 14 apresenta-se os boxplot das estimativas considerando o algoritmo HMC e o
MH. Na Figura 13 observa-se que o comportamento das estimativas dos parametros considerando
os diferentes tamanhos de simulagdo sdo bastantes parecidos. Quando compara-se com o MH
(Figura 14) este comportamento também € bastante similar. Entretanto, em termos de mediana o

MH tende a diminuir e aumentar o seu valor a medida que o tamanho de amostra aumenta.

Figura 13 — Boxplot utilizando o algoritmo HMC para @ = 0,9, & = 0,5 ¢ f = 0,2 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 1 apresenta-se os valores da média das estimativas para os dois algoritmos
de estimacao bem como o viés e 0 EQM. Disto, ambos apresentam valores bem préoximos em
termos das médias das estimativas. Entretanto o método MH apresenta menor valor de viés e
EQM quando comparado com HMC. Vale ressaltar que o tempo de simulagdo total considerando

o HMC € bem menor para todos os tamanhos de simulagdo.
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Figura 14 — Boxplot utilizando o pacote BayesDccGarch para @ = 0,9, @ = 0,5 ¢ f = 0,2 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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3.2.4 Segundo caso : a+f =0,9

Para este caso, considere ® =0,9e a+f =0,9 com ¢ =0,5¢ 3 = 0,4. A Figura 15
apresenta o comportamento da estimativas através do grafico boxplot. Disto, pode-se observar
que para ¢ os valores da estimativas s30 muito proximos ao valor real em termos das medianas,
com um comportamento aparentemente mais simétrico. Ja para @ e 3 os valores medianos das
estimativas se mostram um pouco distantes do valor real, com comportamentos distribucionais

assimétricos.

Figura 15 — Boxplot utilizando o algoritmo HMC para @ = 0,9, a = 0,5 ¢ f = 0,4 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 16 apresenta o grafico boxplot considerando o algoritmo MH. Observando os
valores para o parimetro 3 observa-se um comportamento parecido com o HMC, entretanto em
termos de mediana estes valores sdo mais distantes do valor real do parametro. Analisando o
comportamento para @ e & observa-se, também, comportamentos similares aos que encontram-se

no boxplot utilizando o algoritmo HMC.
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Figura 16 — Boxplot utilizando o pacote BayesDccGarch para @ = 0,9, o = 0,5 e B = 0,4 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 2 apresenta os valores das médias das estimativas para os parametros do
modelo considerando os algoritmos HMC e MH. Para o parametro @, observa-se que, em média,
ambos os algortimos tendem a superestimar o valor real do pardmetro. Entretanto, o valor médio
estimado pelo HMC estd mais proximo do valor real de @. Observando o parametro o, tem-se
que o valor médio considerando o HMC tende a subestimar o valor real do parametro, enquanto
que o MH tende a superestima-lo. Ja para 3, ambos subestimam o valor real do parimetro mas o

MH possui valores mais proximos do valor real do parametro.

3.2.5 Terceiro caso : aa+f =0,99

Para o terceiro caso considere os valores o+ 3 = 0,99 com o = 0,5 ¢ f = 0,49,
tornando-o bem mais proximo do valor 1. A Figura 17 apresenta o caso do modelo GARCH(1,1)
utilizando o algoritmo HMC. Observa-se que os valores medianos das estimativas estdao mais
proximos do verdadeiro valor se comparados com as estimativas encontradas com o algoritmo
MH (Figura 18).

Figura 17 — Boxplot utilizando o algoritmo HMC for @ = 0.9, @ = 0.5 ¢ B = 0.49 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 18 — Boxplot utilizando pacote BayesDccGarch for @ = 0.9, a = 0.5 e f = 0.49 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 3 apresenta os resultados das estimativas, viés e EQM para os algoritmos HMC
e MH. Neste caso, os valores do viés sao menores quando considera-se o algoritmo HMC para

os trés parametros do modelo.

3.2.6 Quarto caso: series de tamanho 1500 e o+ 3 = 0,99

Para este caso considere 500 séries temporais de tamanho 1500 com @ =0,le o+ 8 =
0,99 coma =0,09¢ f =0,9.

Na Figura 19 observa-se que os valores das estimativas utilizando o algoritmo HMC
estdo proximos do verdadeiro valor do parametro se comparados com o algoritmo MH (ver
Figura 20).

Figura 19 — Boxplot utilizando o algoritmo HMC for @ = 0.1, &« = 0.09 ¢ B = 0.9 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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E importante notar que o algoritmo MH apresenta estimativas para @ e 8 em que o valor
real do parametro estd abaixo do 1° quartil e acima do 3° quartil, respectivamente. Fato esse que

ndo ocorre da mesma maneira com o algoritmo HMC.

Na Tabela 4 observa-se que o algoritmo HMC apresenta melhores valores de viés e
EQM para os parametros quando comparados com o MH. Outro fato importante € o tempo de

simulacdo menor na maioria dos casos quando utiliza-se o algoritmo HMC.

Figura 20 — Boxplot utilizando o pacote BayesDccGarch for @ = 0.1, oc = 0.09 e = 0.9 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Outra alternativa de estimagdo Bayesiana € considerar o uso da plataforma Stan apresen-
tada na Subsecdo 2.4.4. Assim um estudo de simulacdo € realizado para comparar as estimativas

do HMC proposto neste trabalho com a estimagao numérica realizada pelo pacote RSTAN.

3.2.7 HMC e o RSTAN

Nesta secdo considere uma série de retornos de tamanho 1500 com @ = 0,1, oo = 0,09
e B =0,9. As simulagdes foram realizadas com tamanhos 1000, 5000 e 10000 descartando-se
metade das observagdes como amostra de aquecimento.Para o HMC admita LF = 10 e € para
uma taxa de aceitacao entre 85% e 95%. O tempo total de simulacido e o ESS (Effective Size)

foram calculados para uma melhor comparagdo entre o HMC proposto e o RSTAN.
O ESS € dado por (KASS et al., 1998)

M
1+2YL p(k)

ESS =

em que M € o nimero de amostras MCMC pos burn-in e Z{Zl p (k) é a soma das autocorrelagoes
de k amostras mondtonas estimadas pelo estimador de sequéncia monétona inicial (GEYER,
1992). O ESS € uma estimativa do nimero de amostras independentes necessarias para obter

uma estimativa do pardmetro com a mesma precisdo que uma estimativa MCMC considerando
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M amostras dependentes. Quanto mais préximo o ESS for do tamanho de amostra pds burn-in

mais amostras independentes estdo sendo fornecidas pelo algoritmo.

Na Figura 21 tem-se o tragco das Cadeias de Markov e o graficos da fun¢do de autocorrela-
c¢do para os parametros considerando o algoritmo HMC com 1000 simulagdes. Pode-se observar
que este comportamento € muito similar ao apresentado pelo pacote RSTAN (Figura 22), tanto o
comportamento persistente da Cadeia de Markov quanto as autocorrelacdes seriais presentes nas

estimativas.

Na Figura 23 observa-se que o comportamento das estimativas dos parametros do modelo
para o algoritmo HMC continuam similares aos comportamentos quando utiliza-se o pacote
RSTAN (Figura 24). Com 10000 simula¢des essa similariedade continua presente ao se analisar

as Figuras 25 e 26.

De acordo com a Tabela 5 pode-se observar que as estimativas sao bastante proximas dos
valores reais dos parametros para ambos os algoritmos. Entretanto, ao analisar o ESS tem-se que
0 HMC com as derivadas analiticas sdo maiores que o ESS calculado utilizando o pacote rstan.
Dessa forma, pode-se afirmar que o HMC possue estimativas menos correlacionadas. Outra
caracteristica importante € o tempo de simulacdo que foi bem menor para o HMC proposto.

Figura 21 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo HMC com
1000 simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 22 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo RSTAN com
1000 simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 23 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo HMC com
5000 simulacdes.
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Figura 24 — Grafico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o algoritmo RSTAN com
5000 simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelagdes (b) para o algoritmo HMC com
10000 simulagdes.
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Figura 26 — Grafico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o algoritmo RSTAN com
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.8 HMC e o RSTAN usando 500 séries

Para uma comparac¢io mais precisa entre os métodos utilizados foram geradas 500 séries
de retornos de tamanho 1500 e calculados o viés e 0 EQM para as estimativas dos parametros do
modelo GARCH(1,1). Além disso, grificos Boxplots foram gerados comparando as estimativas
para ambos os algoritmos. Neste estudo considere ® =0, 1, & = 0,09 e B = 0,9 e simulagdes de
tamanho 1000, 5000 e 10000 descartando-se métade das observagdes como burn-in. Utilizando

o HMC admita LF = 10 e € de tal forma que a taxa de aceitacdo fique entre 85% e 95%.

A Figura 27 e a Figura 28 apresenta o Boxplot das estimativas para o algoritmo HMC e
RSTAN, respectivamente. Observa-se que em termos da mediana as estimativas do parametro
o estdo bem proximas ao valor real utilizando o algoritmo HMC. Esse comportamento ndo
aparece da mesma maneira utilizando o algoritmo do pacote RSTAN. Para @ ambos os algoritmos
tendem a superestimar o verdadeiro valor do parametro. Entretanto ao observar o algoritmo do
pacote RSTAN o valor real do parAmetro encontra-se antes do 1° quartil das estimativas. Esse
comportamento nao é observado com o método HMC. Para B ambos os métodos, em termos da

mediana, tendem a subestimar o verdadeiro valor do parametro.

A Tabela 6 apresenta os valores da média das estimativas, bem como o viés e o EQM,

para todos os parametros do modelo e tamanhos de simulagdo em ambos os algoritmos. Pode-se
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observar que o viés considerando o algoritmo HMC € menor que os calculados com o RSTAN
para todos os parametros do modelo e todos os tamanhos de simulacdo. Nota-se também que
o tempo de simulagao total para o algoritmo HMC € menor que o tempo de simulacao para o
RSTAN.

Figura 27 — Boxplot utilizando HMC para @ = 0.1, &« = 0.09 ¢ 8 = 0.9 em modelos GARCH(1,1)
univariados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 28 — Boxplot utilizando pacote RSTAN para @ = 0.1, o = 0.09 ¢ B = 0.9 em modelos
GARCH(1,1) univariados.
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CAPITULO

MONTE CARLO HAMILTONIANO EM
MODELOS GARCH MULTIVARIADOS

Neste capitulo estuda-se a aplicagdo do método HMC a modelos GARCH multvariados,
mais precisamente a0 modelo DCC-GARCH definido Subsec¢do 1.1.2. Um estudo de simulagdo é
realizado considerando um modelo DCC-GARCH(1,1) bivariado (Subsecao 4.1.1). Neste estudo
uma série de retornos bivariados € simulado e os resultados do método HMC comparados com o
método presente no pacote BayesDccGarch. Além disso, uma aplicacdo a dados reais € realizada

na Subsecdo 4.1.2.

4.1 DCC-GARCH e o HMC

Suponha 0 modelo DCC-GARCH apresentado na Subsecdo 1.1.2. Considere agora que
€, segue uma distribui¢do Normal multivariada, denotada por .4,(0,1,), cuja fungao densidade

de probabilidades é dada por

0= I, 22m) Pexp | S x - 0) T (- 0)

com 0 um vetor p x 1 de zeros e I,, uma matriz identidade de ordem p. Assim, pode-se construir

a funcdo de verossimilhanca do modelo da seguinte forma

r 1

1
L(8) = oy @) =T]———expd ——y'H !
(0) py1s--,y710) g(zﬂ)pﬂlH[erXp{ 5YH; yt}

T B B 1 B
- H|Ht| 1/2(275) p/zeXP{_E)’;Hz l)’t}

t=1

em que 8 = (wy,a1,B1,- -, Wm, O, Bm,a,b). Definida a fun¢do de verossimilhanga e utilizando
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as prioris para os parametros dadas na Subsecdo 1.1.2, a distribuicd@o a posteriori serd dada por

n(8ly) =< p(y[6)p(0)
o< L(8)A (ks O =00 (Hatrs O (0 o) (Kg; O Vo< i< 1)
X ‘/V(uua?Ga) (O<a<1)</V(uub76b)I(O<b<1)

parai=1,...,me (W, Ow;, Lo;, O Lp;> OB, Ma, Oas My, Op) s30 hiperpardmetros. Para aplicar
o método Monte Carlo Hamiltoniano € necessario que todos os parametros sejam simulados
em linha reta. Disto, considere as seguintes transformacdes nos parametros do modelo ¢ =
tog(w1),92 = log (14 )¢5 =1og (2 ) ... 9an2 = log(win), 931 = log (142; ) , 93 =

log <1l—3ﬁ) ,03m11 = log (1aTa) , )3mr2 = log (lTb) Os resultados na escala original sdo encon-

trados realizando a transformacao inversa nos valores simulados.

Ao realizar a transformag¢do, uma nova parametrizacdo serd utilizada para encontrar a
distribui¢do a posteriori dos pardmetros @. Considere ¢ = (@1, 92, ..., O3m+1, P3ms2) € utilizando
0 Método Jacobiano,

n(@ly) o p(y/0)p(0)J(9)] 4.1

em que

m

T
p(¥0) H [T (@ + iy, s + Bihiie—1)
1=

i=1

—1/2 _ _
/ |Rt| 1/2175, ((DthDt) l/zyt)7

p(@) representam as prioris dos pardmetros definidos na Subsecgio 1.1.2 e

e¥ 0 0
o
|J(¢)| _ O (1f€§)2)2 o O i e¢l+¢2+"'+¢3m+2
— N (1+e¢2)2(1+g¢3m+2)2
P3m+2
0 0 g :g¢3m+2)2

Aplicando o logaritmo na Equacao 4.1

logz(¢ly) = log(p(y8))+1log(p(0))+log([/(¢)])+c

em que c¢ representa uma constante que nao depende dos parametros,

08(p(+10)) = £8) = —3 Y [pIn(2m) + n(H,) +H; 3.,

log(p(¢)) representa o logaritmo da distribui¢@o a priori dos pardmetros transformados e

log|J(@)| = @1+ ¢+ + P3n 42 —log(1 —I—e¢2)2 —---—log(1 —|—e¢3’”+2)2
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Desta forma o escore da funcdo log-verossimilhanga serd dado por

e & 1 L 90H\ 1, 1 9H;
26, ;_ETF(Ht (995)_§yt ~H (99th Y

Todos os detalhes e cdlculos para definir as derivadas com relagdo a @ encontram-se no

Apéndice A. As derivadas do logaritmo da distribuic@o a posteriori serdo dadas por

dlog(m(ply))  94(6)  Jdlog(p(0))  Jdlog|/(9)|
L T 06 + 00; * 1o -2

Definidos a func¢do (4.1) e as derivadas (4.2) da distribui¢do a posteriori, o método
HMC dado na Subsecdo 2.4.2 pode ser utilizado. Desta forma, na Subsecdo 4.1.1 um estudo de
simulacao € realizado utilizando o algoritmo HMC para a estimag¢do dos pardmetros do modelo
DCC-GARCH(1,1). Além disso, os resultados sdo comparados com o algoritmo Metropolis-
Hastings presente no pacote BayesDccGarch.

4.1.1 Caso Bivariado

Considere um vetor de dados simulados y; gerado por um processo DCC-GARCH(1,1).

Os valores sao simulados considerando a seguinte configuragao

1 07
R =
<0.7 1 >
hiy = 0.03+0.07y}, | +0.88h11,

hyny = 0.0440.04y5, | +0.91hxn,
Q = (1-0.03-0.9) R+0.03u,_1u,_; +0.9Q,_;.

Neste exemplo considera-se dois modelos GARCH univariados com alta persisténcia. Assim,

o + B do primeiro e do segundo modelo GARCH sao préximos de 1.

Durante o processo de simulagdo foi gerado um conjunto de dados de tamanho 2000.
Além disso, foram geradas Cadeias de Markov de tamanho 100 mil descartando-se as primeiras 50
mil observagdes como amostra de aquecimento. Para os hiperparametros das distribui¢des a priori
foram escolhidos os valores po, = Ho; = Hp, = Ha = Hp =0¢ Gg)i = chi = G[%i = 65 = sz =100
com i = 1,2. No processo de geracao dos valores simulados foi utilizado o pacote ccgarch.
Este pacote além de simular valores DCC-GARCH possui rotinas de estimacao dos parametros
utilizando a inferéncia frequentista. Todo o processo de simulagdo e estimacao foi realizado na

linguagem R com os algoritmos de estimacao implementados na linguagem C.

Para o método HMC considere LF = 30 e € = 0.005 para uma taxa de aceitacdo em
torno de 95%. O tempo total de simulacdo para o método HMC foi de 6h e 45 min. Ja para o

método presente no pacote BayesDccGarch foi de 3 min e 51seg. Essa diferenca em relagao
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ao tempo de simulacdo ocorre devido o valor alto do LF e pelas derivadas analiticas para o
DCC-GARCH(1,1) que envolvem varios produtos matriciais.

Na Figura 29 apresenta-se o traco das Cadeias de Markov e funcao de autocorrelagdo
para os parametros do modelo DCC-GARCH(1,1) considerando o algoritmo HMC. Ao utilizar
0 modelo DCC-GARCH(1,1) com duas séries temporais um total de 8 parametros devem ser
estimados. Para os parAmetros @y, o e B; observa-se um comportamento persistente das cadeias
e fungdes de autocorrelagdo com baixa autocorrelagdo serial. Observando @y, o e 3, tem-se
um comportamento similar. J4 para o parametro b o trago da Cadeia de Markov apresenta um

comportamento pouco persistente e com forte autocorrelagdo serial.

Na Figura 30 utiliza-se o algoritmo presente no pacote BayesDccGarch para a estimacao
dos pardmetros. Ao observar as estimativas para os parimetros @i, & € B, as Cadeias de Markov
apresentam um comportamento persistente mas com autocorrelagdo maior que as estimativas
utilizando o algoritmo HMC. Mesmo comportamento presente para os parimetros @, & € f3;.
Entretando, para o parametro b o traco da Cadeia de Markov apresenta um comportamento mais

persistente € com menor autocorrelacdo ao comparé-lo com o algoritmo HMC.

A Tabela 7 apresenta a média das estimativas e os quantis amostrais de 5%, 50% (Me-
diana) e 95% para os parametros do modelo considerando o método HMC e BayesDccGarch,

respectivamente.

Tabela 7 — Estimativas para o DCC-GARCH(1,1) considerando os métodos HMC e o presente no pacote
BayesDccGarch com 100 mil iteragdes;

HMC
Estimativas Média Desvio Padrao 2.5% Mediana 97.5%
o) 0.05282 0.00463 0.044536 0.05254 0.06267
d; 0.07333 0.00393 0.065834 0.07326 0.08130
[§1 0.83713 0.01060 0.815432 0.83749 0.85690
[0)) 0.08354 0.00865 0.068807 0.08276 0.10260
1%} 0.06258 0.00367 0.055797 0.06242 0.07019
ﬁz 0.83213 0.01328 0.803196 0.83318 0.85526
a 0.01243 0.00394 0.000775 0.01306 0.01849
b 0.60024 0.18436 0.123135 0.64770 0.84115
BayesDccGarch
o)) 0.05859 0.01504 0.035913 0.05636 0.09458
d; 0.07427 0.01279 0.052090 0.07343 0.10198
ﬁl 0.82650 0.03318 0.748786 0.83053 0.87935
[0)) 0.10457 0.03449 0.055958 0.09789 0.18828
1%} 0.06683 0.01308 0.043651 0.06584 0.09509
[§2 0.80206 0.05040 0.681615 0.81090 0.87561
a 0.01842 0.01261 0.001152 0.01635 0.04794
b 0.50022 0.23456 0.044605 0.52727 0.88160

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 29 — Gréfico do traco das Cadeias de Markov e das autocorrelagdes para o algoritmo HMC com
100 mil simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 30 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o método presente no
BayesDccGarch com 100 mil simulagdes.
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4.1.2 Aplicacao a Dados Reais

Nesta se¢do um estudo € realizado com dados reais. Esse conjunto de dados esta presente
no pacote BayesDccGarch e é formado pelos retornos didrios das bolsas de valores de Frankfurt
(DAX) e Paris (CAC40). Um total de 1627 dias foram observados. Para mais detalhes sobre esse
conjunto de dados veja Fioruci, Ehlers e Andrade (2014).

Nesta aplicacdo considere LF = 30 e € = 0.002 para uma taxa de aceitacdo proxima a
95%. As distribuigdes a priori e os valores para os hiperdmetros sdo os mesmos definidos na Sub-
secdo 4.1.1. O tempo total de simulag¢ao para o HMC foi de Sh e 24 min. Para o BayesDccGarch

o tempo total foi de 4min e 13seg.

A Figura 31 apresenta os gréficos dos retornos financeiros, fun¢des de autocorrelagao
dos retornos e dos retornos ao quadrado para o DAX e CAC40. Observe que tanto para o DAX
quanto para o CAC40 apresentam correlacOes significativas quando leva-se em consideragdo os

retornos ao quadrado.

Figura 31 — Gréfico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o método HMC com 100
mil simulagdes.
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Fonte: Fioruci, Ehlers e Andrade (2014).

A Figura 32 apresenta os graficos do trago das Cadeias de Markov e func¢des de autocor-
relacdo para as estimativas dos parametros do modelo DCC-GARCH(1,1) utilizando o método
HMC. As estimativas para ®;, o e 3; apresentam um comportamento persistente com baixa
autocorrelacdo serial. Ja para @,, ap, > e a observa-se um comportamento mais persistente
com maior presenca de autocorrelacdo. Ao analisar o parametro b tem-se um comportamento

persistente mas com forte autocorrelagdo serial.
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Figura 32 — Grafico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o método HMC com 100
mil simulagdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 33 — Grafico das Cadeias de Markov (a) e das autocorrelacdes (b) para o método presente no
BayesDccGarch com 100 mil simulagdes.
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76 Capitulo 4. Monte Carlo Hamiltoniano em modelos GARCH multivariados

A Figura 33 apresenta o trago das Cadeias de Markov e funcdes de autocorrelacdo para
os parametros do modelo utilizando o método presente no BayesDccGarch. Os parametros o,
o e 31 possuem um comportamento estacionario mas com menos intensidade se comparado ao
método HMC. Além disso, hd uma maior autocorrelacdo serial quando comparados a Figura 32.
Para os parimetros @, o, e 3, este comportamento permanece. Mas ao analisar o pardmetro b
nota-se um comportamento mais estaciondrio € menos autocorrelacionado utilizando o método

BayesDccGarch.

A Tabela 8 exibe a média das estimativas dos pardmetros e os quantis 5%, 50% (Mediana)
e 95% para o método HMC e BayesDccGarch.

Tabela 8 — Estimativas para o DCC-GARCH(1,1) considerando os métodos HMC e o presente no pacote
BayesDccGarch com 100 mil iteragdes;

HMC
Estimativas Média Desvio Padréo 2.5% Mediana  97.5%
)] 0.03806 0.002402  0.03367 0.03794 0.04310
d 0.08408 0.004264 0.07611 0.08395 0.09283
[§1 0.87683 0.006082 0.86427 0.87705 0.88812
(03 0.05027 0.003727  0.04349 0.05009 0.05813
dp 0.04740 0.002375  0.04297 0.04732 0.05230
[§2 0.91065 0.004906  0.90035 0.91084 0.91970
a 0.02626 0.002717  0.02105 0.02622 0.03174
b 0.76886 0.053395 0.63713 0.77901 0.84236
BayesDccGarch

o)) 0.04218 0.01051 0.025102 0.04093 0.06648
d; 0.08486 0.01502 0.058550 0.08360 0.11770
ﬁl 0.87226 0.02138 0.825437 0.87411 0.90935
(03 0.05490 0.01665 0.030871 0.05201 0.09502
dy 0.04892 0.01051 0.030132 0.04825 0.07184

Az 0.90571 0.02040 0.859626 0.90824 0.93871
a 0.02868 0.01394 0.004886 0.02765 0.05866
b 0.62413 0.19921 0.118255 0.67669 0.87954

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado uma nova forma de estimagdo Bayesiana para modelos
GARCH utilizando o método Monte Carlo Hamiltoniano (HMC). Foi realizado uma comparagao
entre este método e o método Metropolis-Hastings presente no pacote BayesDccGarch. Nesse
estudo observou-se que o método HMC, na maioria das vezes, possue Cadeias de Markov com
comportamento mais persistente, menos autocorrelacionadas e com convergéncia mais rapida ao

utilizar um nimero menor de observagdes.

Ao utilizar o modelo GARCH univariado, notou-se que na maioria dos casos 0 método
HMC apresentou Cadeias de Markov mais persistentes € com menor autocorrelacio serial quando
comparado ao método presente no pacote BayesDccGarch. Além disso, apresentou um menor
tempo de simulacdo. Outra caracteristica marcante foi um maior valor de ESS quando comparado

com a metodologia presente no pacote rstan.

No Capitulo 3 um estudo com 500 séries temporais simuladas € realizado para com-
paracao do HMC com o Metropolis-Hastings. Neste estudo observou-se que o método HMC
possui menor viés e EQM para a maioria dos casos estudados. Ademais, foram construidos
graficos boxplot sugerindo que em termos de mediana as estimativas do método HMC estao

mais proximas do valor real dos pardmetros para a maioria dos casos.

Quando utiliza-se 0 HMC em modelos GARCH multivariados exige-se um numéro alto
de LF o que torna o tempo de simula¢do elevado. Alinhado a este fato hd também a dificuldade no
calculo das derivadas que envolvem caclulos matriciais que contribuem para o aumento do tempo
de simulagdo total. Ao realizar um estudo de simulacdo o método HMC apresentou cadeias com
comportamentos mais persistentes € com menor autocorrelacdo serial quando comparado ao
BayesDccGarch para a maioria dos parametros. Entretanto, este fato nao ocorre ao analisar o
pardmetro b do modelo DCC-GARCH(1,1). Por fim, um estudo com dados reais € produzido em
que o método HMC apresenta melhores resultado do que o método presente no BayesDccGarch

para a maioria dos parametros.
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5.1 Trabalhos futuros

Algumas propostas para trabalhos futuros:

e Propor distribui¢des para os erros além da Normal. Por exemplo, distribuicao #-Student e
GED;

e Propor distribui¢des assimétricas para o erro. Por exemplo, #-Student assimétrica;
e Atualizar o método HMC utilizando como proposta o NUTS (No-U-Turn Sampler);

e Utilizar outras variacdes do HMC, como por exemplo o Monte Carlo Hamiltoniano em
variedade Riemanniana (RMHMC);

e Calcular estimativas VaR (Valor em Risco);

e Propor o uso do HMC para outros modelos: modelos de volatilidade estocédstica e modelos
da familia GARCH assimétrica, por exemplo os modelos EGARCH.
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APENDICE

DERIVADAS DA DISTRIBUICAO A
POSTERIORI PARA O MODELO
DCC-GARCH

A.1 Derivadas DCC-GARCH

O DCC-GARCH ¢ dado por

1/2
yt:Ht/ €

. . A S 1/2 . o .
em que H, é a matriz de variancias condicionais e H t/ ¢ uma matriz m x m positiva definida.

No DCC-GARCH tem-se que
H[ - D[RID[

com

. 1/2 1/2
D[ = dlag(h1{7j, cee 7hm/m,t)7

em que hjj; = wy,; + O‘iy?,t—l + Bihiis—1,wi > 0,0, > 0,0 > 0,0+ B < 1 parai=1,...,m;
R = diag(Q)'/*Qidiag(Q,) /2
Q, = (I—a—b)R+ap,_p; | +bQ,_
emque U, =D, ! ¥;» R é matriz de covariincias incondicionaisde 4, ea >0,b >0and a+b < 1.

Considerando as transformagdes dadas na Secdo 4.1, a distribuigdo a posteriori de 0 serd

n(6ly) o p(y/0)p(6)(9)|
cujas derivadas da log-posteriori serdo

dlog(n(6ly)) _ af(‘l’)+8log(p(9))+310g|J(¢)|
06; 96 06; 9;
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com

0(0) & 1 ( 1<9Ht> 1 ( | 0H, )
=) —=Tr(H/ -y, | —H, ——H, |y,.
1—2‘5 2 26, ) 2" d6; :

A seguir apresenta-se alguns resultados para o cdlculo das derivadas de H; para os parametros
do modelo DCC-GARCH.

* %i &D'RtDt‘i‘Dt Dt+Dth BD‘

— d6;
1 &hﬂ’, . . .
. 9D N sej=Ilcoml=1,2,....mei=1,2....3m+2
26,
0,c.c.

iac0 /2 I - 1/2
° adlaggt adlag((&QOt) /2 )~! — _diag(Qt)—l/z adla%(egit) / diag(Qt)_l/z
. 1/2 :
. Bdlaga(eQ[z) — ldiag(Q,)—l/Zad‘gg([Qt)
aa#t 1ﬂt l—l—baaQ[e;l, se 9[6((1)1,(11,[31,...,/3,,,)
20 _ ) _ 20, L
* o R—l—ut M +D 96, se0,=a
—R‘f‘Qt 1+bagt01, seOi:b
8“[— #/7 a —l aD_
* alei”— 96, DAY ARy TP A 20
D, 1 9D, 1
* S5 = D aelD

A.2 Derivadas caso com duas séries temporais

Considerando o caso da Subsecdo 4.1.1 segue as derivadas para os parametros do modelo.

Primeiro considere @i,

[ ] aHt — 8Dt RZD[ + D[ Dt +DlR[ aDt

(90)1 aa)l

oD, _ 3h11,z71>
® Jo T2 hllt( +h J0)

o R 20200 7 0 diag(Q,) !/ +diag(Q,) /> 9L diag(Q,) "/ +diag(Q,) /20, Q)

8(01 (90)1

. ddiagQ; ' _ odiag((Q)"/H)~" _ —diag(Q,)” 1/28d1ag( '/ diag(Q,)™ 1/2

80)1 ()(l)]

ddiag(Q,)"/?
8601

(Ql>—1/2 8di3g(Qz)

_ 1
= 5diag o

~1/2

o B 2000 70 ding(Q,) !/ +diag(Q,) /25 diag(Q,) 1/ +diag(Q,) /20, 2eE@)

1/2
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o 29 _ aa“tflﬂgfl _f_banfl

awl 8(0] a(D]
oMby _ 9D oD,
i 8(91[ = 8(01 DN R TH) A at
ID —1 9D_1 -
® Jm; __Dl‘ 1 awl D

Considerando o pardmetro ; temos que

JH; _ JdD JR dD
[ ] aall - 8allR’D’ +Dt a_()tiDt +Dth(9_O£i

oD, Ihyi—1
° dos 2y, h” (ylt 14—[31 doy

o R 242(0) 0 ding(Q,) /2 + diag(Q,) /> 52 diag(Q,) "/ +diag(Q,)/2Q, PMEL "
o 9dia(§0%71/2 3dlag(g%l) 7! — —diag(Q,)" 1/28d1ag( D' diag(Q,)1/2
o 8dia%(aQ],)l/2 _ %diag(Qt)_l/ZMiSLa(IQ’)
.~
o Motk Dy by
° 85(;1 =-D, llag& ‘D
Para 3| segue que
o 9 — SBR.D,+D, 58D + DiR, 53"
J 2—"; 2\/—< 11,171-1-[318}3}3’?1)
o 3h = 2080 20 diag(Q,) !/ +diag(Q,) /3G diag(Q,) 1+ diag(Q,) /20, MG
. adiaag[?l,’l/ leag(%%l)l/) :—diag(Q,)‘l/z%g’)l/zdiag(Qt)‘1/2
. 8diaga(ﬁQ1;)l/2 _ ldiag(Qt)—‘/z‘MigLﬁ(]Qf)
o 5 = a7
. &”’5;{‘;“ :aa; ZERY T TP lafﬁll‘
e o _poipt

Considere agora @,
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98, — 92.R,D; + D, 58D, + D,R 5.

oD, _ 1 ah22,z—1>
900~ 2y /hy, <1+ﬁ2 Jw)

d 1 1 adi t
gf,; —dlag (Q) Q,diag(Q;)~ ]/2—|—dlag(Q,) /252 8Q dlag(Qt) 1/2+dlag(Q )" 120, dlag,ggz)
.12 . 1/2y-1 . B i /2 . _
8d1aagaQ)2, _ 8d1ag(gQw2,) ) —dlag(Qt) 1/2 8d1a§((§22;) dlag(Q,) 1/2

ddiag(Q))'/* _ Ldiag(Q,) /2 242(Q)

Jdm dan
00, _ 9uz mt 1 baQt 1
m =da +
o By _ 9D oD,
tawzt = 8(;2 Y- 1”'1,‘ 1M lyz 1 8t
aDt_—]l _ 1 aDz 1 1
dwn _Dt 1 9w, D

Considerando o pardmetro o,

% — aDt R[D[ + D[ 3Rt D[ + D[R[ aDt

8052
oD, _ 1 2 Ihy 1
(9062 - 2 h22,t (yZJ*l +ﬁ c9062

5 — 2001 70 diag Q)1+ diag(@,)~!2§& ding(Q,) /2 +ding(Q,) "1/, Q)=

day — dap Jdap

. —1/2
Bdlath Bdlag((Q,) ! _diag(Q) 1/2Md1ag(Q) 1/2

8052 6052

ddiag(Q,)'? _ Ldiag(Q,)~"/? 8di§g(Qf)

dap (27}

29, J Ty

_ 3Qr1
Jo =G g, +D

oMMy ID, ID,
aazt = aaz /AT ARy TP, A at

D 19D iy

8052 _Dl 1 dap D

Para 3, segue que

e~ SBRD,+ DD, + DR

oD, _ 1 dhy 1)
B = 2l ( 22,4— 1+ﬁz

98 = 2B 0 diag(Q,) /2 +ding(Q,) 1/ F:ding(Q,) 1/ + ding(Q,) 1/, 2L

ddia ;1 Bdl t i —1/29di ’1/2 i B
d 5/% ag(gQﬁl) A — —diag(Q,) W%dmg(@) 1/2

“1/2

1/2

1/2
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ddiag(Q,)"/?

. _1/2 ddiag(Q,
o 2 :%dmg(Q,) 1/2 Sg(Q)

B>

8Qt _ 9[1,,1#;71 baQtfl

* 3 =9 a5 035
° a“tgll;; L= agézllyt MY laaDlgz11
A

Para a

1/2

o R —2520) 7 0 diag(Q,)"/*+ding(Q,) /> L diag(Q,) "/ + diag(Q,) /20, M)

adi ;1/2 adi )1/2)-1 . 1/ ddi )12 _
. 1aagg7 _ 1ag((;)Qa) ) :—dlag(Q,) 1/2 laga(g) dlag(Qt) 1/2

ddiag(Q)'? _

. _1/2 ddiag(Q,
0) — — Ldiag(g,)~!/2 24l

aQt 1

© %% — Rip, p  +b%
Por fim, para b
° 31‘1; DtaR[Dt

1/2

ddia; ddia -
o M _ 2020 7 0 diag(Q,) !/ +diag(Q,) /> % diag(Q,) "/ + diag(Q,) /20, 2eE@ "

ddiag0; " _ adiag((0,)"? : ~1/29diag(Q)'? 4. -
R TS

adi \ 1/2 X . odi .
o dlagng) — ldiag(Q,) 1/2 dlzbgng)

« £ =-R+0 +b7%
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