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RESUMO

MILANI, A. B. G. Andlise Bayesiana de dados funcionais com o uso de processo Gaussiano e
metanalise: uma aplicagdo para a marcha humana. 2019. 206p. Tese (Doutorado em Estatistica) —
Departamento de Estatistica - Universidade Federal de Sao Carlos e Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computagao - Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

O termo “dados funcionais” surgiu para acomodar situacbes em que cada observagdo pode ser
naturalmente interpretada como uma fungéo. Estas situagcdes tém se tornado cada vez mais comuns
com o surgimento de instrumentos de medi¢cdo que possuem capacidade de registrar grandes volumes
de informagbes com alta frequéncia. Neste contexto, surgiu um ramo da estatistica denominado
analise de dados funcionais, em que métodos apropriados de analise foram desenvolvidos. Um
exemplo de aplicagdo para a analise de dados funcionais € a marcha humana e seu estudo é
fundamental para compreensdo do movimento normal da marcha e na proposi¢gao e avaliagdo de
programas preventivos ou de reabilitagdo. Neste trabalho, consideramos dados de rotagcdo angular do
joelho durante a marcha de uma populagdo de individuos sem lesdes prévias com o objetivo de
caracterizar padrdes individuais e populacionais. Para tanto, consideramos para os dados de cada
individuo um modelo de regressdo Bayesiano com processo Gaussiano, e as conclusbes serdo
apresentadas a partir da proposicdo de diferentes métodos de construgdo de bandas preditivas
funcionais. Para o agrupamento das conclusbes entre os diferentes individuos da populagéo,
propomos a aplicagao de uma metanalise Bayesiana.

Palavras-chave: Andlise de dados funcionais, Inferéncia Bayesiana, Processo Gaussiano, Metanalise,
Bandas preditivas, Marcha humana.






ABSTRACT

MILANI, A. B. G. Bayesian functional data analysis using Gaussian process and meta-analysis:
an application to human gait. 2019. 206 p. Tese (Doutorado em Estatistica) — Departamento de
Estatistica — Universidade Federal de Sao Carlos e Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

The term "functional data" arised to accommodate situations in which each observation can be naturally
interpreted as a function. These situations have become increasingly common with the availability of
measuring instruments capable of recording large volumes of information with high frequency. In this
context, a branch of statistics denominated functional data analysis emerged, in which appropriate
methods of analysis were developed. An example of application of these techniques is in the study of
human gait. The analysis of human movement is fundamental for understanding the normal movement
and for proposing and evaluating preventive or rehabilitation programs. In this work, we will consider
angular rotation data of the knee during the gait for a population of individuals without previous lesions
with the aim of characterizing individual and population patterns. For this, we consider for each
individual a Bayesian regression model with Gaussian process, and the conclusions was illustrated by
the proposition of different methods for construction of functional predictive bands. To summarize the
conclusions across the different individuals of the population, we propose to apply a Bayesian meta-
analysis.

Keywords: Functional data analysis, Bayesian inference, Gaussian process, Meta-analysis, Predictive
bands, Human gait.
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1 INTRODUCAO

1.1 A Analise de Dados Funcionais

Dados funcionais consistem em uma amostra cuja i-ésima observacao é uma fungao
real, z;(t), 1 =1,...,n,t € I, em que I é um intervalo real e cada z;(-) é uma fungao
em algum espago de fungoes H (RAMSAY; DALZELL, 1991). Em outras palavras, dados
funcionais sao aqueles oriundos de medigoes que teoricamente poderiam ser feitas continu-
amente, ou seja, ao invés de serem tratados como escalares ou vetores de dimensao finita,

tem a possibilidade de serem tratados como fungoes (curvas).

As razoes praticas para analisarmos os dados de um ponto de vista funcional sao
diversas. Entre elas podemos citar as seguintes (RAMSAY; DALZELL, 1991):

e As observagoes funcionais ocorrem cada vez mais frequentemente em contextos
aplicados, a medida que aumenta a facilidade de coleta automatizada e quase-
continua de dados. Além disso, procedimentos de suavizagao e interpolagao podem

produzir representagoes funcionais de conjuntos finitos de observagoes.

e O processo de modelagem é mais realista em termos funcionais, embora somente um

numero finito de observagoes esteja disponivel.

e Os objetivos de uma anélise podem ser expressos mais facilmente em termos funcionais

do que em termos de vetores finitos dos dados observados.

e Levar em consideracao, por exemplo, a suavidade para dados multivariados ocasio-

nados por processos funcionais, pode ter implica¢cdes importantes para as anélises.

A Anélise de Dados Funcionais (ADF) ainda é um tema recente, contudo esta em
crescente desenvolvimento visto que incitou grande interesse da comunidade estatistica. A
maioria das técnicas iniciais desenvolvidas para a ADF foi introduzida por Ramsay e Dalzell
(1991) e Ramsay e Silverman (1997). Nesses estudos os autores adaptaram ferramentas e
técnicas usualmente empregadas na estatistica para o estudo de dados funcionais. Muitas

destas adaptagoes incidem sobre técnicas de analise de dados multivariados.

O desenvolvimento tedrico atual neste campo ainda é pequeno comparado com o
numero de potenciais aplicacoes de interesse para diversos profissionais. Como consequéncia,
um esforco consideravel estd sendo feito, de modo a adaptar métodos estatisticos padrao
para dados funcionais. Este é o caso, por exemplo: da andlise de componentes principais
(BOENTE; FRAIMAN, 2000; DAUXOIS; POUSSE; ROMAIN, 1982; LOCANTORE et al.,
1999; PEZZULLI; SILVERMAN, 1993; SILVERMAN et al., 1996), andlise discriminante
(FERRATY; VIEU, 2003) e regressdo (CARDOT; FERRATY; SARDA, 1999; CUEVAS;
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FEBRERO; FRAIMAN;, 2002; FERRATY; VIEU, 2002). Outras referéncias para a ADF
sao Bosq (1991), Brumback e Rice (1998) e Rice e Silverman (1991).

1.2 Dados da Marcha Humana

A marcha humana é uma tarefa motora que envolve um padrao complexo de
contragdes musculares em diversos segmentos do corpo. A analise da marcha consiste da
mensuracao, descricao e avaliagdo sistematica de dados que caracterizam a locomocao
humana. Ela tem fundamental relevancia na identificacao e no tratamento de patologias

que envolvem o aparelho locomotor (FALOPPA; ALBERTONTI, 2008).

A anélise da marcha humana tem grande importancia na area da fisioterapia para
avaliacao da existéncia ou nao de alteracao dos movimentos de um paciente, acompanha-

mento da evolugao de um tratamento, dentre outras aplicacoes.

Diversos movimentos articulares formados durante a marcha podem ser avaliados.
Neste trabalho consideramos apenas aspectos cinematicos da articulagao do joelho durante
a marcha. Em particular, focamos no movimento de flexao-extensao do joelho, durante a

marcha em esteira ergométrica. Temos uma ilustragao deste movimento na Figura 1.

Figura 1: Ilustracao do movimento de Figura 2: Vetores representativos do mo-
flexdo-extensao do joelho vimento de flexdo-extensao do joelho

llio

Maior

Fémur

Epicéndilo

Lateral SO
Exlensin Cabega (a s—
Fibula )Y‘
I
Fibula | T

|
Flexcia \
e Maléolo Lateral 4)’&
Articulacio do josiho 4%1’
7 /j{/

Fonte: Imagem extraida da internet Fonte: Imagem extraida da internet

(ISLAM, 2016) (adaptada) (ANATOMIA. .., 2014) (adaptada)

O movimento de flexdo-extensao é caracterizado por 2 vetores: o primeiro formado
pelos pontos epicondilo lateral e trocanter maior do fémur e o segundo pelos pontos
maléolo lateral e cabega da fibula. A Figura 2 ilustra estes vetores. O dngulo do movimento

flexdo-extensao é a projecao desses dois vetores no plano sagital (ver Figura 3).
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Figura 3: Planos de referéncia do corpo humano
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Fonte: Adaptada de Vaughan, Davis e O’Connor (1999)

Para facilitar a compreensao do texto, alguns termos de biomecanica da marcha
precisam ser definidos. Sao eles (LIPPERT, 2013):

« Ciclo da marcha (ou passada): é a atividade entre o momento em que o pé
(calcanhar) toca o solo (contato inicial) e 0 momento em que esse mesmo pé toca o
solo novamente (contato final).

Durante um ciclo da marcha, o membro inferior do individuo realiza dois movimentos:

o Flexao: é o movimento que aproxima a face posterior da perna da face posterior da

coxa.

o Extensao: é o movimento que afasta a face posterior da perna da face posterior da
coxa. Corresponde ao retorno a partir de sua flexao.

Além disso, um ciclo da marcha é dividido em duas fases principais:

« Fase de apoio: ¢ a atividade que ocorre quando o pé esta em contato com o solo;
comega quando o calcanhar de um pé toca o solo e termina quando esse pé sai
(eleva-se) do solo. Essa fase constitui cerca de 60% do ciclo da marcha. Nesta fase,
os angulos de flexdo/extensao do joelho apresentam um ponto de maximo, chamado
de flexdo maxima da fase de apoio, e um ponto de minimo, chamado de extensao

maxima da fase de apoio.

« Fase de balango: ocorre quando o pé nao esta em contato com o solo. Comeca
assim que o pé sai do solo e termina quando o calcanhar do mesmo pé toca o solo
novamente. Essa fase constitui cerca de 40% finais do ciclo da marcha. Nesta fase,
os angulos de flexado/extensdao do joelho apresentam um ponto de maximo, chamado

de flexdo méaxima da fase de balanco.
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Figura 4: Fases da marcha humana

Ciclo da marcha

Fase de apoio ‘ J Fase de balango

@ @ @

(L4
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Fonte: Adaptada de Lippert (2013)

A Figura 4 exemplifica as duas principais fases da marcha. O movimento realizado
pelo joelho, pode ser descrito, de forma simplista, da seguinte forma: no contato inicial
o joelho encontra-se a zero graus. Sequencialmente, o joelho comega a flexionar até
aproximadamente 20° (flexdo maxima da fase de apoio), este evento absorve o choque
e recebe a carga do peso corporal que progressivamente é transferida para este membro.
Apoés a flexdo inicial, o joelho estende completamente durante o apoio (extensdo méxima
da fase de apoio), podendo variar entre pequenos graus de flexdo até pequenos graus de
hiperextensao. A segunda curva de flexdo do joelho se inicia no final do apoio. A posicao
final de 65° (flexdo méxima da fase de apoio) é a flexdo méxima que o joelho alcanga em
todo o ciclo de marcha, ¢ possivel haver variacoes para mais ou para menos. Em seguida,

o joelho comeca a se estender até alcangar a extensao maxima (LIPPERT, 2013).

Um equipamento que pode ser utilizado para as medigoes dos angulos formados
pelo joelho durante a marcha é o eletrogonidometro, o qual consiste em dois terminais
conectados por um elemento flexivel (Figura 5). A parte flexivel acompanha a articulagao,
permitindo liberdade de movimentos. Este elemento flexivel consiste em uma série de
células de carga (strain gauges) dispostas em um fio. Conforme o angulo entre os dois
terminais é alterado, ocorre mudanca na corrente elétrica que é medida e convertida em
valores angulares (Figura 6). O angulo registrado corresponde ao angulo formado entre os

dois eixos definidos pelas duas extremidades dos sensores que sdo fixos na coxa e perna
(Biometrics Ltd., 2007).
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Figura 6: Funcionamento do Eletrogoni-

Figura 5: Detalhe do Eletrogoniometro )
ometro no joelho

no joelho

Fonte: Biometrics Ltd. (2007) Fonte: Biometrics Ltd. (2007)

O registro do movimento é dividido em ciclos ou passadas, que, como vimos, sao
definidos como o movimento realizado entre dois toques consecutivos do mesmo calcanhar
no solo. Uma vez que existe variabilidade na duragao dos ciclos da marcha, uma pratica
comum em estudos biomecanicos é normalizar os dados de cada passada, substituindo
o tempo pela correspondente porcentagem da duracao total de cada ciclo (podendo ser
adotada a escala [0,1]). A curva tipica formada pelos angulos de rota¢do do movimento de

flexao-extensao do joelho registrados durante a marcha pode ser visualizada na Figura 7.

Figura 7: Registro dos angulos formados pelo joelho no movimento de flexdo-extensao
durante uma passada (ciclo)
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Fonte: Imagem extraida da internet (DELUZIO, 2016) (adaptada)
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Além disso, os membros inferiores de um individuo sao classificadas como dominante
e nado dominante. Peters (1988) definiu o membro inferior dominante como o usado para
manipular um objeto ou liderar um movimento e, consequentemente, definiu o membro
inferior ndo dominante como o membro que executa o papel estabilizador ou de suporte.
Ou seja, uma forma de se determinar o membro inferior dominante do individuo ¢é avaliar
qual o seu pé preferido para chutar uma bola (TANAKA et al., 1996).

1.2.1 Descricao dos dados

Os dados considerados foram coletados em uma amostra de estudantes da Universi-
dade Federal de Sao Carlos. Os critérios de inclusao na amostra foram: individuos do sexo
masculino; idade entre 18 e 40 anos; indice de massa corporal abaixo de 30 kg/m?; altura
variando entre 1,60 m e 1,90 m. Os critérios de exclusao foram: dor recente na coluna
vertebral, joelho, quadril ou tornozelo; histérico de lesao nos membros inferiores; cirurgia,
lesdes e doencas nos membros inferiores; presenca de sintomas na coluna vertebral, quadril,
joelho ou tornozelo com duracao maior que trés dias no ano precedente; disttrbios do
equilibrio; discrepancia real ou aparente no comprimento dos membros inferiores; alteragoes
posturais evidentes. Estes critérios foram estabelecidos para que a amostra fosse homogénea

e aparentemente sadia.

Para realizagdo das medigoes dos angulos, o individuo caminhou em uma esteira,
com o eletrogoniometro fixado na face lateral do joelho. Apds um periodo de familiarizacao
de 90 segundos, a velocidade de 5,0 km/h, um disparador foi acionado, iniciando o registro
do eletrogoniometro. Terminado o registro, a velocidade da esteira foi progressivamente
diminuida e desligada. Os dados foram transferidos a um computador para verificagdo
imediata da qualidade do registro. Nos casos em que os registros nao alcancaram a qualidade
desejada, a coleta foi repetida apos um periodo minimo de 5 minutos de descanso para o

participante.

A amostra consiste de 16 individuos, para os quais foram obtidas 49 passadas,
sendo que para cada passada foram realizadas 101 medi¢des dos angulos dos joelhos
dominante e ndo dominante do movimento de flexdo-extensao, apds a normalizacao do
tempo em porcentagem do ciclo, ou seja, as observacoes estdao apresentadas nos instantes
de tempo igualmente espagados (t1;t2;t3; ... t100; t101) = (0; 0,01; 0,02;...;0,99; 1). A
coleta dos dados de cada membro inferior, dominante e ndo dominante, foi feita de forma

independente, ou seja, consecutivamente e nao simultaneamente.

Na Figura 8 podemos observar as curvas formadas pela primeira passada dos
membros inferiores dominante (8a) e ndo dominante (8b) do movimento de flexdo-extensao
do 1° individuo. Podemos notar que ambas as curvas sao semelhantes a curva tipica,

apresentada na Figura 7.
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Figura 8: Graficos com os dados da primeira passada de cada membro inferior do 1°¢
individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Na Figura 9 podemos observar graficos com todas as passadas (curvas) do 1°
individuo, as do membro inferior dominante em 9a e as do ndo dominante em 9b. Os
graficos com os dados dos demais individuos encontramos na Se¢ao C.1 do Apéndice C.
Podemos notar que as curvas observadas para cada membro inferior do individuo sao bem

semelhantes e, em geral, apresentam o formato tipico de uma curva deste movimento.

Figura 9: Gréficos com os dados de todas as passadas do 12 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

y@®

Fonte: Elaborado pela autora

Como as observagoes sao coletadas de forma quase que continua, os dados da
marcha podem ser considerados dados funcionais. Além disso, uma caracteristica dos dados
da marcha é a existéncia de réplicas dos dados, isto é, para cada individuo, varias curvas

do movimento sao observadas.

Um dos trabalhos pioneiros na modelagem estatistica para analise do movimento
humano é Olshen et al. (1989), no qual é proposto um modelo de regressao trigonométrica

com coeficientes aleatérios para modelagem das curvas dos angulos de rotacao e obtengao
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de bandas de predi¢gdo para uma observacao futura desta populacao através do método de
reamostragem bootstrap. Na modelagem de Olshen et al. (1989) nao foram consideradas
as réplicas do movimento, apenas uma curva representativa por individuo foi escolhida e
considerada nas analises, sob a justificativa de que nao era simples a implementacao de

um método que abrangesse todas as curvas do individuo.

Outras referéncias que apresentam andlises para o problema da marcha humana
sao Ramsay e Silverman (1997), utilizando técnicas de componentes principais, e Rice e

Silverman (1991), sob uma abordagem nao-paramétrica e utilizando validagao cruzada.

1.3 Objetivos e Estrutura do Texto

O principal objetivo é utilizar ferramentas estatisticas para caracterizar o movimento
de flexao-extensao do joelho humano durante a marcha, a fim de proporcionar contribui¢oes
na area da fisioterapia. A proposta é unir, a partir de uma abordagem Bayesiana, as
ferramentas da andlise de dados funcionais, processo Gaussiano e metanalise para modelar

os dados da marcha.

Uma primeira etapa da analise é a exploracao dos dados de cada individuo separa-
damente. O principal objetivo é modelar a marcha do individuo. Desejamos construir uma
banda de credibilidade para uma nova observacao. Além disso, um aspecto interessante a
ser analisado, conforme instruido por especialistas na area da fisioterapia, é a existéncia
ou ndao diferencas bilaterais (entre os membros inferiores dominante e ndo dominante),

com o intuito de analisar a presenca de padroes entre os membros inferiores do individuo.

Em seguida, o objetivo é prosseguir para uma analise populacional, em que todas
as passadas dos individuos sejam consideradas, realizando uma metanélise para cumprir
este objetivo. Também sao foco de analise a proposicao de métodos para obtencao de uma
curva média para a populacao em questao, bem como bandas preditivas. Novamente, temos
interesse em testar se ha diferencas bilaterais, agora analisando a curva caracteristica da

populagao.

E importante destacar que durante todo o processo de modelagem, utilizaremos as
réplicas do movimento existentes no conjunto de dados. E comum na literatura, o uso de
apenas uma curva caracteristica para os dados na modelagem, por exemplo, Olshen et
al. (1989), Ramsay e Dalzell (1991) e Ramsay e Silverman (1997). Textos mais recentes
utilizam as réplicas observadas, tais como Rasmussen e Williams (2006) e Shi et al. (2007).
Além disso, desejamos comparar resultados obtidos utilizando apenas uma curva para

obtencao das estimativas e utilizando réplicas, através de um estudo de simulacao.

Outra caracteristica importante é em relagao as estimativas intervalares: as bandas
de credibilidade para uma determinada curva. Na maior parte dos trabalhos usando

dados funcionais, sdo construidas bandas ponto-a-ponto (como em Olshen et al. (1989),
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Ramsay e Silverman (1997), dentre outros), definidas para cada instante de tempo e nao
para a curva toda conjuntamente, ou seja, a caracteristica funcional nao é preservada
nas estimativas intervalares. A obtencao de bandas funcionais, também conhecidas como
bandas simultaneas, apresenta uma grande dificuldade técnica na sua formulacao e também
na garantia de suas propriedades teéricas (CAO; YANG; TODEM, 2012). Entretanto,
considerando a importancia na preservacao da caracteristica funcional dos dados, temos
como objetivo a proposicao de técnicas para construcao de bandas de credibilidade
funcionais, principalmente sob a perspectiva preditiva. Estudar a cobertura preditiva e

comparar os métodos propostos também ¢é desejado.

Além deste capitulo introdutério em que os objetivos e o conjunto de dados utilizado
sao descritos, o texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 definimos técnicas
de andlise descritiva de dados funcionais, tais como média, variancia, profundidade ou
depth para dados funcionais, boxplot funcional e deteccdo de outliers e as aplicamos aos
dados da marcha. Além disso, apresentamos o método de suavizacao por funcoes base
para dados funcionais e séries de Fourier, que servirdo de ferramenta e inspiracao para o

desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 3, modelamos o movimento de flexdo-extensao do joelho através de um
modelo de regressao, utilizando uma aproximacao por uma soma de Fourier para modelar
a média, supondo independéncia entre as observagdes de uma mesma passada (curva) e

entre passadas e, sob uma abordagem Bayesiana descrevemos a curva do individuo.

No Capitulo 4, propomos um modelo de regressao processo Gaussiano Bayesiano
para a marcha, que permitiu agregar a suposicao de dependéncia entre as observagoes de
uma mesma curva, utilizando para tal objetivo um processo Gaussiano para modelar a
estrutura de covariancia. Ainda neste capitulo apresentamos os resultados de um estudo
de simulacao através do qual avaliamos a qualidade do ajuste do modelo proposto e
comparado ao modelo independente do capitulo anterior. Utilizamos o modelo proposto
para ajustar o conjunto de dados da marcha e fazemos um estudo de diferencas bilaterais,
isto é, diferencas entre os angulos dos membros inferiores dominante e nao dominante, de

cada individuo.

No Capitulo 5, apresentamos uma técnica Bayesiana de metanalise, fazemos um
estudo comparativo entre a metanalise e outras técnicas convencionais de agrupamento
de dados e a utilizamos para reunir as estimativas obtidas de cada individuo em uma
estimativa populacional o que nos permitiu realizar um estudo a respeito das diferencas

bilaterais desta populacao.

Trés métodos de construcao de bandas preditivas funcionais sdo definidas no
Capitulo 6, além de realizarmos um estudo de simulagao para compara-las e aplica-las as

estimativas obtidas para o conjunto de dados da marcha.
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Por fim, no Capitulo 7 sdo descritas as conclusoes do trabalho e as propostas futuras.
No Apéndice A encontramos defini¢oes e resultados de andlise funcional, séries de Fourier,
processo estocastico e processo Gaussiano, necessarios para os conceitos encontrados
durante o texto, o Apéndice B contempla os resultados de procedimentos de selecao de
modelos utilizados no decorrer do trabalho e o Apéndice C é destinado a insercao de

figuras que nao foram incluidas no texto para nao deixa-lo muito extenso.
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2 ANALISE DE DADOS FUNCIONAIS

Neste capitulo descrevemos as estatisticas descritivas para dados funcionais e
fazemos uma analise descritiva do conjunto de dados da marcha descrito na subsecao 1.2.1
do capitulo anterior. Além disso, apresentamos o conceito de profundidade para dados
funcionais, com o objetivo de ordenar as curvas de um conjunto de dados considerando as
curvas “mais centrais” da amostra. Na sequéncia, apresentamos técnicas da Analise de
Dados Funcionais, bem como o método de suavizacao por fungoes bases e a motivacao da

escolha das fungoes base de Fourier para modelar o ciclo da marcha.

2.1 Estatisticas Descritivas para Dados Funcionais

As estatisticas descritivas basicas que conhecemos para dados univariados sao
aplicadas igualmente para dados funcionais. Encontramos nesta se¢ao os conceitos definidos
em Ramsay e Silverman (1997). Na sequéncia, através do conceito de depth podemos
ordenar dados funcionais no sentido de determinar quais curvas sao mais centrais em
um determinado conjunto de dados, podendo assim determinar estatisticas de ordem,
medidas separatrizes e detectar outliers. No que segue, sem perda de generalidade, vamos
considerar fungdes reais definidas no intervalo [0, 1] e uma amostra de dados funcionais

seréd representada por x; : [0,1] — R, parai=1,...,n.

2.1.1 Média e variancia funcionais

A fun¢do média para uma amostra de n dados funcionais (ou seja, n fungoes) é

dada por

n

z(t) = Z:pi(t), te0,1].

Como exemplo, na Figura 10 temos os graficos da funcdo média determinada pelas
curvas dos membros inferiores dominante e ndo dominante do 1° individuo. Podemos
observar que os comportamentos das curvas médias dos membros inferiores dominante e
nao dominante sao parecidos, entretanto, a curva média do membro inferior nao dominante
apresenta amplitudes menores nos pontos de flexdo maxima, tanto na fase de apoio quanto

na fase de balanco.
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Figura 10: Curva média dos dados do 1Y individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Os graficos dos demais individuos nao sao apresentados para que o texto nao ficasse
muito extenso, mas verificamos que os individuos 4 e 12 apresentam comportamento similar
ao individuo 1, no sentido do membro inferior dominante apresentar maiores amplitudes
nas flexdes maximas. J& os individuos 6 e 8 se comportam de forma contraria, o membro
inferior ndo dominante que apresenta as maiores amplitudes nas flexdes maximas. Os
individuos 9 e 16 apresentam médias iguais para as amplitudes nas flexdes maximas. Os

demais nao apresentam um padrao deste tipo para a curva média.

Da mesma forma, a fun¢ao variancia é definida por
1 n

Z[xl(t) - 7@)]27 Le [07 1]7

i=1

Var[z(t)] =

n—1

e a fungao desvio padrao o(z(t)) é a raiz quadrada da fungao variancia.

Figura 11: Funcao desvio padrao os dados do 1° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora
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Para exemplificar, na Figura 11 ilustramos os graficos da fungao desvio padrao
dos dados dos membros inferiores dominante e nao dominante do 1° individuo. Podemos
observar que existe uma variabilidade maior para o membro inferior nao dominante do que
para a dominante. Além disso, essa variabilidade nao é constante, variando para diferentes
porcentagens do ciclo. Os gréficos dos demais individuos nao sao apresentados, mas
verificamos que os dados dos individuos 11, 13 e 14 se comportam de maneira similar aos
do individuo 1, ou seja, maior variabilidade nos dados do membro inferior ndo dominante.
Ja os individuos 2, 4, 5, 6, 12 e 15 apresentam maior variabilidade nos dados do membro
inferior dominante. Para os individuos 3, 7, 8, 9, 10 e 16 nao ha um padrao, em algumas
partes do ciclo os dados do membro inferior dominante apresentam maior variagdo e em

outras, o membro inferior ndo dominante que o faz.

2.1.2 Fungoes de covariancia e correlagao
A funcao covaridncia resume a dependéncia das observacoes ao longo de valores de
argumentos diferentes e é calculada para todo t1,ty € [0, 1] através da formula
n

COUx(tl,tg) = L Z[l‘,(tl) — T(tl)][JTZ(tQ) — T(tg)], tl, t2 € [0, 1]

n—1i3
A funcao correlagao associada é dada por

Cov,(ty,t2)
\/Var[a:(tl)]VaT[SU(h)]

Corry(ty,ta) = , t1,ta €0, 1].

De forma analoga a analise multivariada, podem ser obtidas as matrizes de correlacao e

covariancia, fixado um grid de valores para os tempos.

2.1.3 Analises graficas

Utilizamos o grafico bozplot para cada instante de tempo observado, para com-
preender caracteristicas do conjunto de dados, tais como locacao, dispersao, assimetria,
comprimento da cauda e outliers. Nao se trata de uma ferramenta da anélise de dados

funcionais, mas nos fornece uma ideia do comportamento dos dados de cada individuo.

Nas Figuras 12 e 13 podemos ver graficos com os bozplots de todos os instantes
de tempo observados, juntamente com a curva média dos dados dos membros inferiores
dominante e nao dominante, respectivamente, do 1° individuo. A partir destes graficos,
podemos observar a maior variabilidade dos dados do membro inferior ndo dominante e a

presenca de alguns pontos outliers.
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Figura 12: Bozplot ponto-a-ponto com a curva média para o membro inferior dominante do 1° individuo
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Figura 13: Bozplot ponto-a-ponto com a curva média para o membro inferior ndo dominante do 12 individuo
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2.2 0O Conceito de Depth

Estatisticas de ordem sao facilmente definidas para dados unidimensionais devido
a inerente ordenacgao dos dados na reta real. Para dados multivariados e dados funcionais
nao existe uma maneira 6bvia e simples de definir uma ordem ou profundidade das
observacoes num conjunto de dados. Uma definicdo adequada de ordenacao de dados tem
uma utilidade para definir estimadores robustos como a mediana funcional, além de ser
util na deteccao de outliers e em métodos de classificacao, dentre outras aplicagoes. Para
tal fim, surgiu a nogao de profundidade (depth, em inglés), inicialmente para ordenagao de
dados multivariados. Em linhas gerais, uma medida depth é um valor real que representa
o quao central é uma dada observacdo com respeito a amostra. A primeira definicao foi
introduzida por Mahalanobis (1936), mas foi a partir do artigo classico de Tukey (1975),
no qual a nogao de “profundidade semi-espago” (half-space depth) é introduzida, que a
pesquisa sobre depth recebeu consideravel atencao. Diversas defini¢oes foram propostas
desde entao, podemos citar, por exemplo, Barnett (1976), Brown (1983), Oja (1983), Liu
(1988), Liu (1990), Singh (1991), Fraiman et al. (1999), Liu et al. (1999), Zuo e Serfling
(2000), Zuo et al. (2003), dentre outros. Os trabalhos de Liu et al. (1999) e Zuo e Serfling
(2000) inclusive fornecem uma perspectiva ampla, no caso finito-dimensional, de diferentes

nogoes de depth para dados multivariados e suas aplicacoes.

No ambito da anélise de dados funcionais, o trabalho de Fraiman e Muniz (2001)
traz uma versao de depth funcional, também conhecida como depth integrado, uma vez que
define o depth univariado para cada ponto da curva e em seguida integra no intervalo em
que a funcao é definida. Na sequéncia, temos as propostas de Cuevas, Febrero e Fraiman
(2006) que avalia o quao densa é a curva em rela¢do a uma vizinhanga definida por uma
determinada métrica e Lépez-Pintado e Romo (2009), que introduziram um depth baseado
no grafico da curva. Outras referéncias sdo Cuevas, Febrero e Fraiman (2007), Sun e
Genton (2011), Mosler e Polyakova (2012), Ieva e Paganoni (2013), Burr e Fabrizio (2017),

entre outros.

Apresentamos a seguir algumas defini¢oes de depth, as quais foram adotadas neste
trabalho. Para isso, consideremos (%), ..., z,(t) uma colegdo de fungoes reais, definidas

no intervalo [0, 1] e pertencentes ao espago L?[0, 1].

2.2.1  Fraiman-Muniz (FM) depth

Apresentamos inicialmente um conceito depth definido em Fraiman e Muniz (2001),
também conhecido como depth integrado. Para cada t € [0, 1] fixado, sejam F),; a distri-

buigao empirica da amostra z(t), ..., z,(t). Definimos o depth univariado do dado z;(t)
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por

Zi(t)y=1- ; - Fnt(xl(t))‘ _ { é + Foi(xi(t), se 0 < F(w(t))

nt(i(t)),  se

(
(

Note que Z;(t) assume valores no intervalo [%, 1} atingindo o valor maximo quando
)

Fo(2i(t)) = L e valores pequenos quando F;, ;(;(t)) é préximo de 0 ou 1, como ilustrado

2
na Figura 14.

Figura 14: Tlustragdo do comportamento do depth univariado Z;(t)
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Fonte: Elaborado pela autora

Definimos entao a profundidade (depth) da curva x;(t) por

1
I(z;) :/ ZO)dt, i=1,...,n
0

Ou seja, este depth é obtido calculando o depth de cada ponto da curva e integrando no

intervalo em que ela esta definida.

2.2.2  h-modal (Modal) depth

Essa nocao de depth, definida em Cuevas, Febrero e Fraiman (2006), avalia o
quao cercada estd uma curva em relagao a amostra, considerando uma dada distancia.
Formalmente, o h-modal depth amostral de uma curva x de um conjunto de curvas

x1, %9, ...,T, ¢ dado pela funcao

Dute) = o & (520 = 25 g 1

em que ||-|| é a norma adotada (a norma L?, por exemplo) e K uma dada funcio kernel (por
exemplo, o kernel Gaussiano K (t) = (1/v/27) exp(—t2/2)), podendo ser reparametrizada
por Kj,(t) = +K(£) e h um pardmetro de largura de banda (bandwidth parameter) fixado,
por exemplo, h = 0,2 max{||z; — x| | i,k =1,...,n} (CUEVAS; FEBRERO; FRAIMAN,

2006). Observe que a largura de banda h nao precisa fornecer um ajuste muito bom da
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densidade porque o interesse esta nos valores em torno do centro da distribuicao, que
nao sao muito sensiveis a escolha da largura de banda. Na verdade, uma ampla faixa de
valores da largura de banda ¢ apropriada com o unico requisito de que a largura de banda
nao seja muito pequena. A fungdo depth.mode, estd implementada no pacote fda.usc
(FEBRERO-BANDE; Oviedo de la Fuente, 2012) do software R Core Team (2018) e
utiliza, caso nao especificado pelo usuario um valor para a largura de banda, h igual ao 15°

percentil da distribui¢io empirica de ||z; — x|, 4,k = 1,...,n, considerando a norma LZ.

A interpretacao para este conceito de depth é que quanto menores as distancias de
uma dada curva em relagdo as demais na amostra, maiores serdo os valores de K (ou de
K},) e, assim, maior serd seu valor de depth. Portanto, as curvas em regioes mais densas
apresentam os maiores valores de depth, enquanto as curvas mais afastadas, os menores

valores.

2.2.3 Band (BD) depth

A presente definigao de depth, apresentada em Lépez-Pintado e Romo (2009), avalia
a propor¢ao de bandas que contém inteiramente o grafico do dado funcional. O grafico de
uma funcdo = é o subconjunto G(z) do plano, dado por G(z) = {(¢,z(t)) : t € [0, 1]}.
é

A banda em R? delimitada pelas curvas z;,, ..., T;,

B(iy, Tigy -y T4y) = {(t,y) :t€0,1], min z;(t) <y < max xiT(t)}.

r=1,..., r=1,...,

Na Figura 15 ilustramos bandas definidas por curvas e também casos em que uma curva

esta contida na banda e outro em que a curva nao esta contida na banda.

Figura 15: Banda definida pelas curvas 1 e x5 em (a), na qual a curva y; estd inteiramente
contida na banda B(z1,x2), enquanto y» nao estd inteiramente contida na banda. Banda
B(x1,x9,z3) definida pelas curvas z1, x5 e z3 em (b).

(a) (b)

B(X1,%5,%3)

Fonte: Lépez-Pintado e Romo (2009)
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Para qualquer funcao x em z1,...,x, el fixado com 2 <[ < n, a quantidade

-1

n

Bfo)(x) = Z I{G(z) C B(xiy, Tiy,- .-, xi)} (2.1)
[ 1< <12<... <1 <n

em que I{} representa a funcao indicadora, expressa a propor¢ao de bandas B(x;,, T4y, - . . , Z;;)

determinadas por [ diferentes curvas z;,, z;,, . .., x; que contém inteiramente o grafico de

x.

Seja L um valor fixado com 2 < L < n. Para funcgoes z, ..., x,, a profundidade

da banda (band depth) para uma curva z qualquer é

L
BD, 1 (v) =Y BDY(x). (2.2)

1=2
Por simplicidade e quando nao houver perigo de confusao a respeito da amostra

com a qual estamos trabalhando, podemos denotar BD,, ; por BDy,.

Lépez-Pintado e Romo (2009) recomendam o uso de L = 3 pois, quando L > 3,
BD; pode ser muito custoso computacionalmente. Além disso, recomendam cautela com
L = 2, pois quando duas curvas se cruzam, a banda é degenerada nesse ponto e dificilmente

uma curva vail estar inteiramente contida na banda.

2.2.4  Modified Band (MBD) depth

Por tltimo, apresentamos o conceito dado em Lopez-Pintado e Romo (2009), que
trata de uma versao um pouco mais flexivel que a definicao de depth anterior, pois, em
vez de adotar a fungdo indicadora, como na equagdo (2.1), avalia o conjunto de pontos da
curva pertencentes a banda. Para qualquer fungdo x € {z1,...,x,} e para 2 <1 < n, seja

A(x; i), iy ooy yy) = {t €1[0,1]: min z,.(¢) <z(t) < max, xr(t)},

T=%1,...,9] r=11,...,1]

o conjunto de pontos do intervalo [0, 1] em que a fung¢do estd na banda definida pelas fungoes
Tiys Tigy - - -, T, S€ A representa a medida de Lebesgue em [0, 1], A (A(z; 24y, @iy, - .-, 24)) =
MA(z; i), %4y, -, 24,)) /A([0, 1]) nos fornece a “proporgao de instantes” de x que estao

contidos na banda. Assim,
-1
MBDWY(z) = " > M(A(T; T4y, Ty oy xy)), 2 <1<,
l 1<i1<i2<... < <n

é mais flexivel que BDW(z) e, se todos os pontos da curva estdo na banda, A\.(A;(x)) = 1,

coincidindo com o valor da defini¢gao anterior.

Podemos assim, definir uma nova versao de depth: seja L um valor fixado com

2 < L < n. Para fungoes z1, ..., z,, a profundidade da banda modificada (modified band
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depth) para uma curva x qualquer é

L
MBD, 1 (z) =Y  MBDY ().
1=2
E comum adotar L = 2 (e denotar o depth simplesmente por M BD) pois este é
computacionalmente rapido e fornece uma boa ordenacgao para uma amostra de curvas,
uma vez que a possibilidade de bandas degeneradas nao trazem grande influéncia no

calculo de M BD, diferentemente do que ocorre com BDs.

2.2.5 Mediana funcional

Seja D,, representando uma das medidas depth definidas. A mediana amostral
funcional 7, é uma curva da amostra com maior profundidade (maior valor de depth),
ou seja,

m, =arg max D,(z). (2.3)

x€{21,..,Zn}
Se nao for tnica, a mediana serd a média das curvas que maximizam a profundidade
(depth). A mediana funcional para o conjunto de dados do 1° individuo pode ser visualizada

na Figura 16, no grafico boxplot funcional que sera definido a seguir.

2.2.6  Bozxplot funcional e outliers

Outliers em um conjunto de dados funcionais podem surgir por, pelo menos, dois
motivos. Primeiro, os outliers podem ser curvas com erros grosseiros, como erros de
medicao, gravacao e digitagdo. Esses erros devem ser identificados e corrigidos sempre
que possivel. Segundo, os outliers podem ser curvas de dados reais, no sentido de que
nao sao erros grosseiros, mas sao de alguma forma suspeitos ou surpreendentes, pois nao
seguem o mesmo padrao que o resto das curvas. Estamos interessados em detectar e
examinar precisamente tais curvas surpreendentes, pois, primeiro, elas podem influenciar
nossas estimativas funcionais e gostariamos de evitar isso, e, segundo, elas podem permitir

descobrir quais fontes produzem essas curvas periféricas.

Um conceito unanime de outlier em configuragoes funcionais ainda nao foi definido.
Em Febrero, Galeano e Gonzalez-Manteiga (2008) uma curva é considerada um outlier
se foi gerada aleatoriamente com uma distribuicao diferente do restante das curvas, que
sao assumidas como sendo distribuidas identicamente. Portanto, assumimos que todo o
conjunto de curvas foi selecionado segundo a mesma distribuicao, e as curvas que nao
sao compativeis com essa suposicao sao outliers. Com essa definicdo, uma curva pode ser
um outlier se estiver significativamente longe do processo estocastico esperado ou tém
uma forma diferente do resto das curvas. Note também que este defini¢cao inclui o caso de
curvas que sao diferentes do resto apenas durante alguns subintervalos de todo o periodo

de observacao.
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Uma alternativa para identificacdo de outliers em conjuntos de dados funcionais, é
a utilizagao de profundidades (ou depth) funcionais, ressaltando que se um outlier estiver
no conjunto de dados, a curva correspondente tera uma profundidade significativamente
baixa. Portanto, uma maneira de detectar a presenca de outliers funcionais é procurar

curvas com valores de profundidade muito baixos.

Considerando o depth MDB, definido na subsecao 2.2.4, a funcao fbplot, imple-
mentada no pacote Ramsay et al. (2018) do software R Core Team (2018), produz bozplots

funcionais. Este boxplot funcional é construido da seguinte forma:

o A amostra é ordenada (digamos, em ordem crescente) de acordo com os respectivos

valores de depth.

o A curva com maior valor de depth, ou seja, a mediana funcional, é ilustrada como

uma linha sélida, na cor preta.

e As 50% curvas com maior valor de depth na amostra, delimitam uma faixa contendo
as 50% curvas mais centrais no conjunto de dados. Esta regiao ¢ ilustrada preenchida
na cor rosa e pode ser interpretada como uma versao funcional para o “intervalo
interquartilico” (IQR). Além disso, esta regido nao é afetada por valores discrepantes

ou extremos, e fornece uma visualizacgdo nao tendenciosa da distribui¢ao das curvas.

o Os outliers podem ser detectados em um bozplot funcional por uma regra andloga
a regra empirica de 1,5 IQR para bozplots classicos: para cada instante de tempo
observado t;, i = 1,...,n, temos duas alturas a,(t;) e az(t;), em que ai(t;) é a
distAncia entre a mediana funcional e o limite inferior da faixa 50% central, no
instante t;, e as(t;) é a distancia entre o limite superior da faixa 50% central e a
mediana funcional, no instante ¢;. Em cada instante ¢; subtrai-se 1,5 X a4 (¢;) ao valor
de M, (t;) e adiciona-se 1,5 X as(t1) ao valor de 71, (t;) (valor da mediana funcional),

ou seja, em cada instante de tempo consideramos o intervalo
[Al(ti),Ag(ti)} _ [mn(ti) — 1,5 X ar(t), fn(ts) + 1,5 x as(ts)], i = 1,...,n.

Avaliando todos os intervalos [A;(t;), As(t;)] conjuntamente, formamos uma regiao em
torno da faixa das 50% curvas mais centrais. Quaisquer observagoes fora dessa regiao
sao sinalizadas como possiveis outliers. O envelope do bozplot é entao determinado
pela regiao delimitada por todas as observagoes da amostra que nao sao outliers.

Esse envelope é ilustrado por linhas sélidas na cor azul.

» Caso existam outliers, estas sao ilustradas por curvas tracejadas na cor vermelha.

Devemos observar que em vez das 50% curvas mais centrais, poderiam ser adotadas outras

porcentagens como 25% ou 75% e, em vez do acréscimo e decréscimo de 1,5 vezes a largura
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da faixa central, outra constante pode ser adotada. Essas escolhas podem ser feitas pelo
pesquisador e influenciarao na classificacado das curvas outliers. Mais detalhes a respeito
de bozplot funcional podem ser encontrados em Sun e Genton (2011). Os graficos para os
dados do 1° individuo podem ser visualizados na Figura 16. Podemos ver que para este
individuo nao ha outliers nos dados do membro inferior dominante, nem para o membro

inferior ndo dominante.

Figura 16: Bozplot funcional de cada membro inferior do 1° individuo, no qual as curvas
em azul representam o envelope, a regiao rosa mostra a faixa formada pelas 50% curvas
mais centrais e a linha preta ilustra a mediana funcional

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

y(t)

30 40 50 60
1 1 1

y(t)

30 40 50 60
Il Il

20
|
20
1

10

o] 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Fonte: Elaborado pela autora

Os mesmos graficos foram feitos para os demais individuos e, apresentamos na
Figura 17 somente aqueles que possuem outliers, inclusive indicando o nimero dessas

curvas outliers. Os individuos que apresentaram outliers foram:

o membro inferior dominante: 5, 6 e §;

o membro inferior ndo dominante: 7, 8, 11, 12, 13, 15 e 16.

Além disso, na maioria das vezes, estas curvas nao ficam muito longes do envelope

construido no boxplot.
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Figura 17: Boxplots funcionais para os individuos que apresentaram curvas outliers, estas
ilustrados por linhas tracejadas na cor vermelha, com o respectivo niimero indicado

(a) Ind.5 - dominante (b) Ind. 6 - dominante

y()

(c) Ind. 8 - dominante (d) Ind. 7 - ndo dominante

¥
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o 20 a0 60 80 100 o 20 40 60 80 100

(e) Ind. 8 - ndo dominante

y(t)
y(1)

(g) Ind. 12 - ndo dominante (h) Ind. 13 - ndo dominante

¥
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L

o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

(i) Ind. 15 - ndo dominante (j) Ind. 16 - nao dominante

T T T T T T T T = T T .
[ 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

Fonte: Elaborado pela autora
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Apresentamos a seguir algumas nogoes iniciais para transformar dados funcionais
observados de forma discretizada em fungoes e ferramentas que servirao de base para o

modelo proposto neste trabalho.

2.3 Suavizacdo de Dados Funcionais

A ideia basica da anélise de dados funcionais é considerar os dados observados como
entidades tnicas, e nao como uma sequéncia de observagoes individuais. Um registro de
uma observagao funcional f consiste de n pares (¢;,y;,), onde y; = f(¢;) ¢ uma observagao
de f no argumento ¢;. Na grande maioria das vezes os dados funcionais sao registrados
ao longo do tempo, dessa forma o argumento é chamado de tempo t;. Neste capitulo
abordamos algumas técnicas que sao utilizadas para converter dados funcionais (como sdo

coletados) em sua verdadeira forma funcional.

2.3.1 Método de funcgoes base

Assumimos, sem perda de generalidade que os tempos t pertencem ao intervalo
[0,1] e que f satisfaz condigbes razodveis de continuidade e suavidade em [0, 1], a fim de
garantir as hipoteses necessarias para a modelagem a seguir. A suavidade, no sentido de
possuir um certo niimero de derivadas continuas, ¢ uma propriedade da funcao latente f,
e pode nao ser 6bvia quando olhamos o vetor de dados observados y = (y1, ..., Y ). Isso
ocorre devido ao erro observacional ou ruido presente nos dados, causado por aspectos do
processo de medi¢do. Em termos de modelo, podemos escrever (RAMSAY; SILVERMAN,
1997)

yi = y(ty) = f(t;) +e(ty),

onde o ruido ou erro £(¢;) tem média zero e contribui para a nao suavidade dos dados.

Uma das tarefas em representar os dados como fungoes suaves é tentar filtrar esse
ruido da forma mais eficiente possivel. Como f é considerada suave, podemos obter uma
expansao por fungoes base (ver Teorema A.1). Um método comum de suavizagao consiste

em representar a fungao como uma combinacao linear de M fung¢des base conhecidas ¢,,,
M

f(t) = Z Cm®m (1) (2.4)

m=1
sendo ¢ = (cq, ..., cpr)" o vetor dos coeficientes e @(t) = (p1(t), ..., da(t))" o vetor cujos

elementos sao as fungoes base avaliadas em t. Podemos escrever a equagao (2.4) como

f(t) = co(t).

Uma estimativa de f serda dada por

o~

ft)=2co(t).
em que ¢ ¢ uma estimativa de e¢. O grau de suavidade que sera aplicado nos dados y; serd

determinado pelo nimero de fungoes base M.
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2.3.2 Escolha da base

E importante que as funcdes base apresentem caracteristicas que se relacionem com
aquelas encontradas nas fungoes que serao estimadas. Teoricamente, uma base deveria
ser escolhida por produzir uma excelente aproximagao usando um numero M pequeno de
fungoes base. Assim, existem bases que nao sdo apropriadas para certas aplicagoes, mas
nao existe algo como uma base universal que seja boa para todos os casos. A escolha da

base é muito importante também para a estimativa da derivada

Df(t) =Y GuDou(t).

m=1

Certas bases que funcionam bem para a estimacgao da funcdo podem produzir estimativas
de derivadas ruins. Isso ocorre porque uma representacao exata das observagoes tende a
forcar f a ter pequenas oscilagdes com muita frequéncia, o que traz sérias consequéncias
para as suas derivadas. Assim, um dos critérios para a escolha da base pode ser o bom

comportamento da estimativa de uma ou mais derivadas.

Além da escolha da base, um dos desafios na suavizacdo é determinar o quanto de
suavizacao deve-se fazer, ou seja, qual valor adotar para M. Para valores muito grandes
de M, o viés é pequeno e a varidncia ¢ grande, enquanto que para M muito pequeno, o
contrario ocorre. Um equilibrio entre viés e variancia deve ser levado em consideragao na

escolha das fungoes base.

2.3.2.1 Séries de Fourier

Uma das bases mais conhecidas para expansdo de uma funcao f : [0,1] — R,

f € L?0,1], é a base de Fourier, que é dada por

(bO <t> = 17
¢2r—1 (t) = Cos TWta
¢or(t) = sinrwt,

para r > 1. Essa base é periédica e o parametro w determina o periodo 27 /w, que é igual
ao tamanho do intervalo em que se esta trabalhando (ou seja, no caso do intervalo [0, 1],
temos que o periodo é igual a 1 e, portanto, w = 27). Apresentamos na Figura 18 o

comportamento das fungoes base ¢q, ¢1, ¢2, @3 € ¢4 quando w = 2.
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Figura 18: Cinco primeiras fungoes base de Fourier no intervalo [0, 1]
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Fonte: Elaborada pela autora

A expansao pela base de Fourier resulta em uma aproximacao para a funcao, que é

dada por

o0
f(t) = Zq@(t} = ¢ + €1 coswt + ¢y sin wt + ¢3 cos 2wt + ¢4 sin 2wt + . . ..
j=0

Uma vez que um namero finito de observacgoes estd disponivel, nem todos os
coeficientes de Fourier poderao ser estimados. Portanto, podemos considerar as primeiras
M fungdes base e, dessa forma, a estimativa suave para f(t) é dada por

R M-1
F&)y=2_ Goi(t).
§=0
As séries de Fourier sao especialmente utilizadas para fungoes extremamente estaveis
e que apresentam alguma periodicidade. Elas geralmente produzem estimativas que sao
uniformemente suaves. Mas, podem ser inapropriadas para dados conhecidos ou suspeitos
por refletir descontinuidades na fung¢ao ou em suas primeiras derivadas. Por exemplo,
quando a funcdo nao apresenta periodicidade é necessario um nimero grande de fungoes

base para obter uma estimativa razoavel.
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2.3.3 Aproximagao por fungoes base para os dados da marcha

Os dados da marcha humana apresentam comportamento aproximadamente perio-
dico e portanto, utilizaremos a expansao por série de Fourier para aproximar suas curvas.
O movimento de flexdo-extensao do joelho é aproximadamente peridédico no intervalo [0, 1],
ou seja, tem periodo 1 (pois f(0) ~ f(1)). A utilizagdo de uma soma de Fourier para

modelar a marcha humana foi utilizada pioneiramente em Olshen et al. (1989).

Assim, se f denota a curva do movimento de flexdo-extensao do joelho, uma

aproximacao por base de Fourier para f é dada por

M
f(t) =ao+ D [amcos(2mmt) + by, sin(2rmt)]
m=1
cujos coeficientes ag € a,,, b, m =1,..., M sao dados por

a5 — /01 oL
G = 2/01f(t)cos(27rmt)dt, m=1,...,M, (2.5)

1
by = 2/ f@)sin(2rmt)dt, m=1,..., M.
0

Detalhes da obtengao dos coeficientes dados na equacgao (2.5) podem ser encontrados
na Definicdo A.19 do Apéndice A.

2.4 Conclusoes

Através das técnicas de analise descritiva para dados funcionais apresentadas neste
capitulo, observamos que os comportamentos das curvas médias para os membros inferiores
dominante e nao dominante sao parecidos, entretanto, para alguns individuos a curva
média do membro inferior ndo dominante apresenta amplitudes menores nos pontos de
flexdo maxima, tanto na fase de apoio quanto na fase de balanco, para outros a curva média
do membro inferior dominante que apresenta menores amplitudes e para alguns nao ha um
padrao de destaque para nenhuma dos dois membros inferiores. Em relacao a variabilidade
dos dados, notamos que alguns individuos apresentam mais variagdo nos dados do membro
inferior dominante, outros para os dados do membro inferior ndo dominante e para uns a
variabilidade se apresenta aparentemente a mesma para ambas os membros inferiores. Além
disso, em geral, essa variabilidade nao é constante, variando para diferentes porcentagens
do ciclo. Vimos que estas caracteristicas, que sao avaliadas para cada instante de tempo
observado, podem ser resumidas num o grafico boxplot para cada instante de tempo,

formando o que denominamos por boxplot ponto-a-ponto.

Através da definicao de depht funcional, pudemos determinar a mediana funcional

e apresentar uma definigdo para o conceito de curva outlier. Alguns dos individuos (e
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geralmente nao para ambos os membros inferiores) apresentaram no méaximo duas curvas

outliers e os graficos boxplot funcional destes individuos foram apresentados.

Depois de realizada a exploragao e andlise descritiva dos dados, o préximo passo
¢ a modelagem das curvas e, para isto, nogoes introdutérias de técnicas utilizadas para
modelagem de dados funcionais, mais especificamente o uso de fungoes base para descrever
a curva média, foram apresentadas. Como descrito, fun¢oes base de Fourier serdo utilizadas

na modelagem que sera proposta.
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3 MODELO DE REGRESSAO BAYESIANO PARA A MARCHA HUMANA

A marcha humana apresenta comportamento aproximadamente periédico, sendo
os dados de rotacdo angular de baixa frequéncia. As séries de Fourier sdo comumente
utilizadas para modelar fungoes com tais caracteristicas. O angulo de rotacao para cada
porcentagem do ciclo pode ser modelado segundo uma soma finita de Fourier, modelo cuja
justificativa de uso foi descrita na subsecao 2.3.3, foi proposto pioneiramente em Olshen et

al. (1989) para modelagem de dados de marcha.

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de modelagem para a curva formada por
angulos nos movimentos da marcha de um individuo, utilizando uma soma de Fourier para
a curva média do movimento e, sob uma abordagem Bayesiana, caracterizar o movimento

do individuo.

3.1 Descricao do Modelo

Para cada paciente sdo observadas varias passadas (curvas). Podemos fazer uma
analise por individuo. Os dados da marcha sdo capturados separadamente para cada
membro inferior, individualmente identificadas como dominante e nao dominante. O
modelo descrito a seguir considera os dados de apenas um dos membros inferiores do

individuo.

Suponhamos que foram observadas J passadas do individuo e lembremos que as
observacoes dos angulos de rotagao do movimento durante a marcha sao tomadas para
tempos no intervalo [0, 1]. Denotamos por Y;(t) a fungao que descreve a j-ésima passada
do individuo, para j = 1,...,J e 0 < t < 1. A j-ésima passada do individuo, para

7 =1,...,J, pode ser modelada por

Y(t) = pu(t) +¢;(t), 0<t<1. (3.1)

em que p(t) representa a curva média de rotacao angular do individuo e €;(t) sdo os erros
aleatérios normalmente distribuidos com média zero e variancia 2. Os erros sao supostos

independentes e identicamente distribuidos para diferentes valores de ¢ € [0, 1].

Do fato que cada passada é uma réplica do mesmo movimento, realizado pelo
mesmo individuo, é natural admitir que todas essas passadas sao provenientes de uma
mesma distribui¢do. Assim, para a média assumimos uma estrutura comum para todas
as passadas do individuo, além disso, supomos que a func¢ao média u(t) pertence ao
espago L?[0, 1] e portanto admite uma expansdo com relagdo a uma base de Fourier (ver

subsecao 2.3.3). Em particular, considerando M um dado nivel de truncamento (2M + 1 é
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o numero de fungdes base), temos que u(t) é dada pela soma finita

2M
M@%:E%&w%@% 0<t<1, (3:2)

em que B = (Bo, ..., Pam) € 0 vetor de coeficientes de Fourier e ¢,, para m =0,...,2M
dadas por

¢o(t) = 1,

Gor_1(t) = cos(2mrt),

¢or(t) = sin(27rt),
parar =1,..., M, sao as fungoes base de Fourier.

Assim, a estrutura da média pode ser escrita como

u(t) = X (t)8, (3.3)

em que B8 = (Bo,...,0B2nm)" € o vetor de coeficientes de Fourier e X (t) é um vetor de

comprimento 2M + 1 cujas entradas sdo dadas pelas fungoes base de Fourier

X (t) = (1, cos(2m.1.t), sin(2m.1.t), -+, cos(2m.M.t), sin(2mw.M.1)).

Utilizando (3.3), a equacao (3.1) pode ser reescrita entao como

Yi(t) = X()B +¢,(t), j=1,....J, 0<t<1. (3.4)

Além disso, pu(t) e €;(t) sdo considerados independentes. Supomos independéncia

também entre as passadas Y;(t), para diferentes valores de j, j =1,...,J.

Da equacao (3.4) e demais suposigdes do modelo, concluimos que, para cada
t € [0, 1] fixado,

Yi(t),. .., Y,(t) & N(X(t)ﬂ,02>. (3.5)

Suponhamos que todas as passadas do individuo possuem o mesmo ntmero de
observacoes K, ou seja, as observagoes foram tomadas no mesmo vetor de tempos t =
(t1,t0,...,tg), 0 < t; < ... < tg < 1. Representamos o k-ésimo angulo da j-ésima
passada do individuo por Yj, = Yj(ty), k=1,...,K,j=1,...,J e a j-ésima passada do

individuo representamos entao por

!/

lfj:Y}(t):(mlﬁy}Qﬁ"'a}/}k’"'?Y}K>'

Da equagao (3.5), segue entao que

Yi(t),...,Y;(t) & Ng <X(t)ﬂ, 021K>, (3.6)
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em que
1 cos(2m.1.t1) sin(2m.1.ty) --- cos(2m.M.t;) sin(2m.M.ty) ]
X(t)=1|1 cos(2m.1.ty) sin(2m.1.ty) --- cos(2m.M.ty) sin(2m.M.t)
1 cos(2m.1.tg) sin(2m.l.tg) --- cos(2n.M.tx) sin(2m.M.tg) Kx(@M4)

Para simplificagdo de notagao, quando estivermos nos referindo a matriz X (t), em

que t = (t1,...,tx)’, usaremos simplesmente a notacao X.

3.1.1 Verossimilhanca

Considerando as suposi¢oes do modelo, a funcao de verossimilhanga do individuo é

dada por

L(B,o’ly) = [[L(B,oy))

]:

o« ) E e |5, - X8/, - x)

Jj=1

—_

x (0% ex { 2 20 - Xﬂ)}

em que y representa todas as passadas de um membro inferior do individuo e y; as

observacoes da j-ésima passada do individuo, j =1,...,J.

3.1.2 Distribuicoes a prior: e a posteriori

Assumimos que os pardmetros B e o2 sao independentes a priori, para os quais

adotamos as seguintes distribui¢oes a priori conjugadas

B~ Napyi(po, Xo),

o? ~ Gama — Inv(ug,vp),

em que os hiperparametros pg, 2, ug € vg sao conhecidos, ou seja, as densidades a priori

de B e 02 tém expressoes dadas por

1 1 / —
p(B | po, X)) = 2n) exp {—2(ﬂ — o) ENB - Mo)} 7
pe” [, w) = Fl()g;) (o) ! exp {—;}g} .
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A distribuicao a posteriori conjunta do individuo é dada por

p(B,0°ly) o L(B,a%|y) x p(B) x p(c?)

x (02) 7 (o) ! (3.7)

o (02)_%_%_1

X exp {—;ﬂ/ <J<02>—1X’X + 201>ﬂ -p <(02>‘1X’(i v) + %5 “0>

j=1
2\—1 4 —1 1 J 3 o
. <(U (S0 X + s >ﬁ+ soz () (Xw) + s
= j=1 J=1
x (02)_%—%—1 (3 8)
1 1 1 ! ' d Yo
xexp{—( —m)C ( - )—M(;yj)(;yj)_(ﬂ}

-1
em que C' = <J(02)1X’X + 251> em = C<(02)1X'(Zj1 yj) + 251[,1,0).

Segue da equagao (3.8) que a distribui¢do condicional completa a posteriori de B é
dada por

p(B1y.0Y) x exp{-3(B-m/C(p-m)}.
isto é,
B ’ y702 ~ N2M+1(m70)'

Por fim, segue da equacdo (3.7) que a distribui¢do condicional completa a posteriori

de 02 ¢ dada por

§o? 19.8) o (02 () e {1

j=1
portanto,
2 JK 17 .
0" |y, B ~ Gama— Inv UO+T)UO+§Z(yj_XIB) (y; —XB) |
j=1

Uma estimativa para a curva média u(t) do individuo é dada por

alt) = X (18,

com X (t) = (1, cos (2mt) ,sin (27t) , ..., cos (2r Mt) ,sin (2rMt)) e B a estimativa média

da distribuicao a posteriori de B.
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3.1.3 Distribuicao preditiva a posterior:

Considere Y a variavel aleatéria que representa uma passada do individuo. A

distribuicao preditiva a posteriori para uma passada Y* de Y pode ser obtida por

P ly) = [ oy y.00p(0] y)ae
= [ oy | 6)p(6 | y)de (3.9)

em que 6 = (B,0%) é o vetor de todos os pardmetros e y representa todas as curvas

observadas do individuo.

A integragao na equacao (3.9) pode nao ter solucao analitica, entretanto aproxi-
magoes podem ser obtidas dado que tenhamos amostras da distribuicao a posteriori de
0 dado y (GAMERMAN; LOPES, 2006). Isto é, para uma amostra aleatéria 6, ..., 60

proveniente de p(6|y), uma aproximagao para a distribuicao preditiva é
1 Q
Py ly) =D p
Q =

Assim, uma vez que amostras da distribuicao a posteriori de 0 estao disponiveis,
realizagoes da distribuicao preditiva a posteriori podem ser obtidas por amostragem da
distribuicao de y* | 65, com 6, representando a s-ésima amostra a posteriori do vetor
de parametros 6. Ou seja, podemos obter realizagoes de Y*|Y utilizando o algoritmo a

seguir.

Algoritmo 3.1 (Geragao de uma amostra da distribuigao preditiva a posteriori)

Uma amostra da distribuicao a posteriori pode ser obtida sequindo os sequintes passos:
(1) Inicialize ¢ = 1.
(2) Simule 8, de p(8|y).
(8) Simule y;; de p(y*|0,).
(4) Atualize ¢ = q+ 1.

(5) Repita os passos (2) a (4) até obter uma amostra de tamanho Q: yy, ..., Yy

Assim, uma estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori é obtida por

Y*|Y qu
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3.2 Andlise dos Dados

O modelo proposto foi aplicado ao conjunto de dados descrito na subsecao 1.2.1.
Ele possui observagoes do angulo do movimento de flexao-extensao do joelho dos membros
inferiores dominante e nao dominante de 16 individuos. Para cada membro inferior do
individuo foram coletadas 49 passadas e cada passada contém 101 observacoes igualmente
espagadas. Dividimos a amostra em duas partes: as primeiras 35 curvas (Y7,..., Y3s)
compoem a amostra de treinamento, a ser usada no ajuste do modelo, e as demais curvas
(Yas, - .., Yi9), a amostra de teste, com o objetivo de obter curvas para avaliar a qualidade
preditiva e realizar algumas comparacoes entre diferentes modelos que aparecerao no
restante do texto. Assim, nas notagoes do modelo, temos J = 35 (amostra de treinamento)
e K =101, ouseja, j=1,...,35ek=1,...,101.

Os seguintes valores foram atribuidos aos hiper-parametros das distribuigcoes a
priori: po = (0,...,0)", Bg = 10012p741, uo = 2 e vo = 0,25 (a fim de especificar uma

priori pouco informativa).

As estimativas a posteriori dos parametros para cada membro inferior foram obtidas
utilizando o método de simulacao MCMC, a partir das distribui¢oes condicionais completas
a posteriori p(Bly, 0?) e p(c?|y, B), utilizando o método de amostragem Gibbs (GEMAN;
GEMAN, 1987). Para gerar a amostra foram descartadas as 1000 primeiras observagoes
(burn-in). Nao foram necessarios saltos para independéncia. A amostra final da distribui¢ao
a posteriori é de 1000 observagoes. A implementagao do método foi realizada utilizando o
software R (R Core Team, 2018).

Repetimos o processo de geracao para diversos valores de M, limite superior na
soma de Fourier e calculamos, para cada modelo, o valor de DIC (SPIEGELHALTER et
al., 2002) (ver detalhes na segdo B.1 do Apéndice B). Na Tabela 1 resumimos os valores
de M selecionados pelo critério DIC para cada membro inferior de cada individuo, isto é,

os valores de M que apresentaram menor valor DIC.

Estabelecemos M = 13, tanto para o membro inferior dominante, quanto para a
nao dominante, para todos os individuos, pois este foi o maior valor apresentado e o com
maior ocorréncia, uma vez que considerando objetivos futuros do trabalho tinhamos a

restricao de escolher uma quantidade tinica de fungdes base para todos os individuos.
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Tabela 1: Valor M escolhido para cada membro inferior de cada individuo através do DIC

Individuo H Dominante ‘ Nao Dominante

1 12 10
2 10 12
3 13 13
4 12 12
5 13 13
6 13 13
7 10 10
8 12 13
9 12 11
10 13 10
11 13 11
12 11 12
13 11 5
14 10 11
15 10 11
16 13 12

Fonte: Elaborada pela autora

3.2.1 Diagnostico de convergéncia

Para verificar independéncia na amostra a posteriori obtida, analisamos a fun-
¢ao de autocorrelagdo e confirmamos que para todas as variaveis obtivemos amostras

independentes.

A fim de verificar a convergéncia, realizamos anélises graficas (tais como gréaficos
das cadeias superpostas, médias ergddicas, densidades) e numérica, através do teste de
Gelman e Rubin (1992). No teste Gelman e Rubin, a convergéncia é avaliada através de
multiplas cadeias e indicada por um valor escalar R chamado “reducao potencial da escala”.
Para que ocorra convergéncia, este escalar deve ser proximo de 1. Para maiores detalhes,
ver (GELMAN; RUBIN, 1992). Para cada individuo, o teste foi aplicado utilizando duas
subcadeias extraidas da amostra a posteriori, uma composta pelas 500 primeiras amostras

e outra pelas 500 tltimas amostras. Para todas as variaveis de todos os individuos, R =1,

o que indica convergéncia.

3.2.2 Resultados

Para apresentar os resultados obtidos, usamos como exemplo o 12 individuo. Na
Figura 19 podemos observar a estimativa a posteriori da curva média de cada membro
inferior do 1° individuo, juntamente com as curvas da amostra de treinamento. Os graficos
com as estimativas a posteriori das curvas médias para os demais individuos encontram-se

na secao C.2 do Apéndice C.
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Figura 19: Estimativa a posteriori da curva média (ilustrada em preto) do modelo de
regressao Bayesiano, juntamente com as curvas da amostra de treinamento (em cinza),
para o 12 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 o.8 1.0

Fonte: Elaborado pela autora

Observando as Figuras 19 e 69 a 83, podemos notar que o modelo adotado para o
ajuste conseguiu capturar o comportamento da marcha de cada individuo, inclusive dos
individuos que apresentam uma certa discrepancia em relagao a curva tipica do movimento

de flexao-extensao do joelho (por exemplo os individuos 8 e 13).

A partir da amostra da distribuicdo a posteriori dos parametros do modelo, utili-
zando o procedimento descrito na subsecao 3.1.3, geramos uma amostra da distribuicao
preditiva a posteriori para cada membro inferior de cada individuo. Na Figura 20 podemos
observar a estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori de cada membro
inferior do 12 individuo, juntamente com a amostra de teste. Os graficos com as estimativas
da média da distribuicao preditiva a posteriori para os demais individuos encontram-se na
secdo C.3 do Apéndice C.

Figura 20: Estimativa da média da distribui¢do preditiva a posteriori (ilustrada na cor
preta) do modelo de regressao Bayesiano, juntamente com as curvas da amostra de teste
(em cinza), para o 1¢ individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora
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Por meio das Figuras 20 e 84 a 98, notamos que as curvas de teste sao semelhantes a
estimativa preditiva obtida, isso para todos os individuos. Comparando a curva média que
se espera para uma nova observacao dos individuos, podemos notar algumas discrepancias,

como por exemplo, quando comparamos o individuo 8 com os demais.

3.3 Conclusoes

Neste capitulo, utilizamos uma soma finita de Fourier para suavizar os dados
da marcha. A andlise foi feita para cada membro inferior de cada individuo, na qual
modelamos, a partir de uma abordagem Bayesiana, a curva dos angulos formados durante
o movimento de flexdo-extensdo do joelho. A quantidade de fung¢des base foi determinada
por meio do critério de selecao DIC. Utilizando a estimativa da média da distribuicao a
posteriori de B calculamos uma estimativa para a curva média, a qual se apresentou bem
semelhante as curvas da amostra de treinamento, que por sua vez sao todas parecidas com
a curva tipica do movimento. A partir da amostra da distribuicao a posteriori foi possivel
obter uma estimativa de uma observacao futura de cada individuo, que se apresentou
muito semelhante as respectivas curvas da amostra de teste. Ressaltamos que este modelo
serviu como um primeiro passo na modelagem dos dados do ciclo da marcha do individuo,
no sentido que mais suposic¢oes serdo incluidas no modelo proposto a seguir. Além disso,

estimativas intervalares funcionais serao definidas e calculadas posteriormente.
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4 MODELO DE REGRESSAO FUNCIONAL PROCESSO GAUSSIANO BAYESI-
ANO PARA A MARCHA HUMANA

Dado um conjunto de J observagoes funcionais y;(t), j = 1,...,J et € [0, 1], vimos

na subsecao 2.3.1 que um modelo de regressao linear funcional é dado por

yi(t) = () +e5(t), j=1,...,J, (4.1)

em que f;(t) representa a curva média dos dados e €;(t) ~ N(0,07) sdo os erros supostos
independentes para diferentes valores de j e instantes de tempo t. Para descrever u é
usual utilizar métodos de suavizagao por fungoes base. O modelo descrito no Capitulo 3,
utiliza um modelo como dado na equagao (4.1) e fungdes base de Fourier para descrever

os angulos de rotagdo no movimento de flexao-extensao do joelho humano.

Se as observagoes de uma curva y;(t) sdo dependentes para diferentes instantes
de tempos, o ideal é adicionar uma estrutura de covaridncia. Rice e Silverman (1991)
definiram o seguinte modelo com processo estocastico que pode modelar conjuntamente as

estruturas de média e covariancia

yj(t>::uj<t)+7—j<t)+€j(t)7 jzl?"’?‘L (42)

em que £;(t) ~ N(0,0?) continuam supostos independentes, p(t) representa a média de
y;(t) e o termo 7;(t) representa um processo estocastico com média zero e fungao de

covariancia k. (t,t') = Cov(7;(t), 7;(')), independente dos erros &;(t).

Rice e Silverman (1991) estimaram a fungdo média usando splines ctbicos e
estimaram a estrutura de covariancia através de estimativas ndo paramétricas. Shi e Choi
(2011) trazem uma versdo nao paramétrica para modelar p;(¢) além de considerarem 7;(t)

um processo Gaussiano.

Inspirados no modelo dado na equagao (4.2) e considerando fungoes base de Fourier
para modelar a média, propomos a seguir um modelo de regressao funcional processo

Gaussiano Bayesiano para modelar os angulos de rotacao durante a marcha humana.

4.1 Descricao do Modelo

Suponhamos que foram observadas J passadas do individuo e lembremos que as
observacoes dos angulos de rotagao do movimento durante a marcha sao tomadas para
tempos no intervalo [0,1]. Seja Y;(t) a fungdo que representa a j-ésima passada de um
individuo, para j =1,...,J et € [0,1]. A j-ésima passada do individuo pode ser modelada
por

Yi(t) = p(t) +15(t) +¢;(t), j=1,...,J, 0<t <1, (4.3)
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em que p(t) representa a curva média de rotacao angular do individuo, 7,(t) a estrutura
de covariancia entre as observagoes de uma mesma passada e €;(t) sdo os erros aleatérios
para os quais supomos um processo Gaussiano com média zero e fungao covariancia k.

com hiperparametro o? dada por
ks(tryts|02) = 0-257‘87

com 0.. representando a fungao indicadora (§,s = 1 se r = s e §,5s = 0 se r # s). Note
que os erros aleatorios sdo independentes e identicamente distribuidos, ou seja, para cada
t €10, 1] fixado

er(t),....es(t) | o "X GP[0,0%.|07). (4.4)

Para a estrutura de covariancia supomos um processo Gaussiano com média zero e

funcao covariancia k, com vetor de hiperparametros @,
Ti(t),...,7s(t) | O K GP0,k(,-160)]. (4.5)

para t € [0, 1] fixado. Note que para todas as passadas do individuo assumimos o mesmo
processo Gaussiano, além disso, o vetor de hiperparametros @, da funcao de covariancia

k. é considerado fixado.

Adotando a mesma abordagem para modelar a curva média do movimento do

individuo descrita na secao 3.1, a estrutura da média p(t) pode ser escrita como

u(t) = X(1)B, (4.6)

em que B = (Bo,...,02m) € o vetor de coeficientes de Fourier e X (t) é um vetor de

comprimento 2M + 1 cujas entradas sdo dadas pelas fungoes base de Fourier

X (t) = (1, cos(2m.1.t), sin(2w.1.t), ---, cos(2m.M.t), sin(2mw.M.1)).

Utilizando (4.6), a equagao (4.3) pode ser reescrita entdo como

Yi(t) = X(1)B +7,(t) +¢;(t), j=1,....J, 0<t<1. (4.7)

Note que, condicionalmente a 8 e o2, os processos 7;(t) e £;(t) sdo considerados
independentes. Supomos independéncia também entre as passadas Y;(t), para diferentes

valores de 7, 7 =1,...,J.

Das equacoes (4.4) a (4.7) e demais suposigoes do modelo, concluimos que Y;(t)
segue um processo Gaussiano com média X (t)8 e fun¢ao covaridncia ¢ com vetor de

hiperparametros (0, 0?)’

Yi(t),...,Y () | B,o> & GPIX(4)B, (-, |00, 02)], 0 <t <1, (4.8)
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em que a funcio de covariancia (-, -|6y, 0*) é dada por

¢(tr7 ts|00; 02) = k7—<tr7 ts‘00> + U25rs-

Suponhamos que todas as passadas do individuo possuem o mesmo nimero de ob-
servagoes K, ou seja, as observagoes foram tomadas no vetor de tempos t = (t1, s, ..., tk)’,
0 <t <...<tg < 1. Representamos o k-ésimo angulo da j-ésima passada do indi-
viduo por Yj, = Y;(tx), k =1,...,K, j = 1,...,J e a j-ésima passada do individuo

representamos entao por

Y = Yi() = (Vi1 Vias -, Yo -, Vi)

Dessa forma, a curva média do movimento do individuo é dada por

no qual X (t) é a matriz de dimensao K x K dada por

1 cos(2m.1.ty) sin(2m.1.ty) --- cos(2m.M.ty) sin(2mw.M.tq)
X(t)= 1|1 cos(2m.1.ty) sin(2m.1.ty) - - cos(2m.M.ty) sin(27.M.1;,)
1 cos(2m.1.tg) sin(2m.1l.tg) --- cos(2m.M.tg) sin(2m.M.tg) Kx(2M41)

Para os erros aleatérios temos entao que eles seguem uma distribuicao Gaussiana

K-variada com vetor de médias zero e matriz de covariancia o?Ix

ei(t),. .., es(t) | o® "R Nk (0,07 Ix).

Denotando por K., a matriz de dimensao K x K cujas entradas sao
Keovlr, s] = k. (t,,t5]600), ms=1,.... K, (4.9)

temos que 7;(t) segue uma distribuicao Gaussiana K-variada com vetor de médias zero e

matriz de covariancia K,
ii.d.
Tl(t), ce ,Tj(t) ~ NK(07 Kcov)-

Além disso, denotando por [¥(0?)] uma matriz de dimensao K X K cujos elementos

sao dados por
[ (0®)][r, 8] = kr(tr,t:100) + 06y, (4.10)

ou seja, em termos matriciais,

[(0?)] = Keow + 0° Ik, (4.11)
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em que K., é a matriz definida na equagao (4.9), segue que
Vi) Yo(t) | Bo* K N (X8, [%(6%).

Note que usamos a notagao [¥(0?)] para a matriz definida em (4.10) e (4.11), em
vez de simplesmente ¥, para evidenciar que o2 é o pardmetro e estd contido nos elementos

de ¥

Para simplificagdo de notagao, quando estivermos nos referindo a matriz X (t), em
que t = (t1,...,tx)’, usaremos simplesmente a notagao X.
4.1.1 Verossimilhanca

Considerando as suposi¢oes do modelo, a funcao de verossimilhanga do individuo é

dada por

L(B,o’ly) = []L(B.oly;)

]:

o« (10w e { L, — X8y w, - X8)))

=1

—

<.

J
x |[w<aﬁ>1|-éexp{—;z<yj—Xﬂ)'[w&)rl(yj—xm}, (112)

em que y representa todas as passadas de um membro inferior do individuo e y; as

observagoes da j-ésima passada do individuo, j =1,...,J.

4.1.2 Funcao de covariancia adotada

Adotamos como funcao de covariancia a exponencial quadrada, ou seja,

1
kT(tl,t2|00) = Vp eXpP < 2w? (tl — tg) > (413)
em que Oy = (v, w)" é o vetor de hiperparametros, com vy > 0 e w > 0.

A funcgao de covaridncia expressa a ideia de que observacoes com tempos proximos
sao mais correlacionadas e esta em particular foi adotada devido a sua adequacao a curvas
suaves e a sua formulagdo (WILLIAMS; RASMUSSEN, 1996). O parametro vy > 0 é um
fator de escala das correlacoes locais. Ele determina a variagao dos valores da fun¢ao em
torno da média. Valor pequeno de 14 caracteriza fun¢des que possuem os seus valores
préoximos do seu valor médio, enquanto valor grande, permite maior variacao. O pardmetro
w > 0 é uma escala de comprimento e descreve o quao suave a fungao é. Valor pequeno de
w significa que a func¢do k, muda seus valores rapidamente e valor grande significa que
os valores da funcao k, mudam apenas lentamente (RASMUSSEN; WILLIAMS, 2006).
Além disso, fixado os valores de vy e w, a covariancia depende apenas da distancia entre

os tempos ¢, e ts.
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Podemos visualizar o comportamento da funcao de covariancia adotada na Figura

21, para a qual atribuimos vy = 2 e os valores 0, 1;0, 5; 1; 10; 100 para w.

Figura 21: Gréfico da fungao covariancia k,(t,, ts|(vo; w)') adotada para vy = 2 e diferentes
valores de w
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Fonte: Elaborado pela autora

Note que o valor de vy representa o maior valor que a covariancia pode assumir e
apresenta seu valor maximo quando t, = t,, isto €, a variancia. Quanto ao hiperparametro
w, valores pequenos representam alta dependéncia entre os tempos, enquanto valores
grande estao relacionados a baixa dependéncia quando os instantes de tempo nao sao

muito proximos.

O vetor de hiperpardmetros 6y = (vo,w)" foi considerado fixado no processo
de inferéncia, uma vez que sua estimacao pode ser muito custosa computacionalmente
(RASMUSSEN; WILLIAMS, 2006). Os valores de vy e w podem ser obtidos de forma
empirica, por exemplo adotando o vetor de parametros que minimiza a log-verossimilhanca
marginal em 6, (Rasmussen e Williams (2006) e Shi e Choi (2011)). Podemos ver que 8,
conjuntamente com o2 determinam a matriz de covariancia adotada para modelar a curva
do movimento do individuo, assim, optamos por determinar os hiperparametros também
de forma empirica, encontrando a matriz ¥ que possui menor distancia (utilizando a
distdncia de Frobenius) em relagdo & matriz de covaridncia amostral (ver detalhes na
se¢ao B.2 do Apéndice B). Sendo assim, o vetor 6y serd considerado fixado no restante do

texto.
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4.1.3 Distribuigoes a priori e a posteriori

Assumimos que os parametros B e o2 sao independentes a priori com

B~ N2M+1(Ho, z30),

o® ~ Gama — Inv(ug,vp),

em que os hiperparametros pg, g, 4y € vy sao conhecidos. Isto ¢, as densidades a prior:

de B e 0% tém expressoes dadas por

1 1 P
p(B | o, Xo) = PSEETSN exp {—2([3 — 1) (B - uo)} ,
p(o® | ug,v9) = F?i:))(‘#)u(]l exp {—gg} :

A distribuicao a posteriori conjunta do individuo é dada por

p(B,0%ly) o L(B,a%ly) x p(B) x p(c?)

x ([@(e?)|7E (o) 0! (4.14)
J
X exp —% > (y; — XB) ¥ (o) (y; — XB) — %(B — o) =5 (B — po) — UO} .
j=1
x [[®(0?)]| 72 (0?) 0!

J
X exp _;,3'<Jx/[\p<02)]1X + 20‘1>5 -8 (Xf[%?)]l(zyj) + 25%)

1

i=1

J J
(S sms ) (S (Su) + 2
j=1 j=1

em que C = (JX’[\I’(UQ)]_lX + 251>_1 e m = C(X’[\II(O—?)]—l(ijj) + Egly,o).

Segue da equagao (4.15) que a distribuigao condicional completa a posteriori de B8
¢ dada por

p(Bly.0%) x exp{-5(8-m)CT\(B - m)}.

logo,
,3|y» 0% ~ Nonr1(m, C).

Por fim, segue diretamente da equagao (4.14) que a distribui¢ao condicional completa

a posteriori de o? é dada por

p(o’ly, B) oc [[®(0?)]]

(N[
—~
Q
[\
N~—
I
S
[
D
e}
——
\
‘@
[S1E=)
\
N | =

J
52y — XB)[® (%) (y; — Xﬂ)} :
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Uma estimativa para a curva média p(t) do individuo pode ser obtida por

com X (t) = (1,cos (2mt) ,sin (2nt) ..., cos (2rMt) ,sin (2rMt)) e B a estimativa média

da distribuicao a posteriori de .

A distribuicao preditiva a posteriori pode ser obtida a partir do procedimento
ja descrito na subsecao 3.1.3. Uma vez que amostras da distribuicdo a posteriori de @
estao disponiveis, realizacoes da distribuicao preditiva a posteriori podem ser obtidas
por amostragem da distribui¢do de y* | 5, com O, representando a s-ésima amostra a

posteriori do vetor de pardmetros @, utilizando o Algoritmo 3.1.

4.2 Estudo de Simulacao

A fim de verificar a qualidade de ajuste do modelo proposto, realizamos um estudo
de simulagao. Diversas medidas podem ser calculadas para avaliar o ajuste de modelos para
dados funcionais. Por exemplo, Shi et al. (2007) faz um estudo de simulagao para verificar
a qualidade das predicoes e traz os valores de rmse: raiz do erro quadratico médio entre as
predicoes e os valores reais de teste e r: coeficiente de correlagao relacionado. Yao, Miiller
e Wang (2005) traz como medidas o erro quadréatico médio (MSE) predito estimado e a
média do erro quadratico (ASE), que serd descrito na subsegao 4.2.2, para cada pardmetro
estimado. Fraiman e Muniz (2001) faz um estudo de simulagdo para comparar o estimador
média com a média aparada nas (1 — a)100% curvas com maior valor de depth e traz como
medidas a média e o desvio padrao do erro integrado, estimador que também aparece em
Lépez-Pintado e Romo (2009).

Como curva verdadeira para geragao dos dados simulados, desejamos adotar uma
curva parecida com as curvas do conjunto de dados e, para tanto, consideramos a curva

média de todas as curvas do conjunto de dados, conforme descrito na secao a seguir.

4.2.1 A curva verdadeira para geracao dos dados

Desejamos obter a lei f(t) que descreve uma curva que tenha as caracteristicas da
curva formada pelos dngulos do joelho no movimento de flexdo-extensao durante o ciclo da
marcha. Consideramos a curva média de todas as curvas do conjunto de dados, ou seja, a
média entre as 98 curvas (49 dominante e 49 nao dominante) dos 16 individuos, e através
desta, extraimos as informacoes contidas na Tabela 2, que descreve valores atingidos em

determinados instantes do ciclo e os pontos criticos para esta curva.
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Tabela 2: Pontos caracteristicos para uma curva verdadeira que descreve os angulos
formados durante o movimento flexao-extensao do joelho

t ‘Graus Derivada

0 0° 0
0,05 | 3,75° -
0,15 | 14° 0
042 | 0° 0
0,75 | 55° 0
0,95 | 5,75° -

1 0° 0

Fonte: Elaborada pela autora

Temos 12 informagoes para tragar a curva verdadeira: os valores da curva nos
pontos t = 0;0,05;0,15;0,42;0,75;0,95 e 1, e os pontos t para os quais a derivada da
curva é igual a zero, que sao t = 0;0,15;0,42;0,75 e 1. Uma forma simples de encontrar
uma curva que englobe essas 12 informagoes é utilizar um polindémio de grau 11 (que
possui 12 coeficientes e, assim, resolveremos um sistema de 12 linhas e 12 incognitas) para

descrever tal curva
p(t) =y + Clt + CQt2 —+ C3t3 + ...+ Clotlo -+ Cutll.
O polinémio encontrado foi

Poera(t) = 37,91413t 4 33599, 77t — 483205, 8t* + 2920872t° — 9794558t°
+19933330¢" — 25185240t + 19296500¢° — 8209773¢1° 4 1488439¢H

e na Figura 22 podemos observar o grafico desta curva.

Figura 22: Polindmio obtido a partir das informagoes da Tabela 2

Prealt)

N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Fonte: Elaborado pela autora
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No nosso trabalho, modelamos a curva do movimento de flexdo-extensao do joelho

durante o ciclo da marcha pela seguinte soma de Fourier

f(t) = Bo+ % [Bam—1 cos(2mmt) + Poy, sin(2rmt)], 0<t < 1.
m=1

Nosso objetivo é entao determinar a funcao

foera(t) = gﬁm(t), (4.16)

em que

¢0(t) = 17
Gom-1(t) = cos(2mmt), m=1,..., M,
Gom(t) = sin(2rmt), m=1,..., M.

Uma vez que conhecemos 0 polindmio pyerq(t) que descreve a curva verdadeira,
podemos utilizar a definicdo dada na subsecao 2.3.3 para calcular os coeficientes de Fourier
de (4.16). Temos entao

1
o= LpWoeddt = [ puatiat
1
B = 23 D)2 1A =2 [ Dueralt) cos@mmt)dt, m =1,...., M,
0
1
Bom = 2 [ p(t)am(t)dt =2 / Dera(t) sin(2rmt)dt, m=1,..., M.
0
Consideramos como limite superior da soma de Fourier o valor determinado no

capitulo anterior, isto é, M = 13. O vetor de coeficientes encontrado para a curva verdadeira

estd descrito na Tabela 3.



66 Capitulo 4  Modelo de Regressao Funcional Processo Gaussiano Bayesiano para a Marcha

Tabela 3: Vetor de coeficientes da soma de Fourier para a curva verdadeira

Parametro ‘ Valor

Bo 17,001469762
5y 1,315093607

s -20,050694592
s -14,326543303
B 3,308053426

Bs -2,054675402
Be 4,044731947

Br -0,497123726
s -0,140939425
Bo -0,177816996
B1o -0,278045670
B -0,083454885
B2 -0,167453699
B3 -0,047185022
Bra -0,098834742
P15 -0,030285111

Bie -0,064891618
Bi7 -0,021204924
Pis -0,048367971

Bro -0,015779961

Bao -0,040021106
Ba1 -0,012269899
Ba2 -0,035511419
B3 -0,009856971

B4 -0,032832014
Bs -0,008118834
Bag -0,031044349

Fonte: Elaborada pela autora

Chamaremos de f,..4 0 vetor de coeficientes de Fourier para a curva verdadeira,
descrito na Tabela 3. Podemos visualizar o grafico da fungdo f,..q utilizando o vetor B4
na Figura 23 e podemos notar que a curva ¢ muito similar com a curva apresentada na
Figura 22. Devemos ressaltar que este vetor, apesar de chamarmos de “verdadeiro” (idem
curva verdadeira), é obtido utilizando um conjunto de dados especifico. Entretanto, o uso
desta curva foi apenas para um estudo de simulagdo em que desejamos uma curva que
se parega com a curva formada pelos angulos do movimento de flexao-extensao do joelho
durante o ciclo da marcha e nao teremos assim problemas ou implicagoes praticas em

relacao as afirmacoes feitas nesta abordagem.
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Figura 23: Curva verdadeira para o movimento de flexdo-extensao do joelho obtida
utilizando aproximagao por bases de Fourier a partir da Tabela 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Fonte: Elaborado pela autora

4.2.2 Estrutura do estudo de simulagao

Os dados utilizados no estudo de simulagao foram gerados a partir do modelo

em que a fungao média é dada nos trés modelos por p1;(t) = X (t)Byera, parai = 1,2, 3, com
Buera = (Bo, b1, - - -, Pag) 0 vetor determinado na segao anterior e X () o vetor de fungdes
bases de Fourier X (t) = (1, cos(27.1.t), sin(2m.1.t), ---, cos(2m.13.t), sin(27.13.t))".

Para a estrutura de covaridncia 7;(t), i = 1, 2,3, adotamos um processo Gaussi-
ano com média zero e fungao covaridncia k,(t,,ts|6y) = vpexp (—ﬁ(tr — t5)2> em que
0y = (vp; w) = (2;0,5)". Podemos visualizar o comportamento da fungao de covariancia

adotada na Figura 24.

Figura 24: Gréfico da fungao covaridncia k, (., ts|(vo; w)') adotada, para (vo; w) = (2;0,5)

7\

ke(t, tlvo =2, w=05)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborado pela autora

Estes valores (vp; w) = (2;0,5)" para os hiperpardmetros foram escolhidos baseados

nos valores observados através da matriz de covariancia amostral do conjunto de dados da
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marcha (mais detalhes podem ser obtidos na se¢ao B.2 do Apéndice B), uma vez que o
objetivo era simular dados com comportamento proximo ao apresentado pelo conjunto de
dados reais. Podemos observar que com os hiperparametros adotados, os dados simulados

apresentam alta covaridncia entre os diferentes tempos de uma mesma curva.

Por fim, para a estrutura dos erros aleatdrios €;(t) adotamos um processo Gaussiano
com média zero e fungio covaridncia dada por k.(t.,ts|0?) = 020,s, para i = 1,2,3
(6.. representando a fungao indicadora: 0, = 1 se r = s e d,; = 0 se r # s). Ou seja, os
trés modelos diferenciam-se apenas pelo valor do pardmetro o2, presente na estrutura de
covariancia dos erros aleatdrios. Os valores adotados para o2, i = 1,2, 3 foram o2 = 0,01
(Modelo 1), 62 = 0,1 (Modelo 2) e 02 = 1 (Modelo 3).

Para cada modelo, foram geradas quatro diferentes quantidades J de curvas (J=1,
20, 35 e 50). Note que J = 1 representa uma situacdo em que apenas uma curva estd
disponivel no ajuste, ou seja, auséncia de réplicas na estimagao. Para cada quantidade de
curvas e cada modelo, temos uma configuracao do estudo de simulagao, totalizando assim,
12 cenarios. Além disso, para cada modelo foram geradas 100 curvas de teste, que foram
utilizadas tanto no estudo de simulagao para verificar a qualidade do ajuste do modelo,
quanto para analisar a qualidade preditiva de bandas que serao definidas na se¢ao 6.2
do Capitulo 6. Todas as curvas foram geradas em 101 pontos, relacionados aos instantes
de tempos igualmente espagados no intervalo [0,1], ¢ = (¢1,...,t101). O algoritmo foi

implementado em R (R Core Team, 2018) e cada cenario foi simulado N = 500 vezes.

Cada um dos 12 cenarios foi estimado duas vezes em cada iteracao: uma utilizando
o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano descrito neste capitulo e
outra utilizando o modelo de regressao Bayesiano descrito no Capitulo 3. Ou seja, uma

estimacao considerando o modelo dado por
Y(t)=XB+7(t)+e(t), 0<t<l, (4.18)

em que ¢ ~ N(0,02%), B = (Bo,...,B%), a funcao de covariancia k, é idéntica a utili-
zada na geragao dos dados, ou seja, k,(t.,ts|(vo,w)) = vyexp (—ﬁ(u — ts)2> em que
0y = (vo;w) = (2;0,5)’, considerando todas as demais suposigdes ja descritas nas se¢ao 4.1,
além de adotar os seguintes hiperparametros das distribui¢oes a priori: po = (0,...,0),

20 = 100[2M+1; Uy = 2e Vo = 0,25

A outra estimacao utilizando o modelo dado por
Y(t)=XB+e(t), 0<t<1, (4.19)

em que € ~ N(0,06%), 8 = (By,..., ), considerando todas as demais suposicoes ja
descritas na secao 3.1 do Capitulo 3, além de adotar os seguintes hiperparametros das
distribuigoes a priori também dados por: gy = (0,...,0), Xy = 100/op11, ug = 2 €
vy = 0, 25.
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Em cada iteragao, 11000 amostras via MCMC foram geradas e, apos burn-in de
tamanho 1000 e saltos de tamanho 10, foi obtido um total de 1000 amostras a posteriori.
Para verificar independéncia na amostra a posteriori obtida, analisamos a funcao de auto-
correlacdo e confirmamos que para todas as variaveis obtivemos amostras independentes.
Verificamos também a convergéncia de todas as varidveis, utilizando paral tal objetivo o

teste de Gelman e Rubin, ja descrito na subse¢ao 3.2.1.

4.2.3 Resultados do estudo de simulac¢ao

Para cada cenario do estudo de simulacao, foram avaliadas as seguintes estatisticas:

o Estimativas a posteriori dos parametros B e o2 (média a posteriori e desvio padrio),
que estao apresentadas nas Tabelas 4, 5 e 6 para o modelo com processo Gaussiano

e nas Tabelas 9, 10 e 11 para o modelo sem processo Gaussiano.

« A média do erro quadréatico ASE (do inglés average squared error (YAO; MULLER;
WANG, 2005)) dos pardmetros, dada para cada pardmetro por
1 N

ASE(/BZ) = N Z(Bl,n - ﬁl)2) [ = 07 s 7267
n=1

em que 3, e [ sao as [-ésimas coordenadas dos vetores By e Byerq respectivamente,
e o indice n indica a n-ésima iteracdo da simulacao, e

1 N
ASE(0]) = 5 2_(6n—07)" i=1,2,3,

n=1
em que 02 representa a estimativa (média a posteriori) de o2 na n-ésima iteracio da
simulacgao. Os valores obtidos sdo muito pequenos e, por esta razao, a raiz quadrada
dos valores desta medida encontra-se na Tabela 7 para o modelo com processo

Gaussiano e na Tabela 12 para o modelo sem processo Gaussiano.

o As distancias L', L? e L™ entre as curvas estimadas e a curva verdadeira, dadas
respectivamente por (KREYSZIG, 1989)

L 0= sl = [ 17 - fol (4.20)
- 1 1/2

L2 |If () = f®)ll. = </0 (f(t)—f(t))zdt> (4.21)

£ O~ Sl = s 1)~ £0)) (4.22)

em que f(t) = X(1)B e f(t) = X (t)Buera, com t € [0,1]. Na prética, as integrais
acima sao calculadas por aproximacoes, as fungoes sao avaliadas em 101 pontos
igualmente espagados no intervalo [0,1], t = (t1,...,t101). Os valores de L', L? e
L médios sao apresentados na Tabela 8 para o modelo com processo Gaussiano,

deste capitulo e na Tabela 13 para o modelo sem processo Gaussiano, do Capitulo 3.
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» Para cada configuracdo de cada modelo foi construida uma banda ponto a ponto,
adotando como limites superior e inferior de cada instante os quantis de 2,5% e 97,5%
a fim de obter uma banda de 95% de credibilidade. A partir das 100 curvas de teste
geradas, calculamos a proporcao destas curvas que estavam inteiramente contidas na
banda de credibilidade, para o qual adotamos 101 pontos igualmente espacados no
intervalo [0, 1]. Neste caso, para que a curva esteja contida na banda, todos os 101
pontos da curva avaliados devem cair dentro dos intervalos que definem a banda. A
proporc¢ao média das N=500 iteracoes ¢ apresentada na Tabela 8 para o modelo com

processo Gaussiano e na Tabela 13 para o modelo sem processo Gaussiano.

o Por ultimo, para flexibilizar a medida anterior, calculamos para cada uma das 100
curvas de teste a proporcao de pontos que encontravam-se dentro da banda de credi-
bilidade definida na medida anterior e passamos a analisar a média das proporgoes
de pontos das curvas de teste contidos na banda. A média das N=>500 proporc¢oes
médias também é apresentada na Tabela 8 para o modelo com processo Gaussiano e

na Tabela 13 para o modelo sem processo Gaussiano.

4.2.3.1 Resultados para o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano

Apresentamos primeiramente as estimativas obtidas utilizando o modelo de regres-
sao funcional processo Gaussiano Bayesiano, descrito neste capitulo. As Tabelas 4 a 6

trazem as estimativas dos pardmetros 3 e o2 para os Modelos 1 a 3, respectivamente.
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Tabela 4: Estimativas dos parametros 8 = (8o, 81, ..., b2) e o obtidas no estudo de
simulagao, considerando o modelo com processo Gaussiano, para o Modelo 1 (o3 = 0,01)
adotando diferentes quantidades de curvas (J) no ajuste

| J=1 | J=20 | J=35 | J=50
Parametro ‘ Verdadeiro ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp
Bo 17,001 | 16,726 1,239 | 16,979 0,279 | 17,016 0,205 | 16,995 0,168
51 1,315 1,348 0,347 1,315 0,080 1,313 0,059 1,316 0,050
B2 -20,051 | -20,041 0,182 | -20,045 0,043 | -20,051 0,032 | -20,052 0,027
B3 -14,327 | -14,318 0,064 | -14,326 0,014 | -14,327 0,011 | -14,326 0,009
B4 3,308 3,309 0,026 3,308 0,006 3,308 0,005 3,308 0,004
Bs -2,065 | -2,051 0,030 | -2,065 0,007 | -2,055 0,005 | -2,055 0,004
Be 4,045 4,044 0,019 4,045 0,004 4,045 0,003 4,045 0,003
B7 -0,497 | -0,495 0,020 | -0,497 0,004 | -0,497 0,003 | -0,497 0,003
Bs -0,141 | -0,141 0,017 | -0,141 0,004 | -0,141 0,003 | -0,141 0,003
Bo -0,178 | -0,175 0,017 | -0,178 0,004 | -0,178 0,003 | -0,178 0,003
B1o -0,278 | -0,278 0,017 | -0,278 0,004 | -0,278 0,003 | -0,278 0,002
B11 -0,083 | -0,082 0,015 | -0,083 0,004 | -0,083 0,003 | -0,084 0,002
B2 -0,167 | -0,167 0,015 | -0,168 0,003 | -0,168 0,003 | -0,168 0,002
P13 -0,047 | -0,045 0,015 | -0,047 0,003 | -0,047 0,002 | -0,047 0,002
P14 -0,099 | -0,100 0,015 | -0,099 0,003 | -0,099 0,003 | -0,099 0,002
Bis -0,030 | -0,029 0,014 | -0,030 0,003 | -0,030 0,002 | -0,030 0,002
P16 -0,065 | -0,065 0,014 | -0,065 0,003 | -0,065 0,003 | -0,065 0,002
Bz -0,021 | -0,021 0,014 | -0,021 0,003 | -0,021 0,002 | -0,021 0,002
P18 -0,048 | -0,048 0,015 | -0,048 0,003 | -0,049 0,002 | -0,048 0,002
B9 -0,016 | -0,016 0,015 | -0,016 0,003 | -0,016 0,002 | -0,016 0,002
B20 -0,040 | -0,039 0,014 | -0,040 0,003 | -0,040 0,003 | -0,040 0,002
B2 -0,012 | -0,012 0,015 | -0,012 0,003 | -0,012 0,002 | -0,012 0,002
B22 -0,036 | -0,035 0,015 | -0,035 0,003 | -0,035 0,002 | -0,036 0,002
B2 -0,010 | -0,009 0,013 | -0,010 0,003 | -0,010 0,002 | -0,010 0,002
B4 -0,033 | -0,032 0,014 | -0,033 0,003 | -0,033 0,002 | -0,033 0,002
Ba2s -0,008 | -0,008 0,014 | -0,008 0,003 | -0,008 0,002 | -0,008 0,002
Bae -0,031 | -0,032 0,015 | -0,031 0,003 | -0,031 0,002 | -0,031 0,002
o? 0,010 0,016 0,002 0,011 0,001 0,010 0,001 0,010 0,001

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 5: Estimativas dos parametros 8 = (8o, 81, ..., b2) e o obtidas no estudo de
simulacao, considerando o modelo com processo Gaussiano, para o Modelo 2 (o5 = 0,1)
adotando diferentes quantidades de curvas (J) no ajuste

| J=1 | J=20 | J=35 | J=50
Parametro ‘ Verdadeiro ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp
Bo 17,001 | 16,750 1,213 | 17,012 0,273 | 16,981 0,220 | 17,011 0,177
51 1,315 1,341 0,372 1,313 0,078 1,317 0,061 1,312 0,054
Ba -20,051 | -20,053 0,228 | -20,051 0,054 | -20,051 0,041 | -20,052 0,034
B3 -14,327 | -14,323 0,082 | -14,327 0,016 | -14,326 0,013 | -14,327 0,011
B4 3,308 3,309 0,082 3,308 0,018 3,308 0,013 3,308 0,010
Bs -2,065 | -2,052 0,053 | -2,055 0,011 | -2,055 0,009 | -2,055 0,008
Bs 4,045 4,044 0,059 4,045 0,014 4,044 0,010 4,044 0,008
B -0,497 | -0,494 0,049 | -0,497 0,011 | -0,497 0,008 | -0,497 0,007
Bs -0,141 | -0,140 0,058 | -0,141 0,012 | -0,141 0,009 | -0,141 0,007
Bo -0,178 | -0,177 0,047 | -0,177 0,010 | -0,178 0,008 | -0,178 0,007
B1o -0,278 | -0,283 0,051 | -0,279 0,011 | -0,278 0,009 | -0,278 0,007
B11 -0,083 | -0,082 0,046 | -0,083 0,010 | -0,084 0,008 | -0,083 0,006
P12 -0,167 | -0,168 0,049 | -0,168 0,010 | -0,167 0,008 | -0,168 0,007
[GE -0,047 | -0,046 0,044 | -0,047 0,010 | -0,047 0,007 | -0,047 0,006
P14 -0,099 | -0,099 0,046 | -0,098 0,011 | -0,099 0,008 | -0,099 0,007
P15 -0,030 | -0,029 0,046 | -0,030 0,010 | -0,031 0,007 | -0,030 0,006
P16 -0,065 | -0,062 0,048 | -0,065 0,011 | -0,065 0,008 | -0,065 0,007
Bi7 -0,021 | -0,017 0,045 | -0,021 0,010 | -0,021 0,008 | -0,022 0,006
Pis -0,048 | -0,049 0,046 | -0,048 0,011 | -0,048 0,008 | -0,049 0,006
B9 -0,016 | -0,016 0,046 | -0,015 0,010 | -0,016 0,007 | -0,016 0,006
B20 -0,040 | -0,039 0,044 | -0,040 0,011 | -0,040 0,008 | -0,040 0,007
P21 -0,012 | -0,014 0,043 | -0,012 0,010 | -0,012 0,008 | -0,012 0,006
522 -0,036 | -0,036 0,047 | -0,035 0,010 | -0,035 0,008 | -0,035 0,007
P23 -0,010 | -0,010 0,044 | -0,009 0,010 | -0,010 0,007 | -0,010 0,006
B4 -0,033 | -0,032 0,045 | -0,033 0,011 | -0,033 0,007 | -0,033 0,007
Ba2s -0,008 | -0,010 0,045 | -0,008 0,010 | -0,008 0,007 | -0,008 0,006
P26 -0,031 | -0,031 0,047 -0,03 0,010 | -0,030 0,008 | -0,032 0,006
o? 0,100 | 0,1004 0,017 0,100 0,003 0,100 0,002 0,100 0,002

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 6: Estimativas dos parametros 8 = (8o, 81, .., B) e o> obtidas no estudo de
simulagdo, considerando o modelo com processo Gaussiano, para o Modelo 3 (0% = 1)
adotando diferentes quantidades de curvas (J) no ajuste

| J=1 | J=20 | J=35 | J=50
Parametro ‘ Verdadeiro ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp
Bo 17,001 | 16,714 1,263 | 17,005 0,273 | 17,003 0,215 | 17,010 0,175
51 1,315 1,323 0,393 1,315 0,084 1,315 0,069 1,311 0,057
B2 -20,051 | -20,025 0,448 | -20,047 0,102 | -20,044 0,077 | -20,052 0,064
B3 -14,327 | -14,331 0,164 | -14,326 0,034 | -14,327 0,027 | -14,328 0,021
B4 3,308 3,305 0,220 3,310 0,050 3,313 0,038 3,308 0,030
Bs -2,065 | -2,047 0,140 | -2,056 0,031 | -2,055 0,024 | -2,053 0,021
Be 4,045 4,042 0,177 4,045 0,040 4,047 0,030 4,045 0,025
B7 -0,497 | -0,496 0,143 | -0,498 0,030 | -0,496 0,023 | -0,497 0,020
Bs -0,141 | -0,139 0,167 | -0,141 0,036 | -0,140 0,027 | -0,141 0,021
Bo -0,178 | -0,187 0,144 | -0,176 0,033 | -0,178 0,025 | -0,177 0,020
B1o -0,278 | -0,274 0,153 | -0,280 0,035 | -0,277 0,026 | -0,279 0,023
B11 -0,083 | -0,087 0,137 | -0,081 0,032 | -0,085 0,023 | -0,081 0,018
B2 -0,167 | -0,162 0,151 | -0,166 0,034 | -0,166 0,025 | -0,167 0,021
P13 -0,047 | -0,061 0,137 | -0,045 0,031 | -0,048 0,023 | -0,049 0,020
P14 -0,099 | -0,092 0,147 | -0,098 0,032 | -0,098 0,025 | -0,099 0,021
Bis -0,030 | -0,033 0,138 | -0,030 0,031 | -0,031 0,023 | -0,031 0,020
P16 -0,065 | -0,065 0,141 | -0,064 0,033 | -0,063 0,025 | -0,066 0,021
Bz -0,021 | -0,020 0,137 | -0,022 0,030 | -0,022 0,025 | -0,023 0,021
P18 -0,048 | -0,050 0,134 | -0,048 0,030 | -0,050 0,024 | -0,048 0,019
B9 -0,016 | -0,013 0,146 | -0,014 0,031 | -0,015 0,023 | -0,015 0,020
B20 -0,040 | -0,025 0,138 | -0,040 0,033 | -0,039 0,024 | -0,038 0,021
Ba1 -0,012 | -0,012 0,137 | -0,012 0,029 | -0,012 0,024 | -0,011 0,019
B22 -0,036 | -0,032 0,149 | -0,037 0,033 | -0,035 0,024 | -0,035 0,020
B2 -0,010 | -0,003 0,146 | -0,008 0,033 | -0,009 0,024 | -0,011 0,020
B4 -0,033 | -0,041 0,142 | -0,032 0,033 | -0,034 0,024 | -0,032 0,020
Bas -0,008 | -0,012 0,138 | -0,009 0,032 | -0,007 0,023 | -0,008 0,020
Bae -0,031 | -0,028 0,142 | -0,030 0,032 | -0,029 0,024 | -0,032 0,020
o? 1,000 0,942 0,159 1,000 0,033 0,998 0,024 1,001 0,020

Fonte: Elaborada pela autora

Podemos notar que com o aumento das quantidades de curvas adotadas no ajuste

do modelo, a média das estimativas dos parametros se aproximam do verdadeiro valor do

parametro e o valor do desvio padrao decresce. Observamos também que quando adotamos

apenas uma curva para o ajuste do modelo, o desvio padrao das estimativas é pelo menos

4 vezes o valor do desvio padrao de quando adotamos 20 curvas. Além disso, vale destacar

que o aumento do valor do pardmetro o? aparentemente nao afetou as estimativas dos

demais parametros.

A fim de completar a avaliacdo dos resultados das Tabelas 4 a 6, a medida ASE

foi calculada e os valores obtidos foram pequenos. A raiz quadrada destes valores esta
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apresentada na Tabela 7.

Tabela 7: Valor de vV ASFE para os parametros estimados no estudo de simulagao, adotando
o modelo com processo Gaussiano, considerando para cada modelo diferentes quantidades
de curvas (J) no ajuste

‘ Modelo 1 (0% = 0,01) ‘ Modelo 2 (03 =0,1) ‘ Modelo 3 (03 = 1)

‘ J=1 J=20 J=35 J=50 ‘ J=1 J=20 J=35 J=50 ‘ J=1 J=20 J=35 J=50
Bo 1,2679  0,2800 0,2057 0,1680 | 1,2371 0,2733 0,2093 0,1775 | 1,2943 0,2729 0,2143 0,1750
51 0,3482 0,0798 0,0591 0,0500 | 0,3728 0,0779 0,0628 0,0542 | 0,3928 0,0835 0,0689 0,0573
B2 0,1816 0,0431 0,0323 0,0267 | 0,2273 0,0539 0,0403 0,0343 | 0,4485 0,1021 0,0769 0,0638
B3 0,0648 0,0142 0,0108 0,0087 | 0,0819 0,0163 0,0133 0,0113 | 0,1640 0,0337 0,0273 0,0214
B4 0,0261 0,0061 0,0045 0,0039 | 0,0818 0,0181 0,0128 0,0104 | 0,2201 0,0495 0,0383 0,0296
05 0,0307 0,0069 0,0051 0,0043 | 0,0525 0,0111 0,0088 0,0076 | 0,1396 0,0311 0,0238 0,0206
Be 0,0189 0,0045 0,0031 0,0026 | 0,0590 0,0137 0,0102 0,0083 | 0,1766 0,0399 0,0298 0,0252
B7 0,0199 0,0045 0,0034 0,0029 | 0,0488 0,0107 0,0077 0,0069 | 0,1432 0,0304 0,0228 0,0196
Bs 0,0167 0,0038 0,0029 0,0026 | 0,0575 0,0116 0,0087 0,0074 | 0,1667 0,0357 0,0268 0,0212
Bo 0,0172 0,0037 0,0028 0,0025 | 0,0468 0,0101 0,0080 0,0066 | 0,1442 0,0329 0,0245 0,0199
B0 | 0,0165 0,0036 0,0027 0,0022 | 0,0508 0,0112 0,0083 0,0069 | 0,1530 0,0348 0,0257 0,0225
611 | 0,0154 0,0036 0,0027 0,0022 | 0,0464 0,0101 0,0078 0,0060 | 0,1372 0,0317 0,0229 0,0186
Bi2 | 0,0149 0,0034 0,0026 0,0022 | 0,0494 0,0103 0,0080 0,0069 | 0,1514 0,0335 0,0249 0,0213
Bi3 | 0,0154 0,0034 0,0025 0,0021 | 0,0435 0,0103 0,0075 0,0063 | 0,1376 0,0309 0,0232 0,0206
Bia | 0,0154 0,0034 0,0026 0,0021 | 0,0462 0,0106 0,0082 0,0066 | 0,1471 0,0323 0,0247 0,0215
615 | 0,0138 0,0032 0,0024 0,0020 | 0,0459 0,0101 0,0077 0,0065 | 0,1380 0,0306 0,0231 0,0199
Bie | 0,0142 0,0032 0,0025 0,0021 | 0,0482 0,0108 0,0079 0,0067 | 0,1409 0,0326 0,0247 0,0210
B17 | 0,0142 0,0032 0,0024 0,0021 | 0,0447 0,0097 0,0080 0,0062 | 0,1371 0,0300 0,0249 0,0215
Bis | 0,0154 0,0034 0,0024 0,0022 | 0,0455 0,0111 0,0080 0,0063 | 0,1338 0,0303 0,0239 0,0193
B9 | 0,0151 0,0033 0,0024 0,0020 | 0,0457 0,0096 0,0072 0,0064 | 0,1455 0,0315 0,0234 0,0199
B2 | 0,0141 0,0034 0,0026 0,0021 | 0,0439 0,0105 0,0078 0,0065 | 0,1386 0,0328 0,0236 0,0214
B21 | 0,0148 0,0033 0,0024 0,0020 | 0,0428 0,0102 0,0077 0,0061 | 0,1367 0,0290 0,0239 0,0194
B22 | 0,0149 0,0032 0,0023 0,0020 | 0,0466 0,0100 0,0080 0,0066 | 0,1488 0,0331 0,0241 0,0204
B23 | 0,0133 0,0032 0,0024 0,0020 | 0,0436 0,0099 0,0073 0,0063 | 0,1458 0,0327 0,0243 0,0201
B24 | 0,0136  0,0031 0,0025 0,0021 | 0,0452 0,0105 0,0079 0,0068 | 0,1417 0,0327 0,0244 0,0203
B25 | 0,0139 0,0032 0,0024 0,0019 | 0,0447 0,0104 0,0075 0,0060 | 0,1382 0,0321 0,0234 0,0203
B2 | 0,0147 0,0033 0,0024 0,0021 | 0,0469 0,0104 0,0074 0,0065 | 0,1416 0,0321 0,0237 0,0200
o? 0,0066  0,0005 0,0003 0,0003 | 0,0164 0,0033 0,0024 0,0020 | 0,1690 0,0330 0,0241 0,0196

Fonte: Elaborada pela autora

Podemos notar que a medida ASE diminui conforme aumenta a quantidade de

curvas disponivel na amostra, principalmente quando se compara o cenario em que apenas
uma curva esté disponivel (J=1) com os demais cenarios, o que indica que utilizar mais de

uma curva para estimacao traz beneficios nos resultados.

Observamos, de uma forma geral, que com o aumento do valor do pardmetro o2, o
valor de v ASFE também sofre aumento para os demais parametros, ou seja, quanto maior
a variabilidade nos dados observados, maior sera o valor da v ASE para os coeficientes da

soma de Fourier.

A avaliagdo das estimativas dos parametros também pode ser interpretada quando
consideramos o aspecto funcional das estimativas, ou seja, reconstruimos as curvas obtidas
com essas estimativas. E, para medir quantitativamente a qualidade do ajuste do modelo
aos dados gerados (utilizando para tal finalidade a amostra de teste), podemos considerar

os resultados apresentados na Tabela 8, cujas medidas foram descritas no inicio da se¢ao.
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Tabela 8: Resultado do estudo de simulacao para verificar qualidade do ajuste, adotando o
modelo com processo Gaussiano, considerando diferentes quantidades de curvas (J) no
ajuste, para cada um dos trés modelos

Modelo 1 (0?2 = 0,01)

J=1 J=20 J=35 J=50

L' 1,021 0,226 0,168 0,137

L? 1,061 0,235 0,175 0,143

L*>* 1,400 0,313 0,233 0,192

Prop. curvas inteiram. contidas 0,874 0,880 0,890 0,896
Prop. média de pontos contidos 0,928 0,939 0,949 0,948

Modelo 2 (o3 =0,1)

J=1 J=20 J=35 J=50

L' 1,027 0,229 0,173 0,148

L? 1,083 0,241 0,183 0,156

L*>* 1,607 0,360 0,273 0,232

Prop. curvas inteiram. contidas 0,860 0,860 0,848 0,850
Prop. média de pontos contidos 0,949 0,957 0,947 0,947

Modelo 3 (02 =1)

J=1 J=20 J=35 J=50

L' 1,170 0,249 0,192 0,158

L? 1,303 0,278 0,215 0,178

L> 2447 0,531 0,409 0,339

Prop. curvas inteiram. contidas 0,652 0,702 0,706 0,690
Prop. média de pontos contidos 0,941 0,955 0,940 0,947

Fonte: Elaborada pela autora

Em geral, para valores pequenos de o2 (02 = 0,01 e 02 = 0, 1), os ajustes foram
melhores, o que é um resultado esperado, pois quanto menor a variabilidade existente entre
as curvas utilizadas para ajustar o modelo, melhor devem ser as estimativas a posteriori.
Além disso, podemos notar uma evidente melhora nos valores das métricas L', L? e L™
quando se tem mais que uma curva para o ajuste, o que refor¢a o ganho que se tem ao
analisarmos réplicas de curvas quando trabalhamos com dados funcionais. Para a proporc¢ao
de curvas inteiramente contidas nas bandas preditivas ponto-a-ponto, os valores nao foram
muito altos, e piorando com o aumento da variabilidade dos dados, mas isso se deve a
sensibilidade da medida, uma vez que basta um ponto nao estar contido na banda para
que a respectiva curva seja considerada como nao contida na banda, fato que é confirmado
pela proporc¢ao média de pontos contidos, cujos valores ficaram proximos da probabilidade

nominal de 0,95, apresentando, assim, um resultado satisfatério.
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4.2.3.2 Resultados para o modelo de regressao Bayesiano - comparagao de modelos

Com o objetivo de comparar o modelo utilizado no Capitulo 3 com o modelo
utilizando processo Gaussiano proposto neste capitulo, repetimos o estudo de simulagao,
adotando os mesmos dados simulados, mesmos cenarios, alterando somente o modelo
utilizado para a estimacao, ou seja, o modelo sem a estrutura adicional de covariancia
entre os tempos de uma curva. As estimativas dos pardmetros podem ser visualizadas nas
Tabelas 9, 10 e 11.

Tabela 9: Estimativas dos parametros 8 = (8o, 81, ..., b)) e o obtidas no estudo de
simulagao, considerando o modelo sem processo Gaussiano, para o Modelo 1 (o = 0,01)
adotando diferentes quantidades de curvas (J) no ajuste

J=1 J=20 J=35 J=50
Parametro ‘ Verdadeiro ‘ média dp ‘médla dp ‘médla dp ‘médla dp
Bo 17,001 | 16,939 1,296 | 17,008 0,264 | 17,014 0,209 | 17,000 0,167
B1 1,315 1,324 0,370 1,319 0,081 1,310 0,063 1,316 0,048
B2 -20,051 | -20,0561 0,770 | -20,043 0,166 | -20,044 0,126 | -20,053 0,107
B3 -14,327 | -14,324 0,067 | -14,326 0,015 | -14,327 0,012 | -14,327 0,009
Ba 3,308 3,314 0,323 3,310 0,068 3,311 0,051 3,307 0,044
Bs -2,055 | -2,054 0,030 | -2,054 0,007 | -2,055 0,006 | -2,055 0,004
Be 4,045 | 4,048 0,212 | 4,046 0,045 | 4,046 0,034 | 4,044 0,029
B7 -0,497 | -0,497 0,020 | -0,497 0,005 | -0,497 0,004 | -0,497 0,003
Bs 0,141 | -0,139 0,157 | -0,140 0,033 | -0,140 0,025 | -0,141 0,021
Bo -0,178 | -0,178 0,017 | -0,178 0,004 | -0,178 0,003 | -0,178 0,003
B10 0,278 | -0275 0,125 | -0278 0,026 | -0,277 0,020 | -0,278 0,017
B 0,083 | -0,082 0,015 | -0,083 0,004 | -0,084 0,003 | -0,083 0,002
P2 -0,167 | -0,165 0,104 | -0,167 0,022 | -0,166 0,016 | -0,168 0,014
Bis 0,047 | -0,046 0,015 | -0,047 0,004 | -0,047 0,003 | -0,047 0,002
Bia -0,099 | -0,096 0,089 | -0,098 0,019 | -0,098 0,014 | -0,099 0,012
B1s 0,030 | -0,030 0,014 | -0,030 0,003 | -0,030 0,003 | -0,030 0,002
Bie -0,065 | -0,063 0,077 | -0,065 0,016 | -0,064 0,012 | -0,065 0,011
B 0,021 | -0,021 0,015 | -0,021 0,004 | -0,021 0,003 | -0,021 0,002
Pis -0,048 | -0,049 0,070 | -0,048 0,014 | -0,048 0,011 | -0,048 0,009
Bio 0,016 | -0,015 0,014 | -0,015 0,003 | -0,016 0,003 | -0,016 0,002
P20 -0,040 | -0,039 0,063 | -0,040 0,013 | -0,040 0,010 | -0,040 0,009
Boy 0,012 | -0,013 0,014 | -0,013 0,003 | -0,012 0,003 | -0,012 0,002
Boo 0,036 | -0,035 0,056 | -0,035 0,012 | -0,035 0,009 | -0,035 0,008
B3 -0,010 | -0,010 0,015 | -0,010 0,003 | -0,010 0,003 | -0,010 0,002
Boa 0,033 | -0,031 0,051 | -0,033 0,011 | -0,032 0,008 | -0,033 0,007
fa2s -0,008 | -0,008 0,015 | -0,008 0,003 | -0,008 0,003 | -0,008 0,002
Bag 0,031 | -0,031 0,048 | -0,031 0,010 | -0,031 0,008 | -0,031 0,007
o? 0,010 0,050 0,048 1,926 0,473 1,985 0,363 1,959 0,295

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 10: Estimativas dos parametros 8 = (S, 51, -
simulacao, considerando o modelo sem processo Gaussiano, para o Modelo 2 (032 = 0, 1)

adotando diferentes quantidades de curvas (J) no ajuste

.., Bag) e 0% obtidas no estudo de

| J=1 | J=20 | J=35 | J=50
Parametro ‘ Verdadeiro ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp
Bo 17,001 | 16,935 1,294 | 17,008 0,265 | 17,014 0,209 | 17,000 0,167
51 1,315 1,324 0,372 1,319 0,081 1,310 0,063 1,316 0,049
B2 -20,051 | -20,051 0,771 | -20,043 0,166 | -20,044 0,126 | -20,053 0,107
B3 -14,327 | -14,323 0,079 | -14,326 0,017 | -14,327 0,014 | -14,327 0,010
B4 3,308 3,315 0,325 3,310 0,069 3,311 0,051 3,308 0,045
Bs -2,065 | -2,055 0,049 | -2,064 0,012 | -2,064 0,009 | -2,055 0,007
Be 4,045 4,048 0,217 4,047 0,046 4,046 0,035 4,045 0,029
B7 -0,497 | -0,496 0,044 | -0,497 0,011 | -0,497 0,008 | -0,497 0,007
Bs -0,141 | -0,140 0,164 | -0,140 0,035 | -0,140 0,026 | -0,141 0,022
Bo -0,178 | -0,179 0,046 | -0,178 0,011 | -0,177 0,008 | -0,178 0,006
B1o -0,278 | -0,277 0,131 | -0,278 0,028 | -0,277 0,020 | -0,278 0,018
B11 -0,083 | -0,084 0,046 | -0,083 0,010 | -0,084 0,008 | -0,084 0,006
B2 -0,167 | -0,164 0,112 | -0,167 0,025 | -0,166 0,018 | -0,168 0,016
P13 -0,047 | -0,049 0,044 | -0,048 0,010 | -0,048 0,007 | -0,047 0,006
P14 -0,099 | -0,093 0,097 | -0,099 0,021 | -0,097 0,016 | -0,099 0,014
Bis -0,030 | -0,025 0,046 | -0,030 0,010 | -0,030 0,008 | -0,030 0,007
P16 -0,065 | -0,065 0,087 | -0,064 0,019 | -0,064 0,015 | -0,065 0,012
Bz -0,021 | -0,019 0,046 | -0,020 0,010 | -0,022 0,008 | -0,021 0,007
P18 -0,048 | -0,051 0,079 | -0,048 0,018 | -0,048 0,013 | -0,049 0,011
B9 -0,016 | -0,017 0,044 | -0,016 0,010 | -0,015 0,008 | -0,016 0,007
B20 -0,040 | -0,039 0,076 | -0,040 0,016 | -0,039 0,012 | -0,040 0,010
B2 -0,012 | -0,012 0,046 | -0,012 0,011 | -0,012 0,008 | -0,012 0,007
B22 -0,036 | -0,035 0,069 | -0,036 0,015 | -0,035 0,011 | -0,036 0,010
B2 -0,010 | -0,008 0,044 | -0,010 0,010 | -0,010 0,007 | -0,010 0,007
B4 -0,033 | -0,033 0,074 | -0,032 0,015 | -0,033 0,011 | -0,033 0,009
Ba2s -0,008 | -0,008 0,045 | -0,008 0,010 | -0,008 0,008 | -0,008 0,006
Bae -0,031 | -0,029 0,064 | -0,031 0,013 | -0,031 0,010 | -0,031 0,009
o? 0,100 0,136 0,052 2,016 0,473 2,075 0,363 2,049 0,295

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 11: Estimativas dos parametros 8 = (8o, 81, . ., B26) e o2 obtidas no estudo de
simulagdo, considerando o modelo sem processo Gaussiano, para o Modelo 3 (02 = 1)
adotando diferentes quantidades de curvas (J) no ajuste

| J=1 | J=20 | J=35 | J=50
Parametro ‘ Verdadeiro ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp ‘ média dp
Bo 17,001 | 16,933 1,298 | 17,008 0,265 | 17,018 0,209 | 17,000 0,167
51 1,315 1,323 0,394 1,319 0,086 1,309 0,066 1,316 0,052
Ba -20,051 | -20,050 0,779 | -20,043 0,169 | -20,043 0,128 | -20,053 0,109
B3 -14,327 | -14,318 0,153 | -14,326 0,033 | -14,328 0,026 | -14,328 0,021
B4 3,308 3,311 0,360 3,310 0,074 3,312 0,055 3,307 0,049
Bs -2,065 | -2,059 0,142 | -2,052 0,032 | -2,063 0,025 | -2,0564 0,021
Bs 4,045 4,049 0,262 4,048 0,056 4,046 0,042 4,045 0,034
B7 -0,497 | -0,498 0,133 | -0,498 0,032 | -0,498 0,024 | -0,497 0,020
Bs -0,141 | -0,138 0,210 | -0,142 0,047 | -0,140 0,034 | -0,141 0,029
Bo -0,178 | -0,176 0,140 | -0,176 0,032 | -0,176 0,024 | -0,177 0,020
B1o -0,278 | -0,272 0,190 | -0,279 0,041 | -0,276 0,031 | -0,279 0,027
B11 -0,083 | -0,089 0,140 | -0,083 0,030 | -0,083 0,024 | -0,083 0,020
P12 -0,167 | -0,164 0,179 | -0,169 0,038 | -0,167 0,029 | -0,167 0,025
[GE -0,047 | -0,034 0,147 | -0,049 0,031 | -0,047 0,023 | -0,047 0,021
P14 -0,099 | -0,091 0,161 | -0,100 0,036 | -0,096 0,029 | -0,099 0,024
P15 -0,030 | -0,029 0,140 | -0,031 0,031 | -0,030 0,024 | -0,030 0,021
P16 -0,065 | -0,057 0,166 | -0,064 0,036 | -0,065 0,027 | -0,064 0,022
Bi7 -0,021 | -0,023 0,145 | -0,020 0,033 | -0,024 0,024 | -0,021 0,019
Pis -0,048 | -0,041 0,157 | -0,050 0,035 | -0,047 0,027 | -0,049 0,021
B9 -0,016 | -0,010 0,134 | -0,015 0,032 | -0,017 0,023 | -0,016 0,020
B20 -0,040 | -0,043 0,152 | -0,043 0,033 | -0,041 0,025 | -0,042 0,022
P21 -0,012 | -0,015 0,138 | -0,014 0,034 | -0,012 0,023 | -0,012 0,019
522 -0,036 | -0,033 0,147 | -0,033 0,034 | -0,034 0,026 | -0,035 0,020
P23 -0,010 | -0,001 0,146 | -0,010 0,031 | -0,010 0,024 | -0,011 0,020
B4 -0,033 | -0,029 0,148 | -0,033 0,032 | -0,033 0,025 | -0,033 0,022
Bas -0,008 0,004 0,134 | -0,008 0,032 | -0,007 0,025 | -0,008 0,021
P26 -0,031 | -0,029 0,145 | -0,029 0,034 | -0,030 0,024 | -0,030 0,021
o? 1,000 0,999 0,169 2,914 0,475 2,971 0,366 2,949 0,296

Fonte: Elaborada pela autora

Observamos que com o aumento da quantidade de curvas adotadas no processo de
estimagao, a estimativa média dos parametros se aproxima do verdadeiro valor e o desvio
padrao decresce. Podemos notar ainda que as estimativas de o nao ficaram boas quando o
verdadeiro valor era pequeno, ou seja, nos modelos 1 e 2. Para o modelo 3, no caso em que
apenas uma curva estava disponivel, o modelo apresentou boas estimativas, entretanto,
quando mais curvas estavam disponiveis (J=20, 35, 50), novamente, as estimativas de o>
nao foram boas. Este é um resultado esperado, pois toda variacao dos dados teve que ser

2

captada por o“, uma vez que a estrutura de covariancia adicional 7; nao estd presente no

modelo.



4.2 Estudo de Simulagdo 79

Comparando as Tabelas 4, 5 e 6 com as Tabelas 9, 23 e 24, observamos que as

estimativas obtidas para os coeficientes de Fourier sao proximas.

A fim de completar a avaliacao dos resultados das Tabelas 9, 10 e 11, a medida
ASE foi calculada e os valores obtidos foram pequenos. A raiz quadrada destes valores

esta apresentada na Tabela 12.

Tabela 12: Valor de vV ASE para os parametros estimados no estudo de simulagao, adotando
o modelo sem processo Gaussiano, considerando para cada modelo diferentes quantidades
de curvas (J) no ajuste

‘ Modelo 1 (o7 = 0,01) ‘ Modelo 2 (03 = 0,1) ‘ Modelo 3 (03 = 1)

‘ J=1 J=20 J=35 J=50 ‘ J=1 J=20 J=35 J=50 ‘ J=1 J=20 J=35 J=50
Bo 1,2958 0,2643 0,2095 0,1666 | 1,2946 0,2643 0,2095 0,1668 | 1,2986 0,2651 0,2090 0,1673
B1 0,3697 0,0808 0,0629 0,0481 | 0,3713 0,0812 0,0633 0,0485 | 0,3939 0,0862 0,0666 0,0517
B2 0,7693 0,1660 0,1261 0,1074 | 0,7703 0,1663 0,1263 0,1073 | 0,7780 0,1688 0,1284 0,1087
B3 0,0674 0,0146 0,0117 0,0086 | 0,0794 0,0170 0,0136 0,0103 | 0,15631 0,0331 0,0262 0,0211
Ba 0,3224 0,0682 0,0514 0,0443 | 0,3248 0,0685 0,0515 0,0448 | 0,3597 0,0743 0,0552 0,0493
Bs 0,0298 0,0071 0,0056 0,0042 | 0,0488 0,0119 0,0092 0,0074 | 0,1420 0,0318 0,0246 0,0206
Be 0,2114 0,0445 0,0336 0,0288 | 0,2172 0,0458 0,0345 0,0291 | 0,2621 0,0557 0,0417 0,0340
B7 0,0205 0,0048 0,0038 0,0030 | 0,0444 0,0105 0,0080 0,0066 | 0,1331 0,0316 0,0241 0,0195
Bs 0,1570  0,0331 0,0250 0,0214 | 0,1638 0,0346 0,0260 0,0222 | 0,2094 0,0471 0,0343 0,0292
Bo 0,0173 0,0041 0,0030 0,0026 | 0,0456 0,0107 0,0077 0,0064 | 0,1399 0,0316 0,0241 0,0197
B0 | 0,1249 0,0262 0,0199 0,0171 | 0,1305 0,0278 0,0204 0,0184 | 0,1895 0,0413 0,0312 0,0267
B11 | 0,0154 0,0039 0,0027 0,0025 | 0,0457 0,0099 0,0079 0,0065 | 0,1404 0,0301 0,0241 0,0201
B2 | 0,1035 0,0221 0,0165 0,0144 | 0,1115 0,0247 0,0181 0,0157 | 0,1786 0,0384 0,0286 0,0253
B3 | 0,0150 0,0036 0,0028 0,0023 | 0,0440 0,0097 0,0074 0,0065 | 0,1469 0,0312 0,0234 0,0206
B1a | 0,0885 0,0188 0,0141 0,0122 | 0,0975 0,0207 0,0165 0,0136 | 0,1610 0,0357 0,0287 0,0235
Bis | 0,0145 0,0035 0,0027 0,0022 | 0,0459 0,0101 0,0077 0,0065 | 0,1400 0,0306 0,0239 0,0210
Bis | 0,0766 0,0164 0,0122 0,0106 | 0,0872 0,0190 0,0146 0,0124 | 0,1662 0,0356 0,0268 0,0219
Bz | 0,0153 0,0036 0,0027 0,0023 | 0,0459 0,0101 0,0076 0,0066 | 0,1447 0,0327 0,0242 0,0194
Big | 0,0697 0,0144 0,0111 0,0095 | 0,0793 0,0175 0,0130 0,0114 | 0,1575 0,0346 0,0266 0,0213
B9 | 0,0140 0,0034 0,0025 0,0022 | 0,0435 0,0098 0,0077 0,0065 | 0,1335 0,0323 0,0229 0,0201
B20 | 0,0625 0,0131 0,0100 0,0085 | 0,0757 0,0159 0,0121 0,0104 | 0,1514 0,0330 0,0249 0,0217
B21 | 0,0141 0,0034 0,0025 0,0022 | 0,0462 0,0105 0,0077 0,0065 | 0,1381 0,0336 0,0229 0,0194
B22 | 0,0663 0,0120 0,0093 0,0077 | 0,0693 0,0147 0,0109 0,0097 | 0,1466 0,0344 0,0256 0,0204
B23 | 0,0150 0,0032 0,0027 0,0023 | 0,0441 0,0098 0,0074 0,0065 | 0,1460 0,0312 0,0241 0,0204
Bos | 0,0509 0,0111 0,0083 0,0071 | 0,0739 0,0148 0,0108 0,0093 | 0,1479 0,0319 0,0249 0,0221
B2s | 0,0151 0,0033 0,0026 0,0023 | 0,0452 0,0097 0,0076 0,0062 | 0,1342 0,0318 0,0250 0,0209
Bas | 0,0479 0,0104 0,0077 0,0067 | 0,0637 0,0133 0,0104 0,0093 | 0,1450 0,0336 0,0244 0,0208
a? 0,0620 1,9737 2,0084 11,9706 | 0,0633 1,9736 2,0083 1,9712 | 0,1688 1,9723 2,0050 1,9717

Para a estimacao de 8 = (o, . . -

Fonte: Elaborada pela autora

, Pag)’, temos que as estimativas melhoram conforme

aumentamos a quantidade de curvas disponiveis, ou seja, o fato de utilizarmos réplicas
disponiveis na estimacao nos fornece melhores resultados. Entretanto, isto ndo ocorre

2 ¢ muito maior, considerando

na estimacao de o2. Além disso, o valor de ASE para o
este modelo, do que ao utilizarmos o modelo com processo Gaussiano, como podemos ver

comparando as Tabelas 7 e 12.

Novamente podemos avaliar as estimativas dos parametros considerando o aspecto
funcional das estimativas, ou seja, reconstruindo as curvas obtidas com essas estimativas.

E, para medir quantitativamente a qualidade do ajuste do modelo aos dados gerados
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(utilizando para tal finalidade a amostra de teste), podemos considerar os resultados

apresentados na Tabela 13, cujas medidas foram descritas no inicio da secao.

Tabela 13: Resultado do estudo de simulacao para verificar qualidade do ajuste, adotando
o modelo sem processo Gaussiano, considerando diferentes quantidades de curvas (J) no
ajuste, para cada um dos trés modelos

Modelo 1 (0% = 0,01)

J=1 J=20 J=35 J=50

L' 1,161 0,238 0,189 0,153

L? 1275 0,262 0,207 0,168

L> 1980 0412 0,319 0,265

Prop. curvas inteiram. contidas 0,000 0,332 0,338 0,308
Prop. média de pontos contidos 0,108 0,708 0,686 0,702

Modelo 2 (03 =0,1)

J=1 J=20 J=35 J=50

L' 1,166 0,239 0,190 0,154

L? 1,286 0,265 0,209 0,170

L> 2098 0,439 0,340 0,283

Prop. curvas inteiram. contidas 0,000 0,306 0,298 0,274
Prop. média de pontos contidos 0,195 0,716 0,693 0,710

Modelo 3 (02 = 1)

J=1 J=20 J=35 J=50

L' 1,231 0,255 0,200 0,163

L? 1,398 0,292 0,228 0,187

L*>* 2675 0,571 0,441 0,366

Prop. curvas inteiram. contidas 0,000 0,164 0,166 0,140
Prop. média de pontos contidos 0,472 0,767 0,753 0,768

Fonte: Elaborada pela autora

Em geral, as medidas L', L? e L*>° calculadas para o modelo sem processo Gaussiano
apresentam valores maiores que os observados para o modelo com processo Gaussiano.
A discrepancia foi maior para a proporcao de curvas inteiramente contidas nas bandas
preditivas ponto-a-ponto, que apresentou valores muito baixos, inclusive a proporc¢ao média

de pontos contidos, cujos valores nao ficaram préximos de 0,95, como era esperado.

Podemos concluir através deste estudo de simulagao que o modelo de regressao
funcional processo Gaussiano Bayesiano apresentou um bom ajuste a um conjunto de
dados simulados que continha dependéncia entre os tempos de uma curva. A estimagao

teve desempenho superior em relagao ao modelo de regressao Bayesiano do Capitulo 3.
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4.3 Analise dos Dados da Marcha Humana

O modelo proposto também foi aplicado ao conjunto de dados descrito em subse-
¢ao 1.2.1, que possui observagoes do angulo do movimento de flexao-extensao do joelho
dos membros inferiores dominante e ndao dominante de 16 individuos. Relembrando, para
cada membro inferior do individuo foram coletadas 49 passadas e cada passada contém 101
observacoes igualmente espacadas. Dividimos a amostra em duas partes: as primeiras 35
curvas (Y1, ..., Ys5) compoem a amostra de treinamento e as demais curvas (Ysg, . . ., Yj9),
a amostra de teste. Assim, nas notagdes do modelo, temos [ = 16, J = 35 (amostra de
treinamento) e K = 101, ou seja, j =1,...,35 ek =1,...,10L.

As estimativas a posteriori dos parametros para cada membro inferior foram obtidas
utilizando o método de simulacao MCMC, a partir das distribui¢cdes condicionais completas
a posteriori p(Bly, c?) e p(c?|y, B). Note que p(B|y, c?) apresenta forma conhecida, logo
podemos utilizar o método de amostragem Gibbs (GEMAN; GEMAN, 1987) e, para
p(a?]y, B), que nio possui forma conhecida, utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hastings
(HASTINGS, 1970). Para gerar a amostra foram descartadas as 1000 primeiras observacoes
(burn-in) e entre cada valor amostrado foram descartadas 10 observagoes (saltos). A
amostra final da distribuicao a posteriori é de 1000 observagoes. A implementacao do

método foi realizada utilizando o software R (R Core Team, 2018).

Os seguintes valores foram atribuidos aos hiperparametros das distribuicoes a priori:
po = (0,...,0), ¥y = 100l5p741, up = 2 e vg = 0,25 (a fim de especificar uma priori
pouco informativa). O valor para o limite superior na soma de Fourier adotado foi M = 13.
Este valor foi estabelecido na se¢ao 3.2 do Capitulo 4 (ver detalhes na subsecao B.1.1
do Apéndice B). Optamos por utilizar o0 mesmo valor de M no modelo com processo
Gaussiano, devido ao custo computacional de se reproduzir o procedimento feito no modelo

anterior.

Além disso, para os hiperpardmetros na fungao covariancia 8y = (v, w)’, foram
adotados os valores obtidos ao determinarmos a matriz de covariancia do modelo ¥
que tem menor distancia da matriz de covariancia amostral do membro inferior do
individuo. O valor encontrado para o membro inferior dominante do 1° individuo foi
0 = (0y,0%) = (vo,w,0?) = (1.06486143,0.1090434,0.02398815) e para o membro
inferior nao dominante, @ = (0, 02) = (vo, w, 0?)" = (1.2281627,0.9954185, 0.020731750)" .
(O valor de o2 obtido neste processo foi utilizado como valor inicial na geragdo da amostra
a posteriori de |y, B). Detalhes e valores dos hiperparametros obtidos para os demais

individuos encontram-se na secao B.2 do Apéndice B.
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4.3.1 Diagnostico de convergéncia

Para verificar independéncia na amostra a posteriori obtida, analisamos a func¢ao
de autocorrelagao e confirmamos que para todas as variaveis obtivemos amostras indepen-
dentes. Para verificar a convergéncia, utilizamos anélises graficas e numérica, através do
teste de Gelman e Rubin, ja descrito na subsecao 3.2.1. Para todas as variaveis de todos

os individuos, R = 1, o que indica convergéncia.

4.3.2 Resultados

Para apresentar os resultados obtidos, usamos como exemplo o 1° individuo. Na
Figura 25 podemos observar a estimativa a posteriori da curva média de cada membro
inferior do 1? individuo, juntamente com as curvas da amostra de treinamento. Os graficos
com as estimativas a posteriori das curvas médias para os demais individuos encontram-se
na secao C.4 do Apéndice C. Notamos que a estimativa a posteriori da curva média

conseguiu capturar o comportamento da marcha, isso para todos os individuos do estudo.

Figura 25: Estimativa a posteriori da curva média (em preto) do modelo de regressao funci-
onal processo Gaussiano Bayesiano, juntamente com as curvas da amostra de treinamento
(em cinza), para o 1° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

40
40

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborado pela autora

A partir da amostra da distribuicao a posteriori dos parametros do modelo, geramos
uma amostra da distribuicao preditiva a posteriori. Na Figura 26 podemos observar a
estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori de cada membro inferior do 1°¢
individuo, juntamente com as curvas da amostra de teste. Os graficos com as estimativas
da média da distribuicao preditiva a posteriori para os demais individuos encontram-se na

secao C.5 do Apéndice C.
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Figura 26: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori (em preto) do modelo
de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano, juntamente com as curvas da amostra
de teste (em cinza), para o 1° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Y4(1)
AU

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborado pela autora

Comparando o comportamento da estimativa da média da distribuicao preditiva
a posteriori com as curvas da amostra de teste, notamos que as curvas do individuo 1
sao mais semelhantes para o membro inferior dominante, resultado ja esperado, pois as
curvas do membro inferior nao dominante deste individuo apresentam maior variabilidade,
quando comparado ao membro inferior dominante, mas, em geral, a analise grafica é um

pouco subjetiva, por isso, mais a frente, apresentaremos métricas para comparagoes.

4.4 Comparacao de Modelos

Nosso objetivo nesta secao é comparar o modelo adotado no Capitulo 3 com o
modelo descrito neste capitulo, a fim de verificar se de fato houve uma melhora no ajuste
dos dados ao considerarmos um processo Gaussiano para modelar a dependéncia entre as

observagoes de uma passada.

Para comparar os dois modelos, utilizamos o critério de sele¢gdo de modelos DIC (ver
segao B.1 do Apéndice B). Na Tabela 14 podemos ver os valores de DIC para os modelos
sem e com processo Gaussiano, ou seja, os modelos dos Capitulos 3 e 4, respectivamente,
para cada membro inferior de cada individuo. Neste critério de selecio de modelos, menor
valor de DIC, melhor ajuste ao conjunto de dados. Podemos notar que para ambos os
membros inferiores de todos os individuos, o valor foi menor para o modelo com processo
Gaussiano, o que demonstra uma melhora no ajuste do modelo proposto neste capitulo
aos dados em relagao ao modelo do capitulo anterior, que supunha independéncia entre as

observagoes de uma passada.
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Tabela 14: Valor de DIC para os modelos de regressao Bayesianos sem (Capitulo 3) e
com (deste capitulo) processo Gaussiano, para os membros inferiores dominante e nao
dominante de cada individuo (a sigla PG representa “processo Gaussiano”)

DIC ‘ Dominante ‘ Nao Dominante
Individuo ‘ Sem PG Com PG ‘ Sem PG Com PG
1 10721,68 938,69 | 14969,025  10612,58
2 12354,77 1410,97 | 9652,886 7749,47
3 13173.,61 738,48 | 12669,700 8923,39
4 12699,82 2826,35 | 11450,090 8602,00
5 13267,85 2529,68 | 13026,795 2715,43
6 13782,67 1261,09 | 12065,078 8996,35
7 13960,70 3650,90 | 15082,525  10593,10
8 13233,58 2266,20 | 12276,613 8973,13
9 13508,56 3430,13 | 13174,068 9878,92
10 13415,88 3452,25 | 13690,587 5040,93
11 13331,31 1508,91 | 15387,722 11600,34
12 12808,82 2644,89 | 12436,781 8878,34
13 15364,24 5206,36 | 18892,662  16553.,44
14 15380,44 3714,67 | 15126,818  10734,74
15 15941,33 2746,52 | 13608,242  11548,36
16 14620,80  11331,75 | 15346,077  11796,27

Fonte: Elaborada pela autora

Para comparar a qualidade preditiva dos dois modelos, utilizamos a medida L? para
calcular distancia entre as curvas da amostra de teste e as curvas da amostra preditiva a

posteriori obtida. Mais detalhadamente, foi realizado o seguinte procedimento:

o Para cada curva da amostra de teste Ysg, ..., Yy, conforme definido na analise
dos dados da marcha, calculamos a distancia L? com cada amostra da distribuicao

preditiva a posteriori disponivel, Y *, ..., Y {oo-

e Em seguida, para cada curva da amostra de teste, calculamos o valor médio da
distancia L2

 Por fim, calcula-se a média das 14 medidas L? médias obtidas.

Ou seja, calculamos

P LS (R Yl
14 : 1000 '

7=36 \i=1

Na pratica, a medida acima é calculada por aproximagoes, uma vez que a amostra
de preditivas e os dados da amostra de teste sao avaliadas em 101 pontos igualmente

espagados no intervalo [0, 1], t = (¢1,...,t101)"
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O procedimento foi feito para as curvas obtidas pelo modelo do Capitulo 3, nova-
mente referido como “Sem PG” (sem processo Gaussiano) e para as curvas do modelo
descrito neste capitulo, referido como “Com PG” (com processo Gaussiano). Os valores da

medida descrita estao apresentados na Tabela 15.

Tabela 15: Valor médio da distancia L? entre as curvas de teste e a amostra preditiva para
os modelos sem (Capitulo 3) e com (deste capitulo) processo Gaussiano, para os membros
inferiores dominante e nao dominante de cada individuo

‘ Dominante ‘ Nao Dominante
Individuo ‘ Sem PG Com PG ‘ Sem PG Com PG
1 1,417 1,364 2,936 2,543
2 2,237 2,226 1,769 1,731
3 2,082 1,673 2,080 1,897
4 1,890 1,542 1,741 1,669
5 2,405 2,035 1,990 1,599
6 2,333 2,052 1,808 1,693
7 2,744 2,310 2,485 1,965
8 2,126 1,725 2,127 1,950
9 2,251 2,249 2,156 1,918
10 2,255 1,851 2,613 2,234
11 2,275 1,856 3,195 2,754
12 2,086 1,756 1,821 1,652
13 2,915 2,411 4,557 4,081
14 2,836 2,103 3,648 3,268
15 3,395 2,779 2,306 2,155
16 2,723 2,512 2,789 2,336

Fonte: Elaborada pela autora

Podemos notar que para ambos os membros inferiores de todos os individuos, a
distancia L? média foi menor quando utilizamos o modelo de regressao funcional processo

Gaussiano Bayesiano, descrito neste capitulo.

Com estes dois procedimentos, podemos dizer que as estimativas para a curva dos
angulos no movimento de flexdo-extensao do joelho apresentaram melhores resultados
quando utilizamos o modelo com a estrutura adicional de processo Gaussiano para modelar

a dependéncia existente entre as observagoes de uma curva.
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4.5 Diferencas Bilaterais

Um dos objetivos deste trabalho é estudar as diferencas bilaterais, ou seja, as
diferencas entre os angulos formados pelos membros inferiores dominante e nao dominante
do individuo, durante o movimento de flexdo-extensao do joelho. Com o interesse em
captar o padrao das diferencas bilaterais em cada instante do ciclo, podemos avaliar a
probabilidade a posteriori das curvas do individuo diferirem bilateralmente uma certa

quantidade, dada em graus. Para isto, calculamos para cada instante de tempo ¢ € [0, 1]
P([Y5(t) = Yap()| > 8D), t € [0,1], (4.23)

em que 0 é uma dada quantidade em graus fixada, D representa o conjunto de dados
e Yi(t) e Yip(t) representam a distribuicao preditiva a posteriori para os membros
inferiores dominante e nao dominante, respectivamente. Devemos observar que d pode ser
interpretado como uma quantidade “permissivel” de diferenca de graus entre os membros
inferiores do individuo. Esta quantidade deve ser adotada pelo profissional da fisioterapia
e pode variar dependendo da opiniao do profissional consultado. Por esse motivo, faremos

um estudo com alguns valores e as conclusdes dependerao do valor de d escolhido.

Uma aproximagao para a probabilidade definida na Equacao 4.23 pode ser obtida
considerando uma amostra da distribuicao preditiva a posteriori do individuo, a partir da
qual, para cada instante ¢ € [0, 1], calculamos a proporg¢ao de distdncias absolutas (entre
as respectivas curvas dos membros inferiores dominante e ndo dominante) maiores que
0 fixado. As Figuras 27 a 32 trazem os gréaficos destas probabilidades para cada um dos

individuos, considerando alguns valores de §.

Figura 27: Grafico com P(|Y}(t) — Y3 p(t)] > 0|D) para 6 = 32,5°,7°,10°, para o individuo
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Figura 28: Graficos com P(|Y}(t) — Yip(t)| > d|D) para 6 = 3°,5°,7°,10°, para os
individuos 2 a 4
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Figura 29: Graficos com P(|Y}j(t) — Yyp(t)] > 6|D) para 6 = 3°,5°,7°,10°, para os
individuos 5 a 7
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Figura 30: Graficos com P(|Y}(t) — Yip(t)| > d|D) para 6 = 3°,5°,7°,10°, para os

individuos 8 a 10
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Figura 31: Graficos com P(|Y}(t) — Yp(t)] > 6|D) para 6 = 3°,5°,7°,10°, para os
individuos 11 a 13
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Figura 32: Graficos com P(|Y}(t) — Yip(t)| > d|D) para 6 = 3°,5°,7°,10°, para os

individuos 14 a 16
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Observamos que nao existe exatamente um padrao para as diferencas bilaterais
dos individuos desta populagao em questao. Mas podemos notar que a maior parte dos
individuos apresentou as maiores probabilidades nas porcentagens do ciclo em que ocorrem a
primeira flexdo méaxima, a extensao maxima e a segunda flexdo méaxima (aproximadamente
15%, 40% e 75% do ciclo, respectivamente).

Um possivel critério para classificar um tempo ¢ com diferenca bilateral consideravel
seria quando

P(IY5(t) = Yiip(t)] > 6|D) > po,

para 6 um quantidade em graus fixada e py uma probabilidade também fixada. O valor
de py pode ser escolhido a critério do pesquisador, entretanto, o valor de py deve ser
maior que 0,5 no sentido de que os instantes de tempo que apresentam as diferencas
com probabilidade maior do que 0,5 tém mais chance de ocorrer do que de nao ocorrer a

diferenca bilateral.

As Figuras 33 a 36 trazem ilustragoes dos intervalos de tempo em que ocorrem
as diferencas bilaterais consideraveis de cada individuo, considerando § = 3°,5°,7° e 10°,
adotando para cada 9, py=0,5; 0,65 e 0,8. Para § = 3°, todos os individuos apresentam
diferencas consideraveis em alguns subintervalos do ciclo para py = 0,5, quase todos
apresentam diferencas bilaterais consideraveis com py = 0,65 e as diferencas bilaterais
consideraveis também ocorrem para a grande maioria dos individuos considerando py, = 0, 8.
Ao considerarmos § = 5°, alguns individuos ja nao apresentam diferengas bilaterais
consideraveis e, os que apresentam, o fazem geralmente da extensdo maxima para frente
(ou seja, aproximadamente a partir de 40% do ciclo), isso para pp= 0,5; 0,65 ou 0,8.
Adotando ¢ = 7°, poucos individuos apresentam diferencas bilaterais e, quando ocorrem,
estas geralmente sdo nas proximidades do instante de flexdo maxima da fase de balanco
(aproximadamente 75% do ciclo). Quando adotamos ¢ = 10°, praticamente nao existem
diferencas bilaterais nos individuos, inclusive, adotando py = 0, 8, somente o individuo 15
apresenta diferenca bilateral consideravel, a qual ocorre nas proximidades dos tempos da

flexdo maxima da fase de balanco.
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Figura 33: Grafico destacando os intervalos do dominio de cada individuo em que ocorreram
diferencas bilaterais consideraveis para § = 3°
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 34: Grafico destacando os intervalos do dominio de cada individuo em que ocorreram
diferengas bilaterais consideraveis para o = 5°
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Figura 35: Grafico destacando os intervalos do dominio de cada individuo em que ocorreram
diferencgas bilaterais consideraveis para § = 7°
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Figura 36: Grafico destacando os intervalos do dominio de cada individuo em que ocorreram
diferencas bilaterais consideraveis para d = 10°
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Adicionalmente & andlise realizada para cada instante ¢ € [0, 1], podemos fazer um

estudo avaliando globalmente as distdncias em todo o intervalo [0, 1]. Para isto, calculamos
P(d(Y3,Y3p) > 0D),

em que 0 é uma dada quantidade em graus fixada, D representa o conjunto de dados e
Y/5(t) e Yy p(t) representam a distribuicao preditiva a posteriori para os membros inferiores
dominante e ndo dominante, respectivamente, e a distancia d(-, -) representa qualquer uma
das medidas L', L? ou L™ (vide equagoes (4.20) a (4.22)). As Tabelas 16 e 17 trazem
estas probabilidades para cada individuo, considerando cada uma das trés medidas citadas

e diversos valores de 4.

Tabela 16: Valores de P(d(Y}, Y3 ) > 6|D) para as distancias L', L? e L™ e § = 3°,5°,7°

| §=3° | §=5° | §="1°
Ind. | L' > L~ | L' L* L~ | L' L[* L™
1 0,075 0,183 1,000 | 0,000 0,003 0,757 | 0,000 0,000 0,153
0,189 0,455 1,000 | 0,000 0,001 0,899 | 0,000 0,000 0,291
0,548 0,991 1,000 | 0,001 0,020 1,000 | 0,000 0,000 0,980

2

3

4 10,931 1,000 1,000 | 0,000 0,066 1,000 | 0,000 0,000 0,992
5 (0,061 0,336 0,999 | 0,000 0,000 0,902 | 0,000 0,000 0,382
6

7

8

0,264 0,498 1,000 | 0,009 0,023 0,899 | 0,000 0,001 0,494
1,000 1,000 1,000 | 0,099 0,752 1,000 | 0,000 0,001 1,000
0,602 0,810 1,000 | 0,021 0,066 0,976 | 0,000 0,000 0,611
9 10,305 0,591 0,998 | 0,007 0,034 0,926 | 0,000 0,000 0,540
10 | 0,008 0,169 0,998 | 0,000 0,000 0,690 | 0,000 0,000 0,123
11 | 0,071 0,208 1,000 | 0,000 0,000 0,867 | 0,000 0,000 0,236
12 10,009 0,083 0,999 | 0,000 0,000 0,713 | 0,000 0,000 0,091
13 | 1,000 1,000 1,000 | 0,717 0,936 1,000 | 0,202 0,469 1,000
14 | 0,020 0,162 1,000 | 0,000 0,000 0,928 | 0,000 0,000 0,387
15 | 1,000 1,000 1,000 | 0,393 0,996 1,000 | 0,003 0,473 1,000
16 | 0,450 0,892 1,000 | 0,044 0,108 1,000 | 0,000 0,003 0,989

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 17: Valores de P(d(Y}, Yy ,) > 0|D) para as distancias L', L2 e L™ e § =
10°,12°,15°

| 5 =10° | 6 =12° | 6 =15°
Ind. | L' > L~ | L' L* L~ | L' L[* L™
1 0,000 0,000 0,002 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,002 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,444 | 0,000 0,000 0,071 | 0,000 0,000 0,000

2

3

4 0,000 0,000 0,410 | 0,000 0,000 0,044 | 0,000 0,000 0,000
5 | 0,000 0,000 0,009 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6

7

8

0,000 0,000 0,027 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,896 | 0,000 0,000 0,450 | 0,000 0,000 0,018
0,000 0,000 0,020 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
9 [0,000 0,000 0,069 | 0,000 0,000 0,005]|0,000 0,000 0,001
10 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
11 | 0,000 0,000 0,004 |0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
12 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
13 | 0,003 0,024 0,986 | 0,000 0,000 0,881 | 0,000 0,000 0,462
14 | 0,000 0,000 0,018 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000
15 | 0,000 0,000 1,000 | 0,000 0,000 1,000 | 0,000 0,000 0,917
16 | 0,000 0,000 0,567 | 0,000 0,000 0,198 | 0,000 0,000 0,009

Fonte: Elaborada pela autora

Novamente, podemos concluir que nao ha um padrao que possa ser captado
ao analisarmos as diferencas bilaterais de cada individuo. A medida L fornece altas
probabilidades, uma vez que sua formulagao avalia as distancias maximas no intervalo.
Considerando as medidas L' e L?, podemos observar que a maior parte dos individuos
apresentou baixas probabilidades a posteriori de ocorrer diferencas bilaterais globais

maiores que H°.

4.6 Conclusoes

Neste capitulo, evoluimos o modelo proposto, adicionando na modelagem, uma
estrutura para ajustar a dependéncia existente entre as observagoes de uma mesma curva.
Para modelar a curva média do movimento, utilizamos novamente fun¢des base de Fourier
e para a estrutura de covaridncia e dos erros aleatorios, supomos processos Gaussianos e

sob uma abordagem Bayesiana, obtivemos as estimativas desejadas.

Um estudo de simulagao foi realizado considerando o modelo com processo Gaus-
siano, a partir de trés modelos e para cada um deles quatro configuracoes diferentes
foram adotadas, totalizando doze cenarios. Tanto o ajuste quanto a qualidade preditiva
do modelo foi avaliada e os resultados foram satisfatorios. Além disso, o procedimento

de estimacao utilizando os mesmos dados simulados foi repetido considerando o modelo
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definido no capitulo anterior e observamos uma evidente melhora nas estimativas quando

consideramos o modelo deste capitulo.

Considerando o conjunto de dados da marcha, a analise foi feita para cada membro
inferior de cada individuo separadamente e os resultados obtidos foram apresentados. O
modelo proposto ajustou-se bem ao dados, como pudemos ver na secao de qualidade do
ajuste. Além disso, através do critério de selecao de modelos DIC, notamos uma evidente
melhora no ajuste em relagao ao modelo do capitulo anterior para ambos os membros
inferiores de todos os individuos. A capacidade preditiva entre os dois modelos também foi

comparada e, novamente, o modelo proposto neste capitulo obteve melhor desempenho.

Por fim, um estudo das diferencas bilaterais foi realizado, com o objetivo de verificar
a existéncia de um padrao nas diferencas entre os valores dos angulos dos membros inferiores
dominante e nao dominante, durante o movimento de flexdo-extensao do joelho. Utilizando
as amostras da distribuicdo preditiva a posteriori, foram calculadas probabilidades a
posteriori de ocorrerem distancias maiores que certas quantidades dadas em graus, tanto
para cada instante do ciclo, quanto para o ciclo todo e, em ambos os casos, concluimos
a inexisténcia de um padrao nas diferencas bilaterais, mas observamos a repeticao de
algumas diferencas consideraveis, como a ocorréncia das diferencas nos instantes de tempo

em que ocorrem as flexdes e extensao maximas no ciclo.
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5 METANALISE E ANALISE POPULACIONAL

Um do objetivos deste trabalho é realizar uma andalise populacional a fim de
caracterizar um determinado grupo para proposicao de tratamentos e interpretagoes na
area da fisioterapia. No Capitulo 4 modelamos a curva caracteristica de cada individuo
separadamente e, a fim de unir estas estimativas, propomos o uso da técnica chamada
metandalise. A metandlise é uma ferramenta 1util para analisar dados provenientes de
réplicas de um mesmo estudo, tratamento ou experimento, pois com ela obtemos uma
analise uinica levando em consideracao a variabilidade existente entre os estudos. Neste
capitulo apresentamos a técnica da metanalise e as vantagens da metanalise em relacao a
outras duas abordagens usuais para modelagem de dados que supoem-se provenientes de
uma mesma populagdo: a analise combinada de dados e o modelo hierarquico, utilizando
para tal propdsito, um exemplo com dados funcionais simulados. Por fim, trazemos as
estimativas populacionais obtidas através da aplicacdo da metandlise para os dados da

marcha.

5.1 Metanalise

A combinacao estatistica dos resultados de diversos estudos é denominada metana-
lise. A metanalise surgiu como uma ferramenta estatistica com o objetivo de sumarizar
estudos publicados sobre um problema especifico. A metanalise foi definida, inicialmente,
como uma andlise das andlises (GLASS, 1976), ou seja, uma anélise estatistica que visa
combinar resultados ja encontrados em analises anteriores de diferentes estudos de mesmo
interesse. Uma metandlise bem planejada e executada, é uma poderosa ferramenta para
sintese, pois ¢ um método analitico no qual todos os estudos sdo integrados e os resultados

agrupados em uma unica conclusao.

O modo usual de se fazer metanalise é considerar apenas os resultados de cada
estudo, e entao, combina-los por meio de algum método. Este tipo de metanalise, chamado
de metanalise baseada na literatura, leva em consideragao apenas os resultados obtidos
nos estudos individuais. Ou seja, extrai de cada estudo uma medida-resumo para entao
combina-las e encontrar uma unica medida metanalitica. Esta medida nada mais é que
uma média ponderada das medidas de efeito de cada estudo (DERSIMONIAN; LAIRD,
1986).

E importante ressaltar que metanalise ndo é o mesmo que analise combinada de
dados, ou seja, considerar os individuos de todos os estudos, como se fossem parte de
um grande estudo, pois assim podemos perder a variabilidade que possivelmente exista
entre os estudos. Uma regra da metanalise é manter os individuos dentro de cada estudo.

Deve-se fazer a comparacao dentro de cada experimento e entdo combinar as conclusoes.
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Entretanto, podem existir algumas limitacbes no procedimento da metanalise
baseada na literatura que, como comentado anteriormente, considera apenas as medidas-
resumo de cada estudo e entao, as combina utilizando a média ponderada desses efeitos.
Por exemplo, estudos publicados podem utilizar métodos diferentes, criando dificuldades na
combinacao dos resultados ou, se apenas medidas-resumo estao apresentadas na literatura,
pode ser impraticavel a realizacao de certos tipos de analises que necessitam de todos os
dados, dentre outras (Dutton (2011), Stewart e Tierney (2002)). Como uma alternativa,

temos a metanalise caso a caso que considera os dados individuais de cada caso ou paciente.

Na metanalise caso a caso, ao invés de considerar apenas os resultados dos estudos
publicados, os dados originais de cada participante de um estudo sao solicitados diretamente
aos pesquisadores responsaveis pelo estudo selecionado. Assim, estes dados podem ser
reanalisados e, se apropriados, combinados utilizando a metandlise (HIGGINS; GREEN et
al., 2008). Esta abordagem requer habilidades especificas de quem a executa e geralmente
leva mais tempo que a metanalise convencional, entretanto oferece beneficios relacionados
a qualidade dos dados e aos tipos de analises que podem ser realizadas e, por esta razao,
é considerada o padrao ouro de metandlise (DUTTON, 2011). A metandlise caso a caso
deveria ser utilizada em todas as situagoes, pois possibilita todos os tipos de analise dos
dados, fornecendo resultados mais precisos. Entretanto, algumas circunstancias por vezes

impedem o acesso aos dados originais, tais como falta de colaboracao ou perda de dados.

A medida metanalitica descrita a seguir, utiliza uma abordagem Bayesiana e foi
proposta por Martins (2013) utilizando uma mistura de distribuigdes a posteriori do
parametro de interesse, originando uma distribuicao a posteriori combinada para o mesmo,

chamada de distribuicao a posteriori metanalitica.

Considere uma metanalise de I estudos que investigam certa caracteristica de
interesse @ pertencente a um espaco paramétrico @ C R¢, d > 1. Para o i-ésimo estudo,
i=1,...,I, suponha que Y; = (Y1, Y, ..., Y:,,) denota um vetor de variaveis aleatérias
de tamanho n;, com func¢ao densidade de probabilidade f(y;|@) no espago de probabilidade
(Y, F,P). Considerando y; = (yi1, Yizs - - - » Yin,)’ um vetor aleatério observado de Y,, temos

que a fungao de verossimilhanga para o i-ésimo estudo é dada por L;(0|y;) = H fyix]@). A

fim de realizar inferéncia sob a abordagem Bayesiana, consideremos a dlstrlbuu;ao a priori

de 0, p(0) e a distribuicdo a posteriori de 6, p;(0|y;) = L;(0|y;)p(0) // Li(8ly;)p(0)do.
e

A distribuicao a priori de @ é a mesma para todos os estudos, pois independe de onde o

experimento foi conduzido.

A medida metanalitica é a mistura das I distribui¢oes a posteriori de 6, produzindo
uma unica distribuicao para @, que é chamada de distribuicao a posteriori metanalitica de

0. Assim, a distribuicao a posteriori metanalitica de @ é dada por

m(0ly) = szpz 0ly:), (5.1)

i=1
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em que y representa os valores observados em todos os estudos e w; é o peso do i-ésimo

estudo. Estes pesos sao fixos e podem representar a importancia dos estudos, o tamanho
amostral, etc. Inicialmente, considere w; = — .

; n:
=1""

Esta medida metanalitica é uma medida geral, isto é, qualquer distribuicao a
priori e qualquer funcao de verossimilhanga podem ser utilizadas em (5.1). Além disso,
este modelo sempre leva em consideragao a variabilidade existente entre os estudos

incluidos na metanalise, ndo sendo, portanto, necessaria a discussao da homogeneidade ou
heterogeneidade dos estudos (MARTINS, 2013).

5.2 Metanalise, Modelos Hierarquicos e Analise Combinada para Dados Funcionais

Quando o objetivo é agrupar dados que supostamente pertencam a uma mesma
populacao ou que foram obtidos a partir de estudos semelhantes, abordagens usuais sao
modelos hierdrquicos ou até mesmo uma analise combinada de dados, na qual se une
todos os dados em um tnico conjunto de dados. No ambito da analise de dados funcionais,
modelos hierarquicos sao comumente usados para modelar e agrupar cole¢oes de fungoes.
Podemos citar por exemplo Rice e Silverman (1991), Wu e Zhang (2002) e Morris e Carroll
(2006) que modelaram a fungao de interesse como uma combinagao linear de fungoes base
e utilizaram os modelos hierarquicos para os coeficientes da base, a fim de acomodar
diferentes tipos de dependéncia. Ao longo de linhas semelhantes, Ray e Mallick (2006)
usaram os processos de Dirichlet como parte da especificacao hierarquica do modelo,
a fim de induzir o agrupamento através das curvas. Behseta, Kass e Wallstrom (2005)
desenvolveram um modelo hierarquico que trata curvas individuais como realizagoes de
um mesmo processo Gaussiano e Shi, Murray-Smith e Titterington (2005) utilizaram
uma estrutura hierarquica para os hiperparémetros da func¢ao covariancia do processo

Gaussiano.

O objetivo desta secao ¢ fazer um paralelo entre trés abordagens de modelagem:
analise combinada de dados, modelos hierarquicos e metanalise, com o enfoque nos dados
funcionais. Para tal proposito, utilizamos um conjunto de dados funcionais simulados,

definido no exemplo a seguir.

Exemplo 5.1 Consideremos dois conjuntos {1} e {Va} de dados simulados, respectiva-

mente, a partir dos verdadeiros modelos

Vi = 1+ cos(2nt) + 2sin(27t) + £, (5.2)
Yy = 24 3cos(2nt) + 0, 5sin(27t) + £, (5.3)

comt € [0,1], &1 ~ N(0;0,5) e eo ~ N(0;0,3). As curvas foram geradas em 101 instantes
de tempos igualmente espagados no intervalo [0, 1] e para cada modelo foram simuladas 30

curvas. Vamos nos referir as curvas geradas a partir dos modelos Y, e Vo por “Estudo 17
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e “Bstudo 27, respectivamente. Estes dados estao representados na Figura 37, em cinza

escuro as curvas do Estudo 1 e em cinza claro, as do Estudo 2.

Figura 37: Dados dos Estudos 1 e 2, simulados a partir dos verdadeiros modelos ); e Vs,
respectivamente
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Estudo 1
Estudo 2
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t
Fonte: Elaborado pela autora

Suponhamos que os dois estudos sao provenientes da mesma populagao, ou seja, as

curvas ilustradas na Figura 37, tém como verdadeiro modelo
Y(t) = f(t) +¢, e~ N(0,0%), t €[0,1], (5.4)
com
f(t) = Bo + B1cos(2nt) + By sin(2nt), t € [0, 1].

Denotando por 8 = (S, 51, F2)" e X (t) = (1, cos(2nt), sin(27t)), podemos reescrever a
equagao (5.4) por
Y(t)= X(t)B+¢e, e~ N(0,0%), t€[0,1].

As observagoes foram tomadas no vetor de tempos t = (t1,t,...,t101), logo X ()

¢ a seguinte matriz:

1 cos(2mty)  sin(27ty)
X — X(t) — . . .

1 cos(2mtior)  sin(2mtio1)

a qual denotaremos, por simplicidade, por X, o que resume nosso modelo a equacgao

Y = Xﬂ + E, Env N101(0,0'2[101).
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Para estimar B e o2, vamos proceder de trés formas: primeiramente realizar uma
analise combinada, em seguida adotar um modelo hierarquico e por ultimo, uma metanalise.
Cada modelo sera descrito a seguir e os resultados serdo apresentados conjuntamente, para
melhor visualizacao. Devemos ressaltar que a modelagem descrita acima tera seus devidos

ajustes em cada subsecao a seguir, adequando-a as particularidades de cada modelo.

5.2.1 Anélise combinada

Consideremos que todas as curvas simuladas pertencam a um tnico conjunto
de dados y composto por 60 curvas, as quais podemos supor o modelo Y = X3 + ¢,
g~ N101<070'21101>. Ou SGj&,

Yi,..., Y S Nio1 (XB7021101> .

A funcao de verossimilhanca é dada por

60

L(B702|y) = HL(570-2|yj)
j=1
60
o oA % exp {5, — XB) (w, - XB))

x (o) 2 eXp{—%;Z:(yj_Xﬂ)/(yj_Xﬁ)}a

em que y representa todas as curvas do conjunto de dados e y; a j-ésima observagao,

j=1,...,60.

Assumimos que os pardmetros B e o2 sao independentes com distribuicoes a priori
B ~ N3(po, o), 0 ~ Gama — Inv(ug, vo), em que os hiperpardmetros pg, X, Uy € Vg

sao conhecidos. Isto é, as densidades a priori de B e o2 tém expressoes dadas por

P | 0, B0) o exp{—3(B = o) S5 (B — o)}

o v
p(0? | ug,vy) o (02)7 1eXp{—Ug}.
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A distribuicdo a posteriori conjunta de B e 0% é dada por

p(B,0°ly) o L(B,a%|y) x p(B) x p(c?)

SO e G (5.5)
LSy, — XB) (s — XB) — . 5! o
X exp —szlm— B) (yj — XB) — 5(B — p0)'Sg (B —po) = 5 ¢
x (UQ)fwfuofl
60
X exp {—;B’ (60(02)1X'X + 261>ﬁ -8 <<a2>1X’(Z y;) + 25%)
j=1
60 1 60 60 o
(i (S o () (S 2
j=1 j=1 j=1
x (o) Tl (5.6)

con{ Lot (3-m)- () Eo) -2

1 60
em que C = (60(02)_1X’X + 201> em = C<(02)1X’(Zyj> + EOly,O).

j=1
Segue da equacao (5.6) que a distribui¢ao condicional completa a posteriori de 8 é

dada por
1
2

W8 50" x e {-3(8-myC (g -m)}.

isto é,
13 | y70-2 ~ N3<m,C)

Por fim, segue da equagao (5.5) que a distribuigao condicional completa a posteriori
de 02 ¢ dada por

_ 60x101Y_ 1
p(o* |9.8) o (o) (+ >1exp{—02

60

vo + % > (y;— XB) (y; — Xﬂ)} } ,
j=1

portanto,

60 x 101 JR
02]y,ﬁ~Gama—[nv(uo+X )

5 ol 2]2_:1(% - XB)(y; — XB)

Amostras das distribuigoes a posteriori foram obtidas utilizando o método de
simulacao MCMC, a partir das distribui¢oes condicionais completas a posteriori, adotando
o método de amostragem Gibbs pois as distribui¢oes apresentam forma conhecida. Para
gerar a amostra foram descartadas as 1000 primeiras observagoes (burn-in) e o tamamho
da amostra final da distribuicao a posteriori é 1000. A implementacao do método foi

realizada utilizando o software R (R Core Team, 2018). Além disso, os seguintes valores
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foram atribuidos aos hiperparametros das distribuigoes a priori: po = (0,0,0)’, 3¢ = 10013,

up =3 e vg = 10 (a fim de especificar uma priori pouco informativa).

Uma estimativa a posteriori para a curva média é dada por

f(ty=X(1)8,

com X () = (1, cos (27t) ,sin (27t)) e B a estimativa média da distribuicio a posteriori de

B. Na Figura 38 podemos visualizar (f)(t), juntamente com os dados dos dois estudos.

Figura 38: Estimativa a posteriori da curva média (ilustrada em preto) juntamente com
os dados dos dois estudos (em tons de cinza) obtida a partir de uma andlise combinada

o
—

Estudo 1
Estudo 2
o - —— Estimativa média — Analise Combinada

° NS~

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t
Fonte: Elaborado pela autora

5.2.2 Modelo hierdrquico

Agora, combinaremos os dois estudos utilizando uma estrutura hierarquica. Su-
ponhamos inicialmente que as curvas do i-ésimo estudo, para ¢ = 1,2 seguem o modelo
_ 2 .
E = X,B, + g, & N101(O,0'i 1101). Oll seja,

Yi....,Yis S Nio1 (Xﬁi,U?Iml) , 1=1,2.

A funcao de verossimilhanca é dada por

2 30
L(ﬂ17ﬁ2,0f703|y1,y2) = HHL(6i70i2|yij)

i=1j=1
2 30 oy 101 1 .

o< [T1](eF) > exp —272(%;‘ - XBi) (yi; — XBi)
i=1 j=1 i

. (0_%>_30><101 (O-g)_30><2101

X exp {_; Z {012 (yij — XBi) (yij — Xﬁz‘)] } ;
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em que y; representa todas as curvas do i-ésimo estudo, para ¢ = 1,2 e y;;, a j-ésima

observagao do i-ésimo estudo, para j =1,...,30.

Assumimos que os parametros B, B2, 0, 03 sao condicionalmente independentes

com distribuigoes a priori
/81|67 02 C‘iff:d. N3(B7 02I3)7 1= 17 27
0?6,y “h Gama — Inv(d,v), i =1,2,
e, em um segundo nivel de hierarquia,

IB ~ N3(IJ’0720>7

o ~ Gama — Inv(ug,vy),
d ~ Gamala,b),
v ~ Gamalc,d),
em que os hiperparametros pg, g, Ug, Vo, @, b, ¢ € d sdo conhecidos.

Da estrutura hierarquica e suposicoes de independéncia, segue que a distribuicao a

priori para (B1, Be, 01,03, 8,0°,9,7) é dada por

p(B1. B2, 01,05, 8,0%,0,7) = p(B1|B,0°)p(B2]B, 0°)p(0718,7)p(0310,7)p(B)p(c?)p()p(7),
em que
2 2\3 1 / .
P81 8% x (@Eexp{- (8- B)(Bi-B)}. i=1.2

po? | 8,7) o (07)7 exp{—’g}, i—19
0;
b

po?) o (@) en {25},
p(O) o (0" exp {~bd}
p(7) o () exp{-dv}.

Assim, distribuigao a posteriori conjunta de (B, B2, 0%, 05, 8,0%) dados (y1,y2) é

obtida por

p(ﬂla BQa 0-%7 O-%a Ba 027 577|y17y2) X L(BIHB%O-%? 0’%|y1,y2)
Xp(ﬁlv 1627 0%7057 /37027 67 7)

As distribui¢oes condicionais completas a posteriori dos parametros sao dadas a

seguir, com y representando as observacoes dos dois estudos:
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o /61 | yao—%ao—gaﬂ>027677 ~ N3<mZ>Cz)7 7;:172a
-1 30
em que C; = (30(03)—1X’X + (02)—113) em; = C; ((af)lx’(Zyij) + (02)1ﬂ>.
j=1

e 07| y,B1, B B,0%0,7 ~ Gama—Inv(u, v),i=1,2,

1 30
em que u = § + w ev=r-y+ QZ(%J - XB) (yi; — XBy).

=1

i /8 | y7617ﬁ270%70—§7027577 ~ Ng(m7 C)’

_ 2
em que C = (2(03)—113 + 251) Cem = c((af)l(zﬁj) - Eglp()).
=1

1 2
b 02 | yaBlaﬁQaO‘%aggaBaav’y ~ Gama—Inv (u() +3 , Vo + §Z(ﬂz _B)/(ﬂl _:B)> :

=1

0|y, B, B2 07,03,8,0%y o (01)7° (03) 16" Lexp{—bd}.

2
v |y, B, B2, 07, 03,B,0%5 ~ Gama <c, d+Z(Uf)1>-

i=1

Amostras das distribuicoes a posteriori foram obtidas utilizando o método de
simulagao MCMC, a partir das distribui¢oes condicionais completas a posteriori, adotando
o método de amostragem Gibbs para as distribuicoes que apresentaram forma conhecida.
Para gerar a amostra foram descartadas as 1000 primeiras observagoes (burn-in) e entre
cada valor amostrado foram descartadas 10 observagoes (saltos). A amostra final da
distribuicdo a posteriori é de 1000 observagoes. A implementagao do método foi realizada
utilizando o software R (R Core Team, 2018). Além disso, os seguintes valores foram
atribuidos aos hiperpardmetros das distribuigbes a priori: po = (0,0,0)’, 3y = 10073,
w=3evy=10,a=1,b=2,¢c=1ed =2 (a fim de especificar uma priori pouco

informativa).

Temos entdo que uma estimativa a posteriori para a curva média é dada por

com X (t) = (1, cos (27t) ,sin (27t)) e B a estimativa média da distribuicio a posteriori
de B, a qual podemos visualizar na Figura 39, juntamente com as observagoes dos dois

estudos.
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Figura 39: Estimativa a posteriori da curva média (ilustrada em preto), juntamente com
os dados dos dois estudos (em tons de cinza), obtida a partir de um modelo hierarquico
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Fonte: Elaborado pela autora

5.2.3 Metandlise

Agora, realizaremos uma metandlise para agrupar as curvas obtidas nos estudos
1 e 2. Suponhamos inicialmente que as curvas do i-ésimo estudo, para ¢ = 1,2 seguem o
modelo Y; = X8 + ¢, € ~ Nip1(0,0%I5;). Ou seja,

Yi,..., Y0 S Nio1 (X57021101) , 1=1,2.

A funcao de verossimilhanca para o i-ésimo modelo é dada por

30
Li(ﬂ702’yi) = HL(B>UQ‘yij)
j=1
30
101

o< [I(e®) > exp {—Q;(yij — XB)(yi; — Xﬂ)}

j=1
9\ _ 30x101 1 30 ,
o (%) 7 exp 55> (4 — XB)(yy — XB)
j=1
em que y; representa todas as curvas do i-ésimo estudo, para i = 1,2 e y,;, a j-ésima

observacao do i-ésimo estudo, para 7 =1,...,30.

Assumimos que os parametros B e o2, do i-ésimo estudo, i = 1,2, sdo indepen-
dentes com distribuicdes a priori 8 ~ N3(po, Xo), 02 ~ Gama — Inv(ug,vo), em que os
hiperpardmetros pg, 2o, ug € vg sao conhecidos. Isto é, as densidades a priori de B e o>

tém expressoes dadas por

p(B | o, Bo) o exp{—;(ﬂ — 10)'S0 (B — Mo)},

e v
p(02|u0,v0) X (02) 0 lexp{—gg}.
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A distribuicao a posteriori conjunta de B e o2 para o i-ésimo estudo, i = 1,2, é
dada por

pi(B,0°ly:) o< Li(B,0”ys) x p(B) x p(o?)

(0_2)_3O><2101 (0-2)—U0—1 (57)
vo

EL / 1 .
X exp {—M;(yij - XB) (yij — XB) — §(ﬁ — 10)' S5 (B — o) — 02}-

x (%) T
X exp {—;ﬁ’ (30(02)_1X’X + 251>ﬁ = ,3’((02)—1)(’(2%) + 251;1,0)
p
30 1 30 30 v
_ <(U2)—1(;y;)x + u’0251>ﬁ + 202(;%) (;yg) + Ug}
x (0%)" 7wl (5.8)
ol Y(a-m) e a-m) - o (E0) (S - 2]

-1 30
em que C' = <3O(02)1X'X + 261> em = C’((UQ)_IX,<Zyz‘j> + Ealuo).
j=1
Segue da equagao (5.8) que a distribui¢do condicional completa a posteriori de B
para o i-ésimo estudo, ¢+ = 1,2, é dada por
1
2

P8 1yno?) x exp{-3(B-myCB-m)},

isto é,
6 | yi,O'2 ~ Ng(m,C), 1= 1,2

Por fim, segue da equacao (5.7) que a distribuigao condicional completa a posteriori
de 0? para o i-ésimo estudo, i = 1,2, é dada por

“(u x101Y) 1 1 30
P(o® Ly B) o (o) (o) 1e><p{az vo+22<yz-jxm'<yijxm]}’
j=1
portanto,
) 30 x 101 1 & , _
g ‘ yi,,B ~ Gama—]nv UO—F?,’UU—FiZ(yU —X,B) (yij —Xﬁ) , 1= 172
j=1

Utilizando a medida metanalitica proposta em Martins (2013) e definida na equacao
(5.1), podemos agrupar as estimativas obtidas para cada um dos dois estudos. Lembrando
que p; (B, o2|y;) denota a distribuigao a posteriori do i-ésimo estudo, i = 1,2, e considerando
pesos iguais para os estudos, w; = wy =
(B,0?) é definida por

%, a distribuicao a posteriori metanalitica de

2

puu(8.0%1y) = 3 3i(Bo0%lu),

i=1
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em que y = (y1,y2) denota os dados dos dois estudos.

Amostras das distribuig¢oes a posteriori foram obtidas utilizando o método de
simulacao MCMC, a partir das distribui¢oes condicionais completas a posteriori, adotando
o método de amostragem Gibbs, pois as distribuigoes apresentam forma conhecida. Para
gerar a amostra foram descartadas as 1000 primeiras observagoes (burn-in) e obtemos
uma amostra final da distribuicdo a posteriori com 1000 observagoes. A implementagao do
método foi realizada utilizando o software R (R Core Team, 2018). Além disso, os seguintes
valores foram atribuidos aos hiperparametros das distribuigoes a priori: py = (0,0,0),

3 = 10013, ug = 3 e vy = 10 (a fim de especificar uma priori pouco informativa).

Assim, uma estimativa metanalitica a posteriori para a curva média é dada por

f(t)=X(1)B,

com X (t) = (1, cos (27t) ,sin (27¢)) e B a estimativa média da distribuicio a posteriori

metanalitica de 8. Podemos visualizar f(¢) na Figura 40, juntamente com as observagoes

dos dois estudos.

Figura 40: Estimativa a posteriori da curva média (ilustrada em preto), juntamente com
os dados dos dois estudos(em tons de cinza), obtida a partir de uma metandlise caso-a-caso
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Fonte: Elaborado pela autora

5.2.4 Comparando os resultados obtidos

Aos analisarmos as estimativas a posteriori para as curvas médias obtidas utilizando
as trés abordagens de modelagem, podemos pensar que os resultados foram iguais. De
fato, as curvas obtidas em cada modelo apresentam-se tao parecidas, de forma que se
construissemos um grafico contendo as trés estimativas a posterior: para a curva média,

nao conseguiriamos diferencié-las.
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Entretanto, esta é apenas uma estimativa da média. Na Figura 41 apresentamos
uma banda ponto-a-ponto com 95% de credibilidade (ou seja, banda formada pelos 0,025 e
0,975 quantis em cada instante de tempo) para a estimativa da curva média, para cada um
dos trés modelos. Agora fica claro que as estimativas a posteriori obtidas nao sao idénticas.
A analise combinada de dados subestima a varidncia e o modelo hierarquico superestima
a mesma, na tentativa de suportar a suposicao de que os estudos sao provenientes de
uma mesma populagao. A metanalise apresenta um resultado bem distinto das demais

abordagens, apresentando uma banda mais fidedigna ao conjunto de dados.

Figura 41: Banda ponto-a-ponto com 95% de credibilidade para as estimativas a posteriori
para da média, para cada um dos modelos

(a) Anélise Combinada (b) Modelo Hierarquico
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Fonte: Elaborado pela autora

Para explicitar o motivo das diferencas nas bandas obtidas para os trés modelos,
ilustramos na Figura 42 as curvas construidas a partir das amostras 8, k =1,...,1000
da distribuicao a posteriori obtido via MCMC e notamos uma grande discrepancia nas
amostras de curvas a posteriori dos trés modelos. Podemos ver que a anélise combinada de
dados e o modelo hierarquico nao captam exatamente o comportamento dos dados dos dois

estudos e a diferenca entre estas duas abordagens é que a analise combinada subestima a
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variancia e o modelo hierarquico superestima a variancia e, consequentemente, isto ocorre
com a amostra a posteriori de B, que pode ser visualizado nas curvas em cinza. Por outro
lado, as curvas obtidas pela metanalise claramente representam uma boa estimagao ao

conjunto de dados adotado.

Figura 42: Estimativas a posteriori para a curva média (em preto) juntamente com as
curvas obtidas a partir das amostras a posteriori (em cinza), para cada um dos modelos

(a) Andlise Combinada (b) Modelo Hierarquico
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Amostra das curvas a posteriori — Analise Combinada
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—— Estimativa da média a posteriori — Modelo Hierarquico
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Fonte: Elaborado pela autora

As diferencas entre as estimativas dos parametros dos trés modelos ficam mais
claras quando analisamos a amostra a posteriori de 8 de cada modelo. Sabemos que os

verdadeiros valores de 8 = (S, 1, 52)" s@o

B1=(1; 1; 2), para o modelo ), e
B2 = (2;3;0,5), para o modelo V.

A Figura 43 ilustra os histogramas dos parametros 3y, 51 e B2, para cada um dos
trés modelos. As estimativas obtidas a partir da analise combinada e do modelo hierarquico

sao unimodais com B = (1,5;2;1,25), diferindo na varidncia da amostra obtida. Somente
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o modelo metanalitico apresentou distribui¢oes bimodais, com as modas exatamente nos
valores dos verdadeiros parametros. A formulacao da medida metanalitica utilizada tem
esta principal caracteristica de agrupar os dados de diferentes estudos respeitando a
variabilidade existente entre eles, evidenciando inclusive em suas estimativas caso haja

indicios de que os estudos nao devam ser agrupados.

Figura 43: Histogramas de 3y, 1 e B2 para cada um dos modelos

(a) Andlise Combinada (b) Modelo Hierarquico
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Fonte: Elaborado pela autora
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5.3 Analise Populacional para o Modelo de Regressao Funcional Processo Gaussi-
ano Bayesiano para a Marcha Humana

Os dados da marcha foram obtidos de uma amostra homogénea, logo estes indivi-
duos podem ser agrupados e analisados conjuntamente, formando um grupo de controle,
por exemplo. O objetivo agora ¢ fazer uma analise considerando todos os individuos con-
juntamente, ou seja, fazer uma anélise populacional. Quando dizemos todos os individuos,
queremos dizer os membros inferiores dominantes de todos os individuos ou os membros

inferiores nao dominantes de todos os individuos.

Uma forma de estender a andlise individual para a analise populacional é realizar
uma metandlise. A metanalise permite produzir uma estimativa populacional, porém
respeitando a variabilidade existente entre individuos, que pode ocorrer mesmo com todos
eles sendo pertencentes a um grupo homogéneo da populagdao. Todas as suposicoes e
distribuicoes a priori estabelecidas para cada individuo continuam as mesmas. Denotando
por p;(B,0%y;) a distribuicdo a posteriori do i-ésimo individuo i=1,...,1, e conside-

rando pesos iguais para todos os individuos, w; = ...w; = 7, a distribuicao a posteriori

I’
metanalitica de (8, 0?) é definida por

i(B,0%|y:),

NM—‘

I
pu(B.0°ly) = Z
em que y = (yi,...,yr) denota os dados de todos os individuos.

5.3.1 Resultados

Realizamos uma metanalise para agrupar os 16 individuos do conjunto de dados.
As estimativas da distribuicao metanalitica populacional a posteriori para os membros
inferiores dominante e ndao dominante, podem ser interpretadas analisando a Figura 44, na
qual podemos visualizar a estimativa metanalitica a posteriori para a média populacional,
juntamente com as estimativas a posteriori para média individual de todos os individuos,

para os membros inferiores dominante em 44a e nao dominante em 44b.
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Figura 44: Estimativa metanalitica a posteriori da curva média populacional (em preto) para
o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4, juntamente
com as estimativas a posteriori para média individual de todos os individuos (em cinza)

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Podemos notar que a curva média populacional obtida apresenta caracteristicas
semelhantes as apresentadas pelos individuos, descrevendo assim, o comportamento médio

tipico desta populacao.

A partir das amostras da distribuicdo metanalitica a posteriori, podemos obter uma
amostra da distribuigdo preditiva populacional (ou metanalitica) a posteriori. Na Figura
45 encontramos a estimativa média da distribuicao preditiva populacional a posteriori,
juntamente com as estimativas das médias das distribuicoes preditivas a posteriori de
todos os individuos, para os membros inferiores dominante em 45a e ndo dominante em

45b.

Figura 45: Estimativa da média da distribuigao preditiva metanalitica a posteriori (em
preto) para o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4,
juntamente com as estimativas das médias das distribuicoes preditivas a posteriori de
todos os individuos (em cinza)

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora
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Apenas a estimativa da média da distribui¢do preditiva populacional (ou me-
tanalitica) a posteriori foi apresentada, mas estimativas intervalares serdo definidas e

apresentadas no proximo capitulo.

5.4 Diferencas Bilaterais - Versao Populacional

Desejamos avaliar as diferengas bilaterais da populacdo que estamos estudando, ou
seja, as diferencas entre os angulos formados pelos membros inferiores dominante e nao
dominante no movimento de flexdo-extensao do joelho durante a marcha. Utilizando agora
a amostra da distribuicao preditiva metanalitica a posteriori obtida a partir do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano, calculamos as probabilidades a posteriori
definidas na secao 4.5. Na Figura 46, apresentamos os graficos destas probabilidades para

cada instante de tempo do intervalo [0, 1], considerando alguns valores de § fixados.

Figura 46: Gréfico com P(|Y}(t) — Y5p(t)| > §|D) para § = 3°,5°,7°,10°,12°,15°, para a
amostra preditiva metanalitica a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora

Podemos notar que na maior parte do ciclo ocorrem diferencas bilaterais com
alta probabilidade a posteriori quando 6 = 3°. Estas probabilidades naturalmente vao
diminuindo conforme aumentamos o valor de § (graus) adotado. Além disso, estas proba-
bilidades oscilam com baixa frequéncia (entre aproximadamente 5% e 95% do ciclo) para
diferentes instantes do ciclo, com uma pequena evidéncia para os instantes proximos aos

intervalos em que ocorrem os pontos de flexdes e extensao méaximas.

Considerando como diferencas possivelmente consideraveis as que apresentam
P(IY5(t)=Yxp(t)| > 6|D) > po, para d e py fixados, observamos que, para as probabilidades
po = 0,5;0,65;0, 8, elas ocorrem somente para 3° e 5°. [lustramos na Figura 47 os intervalos

de tempo em que ocorreram tais diferencas bilatarais. Para 6 = 3° e pg = 0, 5 elas ocorrem
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na maior parte do ciclo, adotando py = 0,65 percebemos que as diferencas bilaterais a
d = 3% ocorrem nos principais instantes de tempo do ciclo da marcha (flexdo maxima da
fase de apoio, extensao maxima da fase de apoio, inicio da fase de balanco e flexao maxima
na fase de balango) e, adotando py = 0, 8 ja nao ocorrem diferengas bilaterais consideraveis.
Para 0 = 5° somente ocorrem diferengas bilaterais a py = 0,5 e localizam-se nos instantes

de tempo nas proximidades dos pontos de flexdes maximas.

Figura 47: Grafico destacando os intervalos do dominio em que ocorreram diferencas
bilaterais consideraveis (para 0 = 3°,5°) para a amostra preditiva metanalitica a posteriori

’ Po=0,5 em» p,=0,65 e p,=0,8 ‘

I ! ! ! ! I
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t
Fonte: Elaborado pela autora

Além disso, procedemos com o estudo das diferencas bilaterais globais, assim como
apresentado na secao 4.5, considerando as medidas L', L? e L™, apresentou os resultados

descritos na Tabela 18.

Tabela 18: Valores de P(d(Y}, Yy )) > 6|D) para as distancias L', L? e L™ considerando
a amostra preditiva metanalitica a posteriori, considerando diferentes valores de §

5 | L+ L* L™

20 0,957 0,990 1,000
5 0,432 0,604 0,980
7° 10,173 0,309 0,900
10° | 0,052 0,094 0,662
1221 0,019 0,048 0,492
15° | 0,005 0,012 0,281

Fonte: Elaborada pela autora
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A medida L* naturalmente apresenta as maiores probabilidades, pois sua for-
mulacdo analisa as distdncias méximas. Entretanto, ao analisarmos as medidas L' e L2,
podemos ver que a probabilidade de observarmos uma distancia bilateral global maior do
que 10° é pequena. Entretanto, ndo podemos concluir como um indice de classificacio a
distancia de 10°, pois, ao analisarmos os resultados individuais, apresentados na se¢ao 4.5,

estas baixas probabilidades sao observadas para distancias até mesmo menores que 10°.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos a técnica metanalise, trazendo em especial uma
definicdo de metandlise Bayesiana caso-a-caso. A fim de elucidar as vantagens da metanalise
no agrupamento de dados de diferentes estudos, utilizamos um conjunto de dados funcionais
simulado e o modelamos estatisticamente utilizando as abordagens de andlise combinada
de dados, modelo hierarquico e metanalise, através do qual pudemos notar o evidente
destaque da abordagem metanalitica para o ajuste aos dados e consequentemente, em

estimativas mais fidedignas aos verdadeiros valores dos parametros do modelo.

Uma vez que o conjunto de dados é constituido por individuos saudaveis, no sentido
de nao apresentarem dor, lesdo ou cirurgia no joelho, estamos lidando com um grupo
homogéneo e, através de uma andalise populacional, desejamos obter uma caracterizacao
da marcha na populacao nao-lesionada. Apresentamos entao as estimativas populacionais
para o modelo proposto no Capitulo 4 utilizando a metandlise para reunir as estimativas

de todos os individuos em uma tnica estimativa.

Além disso, analisamos as diferencas entre os membros inferiores dominante e nao
dominante a fim de quantificar as diferencas com maiores probabilidades a posteriori.
Utilizamos para tal propésito uma amostra da distribuicdo preditiva metanalitica a
posteriori obtida a partir do modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano
e observamos que as diferencas bilaterais ocorrem mais consideravelmente nos pontos de

flexoes maximas do ciclo.
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6 BANDAS PREDITIVAS FUNCIONAIS

Na andalise de dados funcionais, as bandas de credibilidade funcionais, também
chamadas de bandas simultaneas, fornecem ferramentas graficas e analiticas para exploracao
de dados, especificagao ou validacao de modelo, avaliagdo da variabilidade na estimativa,
predigao e inferéncia (DEGRAS, 2011).

O fato de que bandas simultaneas nao tenham sido amplamente utilizadas para
analise de dados funcionais certamente nao se deve a falta de aplicagoes interessantes, mas
a maior dificuldade técnica de formular tais bandas para dados funcionais e estabelecer
suas propriedades teéricas (CAO; YANG; TODEM, 2012).

Sob a abordagem frequentista, alguns autores apresentam diferentes defini¢oes de
bandas de confianga simultaneas, podemos citar Degras (2011), Cao, Yang e Todem (2012),
Ma, Yang e Carroll (2012) e Cardot et al. (2013).

Ainda nao existem definigoes de bandas de credibilidade funcionais (ou simultaneas)
na literatura e comumente encontramos bandas ponto-a-ponto sendo utilizadas para dados
funcionais (por exemplo, Olshen et al. (1989) e Ramsay e Silverman (1997)). No entanto,
esta abordagem nao considera a natureza funcional dos dados, dificultando a interpretacao
dos resultados. Desta forma, propomos neste capitulo trés métodos para a construgao de

bandas que respeitem esta caracteristica funcional.

Neste capitulo, definimos trés métodos para construcao de credibilidade preditivas
para dados funcionais, preservando a estrutura funcional dos dados, considerando métodos
que incluem uma banda de menor area que cobre uma determinada porcentagem das
curvas, uma banda formada pelas curvas com maior densidade preditiva e uma banda

formada pelas curvas com maiores valores de depth.

6.1 Meétodos Propostos para Bandas Preditivas Funcionais

Nesta secao, definimos os métodos para determinar bandas preditivas funcionais,
isto ¢, condicionado aos dados observados, uma curva futura esta inteiramente contida na
banda com uma dada probabilidade pré-fixada. O primeiro método define uma banda com
menor area possivel. O segundo define uma banda que contenha as curvas mais plausiveis
de acordo com a densidade preditiva. Finalmente, o terceiro método define uma banda

que contém as curvas mais centrais de acordo com o seu valor de depth.

De forma geral, uma banda B ¢ um subconjunto do espago L?[0,1]
={YV:[0,1] — R : J; Y(t)%dt < oo} e no presente trabalho tera a forma

B={Y € L[0,1] : Ls(t) < Y () < Us(t) para todo t € [0,1]},
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em que Lg(t) e Up(t) s@o os limitantes inferior e superior da banda B. Diremos que B é
uma banda preditiva com 100(1 — a)% de credibilidade para uma observagao futura Y™,

condicionado ao conjunto de observagoes D, caso

P{Y* € B| D} = P{Ly(t) <Y*(t) < Us(t),¥ t € [0,1] | D} > 1 — a.

A seguir, discutiremos os trés métodos de construcao de bandas, denotados por
1 132 3 ~ . * 2 _
B',B* e B®, que serao calculadas a partir de uma amostra {Y,* € L*[0,1], ¢ =1,...,Q}
de curvas futuras simulada da distribuicao preditiva a posteriori e considerando um grid
fixado de valores de t dado por 0 < t; < ty < --- < tg < 1. Para facilitar a exposicao
do que segue, para cada subconjunto C' C {1,2,...,Q} de curvas simuladas, definimos a
banda

qeC q qeC

B(C) = {Y € L?0,1] : min Y*(¢) < Y (¢) < max Y,*(¢) para todo ¢ € [0, 1]} (6.1)

formada pela regido de menor drea de R? que contém inteiramente todas as curvas com

indices em C.

6.1.1 Banda preditiva funcional B!

A ideia geral deste método é determinar a banda que contenha inteiramente
100(1 — @)% das @ curvas futuras {Y,,¢ =1,...,Q} simuladas e que tenha menor 4rea
possivel. Para tanto, vamos considerar um ponto fixado ¢;, 7 = 1,..., K, no dominio
[0,1] e determinar um intervalo central I; = [l;,u;] em que [; é o quantil amostral «/2
e u; o quantil amostral (1 — a)/2 dos valores {Y;*(¢;),i = 1,...,Q} das curvas futuras
avaliadas em ¢;. Para cada intervalo I; existe um conjunto de indices C} associado as
curvas futuras que, quando avaliadas no ponto ¢;, assumem valores no intervalo I;, isto é,
C; ={q:1; £Y;(t;) <u;}. Com isso, podemos definir

Bj = B(C),

isto é, a banda le- ¢ aquela de menor area que contém inteiramente as curvas com indices
em (. Observe que a proporgao de curvas futuras Y que pertencem a banda le- é
exatamente (1 — ) ja que todas as curvas com indices em C; estdo na banda e nenhuma

outra esta.

Com o procedimento acima, foi possivel determinar K bandas B}, ..., BL que
contém 100(1 — a)% das curvas futuras simuladas. A banda B' serd determinada pela

banda com menor drea dentre as bandas Bj, ..., B.
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6.1.2 Banda preditiva funcional 2

O intuito do presente método é determinar uma banda que contenha as 100(1 —«)%
das curvas futuras com maior plausibilidade de acordo com a densidade preditiva. Para
tanto, suponha que p(- | D) seja a densidade preditiva de uma curva futura condicionada
aos dados observados D. Com isso, para cada curva futura Y,* podemos associar um valor
d, = p(Y; | D) para sua densidade preditiva, ¢ = 1,...,Q. Denotando por d, o quantil
amostral « dos valores {dy,dy, . ..,dg} podemos definir o conjunto C? = {q : d, > d,} dos
indices associados as 100(1 — a)% curvas com mais alta densidade preditiva. Com isso,

definimos a banda B? é definida como
B*=nB (CQ).

6.1.3 Banda preditiva funcional B>

A ideia deste método é construir uma banda que contenha 100(1 — )% das curvas
futuras mais centrais de acordo com alguma medida de depth amostral D. Similarmente
ao método anterior, vamos denotar por D, o quantil amostral o dos valores de depth
D(YY),...,D(Yy). Com isso, definimos o conjunto C® = {q : D(Y;") > Dy} e consequen-
temente a banda ¢é definida como

B = B(C?).
6.2 Estudo de Simulacao

Com o objetivo de verificar a qualidade preditiva das bandas definidas na secao
anterior, procedemos com um estudo de simulagao. Este estudo foi realizado conjuntamente
com o ja definido na se¢ao 4.2, ou seja, em todos os modelos e respectivas configuracoes
também foram avaliadas as bandas com 95% de credibilidade construidas com os métodos
definidos neste capitulo. Devemos lembrar que as estimativas de cada cenario do estudo de
simulagao foram obtidas tanto utilizando o modelo com processo Gaussiano proposto no

Capitulo 4, quanto utilizando o modelo sem processo Gaussiano, definido no Capitulo 3.

Como resultados, sao apresentadas trés medidas para cada configuragao do estudo
de simulacao: a proporc¢ao de curvas de teste inteiramente contidas na banda, a proporgao
média de pontos contidos na banda e a area da banda. As duas primeiras medidas nos
fornecem uma informacgao da qualidade preditiva da banda, o que diferencia as duas é
o fato de que a primeira s6 considera a curva contida se todos os seus pontos estiverem
dentro da banda, enquanto que a segunda verifica a proporc¢ao de pontos contidos na
banda, o que acaba se tornando uma medida auxiliar para verificar se as curvas que nao
estao contidas na banda o fazem por poucos ou diversos pontos (instantes de tempos). Nas
Tabelas 19, 20 e 21 sao apresentados os resultados para o modelo com processo Gaussiano e

nas Tabelas 22, 23 e 24 os resultados obtidos utilizando o modelo sem processo Gaussiano.
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Cada trio de tabelas traz resultados das diferentes configuracées do modelo gerado, uma

2

vez que sempre o mesmo valor de B,.,q4 ¢ adotado, eles se diferenciam pelo valor de o7,

a
variancia dos erros aleatorios adotada. Em todas as configuragoes do estudo de simulagao,
foram utilizadas N = 100 curvas para avaliar as propor¢oes de coberturas e cada uma
delas foi avaliada em um grid t = (¢y,...,t101) de 101 instantes de tempo igualmente

espagados no intervalo [0, 1].

Tabela 19: Resultados do estudo de simulagao para verificar qualidade preditiva das bandas
preditivas funcionais definidas, considerando diferentes quantidades de curvas (J) para o
ajuste e diferentes métodos para construgao de bandas (02,,,=0,01) para o modelo com
processo Gaussiano

Prop. curvas inteiram. contidas

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 0,920 0,921 0,926 0,921
Método B2 0,98 0,86 0,987 0,986
B - depth FM 0948 0,959 0,962 0,960
B? - depth Modal 0918 0,920 0,923 0,920
B3 - depth BD, 0,928 00938 0,939 0,938
B3 - depth MBD 0,945 0,955 0,957 0,956

Prop. média de pontos contidos

J=1 J=20 J=35 J=50

Método Bt 0,977 0,081 0,982 0,981
Método B2 0,998 0,998 0,998 0,998
B - depth FM 0,987 00991 0,992 0,992
B3 - depth Modal 0975 0,979 0,980 0,980
B3 - depth BD, 0,981 00986 0,987 0,986
B3 - depth MBD 0,98 0,990 0,991 0,991

Area média

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B 9,072 7,149 7,111 7,082
Método B2 12,102 9,182 9,139 9,085
B3 - depth FM 9948 8,053 8,049 8,003
B® - depth Modal 8,732 6,804 6,764 6,735
B3 - depth BD, 9,116 7222 7,174 7,154
B3 - depth MBD 9,858 7,935 7,923 7,301

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 20: Resultados do estudo de simulagao para verificar qualidade preditiva das bandas
preditivas funcionais definidas, considerando diferentes quantidades de curvas (J) para o
ajuste e diferentes métodos para construgao de bandas (¢2,,=0,1) para o modelo com
processo Gaussiano

Prop. curvas inteiram. contidas

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 0,905 0,900 0,897 0,899
Método B2 0,978 0,973 0,972 0,973
B - depth FM 0931 0932 0932 0,933
B3 - depth Modal 0,895 0,889 0,888 0,889
B - depth BD, 0915 0912 0913 0913
B3 - depth MBD 0,929 00926 0,927 0,927

Prop. média de pontos contidos

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 0,984 0,987 0,987 0,987
Método B2 0,998 0,998 0,997 0,998
B3 - depth FM 0,989 00992 0,992 0,993
B3 - depth Modal 0,981 0,985 0,084 0,985
B3 - depth BD, 0,98 0,990 0,989 0,990
B3 - depth MBD 0,989 0,991 0,991 0,992

Area média

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 9,616 7,638 7,591 7,584
Método B2 12,327 9,396 9.354 9,330
B> - depth FM 10,252 8271 8201 8233
B? - depth Modal 9239 7282 7230 7216
B® - depth BD, 9,665 7,710 7,672 7,656
B3 - depth MBD 10,169 8,149 8,082 8,106

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 21: Resultados do estudo de simulagao para verificar qualidade preditiva das bandas
preditivas funcionais definidas, considerando diferentes quantidades de curvas (J) para
o ajuste e diferentes métodos para construgao de bandas (o2, ,=1) para o modelo com

verd
processo Gaussiano

Prop. curvas inteiram. contidas

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B' 0,835 0,845 0,838 0,840
Método B2 0,917 00911 0,906 0,907
B> - depth FM 0839 0842 0,836 0,841
B? - depth Modal 0812 0,821 0,816 0,820
B> - depth BD, 0834 0839 0,833 0,837
B3 - depth MBD 0,909 00918 0914 0,915

Prop. média de pontos contidos

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B 0,993 0,995 0,995 0,995
Método B2 0,997 0,998 0,998 0,998
B® - depth FM 0,993 0,995 0,995 0,995
B3 - depth Modal 0,991 0,994 0,994 0,994
B3 - depth BD, 0,992 0995 0,995 0,995
B® - depth MBD 0,997 0998 0998 0,998

Area média

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 12,657 10,435 10,367 10,358
Método B2 14,097 11,217 11,137 11,131
B> - depth FM 12,555 10,271 10,207 10,197
B? - depth Modal 12,118 10,004 9,941 9,928
B> - depth BD, 12479 10,229 10,160 10,147
B® - depth MBD 13,946 11,360 11,285 11,272

Fonte: Elaborada pela autora

Podemos observar que para o modelo com processo Gaussiano, a quantidades de
curvas utilizadas no processo de estimagao nao influencia expressivamente na qualidade
preditiva das bandas e que as bandas que possuem maior area possuem uma proporcao
de cobertura maior das curvas de teste. Além disso, comparando os trés modelos, quanto

menor o valor de o2

79

melhores as coberturas, o que é natural de se esperar, pois dados

com menor variabilidade proporcionam estimativas mais precisas.

Comparando as medidas depth utilizadas constatamos um comportamento se-
melhante em relagao a proporcao média de pontos contidos na banda, entretanto, ao

compararmos a propor¢ao de curvas inteiramente contidas na banda, para o2, = 0,01 e



6.2 Estudo de Simulacao 125

2
verd

para o depth FM. Entretanto, quando Vo2, , = 1, o que poderia representar dados com

o-..=0,1, 0s depths FM e MBD tiveram melhor desempenho, com uma leve vantagem

maior variabilidade, a banda considerando a medida depth MBD teve uma expressiva van-
tagem em relagao as demais (em compensagao, a area da banda com esta medida é a maior
dentre as quatro). Comparando os trés métodos, podemos observar que B' apresentou a
menor cobertura preditiva e banda com menor drea. A banda B? apresentou em geral a

maior cobertura e também a maior drea, e B em geral apresentou valores intermedidrios,

2

cora = 0,01 foi a que mais se aproximou da probabilidade nominal

com destaque quando o

2

de 95% e quando ¢, = 1, exceto para o caso J = 1, 0 mesmo ocorreu.

Tabela 22: Resultados do estudo de simulagao para verificar qualidade preditiva das bandas
preditivas funcionais definidas, considerando diferentes quantidades de curvas (J) para o
ajuste e diferentes métodos para construgao de bandas (¢2,,,=0,01) para o modelo sem
processo Gaussiano

Prop. curvas inteiram. contidas

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 0,000 00914 00927 0,928
Método B2 0,000 0,954 0,996 0,966
B - depth FM 0,000 00957 0,967 0,967
B? - depth Modal 0,000 0,954 0,96 0,966
B3 - depth BD, 0,000 00957 00968 0,968
B3 - depth MBD 0,000 0,956 0,967 0,967

Prop. média de pontos contidos

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B' 0218 0,994 0,996 0,996
Método B2 0218 0,994 0,996 0,966
B> - depth FM 0219 0,995 0,997 0,997
B3 - depth Modal 0,217 0,994 0,96 0,966
B3 - depth BD, 0221 0,995 0,997 0,997
B - depth MBD 0219 00995 0,997 0,997

Area média

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 1,154 8,874 9,005 8,953
Método B> 1,151 8,845 8081 8,929
B> - depth FM 1,156 8941 9,076 9,023
B? - depth Modal 1,147 8843 8977 8,927
B> - depth BD, 1,170 8962 9,093 9,042
B® - depth MBD 1,157 8936 9,071 9,018

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 23: Resultados do estudo de simulagao para verificar qualidade preditiva das bandas
preditivas funcionais definidas, considerando diferentes quantidades de curvas (J) para
o ajuste e diferentes métodos para construcao de bandas (o

processo Gaussiano

2

verd

=0,1) para o modelo sem

Prop. curvas inteiram. contidas

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 0,001 0,907 0,920 0,922

Método B> 0,000 0,941 0,954 0,954

B3 - depth FM 0,001 0,944 0,956 0,957

B3 - depth Modal 0,000 0,941 0,954 0,954

B3 - depth BD, 0,001 0,945 0,957 0,958

B2 - depth MBD 0,001 0,944 0,956 0,957
Prop. média de pontos contidos

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B 0,376 0,994 0,996 0,996

Método B> 0,375 0,995 0,996 0,997

B> - depth FM 0376 0995 0997 0,997

B? - depth Modal 0,374 0,995 0,996 0,997

B> - depth BD, 0,380 0,995 0,997 0,997

B® - depth MBD 0,376 0,995 0,997 0,997
Area média

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B! 2,037 9,083 9,211 9,161

Método B> 2,032 9,056 9,183 9,135

B> - depth FM 2040 9,154 9,282 9,234

B? - depth Modal 2,025 9,054 9,180 9,133

B2 - depth BD, 2,065 9,175 9,299 9,252

B2 - depth MBD 2,042 9,149 9277 9,228

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 24: Resultados do estudo de simulagao para verificar qualidade preditiva das bandas
preditivas funcionais definidas, considerando diferentes quantidades de curvas (J) para
o ajuste e diferentes métodos para construcao de bandas (02,,,=1) para o modelo sem
processo Gaussiano

Prop. curvas inteiram. contidas

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B' 0,007 0849 0,864 0,365
Método B2 0,007 0874 0,889 0,891
B3 - depth FM 0,007 0881 0,895 0,897
B? - depth Modal 0,006 0,874 0,889 0,891
B3 - depth BD, 0,008 0882 0,898 0,898
B3 - depth MBD 0,007 0,880 0,895 0,897

Prop. média de pontos contidos

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B' 0,758 0,96 0,997 0,997
Método B2 0,757 0,996 0,997 0,997
B3 - depth FM 0,758 00996 0,997 0,997
B3 - depth Modal 0,755 0,996 0,997 0,997
B3 - depth BD, 0,763 0,997 00997 0,997
B3 - depth MBD 0,759 0,996 0,997 0,997

Area média

J=1 J=20 J=35 J=50

Método B' 5,578 10,963 11,039 11,005
Método B> 5,562 10,927 11,009 10,975
B> - depth FM 5586 11,046 11,126 11,092
B? - depth Modal 5,544 10,925 11,007 10,973
B® - depth BD, 5654 11,071 11,147 11,114
B® - depth MBD 5,592 11,041 11,119 11,086

Fonte: Elaborada pela autora

Podemos observar que para o modelo sem processo Gaussiano, a quantidades de
curvas utilizadas no processo de estimacgao influencia na qualidade preditiva das bandas,
uma vez que quando apenas uma curva esta disponivel (J=1), bandas muito estreitas
(areas muito pequenas) sdo construidas e, consequentemente, a cobertura para a amostra
de teste é muito baixa. Além disso, as bandas que possuem maior area possuem uma
proporcao de cobertura maior das curvas de teste. Comparando os trés modelos, quanto
menor o valor de o2, maiores foram as coberturas, o que é natural de se esperar, pois

dados com menor variabilidade proporcionam estimativas mais precisas.
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Analisando a banda B2, as medidas depth utilizadas apresentaram um comporta-
mento semelhante em relagao a cobertura (tanto propor¢ao média de pontos contidos na
banda quanto proporgao de curvas inteiramente contidas na banda). As dreas para todas

as medidas também foram bem parecidas.

Comparando os trés métodos, observamos que os desempenhos foram muito pareci-
dos, com B! apresentando coberturas preditivas levemente mais baixas e B? levemente

. . 2
mais altas, o que s6 pode ser notado para o, = 1.

Comparando os modelos com processo Gaussiano e o modelo sem processo Gaussi-
ano, podemos destacar que para o caso em que apenas uma curva foi usada na estimacao
(J=1), no qual as bandas obtidas para o modelo sem processo Gaussiano tiveram uma
cobertura preditiva péssima, enquanto que o modelo com processo Gaussiano conseguiu
boas estimativas. Em geral, as proporgoes de coberturas do modelo sem processo Gaussiano
foram um pouco maiores, em contrapartida, as respectivas areas das bandas também foram

maiores.

6.3 Aplicacao ao Conjunto de Dados da Marcha

Utilizamos o conjunto de dados do movimento de flexdo-extensao do joelho para
construir as bandas preditivas. Adotando as técnicas descritas na se¢do anterior, deter-
minamos as bandas para cada membro inferior de cada individuo e também as bandas
populacionais para membro inferior dominante e membro inferior nao dominante. Uma
vez que o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano foi escolhido como
melhor modelo (ver segdao 4.4), as bandas foram construidas apenas utilizando a amostra

preditiva a posteriori deste modelo.

6.3.1 Método B!

Na Figura 48 temos a banda preditiva funcional B! com 95% de credibilidade para
o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 (ilustrada
pelas linhas finas na cor preta), juntamente com a estimativa da média da distribuigao
preditiva a posteriori (linha grossa, também em preto) e a amostra de teste para ambos
os membros inferiores do 12 individuo (estas ilustradas na cor cinza). As bandas para os

demais individuos estao na secao C.6 do Apéndice C.
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Figura 48: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 1° individuo

y(1)

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B —— Banda preditiva funcional B
o | —— Preditiva média a posteriori o | —— Preditiva média a posteriori
© Amostra de teste © Amostra de teste

40
40

y(0)

Fonte: Elaborado pela autora

Ao reproduzirmos o procedimento utilizando uma amostra da distribuigao preditiva

metanalitica a posteriori, obtida a partir de uma amostra da distribuicao metanalitica

a posteriori, construimos bandas populacionais. Na Figura 49 temos a banda preditiva

funcional B' populacional com 95% de credibilidade para o modelo de regressao funcional

processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 (linhas finas, em preto), juntamente com

a estimativa média da distribuicao preditiva metanalitica a posteriori (linha grossa, em

preto) e a amostra de teste de todos os individuos para ambos os membros inferiores (em

cinza).

Figura 49: Banda preditiva funcional B' populacional com 95% de credibilidade para o
modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4

y(t)

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B* populacional —— Banda preditiva funcional B* populacional
—— Preditiva média metanalitica a posteriori —— Preditiva média metanalitica a posteriori

80
80

Amostras de teste de todos os individuos Amostras de teste de todos os individuos

60
60

Fonte: Elaborado pela autora
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6.3.2 Método B>

Na Figura 50 temos a banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para
o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 (linhas finas,
em preto), juntamente com a estimativa média da distribui¢ao preditiva a posteriori (linha
grossa, em preto) e a amostra de teste (em cinza) para cada um dos membros inferiores

do 1° individuo. As bandas para os demais individuos estao na secao C.7 do Apéndice C.

Figura 50: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 1° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B? —— Banda preditiva funcional B?
o | —— Preditiva média a posteriori o ] —— Preditiva média a posteriori
© Amostra de teste © Amostra de teste

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborado pela autora

Novamente reproduzimos o procedimento para utilizando as amostras das distri-
buicoes metanaliticas a posteriori, obtendo bandas populacionais. Na Figura 51 temos a
banda preditiva funcional B? populacional com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 (linhas finas em preto),
juntamente com a estimativa da média da distribuicao preditiva metanalitica a posteriori
(linha grossa em preto) e a amostra de teste de todos os individuos (em cinza) para os

membros inferiores dominante e ndo dominante.
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Figura 51: Banda preditiva funcional B3 populacional com 95% de credibilidade para o
modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B2 populacional —— Banda preditiva funcional B2 populacional
—— Preditiva média metanalitica a posteriori —— Preditiva média metanalitica a posteriori

80
|
80
1

Amostras de teste de todos os individuos Amostras de teste de todos os individuos

60
|
60
1

y(t)
)
|
y()
)
Il

20
|
20
1

Fonte: Elaborado pela autora

6.3.3 Método B>

A classificacdo das curvas utilizando as medidas depth definidas nas subsecoes 2.2.1
a 2.2.4 sdo muito similares, quando nao, exatamente iguais. Sendo assim, seria repetitivo
apresentar as bandas utilizando cada uma das medidas. Além disso, pudemos constatar
por meio do estudo de simulagao que a banda MBD obteve melhor desempenho, portanto
optamos pela medida depth MBD para B? e apresentamos os seus resultados. Na Figura 52
temos a banda preditiva funcional B com 95% de credibilidade para o modelo de regressao
funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 (linhas finas em preto), juntamente
com a estimativa da média da distribuigao preditiva a posteriori (linha grossa, em preto)
e a amostra de teste (em cinza) para ambos os membros inferiores do 1° individuo. As

bandas para os demais individuos estao na secao C.8 do Apéndice C.
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Figura 52: Banda preditiva funcional B (depth MBD) com 95% de credibilidade para
o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 1°
individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B® —— Banda preditiva funcional B®
o | —— Preditiva média a posteriori o | —— Preditiva média a posteriori

Amostra de teste Amostra de teste

40
40

y()
y(t)

Fonte: Elaborado pela autora

Utilizamos mais uma vez as amostras das distribui¢oes metanaliticas a posteriori
para obter bandas populacionais. Na Figura 53 temos a banda preditiva funcional B2
populacional com 95% de credibilidade para o modelo de regressao funcional processo
Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 (linhas finas em preto), juntamente com a estimativa
da média da distribuicao preditiva metanalitica a posteriori e as amostras de teste de

todos os individuos (em cinza) para ambos os membros inferiores.

Figura 53: Banda preditiva funcional B* (depth MBD) populacional com 95% de credibili-
dade para o modelo de regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B populacional —— Banda preditiva funcional B populacional
—— Preditiva média metanalitica a posteriori —— Preditiva média metanalitica a posteriori

80
|
80
|

Amostras de teste de todos os individuos Amostras de teste de todos os individuos

60
|
60
|

y(t)
40
|
¥(t)
40
|

20
20

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborado pela autora

Podemos notar que, graficamente, as bandas preditivas funcionais, tanto individuais

quanto populacionais, dos trés métodos sao muito similares e somente utilizando medidas
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quantitativas talvez possamos analisar possiveis diferencgas entre elas. Uma maior exploracgao

das caracteristicas das bandas ¢é feita na se¢ao a seguir.

6.3.4 Comparando as bandas - area e cobertura preditiva

Recordemos que, na andlise dos dados do movimento de flexdo-extensao do joelho,
separamos o conjunto de dados em duas partes, amostra de treinamento, composta pelas
35 primeiras curvas (de um total de 49) de cada um dos 16 individuos e amostra de teste,

composta pelas 14 demais curvas.

A fim de comparar a qualidade preditiva de cada banda proposta, tanto para o
individuo, quanto populacional (considerando neste caso as amostras de teste de todos
os individuos), calculamos a area da banda que cada método produziu, a proporcao de
curvas da amostra de teste que estao inteiramente contidas na banda preditiva e, como
uma medida alternativa, avaliamos a proporcao média de pontos das curvas de teste que
estao contidos na banda. Lembremos que a medida depth considerada foi o depth MBD.
Os resultados deste experimento encontram-se nas Tabelas 25, 26 para bandas individuais
dos membros inferiores dominante e ndo dominante, respectivamente, e a Tabela 27 traz

os resultados para as bandas populacionais.

Tabela 25: Comparacao das areas e coberturas preditivas considerando os trés métodos de
bandas funcionais para o membro inferior dominante dos individuos

‘ Area da Banda ‘ Prop. de curvas contidas ‘ Prop. de pontos contidos
Ind. | B B B | B B B | B B’ B?
1 6,4943  7,0678  6,7692 | 0,9286 1,0000 1,0000 | 0,9993 1,0000 1,0000
2 9,0217  9,6935 9,3780 | 0,8571 0,8571 0,8571 | 0,9689 0,9689 0,9689
3 6,0620  6,4482  6,2104 | 0,4286 0,7143 0,6429 | 0,9279 0,9760 0,9703
4 6,3620  6,8353  6,5933 | 0,8571 0,8571 0,7857 | 0,9943 0,9950 0,9943
5 6,4172  6,7189  6,6353 | 0,714 0,6429 0,6429 | 0,9243 0,9356 0,9371
6 8,0967  9,4087  9,1503 | 0,8571 0,8571 0,8571 | 0,9795 0,9958 0,9929
7 6,4719  6,7894  6,7115 | 0,1429 0,2143 0,2143 | 0,8699 0,8918 0,8904
8 | 6,1960 6,6068 6,056 | 0,5714 0,6429 0,6429 | 0,9653 0,9696 0,9675
9 9,8474 10,9472 10,2312 | 0,8571 10,9286 0,9286 | 0,9774 0,9859 0,9823
10 6,3990 6,6794  6,5073 | 0,4286 0,5000 0,5000 | 0,9257 0,9364 0,9335
11 6,2042  6,4717  6,3952 | 0,714 0,5714 0,5000 | 0,9257 0,9427 0,9434
12 6,2402  6,6890 6,4194 | 0,6429 0,6429 0,6429 | 0,9264 0,9427 00,9342
13 8,8833  9,7851  9,2518 | 0,7143 0,8571 0,8571 | 0,9661 0,9760 0,9703
14 | 6,4457 6,9892 6,6169 | 0,1429 0,2857 0,2857 | 0,9045 0,9356 0,9165
15 8,8152  9,3478  9,0282 | 0,2857 0,5000 0,3571 | 0,9017 0,9328 0,9208
16 | 10,4334 19,9989 10,0047 | 0,8571 0,7857 0,7857 | 0,9873 0,9866 00,9866
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Tabela 26: Comparacao das areas e coberturas preditivas considerando os trés métodos de
bandas funcionais para o membro inferior nao dominante dos individuos

‘ Area da Banda ‘ Prop. de curvas contidas ‘ Prop. de pontos contidos
Ind. | B B B | B B? B | B B? B
1 8,9193 8,6102 8,6371 | 0,5000 0,5000 0,5000 | 0,9562 0,9484 0,9484
2 5,7149  5,5103  5,5287 | 0,5000 0,5000 0,5000 | 0,9095 0,9017 0,8996
3 7,6882 7,3265 7,3269 | 0,7143 0,7857 0,7857 | 0,9837 0,9795 0,9795
4 7,0801 6,7483 6,7573 | 0,7143 0,7143 0,7143 | 0,9894 0,9873 0,9880
15 6,1919 6,7518 6,3374 | 0,7143 0,7857 10,6429 | 0,9816 0,9915 0,9851
6 7,5339 17,2782 7,2804 | 0,9286 10,9286 0,9286 | 0,9922 0,9929 0,9929
7 8,7355 8,4022 8,4723 | 0,9286 0,9286 0,9286 | 0,9993 0,9993 0,9993
8 7,0626 6,8244 6,8480 | 0,3571 10,4286 0,3571 | 0,9547 0,9540 0,9519
9 7,7368  7,4513  7,5042 | 0,8571 10,7857 0,7857 | 0,9760 0,9703 0,9710
10 6,5464 6,2595 6,6177 | 0,2143 0,2857 0,2857 | 0,8628 0,8571 0,8762
11 | 9,5229 9,2652  9,3075 | 0,5000 0,5000 0,5000 | 0,9385 0,9349 0,9356
12 7,3718 7,0889 7,1316 | 0,8571 0,8571 0,8571 | 0,9958 0,9929 0,9943
13 | 18,4086 17,9692 18,0805 | 0,7857 0,7857 0,7857 | 0,9866 0,9844 0,9859
14 8,8343 8,4641 8,5243 | 0,2143 0,2143 0,2143 | 0,8246 0,8041 0,8091
15 9,3726 9,1026 9,1522 | 0,8571 0,7857 0,7857 | 0,9809 0,9788 0,9795
16 9,5751 9,2854 9,3039 | 0,8571 0,7857 0,7857 | 0,9972 0,9958 0,9958

Podemos notar, analisando a Tabela 25, para membro inferior dominante, em
relacdo a proporcao de curvas de teste inteiramente contidas na banda, as bandas B2
e B? apresentaram um desempenho preditivo muito parecido, com uma leve vantagem
para o método B? e em terceira colocacgao fica a banda B*. O mesmo comportamento foi
observado para a proporcao média de pontos contidos na banda. Em contrapartida, as
dreas das bandas B? sdao as maiores, seguidas pelas 4reas da B® e portanto, as bandas B!
apresentaram as menores areas. Podemos concluir que quanto maior a area da banda, maior
a cobertura, o que ¢ um resultado natural. As bandas B? e B? apresentaram capacidade

preditiva similar, entretanto a &rea da banda B? foi menor.

Para o membro inferior nao dominante, a partir da Tabela 26, analisando a
proporg¢ao de curvas de teste inteiramente contidas nas bandas, concluimos que os trés
métodos apresentaram resultados muito similares, com B! se destacando em relacao as
demais para trés individuos, B? para dois individuos e B® apresentando valor inferior
em relacao aos demais somente para um individuo. Em relacao a proporcao média de
pontos contidos, B! se destacou, apresentando os maiores valores, B2 e B? apresentaram
desempenho semelhante. Em relacao as areas, B! apresentou as maiores dreas, seguido B3

e B? apresentou as menores 4reas.

Devemos observar que os valores obtidos para as proporcgoes de curvas de teste
inteiramente contidas nas bandas em geral nao foram muito altos, mas isso se deve a dois

motivos: em primeiro lugar a sensibilidade da medida, pois basta um ponto da curva cair
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fora da banda para que a curva seja considerada nao contida na banda e em segundo, a

quantidade de curvas na amostra de teste, que consiste de apenas 14 curvas.

Tabela 27: Comparacao das areas e coberturas preditivas populacionais considerando os
trés métodos de bandas funcionais, para os membros inferiores dominante e ndao dominante

Area da Banda

Método 1 Método 2 Método Depth
Dominante 21,6464 22,5271 21,3815
Nao dominante 26,7750 28,3286 26,0620

Prop. de curvas contidas

Método 1 Método 2 Método Depth
Dominante 0,8571 0,8750 0,8438
Nao dominante 0,8482 0,9107 0,8393

Prop. de pontos contidos

Método 1 Método 2 Método Depth
Dominante 0,9834 0,9885 0,9761
Nao dominante 0,9908 0,9953 0,9904

Para as bandas populacionais, a banda B2 apresentou menor cobertura preditiva,
tanto para a proporc¢ao de curvas de teste inteiramente contidas quanto para a proporc¢ao
média de pontos contidos na banda, e também a presentou a menor area, isso para membro
inferior dominante e ndo dominante. Em segundo lugar temos a banda B! e por ultimo e
com maiores valores, a banda B?. No caso populacional, a relacao diretamente proporcional

entre menor area e menor cobertura apresentou-se bem clara.

6.4 Conclusoes

Neste capitulo, propusemos trés métodos para construcao de bandas preditivas
funcionais, que tém como principal propriedade levar em consideracio a caracteristica

funcional dos dados.

A fim de avaliar a capacidade preditiva dos métodos, um estudo de simulacao
foi realizado, considerando os modelos com e sem processo Gaussiano e as conclusoes
foram que a banda B! apresentou menores drea e cobertura preditiva, e B? e B® tiveram
desempenho semelhante com um destaque para B2 que apresentou cobertura mais préxima
da probabilidade nominal. Em relacdo a banda B2, quatro diferentes medidas depth foram
consideradas e a que teve melhor desempenho foi a depth MBD, a qual foi adotada na

aplicacao ao conjunto de dados.
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Os métodos foram aplicados ao conjunto de dados da marcha e bandas para os
individuos e populacionais foram apresentadas e observamos ainda que os trés métodos
apresentaram resultados bastante semelhantes. Com estas bandas, pudemos caracterizar o
movimento de flexdo-extensao do joelho esperado para uma nova observacao do individuo

e da populacao, utilizando a banda populacional para tal proposito.
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Este trabalho é baseado na analise estatistica de um conjunto de dados reais do
movimento de flexdo-extensao do joelho. Uma vez que os dados da marcha sdo coletados
de forma quase que continua, eles podem ser considerados dados funcionais, ou seja, cada
dado é proveniente de uma curva. Uma caracteristica dos dados da marcha humana é
a presenca de réplicas dos dados, isto é, para um mesmo individuo, varias curvas do
movimento sao observadas. Na maior parte dos trabalhos na literatura, a analise de dados

funcionais trata de dados sem réplicas.

Considerando nas analises as réplicas observadas, modelamos a curva caracteristica
do movimento do individuo. Foram consideradas duas propostas de modelagem: um modelo
que considera independéncia entre os instantes de observagoes de uma curva e outro que

adota um processo Gaussiano para modelar a dependéncia entre os instantes de tempo.

Realizamos um estudo de simulagao, através do qual, avaliamos a qualidade do
ajuste dos modelos adotados no trabalho e a cobertura das bandas preditivas propostas.
Além disso, o estudo de simulagdo mostrou vantagens em utilizar as réplicas dos dados em

vez de apenas uma curva representativa.

Comparagoes entre os modelos de regressao sem e com processo Gaussiano foram
feitas e observamos um desempenho melhor deste ultimo, tanto no estudo de simulagao

quanto na aplicacao aos dados reais.

Apresentamos a técnica da metandlise e um estudo comparativo foi feito para
elucidar as diferencas entre a abordagem metanalitica com outras duas abordagens conven-
cionais para agrupamento de dados: a analise combinada e modelos hierdrquicos. Pudemos
observar algumas diferencas entre as abordagens e vantagens da metanalise em relacao as

outras duas técnicas.

Os individuos do conjunto de dados obedeciam a critérios de homogeneidade e o
objetivo de agrupéa-los sem perder a informacao da variabilidade existente entre eles, foi
atingido satisfatoriamente com a proposicao de uma abordagem metanalitica Bayesiana
na modelagem, uma vez que através desta abordagem, conseguimos reunir a informacao

dos diferentes individuos em uma estimativa dnica.

Além disso, definimos bandas funcionais e propusemos trés métodos para construgao
de bandas preditivas funcionais. Vimos, no estudo de simulacao que as bandas obtidas a
partir dos trés métodos nao apresentaram cobertura preditiva nominal de 95%, entretanto
isso se deve a sensibilidade desta medida ao considerar uma curva inteiramente contida na
banda somente se todos os pontos estiverem contidos nela, fato confirmado pela métrica

auxiliar “proporc¢ao média de pontos contidos na banda”, a qual mostrou que as curvas da
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amostra de teste que nao estavam inteiramente contidas da banda o faziam geralmente
por causa de 1 ou 2 pontos em média (de um grid de 101 pontos). As bandas propostas
apresentaram a seguinte caracteristica geral no estudo de simulagao: o método 1 apresentou
menor cobertura e banda com menor area, o método 2, maior cobertura preditiva e maior
area e o método 3 é o ponto médio nos dois quesitos, com desempenho bem préximo
aos segundo método. Além disso, o método 3 apresentou cobertura mais proxima da
probabilidade nominal, sendo assim, uma escolha razoavel seria adotar as bandas definidas

a partir de medidas depth.

Um dos objetivos da tese era estudar as diferencas bilaterais no movimento e,
se possivel, determinar medidas de avaliagao e classificagao do movimento do individuo,
tais como indicadores de normalidade em todo o ciclo ou em partes dele, dentre outros.
Conseguimos observar a maior ocorréncia de diferencas bilaterais em alguns instantes
importantes do ciclo, como os pontos de flexdes e extensao maximas, mas o que pudemos
observar em relacao a este conjunto de dados foi que, apesar dos critérios adotados para
selecionar uma amostra homogénea de individuos “saudaveis”, hd uma grande variabilidade
nas observacoes entre individuos, o que nos leva a duas principais possibilidades: embora
cuidadosamente escolhidos, talvez nao tenham sido suficientes os critérios de selecao
adotados para garantir homogeneidade na amostra ou, talvez realmente haja uma grande

variabilidade das curvas formadas pelos individuos durante o movimento.

Como possiveis propostas futuras, podemos listar:

o Estudar o efeito de outros métodos para estimacgao dos hiperparametros da fungao
de covaridncia, tais como os propostos em Sundararajan e Keerthi (2000), Shi et al.
(2007), Rasmussen e Williams (2006), Rasmussen e Williams (2006).

» Estudar o desempenho de outras parametrizagoes para a fungao de covariancia, tais

como as propostas em Shi et al. (2007) e Rasmussen ¢ Williams (2006).

o Estudar métodos que sejam computacionalmente vidveis para acomodar o caso em
que a amostra de dados funcionais sdo observadas em diferentes pontos discretos do

dominio.

» Proposicao de métodos Bayesianos aplicados a deteccao de pontos do dominio da
funcao para os quais podemos considerar as curvas médias de dois ou mais grupos
distintas. Propostas para esta problematica sao discutidas, por exemplo, em Pini e
Vantini (2016) e Pini e Vantini (2017) sob o ponto de vista frequentista, mas nao ha

até o momento nenhuma abordagem sob a perspectiva Bayesiana.
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APENDICE A - ANALISE FUNCIONAL, SERIES DE FOURIER E PROCESSO
GAUSSIANO

Este apéndice é destinado a insercao de conceitos e defini¢bes necessarios para o
entendimento de termos que aparecem no texto da tese. A secao A.l traz conceitos de
analise funcional, a secao A.2 a definicao e propriedades de séries de Fourier, enquanto a

secao A.3 define os conceitos de processo estocastico e processo Gaussiano.

A.1 Topicos de Analise Funcional

As definigoes e resultados apresentados a seguir foram extraidos de Kreyszig (1989),
Wasserman (2006) e Tolstov (1976).

Definigao A.1 (Espago métrico) Um espago métrico é um par (X,d) em que X €
um conjunto e d € uma métrica em X (ou fungao distincia em X ), isto €, uma fungdo

definida em X x X tal que para todo x,y,z € X temos

(P1) d assume valor real, finito e ndo negativo;
(P2) d(x,y) =0 se, e somente se, x = y;

(P3) d(z,y) = dl(y,x);
(P4) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Desigualdade Triangular)

Definicao A.2 (Fungao continua) Sejam X = (X,d) e Y = (Y,d) espagos métricos.
Uma fungdo f: X — Y € dita continua no ponto xq € X se para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

d(f(x), f(xo)) < e para todo v € X satisfazendo d(x,xy) < 6.

A funcao f € dita continua se é continua em todo ponto de X.

Definicdo A.3 (Limite e convergéncia de uma sequéncia) Uma sequéncia (z,)n>1

em um espago métrico X = (X, d) é dita convergente se existe x € X tal que

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

x € chamado de limite da sequéncia (z,)n,>1 € escrevemos

lim z, =z, ou xz, — .
n—oo

Dizemos que (x,),>1 converge para x ou que tem limite x.
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Defini¢ao A.4 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (,),>1 em um espago métrico

X = (X,d) € dita sequéncia de Cauchy se para todo € > 0 existe N = N(¢e) tal que
d(xp, zm) < e, para todo n,m > N.

Defini¢ao A.5 (Espago completo) O espago X € dito completo se toda sequéncia de

Cauchy de X converge em X (ou seja, tem um limite que é elemento de X ).

Defini¢ao A.6 (Espago vetorial) Um espago vetorial sobre um corpo K (R ou C) é
um conjunto nao vazio X de elementos x,y, ... (chamados vetores) juntamente com duas
operagoes algébricas: adi¢ao vetorial e multiplicagio de vetor por escalar (isto é, elementos

de K ), que satisfazem:

e A adigao de vetores associa para cada par de vetores (x,y) um vetor x +y e valem

as sequintes propriedades:

(A1) x+y=y+x (adigio comutativa);
(A2) v+ (y+2) = (x +y)+2 (adigio associativa);
(A3) ©+0=2x (elemento neutro da adigio);
(A4) x+ (—x) =0 (elemento inverso da adigio).

e A multiplicacao por escalar associa a cada vetor x e escalar o o vetor ax e valem:
(M1) o(fzx) = (af)x (multiplicagao associativa);
(M2) 1x =z (elemento neutro da multiplicagdo).

o FE também sao validas as sequinte propriedades distributivas:
(D1) a(x 4+ y) =ar+ ay ;

(D2) (o + B)x = ax + fr,

para x,y, z vetores em X e «, 5 escalares em K.

Defini¢ao A.7 (Norma) Uma norma em um espaco vetorial X (real ou complexo) é

uma funcao de X assumindo valores reais, cujo valor em um vetor x € X € denotado por
|lz|| (norma de x)

e que tem as sequintes propriedades:

(N1) [lz]| = 0;
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(N2) ||z|| =0 se, e somente se, x = 0;
(N3) |zl = lalll;

(N}) ||z +y|| < |lx+z|| + ||z +vyl|, (Desigualdade Triangular)

em que x,y, z sao vetores em X e a é um escalar.

Defini¢ao A.8 (Espago Normado) Um espago normado é um espago vetorial mu-

nido de uma norma.

Definigao A.9 (Métrica induzida pela norma) Uma norma em X induz uma mé-

trica d em X que € dada por
d(z,y) = [lz —yll, para todo z,y € X,

que € chamada métrica induzida pela norma

Defini¢ao A.10 (Espacgo de Banach) Um espago de Banach é um espago normado

completo (completo considerando a métrica definida pela norma).

Defini¢ao A.11 (Produto interno) Um produto interno em um espago vetorial X
¢ uma fungio de X x X assumindo valores em K (corpo escalar de X ), isto €, para cada

par de vetores x e y de X, é associado um escalar que é denotado por

(z,y)

chamado de produto interno de x e y e sao vdlidas as sequintes propriedades:

(PI1) (x +y,2) = (x,2) + (y, 2);

(PI2) (ax,y) = alz,y);

(PI3) (z.y) = (y,z);

(PL}) (z,2) >0 e, (z,2) = 0 <z = 0.

Definigao A.12 (Norma induzida pelo produto interno) Um produto interno em

X define uma norma em X, dada por
2]l = (=, z), z€X,

chamada norma induzida pelo produto interno em X.
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Definigao A.13 (Métrica induzida pelo produto interno) Um produto interno em

X define uma métrica em X, dada por
d(l’,y) - ”x_yH - (I—y,x—y), T,y vetores em Xa
chamada métrica induzida pelo produto interno em X.

Definicao A.14 (Espago de Hilbert) Um espago de Hilbert é espaco vetorial com

produto interno e completo (em relagao a métrica induzida pela produto interno).

Exemplo A.1 Considere o espago L*[a,b] que é um espago vetorial com produto interno
completo (e portanto, de Hilbert) contendo todas as fungoes continuas definidas do intervalo

[a,b] na reta tais que [0 f2(t)dt < oo. O produto interno em L?[a,b] é definido por

b
(f.9) = [ Fgvat (A1)

para f,g € L?[a,b]. Consequentemente, a norma induzida pelo produto interno (A.1) em

L?[a,b] é dada por
) 1/2
i1 = ([ serar)

Definigao A.15 (Ortogonalidade) Em um espago vetorial com produto interno X,

dizemos que um elemento x € X é ortogonal a y € X se

(z,y) =0

e denotamos x L y.

Defini¢ao A.16 (Conjuntos e sequéncias ortogonais e ortonormais) Um conjunto
ortogonal M de um espaco vetorial com produto interno X é um subconjunto M C X
cujos elementos sao dois a dois ortogonais. Um conjunto ortonormal M C X é um

conjunto ortogonal cujos elementos tém norma 1, isto €, para todo x,y € M,

<aw:{0 Ty

1 sex=uy.

Se um conjunto ortogonal ou ortonormal M ¢é enumerdvel, podemos arranjar seus elemen-
tos em uma sequéncia (T,)n,>1 € teremos uma sequéncia ortogonal ou ortonormal,

respectivamente.

Exemplo A.2 Consideremos as sequéncias (u;)i>o € (v;)j>1 dadas por

u;(t) = cos (T) e v;(t) =sin (T) :

Temos:
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o NlQo)ll* =21, [(w)|* =1 e l(w)lI* =1, paraj =1,2,....

De fato,
2[ Ot 21
lwo)lP = [ cos? (z) i = [ =2
0

0

21 ; 20 1 + cos ( ==
Jmt :
| (u))||* = /0 cos? (l) dt —/ ( l ) I, 7=12,...
21 it 21 1 — cos
||<’Uj)||2: / Sil’l2 (jﬂ- >dt —/ ( ) j: 1,2,...
0 0

e (uj)j>0 € (v;)j>1 s@o ortogonais.

De fato, usando o fato de que
t=2l

o . -
/ coS <‘77Tt> dt = L sin (]mf) =0, para j=1,2,...
0 l g [

t=0

e as sequintes formulas trigonométricas,
1
cosacos B = 3 [cos(av+ ) + cos(a — B)],
1
sinasin 8 = 3 [cos(av — B) — cos(a + B)],

temos,

20 ; 1 2 ; P
(uj,up) = / Ccos (W) Ccos kot dt = f/ CcoS U+ kjmt + cos U = kjmt dt =0,
0 l l 2 Jo l l
2 7l kmt 1 r2 | — k)mt |+ k)t
(vj,v) = / sin (‘T) sin (7;) dt = 5/ Cos <(‘7l)ﬂ> — CoS <(]+l)7r> dt =0,
0 0

para quaisquer j, k com j # k.
e u; L vy para todo j, k.
De fato, usando o fato de que

21 t l i\
/ sin (‘77T )dt —— Cos <‘77T) =0, para j=1,2,...
0 l Jm l _

e a sequinte formula trigonométrica
sin avcos 3 = ; [sin(a + B) + sin(a — 3)],
temos
(uj,vg) = /02[ cos (‘];Tt) sin <k?t> dt = ;/OQZ sin (W) + sin <(]—lk:)7rt> dt =0,

para quaisquer j, k.
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Defini¢ao A.17 (Base) Um subconjunto S de um espago vectorial X é linearmente
independente se para qualquer subconjunto finito F' de S temos Y cp Av =0 =\, =

0, Yv € F. Nessas condicoes, dizemos que os vetores de S sdo linearmente independentes.

Dizemos que um subconjunto {vy,vs, ...} de um espago vetorial X gera o espago
X se todo elemento de x € X pode ser escrito como combinacdo linear finita dos elementos
de {vi,va,...}, © = XK Mg, em que \y’s sio escalares.

Uma base de um espaco vetorial é um conjunto de vetores linearmente indepen-

dentes que geram esse espago.

Proposicao A.1 Se B é uma base para um espaco vetorial X, entao todo elemento ndo
nulo de X tem uma representacdo unica como combinagcao linear finita de elementos nao

nulos de B.
Proposicao A.2 Todo espaco vetorial nao nulo tem uma base.

Teorema A.1 Se f € L*[a,b] e {¢1,¢a,...} é uma base ortonormal de L*[a,b], entdo f

pode ser expandida da sequinte forma

1) = Y- thontt) (A2)
em que \
ek:/ FOou(t)dt, k=1,2,.... (A.3)

Note que se {11, 15, ...} for uma base ortogonal, mas nao ortonormal, as igualdades

(A.2) e (A.3) continuam vélidas, com a seguinte adaptacao:

()= Y- 0t

em que
1

9 p—
Tl

/bf(t)wk(t)dt, k=12 ..
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A.2 Séries de Fourier

Defini¢ao A.18 (Funcao periddica) Uma fungio f: D — R é chamada periédica se

existe uma constante T' > 0 para a qual

flx+T)= f(z), paratodo x € D.,

A constante T' € chamada de pertodo da fungdio f.

A frequéncia F da funcio [ é definida como o inverso do periodo, isto é, F = 1/T.

Por definicao, a série de Fourier de uma funcao periddica e continua f de periodo

T = 27 é dada por

f(t) =ao+ i[ak cos(kt) + by, sin(kt)]

k=1
cujos coeficientes ag e ag, by, kK =1,2,... sdo dados pelas formulas de Euler
ap = ! /7r f(t)dt
ap = / t)cos(kt)dt, k=1,2,...,
- f/ tsin(kt)dt, k=1,2,....

Estes coeficientes sao chamados de coeficientes de Fourier de f.

Entretanto, podemos definir a série de Fourier para func¢oes de periodo T = 2] em

vez de T' = 27. Temos entao a seguinte definicao:

Definigao A.19 (Série de Fourier de uma fungio com periodo T = 2[) A série de

Fourier de uma fungdo periddica e continua f de periodo T = 2l € dada por

fO) = a0+ lak cos (T) + besin <’“?t>] (A4)

k=1
cujos coeficientes ag e ay, by, k=1,2,... sdo dados por

0w = o [ Fa
ap = 1/21 COS( )
b = l/oﬂf(t)sin(?)dt, k=1,2,....

dt, k=1,2,..., (A.5)
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Estes coeficientes sao chamados de coeficientes de Fourier de f.

Para determinar os coeficientes dados em (A.5), consideremos as sequéncias (u;) ;>0

u;(t) = cos (‘T) e v;(t) =sin (‘jlﬂt) :

Assim, a equagao (A.4) pode ser escrita como

e (vj);>1 dadas por

f(t) = aguo(t i laju;(t) + bv,(t)]. (A.6)

Multipliquemos a equacao (A.6) por um uy fixado e integremos em ¢ de 0 a 1. Isto significa
tomar o produto interno por u;. Assumindo que a integracdo termo a termo é possivel
e usando a ortogonalidade de (u;);>0 € (v;)j > 1, bem como o fato de que w; L vy, para

todo j, k, temos:

(fyur) = ao(ug, ux) Z aj(u;, ug) + bj(v;, ug)]

= ak<ukauk>

= ak||uk||2, para k=0,1,2,....
Analogamente, se multiplicarmos (A.6) por vy e procedermos como acima, teremos
(f,vx) = billvell?, para k=1,2,....

Resolvendo as equacoes acima para ay e b, temos:

ap = » || ——(f,ux), parak=0,1,2,...,
k
by = ——=(f,v), parak=1,2
I k”
Lembrando que ||ugl|> = 21, |Jux||* =1, k=1,2,... e ||w]|> =1, k=1,2,..., obtemos:

2l
ap = fuo 25/
21 it
ay = 7<f’uk> :l/ cos( )dt, para k=1,2,...,

e Ly =1 [ 0 (2

dt, parak=1,2,....
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A.3 Processo Estocastico e Processo Gaussiano

Um processo estocdstico é uma colecao de varidveis aleatorias definidas sobre o
mesmo espago de probabilidade (€2, F,P). Se denotarmos o indice da colegao por ¢ e o

conjunto de indices por T', 0 processo estocéstico pode ser escrito como {Y;(w) : t € T'}.

Um processo estocéstico pode ser interpretado como uma fungdo aleatéria
f T — R. Neste caso, a fung¢do aleatéria ¢ — Y;(w) é uma realizagdo do processo

estocasticoem ¢t € T.

Em particular, um processo Gaussiano é um processo estocastico parametrizado

por sua funcao média
W) : T — R, p(@) = B[Y (@) (A7)

e sua fung¢ao covariancia
k(-,-): T — R, k(x1,22) = Cov(Y(21),Y (x2)), (A.8)

e denotamos por GP(u, k).

De acordo com o Teorema de Existéncia de Kolmogorov (também conhecido como
Teorema de Extensao de Kolmogorov) (BILLINGSLEY, 1995), um processo estocastico

pode ser caracterizado por distribuic¢oes finito-dimensionais. Assim, dizer que
V() ~ GP(p(-), k() (A.9)

significa que para quaisquer n e ty,...,t, € T, a distribuicdo conjunta de
Y, = (Y (t1),...,Y(t,)) é uma distribuicao normal n-variada com vetor de médias w,, =

(u(ty), ..., u(t,))" e matriz de covariancias W cuja entrada (r,s) é k(t.,ts),r,s =1,...,n

Podemos dizer que um processo estocastico é Gaussiano se todas as distribuic¢oes
conjuntas finito-dimensionais sdo normais multivariadas e a funcao de covariancia do
processo Gaussiano é uma extensao das matrizes de covariancias das variaveis aleatorias
normais multivariadas. Processos Gaussianos sao uma forma natural de definir distribui¢oes
a priori para espacos de funcoes, que sao os espacos paramétricos para modelos de regressao

linear Bayesiana.
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APENDICE B - SELECAO DE MODELOS

No decorrer deste trabalho necessitamos escolher a quantidade de fungdes base que
seriam usadas na modelagem. Para tal objetivo, utilizamos o critério de selecao de modelos
DIC, descrito na Segao B.1. Além disso, utilizamos um método empirico para escolha dos
hiperparametros da funcao covaridncia descrita na Secao 4.1.2. O procedimento adotado,

bem como os resultados obtidos para cada individuo estao apresentados na Secao B.2.

B.1 DIC

Os critérios de comparacao de modelos, tém por objetivo averiguar se um conjunto
de dados foi satisfatoriamente ajustado a um determinado modelo, além de servir como
uma ferramenta para a escolha do melhor modelo dentre uma cole¢gao de modelos. Objeti-
vando resolver estes dilemas, a literatura apresenta diversas metodologias. Neste trabalho

utilizamos o critério de selecao de modelos DIC (Deviance Information Criterion).

O critério DIC foi proposto por Spiegelhalter et al. (2002) e é baseado na média a
posteriori da deviancia, E[D(#)], que é uma medida de ajuste e que pode ser aproximada

por

_ 1V

D= ; D(6,),
sendo v o indice que indica a v-ésima realizagao de um total de V' realizac¢oes (apds o burn-
in e saltos) e D(0) = —2 znzlog f(t:10), em que f(-) é a fungdo densidade de probabilidade
correspondente ao modeloi.

Dessa forma, o critério DIC pode ser calculado por

A

DIC=D—D

R 1 Y
em que D =D (V > 9U> ¢ uma estimativa para D{E(0)}.
v=1

Tendo como base o valor obtido através do cédlculo do DIC, temos que o modelo

preferido, dentre uma colecao, é aquele com menor valor deste critério.

B.1.1 Escolha do M - limite superior na soma de Fourier

Na modelagem da marcha, utilizamos uma aproximagao por soma de Fourier
para descrever a curva média do movimento de flexdo-extensao do joelho. O valor de M
precisava, entao, ser determinado. Utilizamos o critério de selecao de modelos DIC para
tal propésito. A partir do modelo descrito na secao 3.1 do Capitulo 3, utilizamos diversos

valores para M, mais precisamente, M = 1,...,49 e calculamos o valor de DIC para
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cada modelo, de cada individuo. Os valores obtidos encontram-se nas Tabelas 28 a 31. Os
menores valores do DIC estao em negrito e significam que o correspondente valor de M ¢é
o melhor modelo para cada membro inferior do individuo. Podemos notar que os valores
de M mudam entre os individuos. Entretanto, sabendo que um dos objetivos do trabalho
é obter uma anélise populacional e consequentemente temos a restricao de que precisamos
utilizar um mesmo valor de M para todos os individuos, optamos por adotar o maior M

escolhido pelo critério DIC dentre todos os individuos. Sendo assim, o valor de M é 13.
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Tabela 28: Valores do DIC para o modelo de regressao Bayesiano, individuos 1 a 8, membro
inferior dominante

M ‘ Ind. 1 Ind. 2 Ind. 3 Ind. 4 Ind. 5 Ind. 6 Ind. 7 Ind. 8
1 26594,21 26531,42 27538,54 27875,11 28413,00 26891,96 27688,63 26113,88
2 18046,88 18322,92 19310,83 18260,11 20630,33 19105,05 21035,30 17866,89
3 12951,82 13732,03 14774,68 14878,02 16680,16 15843,58 17277,13 14798,75
4 11763,90 12734,27 14040,00 13305,67 15065,24 14961,10 15731,63 14161,88
5 11050,41 12521,72 13471,18 12793,05 13841,70 14025,10 14587,63 13677,16
6 10938,16 12484,26 13471,98 12782,30 13617,23 13956,14 14248,23 13487,95
7 10864,28 12397,43 13345,37 12717,50 13511,06 13876,44 14036,75 13333,01
8 10838,95 12366,01 13279,47 12715,41 13358,22 13812,89 14012,81 13320,00
9 10764,11 12355,64 13264,29 12708,89 13351,47 13814,30 13988,24 13248,22
10 10741,98 12349,25 13200,45 12703,42 13288,99 13786,10 13955,79 13236,56
11 10727,07 12350,30 13176,04 12700,81 13287,92 13782,62 13959,08 13231,68
12 | 10719,25 12351,40 13173,85 12698,57 13272,49 13781,00 13959,95 13230,92
13 10721,68 12354,77 13173,61 12699,82 13267,70 13782,67 13960,70 13233,58
14 10722,68 12358,52 13176,39 12702,94 13267,85 13787,20 13962,11 13235,69
15 10726,23 12362,98 13179,88 12707,48 13270,32 13791,36 13966,95 13238,95
16 10728,94 12365,76 13184,51 12710,82 13274,00 13795,91 13969,07 13244,42
17 10734,72 12370,25 13188,05 12716,54 13278,06 13798,72 13972,80 13247,92
18 10738,15 12372,95 13191,48 12719,13 13280,78 13802,97 13977,04 13251,14
19 10742,17 12377,11 13197,03 12722,19 13284,97 13807,53 13981,18 13256,23
20 10745,61 12382,23 13200,39 12727,68 13289,83 13810,85 13985,58 13260,18
21 10749,64 12386,91 13204,10 12731,29 13294,06 13815,31 13988,40 13263,92
22 10753,67 12391,10 13209,07 12734,68 13296,41 13819,37 13992,73 13267,36
23 10758,47 12395,40 13213,40 12740,09 13300,97 13823,01 13997,18 13271,38
24 10762,09 12399,05 13215,19 1274295 13305,24 13827,93 14001,02 13275,68
25 10766,00 12402,76 13221,63 12746,62 13308,65 13830,60 14004,45 13280,75
26 10770,51 12405,27 13224,69 12751,30 13313,23 13836,10 14007,41 13283,76
27 10774,23 12409,91 13227,34 12754,58 13316,75 13839,03 14013,20 13287,73
28 10777,77 12414,08 13233,08 12759,62 13323,22 13844,69 14017,80 13292,06
29 10781,80 12418,80 13235,93 12762,95 13325,98 13848,26 14020,22 13294,76
30 10787,28 12421,14 13242,18 12767,69 13330,32 13851,91 14025,74 13297,95
31 10791,06 12426,49 13245,36 12771,00 13334,15 13855,82 14029,79 13303,77
32 10792,79 12430,36 13248,55 12776,45 13338,44 13859,91 14034,62 13307,70
33 10798,41 12434,42 13252,93 12780,27 13341,69 13863,97 14037,21 13311,43
34 10803,67 12438,70 13257,08 12784,24 13346,98 13867,44 14040,41 13316,20
35 10806,06 12442 42 13260,45 12788,05 13348,29 13870,92 14046,02 13320,00
36 10810,11 12445,54 13264,96 12790,10 13353,37 13873,84 14050,26 13322,95
37 10814,43 1245285 13269,18 12795,39 13359,47 13878,88 14053,44 13328,31
38 10819,05 12455,11 13274,27 12797,97 13363,10 13882,71 14058,21 13331,88
39 10822,46 12459,48 13277,10 12803,32 13365,60 13887,91 14061,46 13333,97
40 10826,24 12462,43 13282,85 12807,53 13371,40 13892,37 14066,23 13340,49
41 10830,62 12467,48 13283,95 12811,64 13373,88 13895,74 14070,16 13344 ,41
42 10835,50 12473,18 13288,26 12815,85 13377,37 13898,13 14074,76 13347,74
43 10838,67 12474,87 13294,16 12820,45 13381,14 13905,26 14077,75 13351,10
44 10841,95 12479,58 13296,69 12824,47 13387,52 13906,19 14081,94 13357,49
45 10845,83 1248257 13300,68 12827,85 13389,89 13912,54 14085,19 13361,06
46 10851,54 12489,13 13304,74 12830,50 13392,50 13914,89 14091,35 13366,02
47 10855,27 1249236 13310,05 12836,21 13397,03 13920,01 14093,96 13367,53
48 10858,45 12494,65 13314,48 12840,16 13405,30 13924,70 14098,14 13372,84
49 10864,03 12499,56 13318,90 1284273 13405,74 13927,91 14103,17 13376,17

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 29: Valores do DIC para o modelo de regressao Bayesiano, individuos 9 a 16,
membro inferior dominante

M ‘ Ind. 9 Ind. 10 Ind. 11 Ind. 12 Ind. 13 Ind. 14 Ind. 15 Ind. 16
1 27702,78 26696,30 27472,25 27267,07 25749,18 28198,94 27879,27 27372,61
2 19799,08 19297,69 18723,44 20409,32 18124,29 20771,57 20200,65 21281,52
3 15739,96 16437,87 14631,27 15083,30 16631,12 16524,67 17087,92 17178,14
4 14455,22 15155,24 13975,33 14245,02 15513,85 16073,01 16722,51 15407,45
5 13866,80 13917,13 13493,13 13129,31 15424,79 15563,55 16161,78 14750,79
6 13822,75 13645,87 13411,73 12911,78 15420,79 15446,17 16112,25 14723,13
7 13741,05 13612,53 13399,27 12889,13 15384,78 15398,50 15987,58 14709,45
8 13581,87 13548,76 13367,45 12821,50 15385,22 15374,08 15963,63 14672,11
9 13545,03 13512,14 13355,54 12822,59 15364,48 15372,82 15939,80 14649,04

10 13515,60 13449,37 13338,93 12811,38 15359,79 15370,42 15934,10 14634,59
11 13509,35 13435,58 13335,39 12805,51 15359,69 15373,89 15935,57 14625,29
12 | 13508,19 13421,07 13331,99 12806,86 15359,86 15376,15 15937,83 14623,43
13 13508,56 13415,88 13331,31 12808,82 15364,24 15380,44 15941,33 14620,80
14 13511,19 13419,27 13333,59 12813,87 15367,33 15383,79 15945,91 14624,64
15 13515,60 13420,82 13335,51 12817,04 15370,99 15388,98 15949,14 14628,10
16 13519,57 13424,28 13338,55 12820,59 15374,88 15392,22 15952,96 14631,22
17 13523,60 13427,76 13342,99 12824,19 15379,73 15396,23 15957,26 14635,13
18 13525,58 13432,07 13346,70 12827,87 15382,39 15400,89 15961,07 14638,96
19 13531,12 13435,67 13351,44 12832,55 15386,87 15404,69 15964,88 14643,78
20 13534,58 13438,96 13355,45 12834,50 15391,24 15408,75 15970,30 14646,00
21 13538,36 13443,54 13358,81 12840,11 15394,83 15412,40 15973,74 14650,11
22 13542,17 13447,95 13361,89 12844,58 15399,20 15416,06 15976,91 14656,42
23 13547,28 13451,34 13368,41 12848,49 15402,69 15421,53 15982,25 14659,70
24 13549,41 13455,37 13371,22 12852,90 15406,85 15424,59 15984,99 14663,95
25 13554,86 13459,67 13375,53 12855,90 15411,44 15427,90 15988,02 14668,89
26 13559,84 13463,16 13379,19 12861,16 15415,51 15433,09 15993,86 14671,80
27 13563,69 13467,61 13383,51 12865,20 15419,42 15436,80 15997,96 14676,82
28 13567,43 13471,14 13386,48 12868,34 15422,42 15439,93 16001,34 14680,05
29 13571,43 13477,42 13391,84 12873,26 15427,94 15445,06 16005,44 14684,17
30 13575,40 13479,23 13396,15 12877,05 15432,55 15449,71 16010,58 14688,15
31 13578,91 13483,65 13399,05 12881,37 15434,82 15452,16 16013,16 14692,80
32 13583,96 13488,37 13403,44 12884,51 15439,76 15457,18 16016,71 14695,49
33 13586,63 13490,62 13408,07 12889,80 15443,84 15461,87 16022,27 14701,11
34 13591,92 13494,25 13409,95 12891,46 15448,60 15463,76 16024,89 14704,39
35 13594,95 13499,60 13415,41 12897,72 15450,79 15468,60 16029,53 14706,95
36 13598,10 13504,11 13419,25 12899,36 15455,68 15472,65 16033,73 14711,24
37 13604,63 13507,46 13423,49 12904,24 15458,18 15477,90 16037,31 14715,49
38 13606,04 13512,11 13428,45 12909,22 15463,91 15479,44 16041,28 14720,45
39 13610,80 13517,43 13431,36 12912,60 15467,47 15485,01 16045,88 1472217
40 13615,42 13519,54 13436,12 12918,46 15472,05 15490,00 16049,60 14728,77
41 13618,56 13523,47 13439,10 12918,97 15475,53 15493,03 16054,57 14730,97
42 13623,74 13528,14 13444,90 12924,52 15479,00 15497,79 16058,96 14736,43
43 13628,41 13532,93 13447,30 12928,85 15485,10 15501,16 16061,48 14738,83
44 13631,50 13536,33 13452,09 12934,62 15488,55 15505,78 16065,50 14744,09
45 13635,07 13540,31 13457,43 12938,11 15492,09 15508,68 16069,19 14747,40
46 13639,51 13543,74 13459,98 12941,56 15496,14 15513,48 16073,86 14751,32
47 13643,54 13549,52 13463,90 12944,30 15499,30 15517,66 16077,20 14757,66
48 13647,02 13552,47 13467,44 12950,63 15505,74 15521,35 16082,79 14758,40
49 13652,50 13556,54 13471,37 12952,22 15509,02 15523,53 16085,08 14765,76

Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 30: Valores do DIC para o modelo de regressao Bayesiano, individuos 1 a 8, membro
inferior nao dominante

M ‘ Ind. 1 Ind. 2 Ind. 3 Ind. 4 Ind. 5 Ind. 6 Ind. 7 Ind. 8
1 26023,13  26058,086 26882,26 26106,38 28265,60 27577,40 28700,60 25657,64
2 18465,67  19146,287 19861,04 18575,75 19687,05 19857,87 21238,83 18002,19
3 16109,83  14589,242 15584,75 15793,06 15344,19 14974,34 17056,13 15956,56
4 15388,96  11699,352 14199,22 13242,36 14241,10 14396,88 15946,04 14551,30
5 15037,74 10512,310 13233,81 11902,49 13430,84 12877,02 15237,24 13170,85
6 15013,11  10355,088 13132,95 11900,57 13253,45 12638,76 15136,76 13005,45
7 14980,86  10081,268 12941,78 11636,16 13138,26 12236,57 15097,47 12741,56
8 14969,96 9775,284 12819,08 11572,45 13089,63 12210,18 15090,09 12496,00
9 14963,88 9714,834 12805,25 11496,96 13072,36 12148,37 15081,94 12383,05
10 | 14963,33  9659,255  12729,76  11467,53  13048,34  12092,95 15072,90  12328,85
11 14964,11 9659,094 12675,84 11461,48 13042,03 12083,40 15076,83 12285,84
12 | 14965,70 9650,412 1267241 11448,06  13031,14  12071,16  15079,31  12277,87
13 | 14969,03  9652,886 12669,70  11450,09 13026,79 12065,08  15082,53 12276,61
14 14972,33 9656,330 12671,91 11451,55 13027,17 12068,80 15086,02 12280,18
15 | 14976,75  9659,260  12674,38  11455,64  13030,77  12071,18  15089,01  12284,42
16 14980,12 9662,798 12679,55 11460,11 13032,94 12074,53 15093,73 12287,33
17 | 1498444  9666,663  12682,56  11463,17  13037,25  12079,08  15097,32  12291,28
18 14988,52 9670,374 12687,97 11465,75 13040,87 12083,51 15100,50 12296,51
19 | 14991,74  9672,798  12690,71  11470,97  13043,08  12087,08  15105,72  12299,87
20 14995,90 9679,027 12693,39 11475,83 13048,63 12092,03 15109,81 12303,81
21 | 15000,18  9682,025  12699,10 1147846  13052,72  12095,86  15114,15  12306,71
22 15003,83 9687,000 12702,84 11483,14 13057,34 12099,41 15116,70 12312,27
23 | 15007,97  9691,322  12705,93  11487,54  13060,49  12103,41  15120,94  12315,83
24 15011,79 9694,185 12709,86 11491,37 13065,48 12108,26 15124,93 12319,55
25 | 15017,33  9698,077 1271535  11494,60  13068,94  12112,98  15129,24 1232341
26 15019,92 9702,775 12719,23 11498,45 13072,08 12116,18 15133,99 12327,42
27 | 15024,72  9707,013  12721,15  11503,60  13077,81  12119,18  15137,08  12332,00
28 15029,61 9711,050 12727,25 11506,61 13080,91 12123,90 15141,54 12335,80
29 | 15032,66 ~ 9714,004  12731,77  11511,19  13085,99  12128,01 1514554  12340,06
30 15036,53 9718,100 12734,10 11516,17 13089,93 12131,18 15148,93 12344,68
31 | 15040,19 9722247  12738,12  11520,49  13092,69 1213591  15152,92  12347,05
32 15046,30 9726,041 12741,97 11523,38 13096,78 12139,70 15157,02 12350,60
33 | 15047,54  9730,719 1274859  11527,45  13099,14 1214331  15162,31  12356,03
34 15052,23 9734,251 12751,19 11530,45 13105,74 12147,00 15165,54 12359,97
35 15057,48 9739,623 12754,97 11535,02 13109,89 12152,85 15169,62 12364,35
36 15061,32 9742,914 12758,65 11539,60 13114,36 12157,82 15172,43 12367,47
37 15064,00 9746,392 12762,82 11544,05 13116,04 12158,32 15177,76 12372,24
38 15067,57 9750,165 12767,30 11546,51 13120,80 12163,62 15181,15 12377,11
39 15071,94 9754,071 12770,75 11550,14 13126,23 12169,14 15184,86 12379,30
40 15078,91 9758,889 12775,83 11556,64 13129,24 12173,75 15189,39 12385,80
41 15081,06 9761,892 12779,18 11558,72 13133,85 12176,90 15195,39 12387,76
42 15083,89 9767,693 12781,85 11562,43 13137,16 12180,66 15197,81 12392,54
43 15088,91 9772,110 12787,83 11568,79 13140,79 12183,16 15203,92 12396,70
44 15093,10 9775,008 12792,18 11570,48 13145,75 12188,98 15206,58 12400,34
45 15097,29 9778,806 12794,88 11575,77 13149,72 12191,52 15210,62 12404,80
46 15101,64 9783,975 12799,37 11580,39 13153,48 12197,14 15215,12 12409,21
47 15104,12 9785,899 12803,91 11585,00 13157,80 12199,71 15217,85 12411,86
48 15109,08 9791,206 12807,55 11589,92 13161,42 12205,15 15221,89 12416,13
49 | 15114,02  9795,593  12812,83  11591,41  13166,42  12208,63  15226,08  12419,52
Fonte: Elaborada pela autora
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Tabela 31: Valores do DIC para o modelo de regressao Bayesiano, individuos 9 a 16,
membro inferior nao dominante

M ‘ Ind. 9 Ind. 10 Ind. 11 Ind. 12 Ind. 13 Ind. 14 Ind. 15 Ind. 16
1 27871,40 27560,94 27358,43 26715,60 26196,06 27730,96 26398,79 27499,54
2 20411,44 19060,27 19835,17 19934,92 19977,91 20445,03 18215,34 20580,98
3 15228,63 15439,51 16748,04 15834,00 19215,52 16515,81 15699,94 16054,41
4 14520,85 14601,18 15960,77 14154,41 18885,90 15926,20 14696,80 15539,74
5 13572,82 13805,58 15512,86 12657,45 18865,37 15396,99 14036,37 15419,11
6 13491,18 13767,37 15450,08 12563,41 18868,60 15211,69 13990,35 15416,86
7 13379,25 13763,98 15438,05 12491,90 18870,34 15197,71 13703,50 15418,28
8 13242,92 13721,40 15402,84 12463,74 18874,05 15138,52 13625,65 15374,18
9 13190,18 13695,33 15399,00 12454,09 18877,34 15139,54 13620,14 15363,38

10 | 13174,05 13688,20  15386,84 1243835  18881,57  15130,51  13602,49  15343,29
11 | 13171,28  13688,85 15384,43 1243908  18884,84 15123,35 13601,13 1534344
12 | 13172,03  13688,54  15385,45 12435,02  18888,12 1512518  13604,95 15342,46
13 | 13174,07  13690,59  15387,72  12436,78  18892,66  15126,82  13608,24  15346,08
14 | 13177,33  13693,36  15391,70  12439,64 1889722  15130,23  13610,38  15346,82
15 | 13181,20  13697,17 1539547  12443,39  18901,16  15134,28  13614,84  15351,26
16 | 13185,09  13700,04  15397,49  12447,38  18903,99  15139,16  13618,99  15355,56
17 | 13188,27  13704,25 1540059  12450,51  18909,44  15142,07  13621,83  15358,28
18 | 13191,70  13708,10  15405,74 1245445  18912,10 1514574  13626,53  15362,34
19 | 13196,61  13712,67  15409,88 1245824  18916,74  15150,62  13630,03  15367,31
20 | 13200,11  13716,88  15414,61  12463,05  18920,77  15154,66 1363532  15371,35
21 | 13203,63  13719,79  15418,51  12465,56 1892593  15159,07  13638,19  15375,68
22 | 13209,27  13724,30  15420,58  12470,60  18929,33  15163,56  13641,39 1537877
23 | 13211,52  13727,54  15425,87 1247420  18933,63  15166,62 1364645  15382,54
24 | 13217,05  13731,89 1542975  12479,33  18936,09 1517148  13651,51  15385,95
25 | 13219,64  13735,68  15433,29  12483,13  18941,48  15174,72  13653,74  15390,19
26 | 13224,65  13740,34 1543840  12487,19  18944,83  15178,89  13658,19 1539454
27 | 1322843 1374424 1544264  12489,99  18949,40  15183,24  13662,74  15398,66
28 | 13232,63  13748,34 1544502 1249453  18953,71  15186,79  13666,41  15403,72
29 | 13237,09  13751,02  15450,04  12498,93  18956,55  15190,73  13670,60  15406,39
30 | 1324148  13757,04  15454,74  12503,17  18960,54  15194,90 1367592  15409,96
31 | 1324552  13760,36  15458,10  12506,66  18963,68  15198,75  13679,53  15415,29
32 | 13248,73  13764,89  15462,06  12511,66  18968,64  15201,46  13681,10 1541914
33 | 13253,03  13769,06  15466,21  12514,37  18972,90  15206,01  13688,19  15423,88
34 | 13257,25 1377447 1547152  12517,94  18977,64  15211,55  13692,12  15428,10
35 | 13260,66  13775,85  15474,80  12522,79  18981,82  15214,27  13695,18  15431,34
36 | 13266,32  13780,42  15479,05  12527,02  18985,65  15218,80  13698,48  15434,71
37 | 13269,95  13786,41 1548228  12531,07  18988,12  15222,56  13701,79  15439,03
38 | 13272,27  13788,29 1548457  12532,54  18993,37  15226,97  13706,02  15442,81
39 | 13277,93  13793,16  15491,12  12537,87  18996,19  15232,22  13711,28  15447,60
40 | 13279,85  13796,60  15494,30  12543,29  19002,58 1523556  13716,76  15451,72
41 | 13284,53  13800,13 1549820  12548,07  19005,81 1524022 1371947  15456,65
42 | 13290,31  13804,92  15501,54  12550,50  19009,87 1524351  13722,98  15458,18
43 | 13292,93  13809,02  15506,83 1255550  19014,58 1524892  13726,79  15462,69
44 | 1329756  13813,48  15511,39  12559,22  19017,30  15251,10  13733,17  15466,63
45 | 13300,10  13816,75 1551506  12562,36  19022,12  15254,67 1373540  15470,47
46 | 13302,77  13820,39  15518,06  12566,88  19026,26 1525949  13738,61  15476,01
47 | 13308,72  13825,33  15523,92  12570,02  19027,33  15263,25  13743,34  15478,09
48 | 13314,33  13828,55  15526,05  12574,76  19033,88  15268,37  13747,98 1548311
49 | 1331828  13831,76  15531,24  12578,79  19038,64  15272,35  13751,82  15487,41

Fonte: Elaborada pela autora



B.2 Escolha dos Hiperparametros da Fungdo Covariancia 161

B.2 Escolha dos Hiperparametros da Funcao Covariancia

A matriz de covaridncia de um vetor aleatério muitas vezes nao é conhecida e
precisa ser estimada. A estimacao pode ser feita utilizando uma amostra da variavel

aleatoria multidimensional. A matriz de covaridncia amostral, dada por

¢ um estimador nao-viesado da matriz de covariancia populacional 3 (ANDERSON, 1958).

Em algumas aplicagoes tem-se o objetivo de encontrar a matriz de covariancia
ou matriz de correlagdo “mais préxima” para uma dada matriz simétrica (por exemplo,
da matriz de covaridncia amostral). Higham (2002) formalizou a nogao de proximidade
usando uma norma ponderada de Frobenius e forneceu um método para calcular a matriz

de correlagdo mais proxima.

Dada uma matriz simétrica arbitraria A € R™*", podemos calcular a distancia
v(A) = min||A — X|| : X é uma matriz de covariancia. (B.1)
O objetivo é encontrar a matriz A = [a;;] que atinge esta distancia minima, considerando
- 2 _ 2
a norma de Frobenius |[A|[% = 32,; |a].

Adaptando esta ideia para o nosso problema, precisamos encontrar a matriz de
covariancia [¥(0?)| definida em (4.10) que seja a matriz “mais proxima” da matriz de

covaridncia amostral. No nosso caso, a matriz [¥(o?)] ¢ dada por

(W (0?)][r, s] = vyexp (—W(zﬁr - t5)2> + 020y, (B.2)
para r,s = 1,...,K. Assim, o problema reduz-se em encontrar os hiperparametros
(60,0%) = (v, w,0?%) que minimizam a distincia entre a matriz [¥(c?)] e a matriz

de covariancia empirica. O problema torna-se entdo um problema de otimizacao e foi

resolvido utilizando uma fungdo de otimizagao (optim) do software R Core Team (2018).

Os valores de (8, 0%) = (1, w, 0?) obtidos para cada membro inferior de cada

individuo encontram-se nas Tabelas 32 e 33.
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Tabela 32: Valores dos hiperparametros 8 = (8, 02)" = (v, w,0?) da matriz ¥ para o
membro inferior dominante de cada individuo

Ind ‘ I w o?
1] 1,0648614 0,1090434  0,023988150
2 | 2,2720667 0,1000025 -0,009544393
31 0,9999890 0,1000000 -0,015356650
41 0,9999290 0,1000000 -0,014869060
51 0,9999624 0,1000000 -0,020151370
6 | 1,9999187 0,1118034 -0,018758600
7 10,9999847 0,1000000  0,022225670
81 0,9999519 0,1000000 -0,012512000
9| 2,7524430 0,1414355 0,008621248
10 | 1,0000121 0,1000000 -0,015489880
11 | 0,9999548 0,1000000 -0,018104410
12 1 0,9999434 0,1000000 -0,015229610
13 | 1,9999835 0,1414214  0,021407160
14 | 1,0000405 0,1000000  0,023924410
151 1,9999491 0,1118034  0,026397390
16 | 1,7492597 0,9944418 -0,010352850

Tabela 33: Valores dos hiperparametros 6 = (6, 0?) =

Fonte: Elaborada pela autora

membro inferior ndo dominante de cada individuo

(v, w,0?) da matriz ¥ para o

Ind ‘ yo w o?
1] 1,2281627 0,9954185  0,020731750
21 0,3641473 0,9685395 -0,009741480
31 0,9997759 0,9999898  0,011962470
41 0,8164508 0,9819623 -0,005532269
510,9999273 0,1118034 -0,012999530
6 | 0,9303341 0,9895713  0,004286722
71 0,9999809 1,0000005  0,020102570
81 0,7774421 0,9873846 -0,012869620
91 0,7846309 0,9663766  0,013165450
10 | 1,0000263 0,1000000 -0,018212550
11 | 1,0131084 1,0002502  0,021415450
12 ] 0,9263187 0,9939557  0,008149182
13 ] 2,7913730 1,0056142 -0,028212610
14 | 1,0519842 1,0013769  0,027085870
15 1 0,9983628 0,9993969 -0,010049540
16 | 0,9998637 0,9999923  0,021566660

Fonte: Elaborada pela autora
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APENDICE C - FIGURAS

Este capitulo é destinado a insercao de graficos que nao foram incluidos no texto
para que este nao ficasse muito extenso. Em geral, apenas os graficos correspondentes aos
12 individuo da amostra foi inserido no texto. Apresentamos nas secoes a seguir, alguns
desses graficos para os demais individuos. Na secao C.1 podemos conferir os graficos
com os dados dos individuos 2 a 16, objetos de estudo de todo o trabalho. A secao C.2
contém os graficos das estimativas a posteriori da curva média e a secao C.3 os graficos
das estimativas da média da distribuicao preditiva a posteriori, referentes ao modelo do
Capitulo 3. Na secao C.4 encontramos os graficos estimativas a posteriori da curva média
e a secao C.5 os graficos das estimativas da média da distribuicao preditiva a posteriori,
referentes ao modelo do Capitulo 4. As Segoes C.6, C.7 e C.8 trazem as ilustragoes das
bandas preditivas funcionais utilizando os métodos propostos nas Segoes 6.1.1, 6.1.2 e
6.1.3, respectivamente, considerando as amostras da distribuicao preditiva a posterior:

obtidas a partir do modelo do Capitulo 4.
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C.1 Graficos com os dados de cada individuo

Figura 54: Graficos com os dados de todas as passadas do 2° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

v

¥

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 55: Graficos com os dados de todas as passadas do 3° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

v

¥

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 56: Graficos com os dados de todas as passadas do 4° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

v

vt

Fonte: Elaborado pela autora




C.1 Grificos com os dados de cada individuo

165

Figura 57: Graficos com os dados de todas as passadas do 5° individuo

(a) membro inferior dominante

¥t
v

Fonte: Elaborado

(b) membro inferior ndo dominante

pela autora

Figura 58: Graficos com os dados de todas as passadas do 6° individuo

(a) membro inferior dominante

vt
¥

Fonte: Elaborado

(b) membro inferior ndo dominante

pela autora

Figura 59: Graficos com os dados de todas as passadas do 7° individuo

(a) membro inferior dominante

v
v

Fonte: Elaborado

(b) membro inferior ndo dominante

pela autora
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Figura 60: Graficos com os dados de todas as passadas do 8° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

¥t

¥

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 61: Graficos com os dados de todas as passadas do 9° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

vt

¥

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 62: Graficos com os dados de todas as passadas do 10° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

v

¥t

Fonte: Elaborado pela autora
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¥t

vt

v

(a) membro inferior dominante

v

Fonte:

Elaborado

(a) membro inferior dominante

¥

Fonte:

Elaborado

(a) membro inferior dominante

v

Elaborado

Figura 63: Graficos com os dados de todas as passadas do 112 individuo

(b) membro inferior ndo dominante

pela autora

Figura 64: Graficos com os dados de todas as passadas do 122 individuo

(b) membro inferior ndo dominante

pela autora

Figura 65: Graficos com os dados de todas as passadas do 132 individuo

(b) membro inferior ndo dominante

pela autora
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Figura 66: Graficos com os dados de todas as passadas do 14° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

¥t

¥

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 67: Graficos com os dados de todas as passadas do 152 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

vt

()

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 68: Graficos com os dados de todas as passadas do 16° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

v

¥t

Fonte: Elaborado pela autora
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C.2 Graficos com as estimativas a posteriori das curvas médias do Capitulo 3

Nesta secao, podemos visualizar os graficos com a estimativa a posteriori da curva
Y
média (ilustrada em preto) juntamente com a amostra de treinamento (em cinza) para os

individuos 2 a 16 referentes a subsecao 3.2.2 da pagina 53.

Figura 69: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 2° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

60
|
60

40

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 70: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 3° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 71: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 4° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 72: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 5° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 73: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 6° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

60
|
60
|

40
|
40
|

it)
il

20
|
20
|
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Figura 74: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 72 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 75: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 82 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 76: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 9° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 77: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 10° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 78: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 11° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 79: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 122 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 80: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 13° individuo

(a) membro inferior dominante
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Figura 81: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 14° individuo

(a) membro inferior dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 82: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 152 individuo
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Figura 83: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao Bayesiano do
Capitulo 3 para o 16° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

C.3 Graficos com as estimativas da média da distribuicao preditiva a posteriori do
Capitulo 3

Nesta se¢ao, temos os graficos com as estimativas da média da distribuicao preditiva
a posteriori (ilustradas em preto) juntamente com a amostra de teste (em cinza) para os

individuos 2 a 16 referentes a subsegao 3.2.2 da péagina 53.

Figura 84: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 2° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 85: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 3° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 86: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 4° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

()

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 87: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 5° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 88: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 62 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 89: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 72 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 90: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 8° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 91: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 9° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 92: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 10° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

()

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 93: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 119 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 94: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 12° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 95: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 13° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 96: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 14° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 97: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 15° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 98: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao Bayesiano do Capitulo 3 para o 16° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

C.4 Graficos com as estimativas a posteriori das curvas médias do Capitulo 4

Nesta secao, podemos visualizar os graficos com a estimativa a posteriori da curva
média (ilustrada em preto) juntamente com a amostra de treinamento (em cinza) para os

individuos 2 a 16 referentes a subsecao 4.3.2 da pagina 82.
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Figura 99: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 2° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 100: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 3° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 101: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 4° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 102: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 5° individuo

(a) membro inferior dominante

(b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 103: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 6° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 104: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 7° individuo
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Figura 105: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 8° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 106: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 9° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 107: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 10° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 108: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 112 individuo

(a) membro inferior dominante

(b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 109: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 122 individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 110: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 13° individuo
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Figura 111: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 14° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 112: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 15° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 113: Estimativa a posteriori da curva média do modelo de regressao funcional
processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 16° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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C.5 Graficos com as estimativas da média da distribuicao preditiva a posteriori do
Capitulo 4

Nesta sec¢ao, temos os graficos com a a estimativa da média da distribuicao preditiva
a posteriori (ilustradas em preto) juntamente com a amostra de teste (em cinza) para os

individuos 2 a 16 referentes a subsecao 4.3.2 da pagina 82.

Figura 114: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 22 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 115: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 3° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora



186 Capitulo C Figuras

Figura 116: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posterior:i do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 4° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 117: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 5° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 118: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 6° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 119: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posterior: do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 72 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 120: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 8° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

()

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 121: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 9° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 122: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 102 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 123: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 112 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 124: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 12° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 125: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posterior: do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 132 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 126: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 14° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 127: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posteriori do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 15° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Figura 128: Estimativa da média da distribuicao preditiva a posterior:i do modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 162 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

C.6 Graficos com as bandas preditivas da subsecao 6.1.1 para o modelo descrito
no Capitulo 4

Nesta secdo, temos os graficos com a banda preditiva funcional B!, juntamente
com a curva preditiva média a posteriori e a amostra de teste para os individuos 2 a 16

referentes a subsecao 6.1.1 do Capitulo 6 para o modelo descrito no Capitulo 4.

Figura 129: Banda preditiva funcional B! com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 22 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 130: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 3° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
—— Preditiva média a posteriori = —— Preditiva média a posteriori
Amostra de teste Amostra de teste
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 131: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 4° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 132: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 5¢ individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
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Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 133: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 6° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 134: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 7° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 135: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 8° individuo
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Figura 136: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 92 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
s —— Preditiva média a posteriori s —— Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 137: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 102 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
2 4 — Preditiva média a posteriori s — Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 138: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 11° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
2 4 — Preditiva média a posteriori 2 — Preditiva média a posteriori
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Figura 139: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 122 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 140: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 132 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B —— Banda preditiva funcional B
2 - —— Preditiva média a posteriori s 4 —— Preditiva média a posteriori
Amostra de teste Amostra de teste

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 141: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 14° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

—— Banda preditiva funcional B
2 —— Preditiva média a posteriori
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Figura 142: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 152 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
2 4 —— Preditiva média a posteriori s —— Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 143: Banda preditiva funcional B' com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 16° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

—— Banda preditiva funcional B* —— Banda preditiva funcional B*
—— Preditiva média a posteriori = —— Preditiva média a posteriori
Amostra de teste Amostra de teste
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Fonte: Elaborado pela autora

C.7 Graficos com as bandas preditivas da subsecao 6.1.2 para o modelo descrito
no Capitulo 4

Nesta secdo, apresentamos os graficos com a banda preditiva funcional B?, junta-
mente com a curva preditiva média a posteriori e a amostra de teste para os individuos 2

a 16 referentes a subsecao 6.1.2 do Capitulo 6 para o modelo descrito no Capitulo 4.
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Figura 144: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 2° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 145: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 3° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 146: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 4° individuo
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Figura 147: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 5° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 148: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 6° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B2 —— Banda preditiva funcional B2
s —— Preditiva média a posteriori s 4 —— Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 149: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 7° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

—— Banda preditiva funcional B2 —— Banda preditiva funcional B2
—— Preditiva média a posteriori s 4 —— Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 150: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 8° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 151: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 9° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 152: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 10° individuo
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Figura 153: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 112 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 154: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 122 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

—— Banda preditiva funcional B2 —— Banda preditiva funcional B2
—— Preditiva média a posteriori = —— Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 155: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 13° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B2 —— Banda preditiva funcional B2
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Figura 156: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 14° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 157: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 152 individuo
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Figura 158: Banda preditiva funcional B? com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 16° individuo
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C.8 Graficos com as bandas preditivas da subsecdo 6.1.3 para o modelo descrito
no Capitulo 4

Nesta se¢io, apresentamos os graficos com a banda preditiva funcional B® (depth
MBD), juntamente com a curva preditiva média a posteriori e a amostra de teste para
os individuos 2 a 16 referentes a subsecao 6.1.3 do Capitulo 6 para o modelo descrito no
Capitulo 4.

Figura 159: Banda preditiva funcional B® com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 22 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
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—— Preditiva média a posteriori —— Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 160: Banda preditiva funcional B com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 3° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante

—— Banda preditiva funcional B3 —— Banda preditiva funcional B3
—— Preditiva média a posteriori = —— Preditiva média a posteriori
Amostra de teste Amostra de teste
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Figura 161: Banda preditiva funcional B com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 4° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 162: Banda preditiva funcional B* com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 5° individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 163: Banda preditiva funcional B® com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 6° individuo
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Figura 164: Banda preditiva funcional B com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 72 individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 165: Banda preditiva funcional B® com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 8° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B3 —— Banda preditiva funcional B3
s —— Preditiva média a posteriori s 4 —— Preditiva média a posteriori
Amostra de teste Amostra de teste
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 166: Banda preditiva funcional B® com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 9° individuo
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s —— Preditiva média a posteriori
Amostra de teste

—— Banda preditiva funcional B3
—— Preditiva média a posteriori
Amostra de teste

60
|

40
|
40
1

y()

20
20
1

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 o.8 1.0

Fonte: Elaborado pela autora



204

Capitulo C Figuras

Figura 167: Banda preditiva funcional B com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 102 individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 168: Banda preditiva funcional B* com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 112 individuo
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 169: Banda preditiva funcional B® com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 12° individuo
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Figura 170: Banda preditiva funcional B com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 132 individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B*® —— Banda preditiva funcional B
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 171: Banda preditiva funcional B® com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 14° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B3 —— Banda preditiva funcional B3
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 172: Banda preditiva funcional B® com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 15° individuo

(a) membro inferior dominante (b) membro inferior ndo dominante
—— Banda preditiva funcional B3 —— Banda preditiva funcional B3
2 4 — Preditiva média a posteriori 2 — Preditiva média a posteriori
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Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 173: Banda preditiva funcional B com 95% de credibilidade para o modelo de
regressao funcional processo Gaussiano Bayesiano do Capitulo 4 para o 162 individuo
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Fonte: Elaborado pela autora
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