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Resumo

Neste projeto foi realizado um estudo sobre controle da dindmica de condensados de Bose-
Eintein unidimensionais de gases atomicos dilutos através do desenvolvimento e aplicacao
de técnicas sobre sistemas que possam ser descritos pela equagao de Gross-Pitaevskii. Foram
construidos codigos numéricos capazes de obter estados e energias da hamiltoniana nao
linear caracteristica do condensado, bem como simular a dindmica do mesmo dirigido por
campos externos. Deste modo, foi possivel a observacao do comportamento do condensado
sob diversas formas de campos moduladores, os mesmos sendo do tipo modulador de
armadilha ou do comprimento de espalhamento. O objetivo dessa andlise é investigar a
combinacao de modulagoes de naturezas diferentes para induzir uma transicdo de estados
desejadas, de maneira a formar condensados em modos topolédgicos, através da interferéncia
das amplitudes desses dois caminhos de transicdo. Observamos que a modulacao dupla é
capaz de dirigir a transi¢do desejada em um tempo menor que sob o uso de uma modulagao
individual sem perda significativa de atomos durante a aplicacao dos campos, e apresenta
uma resposta interessante a diferenca de fase entre os campos, modulagoes de frequéncias
bem como atraso de campos, de tal forma que a transicao desejada possa ser submetida
a diversas possibilidades do Controle Coerente. Interferindo as amplitudes de transicao
originada pelos dois campos, pode-se reduzir tempo de transicao, controlar a fragao de
atomos que sera migrada, bem como interromper a transicdo sem que seja necessario

desligar os campos.

Palavras-chave:Condensado de Bose-Einstein. Equacao de Gross-Pitaevskii. Controle

Coerente.






Abstract

In this project were carried out a study on dynamics control of one dimensional Bose-
Einstein condensates of dilute gases by development and application of techniques on
systems that are described by Gross-Pitaevskii equation. Were built numeric codes able
to return states and energies of condensate nonlinear hamiltonian and also simulate
the dynamics of this one when driven by external fields. Therefore, it was possible the
observation of condensate behavior under several shapes of space-temporal modulating
fields, that are divided in two classes, the first one, the trap modulating, and the second
one, the scattering length modulating. The objective of this analysis is to investigate the
different natures modulations combined to induce target transitions, in order to built
condensates in topological modes by amplitude of the two pathways interference. We
noticed that the double modulation can drive the desired transition in a shorter time than
only one modulation without significant loss of atoms during fields action and it presents
a interesting response to fields relative phase , frequency modulation and fields dalay, in
such a way that target transition can be submitted to different ways of Coherent Control.
It can reduce the time of transition interfering fields and can control the fraction migrated,

such as to interrupt the process without the need to turn off the fields.

Keywords: Bose-Einstein Condensate. Gross-Pitaevskii Equation. Coherent Control.
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1 Introducao

Um aspecto que surge ao se aprofundar em sistemas quénticos complexos é o desafio
de controla-los (BRIF; RABITZ, 2010; RABITZ R. DE VIVIE-RIEDLE; KOMPA, 2000),
uma tal tarefa, se realizada, permite conduzir o sistemas a determinados estados quanticos,
e ainda governar reagdes quimicas (KREMS, 2010; ZARE, 1998). Dirigir esses fendmenos
se tornou possivel a partir do advento de técnicas de excitagdo e confinamento de sistemas
através de pulsos de laser (BuCKER et al., 2011; FRANK et al., 2014; SHI; RABITZ,
1990), tornando-se assim factivel guiar a evolugao dindmica de um sistema quéntico. Dirigir
sistemas dinamicos a estados alvos pode demandar um grande esforco técnico para levar
uma fracao significativa do nimero de atomos inicial. H4 portanto, configuragoes de campos
externos que podem auxiliar nesta tarefa, tais como Controle Coerente (GORDON;, 1997),
no qual se explora o fenomeno de interferéncia entre amplitudes de caminhos de transicao
diferentes. Um tal controle pode ser realizado através da modulagao das frequéncias de
oscilagao e diferenca de fase entre os campos envolvidos para aumentar a populacao do
estado desejado. Tais técnicas vém sendo aplicadas no contexto de formacao moléculas
frias e ultrafrias por fotoassociacao (KOCH; SHAPIRO, 2012; LIMA, 2017). Aos controles
também podem ser incorporadas técnicas de otimizacao (JAGER et al., 2014; PEIRCE;
RABITZ, 1988; HOHENESTER et al., 2007; HOHENESTER, 2014; HOCKER; RABITZ,
2016), para que a performance da transi¢ao possa ser controlada sem um grande custo
energético associado aos parametros envolvidos, tais como amplitude e o tempo que um

pulso deve permanecer ligado para catalisar a formacao desejada.

O grau de complexidade do problema pode aumentar consideravelmente quando a
hamiltoniana envolvida nao é linear, e entramos numa classe de sistemas em que temos
de resolver uma equacao de Schrodinger nao linear. SCondensados de Bose-Einstein
incorporam situacoes realistas em que a nao-linearidade se faz presente, constituindo um
contexto ideal para aplicacdo do estudo do controle, uma vez que condensados ja fazem
parte dos fendmenos que ja sao factiveis em laboratorios e ja se completam mais de duas
décadas da criacao do primeiro condensado em gases atomicos dilutos (ANDERSON et
al., 1995; DALFOVO et al., 1999). Condensados de Bose-Einstein em gases dilutos podem
ser estudados considerando a interacao de contato entre os atomos, e utilizando teoria de
campo médio, que simplifica o problema de muitos corpos ao estudo de uma tinica func¢ao
média que representa o condensado inteiro, o chamado estado coletivo, ou fun¢ao de onda
macroscopica. Um tal tratamento conduz o problema a uma equagao de campo médio
que dirige a nuvem bosdnica, chamada equacao de Gross-Pitaevskii (PETHICK, 2002),
que é uma equacao de Schrodinger com termo de nao-linearidade advindo da interacao

dos atomos. A mesma é capaz de descrever as propriedades do gas a temperatura 7" = 0,



22 Capitulo 1. Introducio

permitindo extensoes para descrever também efeitos térmicos. Uma maneira de resolver
numericamente essa equagcao ¢ escrever o operador evolugao em uma série de polinomios,
a escolha destes serd mediante sua conveniéncia. E conhecido que caracteristicas tais
que retornem uma rapida convergéncia, assim como uma queda exponencial dos erros
associados com o niimero de termos da série sao satisfeitas pelos polinémios de Chebyshev
(TAL-EZER; KOSLOFF, 1984). Optando por tal espécie de polinémio, o problema deve
ser mapeado em uma grade de valores formada pelos chamados pontos de Chebyshev, que
também pode ser construida com um nimero modesto de pontos. Além de ser possivel
simular a evolugao temporal da funcao de onda. Se for feita a evolugdo no tempo imaginario,

ainda se pode determinar os autoestados da hamiltoniana.

Em um sistema de tal tipo, o controle quantico pode assumir o papel de conduzir
a funcdo de onda macroscépica do condensado em transigoes entre estados estacionarios
nao-lineares da hamiltoniana (HOCKER; RABITZ, 2016). Tarefa que pode ser realizada
através de modulagoes do campo externo sobre a armadilha confinadora do gas (YUKA-
LOV; BAGNATO, 1997; COURTEILLE; YUKALOV, 2001; YUKALOV; BAGNATO,
2002; YUKALOV; YUKALOVA, 2004), mas também sobre a amplitude do termo de
nao-linearidade (RAMOS et al., 2008; RAMOS; BAGNATO, 2012; RUSSEL; RABITZ,
2018; HOCKER; RABITZ, 2016; MEWES et al., 1996; POLLACK et al., 2010; DALFOVO;
PITAEVSKIIL, 1997; HOHENESTER et al., 2007), permitindo guiar a dindmica do conden-
sado. Determinados os estados inicial e alvo, ambos autoestados da hamiltoniana, é possivel
promover uma transi¢ao através de campos ressonantes, isto ¢, campos com frequéncia
muito préxima a frequéncia de transigao entre tais estados (YUKALOV; BAGNATO, 1997;
RAMOS et al., 2008; RAMOS; BAGNATO, 2012). Os casos que este projeto se propoe a
estudar sao as armadilhas harmonicas e anarmonicas, sob o controle de campos ressonantes
como moduladores, sendo do tipo que modula a armadilha (YUKALOV; BAGNATO, 1997)
ou do tipo que modula o comprimento de espalhamento (RAMOS et al., 2008; RAMOS;
BAGNATO, 2012). E em especial, o foco é aprofundar o conhecimento sobre o controle de
modulac¢ao dupla ambos na mesma frequéncia em torno da ressonancia, e observando o
impacto da diferenca de fase entre esses campos, configurando portanto, uma oportunidade

para estudar o controle coerente no contexto de condensados de Bose-Einstein.

Organizamos este texto fazendo inicialmente uma breve revisdo de conceitos sobre
a natureza dos bdsons, uma explicagao do fendmeno de condensacao dessas particulas
quando nao interagem 2, seguido de uma introdugao ao problema interagente, bem como a
deducao da equacao de Gross-Pitaevskii no capitulo 3. Introduzimos em 3.5 as condi¢oes
de confinamento que podem tornar um condensado alongado em uma direcao, tal que
possa efetivamente ser descrito por um modelo unidimensional. Expomos as condigoes
envolvidas na transicao entre estado coerentes sob influéncia de campos ressonantes 4,
moduladores da armadilha e do comprimento de espalhamento. . O tratamento tedrico

¢é estendido ao controle coerente de condensado no capitulo 6, o qual se aprofunda nas
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condigoes de configuracao entre os dois moduladores usados em conjunto, observando a
coeréncia e impacto de fase entre os campos para aumentar a probabilidade de excitar um
determinado estado estacionario da hamiltoniana nao-linear. Conhecida a hamiltoniana que
dirige o condensado, em 5 nossos esforcos se voltam para métodos numéricos embasados
nos polinémios de Chebyshev para propagacao da funcao de onda. Apresentando o caso
dindmico, para fun¢ao de onda que evolui no tempo (TAL-EZER; KOSLOFF, 1984), e o
caso independente do tempo (KOSLOFF; TAL-EZER, 1986), através do qual podemos
determinar os autoestados, energia e potencial quimico correspondentes. Em seguida o foco
do trabalho se volta para um estudo tedrico do controle coerente, e impacto da fase ainda
neste contexto de poucos niveis envolvidos e sob analise de aproximacoes perturbativas
para investigar impacto da fase sobre a dindmica de populac¢oes. E como ultimo tépico,
apresentamos no capitulo 7 os resultados das aplicacoes dos métodos levantados nas
secOes anteriores, obtendo assim a fungao de onda do estado fundamental e primeiros
estados excitados, e autoenergias correspondentes para diferentes intensidades do termo
de nao-linearidade. Apresentamos evolucao temporal da funcao do condensado dada uma
mudanga busca no comprimento de espalhamento, os impactos de campos externos sobre a
dinamica, e especializamos o estudo no casos de modulacao dupla, observando introduzindo
diferenca de fase entre os campos proximos da frequéncia de ressonancia caracteristica da
transicao desejada, com o fim de utilizar a interferéncia entre os campos para controlar a

dinamica de populacoes.
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2 Condensado de Bose-Einstein Nao-

Interagente

Um sistema quéntico de particulas descrito por uma fungao de onda esta sujeito a
efeitos do spin sobre a estatistica quantica. Particulas de spin inteiro retornam uma funcao
de onda simétrica sob permutagao de posigao entre pares de particulas (TOMONAGA,
1997). Uma vez que uma particula tenha spin inteiro, classificamos este como béson. Se
temos um sistema de N bdsons, o seu comportamento ¢ traduzido na paridade fungao de
onda ¥ (2.1).

\Ij(r})...’ﬁ’...jr_‘;’...77‘7\[):_i_\]:/(r_i,...?r;,...’ﬁ’...’ryv) . (21)

Sendo o sistema livre de campos externos e nao interagente, observamos que no caso de

uma unica particula a hamiltoniana tem a forma (2.2).

H=—-_—V*, (2.2)
que deve satisfazer a equagao de Schrodinger (2.3).
H (7) = e (7) | (2.3)

cuja solugdo é o conjunto de autofungoes da forma (2.4).

ik.7
L e
com autoenergia (2.5).
hk?
= —— 2.5
€L 2m 5 ( )

Se forem impostas condigoes de contorno, os estados acessiveis ao sistema serao distribuidos
em energias discretas {¢;}. Desta maneira, um estado quantico do sistema de muitas
particulas pode ser descrito por um conjunto de nimeros {n;}, tais que informem o niimero
de particulas que ocupam cada autoenergia ¢; da hamiltoniana do sistema. Visto que as
particulas quanticas sdo indistinguiveis, importamo-nos apenas com a distribuicao dessas
em relagao aos autoestados possiveis. Desta maneira a energia e o niimero de particulas

total do sistema E e N, respectivamente sao (2.6) e (2.7).

N=>n. (2.7)



26 Capitulo 2. Condensado de Bose-Finstein Nao-interagente

Descrito desse modo, temos todas informagoes que precisamos, uma vez que nos interessa
apenas o nimero de particulas e as energias acessiveis. Caso desejemos trabalhar com um
formalismo que permita que o numero N de particulas possa flutuar, basta-nos considerar
um ensemble grande-canénico (HUANG, 1987; PATHRIA, 1996). Em tal ensemble, se

assumirmos e (@ ~1) < 1, teremos (2.8)
—Yin 1Pl (2.8)

sendo p o potencial quimico do sistema e = a funcao de particdo grande-canonica. A
distribuicao de Bose-Einstein que caracteriza essa estatistica se traduz na ocupagao média

(n;) de um orbital i (2.9).
1

<nl> - eﬁ(ei*,u) —1 ’ (29)
E desta maneira, considerando (2.6), (2.7) e a distribuicao (2.9), somos capazes de
expressar o numero de termodinamico de particulas N e a energia interna E do sistema,

respectivamente em (2.10) e (?7).

N = Z T (2.10)

E = Z e T (2.11)

Expressoes tais, sdo possiveis apenas quando a energia ¢; do orbital é maior que o potencial
quimico p. Como a energia do estado fundamental pode ser escalada como zero, fica
claro que o potencial quimico necessariamente deve ser uma quantidade negativa. Se a
temperatura for reduzida, o potencial quimico pode aumentar, até que a uma temperatura
critica T,, o potencial quimico se torne nulo. E quando esse nao pode ser maior que zero,
conforme a temperatura for reduzida abaixo de T, o mesmo se mantém nulo. Significando
entdo que nessas condigoes o sistema nao gasta energia para popular o estado fundamental.
Sendo as temperaturas baixas, os bésons que ocupam orbitais mais energéticos poderao
passar a ocupar espontaneamente o orbital fundamental, gerando assim uma ocupagao
macroscopica de tal estado. Podemos observar isto matematicamente, pois note que usando
(2.10), o nimero Ny (2.12) de particulas no estado fundamental, cuja energia ¢ ¢; = 0, fica

(2.13).
1

No=—— .
07 e Br—1

(2.12)

E no limite em que o potencial quimico vai a zero vindo de valores abaixo de zero

lim Ny — oo, (2.13)
pn—0—

corroborando que ocorre uma ocupacao macroscopica do estado fundamental. Quando uma
fragao efetiva dos bosons do sistema ocupa um tnico estado de uma particula, chamamos

o fendmeno de Condensacao de Bose-Einstein.
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3 Equacao de Gross-Pitaevskii

3.1 Teorema Variacional de Bogoliubov

Existem inimeros problemas na fisica, mas ha solugdes analiticas para apenas uma
pequena e privilegiada classe de problemas que sdao os modelos mais simples para descrever
sistemas. O que se faz é tentar modelar problemas mais realista a esses modelos ideais. E
quando isso nao é possivel uma outra forma de abordar o problema é perturbativamente,
isto é, dado um sistema bem conhecido e solivel, considera-se um sistema mais sofisticado
como se fosse uma pequena perturbacao do sistema soltivel. E a solucao desse novo sistema
serd baseada em aproximagoes em torno da solucao do primeiro, que chamamos sistema

nao-perturbado.

Precisamos saber quais parametros introduzir na hamiltoniana perturbada de
maneira a melhor representar as caracteristicas do problema. Observaremos aqui um
critério para escolha de pardmetros, este estd pautado no teorema de Bogoliubov (CALLEN,
1985).

Considere um sistema caracterizado por uma hamiltoniana H que dependa do
parametro que impomos A. Tal hamiltoniana é escrita também em termos de uma hamil-
toniana nao-perturbada Hy, isto é, referente a um sistema soluvel, o qual em certa medida

¢ um sistema mais simples que o trabalhado. Definimos a hamiltoniana (3.1):
H(\) = Hy+ \H, (3.1)

Chamamos H(A) de hamiltoniana perturbada, e H; de termo perturbativo. Ao pardmetro
A estd associado a magnitude que separara o sistema solivel do sistema em questao. A
fungao de partigdo canonica Z associada as energias caracteristicas E; (HUANG, 1987;
PATHRIA, 1996) é (3.2)
Z\) =Y e W (3.2)
j

e em termos da hamiltoniana (3.1) fica (3.3).
Z\) =Y e PHN (3.3)
A energia livre de Helmholtz F'(\) canonica (HUANG, 1987; PATHRIA, 1996) sendo (3.4).
F(\) = —;ln (Z(N)) . (3.4)

No nosso problema se torna (3.5).

F\) = —;ln (Z e"BH(’\)) =In [Tr (e"BH(’\))] (3.5)
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e repare que aqui usamos uma propriedade de trago (Tr) de matriz, visto que as hamilto-
nianas que trabalhamos em mecanica quantica sao na verdade operadores hamiltonianos,
0s quais recorrentemente representamos com matrizes. E quando calculamos o Trago de
alguma matriz estamos somando os autovalores da mesma. Estudemos agora qual a relagao
da energia livre com o parametro A que impomos no sistema, que a principio nao temos
informacao alguma. Calculando a primeira derivada de F' com relacao a esse parametro,

obtemos (3.6).
dF 1 —fBTr(H)e PHW

D TF Tepmey) &0
E sua segunda derivada é (3.7).
d*F : 9
o = B [(?) = ()]
= —B((H — (H))*)
= —fo? (3.7)

2 a varidncia da varidavel H;. Dado

1
kpT’

fator de escala de Boltzman) é imediato de (3.7) que F' satisfaz (3.8) para todo A.

Sendo os valores esperados representados por (), e o

que a varidncia sempre é positiva e que 5 é um nimero positivo (5 = kp sendo o

EF(N)

—e <0 (3.8)

Revelando que a energia livre é uma func¢do concava do parametro A, e mais, F'(\) estd

abaixo da reta tangente de F' no ponto A = 0, isto ¢é, satisfazendo

F(\) < F(0) + A(ﬁ) ) (3.9)

e recorde de (3.6) que % é o valor esperado de H;, assim obtemos
F(X) < F(0) + AX(H1),_gcondic002 (3.10)
e tomando especificamente o valor A = 1, segue o resultado
F(\) < F(0) + (Hi) g » (3.11)

note que F'(0) é a energia livre do sistema nao-perturbado. Chamamos (3.11) de Inequacao
de Bogoliubov, esta diz que a energia livre do sistema perturbado é menor ou igual a
energia livre do sistema nao-perturbado somado ao valor esperado do termo perturbativo
no ponto A = 0. Deseja-se que essa soma seja a menor possivel para que F' esteja o mais
préximo deste valores e a aproximacgao F' =~ Fy + (H;), seja boa. Portanto o critério de

escolha do parametro é justamente esse, devemos escolher o pardametro que minimize
Fo + (Hy),.
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Podemos escrever a energia livre do sistema nao-perturbado na forma (3.12) (HU-
ANG, 1987; PATHRIA, 1996) (o indice 0 é usado para as propriedades referentes ao

sistema nao-perturbado ).
Fo=Uy—TSy = (Hp)y — TSy (3.12)
sendo U e S energia interna e entropia. E em (3.11) retorna (3.13).
F < (Hy) — TSy + (Hy)y < (Ho + Hy)y — TSy < (H), — TSy (3.13)

o que revela que nesse método devemos buscar minimizar a energia livre do sistema
(CALLEN, 1985; KUZEMSKY, 2015) que chamamos nao perturbado em relagdo ao
parametro que escolhermos, e desta maneira poderemos obter uma aproximacao mais

realista para o sistema.

3.2 Condensado Interagente

Introduzamos agora uma hamiltoniana mais geral (3.14), capaz de descrever um

sistema de bdsons sujeitos a um campo externo e também a interacao entre pares de
particulas (PETHICK, 2002; ANNETT, 2004; ROGEL-SALAZAR, 2013)

A 1NN
H=) 5=+ Ueat(%) + DD Vi (I —75]) | (3.14)
o1 \2m 24 J#i

sendo U.,;; um potencial externo associado a uma possivel armadilha confinadora do gas, e
Vine um potencial de interacao entre pares de bdsons, que podemos modelar como sendo

do tipo local, isto é, interacao de contato

47h?
m

Vine (|75 — 75]) = ad® (rk —175) (3.15)

com a sendo o comprimento de espalhamento, que mede a intensidade da interagao, e

ainda sua natureza. Se a < 0 a interacdo é atrativa e quando a > 0 a interacao é repulsiva.

Dada a complexidade do termo de interacao, que se soma par a par, podemos
fazer aqui uma aproximacao de que a funcao de onda do sistema possa ser escrita como
o produto simétrico de fungdes de onda idénticas de cada particula (PETHICK, 2002;
ROGEL-SALAZAR, 2013), isto é

W (73 %) = 0 ()0 (%) = [0 () (3.16)

tal aproximacao é o que chamamos de aproximagao de campo médio (CALLEN, 1985;
KUZEMSKY, 2015), visto que cada particula interage com todas as demais como se,

individualmente, contribuissem igualmente. E o problema de muitos corpos se reduz ao
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estudo da funcdo de onda de uma particula. Com tal aproximacao, é como se todos
os bésons estivessem no mesmo estado de particula tnica (7). A fungdo de onda se
comporta como uma funcao média que camufla os efeitos de correlacdo quando os atomos
estao préximos. Chamamos tal funcao de parametro de ordem do sistema, ou até mesmo
funcao de onda do condensado. E sendo uma aproximacao dessa natureza, acaba por nao
contabilizar os atomos que que visitam estados excitados de energia, portanto, na pratica o
numero de atomos no estado 1 acaba por ser menor que N. Mas para que tal aproximagao
seja boa o suficiente é necessario que o géas tenha baixa densidade, a interacao sendo de
natureza repulsiva é um fator que permite que se considere o gas diluto. Para que nos
asseguremos que o modelo ird representar o condensado deveremos minimizar a energia
livre. Sendo o parametro de minimizagao justamente a funcao de onda, pois desejamos que
o sistema se encontre no menor estado coletivo de energia, isto é, no estado fundamental,

o que de fato caracteriza o condensado.

Precisamos determinar a energia livre, e sendo esse um sistema fluido, a energia

livre é o potencial termodinamico de Helmholtz
F(y) = B(V) — pN = (¥ |H| @) — 1 (9]¥) . (3.17)

E normalizamos o problema definindo (V|¥) = 1. Explicitamente, a energia £ = (V|H|V)
se torna (3.18).

- [ ar [—th (7) V20 (7) + NUpe (7) 6 (7)) + ;gzvzrww] RNERES

E por sua vez a energia livre de Helmholtz F'(¢) se torna (3.19).
2
Fw)= " /d P (7) V2 () + N[ 470 (7) U ()6 (7
4 2\
+ogN(N = 1) [arte ()1 = ([ arte ) (3.19)

com g = aﬁ Obtida a energia livre em func¢ao do pardmetro, que no caso ¢ a funcao de

onda 1), devemos encontrar a condi¢ao que tal fungao deve satisfazer para que a energia
livre seja minimizada com relagado ao parametro de ordem 3.1, e portanto retorne uma
equacao que descreva o condensado. O procedimento padrao para minimizagao é impor a
condicao de extremizacao (3.20) (ROGEL-SALAZAR, 2013) que podemos calcular em
relagao a ¥* para obter uma relacao em termos de v, uma vez que consideramos tais
funcoes independentes no calculo da derivada funcional

oF

o*

Considerando o nimero de particulas grande (N >> 1), somos capazes de obter a

0. (3.20)

expressao

K_j;vz U (fv) T gNJ W] U () = o (7) | (3.21)
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que chamamos equacao de Gross-Pitaevskii (ANNETT, 2004; PETHICK, 2002; ROGEL-
SALAZAR, 2013) (ou pelo acronimo GPE, fazendo referéncia as iniciais do termo em
lingua inglesa). E devido ao termo ndo-linear g|¢)(7)|* , alternativamente chamamos (3.21)
de equagao de Schrodinger nao-linear, visto que o hamiltoniano no lado esquerdo de (3.21)
depende da propria funcao de onda. Uma tal equacao independente do tempo reflete nos
estados estacionarios do condensado. Uma tal equagao ainda possibilita que se determine
a forma explicita do potencial quimico, que pode ser encontrada multiplicando (3.21) por

Y* () e integrando no espaco

o= /df [—ZZW (7) V2 (7) + NUear (7) [0 (M) + gN?Jp ()] (3.22)

Podemos pensar agora no problema dependente do tempo, esperando assim contemplar
a evolucao dinamica da func¢ao de onda do condensado, que possa flutuar em relacao ao
estado fundamental. Posto isso a equagao de Schrodinger que temos de resolver num tal
sistema ¢

H (), 7 t) (7 t) = m(%a(?t) .

Obtemos aqui a equagao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo (ROGEL-SALAZAR,
2013)

(3.23)

h? o (7,
T (1) U (P 70 + gl ()P 0y = in 220D (g

Assim, para que seja consistente com a forma estaciondria (3.21), é necessario que a
fungdo de onda tenha dependéncia temporal da forma 1 (7, t) = e~*#*/" (PETHICK, 2002).
Tornando assim a equacao estacionaria um caso particular da equagao de pendente do
tempo (3.24). Neste caso dindmico a equacao que iréd dirigir a evolu¢do do condensado
de tal maneira que minimize a energia sera o vinculo que minimize a agao S, isto é, o
principio da Minima Acao

05 =0. (3.25)

E importante ressaltar que obtivemos uma descricao do condensado interagente através de
um campo classico em uma aproximacao de campo médio, mas discutiremos posteriormente
no capitulo 4 que a equacao de Gross-Pitaevskii pode ser vista como uma equacao exata

no contexto da segunda quantizagao, e a fungao ¢ como um campo coerente.

3.3 Gas Uniforme

Podemos trabalhar com a hipotese de um gés uniforme de bésons de tal maneira
que se estiverem contidos em uma nuvem de volume Vol, a energia de interacao por par
de bosons sera
(3.26)
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E se temos um estado coletivo de N bodsons, a energia total serd a energia por par
multiplicada pelo nimero de pares nesse sistema. Como temos N bdsons, teremos por sua
vez N/2 pares, mas N — 1 maneiras de formar pares. Logo o ntimero total Ny de pares

que deve ser considerado é

Ny = (N — 1)];[ : (3.27)
A energia total do sistema serd entao
E= N<]2Vv_oz1>g (3.28)
E para N grande (N >> 1), segue
E = ;Voang , (3.29)

com n = N/Vol sendo a densidade de b6sons na nuvem. Aqui podemos usar o conceito de
funcao de onda do condensado, neste caso consideramos que o estado é coletivo e abriga
todos os bdsons num mesmo estado de uma particula, passando a denotar a funcao de

onda por uma normalizacdo que subentende que os N bodsons estao no mesmo estado
(F) — N2 () (3.30)
E a densidade n de particulas podera ser escrita como

n =y (7). (3.31)

Assim definida, o niimero total de particulas no sistema sera N

N= /dfw Gl (3.32)

Num gés uniforme a fun¢do de onda é a mesma em todo a nuvem (e podemos desprezar
variagoes da mesma), e se esses bésons sao livres, na equacao de Gross-Pitaevskii (3.21)

obtemos
gl ()0 (7) = e (7) (3.33)
que retorna
fL=ng, (3.34)

potencial quimico que caracteriza uma nuvem uniforme. E se recordarmos a defini¢ao

termodinamica dessa propriedade

= (3.35)

Considerando n = N/V e a energia (3.29), aplicando a derivada em (3.35), podemos
constatar que concorda com o que obtivemos em (3.34), mostrando a consisténcia da

aproximagao uniforme.
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3.4 Aproximacao de Thomas-Fermi

No caso de um grande niimero de bdsons na nuvem, podemos analisar qual termo é
mais efetivo na energia. Observe a expressao da energia do condensado (3.18), se pensarmos
numa densidade E/N podemos observar que ainda resta um fator N no termo de interacao
(termo quartico na fungao de onda), portanto quando temos uma nuvem bastante populada,
isto é, um grande nimero de bdsons, esse termo tende a se destacar em relagao ao termo
cinético de maneira que possamos desprezar a energia advinda desse termo. E na equacao

de Gross-Pitaevskii (3.21), teremos
U (") + gl (I & (7) = o (7) (3.30)
do qual obtemos potencial quimico, se recordarmos n = |1 (7)|*
pw=ng+U(F) . (3.37)

E nesta andalise podemos ainda determinar a funcdo de onda homogénea, uma vez que por

(3.36) segue

o (P2 = “‘gU” , (3.38)

na regiao onde o lado direito de (3.38) é negativo, a fungao de onda esta fora da nuvem e

nao existe, e no caso de ser positivo temos a solugao

U (r) = \/“_;j(ﬂ : (3.39)

Nas bordas da nuvem temos 1) = 0, e nesta condi¢ao o potencial quimico é

w="U(T) . (3.40)

3.5 Condensados Unidimensionais

Em uma primeira analise de condensados, para consolidacao de modelos numéricos
que serao utilizados, é viavel tratar inicialmente o sistema o mais simples possivel, isto
¢é sistemas unidimensionais, uma vez amadurecida a aplicacao dos métodos, seria mais
simples uma extensao do estudo e dos modelos de excitacao do condensado para casos em
duas e trés dimensoes. Contudo, embora a primeira motivacao de tratar sistemas 1D seja
a simplicidade, é factivel em laboratorio a construcao de condensados alongados em uma
dimensao, conhecidos como condensados em forma de charuto. Introduzimos nesta secao
uma espécie de armadilha que simule um tal tipo de confinamento que torne o sistema
aproximadamente unidimensional e destacamos quais propriedades devem ser satisfeitas

para que a aproximacao seja efetiva. Vamos supor um potencial externo confinador da
forma (3.41) (KAMCHATNOV; SHCHESNOVICH, 2004)
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Utrap = % (wixz + Wiy’ + ijQ) . (3.41)

E consideremos uma simetria tal que as frequéncias nas direcoes y e z sejam iguais 3.42
Wy =W, =W, . (3.42)

Agora vamos considerar uma situagao em que tenhamos a frequéncia definida em 3.42
expressivamente maior que a frequéncia na dire¢do = (w; >> w,). E esperamos que num
tal limite possamos separar a fungdo de onda v (z) em coordenadas radiais p e z, e ainda
considerar que a evolugao temporal causa excitagoes efetivas apenas na dire¢ao x, uma vez

que a maior frequéncia na diregao radial mantém a energia em equilibrio, conforme (3.43)

Y (z,t) =Y (p,x,t) =u(p)d(z,t) . (3.43)
Definindo o laplaciano nas diregoes y e z como (3.44)

, O 0

ViT o ta

(3.44)

podemos substituir u e ¥ na GPE (3.24) e multiplicar por 9¥*, levando-nos a (3.45)

Lo R 1, - 2
ot 2moa? ' 2 = 4
oy~ omagz T gt + gl ul + rpd ) ful” =0, (3.45)

na qual supomos u solugao do oscilador harménico bidimensional (3.46)

n? 1
—%Vi + imwiﬁu = KplU , (3.46)
com solugdo (3.47)
u(p) = (ii;) e (3.47)

Podemos multiplicar (3.45) por p e integrar em tal varidvel, em seguida normalizar a equagao
pela integral em p de p|u|2, de maneira que tenhamos uma equagdo com dependéncia
apenas = ¢ t (3.48)

09 h* 0%

: I 2
ih % 2m 92 + 5 MWy ® VU + gC|Y|"0 + K0 (3.48)

com a constante C' sendo dada por (3.49)

_ fdﬂﬂ|u|4 _ lme

_ 3.49
Jdpplul* 2 wh (3:49)

Se for feita uma mudanca de varidveis (3.50)

O (x,t) = (z,t) e "t/M (3.50)
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Obtemos uma forma da GPE em uma dimensao (3.51)

0 t h? 92 1
ihw(g?) - _ngg’) + 5’”“’3%2@& (z,1) + ginlY (=, 1) ¢ (2,1) (3.51)

com fator de nao linearidade definido como g;p = C'g. Para fins de simplificacdo da notagao
iremos adotar deste ponto em diante gy como sendo o fator de nao linearidade do problema
1D, e a frequéncia w subentendida como a frequéncia da armadilha na direcao x. Fixado
isso, a equacao de interesse se torna (3.52)

o (z,t) h? 0% (z,t) 1

+ —mw?z* Y (x,t) + go|v (, t)|2¢ (x,t) . (3.52)

ACI
! ot 2m  Ox? 2

o que abre passagem para outras escolhas de potenciais externos U (z,t) além do caso

harmonico, tais que funcionem como armadilhas que confinem o gas.
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4 Modos Coerentes

Obtivemos no capitulo 3 a equacao de Gross-Pitaevskii 3.23 em uma aproximacao
de campo médio, que descreve um condensado interagente através de um campo classico
1, funcionando como um parametro de ordem da quebra de simetria (PARKINS; WALLS,
1998). No entanto, cabe uma segunda interpretagdo, na qual ¢ pode ser vista como um
campo coerente, e a equacao de Gross-Pitaevskii como uma equagao exata. Basta neste
modelo construir uma hamiltoniana do sistema interagente no formalismo da segunda
quantizacao, considerando portanto campos bosonicos criagao 1[1* e aniquilacao 1;, de
maneira que v pode ser visto como um campo coerente autoestado do operador aniquilagao
(YUKALOV; BAGNATO, 2002).

Propomos um potencial externo independente do tempo que funcione como uma

armadilha confinadora 4.1 do gas bosonico
Uemt (I, t) = Utrap (ZE) . (41)

Em (4.1), utilizamos o indice trap (devido ao termo armadilha na lingua inglesa), tal
armadilha leva a um problema de espectro discreto. E deve ter solugdes da forma (COUR-

TEILLE; YUKALOV, 2001)

U (x,t) = 1y, () e iHnt/h (4.2)

de maneira que a fungdo 1, (r) e a autoenergia u, sejam definidas pelo problema de

autovalores

As solugoes estacionarias 1, sdo chamadas de modos coerentes, por vezes também
chamadas modos nao-lineares. Em geral, essa espécie de estados satisfaz duas propriedades,
continuidade e completeza (KLAUDER; SKAGERSTAM, 1985). A forma dessas fungoes
estd diretamente associada a armadilha (4.1) que aprisiona o condensado, uma vez que
cada modo coerente possui uma distribuicao espacial particular, sao chamados modos
topolégicos do condensado (YUKALOV; BAGNATO, 1997; YUKALOV; BAGNATO, 2002;
YUKALOV; YUKALOVA, 2004). Apresentada a forma geral do problema de autovalores,
devemos destacar que o condensado tem modos macroscopicos acessiveis, mas sua relagao
(4.3) fica descrita em termos do potencial quimico de um determinado nivel macroscépico,
conforme (3.21), condicionando-nos a distinguir aqui as energias acessiveis por um conjunto
de potenciais quimicos acessiveis {1, }. A questdao que se sobrepoe agora é como levar o
condensado a deixar um modo inicial para ocupar um determinado modo desejado, isto ¢,

construir um condensado em um estado nao-fundamental.
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Um condensado de Bose-Einstein confinado por uma armadilha (4.1) tem esta-
dos coletivos acessiveis além do estado fundamental. Ha especialmente modos coerentes
estacionarios da hamiltoniana nao-linear. Tais modos podem ser populados a partir do
estado fundamental através de campos externos com frequéncias proximas as frequéncias

de ressonéncia caracteristica dos estados envolvidos tais que possam excitar (YUKALOV;

BAGNATO, 1997) o condensado.

Sistemas quanticos na faixa de um espectro discreto tem os niveis de energia (ou
potencial quimico) separados. E o intervalo entre os niveis é descrito pela frequéncia de

transicao

o = 7 (1 — ) (4.4)

Podemos incorporar ao sistema campos com frequéncia que permita que o sistema
acesse demais estados nos baseando nessa distancia entre os niveis acessiveis. Ha duas
maneiras ja exploradas com sucesso de conduzir condensados a estados excitados, a
primeira seria utilizar um campo modulador da armadilha que confina o gis (YUKALOV;
BAGNATO, 2002) e a segunda seria o uso de um modulador da interacdo atémica
(RAMOS et al., 2008; RAMOS; BAGNATO, 2012), isto é, do comprimento de espalhamento
no modelo de interacao de contato (3.15). Podemos analisar os dois casos e trabalhar
com a implementacao das duas naturezas de modulagao, objetivando tornar a migracao
de populagao do estado fundamental para um determinado nivel mais efetiva quando

comparada ao efeito de exclusivo de uma das espécies de modulacao.

4.1 Modulacdo da Armadilha

Na tentativa de conectar um determinado par de niveis do espectro acessivel, ou

seja, dois modos coerentes, podemos utilizar um campo oscilatério modulador da forma

Veontrol (2,t) =V () cos (wt) (4.5)

com indice control fazendo referéncia ao controle. Digamos que estejamos interessados nos

niveis 1 e 2, tal que p; < po. A frequéncia da transigao é

o = 1 (o — ) (4.6)

A condicao para que haja ressonancia, isto é, transicao do sistema entre os dois
niveis, é que a frequéncia w do campo externo seja muito proxima da frequéncia de transicao

Wa1
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W X Wo - (47)

Ou mesmo, definindo a quantidade Aw = w — wqy, podemos estipular que a condicao de

ressonancia possa ser colocada também como

Aw

<<1. 4.8
y (48)

Considerando agora que o sistema ¢é dirigido por um campo externo Vepnror (4.5) a

equagao de Schrodinger se torna

. a¢ (LL’, t) (5 9
ZFLT - (HO W] + ‘/control) ¢ (l’, t) ) (49)
com hamiltoniana H,
N h? d? )
Hy [Y] = T om da? + Uprap (%) + go|¥ (z,1)|" . (4.10)

A fungao de onda ¥ (z,t) sendo uma fungdo do espago de Hilbert H pode ser
expandida como uma combinacao linear dos estados coerentes { ¢;} da hamiltoniana
normalizada, conjunto tal que verificando continuidade e a noc¢ao de produto interno pode
ser usado para construir um envelope linear fechado formando uma base total de um
subespago de H (YUKALOV; BAGNATO, 2002; KLAUDER; SKAGERSTAM, 1985). A
Totalidade é uma forma mais fraca da propriedade de Completeza do que a baseada na
resolucao de unidade. A Totalidade nao exige ortogonalidade das autofungoes { v} , mas

permite a expansao conforme (4.11).

Y (@) =D b () Y (2) (4.11)

dada a arbitrariedade do coeficiente complexo b, (t), podemos supd-lo da forma (4.12).
b (1) = Cp (t) e7Hmt/B (4.12)

A situacao de interesse na qual os modos coletivos possam ser separados requer que o
coeficiente ¢, (t) seja uma fungao que varie lentamente no tempo quando comparada as

oscilacoes do termo e~#m*" o que pode ser posto da forma (4.13).

N
[

de,,

—mle<, 413
o | << (4.13)

Dada a forma (4.12) e a condigao (4.13) podemos buscar uma equagio que descreva
a dindmica do coeficiente ¢, (t). Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.9) e multiplicando a
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igualdade resultante por ¢ (z) e#nt/"

. ) . 7;—L2 d2
26 nm ¢ (Zﬁ _I'Cm,um) wm ;Cme " ¢ 2md 7.9

+g0 Z Cm€ Mk ey e“’“ltw};mwm , (4.14)

m,k,l

+ Utrap + V ,lvbm

omitimos em (4.14) as dependéncias temporal em ¢,, e espacial em v para simplificacao da
expressao. Podemos calcular sua uma média temporal, tal que dada uma funcao dependente
do tempo I' (¢), sua média seja dada por (4.15)
1 T
(I') = lim — [ dtI'(¢t) . (4.15)

T—=00 T Jo

Se assumirmos as propriedades (4.16) e (4.17) (COURTEILLE; YUKALOV, 2001)

1.
lim = [ dte!tn—rmlt/h — 5 (4.16)

T—00 T 0

e também

1 /7 ~
lim — dt@lWﬂ_HAk_um_mﬁ/h = 5nm5kl + 5nl5mk - 5nk’6km5ml . (417)

T—=0 17 Jo

den (t)
dt

exponenciais, que sob calculo da média sao aproximadamente inalterados. O lado esquerdo
de (4.14) se torna (4.18)

Considerando que os coeficientes ¢, (t) e variam tao lentamente comparados as

dc
zh—wn\ +c E, |¢n| (4.18)
e o lado direito fica
CnEn|1/}n|2 +g Z |Cm|2 {|¢m|2 [2|¢n|2 - |¢m|2} }Cn +Va, (4.19)
m#n
com . .
V, = icsnl@zqvwzemwt + §6n2¢;v¢1e—mwt : (4.20)
Note que consideramos a forma
iwt —iwt
cos (wt) = e+2€ (4.21)
e a transformagao
<€i(w+Wij)t> _ pilw—wa)t <ei(w21+wi1‘)t> — pihwt <@i(“2+”i_"j—“1)t/h> , (4.22)
1Awt

levando em conta a aproximagao de que e varia tao lentamente quando w ~ wsyy, que
nao é afetada pela média temporal. Se integrarmos (4.14) no espago considerando (4.18) e

(4.19), e definirmos (4.23) e (4.24)

O = 5 [ daltin, @)F (20060 @) = [ (@) (4.23)
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e
1
o= [ davi (@) V (@) i (a) (4.24)
Assim, obtemos
dcn 1 1Aw 1 * —1Aw
E - Z Oémn|cm (t)|20n (t) + §5n1B12€ Awt + §5n2B12€ Awt . (425)

m#n

Se n #£ 1,2, os termos vindos do potencial externo se anulam e obtemos

dey,
i =S apnlemlen | (4.26)
dt
m#n
que escrito na forma separavel
dey,
T~ i S gnlen [Pt (4.27)
Cn m#n

integrando na variavel ¢, no lado esquerdo e em ¢ no lado direito segue
t
In (cn () = In (cn (0)) = =i 3 G / dt'e. ()] (4.28)
m#n 0

uma tal equagao nos leva a

en (t) = ¢ (0) ezp {—z’ S /O "t (t’)|2} . (4.29)

m#n

Observe que num cenério no qual somente os niveis n = 1,2 estejam populados, temos
(0)=0,n#1,2. (4.30)
E por (4.29), como consequéncia se verifica

G (t)=0,n#12. (4.31)

Note que em (4.31) ha um significado importante, se um determinado estado
diferente dos envolvidos pelo campo ressonante nao estiver populado antes do campo ser
ligado, entao este estado nao serd populado posteriormente, isto é, uma tal configuracao
funciona como um sistema de dois niveis. Assim a populacao total do sistema pode ser

colocada como (4.32)

n & ng + ng (4.32)

Entendido isso, devemos nos preocupar apenas com os niveis excitados pelo campo
externo, no caso os niveis 1 e 2. Utilizando a relacao geral (4.29), determinamos as equagoes

de movimento que descrevem o sistema

d 1 .
Z% = Oz12|62|261 + iﬂlgcQGZA‘d (433)
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dc 2 1 _iA
i—2 = ager ey + 561*2016 At

— (4.34)

A populacao n; (t) de cada modo j, pode ser determinado entao por (4.35) (YU-
KALOV; BAGNATO, 2002)

ni () =le; )", j=1,2. (4.35)

Através das equagoes (4.33) e (4.34), somos capazes de escrever equagoes diferenciais
para ¢ (t) e co(t), considerando 4.32, e partindo de uma aproximagao tal que as quantidades
n; (4.35) possam ser consideradas constantes de movimento quando comparadas as c;,
que oscilam mais rapidamente, método que chamamos separagao de escala (YUKALOV;
BAGNATO, 1997). Desta maneira, derivando as equagoes (4.33) e (4.34) em relagao ao

d .
tempo e manipulando-as, nesta aproximacao teremos ~ () e seremos capazes de separar

r
as equagOes para cada varidvel ¢; em (4.36) e (4.37), onde observamos um caso mais

simples no qual tenhamos a9 = a9y =a e f1o =65, =0

2
Ciltc; +i(a— Aw) Ciictl + [W — ang (ang — (5w)] c1=0 (4.36)
e
ﬂ—1—2( +Aw) ﬂ—om (ang +dw)| ca =0 (4.37)
di2 dt 1 2 W)=Y, .

cujas solugoes, considerados os n; constantes de movimento, sao dadas em (4.38) e (4.39)
(YUKALOV; BAGNATO, 1997)

B Qt Ne’ (n1 - n2) — 0w . 92 —i(a—Aw)t/2
= [cos (2> +1 a sin| || e (4.38)
¢ 0
Co = —zﬂQsin <2> eilatAwt/2 (4.39)

com frequéncia efetiva §2 dada por (4.40)
02 = [a (1 —n2)] + 1B . (4.40)

Assim, com (4.38) e (4.39 )somos capazes de determinar a ocupacao de cada nivel em
fung¢do do tempo através de (4.35), obtendo (4.42) e (4.42) vélidas para fungdes que variam

lentamente no tempo

ng=1-— |£|25m <2> (4.41)

Ny = |g|25m <2> : (4.42)
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Podemos observar em n;(t) e ny(t) como se dé a dindmica de populagoes na aproximagao
de dois niveis. Um aspecto interessante é a frequéncia efetiva {2 do sistema que funciona
como um sistema atomico de dois niveis sob radiagdo coerente como uma frequéncia de
Rabi (VITANOV et al., 2001), na qual podemos observar que a nao-linearidade do sistema
induz um comportamento especial, no qual a frequéncia efetiva do sistema depende das

populagoes da cada nivel, e portanto varie em cada instante de tempo.

E possivel localizar quatro propriedades que se verificadas configuram as equagoes
para ¢, (t) deduzidas aqui como verdadeiras. Estao associadas ao fato de que a frequéncia
de transicao deve se impor em relagao as demais vibragoes no sistema, tais como interagoes
internas ou causadas pelo campo externo (4.43). E ainda devemos assegurar que a frequéncia

do campo ressonante se aproxima o maximo possivel da frequéncia de transicao (4.8).

Br2

Wa1

(50
Wa1

Q21
W21

<1, <<1, << 1. (4.43)

Destaca-se nesta se¢ao a propriedade de que um campo externo na frequéncia de
ressonancia caracteristica de um estado alvo deve levar a um sistema aproximadamente de
dois niveis, uma vez que inicialmente apenas os estados inicial e alvo estejam ocupados.
Porém, devemos nos atentar que na pratica isto nao deve ser verificado, quando é sabido
que o sistema é nao-linear, e as autofunc¢des da hamiltoniana nao sao ortogonais, logo,
se o sistema inicialmente estd no estado fundamental, tem portanto projecdes nao nulas
em demais autofungoes da hamiltoniana, configurando uma populacao inicial nao nula
de outros estados além do fundamental e do alvo. Esclarecido este ponto, nada impede
porém, que para determinadas amplitudes de interagao a aproximacao de dois niveis seja

bastante eficaz.

4.2 Modulacao da Interacao

O comprimento de espalhamento é a quantidade que descreve a magnitude da
interacao interatomica no gas e através de um campo magnético homogéneo ¢ possivel
controlar a interagao (RAMOS; BAGNATO, 2012). Quando considerado um campo
oscilante no tempo em uma frequéncia proxima da transicdo caracteristica, é possivel
excitar modos topolégicos do condensado (RAMOS et al., 2008; RAMOS; BAGNATO,
2012). Se for incorporando ao fator de nao linearidade um termo oscilante no tempo geontrol
em (4.44).

Geontrol (t> = AGCOS (Wt) ) (444)

com Ag sendo a amplitude da onda, e w uma frequéncia tal que seja proxima da frequéncia

caracteristica da transi¢do entre os niveis desejados, isto €, w =~ ws; . A hamiltoniana do
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sistema toma a forma
H= _77—’_‘/( )+<1+gcontrol (t))W (l’,t)‘2 (445)

Vimos na se¢ao anterior 4.1 que a aproximacao de dois niveis embora nao incorpore
por completo a realidade de um sistema nao linear, pode ser uma boa aproximacao. Na
presente secao trabalharemos com esta aproximacao, pois aqui a modulacao sendo realizada
sobre a interacdo, torna-se complicado determinar as equacoes diferenciais se considerado

a expansao completa (4.11). Truncamos portanto, a expansao em dois niveis (4.46).

U (x,t) = ¢ (1) e "y () + co (1) e 2y (z) (4.46)

Aplicando o mesmo método e aproximacao para médias temporais da se¢do anterior
e implementando agora (4.46), os termos de interagdo v, se mantém com mesma forma,
mas os termos devido ao campo nao sao mais os mesmos, pois agora a modulacao envolve
0 termo nao linear [t (z,t)[> e ndo mais a armadilha. O termo externo que perturba a

hamiltoniana H, nesse caso sera

féln = <w;eiuntgcontrol (t) ¢ (ZL’, t)> ) (447)

para n = 1,2 os termos que sobrevivem sao

I - idwcse gl P (4.49

A~ .
U = TGGZAM (|C2|202¢f|¢2|2¢2 + 2lcl|262¢f|¢1|2¢2> T

e

A
o = S0 (JesPertshin Pon + 2leslPerushinln) + L il - (4.49)

E se definirmos as integrais I;;,; (4.50)

L = Ao / da [ (4.50)

Obtemos as equacgoes diferenciais para os niveis 1 e 2

,dC 1 1Aw 1 —i1Aw

271 = 0412’02‘201 + —e Awt (‘62’202117272 + 2|Cl|202[1,172) + —e A tC 012[2 1,1 (451)

dt 2 2

e

dc 1 —iAw 1 iAWt *

Zd—; = 0421|01‘202 -+ 56 Awt (|Cl|201]2,1’1 + 2|02’201[272,1) + 56 A t01022]1’272 . (452)

As equagoes (4.51) e (4.52) dirigem a dindmica de populagoes do sistema, mas aqui devido
a natureza dos termo advindos da modulag¢ao do comprimento de espalhamento, torna-se
complicado assumir um procedimento como o realizado na secao 4.1 para modulacao da
armadilha, dificultando a equagoes diferenciais para c¢; e co de maneira separada, o que

inviabiliza a busca por solu¢oes analiticas como no caso da modulagao anterior.
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5 Métodos Numeéricos para Solucao da Equa-

cao de Gross-Pitaevskii

Introduzimos aqui os polindmios de Chebyshev e explicamos sua utilidade na
construcao de uma grade no qual escrevemos o sistema em 5.1, o que facilita escrever e
solucionar equagoes diferenciais do tipo equagdo de Schrodinger, utilizamos tais polinémios
também para expandir o operador evolugao em 5.2 com o fim de simular a dindmica do
condensado, procedimento que caracteriza um método alternativo dentre varias formas de
aproximacao numérica para propagacao da funcao de onda em problemas no contexto da
equagao de Gross-Pitaveskii, apresentando em diversas situagoes vantagens de performance
em rela¢do a métodos bem difundidos na comunidade cientifica (KOSLOFF et al., 1991;
DIJK; TOYAMA, 2007; FORMANEK; HOUFEK, 2010). E com procedimento andlogo, mas
com tempo imaginario, destacamos o método de relaxagdo utilizado para obter informagoes
de um condensado na secao 5.2.1, tais como funcdo de onda, potencial quimico e energia,
dados o comprimento de espalhamento caracteristico e os parametros da armadilha que o
confina, especialmente nos casos em que se deseja obter informagoes dos estados excitados

em 5.2.2 do condensado.

5.1 Polinomios de Chebyshev

Dada uma aproximacao de uma fungdo por uma expansao em polinémios, o tipo
que retorna o menor valor do erro maximo em um determinado intervalo sao os polinomios
T,, de Chebyshev, que satisfazem a relacao de recorréncia (MASON; HANDSCOMB, 2003;
TREFETHEN, 2000)

Toi1 (X) = 2XT, (X) = Tt (X) (5.1)

com Ty (X) =1e Ty (X) = X. Escrevemos a fungao e os pontos do dominio dessa funcao
no que chamamos de grade, que é um conjunto de pontos que variam no intervalo [—1, 1]
e sao igualmente espagados, e permitem uma interpolagao que é capaz de convergir para
a funcdo desejada com um nimero de pontos N razoavelmente baixo. Os pontos x sao
escritos na forma que chamamos pontos de Chebyshev, se escolhemos N pontos da grade,

para 7 =0,..., N
J
X, = cos (77) . 5.2
J N ( )
E através destes pontos, é possivel construir uma matriz de diferenciacao, que calcula

derivadas e através e sua inversa, também calcular integracao facilitando os procedimentos

numeéricos abrindo mao de demais métodos para esses dois tipos de calculo.
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5.2 Método de Propagacao nos Polinémios de Chebyshev

Dada a funcao de onda v que representa o estado quantico do sistema, a sua
evolucao dindmica de um tempo inicial ¢y até um tempo ¢ é dirigido pela equacao de

Schrodinger
Y
Yt

Uma vez que o operador hamiltoniano H nao dependa do tempo a funcao que guiara

= Hi) . (5.3)

a funcdo de onda do estado inicial ao estado final é o operador evolugao U (t,to) =
exp (—zf[(t — to)/h) (SAKURAI, 1994), tal que a funcdo de onda sera propagada da
forma

(1) = U (t,10) v (to) = e (t) (5.4)
No caso em que a hamiltoniana H (t) dependa do tempo, se tomarmos um passo de
tempo dt pequeno entre os tempos inicial e final, neste intervalo a hamiltoniana sera
aproximadamente independente do tempo, e podemos utilizar o mesmo operador evolucao,

assim

b (¢ + dt) ~ e HOd My (1) (5.5)

uma tal expressao em geral ndo pode ser resolvida exatamente, entao uma alternativa é

fazer uma expansao apropriada do operador evolucao

e~ HWAL/N oy Z U Pr ( )/h) : (5.6)

Escolhemos tal expansio nos polindmios de Chebyshev ¢,, com coeficientes a,, (MASON;
HANDSCOMB, 2003) que possibilitam uma rapida convergéncia, isto é, com um pequeno
ntimero de termos da expansao (5.6) ja podemos ter uma boa aproximacao. Além disso,
os erros associados a aproximagao diminuem exponencialmente com M, distribuindo-se
uniformemente no intervalo [—i, 7] dos polinémios. A aproximagao polinomial de Chebyshev
tem o menor erro comparado com as demais aproximacoes polinomiais, justamente pelo
fato de que o erro maximo é o menor possivel numa expansao feita nesses polinémios.
Discretizando a funcao de onda nos pontos da grade, calculando a operagao de U sobre
a funcao de onda em um tempo dt e propagando iterativamente a funcdo de onda ao
longo de um periodo de tempo discretizado em intervalos dt aplicamos ao todo o que se
chama de método de Chebyshev (TAL-EZER; KOSLOFF, 1984), que propaga a evolugao

dindmica através de pontos e Polinomios de Chebyshev.

Uma vez que os polindmios varrem valores entre [—i,i|, a hamiltoniana deve ser
normalizada de maneira que tome somente valores no intervalo [—1, 1]. Considerando
que sua grade de valores se distribuem na faixa entre energia minima e maxima Ap =
Limaz — [bmin, Propoe-se a renormalizacio Horm (KOSLOFF et al., 1991)

ﬁnorm = 2H -1 (A’u/Q ki Iumm) )
Ap

(5.7)
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e a evolugao da funcao de onda se torna

, M Apdt ~
¢ (t + dt) ~ e—Z(Alt/Q‘f‘lJ/min)dt/h Z an <2h> QO (_ZHnarm) ¢ (t) . (58)
n=0

E os coeficientes a,, comportam-se como a funcao de Bessel de primeiro tipo

a, (Apdt/2h) = 2J, (Apdt/2h) | (5.9)
paran # 0 e ayg = Jy. Definido o argumento do polinémio ¢ como o operador X = —i[:[norm,

a relacdo de recorréncia caracteristica se torna

Ont1 (X') = 2X 0, (X) + On_1 (X') : (5.10)

A

comgoo(f() :fegol (X') =X.

5.2.1 Caso Independente do Tempo: Método da Relaxacao

Quando esperamos encontrar estados estacionarios da hamiltoniana, o nosso pro-
blema se torna independente do tempo. Portanto resolvemos o problema em uma forma
semelhante como foi dada na se¢ao anterior, porém calculado no tempo imaginario. Se
fizermos a transformacao de variaveis 7 = it, e supormos uma fun¢ao de onda inicial qual-
quer ¥(0) que chamamos chute inicial, a solugdo da equacao de Schrodinger independente

do tempo ¢é dada pela propagacgao
Y (1) = e HrormTa) (0) . (5.11)

Sendo v (0) uma funcao do espago de Hilbert H pode aproximadamente ser expan-
dida como uma combinacao linear dos estados coerentes { ¢;} da hamiltoniana

Y (1) = e o™ S i) (5.12)

J

e se observarmos que a operagao e~ Hnorm [;]7 aplicada em 1 (0) mesmo no caso em que a
hamiltoniana nao é linear, podemos aproximar H,orm (¢] & Hporm [¢;] (MURUGANAN-
DAM; ADHIKARI, 2009), e tal operacao sobre os ¢; em (5.12) retorna termos e 7,
segue que sob sucessivas aplicagoes do operador evolugao no tempo imaginario, isto é, para
um tempo 7 grande e considerando que as autoenergias p; aumentam com j, a funcao
de onda deve convergir ao estado de energia g, isto é, o estado fundamental, cujo termo
exponencial decai mais lentamente, quando sua energia é o menor dos autoestados da
hamiltoniana. Portanto, se aplicarmos a propagacao para um intervalo d7 seguidas vezes
até um tempo 7 grande a func¢ao de onda que era o palpite inicial deve convergir ao estado
fundamental da hamiltoniana como em (5.13) (CHIN; KROTSCHECK, 2005; BAYE;
SPARENBERG, 2010; ATOINE et al., 2016).

Y (r) = [T e rormim (0) — 4o . (5.13)
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Um tal procedimento chamamos de método da relaxacao (KOSLOFF; TAL-EZER, 1986).
Entao, assim como anteriormente expandiremos o operador evolucao numa série de po-
lindmios de Chebyshev, porém agora para um tempo imaginario grande o suficiente para
a fungao inicial convergir ao estado fundamental da hamiltoniana. Considerando agora
X = —H,orm, 0s coeficientes a, da expansdao na série de Chebyshev se comportarao
como a func¢ao de Bessel modificada de primeiro tipo I,, tal que a, = 2I,, com ay = I,.
Atente ainda que, uma vez obtido o estado estacionario da hamiltoniana néo linear, o
potencial quimico, autovalor dessa hamiltoniana pode ser encontrado por (5.14), quando

1y ¢ normalizada.
Mo = <¢O|F]norm|¢0> . (514)

Este procedimento além de levar ao estado fundamental da hamiltoniana, também pode
determinar os demais estados estacionarios, isto é, autoestados de maior energia, desde
que se use um método que retire o estado fundamental original do espago de Hilbert
(KOSLOFF; TAL-EZER, 1986), assim a relaxacao levard ao primeiro estado excitado,
que por sua vez sendo retirado do sistema, permitira que se encontre o segundo estado

excitado e assim sucessivamente.

5.2.2 Estados Excitados

O problema tratado aqui é solucionar uma hamiltoniana nao linear, sendo desta
natureza a dificuldade de encontrar seus estados aumenta pelo fato de ndo bastar uma
simples diagonalizacao da hamiltoniana. No método da relaxagao visto na secao 5.2.1, uma
vez que se utilize como fungao inicial o estado fundamental da armadilha ou o primeiro
estado fundamental, a funcao de onda converge ao estado fundamental e primeiro estado
excitado da hamiltoniana nao linear, respectivamente. Porém o mesmo nao acontece para
estados excitados a partir do segundo isto é, se for utilizado uma func¢ao inicial autoestado
da armadilha, esta nao convergird ao autoestado correspondente da hamiltoniana nao
linear, convergindo por sua vez a um dos primeiros autoestados, uma func¢ao de onda inicial
par converge ao estado fundamental e casos seja impar converge ao primeiro autoestado
excitado. Portanto é necessario utilizar um método para retirar os autoestados anteriores

ao autoestado desejado.

O método que podemos utilizar seria um analogo ao esquema S-AITP (do termo
em inglés spectrum-adapted imaginary time propagation) (HOCKER; RABITZ, 2016), que
é capaz de ocultar os estados nao convenientes numa determinada situagao. Os passos

desse método iterativo que podemos destacar seriam:

1. Desejado encontrar o estado ¢; da hamiltoniana nao linear, podemos utilizar
uma fungao de onda inicial tal que seja o autoestado ¢; da armadilha, uma vez que
supomos que o fator de nao linearidade é uma espécie de perturbacao do sistema dirigido

apenas pela armadilha. esperando-se entao que haja alguma semelhanga na forma dessas
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autofungoes.

¥ (2,0) = @; (z) . (5.15)

2. Realizamos uma diagonalizacdo da hamiltoniana nao- linear (3.52) escrita para
o termo inicial 9 (z,0), armazenando seus autovalores {\;} e autovetores { f;} correspon-

dentes nas matrizes A diagonal e F); respectivamente, com

A = Diag A1, Az, -+, AN] (5.16)

FM: [ﬁaﬁa"'af]\f} ) (517)
com A < Ag < -+ < Ap.

3. Criamos uma matriz auxiliar diagonal M., a qual substitui todos autovalores
menores que o autoestado j por valores A, suficientemente grandes a ponto de serem

maiores que \;, que por exemplo pode ser o maior dos autovalores.

Mauaz = DZCLQ [)\maza )\mam ) Amaaza )\ja )‘j+17 )\j+27 e 7)\N] (518)

4. Podemos tornar a hamiltoniana diagonal por uma hamiltoniana por uma trans-

formacdo H tal que use a matriz de autovetores F.
H=Fl,My.Fy | (5.19)
levando-a no operador evolugao U

U= i (5.20)

5. Aplicado o operador evolucao sobre a func¢ao de onda 1 (z,0), obtemos ¥ (x, d7),
sendo tal operagao calculada no tempo imaginario, é acrescido a @ um fator constante,

portanto devemos renormaliza-la de maneira que tenha norma 1.

6. Devemos repetir o processo por um tempo suficientemente grande tal que a

funcao de onda convirja ao estado desejado
U (r)=Te " (0) = o . (5.21)
k

Com esse processo ¢ possivel determinar os estados excitados da hamiltoniana nao-linear,
bastando que tenhamos como funcao de entrada a autofuncao correspondente da armadilha

que confina o sistema.
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5.3 GPE na Grade

Para que se possa resolver o problema da GPE através da expansao nos polinomios,
¢ necessario mapear o problema nos pontos de Chebyshev. Primeiramente precisamos
normalizar o problema de maneira que seus valores nao variem além da grade dos pontos
de Chebyshev, isto é, permanegam entre [—1, 1]. Escreveremos a hamiltoniana do sistema
na nova variavel ja normalizada £ = z/R, com R sendo o comprimento da grade inicial.
Se escolhermos m = wy = h = 1 e uma armadilha V' (z), obteremos a hamiltoniana escrita

na grade
A——t T )+ D @) (5.22)
2R? dz? R ’ ' '
Feito isto e escrevendo também a funcao de onda 1) nos pontos x, seremos capazes de
resolver numericamente o problema, realizando também derivadas e integrais através da

matriz de Chebyshev (MASON; HANDSCOMB, 2003; TREFETHEN, 2000).
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6 Controle Coerente

Até aqui trabalhamos separadamente com duas formas de modulagdao, ambas
fortemente embasadas por (YUKALOV; BAGNATO, 2002; RAMOS et al., 2008; RAMOS;
BAGNATO, 2012), o caminho natural agora é utilizar as duas modulagoes simultaneamente
com o objetivo de tornar mais eficaz a transicao de estados desejada quando comparada com
o uso de apenas um dos tipos de modulacao. Entendemos por mais eficaz caracteristicas
tais como menor tempo de transi¢do e maior deslocamento de populagao para o estado
desejado em relagdo ao nimero inicial de atomos. Em um refinamento do controle é possivel
construir Funcionais de Custo, tais que retornem condigoes que os moduladores devem
satisfazer para maximizacao da probabilidade de ocorrer uma determinada transicao.
Exploramos no apéndice A as possibilidades mais comuns de construcao deste funcional
bem como os parametros que podem ser controlados, este tipo de andlise configura o
Controle quantico 6timo. Destacadas os caminhos possiveis para otimizar o controle do
condensado, aqui voltamos nossa atencao em especial para o impacto da diferenca de fase

entre os campos sobre qualidade da transicao.

Em gases atomicos frios e ultrafrios é bem estabelecido o uso de Ressonancia de
Feshbach para configurar um gas em um determinado comprimento de espalhamento
desejado. O mesmo pode ser feito em condensados até mesmo em comprimentos de
espalhamento naturalmente desfavoraveis a condensacao, visto que ha uma faixa acessivel
de valores em torno da ressonancia. A factibilidade de tais tarefas é suportada pelo
uso de campos magnéticos sintonizados (TTESINGA E.; STOOF, 1993). Em uma tal
aplicacao é possivel determinar a dependéncia do comprimento de espalhamento com o
campo (MOERDIJK; AXELSSON, 1995). Quando se utiliza um aprisionamento magnético,
utilizar um campo modulador de mesma natureza para controlar o espalhamento pode
interferir nos parametros da armadilha, tal fato destaca a relevancia do uso adicional de
controle 6ptico, introduzindo redes épticas para configurar uma armadilha, de maneira que o
campo magnético seja usado apenas na modulacao, ou ainda ¢é possivel induzir diretamente
com lasers a ressonancia de Feshbach, que trabalhando apenas nas variacoes de frequéncia
e intensidade da luz possibilita construir modulagoes espaco-temporais para dirigir o
comprimento de espalhamento (CLARK LI-CHUNG HA; CHIN, 2015; ARUNKUMAR,;
THOMAS, 2019), trazendo vantagens como uma menor perda de 4tomos e maior equilibrio
do condensado, evitando em maior grau o aquecimento devido a espalhamento espontéaneo,
e consequentemente, maior tempo de vida do condensado nas condigoes almejadas. Este
amparo experimental assegura que é possivel realizar controles espago-temporais da
interacao, motivando portanto, a exploragao de variedades de dependéncias espaciais e

estimar seus possiveis impactos.
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Sabemos das sec¢oes 4.1 e 4.2 que um condensado excitado por campos moduladores
da armadilha ou do comprimento de espalhamento com frequéncias proximas a frequéncia
caracteristica da transicao desejada leva a uma dinamica de populagoes que pode ser
descrita aproximadamente por um sistema de dois niveis. Nesta aproximagao podemos
ter um sistema semelhante a um gas atomico sob efeito de radiagdo numa aproximacgao
também de dois niveis quanticos, assim como foi visto nas solugoes analiticas no caso de
modulagao da armadilha em (4.42) e (4.42), uma tal semelhanga motiva o experimentacao
do uso de interferéncia quantica entre caminhos de transicdo para controlar a dinamica
de populagoes do sistema usualmente utilizado em gases atomicos frios (GORDON, 1997;
VITANOV et al., 2001; KOCH; SHAPIRO, 2012), mas agora adaptado ao problema de

condensados, no qual os niveis sdo modos topoldgicos da hamiltoniana nao-linear.

A ideia do controle quantico coerente é aplicar um campo €(t) da forma (6.1) com
amplitudes €, , frequéncias w; e fase relativa ¢ (GORDON, 1997), de maneira que seja uma
combinacao de campos tais que excitem o estado alvo através de caminhos de transicao
diferentes, a fase relativa e as frequéncias podem ser configuradas de uma maneira tal que
ocorra interferéncia quantica dos campos, que é uma maneira de conduzir uma transicao

ou interrompé-la.

€(t) = e1cos (wit + ¢1) + €acos (wal + ¢a) . (6.1)

E possivel ainda utilizar mais campos com outros pardmetros e simultaneamente para que
ocorra interferéncia com os demais. Podem ser construidos com a frequéncia caracteristica
da transicao, ou com metade desta frequéncia, ou mesmo uma frequéncia um intervalo acima
ou abaixo da frequéncia de transicao, veja a figura 1. Cada um desses campo representam
um caminho de transi¢do, e se em algum intervalo de tempo coexistirem ligados, havera
interferéncia entre as amplitudes de transicao devido a esses, e consequentemente algum
impacto sobre a dindmica de populagoes, levando a uma probabilidade de transicao da
forma (6.2), na qual podemos verificar um termo dependente de ¢, que contém a informacao

da interferéncia entre amplitudes de transicao devido a diferentes fontes.

P

oy O | A1|” 4 | Ao + 24, Ascos (0) (6.2)
Com o fim de observar a resposta a essas ideias no contexto de controle do
condensado para construi-lo, ou conduzi-lo do estado fundamental a um estado nao-

fundamental, ou mesmo, um modo topoldgico, introduziremos aqui um campo da externo
do tipo (6.3)

Wcontrol (CC, t) == ‘/control (Q?, t) + YGeontrol (.Z', t) . (63)
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M

Ho

Figura 1: Caminhos de transicao do modo fundamental ;i para um modo topolégico ;.
A flecha vermelha (primeira da esquerda para direita) representa um primeiro
caminho a uma dada frequéncia, as flechas azuis representam um segundo
caminho com metade das frequéncias, enquanto que a tltima flecha (pontilhada
amarela) representa um campo a uma frequéncia que pode ser préxima da
primeira, com certo desvio. Fonte: Autor.

Um tal campo tem Vniro seguindo a mesma forma de (4.5), enquanto que geontror aqui

tem a forma espaco-temporal (6.4)

Geontrol (T, 1) = g (x) cos (wt) , (6.4)

ambas modulagoes com frequéncia w & wy; e amplitudes Ay e Ag, contidas nos termos V()
e g(x), respectivamente. Podemos construimos modula¢ées na mesma frequéncia w & waq,
separadas apenas por uma diferenca de fase 6 para dar generalidade ao formalismo, mas
sendo nula ou 27, as contribuigdes sao coerentes e se somam, aumentando a probabilidade

de ocorrer a transicao entre o estado 1 e o estado 2.
Weontror (2, 1) = V () cos (wt + 0) + g () |1 (z, t)|*cos (wt) (6.5)

Aplicando as mesmas técnicas de calculo de médias temporais realizadas nas secoes
anteriores 4.1 e 4.2, onde se assumia que o modulador da interacao dependia apenas do

tempo. E considerando a aproximagao de dois niveis, obtemos as equacoes diferenciais
(6.6) e (6.7).

_dC 1 i(Aw 1 1Aw
Zditl = apg|eal’er + 5512026 (Awt+0) 3¢ Awt (|C2|202]1,2,2 + 2|C1|20211,1,2>
1 —tAwt *
+§€ A t02012127171 (66)
e
de 1 —i(Aw I iAw
27; = 0421101|202 + 5521016 (Awt+0) 4 ¢ At <|C1|20112,1,1 + 2|C2|QC1]2,2,1)
1 . .
+561AwtC10221172’2 s (67)

com a defini¢do

Liky = /dl’g () 5 e e - (6.8)
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E possivel ainda ajustar os pardmetros de uma maneira tal que as duas formas
de modulacao separadamente conduzam a uma dinamica de transi¢do aproximadamente
igual, isto é, com semelhantes tempo de transicao e nimero de atomos deslocados para o
estado desejado. Uma vez configurado isso, esperamos que unindo as duas modulagoes
nessas mesmas caracteristicas, para diferencas de fase § = 0, 27 a contribuicao dobre, e
para @ = 7w os termos se anulem e o sistema seja dirigido pela hamiltoniana I:Ig, o sistema
no autoestado inicial 1y (z) sendo estacionario, nao serd induzido por Hy a ocupar um

outro nivel.

Construido um modelo em que as modulagoes de naturezas diferentes sao con-
sideradas caminhos diferentes de transicao e podem interferir entre si, as questoes que
surgem sao se de fato ha uma maneira prévia analitica de observar se a fase tem alguma
efetividade sobre a dindmica de populagoes e se o uso fase nos campos quando usados
individualmente representa também uma maneira de controlar a transicao. Objetivando
elucidar esses problemas, podemos aplicar uma teoria de perturbacao véalida para tempos
curtos e observar se hd uma resposta a fase em cada caso, modulac¢oes individuais da

armadilha ou espalhamento e modulacao dupla.

6.1 Aproximacao perturbativa

Na tentativa de observar uma resposta preliminar analitica ao impacto da dife-
renca de fase entre os campos sobre a dinamica de populagoes, poderemos analisar uma
situacao tal que os campos moduladores possam ser considerados um campo perturba-
tivo Weontror (z,t) sobre a hamiltoniana nao perturbada Hy (4.10). Assim a hamiltoniana

perturbada pode ser escrita como (6.9).

H (t) = Ho + MWeontro (7,1) (6.9)
ou mesmo, na forma explicita (6.10)
H (t) = HO + A [gcontrol (I‘, t) + ‘/control <x7 t)] . (610)

Desejamos analisar a probabilidade P;_,5(t) (6.11) do sistema popular o estado desejado

1» uma vez que seu estado inicial seja o estado

Piys (1) = [(walt (0)] . (6.11)
Se podemos escrever os coeficientes by(t) como (6.12)
b (1) = (Pl (1) (6.12)
segue de (4.12) que a probabilidade P;_,5(t) se torna (6.13)

Prs(t) = [ba (1)) = le2 (1)) . (6.13)
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E possivel realizar uma expansio dos coeficientes ¢;(t) e ¢(t) em uma série de poténcias
de A, respectivamente em (6.14) e (6.15)

e (1) =7 () £ A () + 22D () + - (6.14)

(S
o (1) = (1) + AP (8) + NP (1) + -+ (6.15)
Os coeficientes c&”) e cg") paran =0,1,2,--- podem ser encontrados um a um a partir da

comparagao entre termos de mesma ordem em A, quando (6.14) e (6.15) forem substitui-
dos nas equagoes (6.6) e (6.6) (COHEN-TANNOUDJI; LALOE, 1991) e observando as
condigoes iniciais (6.16), na qual se faz uma aproximagao de que seja possivel popular
inicialmente o estado 1, com projegoes muito baixas da fungao de onda ¢ (z,t = 0) nos

demais estados, em especial o estado alvo 2, cuja ocupacao inicial é muito préxima de zero.

Com essas ideias poderemos ter um primeiro retorno do impacto da fase sobre
os modelos de controles em uma forma analitica, permitindo analisar a dinamica de
populagoes quando os termos 3 e I forem muito pequenos comparados aos termos de
interacao. Introduzindo as expansoes (6.14) e (6.15) nas equagoes da dindmica de populagoes

(6.6) e (6.7), obtemos em ordem zero em A as equagoes (6.17) e (6.18).

dc” 2

1 d; = 0412’050)} ch) (617)
‘ (0)

dc 2

7 d?t = 0521‘050)’ Cg)) . (618)
E as solugoes de (6.17) e (6.18) sao respectivamente (6.19) e (6.20).

Ly Nt
A (1) = &2 (0) eap | ~iana [ at' |8 (¢ (6.19)

e

& (1) = & (0) [—mm Ji | () 2] . (6.20)

Considerando (6.16), obtemos em (6.19) e (6.19) solugdes que refletem exatamente as

condi¢Oes iniciais. Uma aproximacao em ordem zero nao é, portanto, capaz de fornecer
alguma informacao sobre o impacto dos campos. Desta maneira podemos avancar em
uma analise em ordem um em A. Novamente nas equagoes (6.6) e (6.7), introduzimos as
expansoes (6.14) e (6.15), e separando termos de ordem A, obtemos as equagoes (6.21) e

(6.22).
1
idcg )
dt

1 . 2 2 1 _. . 2

_’_§€zAwt [‘Cgo)‘ CgO)]LQ’Q + 2‘050)‘ 050)117172] + 56_ZAUJtCQ(O)CgO) 127171 (621)

* * 2 1 :
= Qo {(CZ(O)CS) JFC2(1)050)) Cgo) + ‘Céo)‘ 031)] 4 5512Cg0)ez(Awt+6)
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e
dcf! «0) (1), +0) O) 0, [ 02 0], Lo 0 —iawte
11— = O{Ql |:(Cl Cl + Cl Cl ) 02 + ‘Cl ‘ CQ :| + 7/62161 €
dt 2
1 _. 2 2 1. . 2
+§6_1Awt |:‘CSO)‘ 050)127171 + 2‘650)‘ 050)12,271] + ielAWtcl(O)CgO) ]17272 . (622)

E através das solugdes em ordem zero ci”) e ¢’ obtidas em (6.19) e (6.20), somos capazes

de tornar as equagoes em ordem um (6.21) e (6.22) mais simples, como podemos ver em

(6.23) e (6.24).

d 1)
i 2; ~0 (6.23)
¢ 1)
dc 1 i Aw 1 A
2 djf = aglcgl) + 55216 (Awt+0) + 5[2,1716 Awt . (624)

A solugao de (6.23) é uma constante, e se sabemos que numa aproximagao de ordem
um temos ¢; (t) ~ & (£) + Acl” (¢), sabido que ¢; (0) = 1, como ¢\” = 1, segue que a

aproximagao de ordem um ¢ nula, conforme (6.25).

My=o0. (6.25)

Através da solugao (6.25), podemos simplificar (6.24) e solucionar sV (t) em (6.26)

A&V (t) = 2iw (521€_i9 + 12,1,1) (€_mw - 1) : (6.26)

Agora podemos calcular em primeira ordem a probabilidade de transicdo entre os niveis 1
e 2 P1_>2 (t) em (627)

Pioys (8) = [{t2 (2) [¢ (2, 0))* = le2 (D) (6.27)

se observado (6.27) em ordem um , poderemos expressar a probabilidade como (6.28)

Py (t) = ’2A1w (521671'9 + 12,1,1) (efmw - 1) ‘2 (6.28)

Através de simples manipulagoes algébricas em (6.28), poderemos explicitar a probabilidade

de transi¢do P;_,» na forma (6.29).

1 _ Awt
Py (1) & 0wl {531 + I3y 1 + 28211211008 (9)} sin’® <2> : (6.29)

Somos capazes de observar em (6.29) uma dependéncia explicita da fase relativa 6 entre
os campos, mostrando que a amplitude de transicao é impactada pela interferéncia entre
as amplitudes de transi¢ao assim como introduzido em (6.2) nas ideias levantadas sobre
controle coerente. Entdo em uma teoria perturbativa de primeira ordem fomos capazes de
encontrar o carater de interferéncia no contexto de condensados modulados por campos

externos. Em uma primeira analise podemos destacar alguns pontos. Veja que se 6 fosse
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igual 0, ou 27, a amplitude da probabilidade deveria somar o terceiro termo entre colchetes,
de maneira a aumentar a probabilidade de transi¢do, enquanto que se § = 7 teriamos uma
subtragao desse termo, levando a uma queda da probabilidade P;_,5, e se as amplitudes
de interacao [ e I fossem de ordem muito proximas, esperaria-se que a probabilidade de
ocorrer transicao nesta fase relativa fosse muito proxima de zero, entretanto se fossem de
ordens diferentes a queda da amplitude de transicao seria esperada mas de maneira que nao
anulasse a probabilidade de transicao. Um detalhe importante que se poe explicitamente
em (6.29) é que se qualquer dos campos estivesse desligado o termo misto dependente
da fase seria nulo, uma vez que os coeficientes (31 ou I 1, seriam nulos, levando a uma
independéncia da fase relativa. Neste ultimo contexto entdo podemos concluir que a
interferéncia entre amplitudes de transicdo é um fenémeno caracteristico da modulacao
dupla, e ndo deve ter um grande impacto modular a fase quando se utiliza apenas um

campo.
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7 Resultados Numéricos

Aqui apresentaremos alguns resultados numéricos obtidos através dos métodos
trabalhados nas segoes 5.2, 5.2.1, 5.2.2 e 5.3, submetendo-os a comparagao com trabalhos
semelhantes, nas tarefas de encontra estados estacionarios da hamiltoniana, determinar
sua dinamica, e observar o impacto de campos externos sobre a evolug¢ao do condensado.
Para as presentes comparacoes os trabalhos mais importantes, que além de referéncia
para confirmar os resultados, ainda foram fortemente influentes sobre os caminhos assumi-
dos neste projeto sao as tabelas de energias do condensado para armadilhas harmoénicas
(HOCKER; RABITZ, 2016), bem como seu método de encontrar estados excitados da
hamiltoniana nao-linear, podemos citar aqui também a miscelanea de codigos numéricos
para diversas configuracoes de condensados (MURUGANANDAM; ADHIKARI, 2009),
que foram estudados e explorados ao longo da constru¢ao dos métodos particulares da
nossa pesquisa e submetidos a parametros especificos dos problemas que tratamos. E por
ultimo, e especialmente o trabalho mais influente sobre nosso projeto sao as aproximagoes
de poucos niveis para tratar condensados em trés dimensoes quando submetidos a campos
moduladores da armadilha confinadora ou comprimento de espalhamento (COURTEILLE;
YUKALOV, 2001; YUKALOV; BAGNATO, 2002; YUKALOV; YUKALOVA, 2004; RA-
MOS et al., 2008; RAMOS; BAGNATO, 2012), que sob diversas adaptagoes de formas de
armadilhas e campos, bem como redugao de dimensao, foi um importante degrau para

sustentar nossos resultados.

7.1 Estados topologicos da Hamiltoniana

A primeira aplicagao realizada foi a implementagao do método da relaxagao para
determinar estados estaciondrios da hamiltoniana nao-linear (5.22) sob confinamento de
uma armadilha harmonica U(z) = 2%/2. Para um ntimero de iteracdes no tempo imagindrio
grande o suficiente foi possivel convergir a funcao de onda () ao estado fundamental 1
da hamiltoniana nao linear para varios fatores de nao-linearidade, que apresentamos na
figura 2. Uma vez que o termo de nao-linearidade aumenta seu papel observamos que a
funcao do condensado tende a ocupar maior espaco do dominio da grade, o que se deve ao
fato da interacao ser repulsiva, e quanto o maior o papel de tal interacao, a ocupacao das
regioes do centro da nuvem de bdsons se torna menor. Um tal resultado concorda com
o comportamento apresentado para mesmos valores de g, mas para espagos maiores em
(MURUGANANDAM; ADHIKARI, 2009). Ainda trabalhando com tais fungoes de ondas,
calculamos o potencial quimico p (3.22) e a energia F (3.18) do sistema na tabela 1. Tais

potenciais quimicos concordam com os encontrados em (HOCKER; RABITZ, 2016) para
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Figura 2: Func¢ao de onda do Estado fundamental para fatores gy de nao-linearidade
diferentes. Fonte: Autor.

os mesmos valores de g.

Tabela 1: Potencial quimico e Energia do estado fundamental para diferentes fatores gy de
nao-linearidade. Fonte: Autor.

9o H E
0 | 0.500000000 | 0.500000000
1 | 0.869943805 | 0.689487034
5 | 2.011460452 | 1.316061719
10 | 3.107243090 | 1.947127215
20 | 4.873005097 | 2.984733317
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Obtivemos ainda o primeiro estado excitado 11 também para varios fatores de nao
linearidade gy na figura 3. E utilizando o método S-AITP da se¢ao 5.2.2, retornamos o

segundo e o terceiro estado excitado nas figuras 4 e 5 respectivamente.

0,3 |

lw, ()

01

0,0

Figura 3: Primeiro estado excitado. Fonte: Autor.
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Figura 4: Segundo estado excitado. Fonte: Autor.

Até aqui, é possivel observar que os resultados apresentam comportamento seme-
lhante ao estado excitado correspondente do problema do oscilador harménico quantico
(veja o caso go = 0), porém sob efeito da interacdo a funcao de onda se espalha no espago.
Concordando também com (HOCKER; RABITZ, 2016)
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Figura 5: Terceiro estado excitado. Fonte: Autor.

7.2 Dinamica do Sistema

Em sequéncia, submetemos (vide figura 7.2) a func¢do do estado fundamental do
potencial harmonico exp(—x?/2)/ (7r)i caracteristica de gy = 20 a uma evolugao temporal
dirigida pela hamiltoniana nao-linear para gy = 10, de tal maneira que nao seja autoestado

da hamiltoniana a qual esta sujeita. Observamos na figura 7.2 que a funcao de onda tem

-1,000E-03
0,04663
0,09425
0,1419
0,1895
0,2371
0,2848
0,3324

0,3800

Figura 6: Evolucao da funcao de onda estaciondaria para go = 20 sob hamiltoniana
caracteristica de gg = 10

. Fonte: Autor

comportamento nao estacionario, permanecendo numa oscilagdo harmonica em torno de

um raio médio. O que pode ser visto de maneira mais clara na figura 7, na qual se explicita
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o raio quadratico médio Xrars (RMS vem do termo root mean square em inglés), calculado
via (7.1).
Xnws = [ daa|o (o, 1)), (7.1)

15 T T T T T T T

RMS

0,9 1 1 1 1 1 1 1

Figura 7: Raio médio quadratico da funcao de onda em fungdo do tempo. Fonte: Autor

Tal processo de evolucao do condensado de perfil estacionario para um determinado
fator de nao-linearidade sob uma hamiltoniana com metade do fator de nao-linearidade
go caracteristico é uma ideia proveniente de (MURUGANANDAM; ADHIKARI, 2009) e
o comportamento aqui apresentado concorda com seus resultados. Comportamento que
é razoavel, um vez que a dinamica é regida por uma hamiltoniana atuando sobre uma

funcao de onda que nao ¢ sua autofuncao.

7.3 Excitacao de Estados Via Moduladores

Construidos os codigos numéricos capazes de simularem a dinamica de um con-
densado 1D, nosso trabalho se volta agora para o entendimento do impacto que campos
externos podem ter sobre a excitagdo de estados desejados da hamiltoniana. trabalharemos
aqui os regimes em que determinadas armadilhas sdo convenientes, bem como as diferentes
naturezas de modulagao externa, observando o grau de eficiéncia em cada escolha. Nesta
etapa do trabalho nossos resultados buscam forte apoio nos trabalhos (COURTEILLE;
YUKALOV, 2001; YUKALOV; BAGNATO, 2002; YUKALOV; YUKALOVA, 2004; RA-
MOS et al., 2008; RAMOS; BAGNATO, 2012), que sao trabalhos envolvidos no estudo
da excitagao dos modos topoldgicos da hamiltoniana nao-linear através de campos na
frequéncia de transicao caracteristica de um determinado estado alvo, uma vez conhecido
que o estado inicial sempre é o fundamental. tais trabalhos além de observarem diferentes
formas de armadilhas e moduladores ainda empregam grande esfor¢co em obter um modelo
simples de poucos niveis que possa representar bem o que é obtido com o calculo direto.

Assumido aqui que nossos resultados sao testados e comparados sistematicamente com os
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modelos de poucos niveis, devemos nos atentar a escolha de parametros conveniente, tais
que satisfacam em bom grau todas as condigoes exigidas para validade dessas aproximagoes.
Em geral as maiores preocupagoes se voltam para a magnitude do fator de nao-linearidade
go € a amplitude dos campos externos, e acrescenta-se aqui o fato de a armadilha pode ter
grande influéncia sobre a validade dos modelos aproximados, uma vez que dependendo de
sua natureza pode se tornar uma tarefa muito dificil, até mesmo com campos de baixa
magnitude, manter os atomos em poucos niveis. Destacamos ainda que o interesse deste
trabalho se volta para a excitagao de estados topologicos coerentes da prépria hamiltoniana
nao linear, uma vez que na pratica desejamos trabalhar com uma situacao tal que ao levar
um condensado ao estado desejado através do efeito de um campo por um tempo limitado,
apoés desligado o campo, o sistema permaneca no estado desejado. Isto é factivel quando o

estado alvo é justamente um estado estacionario da hamiltoniana nao-linear.

7.3.1 Modulacdo da Armadilha

Nos resultados anteriores todos testes foram realizados com uma armadilha harmo-
nica, aqui submeteremos um sistema confinado por uma tal armadilha ao efeito de um
campo externo e observar se tal armadilha pode oferecer um cenario esperado pelo modelo
de poucos niveis. utilizando uma armadilha harmoénica de frequéncia w, = 1, isto é,
U (z) = 2%/2 com fator de ndo linearidade gy = 1, observamos na figura 8 através do nosso
modelo numérico a ocupagao dos trés primeiros estados da hamiltoniana sob um modulador
da forma (4.5) com V () = Aya3e™ (recomendado em (YUKALOV; YUKALOVA, 2004)
para armadilhas de mesma natureza) e amplitude Ay, = 0.1, quando o campo é ligado
os atomos se dispersam em estados que nao se limitam apenas aos primeiros vizinhos do
estado fundamental, nota-se na figura 9 que a soma > das populages do estados 0, 1, 2 e
3 (fundamental, primeiro excitado, e assim por diante) é fortemente reduzida de maneira
generalizada, o que nao pode ser descrito por um modelo aproximado de dois ou trés niveis

como o desejado.

Uma vez verificado que o sistema confinado pela armadilha harmonica nao é
suportado por um modelo de dois ou trés niveis, o trabalho se volta para a escolha de
uma armadilha em que seja valido o limite de poucos niveis acessados, quando aplicado
um campo externo. Em (YUKALOV; YUKALOVA, 2004) também foi tratado o caso de
uma armadilha anarmonica do tipo quartica sob efeito de um campo linear, mostrando
uma resposta mais alinhada com o modelo aproximado de poucos niveis quando realizado
o calculo direto do que o modelo de armadilha harmonica. Uma tal armadilha além de
representar uma boa concordancia com o modelo aproximado, ainda suporta excitacao
de estados alvo sob campos mais simples. Portanto aplicamos nosso método numérico
para o caso de uma armadilha U (z) = z?/4 sob agao de um campo da forma (4.5) com

V (z) = Agx e o comparamos com um modelo de 3 niveis. Uma tal concordancia é muito
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Figura 8: Ocupacao dos estados fundamental ng, primeiro e segundo estado excitado, n,
e no, respectivamente. Fonte: Autor.
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Figura 9: Soma 3 das ocupacgoes dos quatro primeiros autoestados da hamiltoniana nao
linear. Fonte: Autor.

sensivel as magnitudes da interacao e amplitude do campo aplicado. Portanto havera casos
em que um modelo de 2 niveis é suficiente para descrevé-lo e outros em que é necessario
adicionar mais niveis & andlise. Na figura 10, observamos que mesmo para uma amplitude
baixa comparada ao fator de interacao gy = 1, foi necessario trabalhar com 3 niveis para
que os métodos tivessem boa concordancia. Esta sensibilidade dos modelos justifica uma

escolha de interacao baixa quando se deseja compara-los.

Posto que nosso método passa pelo crivo de um modelo de poucos niveis, habilitamo-
nos a explorar variacbes de dependéncias espaciais no campo. Mostrando-se eficaz o
campo linear para excitacao do primeiro estado excitado, motivamo-nos a utilizar campos
polinomiais, isto ¢, proporcionais a x™, utilizando a ordem n = j em acordo com o estado

excitado psi; que se deseja ocupar. Observamos na figura 11 que um tal procedimento se
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Figura 10: Comparacao entre o calculo direto e o modelo de 3 niveis para ocupacao do
primeiro estado excitado sob a¢ao de modulador da armadilha de amplitude
Ay = 0.0625. Fonte: Autor.

mostra eficaz até o quarto estado excitado.
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Figura 11: Ocupagao de estados excitados 1, 2, 3, 4 e 5 sob campo de amplitude Ay, = 0.1.
Fonte: Autor.

7.3.2 Modulacao da Interacao

Seguindo o modelo proposto de moduladores espago-temporais do comprimento
de espalhamento exposto na se¢ao 4.1, motivamo-nos a explorar o impacto de espécies
diferentes de dependéncias espaciais no campo. Porém, devemos ter atencao na factibilidade
da construcao de um tal modulador em laboratério. Como ja discutido é factivel explorar
dependéncias espaciais na pratica, através de aplicagoes de campos magnéticos e controle
optico, tais que retornem uma configuracao desejada do comprimento de espalhamento e
uma interagao efetiva que tenha dependéncia espacial (CLARK LI-CHUNG HA; CHIN,
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2015; ARUNKUMAR; THOMAS, 2019). Posto este lastro experimental, e visto o sucesso do
uso de dependéncias polinomiais para excitar os primeiros estados excitados na modulacgao
da armadilha (vide segdo 7.3.1), estendemos aqui esse tipo de dependéncia. Utilizando
campos da forma (4.44) com ¢ (x) = Aga™ e n = 1,2. Exploramos o caso da excitacdo dos
primeiro e segundo estados excitados do condensado com n =1 e n = 2, respectivamente.
Considerando ainda a armadilha do tipo anarmoénica como em 7.3.1. E Submetemos
a comparacao com o modelo de poucos niveis nas figuras 12 e 13 . Originalmente a
aproximacao de 2 niveis para o caso de modulacdo da interagao (RAMOS et al., 2008;
RAMOS; BAGNATO, 2012) foi construida com moduladores sem a dependéncia espacial
além do termo [ip|°, isto é sem o termo g(x), isto explica as defasagens entre o calculo
direto seguindo o calculo direto da solu¢ao numérica proposta no presente trabalho e o
modelo original. Para um fator de nao-linearidade gq relativamente baixo tal que nao
distancie o sistema de maneira tao aguda do comportamento devido a armadilha e um
campo de baixa ordem polinomial como o caso aqui tratado os modelos tém concordancia

consideravel.

Figura 12: Comparacao entre o calculo direto e o modelo de 2 niveis para ocupacgao do
primeiro estado excitado sob agao de modulador da interagao de amplitude
Ag = 0.5. Fonte: Autor.
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Figura 13: Comparacao entre o calculo direto e o modelo de 2 niveis para ocupacao do
segundo estado excitado sob ac¢ao de modulador da interagao de amplitude
Ag = 1. Fonte: Autor.

7.4 Modulacdo Dupla

Observado o sucesso do uso de moduladores espaco-temporais da armadilha ou da
interagao para conduzir o condensado a estados alvos introduzidos em (COURTEILLE;
YUKALOV, 2001; YUKALOV; BAGNATO, 2002; YUKALOV; YUKALOVA, 2004; RA-
MOS et al., 2008; RAMOS; BAGNATO, 2012) e bem explorados aqui, o foco do trabalho se
volta para o uso conjunto das duas formas de controle. Uma tal abordagem tem como base
o uso de de modulagoes duplas no contexto de controle 6timo (HOCKER; RABITZ, 2016),
os quais abordam o uso de Funcionais de custo tais que determinem as condi¢des vinculos
que maximizam a probabilidade de transicao entre estados estacionarios de maneira a
poder avaliar quais tipos de moduladores sao mais eficazes, veja apéndice A. Tal estudo
desperta a motivacao para estudar como podem ser configurados os campos de maneira que
usados simultaneamente retornem uma transicao mais eficaz que o uso individual de uma
espécie ou outra. E preciso tomar cuidado com o fato de que o sistema é muito sensivel a
amplitude de V.onio1, que se aumentada sem a devida atencao pode levar a dispersao dos
atomos em estados vizinhos nao desejados. Para que a modulacao geoniror pPOSsa ser usada
conjuntamente, é necessario que amplitude da primeira seja consideravelmente menor que a
da segunda. Considerado isso, nosso procedimento primeiramente foi encontrar amplitudes
caracteristicas de cada modulador tal que levem a um comportamento similar no tempo
de inversao de populacgao. Ainda na situagao de uma armadilha anarmoénica quartica e
go = 1, nas figuras 14 e 15 obtemos boa concordancia entre as modulagoes. O primeiro caso
destacando a excitagao do primeiro estado excitado e a outra o segundo estado excitado

através de campos com dependéncia espacial x e z?, respectivamente.
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Figura 14: Comparagao entre modulagdes da armadilha Ay = 0.17 e Ag = 0.7 para
excitagao do primeiro estado excitado. Fonte: Autor.
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Figura 15: Comparacao entre modulagdes da armadilha Ay = 0.5 e Ag = 1.4 para
excitagao do segundo estado excitado. Fonte: Autor.

Devido a natureza dessas modulagoes, ap6s determinado tempo os comportamentos
passam a ter uma certa defasagem, mas tém boa concordancia entre os periodos de oscilacao
e nos dois casos o numero de atomos descolados ao estados alvo é aproximadamente o
numero total. Uma vez que os dois campos levam a comportamentos aproximadamente
equivalentes, passamos a nos voltar para observagao destes campos ligados simultaneamente.
Verificamos nas figuras 16 e 17 que o uso conjuntos dos moduladores efetivamente aumenta
a frequéncia da transicao aproximadamente 3 vezes nesses casos, o custo disso é que niimero
dos atomos levados ao estado desejado sao entre 10% e 15% menor do que através dos
métodos de modulagoes individuais, o que podemos ver mais nitidamente nas figuras 18 e
19.

A modulacao dupla pode ainda ser submetida a uma comparacao com o modelo de
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Figura 16: Combinagao das modulagoes para excitagdo do primeiro estado excitado. Dados
da figura 14. Fonte: Autor.
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Figura 17: Combinacao das modulagoes para excitacao do segundo estado excitado. Dados
da figura 15. Fonte: Autor.

trés niveis, apresentando boa concordancia nas figuras 20 e 21, as defasagens possivelmente
sao caracteristicas da menor concordéancia entre os modelos para a modulac¢ao da interagao.
Deve-se entender nesses exemplos que a concordancia entre os modelos construidos aqui
e o de poucos niveis depende da armadilha utilizada, da magnitude da interagao, uma
vez que todos esses fatores influem sobre os coeficientes «, 5 e I. Ha casos em que esses
coeficientes podem ser nulos, ou superarem os limites requeridos, de maneira que os modelos
nao representarao o mesmo problema. Cabe ressaltar aqui um fenémeno interessante, a
frequéncia da transicdo aumenta com a modulagao dupla. Uma explicacao para tal fato é
que em um sistema nao-linear a frequéncia da transicao depende das populagoes dos niveis,
e como os dois campos influenciam as populagoes, é natural esperar que a frequéncia

senha influenciada de maneira mais efetiva quando hé dois campos ligados. Vide em (4.40),
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Figura 18: Comparacao entre modulacoes individuais, da armadilha V, da interacao G e
combinadas VG para excitagao do primeiro estado excitado. Dados da figura
14. Fonte: Autor.
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Figura 19: Comparacao entre modulag¢oes individuais, da armadilha V, da interacao G e
combinadas VG para excitagao do segundo estado excitado. Dados da figura
15. Fonte: Autor.

quando no modelo de poucos niveis para modulador da armadilha, foi possivel explicitar a
frequéncia de transicao, de maneira que observamos a dependéncia das populagoes. Cabe
ressaltar também que a frequéncia de transicdo aumenta na modulacao dupla e nao ha
uma perda significativa de d&tomos no processo, quando comparado ao nimero de atomos

deslocados com modulagoes individuais, destacando portanto, sua vantagem.
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Figura 20: Ocupagao do primeiro estado excitado sob modulacao dupla n comparada com
modelo de 3 niveis Yn. Fonte: Autor.
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Figura 21: Ocupacao do segundo estado excitado sob modulagao dupla n comparada com
modelo de 3 niveis Yn. Fonte: Autor.
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7.4.1 Controle Coerente

Observado o sucesso em configurar moduladores de uma maneira tal que, individu-
almente, levem a comportamentos muito similares do condensado, notando que no uso
conjunto desses, uma fracao consideravel dos atomos sao mantidos nos estados de interesse
e que o tempo de inversao de populagao é reduzido quando comparado a modulagoes
individuais, a questao que se poe é que impacto teria a defasagem entre as frequéncias
dos campos envolvidos sobre a dinamica do condensado . Nas mesmas configuragoes
anteriores testamos as hipéteses levantadas na aproximagao perturbativa em primeira
ordem na se¢ao 6.1, confirmando o impacto que a fase entre os campos tem sobre a
coeréncia do sistema, para o caso de excitacao do primeiro estado excitado vide figura
22, enquanto que o segundo 23, tais sistemas ainda passam pelo crivo do modelo de 2
niveis, mostrando consideravel concordancia entre os métodos, veja para o primeiro caso
em 24 . Tais resultados corroboram a tese de que a modulagao dupla de maneira que
configure um controle coerente pode ser mais eficiente que o uso de uma espécie apenas de
modulacao, em especial para excitagao do primeiro estado excitado a resposta a fase é
muito direta, havendo aproximadamente um cancelamento dos campos em 7, enquanto
que no segundo caso, de excitacdo do segundo estado excitado, ha uma resposta efetiva
a fase, mas nao a ponto de interromper por completo a transicao, isto ja era esperado
do ponto de vista de uma aproximagao perturbativa, na qual foi possivel observar que a
amplitude da probabilidade de transicao terd uma maior sensibilidade a modulagao de
fase, quando as amplitudes de interagao forem de mesma ordem. Nas configuracoes que
produziram os graficos 22 e 23 respectivamente temos amplitudes de probabilidade de
transicdo Ba;> + log1” + 2021 151,1c05 () em @ = 7 da ordem de 10™* e 107!, em (6.29).
Tais ordens de amplitude de justificam o comportamento da populacao do estado alvo em

funcao da fase.

Fase (1)

Figura 22: Ocupacao do primeiro estado excitado em funcao da diferenca de fase entre os
moduladores. Dados da figura 16. Fonte: Autor.
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Figura 23: Ocupacao do segundo estado excitado em funcao da diferenca de fase entre os
moduladores. Dados da figura 17. Fonte: Autor.
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Figura 24: Comparagao entre modelos de Ocupacao do primeiro estado excitado em fungao
da Fase para tempo fixado em ¢t = 20. Calculo direto n e modelo de 2 niveis
Yn. Dados da figura 16. Fonte: Autor.

Notamos que no problema nao-linear tratado, uma caracteristica interessante é que
¢é possivel interferir amplitudes de transicao advinda de campos com mesma frequéncia, o
que nao é usual na mecanica quantica com problemas lineares, nos quais o fenémeno de
interferéncia é observado para campos de diferentes frequéncias. Levantado esse ponto,
observamos agora, a interferéncia de campos de frequéncia diferentes para excitar o primeiro
estado excitado. Em um primeiro caso utilizamos frequéncia w ~ w;y na modulagao da
armadilha e w/2 no modulador da interacao, vide figura 25. Em seguida, verificamos
o caso trocado na figura 26. Tais casos destacam uma forte resposta a fase relativa e
diferentemente do caso de frequéncias iguais, aqui ha um intervalo de fases no qual os

campos se anulam e interrompem a transicao.
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Figura 25: Modulagdo dupla com frequéncia w no modulador da armadilha e w/2 no
modulador da interagao com amplitudes Ay = 0.1 e Ag = 1, conforme (6.3).
a) ny em fun¢do do tempo para fase relativa nula . b) n; em fungéo da fase
para alguns tempos fixos. Fonte: Autor.

Podemos indagar sobre o impacto que a fase relativa pode ter sobre as modulagoes
quando usadas individualmente, uma vez que nao representaria mais uma forma de
interferir amplitudes de transicao de diferentes campos, como ja discutido na aproximacao
perturbativa na se¢ao 6.1, mas uma expectativa quanto uma possivel resposta do carater
nao-linear do sistema. Observamos na figura 27 fase na modulacio da as armadilha e
em 28 o impacto da fase sobre a modulacao da interagao, que fase tem algum impacto
sobre a dinamica do sistema, mas em ordem significantemente mais baixa do que no
caso de modulagao dupla, sendo incapaz de deslocar uma fracdo consideravel dos atomos,
como previsto numa analise perturbativa, quando o termo de interferéncia de amplitudes
¢ nulo na probabilidade de transicao. Testes como esses indicam que nao representa
uma oportunidade para explorar as vantagens do controle coerente como verificado na
modulacdo dupla. E evidenciado em todos testes de impacto da fase sobre a dindmica de
populagoes que ha grande concordancia entre o calculo numérico direto e a aproximacao

perturbativa de primeira ordem no modelo de dois niveis.

Podemos destacar aqui mais algumas possibilidades do controle coerente no contexto
de condensados. Podemos configurar os campos de maneira que uma das frequéncias em
um dos campos seja sintonizada proxima da frequéncia de transicao desejada, por exemplo
W A wy com um desvio muito baixo Aw << 1, enquanto que o segundo campo pode ser
modulado com frequéncia w + Aw, para mais ou menos da frequéncia w do primeiro campo,

mas com um desvio Aw finito, por exemplo, na ordem de Aw = 0.1w, essa dessintonia
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Figura 26: Modula¢ao dupla com frequéncia w/2 no modulador da armadilha e w no
modulador da interagdo com amplitudes Ay = 0.5 e Ag = 0.4 , conforme (6.3)
. a) ny em fungdo do tempo para fase relativa nula . b) n; em funcao da fase
para alguns tempos fixos. Fonte: Autor.

entre os campos pode criar um cenario de interferéncia entre amplitudes de transicdo com
uma resposta muito sensivel a modulac¢oes de fase entre as frequéncias dos campos, que
podemos observar nas figuras 29 e 30. O primeiro e o segundo caso mostram uma simetria
no comportamento da dinadmica da populagao do primeiro estado excitado diretamente
relacionado a forma que foi configurada a dessintonia entre os campos em relacdo a
frequéncia de transicao, e diferentemente de outros casos abordados no projeto a dinamica
é efetiva em uma faixa de fases muito localizada em torno de uma fase especifica, fenémeno
que necessitaria um estudo aprofundado em uma teoria de poucos niveis para frequéncias

diferentes.

Outro cenério que podemos considerar ¢ a situacao em que os campos sao ligados em
atraso, isto é, escolhe-se um determinado campo para ligar primeiro e ap6s um determinado
intervalo de tempo At o segundo campo é ligado e a modulacao passa a ser dupla. Nas
figuras 31 e 32 para excitagdo do primeiro estado excitado, observamos que nao ha uma
diferenca significativa na dinamica de populagoes qual campo é escolhido para ser ligado
primeiro, no entanto podemos observar que ha um limite de atraso para que ocorra a
transicao, isto é para um At maior que um certo valor, os campos nao induzirao uma
excitacao estado excitado de interesse, mas é possivel observar que a dindmica tem uma
forte resposta a esse atraso de campos, de maneira que se comporta como a diferenca de
fase entre as frequéncias, destacando aqui outra possibilidade de modulagao de campos

externos para controlar a excitacao do estado desejado.
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Figura 27: Modulacao da armadilha com amplitude Ay = 0.1 para popular o primeiro
estado excitado, conforme (4.5). a) ny em fungdo do tempo para fase relativa
nula . b) n; em fungao da fase para alguns tempos fixos. Fonte: Autor.

Compilando todos resultados obtidos, podemos concluir que obtivemos uma resposta
positiva quanto a efetividade do controle coerente no contexto de condensados de Bose-
Einstein de gases atémicos dilutos no limite de validade da aproximacao de campo médio.
Observamos que hé uma variedade de configuracoes sobre as modulagoes de armadilha e
comprimento de espalhamento que podemo ser realizadas para controlar a performance
da transicao desejada, de maneira a criar cenarios em que se torna possivel construir um
condensado em um estado nao fundamental em um tempo de transicao menor do que
poderia ser realizado com modulagoes individuais, bastando um controle de frequéncias,

diferenga de fase ou atraso de campos.
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Figura 28: Modulag¢ao do comprimento de espalhamento com amplitude Ag = 0.3 para
popular o primeiro estado excitado, conforme (6.4). a) ny em fungao do tempo
para fase relativa nula . b) n; em funcdo da fase para alguns tempos fixos.
Fonte: Autor.
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Figura 29: Modulagao Vionirer (2, t)com frequéncia w e geontro (7, 1) com frequéncia w — dw
At para popular primeiro estado excitado. Dados: Ay = 0.1, Ag = 0.4 e
Aw = 0.1w. Fonte: Autor.
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Fase (m)

Figura 30: Modulagao Vipnirer (7, t)com frequéncia w e geontror (,t) com frequéncia w + dw
At para popular primeiro estado excitado. Dados: Ay = 0.1, Ag = 04 e
Aw = 0.1w. Fonte: Autor.
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Figura 31: Modulagdo Vionirer (2, 1) seguido de geontror (2,t) apds intervalo de tempo At
para popular primeiro estado excitado. Dados: Ay = 0.1 e Ag = 0.4. Fonte:
Autor.
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Figura 32: Campo Geontror (2, 1) seguido de Vigniro (7, 1) apds intervalo de tempo At para
popular primeiro estado excitado. Dados: Ay = 0.1 e Ag = 0.4. Fonte: Autor.
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8 Conclusoes

O presente trabalho se empenhou no estudo unidmensional de controle coerente
através da interferéncia entre amplitudes de transicao originadas por modulac¢oes conjuntas
da armadilha e da interacao para dirigir um condensado de Bose-Einstein a popular
estados topoldgicos, no limite da validade da aproximacao de campo médio, isto ¢, no
contexto da equagao de Gross-Pitaveskii. Foram construidos c6digos numéricos capazes
de obter autoestados e correspondentes autoenergias da hamiltoniana nao-linear, e ainda
simular a evolucao dinamica da fung¢ao de onda do condensado sob agao de campos
externos. Para tais tarefas foi aplicado o método da relaxacao em tempo imaginario para
determinar estados estaciondrios da hamiltoniana nao-linear via expansao do operador
evolugao em polindémios de Chebyshev (TAL-EZER; KOSLOFF, 1984; KOSLOFF; TAL-
EZER, 1986; KOSLOFF et al., 1991), aplicando ainda o método S-AITP (HOCKER,;
RABITZ, 2016) para obter modos excitados do condensado. Realizando uma expansao
semelhante, mas em tempo real, foi possivel elaborar um coédigo que simula a evolugao
temporal do condensado, suportando ainda a implementacao de campos moduladores
da armadilha, bem como do comprimento de espalhamento que influem fortemente a
dindmica do sistema. Tais métodos trabalham em uma grade construida também via
polinémios de Chebyshev (MASON; HANDSCOMB, 2003; TREFETHEN, 2000), no
qual o destaque é ser capaz de resolver termos espaciais e temporais da hamiltoniana
simultaneamente, e fazer tal tarefa com poucos pontos, quando os métodos mais utilizados
em problemas de mesma natureza, tais como Método de Crank-Nicolson de discretizacao
de espago e tempo requerem uma separacao destes termos (HOHENESTER et al., 2007;
MURUGANANDAM; ADHIKARI, 2009; HOHENESTER, 2014). Nossos célculos passam
pelo crivo de trabalhos em problemas semelhantes (COURTEILLE; YUKALOV, 2001;
YUKALOV; BAGNATO, 2002; YUKALOV; YUKALOVA, 2004; RAMOS et al., 2008;
RAMOS; BAGNATO, 2012; HOCKER; RABITZ, 2016; MURUGANANDAM; ADHIKARI,
2009), apresentando relativa concordancia quando nestes modelos sdo escritos os pardmetros
particulares do projeto. Além dos métodos numéricos empregados colocarem modelos de
expansao em polindomios de Chebyshev no contexto de hamiltonianas nao-lineares, ainda
se especializa no impacto de moduladores de espécies diferentes usados conjuntamente,
em aprofundada analise sobre o impacto da coeréncia entre esses campos e sensibilidade a

diferenga de fase entre os campos enviesando a maior eficiéncia da transi¢cao desejada.

Em um tal estudo foi concluido que uma armadilha anarmonica responde muito
bem ao feito de moduladores e para popular os primeiros estados excitados basta que os
moduladores tenham dependéncias espaciais polinomiais de ordem proporcional ao nivel

que se deseja popular, nesse contexto identificamos forte efeito da fase sobre a interferéncia
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entre as amplitudes de transicao induzidas pelos campos para popular o primeiro estado
excitado, efeito cuja magnitude é maior quando as amplitudes de interagao sdo de mesma
ordem, e menor quando sao de ordens muito diferentes, mas que evidencia uma forte
resposta a interferéncia entre caminhos de transicdo. A modulacao dupla apresenta um
aspecto interessante, que é especialmente devido ao carater nao-linear do problema, que
seria tornar uma transicao mais rapida, uma vez que a frequéncia de transicao depende
das populacoes, e as mesmas sao influenciadas pelos dois campos. Tal fendmeno ocorre
sem perdas significativas de atomos, bem como pode ser interrompido sem desligamento
dos campos, permitindo portanto mais liberdade sobre o controle de um condensado do
que o uso de um modulador de uma natureza especifica individualmente. Tais estudos,
especialmente passando grande parte por analise numérica, também sao submetidos a
comparagoes com modelo aproximado de poucos niveis, e dentro desse modelo uma analise
perturbativa que permitem em alguns regimes prever o comportamento da dinadmica de
populacoes sob impacto de modulagao dupla, bem como a resposta a interferéncia de
amplitudes de transigao. O trabalho é concluido com dois exemplos de maneiras diferentes
de manipular os dois campos com o objetivo de influenciar a performance da transicao.
A primeira maneira é ligar campos em diferentes tempos, e o intervalo de tempo entre a
aplicagdo do primeiro campo e a aplicacao do segundo, para configurar modulacao dupla,
funciona como uma diferenca de fase entre os campos, levando a uma resposta da dinamica

de populagoes a essa defasagem. A segunda maneira seria configurar

Uma anélise sistematica como a feita aqui de carater tedrico elucida as diferentes
formas de controle coerente no condensado de Bose-Einstein de gases atomicos dilutos,
abrindo caminho para um leque possibilidades para controlar uma transicao via modulacoes
da frequéncia, fase e atraso entre campos. Os resultados deste trabalho gera uma expectativa
positiva para especulacao de sua validade também em condensados de duas e trés dimensoes,

onde se espera que se verifiquem também as vantagens do Controle coerente.
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APENDICE A - Teoria de Controle Otimo

Quantico

Nesta se¢ao esperamos construir uma teoria que seja capaz de retornar as condigoes
que o sistema deve satisfazer para que possamos maximizar a possibilidade de fazer o
condensado migrar do seu estado inicial para um estado de nossa escolha (PEIRCE;
RABITZ, 1988), sendo ambos os estados autofun¢oes da hamiltoniana nao linear do
condensado interagente. E ainda poder controlar o caminho dessa transicao através de
parametros externos associados armadilhas éticas e campos magnéticos (HOHENESTER
et al., 2007), o que é sera possivel no formalismo da otimizagao, a qual pode determinar
qual o efeito externo incluir e quais condi¢bes devemos respeitar para que num tempo

finito aproximemos a funcao de onda o maximo possivel do estado desejado.

A.1 Otimizacao

Em alguns problemas fisicos podemos estar interessados na minimizacao de uma
integral sujeita a vinculos, entao se temos uma fun¢ao unidimensional ¢(z) que respeita a
restricdo v(x) = K, com K sendo uma constante, devemos minimizar a fungao ¢ sobre a
reta formada por essa constante. E para isso é util usar a técnica dos multiplicadores de
Lagrange, considerando um tnico vinculo, teremos apenas um multiplicador v, o problema
da extremiza¢ao (ARFKEN et al., 2013) se torna a resolugao de

d
da

Para mais vinculos teremos mais multiplicadores, que irao incluir a informacao sobre as

(¢(x) —vv)=0. (A.1)
restrigoes ao procedimento variacional de minimizacao.

A.2 Otimizac3o Quantica

Dado um sistema quantico unidimensional definido em um intervalo finito de tempo
[0, T'], assumindo uma condi¢ao inicial da fun¢ao de onda 9 (x,0) = 1)y (x), e uma condigao
final desejada ¢ (z,T) = ¥7 (x), desde que estas sejam autofungdes da hamiltoniana do
sistema podemos tentar construir um funcional que conta a possibilidade da funcao de onda
visitar um estado diferente do alvo ao final do tempo T', que chamaremos funcional Custo,
e minimiza-lo com relacao aos parametros envolvidos, e usando a teoria de otimizacao para
garantir que no minimo a equacgao de Schrodinger , o vinculo do sistema, seja satisfeita,

devemos na verdade minimizar a Lagrangiana do sistema, que contera os multiplicadores
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de Lagrange que fard o cdlculo levar em conta tal equacdo. E possivel controlar essa
transicao se introduzirmos parametros arbitrarios de controle no funcional Custo, levando
nos a constatar quais efeitos externos devem ser causados para que a funcao de onda se
aproxime o méaximo possivel do estado alvo (PEIRCE; RABITZ, 1988).

Podemos construir o funcional Custo de varias maneiras, numa abordagem que
devamos minimiza-lo ou numa abordagem que devamos maximiza-lo. Num posicionamento
analogo a otimizacao cléssica, introduziremos a teoria construindo um funcional J que nos
interesse o seu minimo (HOHENESTER et al., 2007)

1 o1 T 2
T =5 [L= ek ()] + 3 [ dtli (1)) . (A-2)
Atentar aqui para o fato de que £ é um fator que dé a medida do efeito que desejamos
que o parametro de controle n tenha sobre o sistema. O primeiro termo esta associado a
probabilidade de ndo haver transicao, e o segundo termo esta associado a uma penalidade
associada presenca da modulagdo 1 no controle da transicao. E para que no minimo a

equagao de Schrodinger seja satisfeita, construimos a Lagrangiana funcional

L(W.p.n)=J (1) +Re{/OT/_°;dxp* (W—Hmw)} , (A.3)

sendo p o multiplicador de Lagrange e H a hamiltoniana do sistema. Agora, para encontrar
as condig¢Oes 6timas basta que a Lagrangiana funcional seja minimizada com relagao a

cada uma das varidveis da qual depende.

A.3 Controle Otimo Quantico da GPE

Desejamos ser capazes de popular um determinado estado alvo s (z) com o
condensado apdés um determinado periodo de tempo 1" uma vez que sabemos a funcao
de onda inicial 1y (x), sendo ambas fungoes estados estacionarios da GPE, que por sua
vez funciona no sistema como um vinculo. Para isso podemos tentar usar a teoria de
otimizagao quantica para maximizar a probabilidade Fy_,; de transicao do estado inicial

ao estado alvo ,
Pos = | [ dovy @) @) (A4)

Modelamos o problema de maneira que a funcao de onda do condensado satisfaca as
condicoes ¢ (z,0) = o (z) e ¢ (x,T) = s (z). Para que possamos maximizar (A.4)
incluimos ainda parametros de controle (HOCKER,; RABITZ, 2016) (que carregam o
indice "control") sobre a GPE, estes sao o termo de nao linearidade geontror (,t) € um
potencial adicional V01 (7, 1), que funcionardo como variaveis também da extremizagao
da funcao Custo, permitindo que se observe quais condigoes externas devem ser incluidas no

sistema para catalisar a otimizagdo da transi¢do de estados desejada. Com tais parametros
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a equacao de vinculo ou GPE se torna

it (,t) = [Ho + (Usrap (%) + Veontrot (2,)) + (90 + Geontrat (2, )) [ (2, £)°] ¢ (2,2)
(A.5)
com H, fazendo referéncia ao termo cinético, aqui Uyyq, corresponde ao campo externo
confinador do condensado e o ponto superior a derivada temporal. Introduzamos agora
um funcional Custo J [¢, p, Veontrots Geontrot]) modificado (HOCKER; RABITZ, 2016), de
tal maneira que inclua a dependéncia dos multiplicadores de Lagrange, abrindo mao do
uso da lagrangiana para comportar a informacao do vinculo e nao inclua a penalidade

associada aos parametros de controle

J=|[ " dwiy @0 1)

2+2Re{/0Tdt/oo dzp* (z,1) (—z'at+H(x,t))¢(x,t)} ,
h (A.6)
e embora omitido, o funcional na sua forma complexa J depende também do conjugado
das varidveis ¢ e p. Uma vez construido o Funcional, devemos extremiza-lo com relagao a
cada uma de suas variaveis e seus conjugados complexos, necessitando escrever J também
na forma complexa, e desta maneira seremos capazes de obter as condi¢des 6timas que
devem ser satisfeitas para que a transicao desejada tenha maior possibilidade de ocorrer.

Fazendo entao o calculo
oJ B

B
para k =1,---,6 com (01, B2, B3, B4, Bs, B6) = (U, V%, D, p*, Geonts Veont), Obtemos as condi-
¢oes para a funcao de onda

0, (A7)

ihp = Hy | (A.8)
para o multiplicador
inp = [H + g|o*] p+ gv’ps | (A.9)
o potencial de controle .
oJ
=2R A.10
= 2Relp=] (A.10)
e por ultimo, para o fator de nao-linearidade
6J )
= 2Re |p * : A1l
-~ [p =[] (A.11)

Observe que omitimos as dependéncias em (x,t), embora todos os termos envolvidos
dependam dessas varidveis. As equagoes (A.10) e (A.11) devem ser iguais a zero quando
as condigoes Otimas sao encontradas, porém nao o sao no caminho que maximiza a
probabilidade de transi¢do. Equagdes andlogas as (A.8) e (A.9) podem ser deduzidas para
% e p¥, somando ao todo entdao 6 equagoes que impoem as condi¢coes que devem ser

satisfeitas para otimizar a excitacdo do estado alvo.
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APENDICE B — Aproximacdo de Trés Niveis

Aqui fazemos uma extensao do modelo aproximado de poucos niveis para trés
niveis para o caso especifico no qual se aplique um campo externo para levar o sistema do
nivel 1 para o nivel 2. Incorporamos além de mais um estado acessivel, os dois tipos de
modulacao com a forma espaco-temporal, bem como uma diferenca de fases entre esses.
Suponha que a funcao de onda possa ser suficientemente descrita pela expansao nos 3

primeiros autoestados da hamiltoniana nao-linear
Y (z,t) = by (x) e P apy (z) e 712 fqpg () e Ht/R (B.1)

e que tenhamos os moduladores externos da armadilha

V(x,t) =V (x)cos (wt + 0) (B.2)
e da interacao
Geontrat (2,1) = g (x) cos (wit) [¢ (w,1)]* (B.3)
com frequéncia w &~ wq; e # sendo uma diferenca de fase entre os campos. Obtemos as
equagoes
d 1 o
Z% = (Oé12\02|2 + 0413|03|2> ¢+ 55120262961Awt
]' 3 1 —i1Awt _*
+§€ZAW (|02’26211’2’2 + 2|Cl|2C211,172 —+ 2|63|2021173’2) -+ 56 A tCQC%IQJ’l (B4)
e também
de 1 L
Zditz = (0421|Cl|2 + &23|63|2> co + 5521016_196_&@
1 . 1 .
+§€_ZAW (|C1|201]2,1,1 + 2|Cz|201]2,2,1 + 2|C3|201]2,3,1) + ielAWtCT6311,2,2 (B.5)
e por ultimo
.dcs . 2 2 1 iAwt _x I —iAwt _x I B
ZE = (Oé31|01| + aza|co )03 + 56 €1C2C31132 + € CoC1C3l231 (B.6)

com Aw = w — way. Os coeficientes «;, Bmn € Ik, representam termos de interacao
nao-linear, modulador de armadilha e modulador de interacao, respectivamente. Tém a
mesma forma explicitada em 4.1 e 6, mas no modelo de 3 niveis os termos « e I envolvem
os trés estados, isto é, os indices podem assumir valores 7, j, k,l = 1,2, 3, enquanto que 0s
termos [ acoplam apenas os estados inicial e alvo, de maneira que os indices assumem

apenas valores m,n =1, 2.
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