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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma nova classe de estados quanticos para potenciais
aplicacoes nas areas de metrologia e informacgao quéntica, os estados que denominamos
de “EPR par” e “EPR impar” [1]. Apresentamos uma revisao sobre os conceitos basicos
do processo de quantizacdo do campo eletromagnético, juntamente com as fungoes de
probabilidade e distribuicao destas no espago de fase. Apresentamos os principais estados do
campo eletromagnético, juntamente com suas propriedades estatisticas relevantes, além dos
conceitos basicos envolvidos nos estudos sobre metrologia quantica para estimagao de um
dado parametro. A nova classe de estados é entao apresentada, e suas propriedades gerais
sao discutidas. Com uma defini¢ao simples de separabilidade para estados puros de dois
modos, sao estudadas as propriedades de emaranhamento entre modos, e a quantificacao
destes é comparada diretamente com o estado original de EPR [2]. Apresentamos resultados
referentes a aplicacao dos estados de EPR par e impar na area de metrologia quantica para
estimacao de um parametro desconhecido envolvido em um processo dindmico, comparando
o resultado com os estados comprimidos de um modo, que tém importancia relevante na
area de metrologia [3]. Por fim, mostramos que agindo localmente sobre um dos modos
dos estados de EPR par e impar, é possivel contruir o que chamamos de estados “pseudo-
térmicos” do campo, que consistem em estados térmicos com misturas de estados de
Fock previamente selecionados através do processo de preparagao [1], com coeficientes de

probabilidade correspondentes a distribuicao térmica de fotons.

Palavras-chave: Interacao radiagao-matéria, estados do campo eletromagnético, emara-

nhamento, metrologia quantica, informacao quantica de Fisher, estados térmicos.






Abstract

In this work, we present a new class of quantum states for applications in quantum
metrology and quantum information, the states here named as “Even EPR” and “Odd
EPR” [1]. We present a review of the basic concepts of quantization of the electromagnetic
field, along with the probability functions and distributions in phase space. We present the
main states of the electromagnetic field and their relevant statistical properties, besides
the basic concepts involved in quantum metrology for a single parameter estimation. The
new class of states is presented, and its general properties are discused. With a simple
definition of separability for two-mode pure states, the entanglement properties between
the modes of the field are studied, and its quantifications are directly compared with the
original EPR states [2]. We present results about applications of the Even and Odd EPR
states in quantum metrology for estimation of a single parameter, comparing the results
with the single-mode squeezed states, which has great importance in quantum metrology
[3]. Lastly, we show that acting locally onto one of the modes of the even and odd EPR
states, it is possible to construct what we call “pseudo-thermal” states of the field, which
consists in mixtures of Fock states previously selected through the preparation process [1],

with probability coefficients which correspond to thermal distribution of photons.

Keywords: Radiation-matter interaction, states of the electromagnetic field, entanglement,

quantum metrology, quantum Fisher information, thermal states.
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1 Introducao

Com o advento da Mecanica Quantica, no inicio do século XX, novos conceitos
foram empregados nas teorias fisicas com o objetivo explicar o comportamento da natureza,
como a discretizagao da energia em multiplos de Aw (sendo ki a constante de Planck dividida
por 27 e w uma dada frequéncia associada a energia do sistema) como suposto por Planck
[4], ou o comportamento ondulatério da matéria, no experimento da dupla fenda [5]. Entre
os fendmenos presentes na mecanica quantica, destacam-se a superposicao de estados,
que caracteriza o comportamento de uma particula passando simultaneamente pelas duas
fendas, por exemplo, e os estados emaranhados, que exprimem o carater nao local da
teoria [6]. O estudo e emprego de tais propriedades quénticas levam a diversas aplicagoes
e avancgos tecnolégicos, como por exemplo, em transmissao, segurancga e processamento
de informagao com utilizagao de teletransporte [7, 8|, criptografia [8, 9], e computagao
quanticas (8, 9, 10], além da aplicacao de correlagoes quanticas na estimagao de pardmetros
presentes em processos dindmicos naturais [11, 12]. Temos presenciado grandes avangos
tecnologicos desde as proposicoes tedrias dessas novas aplicagoes da teoria quantica, o que
permitiu verifica-las em intimeros experimentos e em distintos sistemas fisicos como em
eletrodinamica quantica de cavidades ou de circuitos, fons aprisionados, fétons gémeos,
etc [8]. Por exemplo, em 2004 foi realizada a primeira operagao bancéria utilizando-se
criptografia quintica [13] e mais recentemente foi possivel implementar um algoritmo
de criptografia quantica [14] e teletransporte de estados quanticos [15] envolvendo um
laboratorio na Terra e um satélite. Também vemos algoritmos de computacao quantica
sendo implementados em fons aprisionados [16], qubits supercondutores [17]. Simuladores
quanticos também foram implementados com sucesso, por exemplo para simular pequenas
moléculas com qubits supercondutores [18] ou redes épticas [19]. Desse modo, o estudo de
novos sistemas fisicos e novos estados que apresentam melhores propriedades quanticas é
de fundamental importancia para o progesso dessas novas tecnologias. Com base nisto,
propoe-se neste trabalho o estudo de uma nova classe de estados quanticos para aplicagoes
nas areas de Metrologia e Informacao Quanticas, com a vantagem de que estes podem ser

gerados experimentalmente no contexto de eletrodindmica quantica de cavidades [1].

Primeiramente, sao introduzidos os conceitos basicos, como a quantizagao do
campo eletromagnético e propriedades de distribuicao de probabilidade. Em seguida sao
apresentados os estados do campo, e suas propriedades sao discutidas. Apresentamos
entao os estados comprimidos de dois modos, com uma revisao basica sobre o processo
de geragao no contexto de cavidades épticas, em conjunto com suas propriedades gerais.
Posteriormente, sao apresentados os estudos de emaranhamento nas superposigoes de

estados comprimidos de dois modos, seguidos de aplicagoes em metrologia quantica, e,
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por tultimo, a apresentacao dos estados reduzidos de cada subsistema como estados que

denominamos “pseudo-térmicos”, por suas distribui¢oes caracteristicas de probabilidade.
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2 Conceitos Basicos e Obijetivos

No presente trabalho, estudaremos novas classes de estados comprimidos de dois
modos, compostas por estados do campo eletromagnético com distribui¢oes peculiares de
probabilidade entre niveis de ocupagao e no espago de fase, além de potenciais aplicacoes
destes estados nas areas de metrologia e informacgao quanticas, isto é, na estimacao de
parametros desconhecidos envolvidos em processos dinamicos, e no calculo de proprieda-
des de emaranhamento entre modos do sistema. Para tal estudo, faz-se necessaria uma
apresentagao dos conceitos basicos da éptica quantica, tais como a quantizacao do campo
eletromagnético no interior de uma cavidade, propriedades de distribuicao de probabilidade
e conceitos como informagao de Fisher e emaranhamento, apresentadas brevemente neste

capitulo.

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Os fendémenos de natureza eletromagnética sao descritos matematicamente pelas

equacoes de Maxwell que na auséncia de cargas e correntes elétricas, podem ser escritas

como [20]
V-E =0, (2.1a)
V.-B=0, (2.1b)
VXE= —i%]?, (2.1¢)
V XB= i%]f (2.1d)

A equacao (2.1b) é satisfeita identicamente se B for escrito em termos do potencial
vetor, A, de forma que

B=V x A. (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1c) e (2.1d)

10A
E = ——— 2.
V X V><< c@t)’ (2.3)
.« 10E
VXB=VX (VXA =V(V-A)—-V?A="-"", (2.4)

c Ot
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Utilizando a equagao (2.3), pode-se escrever o campo elétrico E através de

10A
E=-V¢— — 2.5
¢ c Ot’ (2:5)

com ¢ representando o potencial escalar elétrico.

De maneira geral, dada uma fungio escalar arbitraria A(x,t), é possivel fazer

transformagoes de calibre ou gauge [20] nos potenciais,

A— A=A+ VA, (2.6a)
, . 10A

sob as quais as equagoes de Maxwell sao invariantes: as quantidades observaveis em
laboratoério, ou seja, os campos elétrico e magnético, nao se alteram sob tais transformagoes.
Pode-se, desta maneira, escolher os potenciais da maneira mais conveniente para o estudo
de determinadas situagoes fisicas, simplificando consideravelmente os calculos para obter

os mesmos resultados finais.

Em particular, para a descrigao de fend6menos em uma regiao ausente de fontes,
uma escolha apropriada para os potenciais é dada pelo calibre de Coulomb, nomeado em
homenagem a Charles Augustin de Coulomb, devido a suas contribui¢oes nos estudos e

experimentacao de fendmenos de natureza elétrica e magnética. A condicao de Coulomb,

V-A=0, (2.7a)
10A

gera 0 mesmo conjunto de equagdes (2.1) para fenémenos eletromagnéticos no vacuo.

Sob estas condigoes, os campos elétrico e magnético podem ser completamente
determinados através do potencial vetor A por processos de derivagdo. Além disso, verifica-

se que A satisfaz a equacao de onda

10°A

VA — Gz = (2.8)

O fato de o potencial vetor ter comportamento ondulatério sob as hipdteses
aqui presentes motiva a representacao de A(x,t) como uma combinagio de fungdes que
caracterizam os diferentes modos ondulatérios do campo. Indexando cada modo por k,

pode-se fazer a expansdo de A(x,t) como a superposicao de todos os possiveis modos [21],

Alx,t) =D a(t)uk(x), (2.9)



2.1. Quantiza¢io do Campo Eletromagnético 19

empregando o método de separagdo de varidveis: com as amplitudes gx(¢) dependen-
tes do tempo e a dependéncia espacial carregada nas fungoes ug(x), com relagoes de

ortogonalidade

/ Uk - u;/ ds.T = 5k,k’- (210)
v

2.1.1 Representacdo de Ondas Propagantes

A equagao de onda para o potencial vetor (2.8) admite, além de ondas estaciondrias,
solucoes na forma de ondas propagantes, com amplitudes dadas pelos coeficientes da

expansao sobre todos os modos, ¢i. Com isso, o calibre de Coulomb implica em

V-A=ik-A=0, (2.11)

sendo, por este motivo, conhecido também como condi¢ao de transversalidade: as compo-
nentes do potencial vetor estdo sempre perpendiculares a direcao de propagacao da onda.
Para o emprego de condig¢oes de contorno para descrever o campo em uma regiao do espaco,
considera-se uma caixa ctbica de aresta L, com paredes perfeitamente condutoras, a fim
de minimizar os efeitos de resposta desta aos campos no interior da caixa. Considerando
condigoes periddicas de contorno nas superficies, pode-se fazer a expansiao do potencial
vetor A (k,t) na base de Fourier, que é apropriada para os calculos, como superposi¢ao de

ondas planas [22]

Al ) = = 3 alt)me(x) + i (1 () (2.12)

Dada a transversalidade do potencial vetor, pode-se, convenientemente, escolher
dois vetores unitarios, € e €, de forma que o conjunto de vetores (6(1),6(2),k/|k|)
componha uma base ortonormal dextrogira. Solugoes possiveis para os coeficientes uy e

qk(t) que satisfazem a equagdo de onda (2.8) sdo

U o(x) = €@ek>, Qi (t) = @ (0)e %, (2.13)

2n;m

L;’
da cavidade. As rela¢oes de ortogonalidade sao normalizadas pelo volume

com kj; = (j = x,y, 2), n; inteiro impostos pelas condi¢des de contorno periddicas

1 *
V K/ Uk7a . uk’,a/ dgl' - 5&,0&’5k,k/' (214)

Esta construcao é traduzida, no ponto de vista fisico, pela superposi¢do de modos
particulares de ondas eletromagnéticas caracterizados pelo vetor k, que propagam-se em
sentidos opostos (uj, = u_x). Equagoes de onda andlogas e expansdes em modos normais

podem ser obtidas para os campos elétrico E(x,t) e magnético B(x, ) [23].
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2.1.2 Hamiltoniana Classica

A Hamiltoniana do campo eletromagnético é dada por [20]
1
H= f/ (1B + [B[) d*x. (2.15)
2Jv

O processo a ser feito a seguir é o da integracao espacial dos campos elétrico e
magnético em (2.15) obtidos através do potencial vetor em (2.9), a fim de iniciar o processo
de quantizagao com a Hamiltoniana final. Substituindo E e B em (2.15),

1 1A
H:f/ VX AP |22
2 V(| x |+| c Ot

) d*z. (2.16)

Para prosseguir com a integragao dos termos, é necessario definir condigoes de
contorno para os campos E e B na superficie que delimita o volume V. Em contato com o
campo no interior da cavidade, as cargas presentes na superficie aceleram-se, de maneira a
gerar um campo de resposta aquele aplicado. Na situacao de equilibrio, a resposta das

paredes anula os campos nestas,
E||=0:U||:0, BLZO:(VXU)LZO, (2.17)

onde Ej e B, representam as componentes paralela e perpendicular dos campos elétrico e

magnético, respectivamente.

Para o termo que envolve a derivada temporal, tem-se:

Jo

Agora, para o termo magnético,

10A

2
2 N . 2 N
- P’z = = > G(t) g (t) /V we- g APz = S Gic(t) i (). (2.18)

KK R

/V IV x AP &% = zzqk(t)q;;,(t)/ (V x w) - (V x ul)dz | (2.19)

Kk’ v
que, com o uso da identidade vetorial (V X uy) - (V X uf) = V- (ux x (V X u,)) + ug -
(V X (V X u},)), é separada em dois termos. Com o uso do teorema da divergéncia, o
primeiro termo é levado a uma integral de superficie:
/ V(e x (V x ul)) de = / (e % (V X ul)) - dS, (2.20)
1% S
sendo dS o elemento de area, orientado de forma normal a superficie de integracao. Em
virtude das condigoes de contorno (2.17) a integral anula-se. Para o segundo termo:

/Vuk-(Vx (qu;;,))d%:/

w- (V(V-up) - Vg, ) dz, (2.21)
14

que, devido a equacao de onda satisfeita por A e pelo calibre de Coulomb, torna-se:

2 2
/ u - (VX (V xu,))d’sr = e / uy - up, dPr = =% (2.22)
v v

)
02 2
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2
— / IV x APdz=2% %qk(t)ql’;(t). (2.23)
v Kk

Sendo assim, a hamiltoniana (2.15), fazendo as substitui¢oes, e utilizando as

equagoes (2.13), escreve-se como

H = X S0 + Ea0ait) = ¥ 2% a6 0). 221)

Para que H seja escrita de forma mais conveniente, pode-se fazer as mudancas de
varidveis [22],
1 . Wk %
Qx = E(Qk + q); P = _T<Qk — ) (2.25)

de forma que a Hamiltoniana do campo seja escrita em func¢ao das novas variaveis,

H= zk: ;(Pﬁ + wi@3). (2.26)

As novas variaveis, introduzidas na mudanca acima, identificam-se como canoni-
camente conjugadas, para cada modo. As equagdes de Hamilton [24] para cada modo
sao
OH
0Qy’

Desta forma, pode-se pensar nos “osciladores de radiagao” [22]: os modos do campo

Q=P = Qx = of (2.27)

PkZ—WiQk:PkZ— oP.
k

sao analogos a uma cole¢ao de osciladores harmonicos desacoplados, com frequéncias de

oscilagao bem definidas.

2.1.3 Quantizacao da Hamiltoniana Classica

O préximo passo do procedimento de quantizagao do campo eletromagnético classico
é o de considerar as coordenadas canonicamente conjugadas (Qy, Px) como operadores,

satisfazendo as relagbes candnicas de comutagao [25]

[Qx, Pe] = ihdy o, (2.28a)

[Qx, Q] = [P, o] = 0, (2.28b)
com H, agora, também assumindo o carater de operador.

Para economizar a notagao, somente um modo de H serd quantizado, ja que o
processo pode ser generalizado identicamente para todos os outros. Para simplificar o pro-
cedimento, convém adimensionalizar os operadores, como feito no processo de quantizagao

do oscilador harmonico [25], através dos operadores

ax = (weQx +1F), (2.29)

2hw

o
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1
I — — iR 2.29b
Ay Do (Wi Qx —1Fx) , ( )
que satisfazem as relagoes de comutagao, que vém direto de (2.28a) e (2.28b)
[ak, CLL} = 6k,k’; (230&)
[ak, ak/] = [CLL, GL/} = 0. (230b)

Substituindo os operadores a e af,
P? +WQ? = hw(2a'a + 1), (2.31)

de forma que o Hamiltoniano do campo fica escrito como

1
H=> hw (aLak + 2) : (2.32)
k

2.1.4 Autoestados do Hamiltoniano Quantizado

Durante o processo de quantizacao da Hamiltoniana classica do campo, foram
introduzidos os operadores a e a', e a analogia com o oscilador harménico quantico é
completa. Cabe discutir a interpretacao fisica destes operadores em um modo particular

do campo, e o entendimento pode se estender a todos os modos, de maneira simples.

Embora os operadores a e a' ndo sejam hermitianos, o produto N = afa o é. Como
[H, N] = 0, os autovalores e autovetores de ambos os operadores podem ser encontrados

simultaneamente [26]. Escrevendo a equagdo de autovalores,
Nn) =n|n), (2.33)

sendo n o autovalor associado ao ket |n). Escrevendo as relacdes de comutacdo para a e af
com N [26],
la, N| = a, (2.34a)

[aT, N} = —a, (2.34Db)

é possivel observar a acao destes operadores nos autovetores do operador ntimero. Através
de (2.33),
Na'|n) = (n+1)a’ |n), (2.35a)

Naln) = (n —1)a|n). (2.35Db)

Assim, os operadores a e a' agem diminuindo e aumentando os autovalores do operador

namero por unidades inteiras, respectivamente, recebendo os nomes de operadores de
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aniquilacao e criacao, destruindo e criando excita¢gbes em um modo do campo, os fétons.
Os processos de criagao e destruicao de fétons sdo claro quando trabalhamos na base de
autoestados do Hamiltoniano do campo (estados de niimero ou estados de Fock). Quando
atuamos o operador a em uma base distinta, por exemplo em um estado coerente |a)
(sendo a a amplitude complexa desse campo coerente e |a]> = (N)), ndo se observa a
destruicao de fétons ja que a|a) = «a|a), e portanto o nimero médio de fétons nao é

alterado.

Utilizando novamente a equagao de autovalores (2.33),

aln) =+vnn—1), (2.36a)

a'ln) =vn+1|n+1). (2.36D)
Tem-se também,
(n|a'a|n) = n, (2.37)
os elementos da diagonal do operador ntimero revelam o niimero de fé6tons presentes no
modo do campo e consequentemente, a energia presente.

As aplicacoes sucessivas dos operadores de criacao e aniquilagdo tornam possiveis
representar o estado fundamental do sistema, caracterizado pela auséncia completa de

fétons, e um estado |n), com n fétons presentes, através das relagoes
al0) =0, (2.38a)

(ah)"

Vn!

Os autoestados do operador nimero sao ortogonais, chamados estados de Fock, e

10) . (2.38D)

n) =

compde uma base completa no espaco de Hilbert [27], com as relagoes de ortogonalidade e

completeza, respectivamente escritas como

<n|n/> = Opn, (2.39&)
i In)n| = 1. (2.39b)

Para um modo particular do campo, entao, fazendo uso da equacao de autovalores do
operador nimero N, os autovalores do Hamiltoniano sao escritos através dos autovalores
de N,

Hin) = hw (N 4 ;) In) = hw (n 4 ;) In) . (2.40)
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2.2 Funcoes de Probabilidade

2.2.1 O Operador Densidade

A defini¢do do operador densidade na mecanica quantica vem da necessidade de
associar densidades de probabilidade a estados que compoem um sistema quéntico. Para
melhor visualizar esta necessidade, é conveniente classificar os estados de sistemas quanticos
em duas abrangentes classes: estados puros e mistos. Um estado puro é completamente
caracterizado por um vetor no espago de Hilbert, |1). Esta situacao corresponde aquela
em que o experimentador tem conhecimento completo sobre o estado preparado: por
exemplo, um feixe de atomos de prata ja desviado pelo campo magnético no experimento
de Stern-Gerlach [26]. No entanto, esta situagdo nem sempre acontece: podem ocorrer
situagoes em que os estados nao sao completamente determinados, como por exemplo,
a polarizacao dos atomos de prata ainda nao desviados do caso anterior. Neste caso,
diz-se que o sistema se encontra em um estado misto: uma mistura estatistica de estados,
descritos por vetores |1;) no espaco de Hilbert, com probabilidades p; associadas a cada
um destes. Os valores de grandezas fisicas relevantes, desta forma, sao calculados através
de médias estatisticas, tomadas sobre o sistema como um todo, através das probabilidades

associadas a cada um dos subsistemas que o compoe.

2.2.1.1 Operador Densidade Para Estados Puros e Mistos

Estados puros sao casos particulares e acontecem quando os sistemas podem ser
descritos por um unico vetor no espago de Hilbert, |¢). Escolhendo uma base ortonormal

de vetores, {|¢,)}, pode-se escrever [25]
) = cnlon), (2.41)

com os coeficientes da expansao ¢, = (p,|V), >, |cn|2 = 1. O valor médio de um operador

O é calculado através de
(0) = (W[OIY) = crucn (D] O ). (2.42)

sendo (¢, O |p,) = Oy 0 elemento de matriz do operador O, escrito na base {|¢,)}.

Utilizando a forma dos coeficientes da expansao, fica-se com

(0) = (D)) (V]dm) Opn- (2.43)

Definindo o operador densidade p = |¢))(¢)|, a média de O pode ser escrita como

(0) =" (Snlpldm) Omn =D pumOmn = Tr(pO). (2.44)

m,n
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Desta forma, p faz o papel de fornecer as densidades de probabilidade associadas
aos estados da base para o calculo estatistico dos valores esperados. Os elementos diagonais
da matriz densidade (¢,|p|¢,) representam as probabilidades associadas as amplitudes
da expansao (2.41), ou seja, o quanto de cada vetor |¢,) da base ha no estado [¢). Isto
implica em

Tr(p) = 1. (2.45)

Além disso, da forma dos elementos de matriz de p, é possivel concluir que este é hermitiano,

p' = p, e, para estados puros, p? = p = Tr(p?) = 1.

No caso de estados mistos, ha probabilidades associadas a cada um dos possiveis
estados em que o sistema em questao pode estar, de forma que este nao pode ser escrito
como um tunico vetor no espaco de Hilbert. Devido a este carater probabilistico do sistema,
faz-se também necessaria uma abordagem estatistica no cdlculo de variaveis dinamicas
relevantes. Para tal, supoe-se que o sistema seja composto por vetores no espago de Hilbert,
|1;), com probabilidades associadas p;, normalizadas a unidade. O valor esperado de um

operador O deve ser calculado, neste caso, levando em conta as probabilidades,

(0) = ;pi (Wil Ol , (2.46)
utilizando uma relagdo de completeza para os vetores da base {|¢,)},
(0) =D _pi (VilOlgn) (dnlth) = 3 (dnlpOlén) = Tr(pO), (2.47)
com "’ ’
p= Xi:pi | X1l (2.48)

sendo o operador densidade para a mistura de estados. Para estados mistos, Tr(p?) < 1,

podendo esta ser considerada uma medida do “grau de pureza” de um estado quantico.

Assim, para estados puros e mistos, o operador densidade fornece uma maneira
unificada de se calcular valores esperados de grandezas relevantes do sistema, fazendo o

papel de densidade de probabilidade no espago de Hilbert.

2.2.2 Distribuicao de Fétons

Uma importante ferramenta no estudo dos estados quanticos do campo eletromag-
nético é a distribui¢ao de fétons, p(n). Dado um estado |¢), a fungdo p(n) representa a
probabilidade de serem encontrados n fétons. Esta fungao carrega a informacao sobre
como sao distribuidas as excitagoes de energia do Hamiltoniano do campo, informacao de
grande importancia na identificacdo de um estado quantico no interior de uma cavidade,

por exemplo.

Além disso, a distribuicao de fétons ocupa um papel especialmente relevante neste

trabalho, em que célculos numéricos sao executados: computacionalmente, é necessario
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truncar a dimensao do espaco de Fock. Para que os resultados sejam confiaveis, é necessario
que os fétons do estado sob consideracgao estejam distribuidos adequadamente dentro da

base escolhida, isto é, a dimensao total da base deve ser convenientemente fixada.

Para um estado representado pelo operador densidade p, as probabilidades de
distribuicao dos fétons no campo sao calculados projetando-se este na base de Fock. Desta

forma, a probabilidade de se ter n fétons é dada por
P(n) = (n|pln) (2.49)

sendo os elementos da diagonal da matriz densidade na base de Fock chamados, desta
forma, de “populacoes”. As distribui¢oes de fétons para alguns estados do campo serao

ilustradas, conforme estes forem discutidos.

2.2.2.1 Correlagcdes em Processos de Absorcdo de Fétons

Para que as fungoes de distribuigdes de fotons para os diferentes estados do campo
eletromagnético possam ser construidas, sao necessarios experimentos de contagem de
fotons. No regime 6ptico, por exemplo, sao utilizados fotodetectores e, através da analise
dos sinais obtidos destes, é possivel construir a distribuicao estatistica correspondente ao

estado no interior de uma cavidade.

Conforme visto na quantizagao do campo, o potencial vetor A(x,t) foi decomposto
em modos normais, e, a partir deste, os operadores de campos elétrico e magnético, E(x, t)
e B(x,t) podem ser obtidos [23]. Em experimentos de contagem de fétons através de
sensores fotoelétricos, a estatistica de distribuicao de fétons do campo é obtida através

dos sinais produzidos por estes sensores na absorcao dos fétons.

O campo elétrico em um modo, para uma determinada direcdo de polarizacio €@,
derivado do potencial vetor, para um detector posicionado na posi¢ao x pode ser escrito
na forma

E(x,t) = EPD(x,t) + B (x,1), (2.50)

sendo EM)(x,t) o a e EC) o al.

No caso de fotodetectores, o foton que é “contado” no sensor é destruido no
processo de excitacao dos fotoelétrons do sensor, o que implica que somente o operador de

aniquilacao contribui na construgao da estatistica de distribuicao.

Os estados do campo eletromagnético antes e apds a absorcao de fotons serao
chamados de i) e |f), respectivamente. Supondo que haja dois fotodetectores, em posigoes
X1 € Xg, a probabilidade de deteccao simultanea de dois fotons pelos detectores é dada

proporcionalmente (omitindo a dependéncia temporal devido a simultaneidade) [28]

= (f|ESDED iy Gl BB f) (2.51)

L2
wy o< |(f| ESV B i)
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onde E®)(x;) = Ez-(i), para nao carregar demais a notacao.

O estado final, |f), em que o campo é deixado apés a medi¢ao, ndo é conhecido:
esta informacao nao é acessada no procedimento experimental descrito. Como |f) pode

ser qualquer, pode-se fazer a soma sobre estes,

wf = 31 E B il BB 1) = 20 INFIESDEL ) = (O

f f
(2.52)

com O = BNV ESVEMN B, (0), = (i|OJi). No caso de um operador densidade geral
p = Xipiliil,

=Y piws’ =3 pi (ilO]i) . (2.53)

Inserindo uma relagao de completeza em (2.53),

Zsz il i)k O |d) :Zk: (KO pilixil [k = ; (k|Op|k) = Tr(Op).  (2.54)

Para apenas um modo, a expressao para wq simplifica-se consideravelmente, devido
ao cancelamento das exponenciais na expressao completa da expansao em modos normais.
Para caminhos simétricos, em que a distancia percorrida pela luz até o detector é a mesma
para ambos os caminhos, as partes espaciais cancelam-se mutuamente, e a expressao fica

completamente escrita em termos dos operadores de criacao e aniquilacao,

= Tr(p(aT)2a2). (2.55)

De posse de ws, pode-se definir a fungdo de correlacao ¢®(0) [28], normalizada

pelo niimero total de fétons no estado,

¢g@(0) = M_ (2.56)

(ata)”

Através desta funcao de correlagdo, é possivel também definir o fator ) de Mandel
29], que mede a diferenca entre a varidncia no nimero de f6tons e o niimero de fotons em
si,
(AN)? —(N)

Q= (2.57)
(N)

O fator ) pode ser utilizado como uma medida de classicalidade do estado: para
estados em que a varidncia no numero de fétons é menor que a média, () assume valores

negativos, caracterizando estatisticas sub-poissonianas, sendo minimo para estados de
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variancia nula, os estados de Fock |n). Para tais estados, ndo é possivel construir fungoes
de probabilidade analogas aos casos classicos, sendo esta negatividade associada a uma
assinatura quantica do estado [29]. Para ) = 0, a estatistica é chamada poissoniana, e no
caso @ > 0, superpoissoniana. Como dito acima, a funcio de correlacio g (0) e o fator Q

de Mandel estao relacionados. De fato, podemos escrever

Q=) (9¥(0) ~1). (2.58)

2.2.3  Funcdo de Wigner W (q, p)

A definicdo do operador densidade p, conforme discutido anteriormente, é a de
associar densidades de probabilidade de um dado sistema no espaco de Hilbert, estabele-
cendo uma forma unificada para o calculo de propriedades fisicas de sistemas quanticos,
representadas pelos valores médios de operadores que atuam sobre os estados em questao.
Na fisica estatistica classica, muito frequentemente, sdo utilizadas distribui¢oes de probabi-
lidade definidas sobre o espaco de fase do sistema, composto pelas coordenadas de posi¢ao
e momentum, (q,p). Para que tal feito seja atingido em sistemas quanticos, é necessaria
que seja feita a correspondéncia entre as densidades de probabilidade no espaco de Hilbert
e as funcoes de distribuicdo no espaco de fase. Feita a correspondéncia, os valores médios
sao calculados através de integracoes feitas no espaco de fase, assim como feito com as

grandezas classicas [24].

A construcao da funcdo de Wigner de um estado quantico é de grande importancia
na identificacao do estado em si, devido ao fato das distribuicoes de fotons nao carregarem
informagoes suficientes para tal: os fétons do campo manipulado podem ser distribuidos
de maneira igual em diferentes estados, nao sendo possivel, por exemplo, saber se trata-se
de uma superposicao coerente de estados, ou de uma mistura estatistica descrita por um
operador densidade. As fun¢des de Wigner particulares dos principais estados utilizados

nos estudos de éptica quantica serao apresentadas juntamente com estes.
O formalismo aqui apresentado é baseada no texto disponivel em [30].

A func¢ao de onda, nas base de coordenadas e momenta, é escrita nas formas
U(z) = (z[¢) U(p) = (plv) - (2.59)

Para buscar uma distribuicao de probabilidade no espago de fase W(q,p), as
integragoes sobre as varidveis de posicao e momentum devem retornar as respectivas

densidades de probabilidade marginais correspondentes. Sendo assim, tém-se,

[ Wia.p)da = (pllp) [Wapdp= (aila). (260
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Utilizando a invariancia do produto interno por rotagoes, pode-se escrever as
coordenadas no espago de fase, rotacionadas por um angulo 6, como

Go = qcosf + psinf = UT(0)qU (0) (2.61)

po = pcosh — gsind = UT(0)pU(0), (2.62)

de forma que a probabilidade marginal em termos da matriz densidade do sistema,

P(q) = (q|p|q), seja ligada a funcao de Wigner W (q, p) por
P(qy) = /W(qg cos 0 + ppsin @, ga sin 6 + py cos0) dpg = (qo|p|qe) - (2.63)

Desta maneira, de posse das probabilidades P(gy) para todos os angulos 6, pode-se realizar
o mapeamento univoco da matriz densidade do sistema no espaco de fase, através da

funcio de Wigner. Definindo as funcdes W (u,v) e P(€,6),

~ +oo  ptoo . .

W (u,v) = / / W(q,p)e™™ ™" dqdp, (2.64a)
~ +oo X
P, 0) = / P(gg)e™ % dgp, (2.64b)

que representam as transformadas de Fourier de W (q, p) e P(gp), e substituindo a expressao
(2.63) para P(gp) em (2.64b), ficamos com

~ +oo ptoo .
P = [ [ Wape ™ dgdp, (2.65)
e, trocando as variaveis (qg, ps) — (q,p)
+oo +oo .
P(¢,0) / / W (g, p)e—i€laeos@r4nsn®)] 4o 4, (2.66)

Da equacio (2.66), identificamos P(&, #) como a transformada de Fourier de W (g, p)

em coordenadas polares, definindo v = £ cos() e v = £sin(f), temos que

P(£,0) = W(u,v). (2.67)

A conexao com o operador densidade é dada em termos de P(qp)

QeIpIQe a0 qgy

qe|pe 15Q0’q9> dgp, (2.68)

\\

= Tr(pe ‘5‘19) Tr(pe “’ﬁ*i“‘j).
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Para reconstruir a funcao de Wigner, temos entao que fazer a transformada de

Fourier inversa de W (u,v). Primeiramente, manipulando o resultado (2.68), temos que

W(u,v) = Tr (ﬁe’i“ﬁ’i“‘j> :

o (2.69)
— Tr (e—wp—IUQﬁ) ’
utilizando a relacao de Baker-Hausforff-Campbell [28],
e N (2.70)
fica-se com
W (u,v) = Tr(e#e’i”ﬁe’i“qﬁ),
_ Tr(e%efivﬁ/Q 1que 1vﬁ/2)’ (271)

+oo —iuv ERRN o A ERRN
:/ 02 <q/’epr/2ef1uqﬁepr/2’q/>d /

Inserindo a relagdo de completeza [72° |p)p|dp em (2.71), podemos obter a atuacio do

operador e ?/2 sobre o autoestado de posicio |¢'),

. A +(X)
e PR |g) = /_ P2 1p) (plq’) dp, (2.72)
1

e utilizando (pl¢’) = =e e~Pd" 23], ficamos com

. +oo ]
e—lvp/2 AN —1pq+v/2 d :
)= = p
(pld’+v/2)
oo o0 / (2.73)
= [ wld +v2) ) dp= [ p)plld +v/2) dp,
=¢ +v/2).
De maneira similar, temos
. +00 o
(¢ e7P% = /_ (d'lp) (pl e dp,
Feo 1 i iv
= | e (pldp,
+oo 1
— ip(¢'—v/2)
_[m \/ﬁepq <p|dp7 (274)
| ———
(¢'—v/2|p)

= /::o (¢ —v/2|p) (p|dp,

= (¢ —v/2].
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Entdo, substituindo os resultados (2.73) e (2.74) em W (u, v), temos

~ +oo —iuv PIpS
W(u,v):/ e 2 (¢ —v/2le M pl¢ + v) dd

+oo —iuv s /
= [ e e (g — u/2lplg +v/2)dq (2.75)

= [Tt —up2lpld +0f2)dg

Para encontrar a fun¢ao de Wigner W (q, p), temos entao que fazer as transformadas

de Fourier inversas, sobre as varidveis u, v. Entdao, W(q, p) pode ser escrita como

1 +o0 +o0
Wig,p) = / TP (4, v) dudo

( 2 o] —00
“+00 “+oo —+00

/ / / 1uqewpe iug’ < _
—+00 “+oo —+00

e—lu q—q ewp< I 7

Realizando a integragao sobre a variavel u, e utilizando

l\’)

6 |q' + ;>dq' dudv,  (2.76)

O q/+;>dq’dudv.

L[ ) !
%/—oo e du = (¢ —q), (2.77)

temos que, utilizando [T2°6(q' — q)f(¢") = f(q) [31],

1 oo oo . , v
W(q,p)zg/ / e‘”pé(Q’—Q)<q 2’p

Lol o

2.3 Metrologia Quantica

q+ = >dq dv,
(2.78)

2.3.1 Protocolo de Estimacao

A metrologia é a ciéncia que ocupa-se do estudo dos aspectos e métodos, tedricos e
experimentais, de processos de medi¢do de uma grandeza fisica associada a um sistema de
interesse. Exemplos destes processos sao a medida do comprimento de uma barra, medidas
de intervalo de tempo entre eventos, entre outras. E de grande interesse que, ao medir-se o
valor de uma variavel inerente ao sistema, que este esteja o mais proximo possivel do valor
real desta grandeza, ou seja, que a incerteza associada ao valor medido seja minimizada.
O interesse central da metrologia, desta forma, ¢ o processo de otimizacao de medidas e

minimizacao de incertezas a estas associadas.
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Na escala macroscépica, é natural relacionar a precisao das medidas realizadas com
o instrumento de medigao utilizado no processo. Para a medida do comprimento da barra,
citada como exemplo, ha uma variedade de dispositivos que oferecem diferentes niveis de
precisao, como por exemplo, uma régua, que fornece medidas com incertezas da ordem
de milimetros (1073m), ou um micrémetro, com erros da ordem de micrometros (10~%m).
Assim, a adoc@o de um determinado instrumento esta relacionada ao valor do desvio que

este fornece em relagdo ao valor real da grandeza medida.

Para sistemas quanticos, o principio da incerteza de Heisenberg,

h
AxAp > oL (2.79)

define um limite para os desvios associados as variaveis de posicao e momentum, x e p [26].
Isto significa que, ndo importa o quao preciso seja o instrumento utilizado na medicao,
as propriedades intrinsecas da teoria impedem a estimacao de grandezas com precisao
absoluta. A fim de atingir a minima incerteza as medigoes realizadas em sistemas fisicos,
pode-se pensar em “instrumentos” que possuam as caracteristicas de sistemas quanticos,
de forma a estimar o valor correto de uma grandeza no limite imposto pelo principio da

incerteza.

Para entrar em detalhes sobre o processo de estimacao de parametros, é conveniente
definir o protocolo de estimacao, que, de maneira geral, é descrito através dos seguintes

passos [32]:

A “sonda”, como é chamado o aparato que interage com o processo dindmico que
contém o pardmetro a ser estimado, y, é preparada em uma configuracao inicial

conhecida, descrita quanticamente pelo operador densidade p;

e A configuragao da sonda é alterada pelo processo, tornando-a dependente do para-

metro p = p(y);

e Uma medida experimental é realizada na configuracao final da sonda, com resultado

denotado por k;

e Uma estimativa do valor do parametro em questao é feita, y.s, de posse de uma

regra bem estabelecida.

As regras mencionadas no ultimo passo do protocolo estabelecido dependem do
processo em questao: é necessario ter conhecimento do fenémeno para que se possa fazer a
estimativa do parametro desconhecido y através de . Os aparatos experimentais utilizados

nas medicoes sao representados matematicamente por um conjunto de operadores positivo-
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definidos (POVM’s - positive operator valued measure) { E,;}, que definem de maneira geral

os processos de medigdo em mecanica quantica [32], e satisfazem a relagao

> E,=1. (2.80)

O modelo tedrico para a realizacao dos calculos da estimagao de y baseia-se na
distribuicao dos resultados experimentais. A construgao apresentada a seguir é baseada

naquela elaborada em [12].

Para cada resultado experimental k, associa-se uma probabilidade, dependente do
parametro de estimacao y, P.(y), de forma que, ao final de uma sequéncia de medidas, o
conjunto de probabilidades associado, { P, (y)}, seja conhecido. O valor médio do pardmetro,

calculado através dos valores individuais das estimativas, é definido por

<yest> = Z yest(’i)Pfi(y% (281)

com as probabilidades devidamente normalizadas,

> Puly) = 1. (2.82)

Utilizando a normalizagao das probabilidades,

Z yest("i)Pn(y) - Z <yest> Pn(?/) = Z Pﬁ(y) [yest(/f) - <yest>] =0. (283)

sendo as estimativas y.s; (k) valores constantes. Derivando este resultado em relagao ao

parametro y, fica-se com

dIn(F(y))

5 R P fy ) — () =

dy

(2.84)

Elevando (2.84) ao quadrado e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que estabelece

(> f1<x>f2<x>)2 < (Trw) (T hE@). (2.85)

obtém-se entao

(; Pi(y) (W)Q) (Z Pi(y) [Yest (k) — <yest>]2> > (dg;“>>2. (2.86)

K
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Definindo a variancia associada a variavel de estimacao (Ay)2 = {(Yest — Yest))?),

e substituindo-a em (2.86), obtém-se

<Ay>2 > (%ﬁj”) (2.87)
= <(d1n(§~(y)))2>’ '
Yy

chamada de desigualdade de Cramér-Rao. A quantidade no denominador,

Fly) = <<W>2> : (2.88)

¢ denominada informagcao de Fisher, e representa a quantidade de informagao a respeito do
pardametro y disponivel no conjunto de probabilidades [12]. Como F(y) limita o desvio no
valor do parametro, o calculo desta grandeza é de central interesse para uma minimizacao

de incertezas inerentes ao processo de medicao.

2.3.2 Informacdo Quantica de Fisher

Para o célculo da Informagao Quantica de Fisher relativa & matriz densidade p(y),
é necessaria a construcao do conjunto de probabilidades { P;(y)}. A probabilidade P, (y)

associada a um resultado experimental é [32]

Pu(y) = Tr(p(y) Ex) (2.89)

sendo F,, o POVM associado ao processo de medi¢ao na sonda, descrito no protocolo.
Conforme mencionado anteriormente, o principio da incerteza proibe a estimacgao de
parametros com precisao absoluta. No entanto, é natural que se busque a maxima precisao
em processos de medicao, obtendo estimativas proximas ao valor real dos parametros,
dentro do limite de Heisenberg. Esta situagao é equivalente, dentro da teoria de estimagcao
apresentada, & maximizacao da Informacao de Fisher. A Informacao Quéantica de Fisher é

entdo dada pela maximizacao sobre todos os POVM’s {E,},

1 dTr(p(y)Ex)\
;Tr(p(y)En)< dy )

Fglp(y)] = max , (2.90)

{Ex}

0 que equivale a realizar a maximizacao sobre todos os aparatos experimentais permitidos
pela mecéanica quantica. Entretanto, um limite superior para a Informagao de Fisher [33],
¢ dado em termos do operador hermitiano derivada logaritmica simétrica, L,, definido

através da equacao diferencial

dp(y) _ Lyp+ pLy
dy 2 '

(2.91)

Utilizando (2.91), fica-se com

dTr(p(y)Er) _ Tr( Lyp +pLy . ) (2.92)
dy K ) *
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e, utilizando Tr(A)" = Tr(AT),

Lyp+ pL |
Tr( yf“;f)y Eﬁ> = 5 [Tr(EupLy) + Tr(pL, E.)') = Re{Tr(E,pL,)}, (2.93)

onde foram utilizadas as propriedades ciclicas do trago e a hermiticidade dos operadores.

Aplicando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Lyp + pL
Tr<yp;py3n) < [Te(EpL,)[. (2.94)

Agora, utilizando a desigualdade [32]

Tr(AB)[" < Tr(AT4) Te(B'B), (2.95)

e definindo A = \/pvV E., B = \/pLy\/ E\, temos

Tr(ATB) = Tv(E,pL,),
|Tr(E,€pLy)|2 < Tr(Exp) Tr(E.LypLy),

lTr <35E5> ] 2 < Tr(Exp) Tr(E,LypLy), (2.96)

1 dp 2
Tr| —F < Tr(E.L,pL
Tr(E,p) l r<dy ”)] = T Bulyply)

Podemos entao escrever a informacao de Fisher como

Folp(y)] <Y Tr(E.LypLy), (2.97)

que, devido a condi¢ao >, E, = 1, torna-se

Folp) < Tr(pLZ). (2.98)

A desigualdade (2.98) revela uma independéncia da maximizagao da Infomagao de
Fisher com rela¢ao ao conjunto de todos os POVM’s, { E,. }, podendo esta ser aumentada
modificando-se a configuracao inicial da sonda, representada pelo operador densidade p,

de modo a encontrar o maior valor desta na estimagao de um parametro desconhecido y.

2.3.2.1 Estados Puros

No caso de estados puros, pode-se encontrar uma forma simplificada para L,:

Fazendo p? = p, )
b4 _dp  dp

_ _ _ 2.99
i dy dyp+pdy (2.99)
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Reescrevendo convenientemente (2.91) e substituindo, fica-se com

1 1 dp dp

—L —L,=— — 2.100
onde conclui-se que L, = 23—5. Para o caso de uma evolugao unitaria da forma
Uly) =e ¢, (2.101)
a evolugao do estado inicial [1y) é dada por
L dY)
h—— =G Y). 2.102
hl = ) (2:102)

que ¢ a equacao de Schrodinger para a evolugao do estado inicial sob acao da transformacao
representada pelo operador G, de forma que |[¢)) = U(y) |1o). Derivando em relagao ao
pardmetro y, e substituindo em (2.98), a Informagao Quéantica de Fisher é escrita, para
um estado puro, como

Fo(p(y)) = 4(AG)?, (2.103)

sendo (AG)? = (G?) — (G)” a variéncia associada ao operador G, gerador da impressao

do parametro desconhecido na matriz densidade p.

2.3.2.2 Estados Mistos

Para a estimacgao com estados mistos sob acao do gerador da impressao do parametro

G, a evolugao da configuracao da sonda p é dada pela equagdo de Von-Neumann [23]
dp
i— =Gp—pG. 2.104
oy GPP (2.104)
Reescrevendo a matriz densidade na representacao espectral, com os autovalores e

autovetores numa base {|n)}, fica-se com

p=> An|m)m]|. (2.105)

Utilizando (2.104), o elemento de matriz correspondente ao operador a—p é
Y

dp

<m\a—y ny = (m|—iGp + ipGIn) = i(Ayn — \n) (m|G|n) , (2.106)

de onde conclui-se

(m|Gln) = -

T (m|==|n) (2.107)
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Da equagao (2.98), a informacao de Fisher é maxima quando

Fp =Tr(pL?), (2.108)

que, utilizando a defini¢do do operador derivada logaritmica simétrica (2.91), torna-se

dp
Fo=Tr| =—0L|. 2.1
o=m() (2.109)

Reescrevendo o trago da equagao (2.109),

Fo = {ml5Lim) = 3= (m] 52 In) L m), (2.110)

m m,n
onde foi inserida a relagdo de completeza >, [n)n| = Z. Através da defini¢cio expressa em

(2.91), pode-se escrever a forma do elemento de matriz do operador L como

1
= 50\" + Am) (n|L|m) . (2.111)
Substituindo (2.111) em (2.110), tem-se a expressao para a informacao de Fisher,

2

2 . (2.112)

%:ZM+%

m,n

dp
<m0*y”>

Em termos do operador que gera a impressao do parametro na matriz densidade p,
utilizando (2.104),

9,
dy

de maneira que, a informagcao de Fisher, escrita em termos de G, fica na forma

) =i\ — An) (m|Gn) (2.113)

(m|

()‘m _ )‘n>2

Desta forma, é possivel calcular Fiy de forma simples, de posse dos autovalores e
autovetores da matriz densidade p, que representa agora um estado misto. Este é o caso
dos estados reduzidos com que trabalhamos, apés o traco parcial sobre um dos modos do

campo.
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3 Estados do Campo Eletromagnético

Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos de estados do campo eletromagnético:
os estados de Fock, dados pelos autoestados do Hamiltoniano quantizado (2.32), estados
térmicos, que sao caracterizados por misturas de estados de Fock representados pela matriz
densidade pr, estados coerentes |a) e estados comprimidos, que compdem uma classe
de estados com incerteza minima [28] juntamente com suas propriedades de distribuigao
estatistica de fétons, e de distribuicao de probabilidades no espago de fase por meio da

fungao de Wigner W(q, p).

3.1 Estados de Fock

Os estados de Fock sdo dados pelos autoestados do operador ntimero a’a, e ca-
racterizam estados com nimero bem definido de fétons. Os estados de Fock |n), com
n=20,1,2... sendo o numero de foétons desse estado, sao ortogonais e compdem uma base

completa, com relagado de completeza expressa pela equagao (2.39b).

Para os estados de Fock, a distribuicao de fétons é totalmente concentrada no coefi-
ciente correspondente a ocupacao, que pode ser visualizada pela relagao de ortogonalidade

(2.39a). A fungdo de Wigner correspondente a um estado |n) ¢ dada pela expressao [27]

Wl p) = 2o 2 (1) L4057 + ), (3.1)

onde L, representam os polindomios de Laguerre de ordem n.

O fator ) de Mandel para um estado |n) ¢é calculado como

Q=" Y (3.2)

caracterizando um estado quantico do campo. O operador niimero possui variancia nula

sobre os estados |n), devido ao nimero bem definido de fétons.

Na figura (1), estao representadas as fungoes de Wigner W (g, p) para alguns estados

de Fock, com diferentes ocupacoes.
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Figura 1 — Funcoes de Wigner para os estados de Fock, para ocupacoes correspondentes a
0 (la), 1 (1b), 2 (1c) e 3 (1d) fétons. Pode-se observar regides de negatividade
da funcao de Wigner, que sdo reflexo do niimero bem definido de fétons,
caracterizando estados quanticos do campo.

3.2 Estado Térmico

Estados térmicos do campo de radiacao sao caracterizados pela radiacao eletro-
magnética emitida por qualquer corpo com temperatura nao nula. Também chamados de
estados “cadticos”, tais estados da luz sao gerados pela emissao de fotons causada pela

agitagao térmica de atomos.

Para um sistema com hamiltoniano H, em equilibrio térmico a temperatura 7', o

operador densidade ¢ definido como [29]

o—H/kpT
onde kp ¢ a constante de Boltzmann. Redefinindo o nivel fundamental de energia do

Hamiltoniano quantizado, dado pela equagao (2.32), que ocorre quando (N) = 0, pode-se
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reescrever (2.32) de forma conveniente como

H
H = hwa'a = T = Ba'a, (3.4)

onde = hw/kgT representa um fator adimensional que define a escala de energia do
sistema. Utilizando a base de Fock {|n)}, composta pelos autoestados do operador niimero

N, tem-se

1
T ( wa) 3 (nle=Pae|n) = Y ehn = Rt (3.5)

n

O nimero médio de fétons no estado térmico é calculado através de

(N) =Tr(prN) = (1 —e )Y (ne?"a'aln), (3.6)

n

(N)y=(1—e" Zne pn (3.7)
Pode-se manipular a soma presente na equagao (3.7), através de

e_/B

Xn:ne’ﬁ” = Ze’ﬁn = A=y (3.8)

e assim, pode-se reescrever (V) na forma

e P 1

N: p—
(N l—eB e -1’

(3.9)

que caracteriza a distribuigao de Bose-Einstein [29]. O operador densidade, representado

na base de Fock, assume entao a forma diagonal

(V)"
pr((N)) = T (V) In)Xnl|, (3.10)
sendo o conjunto de autovalores de pp,
(V)"

P(n) = 1+ (N} (3.11)

a distribuigao de f6tons entre os niveis de ocupagao |n) na base de Fock, para um campo
de radiacao térmica com (V) fétons presentes. Nas figuras (2a) e (2b) estao representadas

graficamente as distribuigoes de fotons P(n) entre ocupagoes, para diferentes valores de
(N).
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Figura 2 — Distribuigdes de fétons P(n) para estados térmicos com (N) = 0 (2a) e
(N) ~ 2.5 (2b). Os valores associados a P(n) representam as probabilidades
de ocupacao de cada nivel.

Além da informagao sobre as distribuigoes de fétons, sao tteis as fungoes de
probabilidade no espago de fase, obtidas através da funcao de Wigner. Para o estado

térmico, a fun¢do de Wigner (derivada no apéndice A) é escrita como

2 e 2@ +PY) a2y
W S e 12V | 3.12

Nas figuras (3a) e (3b) sdo exibidas as fungdes de Wigner em trés dimensoes para

estados térmicos do campo contendo (N) = 0 e (N) ~ 2.5 {6tons, respectivamente. Na

figura (4), sdo plotadas as projegdes de ambas as fungoes de Wigner sobrepostas.

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

Figura 3 — Fungoes de Wigner W (q, p) para estados térmicos com (N) = 0 (3a) e (N) ~ 2.5
(3b). Apesar de qualitativamente semelhantes, as fungoes sao distribuidas no
espaco de fase de maneira distinta.
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Figura 4 — Projegoes sobrepostas das fungoes de Wigner W(q, p) para os estados térmicos
contendo (N) =0 e (N) =~ 2.5 fétons. Com as projegoes, é possivel observar as
diferencas quantitativas entre as distribui¢cdes de probabilidade no espaco de

fase. Para (N) =0, W (q,p) encontra-se mais concentrada em torno da origem,
enquanto para (N) ~ 2.5, as probabilidades encontram-se mais espalhadas.

Nota-se com a andlise das projecoes de W (g, p) na figura (4) que o aumento no
numero de fotons em estado térmico faz com que as probabilidades estejam mais distribuidas
sobre o espaco de fase. Isso se deve a maneira com que os fétons sao distribuidos entre os
niveis pela equacao (3.11), que passa a apresentar probabilidades ndo nulas para ocupacao
de niveis anteriormente nao populados no estado de vacuo térmico, p7(0). O fator @ de

Mandel para estados térmicos é dado por

O, = (ANP = (N) _ (V)" 4+ (N) = ()
(™) (N)

caracterizando-o como um estado classico do campo, com estatistica superpoissoniana.

= (N) >0, (3.13)

3.3 Estado Coerente

Os estados coerentes do campo eletromagnético sao definidos como
o) = D() [0), (3.14)

sendo D(«a) = eea’=e"a o operador deslocamento. Reescrevendo-se o operador com o auxilio
do teorema de Baker-Haussdorf-Campbell [28],

ag? )
D(a)=e 3ol gma 4 (3.15)

verifica-se a propriedade de deslocamento de D(a),

Df(a)aD(a) = a + a, Di(a)a'D(a) = a' + o, (3.16)
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que desloca o valor esperado do operador de aniquilagao (criacao) pela quantidade a (a*).

Além disso, da expressdo (3.15), verifica-se a unitaridade, D(a)D(a) = 1.

Em termos dos estados de Fock, |n), os estados coerentes sao expandidos como
[27],

—la|?

an
o) =-¢ 2 —|n). 3.17
o) =75 % T ) (3.17)
O ntmero médio de fétons no estado coerente é calculado com o auxilio de (3.16),

(a'a) = (ala'ala) = (0|D'(a)a’aD(a)|0) = |af*. (3.18)

Definindo o operador densidade do estado coerente, p = |a)al, a fun¢ao de
distribuicao de fétons, P(n), utilizando (2.49), é dada pela expressao
2yng—lal?  (NY o= (V)

n! n!

caracterizando uma distribuicao Poissoniana [21], centralizada em |a|” = (N).

As quadraturas do campo eletromagnético correspondem aos operadores de posi¢ao
e momentum do oscilador harmonico. Considerando apenas um modo do campo, os opera-
dores de quadratura correspondentes, em termos dos operadores de criacao e aniquilacao,

sao
X, = (a+a), Xy = —i(a — a'). (3.20)
que satisfazem a relagdo de comutacgao

(X1, Xo] = —i|a+af,a—af| =21 (3.21)

As varidncias associadas s quadraturas, (AX)? = (X?2) — (X)® sdo entdo dadas

por
(AX))? =1, (AX,)? =1, (3.22)

evidenciando, desta maneira, as mesmas incertezas associadas a X; e X5. O principio da

incerteza de Heisenberg para os estados coerentes é satisfeito com a igualdade
AX1AXy =1. (3.23)

Por esta razao, os estados coerentes |«) caracterizam um conjunto de estados para os quais
a incerteza é minima, sendo estes os estados do campo de radiagao que melhor reproduzem
o comportamento da radiacao eletromagnética classica emitida por distribui¢oes oscilantes

de corrente [27].
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O fator ) de Mandel para os estados coerentes é calculado através de (2.57) como

o — [af”
=

Qo = 0, (3.24)

o

o que implica que a fungao de Wigner W (q, p) pode ser interpretada como uma distribuigao
de probabilidade classica no espaco de fase, assumindo apenas valores positivos. A fungao
de Wigner é dada por [27]

Wi(q,p) = ie—2<q2+p2>. (3.25)

Nas figuras (5), estao representadas as distribuigoes de fétons P(n) para os estados
de vicuo |0) (5a) e coerente |a) (5b), e nas figuras (6), estao ilustradas as projegoes da

funcao de Wigner W (q, p), para os mesmos estados anteriores.
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Figura 5 — Distribuigoes de fétons P(n) para os estados de vacuo (5a) e coerente (5b).
A agdo do operador D(«) desloca os valores de ocupagao do estado de vacuo
quantico |0), tornando a distribuicao centralizada em |a]* = (N) = 3.
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Figura 6 — Projegoes das fungdes de Wigner W (q,p) para os estados de vacuo (6a) e
coerente (6b). Pode-se observar que D(«) desloca a distribuigao de probabilidade
do estado de vicuo (6a), antes visivelmente centralizada na origem.
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3.4 Estado Comprimido

Os estados comprimidos, juntamente com os coerentes |a), compdem uma classe de
estados com incerteza minima [28]. Tais estados, definidos através do operador de compres-
sdo S(), satisfazem o principio da incerteza de Heisenberg com igualdade, entretanto, com
auséncia dela entre os valores das variancias para as amplitudes canonicamente conjugadas,
X; e Xq: 0 desvio em uma destas é reduzido as custas do aumento na outra. Para o estado

comprimido, entao, deve-se ter [27],

(AX;)? < 1+= (AX;)? > 1(i # j). (3.26)

O operador de compressao ¢ definido por [27]

S() = e%(ﬁ*(a)Q*S(aT)2)7 (3.27)

sendo & = re'? um pardmetro complexo, onde r representa o fator de compressio e 6 indica

a diregdo em que é executada. Além disso, o operador S(§) é unitario,

St(e) = 871(9). (3.28)

De maneira semelhante ao executado para os estados coerentes, podem ser realizadas

transformacdes unitarias dos operadores a e a' com o operador S(&) [27],

ST(€)aS(€) = acosh(r) — a'e? sinh(r), ST(€)a’S(¢) = a' cosh(r) — ae™ sinh(r). (3.29)

Definindo as amplitudes Y] e Y5, rotacionadas em relagdo a X; e X5 por um angulo

6/2,

Y +iYs = (X +iXs)e 2, (3.30)
e utilizando-se das propriedades de transformagao dos operadores D(«) e S(§), as variancias
AY; e AY, sao [27],

(AY))? =e 7, (AY,) = e, (3.31)

de modo que, assim como para os estados coerentes, AY;AY; = 1, caracterizando-os

também como estados com incerteza minima.

A reducao da varidncia em uma das quadraturas do campo torna interessante o

uso de estados comprimidos para detectar perturbagoes fracas, como as produzidas por
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ondas gravitacionais [28]. Um estado de vicuo comprimido é obtido através da atuagao de

S(€) sobre o estado de vicuo, S(§)|0), com nimero médio de fétons

<aTa> = sinh?(r). (3.32)

Na figura (7) estdo representadas as distribuigoes de fétons P(n) para um estado

coerente e para um estado coerente comprimido, respectivamente.

0.20

P(n)
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0.00

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 0'O0123456789101112131415

(a) P(n) para o estado |a = v/3) (b) P(n) para o estado S(£ =0,5) |a = v/3).
Figura 7 — Distribuigoes de fétons P(n) para um estado coerente ‘a = \/§> (7Ta) e um

estado coerente comprimido S(§ = 0, 5) ’oz = \/§> (7b). Pode-se perceber a a¢ao
do operador S(£) na distribui¢ao de f6tons, diminuindo as probabilidades em
algumas ocupacgoes antes mais populadas, concentrando-as em outros valores.

Para um estado de vacuo comprimido, a fungdo de Wigner é escrita como [27],

2 T —2r
W(q,p) = ;e—2<q2€2 e (3.33)

que representa um estado comprimido na direcdo da quadratura ¢q. O fator () de Mandel,

para um estado de vacuo comprimido, ¢é calculado através de

_ sinh®(r)(2 cosh?(r) 4 sinh®(r)) — sinh*(r)

_ 2 _
Q= () = 2cosh®(r) —1>0. (3.34)

Nas figuras (8) estao representadas as projegoes das fungdes de Wigner para os

estados vacuo e vacuo comprimido, respectivamente.
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(a) W(q,p) para o estado |0)
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(b) W (g, p) para o estado S(§ = 0,5)|0).

Figura 8 — Projegoes das fungoes de Wigner W(q, p) para o estado de vacuo |0) (8a) e
para o estado de vacuo comprimido S(€ = 0,5) |0) (8b). O operador S(&) reduz
as flutuagoes na direcdo da quadratura ¢, aumentando-as, consequentemente,

na direcao de p.
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4 Estados Comprimidos de Dois Modos

Neste capitulo, apresentamos uma revisao simplificada do processo de geracao dos
estados comprimidos de dois modos, conhecidos como estados de Einstein-Podolsky-Rosen
(EPR), com os quais trabalhamos, no contexto de eletrodinamica quantica de cavidades,
estudado detalhadamente em [1]. Mostramos que as medidas sobre os estados atémicos
utilizados no modelo de interagdo, em diferentes bases, deixam o campo nas configuragoes
finais descritas pelos estados de EPR e EPR par e impar. Os estados sao apresentados, e

suas propriedades estatisticas sao discutidas.

4.1 Estados de EPR

No presente modelo, apresentado originalmente em [1], sdo gerados estados com-
primidos de dois modos do campo eletromagnético no interior de uma cavidade Optica,
por meio da interacao entre um atomo de dois niveis, com estados representados na base
{I+),]-)}, e dois modos do campo eletromagnético. Embora o processo de geragao tenha
sido estudado previamente, as propriedades gerais dos estados comprimidos gerados através

do protocolo nao foram estudados.

A interagao entre os estados atomicos e os modos do campo sdo representadas pelo

Hamiltoniano efetivo [1]
H = x(ab+a'b') (o —0yy), (4.1)

sendo a e b (a' e b) os operadores de aniquilagdo (criacio) dos modos do campo, e

01+ = |£)=E| operadores que atuam sobre os estados atomicos.

O estado inicial do atomo sob consideracao é preparado como a superposicao de
estados de spin
o) = 75 () + 1)) (12)
onde e'¥ representa o fator de fase relativa entre os estados |+) e |—). O campo eletromag-
nético no interior da cavidade encontra-se inicialmente no estado de vacuo, representado
por
|tho) = 10) ®10) = 0,0). (4.3)

A configuracao do sistema composto, representado por atomo e campo, é descrita

no espacgo de Hilbert gerado pelo produto tensorial dos espacos individuais,

H = Hat. ® Hcampoa (44)
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e é dada pelo produto dos estados iniciais
1 .
o) = o) & o) = =5 () + €% =) @10,0). (4.5)

A evolugao temporal do sistema composto é governada pelo Hamiltoniano 4.1

através da equacao de Schrodinger,

p 1Y) ey, (4.6)
ot
e o estado final do sistema é dado por
W) = e | ). (4.7)

Substituindo o Hamiltoniano (4.1) em (4.7), escrevemos o estado final do sistema

como
_ o Sitx(abtalth (oo —oyy) | L o |_

() = o T G R ) E ) PR

Fazendo a mudanca de varidvel % = ¢, em que || = r representa o mddulo

de compressao dos estados comprimidos do campo gerados através do protocolo [1], e

considerando a atuagao dos operadores atomicos sobre o estado |¢y),
1 :
_ r(ab+albl) ip |\ —r(abtaldl)
e(®) =5 [+ 0,0) +¢|-)e 0,0)] (4.9)

onde foi empregada a notagdo simplificada |z) ® |y) = |z) |y).

Uma medida realizada entdao sobre o estado atomico, na base {|+),|—)} deixa o

campo nas configuragoes finais

Wi(?")) = Si(r) ‘Ov O> ) (4'10)

tpt .
Arabtaldl) o gperador que gera a compressdao no estado do campo.

sendo Sz +)(r) = e
Representados na base de Fock, os estados |14 (r)) podem ser escritos como [1]
1 oo
+ tanh(r)]" 4.11
’wi< )> COSh( )Z[ tan (7’)] ‘nan>7 ( )

n=0

com |14 (7)) aproximando-se do estado de EPR de dois modos quando r — oo, original-
mente proposto por Einstein, Podolski e Rosen para questionar a mecanica quantica [2]. A

matriz densidade pode ser obtida diretamente através de p, (r) = [y (r) Xy (r)],

1

o(r) > tanh™ " (7) m, ), nl, (1.12)

m,n=0

p+(r) =

Apods ser tomado o traco parcial sobre as varidveis de um dos modos, obtém-se a

matriz densidade reduzida, que representa o estado de um modo individual,

p1.+(r) Z tanh® (1) [n)(n . (4.13)

cosh2
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Na figura (9) estao representadas a distribuicao de fétons e a fungdo de Wigner

para o estado |, (r)), com r = 1.5.

0.06
0.05
0.04
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0.02
0.01

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
n

(a) P(n) correspondente a [¢4(r = 1,5)). (b) W(q,p) correspondente a |ty (r = 1.5)).

Figura 9 — Distribuigao de fétons P(n) (9a) e fun¢ao de Wigner W(q,p) (9b), apds ser
tomado o trago parcial sobre as variaveis de um dos modos. A auséncia de
negatividade de W(q, p) em (9b) caracteriza globalmente a fungdo de Wigner
como distribuicao de probabilidade, que tem perfil gaussiano. Observa-se, além
disso, através de (9a) que o sistema é deixado em uma mistura de estados de
Fock, assemelhando-se a um estado térmico do campo.

Realizando uma mudanca de base, utilizando agora os estados energéticos do atomo,

representados por {|e), |g)}, com

) = % (lg) £ le)) (4.14)

pode-se reescrever a configuragao final do sistema composto (4.9) na forma

U(r, ) = % [(l9) + [€)) [+ () + €% (Ig) = [e)) [ ()], (4.15)

U(r, ) = % [lg) (I () + € - () + le) (lee () = €% ()] . (4.16)

Medidas realizadas sobre os estados atomicos, na base {|e) ,|g)}, deixam entdo o

campo nas superposicoes de estados

B2 (r,0)) = Na(r,0) (16 () £ € [0 (1)) (4.17)

Em particular, os estados da superposicao podem ser representados de maneira unificada

através da varidvel ¢, de maneira que (4.17) é escrita, para qualquer valor de ¢, como
[(r, @) = N(r,9) (J4+ () + € [ (1)) (4.18)
Representada na base de Fock, a superposicao é escrita como

1(r, 0)) = N (r, ) lio tanh”(r) (1 +e?(=1)") |n, m] , (4.19)



52 Capitulo 4. Estados Comprimidos de Dois Modos

com N (r, ), calculado através da normalizagao

Wl () = NG @) S [tanh™ " (r)(1 -+ e 0" ) (1 4-e(=1)") m,mn, )]

e (4.20)
wM@WwwﬂMwWiPmWM@HMMAWFL (4.21)
Entao, para um angulo de fase ¢ genérico, tem-se

2 1 1 — tanh*(r)
NG o)l = 2 l(l + tanh?(r)) + cos(p) (1 — tanh2(r))] (4.22)

A matriz densidade, representada na base de Fock, pode ser obtida diretamente

através da equagao (4.19),

p(r, ) = IN(r,0) " io tanh”™ (1) (1 + € (=1)") (1+e7(=1)") |m, m)(n, n|.
o (4.23)

A partir da matriz densidade (4.23), pode-se obter a matriz densidade reduzida,

p1, através do trago parcial tomado sobre as varidveis de quaisquer dos modos,

pr=N(r,0) i tanh® (r) (1 + e (=1)") (1 + e~ (=1)") [n)n|
0 (4.24)
= IN(r, )" 3_ 2tanh® (r) [1 + cos() (—1)"] [n){n|

n=0

4.2 Estados de EPR Par e Impar

Os estados de EPR par e impar, também estudados em [1], sdo casos particulares

de angulos de fase ¢ = 0 e ¢ = 7, respectivamente

[U(r, o = 0)) = N(r, ¢ = 0) ([tp(r)) + [ (r))) , (4.25a)

[W(r,p =) = N(r,o =) (|04(r)) — [¥-(r))). (4.25b)

De maneira geral, os estados par e impar podem ser escritos de maneira compacta

através de

[0 (1)) = Ny (7) itanh"(r}(l + (—=1)") |n,n), (4.26)
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onde os subindices p, 7 identificam aos estados par e impar, representados pelos sinais

positivo e negativo no lado direito da eq. (4.26), respectivamente, com

i ! (4.27)

N (r)| = 2 .
‘ i) (1) 2%, [tanh "(r)(1+£ (—1)n)}

Os estados descritos por ‘w(r)(p7,-)> tém propriedades de distribuicao concentradas
em ocupagoes pares e impares. De fato, das equagoes (4.25a) e (4.25b), resultam as

expressoes

[Up(r)) = Ztanhzn ) [2n,2n) (4.28a)

|1 (r)) = 2N5(r) i tanh® ™ (r)) [2n 4+ 1,2n + 1) . (4.28D)

n=0

Para que as propriedades dos modos individuais dos estados do campo sejam
estudadas, faz-se necessario tomar o trago parcial sobre as variaveis de um dos modos. A

matriz densidade dos estados par e impar é dada por

p(p,i)@):\/\/(p,i)(r)f fj (tanh(r)) ™™ (1 £ (=1)™) (1 £ (=1)™) |m, mXn,n|. (4.29)

m,n=0

Tomando-se o trago parcial sobre as variaveis de um dos modos, ¢ obtida a matriz

densidade reduzida do sistema, escrita como

P1,,0) (1) = Tra(pp,i) (1)), (4.30)
P15 1) = Nipo ()] 32 26001 (1)) o (431)

Na figura (10) estdao representadas graficamente as distribuigoes de f6tons para os

estados de EPR par e impar.
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(a) P(n) correspondente a |, (r = 1,5)). (b) P(n) correspondente a |¢;(r = 1,5)).

Figura 10 — Distribui¢des de fétons P(n) para os estados |[¢,(r =1,5)) (10a) e
|i(r = 1,5)) (10b). Evidencia-se o comportamento da sele¢do de niveis ener-
géticos com ocupagoes pares e fmpares, respectivamente.

Na figura (11), estdo representadas as fungoes de Wigner em trés dimensoes para

os estados par e impar, com r = 1,5, juntamente com suas proje¢des sobrepostas.
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(a) W(q,p) correspondente a py ,(r =1,5). (b) W(q,p) correspondente a p1 ;(r = 1,5).

0.6 — Estado par

0.45 — Estado impar
0.2}
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W(q, p)
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(c) Projegoes sobrepostas de W (g, p) para os esta-
dos par e impar, com r = 1, 5.

Figura 11 — Fungoes de Wigner em trés dimensoes para os estados par (11a) e impar (11b),
com moédulo de compressao r = 1,5, juntamente com as respectivas projecoes
sobrepostas (11c), para efeitos de comparagao.

Os estados representados pelas matrizes densidades reduzidas p(r, ¢) apresentam

caracteristicas peculiares com o aumento do médulo de compressao, r. Assim como o
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estado [, (7)), os estados par e impar, apds ser tomado o trago parcial sobre um dos
modos, sao deixados em uma mistura de estados de Fock. No entanto, as distribuigoes
de probabilidade W (g, p) se comportam de forma distinta quando comparadas ao estado
|14 (r)): com o aumento de r, W (g, p) correspondente a |14 (7)) torna-se mais distribuida
no espaco de fase, enquanto, para os estados par e impar, concentra-se nas vizinhangas da
origem, mantendo a simetria em todas as dire¢oes. Na figura (12) estdao representadas as
fungdes de Wigner e as distribuicoes de fétons para um valor fixo de r e diferentes valores

de ¢, para verificar a influéncia deste fator sobre as distribuigoes.
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Figura 12 - W(q,p) e P(n) para as matrizes densidade reduzidas que representam os
estados de EPR com fase relativa. Os diferentes valores do fator de fase alte-
ram as distribui¢oes de fétons, aumentando as probabilidades das ocupagoes
impares, antes nao populadas no estado par (¢ = 0). As fun¢oes de Wigner
também sofrem alteragoes, em especial, as flutuagoes térmicas aumentam com
a alteracao do fator de fase, para r = 1,5 fixo.
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Também foi estudado o comportamento da funcao de correlacao g(z)(O) nos estados
de EPR par e impar, e os resultados foram comparados com os estados de EPR e comprimido
de um modo. Para o estado de EPR temos ¢ (0) = 2 por tratar-se de um estado térmico
do campo, quando tomado o traco parcial sobre quaisquer dos modos. Para os estados par

e impar, as fungoes de correlagao (derivadas no apéndice B) sdo escritas como

9(2) (O)par = |:(1_)\)31 (1+)\)3J PR (432&)
(1=2) [ — o)

1
4)\ |:(1_>‘)3 B (1‘:)‘)3] (4 32b>
ok :
(1=2) [ohe + o)

com \ = tanh®(r). Para o estado comprimido de um modo, ¢‘®(0) é dada por [34]

9(2) (O)impar =

9P(0)comp = coth?(r) + 2. (4.33)

Na figura (13) estao representadas graficamente as fungoes de correlagiao dos estados

citados.

R EPR‘Par —— EPR Par
—— EPR Impar 5 —— EPR Impar
5/ EPR EPR
- — Comprimido de um modo — — Comprimido de um modo
B N
DR E=SEEEEEEEERE————-. %0
5 -~
= 20
g E
_5l -5
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 0 5 10 15 20
r (N)
(a) log ¢ (0) em funcéo de r. (b) log g®(0) em funcio de (N).

Figura 13 — Funcdes de correlacao log ¢ (0) como funcdo do parametro de compressio r
(13a) e do nimero médio de fotons (13b) para os estados de EPR, EPR par e
impar, e comprimido de um modo. Para o estado par e baixos valores de 7, o
estado par possui valores elevados para 9(2)(0), maiores que o estado térmico
de EPR reduzido, caracterizando-o como uma fonte de radiacdo bunched. Para
o estado fmpar, os valores de g?(0) o caracterizam como fontes antibunched.

O comportamento das fungoes ¢‘?(0) exprime uma caracteristica relevante sobre a
natureza das distribui¢oes de fétons para cada um dos estados. Para o estado par com
baixos valores r, o sistema apresenta altos valores de ¢(®(0). Para o estado impar, no
entanto, ocorre o contrario: os baixos valores da fun¢ao de correlacao relevam a natureza

antibunched dos foétons emitidos pelo sistema. Este comportamento pode ser explorado,
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por exemplo, na geracao de estados de um tnico féton [35, 36, 37], em que a absorgao

simultanea de fétons por detectores exibe baixo nivel de correlacoes.
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5 Estudo e Quantificacio de Emaranha-

mento em Estados Puros

Neste capitulo tratamos do estudo da separabilidade entre os modos dos estados
de interesse no desenvolvimento do trabalho, os estados de EPR, EPR par e EPR impar.
Apresentamos as defini¢oes basicas sobre separabilidade em sistemas quanticos compostos
por dois subsistemas, e através de um critério simples de separabilidade, valido para
estados puros, quantificamos o grau de emaranhamento para os estados de dois modos

estudados.

5.1 Separabilidade em Sistemas Quanticos Compostos

Um sistema quéantico é dito composto quando pode ser decomposto em dois ou
mais subsistemas, onde cada subsistema representa um sistema quantico por si s6 [38].
Em especial, para sistemas compostos por dois subsistemas, é aplicada a nomenclatura
“bipartite”. Formalmente, o espago de Hilbert correspondente ao sistema composto é dado
pelo produto direto dos espacos de Hilbert dos subsistemas individuais. Considerando um

sistema bipartite, e identificando os subsistemas pelos indices 1 e 2 temos que

He =My @ Ho. (5.1)

O estado quantico do sistema composto corresponde ao produto direto dos estados
dos subsistemas. Sejam |1)1) e [15) os estados correspondentes aos subsistemas. O estado

do sistema composto, entao, pode ser escrito como

U) = [¢1) ® [¢2) - (5.2)

A matriz densidade correspondente a |¥) pode ser obtida facilmente, tratando-se de um

estado puro,

p = [OXY] = ([ )¢ ]) © ([2)Xt2]) = p1 © pa. (5-3)

O estado composto representado por |¥) representa um estado denominado separa-
vel, onde pode-se identificar com exatidao o estado individual de cada um dos subsistemas.
E vélido notar que a matriz densidade reduzida p; (p2) representa um estado puro, as-
sociado ao subsistema 1 (2), de forma que é possivel fazer a decomposigdo de p em um

produto de estados puros. O emaranhamento entre subsistemas emerge naturalmente da
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aplicagao do principio da superposicao a sistemas quanticos compostos. Como exemplo

simples, consideremos o estado dado por

9) = = [102) @ [va) +[60) @ )], (5.4)
onde 1/+/2 representa o fator de normalizacio das probabilidades associadas ao estado,
obtido através de (®|®) = 1. Processos de medida associados a somente um dos subsis-
temas, representados por O e R para os subsistemas 1 e 2, respectivamente, podem ser

representados por operadores na forma

0201 ®IQ, R:Z,.1®R2, (55)

sendo Z; (Z) o operador identidade associado ao subsistema 1 (2), cuja dimensao ¢é
correspondente ao espago de Hilbert associado, dim(Z;) = dim(H;) (dim(Zy) = dim(#H2)).
O valor médio de O, que tem agao somente sobre o subsistema 1, no estado representado

em (5.4) é calculado como

(0) = Tr[O |2} 2]
= Tr[(01 ® I,) | @) D] (5.6)
= Tr,[O; Tra(|ONP)]

sendo Try (Tre) a operagao que denota o trago parcial sobre os estados correspondentes
ao subsistema 1 (2). A situagdo é semelhante para o operador local R, que atua somente

sobre o subsistema 2,

(R) = Tra[ Ry Try (|2} D). (5.7)

As equagdes (5.6) e (5.7) sdo véalidas para quaisquer operadores de atuagao local,
somente sobre um dos subsistemas. Estas situagoes podem ser ilustradas quando o ex-
perimentador tem acesso a somente uma das partes que compoem o sistema composto,
por exemplo, quando a distancia entre os subsistemas que compartilham o estado (5.4) é

grande. Podemos entao escrever os resultados das medidas locais através de

(O) = Tr(O1p1), (R) = Tr(Rapz), (5.8)

onde os estados dos subsistemas 1 e 2 passam a ser representados pelos operadores
densidades reduzidos p; = Tra(p), p2 = Tri(p). Dada a validade de (5.6) e (5.7) para

quaisquer operadores locais, é possivel observar que uma medida executada sobre qualquer
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um dos subsistemas componentes implica em uma reducao do estado quantico de todo o
sistema composto, com os subsistemas individuais representados agora pelos operadores

densidade reduzidos.

Os estados dos subsistemas podem ser obtidos diretamente do operador densidade

do sistema composto,

p=|®)2]

= ; [[01)X(01] @ [ha)(tha] + P01 )Xd1] @ [ha)@a| + (@1 )(01] @ |P2)(t02] + [@1 ) D1] @ |2 P2]] -
(5.9)

Tomando-se o trago parcial sobre as variaveis dos modos 1 e 2, temos, respectiva-

mente

(o1 )X1] + [@1X @],
[[th2 )| + |2)2]] -

p1 = Tra(p) =
(5.10)

N =D —

p2 =Tri(p) =

Através de (5.10), podemos ver que os operadores densidade correspondentes aos
estados individuais representam misturas estatisticas dos estados da superposigao (5.4).
Além disso, o operador densidade do estado quantico composto nao pode ser escrito como

o produto direto dos operadores densidade reduzidos, p; e po,

p = PN # p1 © pa- (5.11)

Em tal situagdo, denomina-se o estado |®) como nao separavel. Formalmente, a

condigdo de nao separabilidade pode ser definida como [38]

B i > 0,0, 08 tais que p= " pipl’ @ p}. (5.12)

i
Além disso, é valido notar que a nao separabilidade implica na obtenc¢ao de estados
mistos como resultado da operacao de trago parcial, para um estado composto puro,
representado por um vetor de estado |®) € H¢. Sendo assim, para sistemas compostos
bipartites, representados por estados puros, pode-se investigar a separabilidade condicionada

a pureza do estado reduzido.

Para estados puros, tem-se p* = p = Tr(p?) = Tr(p) = 1. Quando o sistema
encontra-se em um estado misto, Tr(p?) < 1. Através da analise da pureza dos estados

reduzidos, pode-se definir o critério de separabilidade como [38]
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Tr(pig) = 1 = p é separavel, Tr(p%,2> < 1 = p é emaranhado. (5.13)

A defini¢ao de separabilidade (5.13) serd utilizada na investigacao e quantificagao
do grau de emaranhamento nos estados de dois modos do campo eletromagnético, objeto
de estudo deste trabalho. Definimos o grau de emaranhamento entre os subsistemas como

a grandeza

GEi,=1- Tr(piz), (5.14)

de maneira que, se os estados reduzidos forem puros, Tr (p? 2) =1eGE; 5 =0, implicando
que nao ha emaranhamento entre os subsistemas. A medida em que os subsistemas tornam-

se mistos, GE; 2 # 0, e o estado composto nao pode ser escrito de maneira separavel.

5.2 Quantificacao do Emaranhamento nos Estados Comprimidos

de Dois Modos

O estudo das propriedades de emaranhamento nos estados comprimidos de dois
modos foi motivado pela presenca do fator de fase e, presente na superposicao de estados
geradas através do protocolo [1], quando feitas medidas sobre os estados atémicos na base
{lg) ,]e)}. De fato, o fator de fase da preparagio é “carregado” aos estados finais em que
sao deixados os modos do campo eletromagnético presentes no interior da cavidade, de

acordo com a equacao (4.18).

Tomando-se o trago parcial sobre quaisquer um dos modos do campo, as matrizes
densidade reduzidas dos estados de EPR e das superposigoes sao dadas por (4.13) e (4.24),
respectivamente. O grau de emaranhamento correspondente ao estado comprimido de dois

modos (calculado no apéndice C) é

1 oo
2 t h4n
pl,Jr COSh4(7") ngg an (T) |n)<n| ) (5 15)
1 .
E =1-— .
— GElpr4] cosh(2r)

Para a superposicao de estados comprimidos de dois modos com fase relativa, o
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grau de emaranhamento (calculado no apéndice C) é dado por

Pilr, @) = [N (r )" i 4tanh™ () (1 + cos®() + 2 cos()(=1)") [n)n]

n=0

— GE[pi(r, )] =1 -

1 [1 + cos?(ip) 2 cos(p)
3 1 7
(1 n Cgcs)i((sgz)) cosh(2r) cosh”(r) + sinh”(r)

(5.16)

Para verificar a influéncia do fator de fase no emaranhamento entre os modos do
sistema composto, inicialmente, fixou-se a variavel r = 0,5, que representa o médulo de
compressao do campo, e variou-se ¢ no intervalo [0, w]. Para cada valor de ¢, foi calculado
o grau de emaranhamento do sistema, através das equagoes (5.15) e (5.16). Na figura (14),

estao representados graficamente os graus de emaranhamento correspondentes aos estados

[¥4(r)) e [9(r, 0))-

o5 VAR ;O —[¥+(r)) |
/ \ ] \ - - |d)(lrv 30)>
l \ ; \
0.4+ / \ \
I
/ \
¥ T
/ \
= 0.3} / ! ! \
&} ’ \ 1 \
/ \ I \
0.2+ , - \

7 ’ Lol h N
0.1y _ - \ W/ ~
0.0, . . ; . ; ——

0 1 2 3 4 5 6
¥

Figura 14 — Graus de Emaranhamento para os estados comprimido de dois modos |¢, (7)),
e superposicao de estados comprimidos de dois modos com fase relativa
| (r, ¢)), para o parametro de compressao fixado em r = 0,5. Observa-se
que o fator de fase de preparacao atomica influencia diretamente no grau de
emaranhamento entre os modos do campo eletromagnético, sendo este, para
alguns casos, maior que aquele referente ao estado [, (r)).

Conforme foi mostrado na figura (14), para um valor de r fixo, a geragao de estados
com maior grau de emaranhamento ¢é possivel, comparando-se com o estado comprimido
de dois modos |4 (r)). Isto representa uma vantagem, ja que |1 (7)) é perfeitamente
correlacionado em posicao e momentum quando r — oo. Em particular, de posse da
equagao (5.16), é possivel mapear o grau de emaranhamento do sistema para todos os

valores de . O mapeamento em trés dimensoes ¢é exibido na figura (15).
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GE

Figura 15 — Mapeamento em trés dimensoes do grau de emaranhamento do sistema re-

presentado pela matriz densidade reduzida p;(r, ). Para pequenos valores
de r, é possivel obter um grau elevado de emaranhamento, com valores de ¢
proximos de 7. GE pode também ser mantido elevado ajustando-se os valores
de ¢ para maiores valores do médulo de compressao r. Além disso, o mapa
também evidencia regidoes de minimos locais para GFE.

Figura 16 — Comparacao entre graus de emaranhamento contidos nos estados comprimido

de dois modos |1, (1)), o estado preparado com fase relativa |i(r, )), e os
estados par [¢(r,0)) e impar [¢(r,7)). Pode-se observar que, para o caso
particular ¢ = 165°, GE correspondente a [1(r, ¢)) apresenta um maximo
local nas vizinhangas de » = 0, 13, tendo esta quantidade consideravelmente
maior que o estado [t (r)), para o mesmo valor do médulo de compressao.
Além disso, também é possivel identificar a regiao de minimo local para G F nas
vizinhangas de r = 0,47, enquanto o estado |1, (r)) apresenta comportamento
estritamente crescente com o aumento de r. Os dois estados apresentam
aproximadamente o mesmo grau de mistura em torno de r = 0, 38.

O estudo das regioes de maximos e minimos locais é conduzido em comparagao
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direta com o estado |1, (7)) a seguir. Para tal, foram investigadas a quantifica¢ao direta
do grau de emaranhamento contido nas matrizes densidade reduzidas diretamente através
das equagdes (5.15) e (5.16), e as distribuigdes de probabilidade dadas por W (g, p), para
um caso particular do angulo de fase ¢ = 165°, onde podem ser observados méaximos e

minimos com curvas suaves.

r
0.6 p1,+(r) 0.6 p1.+(r)
- -pi(r

0.5 pir,¢) 0.4 - = pi(r, )
204 2 02
s S
S 03 S 00

0.2 -0.2

\ ! 1
0.1 ! V! M ~0.4 ' ]
‘ . \ E \
0.0 -t ' ~ Y
" ) 0 2 4 ~1 —2 0 2 4
q q

(a) W(q,p), r = 0,13, ¢ = 165°. (b) W(q,p), r = 0,47, o = 165°.

Figura 17 — Comparacao direta das projecoes das fungdes de Wigner sobre o eixo ¢ entre
os estados correspondentes a |1 (7)), representado por p; 4 (r), e os estados
com fase relativa, p;(r, ).

Conforme exibido na figura (15), o grau de emaranhamento apresenta uma regiao
de maximo para baixos valores de r e angulos de fase ¢ nas vizinhangas de 7. Considerando
a expressao para o estado |[1(r, ¢)) da equagao (4.19) e fazendo a expansio dos coeficientes

para r < 1,

W) =No > <r — g) (1 + ei“”(—l)"> In,m). (5.17)

n

Devido a condigao r < 1, os coeficientes correspondentes aos estados |2, 2) , [3,3) , . ..
tornam-se despreziveis quando comparados aos dos estados |0,0) e |1,1). Desta forma,
para um valor fixo de r, fatorando o fator de fase correspondente a |0, 0), a forma efetiva

do estado é

6 ~ N [10,0) + 0= 11 (5.18)
~ a—=|1, , .
01 (1 + elv)
1
com fator de normalizacio Ny = + cos(p) . Para que o estado seja
(1+ cos(p)) + a*(1 — cos(p))
_ plp
maximamente emaranhado, para um valor de r fixo, o fator de fase = ¢ deve ser

14 el®
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maximo. Desta forma, manipulando [,

(1— ) (14 )
(15 0) (1+ %)
_ —isin(p)
T 1+ cos(p)

B =

Realizando a condicao de maximizacao,

dsp | 1+ cos(p) 0
B P a1
de (14 cos(¢))?
1
1 +cos(p) 0,

que ocorre quando ¢ — 7.

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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6 Metrologia Quantica com Estados Compri-

midos de um e dois Modos

Neste capitulo apresentamos os resultados de aplicagoes dos estados quanticos alvos
de estudo, comparando-os com aqueles referentes aos estados comprimidos de um modo.
Os estados comprimidos de um modo tém grande relevancia em trabalhos relacionados
a metrologia quantica [11] devido as caracteristicas de reducao de flutuagoes em uma
direcao definida pelo pardmetro de compressao &, aumentando a precisao nos processos de
estimagao de parametros envolvidos em processos dinamicos. Ressaltamos as vantagens
das distribui¢oes de probabilidade dos estados par e impar, simétricas no espaco de fase,
tornando-os estados robustos para aplicacbes em metrologia, por serem insensiveis a fase

de compressao.

6.1 Calculos e Comparacoes de Distribuicoes de Probabilidade e

Informacao de Fisher

A motivacao da aplicacao dos estados comprimidos de dois modos, em particular,
os estados de EPR par e impar, surge da simetria de rotagao da fungdo de Wigner W (q, p)
dos operadores densidade reduzidos. A utilizacdo dos estados comprimidos de um modo
na area de metrologia esta diretamente relacionada com a reducgao dos erros associados
as medidas, quando realizadas na direcao correspondente a compressao em uma das
quadraturas do campo. O fato de os estados par e impar serem simétricos ao redor da
origem os torna interessantes para aplicacoes em metrologia, apresentando vantagens em
relagao ao estado comprimido de um modo, por serem insensiveis a fase associada ao
parametro de compressao £. Para uma comparagao direta entre os estados, nas figuras (18)
estao representadas as projecoes das fungoes de Wigner dos estados de vacuo comprimido
S(€) 10), com flutuagdes reduzidas na coordenada ¢, e comprimidos de dois modos par e
impar, apés ser tomado o trago parcial sobre um dos modos, para diferentes valores do

parametro de compressao.
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Figura 18 — Comparacao direta das proje¢des das fungdes de Wigner sobre a coordenada
q do espaco de fase, para os estados comprimido de um modo, par e fmpar,
com r = 1,5 (18a) e r = 2,5 (18b). Observa-se que o estado comprimido
apresenta flutuacoes ligeiramente menores na dire¢cao de compressao, quando
comparadas as dos estados par e impar.

Para um estudo quantitativo mais detalhado, pode-se utilizar a largura a meia altura
da fungao de Wigner como parametro comparativo entre as flutuacoes apresentadas pelos
estados. As projecoes das fungoes de Wigner sobre o eixo ¢, para os estados comprimido

[27], par e impar (calculadas no apéndice A), sao dadas, respectivamente, por

2,2r

Weomp(q,0) = ie“'q e (6.1)
W,(q,0) = jr {(1 — N2 (35) + (1 + A)e—qu(ifi)} (6.2)
W, (g,0) = WlA [(1 _ e (GR) — (1 4 A)e—QQQ(i*i)] (6.3)

com A = tanh®(r), apresentando pontos de extremo em ¢ = 0. A largura & meia altura
¢ definida, considerando uma projecao sobre o eixo ¢, como a distancia entre os pontos
q para os quais a funcao de Wigner vale metade de seu valor méaximo. Para o estado

comprimido de um modo, a largura a meia altura ¢ dada por

Scomp(1) = 2 ;e_QT’ In(2). (6.4)

Para os estados par e impar, os pontos correspondentes a largura a meia altura
devem ser encontrados numericamente. Para o estado par, os pontos que definem a largura

sao dados pela solugao da equacao transcendental

A—1

(1-— )\)e2'12(A

14+

D+ (1+ )2 (53) =1, (6.5)

+
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Para o estado impar, a altura foi definida como o ponto de minimo, encontrado em

g =p =0, e os pontos correspondentes a meia altura sao dados pelas solucoes de

(1— A2 (351) — (1 4+ A)e 2 (F3) = A, (6.6)

Na figura (19), estdo apresentados os dados da largura a meia altura FWHM (full

width at half mazimum) para os estados comprimido de um modo, par e impar.

121 guves trarn,, —— Comprimido de um modo 12 —— Comprimido de um modo
1.0 "’0,’% ----- Estado Par wtk Estado Par
", Estado impar H Estado impar
4” M
0.8 %,
= ". =
£ 06 N =
0"'
0.4 T,
I .
vf-' ."'.'
0.2
0.0 | 0.0, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 05 1.0 15 2.0 2.5 0 5 10 15 20 25 30 35
r n
(a) FWHM de W (q,p) em funcdo do pardmetro de (b) FWHM de W (q, p) em fungdo do niimero médio
compressao 7. de f6tons em cada estado.

Figura 19 — Comparacao das larguras maximas a meia altura da funcao de Wigner, para
os estados comprimido de um modo, par e impar. O estado impar apresenta
menor largura a meia altura, quando comparado ao estado comprimido, para
valores baixos de r e n devido a forma com que foi definido o ponto de extremo
para este estado.

Vale ressaltar que a largura a meia altura para o estado impar foi calculada
utilizando como referéncia o ponto de minimo localizado na origem, em que a funcao
de Wigner vale W;(0,0) = —2/m. O ponto de cruzamento entre as curvas da largura a
meia altura foi calculado numericamente, e tem valor » = 0,692, e o valor da largura a
meia altura correspondente ¢ de FW HM = 0,589. Os nimeros médios de fétons para
cada estado neste ponto sdo, respectivamente (N) = 0,56 e (N) = 2,84, respectivamente,
para os estados comprimido de um modo e impar. Para baixos valores do parametro de
compressao, o estado apresenta flutuagoes térmicas, além da parte negativa localizada na
origem. Tais flutuagoes podem ser visualizadas com clareza na figura (20), em que foram

plotadas as fungoes de Wigner correspondentes ao ponto de cruzamento.
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Figura 20 — Proje¢oes das fungoes de Wigner dos estados comprimido de um modo e
impar, no ponto de cruzamento r = 0,692. Pode-se observar as flutuagoes
térmicas na funcao de Wigner do estado impar, representadas pelas regioes
de positividade nas vizinhancas da origem.

Foram também calculadas as informacgoes de Fisher para os estados comprimidos
de um modo, par e impar, com respeito a deslocamentos do campo. Para tal, foi definido

o operador de quadratura geral

X(¢) = ae™ +ale?, (6.7)

que representa os operadores de posicao e momentum do oscilador harmoénico, para ¢ = 0
e ¢ = /2, respectivamente. Para estimagao da amplitude correspondente a coordenada

de posicao ¢, o gerador utilizado é X (7/2) = —i(a — af) [11].

Para os estados de EPR, EPR par e EPR impar, a informacao de Fisher foi
calculada através da equagao (2.114), por se tratarem de estados reduzidos mistos. As
expressoes para a informagao de Fisher (calculadas no apéndice D) nos estados EPR, EPR

par e EPR impar sao, respectivamente,

Falpi) = 0 = 5ty (68)
Folpy) = 4D _ a2 nyy +), (6.9
Folo = "D a2 ny 4 1), (6.10)

onde (ny) ((n,), (n;)) representa o nimero médio de fétons do estado de EPR (EPR
par, EPR impar). Vale ressaltar neste ponto o papel da simetria dos estados de EPR na

estimagao de parametros, que faz com que a informacgao de Fisher seja independente da
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fase ¢ do operador de quadratura geral. Isto implica em resultados iguais para estimacao
das amplitudes correspondentes a posicao e momentum, assim como quaisquer amplitudes

definidas por X (¢).

Para o estado comprimido de um modo, foi utilizada a expressao (2.103), por
tratar-se de um estado puro. A informagao de Fisher (calculada no apéndice D) para o

estado comprimido foi calculada como
FolS(€)10)] =4 (1 4 2sinh?(r) — sinh(2r) cos(f — 2¢)> : (6.11)

sendo 6 a direcio de compressio do estado comprimido (¢ = re?). Em termos do ntimero

médio de f6tons neste estado, (n.), a informacao de Fisher fica na forma

FolS(©)10)] =4 (142 (n) = 2/(ne) (1+ (n)) cos(0 - 26) ), (612)

que, ao contrario dos estados comprimidos de dois modos estudados, depende das fases de

compressao # e de medigao ¢.

Na figura (21) estao representadas a informagao de Fisher em fungao do médulo
de compressao r e do nimero médio de fotons, para os estados comprimido de um modo,

EPR par e EPR impar, para estimagiao de deslocamentos na coordenada ¢ = X(0).

— Comprimido de um modo (quadratura q)

1500% Comprimido de um modo (quadratura q) 1500
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- — Estado Impar
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o
= / & on
/ -

5001 ‘ 500

0 0Ls n r r r r

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 0 20 40 60 80 100

r (NV)
(a) F em funcdo de r. (b) Fg em fungéo de (N).

Figura 21 — Informacao de Fisher Fy em fungdo do médulo de compressao r (21a) e
do nimero médio de fétons (N) (21b) em cada estado, para os estados
comprimido e anticomprimido de um modo, EPR par e EPR impar. Verifica-
se que a informacgao de Fisher para o estado anticomprimido ¢ menor, devido
a variancia elevada deste para estimacao na coordenada q.

Na figura (22) estao representadas a informagao de Fisher em fungdo do médulo

de compressao r e do nimero médio de fétons, para o estado de EPR.
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Figura 22 — Informagao de Fisher em fun¢ao do médulo de compressiao (22a) e do niimero
médio de fétons (22b) para o estado de EPR. Ao contrario dos estados
par e impar, o estado de EPR apresenta comportamento decrescente com
o aumento de r e (N). Este comportamento é devido ao “espalhamento”
das probabilidades no espago de fase, tornando o estado menos sensivel a
perturbagoes.

Os resultados reforgam as vantagens dos estados par e impar para aplicagoes em
metrologia quantica com estados mistos do campo. Apesar de a largura a meia altura da
funcao de Wigner e da informacao de Fisher serem menores que as correspondentes ao
estado comprimido de um modo, os estados de EPR par e impar apresentam concentradas
em uma regiao especifica do espago de fase, e apresentam simetria em todas as dire¢oes, o

que os torna insensiveis a fase, ao contrario dos estados comprimidos de um modo.

Em particular, foi investigado o comportamento da informagcao de Fisher nos estados
de EPR com fase relativa, nas vizinhancas do ponto de maximo emaranhamento, observado
na figura (15). Na figura (23), estd representado o mapeamento em da informagao de

Fisher em trés dimensoes, como func¢ao do parametro de compressao r e do angulo de fase
©.
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Figura 23 — Mapeamento em trés dimensoes da informagao de Fisher do sistema represen-
tado pela matriz densidade reduzida p;(r, ¢). Observa-se que, nas vizinhangas
do ponto de maximo emaranhamento, ha também uma regiao em que a infor-
macao de Fisher é maior, evidenciando a influéncia do emaranhamento entre
os subsistemas na precisao de medidas realizadas.

Os ganhos na informacao de Fisher do sistema com relagao a estimagao de desloca-
mentos do campo sao ligados as correlagoes entre os modos do sistema. Mesmo com os
valores baixos da informagao de Fisher, quando comparados aqueles referentes a maiores
valores de 7, pode-se observar uma regiao local de maximo, que esta ligada ao alto grau
de emaranhamento apresentado pelo estado quantico sob consideragao, mostrando uma
relacao entre o estado maximamente emaranhado e a quantidade de informacao que pode
ser extraida do sistema [39, 40]. As correlagoes quanticas exprimidas nos estados explicitam
ganhos no acesso a informagao contida na matriz densidade reduzida do sistema a respeito
de um parametro desconhecido, e representam as vantagens da utilizagdo das correla¢oes

de estados nao-classicos do campo eletromagnético para estimagao de pardmetros [41].
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7 Estados Térmicos e “Pseudo-Térmicos” do

Campo Eletromagnético

Neste capitulo mostramos que, através de operagoes locais atuando sobre um
dos subsistemas, o estado reduzido correspondente aos estados de EPR par e impar
comportam-se como estados “pseudo-térmicos”, com distribuigoes de probabilidade que se
aproximam da distribuigdo de Boltzmann dos estados térmicos (3.11), com ocupagoes de
niveis correspondentes aos niveis pares e impares. O estudo ¢ iniciado evidenciando que,
agindo localmente sobre o estado comprimido de dois modos, obtidos através da operacao
S12(r) 10, 0), onde Sio(r) representa o operador de compressao de dois modos, o sistema fica
caracterizado por uma distribui¢ao térmica de probabilidades. Em seguida, para os estados
de EPR “par” e “impar” e mostramos que, através da reducao do sistema, representada
pelo trago parcial tomado sobre as variaveis de um dos modos, obtém-se distribuicdes de
probabilidade que se aproximam aquelas de estados térmicos, com a caracteristica especial

de possuirem ocupagoes previamente selecionadas, a partir do protocolo de geracao [1].

7.1 Estado de EPR reduzido e Estado Térmico

Para o estado de EPR, o trago parcial tomado sobre quaisquer dos dois modos

resulta na matriz densidade

1) = s 3 el ) . (1)
com (n) = sinh®(r). Reescrevendo cosh® (r) =1+ (N),
1 () "
) = T 2 (g ) ke

e (7.2)

=2 (i vy
que é efetivamente um estado térmico, com a distribuicao de fétons idéntica a equacao
(3.11), com representacao diagonal na base de Fock. A igualdade entre as matrizes densidade
implica também na mesma distribuicao de probabilidades caracterizada pela funcao de

Wigner.

7.2 Estados de EPR par e impar e Estados Pseudo-Térmicos

Com motivacao na igualdade entre matrizes densidade térmica e EPR reduzida, foi

feito um estudo comparativo entre estados “pseudo-térmicos”, com matrizes densidade
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definidas através da distribuigdo térmica, porém com ocupagoes previamente selecionadas

em niveis pares e impares. Os estados pseudo-térmicos par e impar, sao entdo definidos

nas formas
= —<n>2n n)2n
pral(n) = Ny Y - oz [2m2n. (73)

sendo N, (M) o fator de normalizacao do estado térmico par (impar). Para que as
propriedades de distribui¢ao de probabilidade sejam obtidas, convém reindexar as matrizes
densidade de forma mais conveniente, incluindo coeficientes correspondentes a misturas de
todos os estados de Fock. Para isso, vamos inserir um fator que zera as probabilidades de
estados impares na matriz par, e vice versa. As matrizes densidade reindexadas com todos

os estados podem entao ser reescritas como

PT,(p,i) = NT,(pvi) Z (1 +<7Z7>l>)n+1 G (2—1)") In)nl, (7.5)

n

onde o sinal “ 47 (“ — ) corresponde ao estado par (impar). De posse da reindexacao, os

fatores de normalizagao foram calculados como

1+2(n) NT~—1+2<”>.

5 (n) ) (7:6)

Tp —

De posse das matrizes densidade com os respectivos fatores de normalizagao,
podemos calcular as fungoes de Wigner correspondentes aos estados pseudo-térmicos.

W (q,p) para cada um dos estados (calculos apresentados no apéndice A) é escrita como

A% +p?) (V)
1 1+2<N> —9(g2 42 A2 12 e 1+2(N)
W S ek 4 (@+p%) |4 +pHN) o 2 77
T,p(q,p) ’7T< 1—|—<N> )e € + 1—|—2<N> ’ ( )
1 (1+2(N) G
1+
Wi _ (2 ANV ) 2t |C T @A) 78

Foram, entdo, comparadas diretamente as fun¢oes de Wigner W(q, p) das matrizes
densidade reduzidas par e impar, representadas nas equagoes (4.28a) e (4.28b), com aquelas
resultantes das distribui¢oes pseudo-térmicas, expressas em (7.3) e (7.4). Para realizar
a comparacao, foram calculados os nimeros médios de fétons para um dado valor do

parametro de compressao r, e os valores resultantes foram utilizados como entrada para



7.2. FEstados de EPR par e impar e Estados Pseudo-Térmicos 7

as matrizes densidade pseudo-térmicas. Na figura (24) ilustram-se as comparagoes com as

projecoes de W (g, p) sobrepostas, para os estados com coeficientes pares e impares.

N Estado par (r=0,5) A
{ |V - - Pseudo—Térmico par 0.2 i
] 3 ANEEY
Pl FAR N AR
\ [ 00— -t I
Pl 1
i \ - 1)
H ' ) it
1 N L
] 3 S -0z2 e
r ) 2 1t
t ki ili
’ t
! ! -0.4 i
! \ il
! \ i
/'I \ 0.6 - Estado impar (r=0,5)
I “'-...‘_ o - ¥ — —Pseudo—Térmico impar
-4 -2 0 2 4 -5 0 5
q q
(a) r=05 (b) r=05
N Estado par (r=1,0) 02
f11 = - Pseudo—Térmico par . ;""1‘ l'r ‘\\\
fh 0.0 R
iR i
ik Hi
Pl R o2 H
¥ 0 S : ] i
! ) S 1H
i Fl ] ik
L W —04 i|!
I " i
U# . 1 i " ----- Estado fmpar (r=1,0)
g N -06 f — - Pseudo—Térmico impar
-4 -2 0 2 4 -5 0 5
q q
(¢)r=1.0 (d) r=1.0
----- Estado par (r=1,5) 0.1 B
[/} ] e N e L
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i i
(i -0.1 i
[AR] ! :
i — |
i S-03 i
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I -0.4 i
(| I
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._.____.-.—-—”"‘ - ."N'"'*---_..____"_ — —Pseudo—Térmico impar
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Figura 24 — Projegoes de W(q, p) para as matrizes densidade reduzidas que representam

os estados de EPR pseudo-térmicos par e impar. Como pode-se observar em
(24a), (24c) e (24e), h&d uma concordancia significativa entre as distribui¢oes
de probabilidade no espaco de fase entre o estado com coeficientes pares
e o estado pseudo-térmico, com r = 0,5, 1,0, 1,5, respectivamente. Para
coeficientes impares, as distribuicoes de probabilidade destoam para valores
baixos de r, e a concordancia cresce conforme aumenta-se o valor de r, nas

figuras (24Db), (24d) e (24f).

Com isso, mostramos que, assim como no estado comprimido de dois modos original,

operagoes locais reduzem os estados compostos de EPR par e impar a matrizes densidade
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que caracterizam misturas de estados com propriedades estatisticas de distribuicao se-
melhantes as de estados descritos por uma matriz densidade térmica py. Em particular,
a distribuicao de probabilidades no espago de fase, caracterizada pela funcao de Wig-
ner W (g, p), para o estado reduzido com ocupagoes impares aproxima-se da distribuigao
pseudo-térmica com o aumento do médulo de compressao, representado por r, enquanto o

estado par apresenta boa concordancia mesmo para baixos valores de 7.
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8 Conclusoes

Neste trabalho, investigamos as propriedades dos estados de EPR, EPR par e impar
e suas variantes, isto é, considerando-se um fator de fase relativa ¢ no processo de geracao
e na superposic¢ao final de estados. Verificamos, através da definicao de separabilidade e
com uma medida simples de emaranhamento para estados puros, que as superposi¢oes com
fator de fase relativa apresentam maior grau de emaranhamento que os estados originais
de EPR, com menor gasto de energia no processo de geracao, representado pelo valor
do médulo de compressao r, o que representa uma vantagem nas possiveis aplicagoes do
emaranhamento na area de informagao quantica. Para as aplica¢gdes em metrologia quéntica,
foram realizadas comparagoes com os estados comprimidos de um modo, ressaltando que
a simetria das distribui¢oes de probabilidade no espaco de fase, aqui representadas pela
fungao de Wigner W(q, p), para os estados par e impar representam vantagens nos processos
de estimacao de parametros desconhecidos, devido a independéncia dos resultados com
relagdo as dire¢oes de compressao e de medicao, tornando-os estados mais robustos para
aplicagoes, quando comparados aos estados comprimidos de um modo. Por fim, mostramos
que agindo localmente sobre um dos subsistemas, é possivel caracterizar os estados de
EPR par e impar como estados “pseudo-térmicos” do campo, que consistem em estados
térmicos com distribui¢oes de probabilidade em niveis previamente selecionados através
do processo de preparagao descrito detalhadamente em [1]. Com a realizagao do trabalho,
concluimos que os estados de EPR par e impar e suas variantes apresentam vantagens em
relacao aos estados de EPR usuais, representadas por suas propriedades de distribuicao, e
podem ser muito uteis em protocolos de computagao, criptografia e comunicagdo quanticas,
além de comporem uma classe mais robusta que os estados comprimidos de um modo
para aplicacoes em metrologia quantica, gragas a insensibilidade a fase relacionada aos

processos de medicao.
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APENDICE A - Funcdes de Wigner para os

estados de EPR e Superposicoes com Fase

Relativa

Para o calculo das expressoes analiticas para as func¢oes de Wigner, utilizamos a

expressao de W (g, p) para um estado de Fock [27]

Wl p) = 2o P (1) L4057 + ), (A1)

onde L,, representam os polinomios de Laguerre de ordem n.

Apés ser tomado o traco parcial sobre as varidveis de um dos modos, os estados

com que trabalhamos reduzem-se a forma

pr=>_P(n)|n)nl, (A.2)

que representam misturas de estados de Fock |n), quando representados nesta base.
A funcao de Wigner correspondente sera entao a combinac¢ao das fungdes dos estados
individuais, pesadas pelo fator de probabilidade P(n), que, neste caso, correspondem as
distribui¢oes de fétons para cada estado reduzido p;. A expressao para W (q,p) é entao

dada por
2 o0
Wiap) = (2) e 20 3 (<1 P Ll + ). (A3)
T n=0
Para a realizacao dos célculos, serao uteis os resultados provenientes da série

geométrica e suas derivadas que sdo, para |t| < 1,

n 1

e R (A.4b)

: 1+t
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Além disso, também faremos uso da funcao geratriz para os polinémios de Laguerre
31],

> t"Lylz] = ] etr. (A.5)

n

A.1 Estado de EPR reduzido

Para o estado de EPR [¢, (7)), a matriz densidade reduzida é dada por

pre=(1=X) > A" [n)n|, (A.6)

sendo A = tanh?(r). Utilizando a expressao (A.3) para W(q, p), temos, definindo s* = ¢*+p?

2 2
W(s) = () e (1 = A) S (—1)" A" L, [4s2]. (A7)
™ n
Utilizando ¢ = —\ na expressao da fung¢ao geratriz (A.5),
S (A Lo[ds7] = — ot (A.8)
1+ A ’

n

a expressao para a funcao de Wigner é escrita como

W(s) = (i) G;i) = (A.9)

que, em termos das coordenadas de posi¢ao e momentum (g, p), é dada por

2 1—A 1
W(g.p) = (J (1 — A) I (A.10)

A.2 Superposicées de Estados Comprimidos Reduzidas

Para os estados reduzidos correspondentes as superposicoes de estados comprimidos
de dois modos com fase relativa, apos tomado o trago parcial sobre quaisquer dos modos,

temos que a matriz densidade reduzida pode ser escrita como

p1=ING[* 2N [+ e(=1)"] [n)nl (A.11)
com X\ = tanh®(r), € = cos(p) e

1— )2

ol ES )

(A.12)
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Utilizando a expressdo (A.3), com s* = ¢? + p?, a expressao para W (q, p) fica dada

em termos das duas somas

W(s) = (i) N [2e2 lZ(—A)”LanZ] + e;)\”Ln[élsQ]] , (A.13)

n

que, com a utilizagao da fungao geratriz (A.5), torna-se

W(s) = (2) N2 [ et 4 o] (A14)

1+A 1—A

S

Substituindo |/\/'0|2 e multiplicando a exponencial global e~2¢* por cada uma das parcelas,

temos

Wis) = (i) 1+ +16(1 Y

(1= 035 4 e(1+ Ve 5], (A.15)

que, em termos de (g, p), fica

2

Wia.p) = (w) (1+X) +16(1 — )

(1= 0+ 4 e(1 4+ N)e 2] (A16)

A.2.1 Estados Reduzidos Par e Impar

De posse da funcao de Wigner para uma superposicao com fator de fase relativa
(A.16), podemos particularizar os resultados para os estados de EPR par e impar de

maneira simples.

Para o estado par, temos ¢ = 0 = cos(¢) = € = 1. Fazendo a substituicao em

(A.16), ficamos com

W(gp) = = [(1 = N)ATHIIT 4 (14 N)e 20 H15] (A.17)

N |

Para o estado impar, ¢ = m = cos(¢) = € = —1. Fazendo a substituicao em (A.16),

obtemos a funcao de Wigner para o estado impar

1 2 2 - 2 2
Wig.p) = = [(1 =X+ I3 — (14 N)e 2R (A.18)

A.3 Estados Pseudo-Térmicos

Nesta secao, derivamos as expressoes para as funcgoes de Wigner para os estados

que denominamos pseudo-térmicos.
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A.3.1 Pseudo-Térmico Par

A matriz densidade para o estado pseudo-térmico par é escrita como mistura de

estados de Fock pares, com distribuicao térmica de fétons

1 + 2 N>2"
Prp = Z (15 (N 12n)(2n| . (A.19)

n

Para que todas as ocupacoes, tanto pares quanto impares, sejam incluidas na soma
da matriz densidade sem penalidade, adicionaremos o fator multiplicativo % 14 (=1)"],
que ¢ igual a 1 para n par, e nulo para n impar. Desta maneira, é possivel reindexar a
soma na matriz densidade incluindo todos os estados representados por |n)(n|. Fazendo a

reindexagcao, ficamos com

1+2
PTp = Z 1_|_

n

W) HH; [1+ (=1)"] [n{n]. (A.20)

Feita esta reindexacao nos coeficientes e estados, as somas ficam mais simples de

serem executadas, em especial, aquelas que envolvem a funcao geratriz de L, [z]. Definindo

1+ 2(N)
_ (V)
=T on (A.21b)

a funcao de Wigner para o estado pseudo-térmico par fica escrita em termos da soma

Wi(s) = (2> YD L (1)) L (d). (A.22)

Q

Executando a soma () acima,

Q=) _t"[1+(=1)"] La[4s],

(A.23)
=3 "L, [4s*] + D (—1)"t"L,[45”].
Utilizando a funcao geratriz (A.5), a soma representada por @ fica escrita como
]_ 74 2_t ]_ 4 2_t
N S 1—t S 1+t A24
@= 1-— t + 1+ te " ( )

Agora, fazendo uso da defini¢ao de ¢ na equagdo (A.21b), temos as seguintes relagoes
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1+t 1+2(N) 1+t 1+2(N)
1 t
—— =1+ (N —— = (N). A2
=1, - (A.26)
Fazendo as substituigoes de (A.24) e (A.25) em (A.22),
2 _9g2 42 (1—|—<N>)42&
N s 1 N s4(N) A S AN ;7 5 ') A2
W = (2) ey [0 e o LRG|
que, em termos de (g, p),
1 (1+2(N) e
= - [—= “2q*+p?) |-t +p2)(N) & T A2
Wrs(a ) 7r<1—|—(N>>e {e T2y | (A-28)
A.3.2 Pseudo-Térmico Impar
Para o estado pseudo-térmico impar, a matriz densidade é escrita como
1 + 92 <N> <N>2n+1
.= M+ 1)2n + 1. A2
PS TN A i (e 2 (429

Utilizando o mesmo esquema de reindexacao que foi implementado para o estado pseudo-

térmico par, podemos reescrever pr; na forma

14+ 2(N) (N)"

= S T o T L (Ll (430
Definindo
_(N) _142(N)
iy TSN L+ (V) (A.31)
a funcao de Wigner é escrita como
Wi(s) = (i) 2 S (1) 1 — (—1)"] Lo[4s?). (A.32)
Q
A soma () acima é executada em duas parcelas
Q= t"[(=1)" — 1] L,[4s?],
" (A.33)

=3 (=1)"" L, [45%) = 3 "L, [457],
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que, utilizando (A.5) e as relagoes (A.25), torna-se

Q = 111;64521; — ]_]_te4821ttu
+ R
A.34
_ A+ N) el (1 + (N))e "N, A
1+ 2(N)

De posse deste resultado, a funcao de Wigner é escrita como

2\ ae  142(N) 1+ (N) s 0 o sV
W(S>_(w>e 2 (N) (L+ (N)) [1+2(N>e = (L (e (A3)

que, em termos de (gq,p), é

4(¢®+p?)(N)

1 {1+2(N) (g2 4p?) | € TP —4(+p2)(N)
(ap) =L (L2 A : A.
Wri(q,p) 7T< (N) )e 1+2(N) ¢ (4.36)
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APENDICE B - Calculo de ¢(2)(0) nos
estados de EPR, EPR par e EPR impar

A fungao ¢g®(0) é definida através da equacao (2.56),

(at)2a?
g?(0) = <2> (B.1)
(afa)
Serao considerados nos calculos os estados de EPR, EPR par e EPR impar.
B.1 Estado de EPR
Para o estado de EPR, a matriz densidade reduzida é escrita como
prs = (1= X) S A [n)nl, (B.2)
com \ = tanh?(r). Primeiramente, vamos calcular a média <(a7)2a2>,
((ah)?a®) = Tr(py 4 (ah)%a?),
B.3
= (=N S {nla!a?ln). ()
onde os elementos de matriz (n|(a')?a?|n) sdo calculados como
(al(a ) = v = 1) (al@Pln —2), -
=n(n—1).
Entao, a média é dada pela soma
<(aT)2a2> =(1-=X)> _n(n-1)A"
=(1-X) [ n?\" — Zn)\”] ,
PG R S -2 S A (B5)
B (1—=X)2[1-2)\ (1—=N2 "
2)2
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A média <aTa> no estado de EPR ¢é dada por

Entao, temos que

que ¢é o resultado para um estado térmico do campo eletromagnético.

B.2 Estados de EPR par e impar

Para as superposi¢oes com fase relativa, a matriz densidade reduzida é

= Nl oA [L+ e(=1)"] [}l , (B.8)

com A = tanh®*(r) e € = cos(p). A média <(a*)2a2> é calculada como

((@)a®) = Tr(pr(ah)a?).
= [Nol” ZA” [1+e(=1)"] {nl(a")?a?|n),

= NG| Z (n—=1)A"[14+€(-1)"],

= NG| ZnQ)\" [1T+e(—=1)"1=> nA"[1+e(—1)"]

S1 52

Para a soma s1, temos

Zn%\”%—eZn 1)"A",

- o LQ—AA i ) (1)

SURLRS R N
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Para a soma s,
So =Y nA"[1+e(—1)"],
A ) (B.11)
N (1-=X2 (1+N
) 1 _ € ‘
L—A2  (1+A?
Entao, o calculo da média é
1 2\ € 2\
N2a2) = |NG[? 1-1 —1+1
((@?a?) ’NMA{O—AVll—A+ L+Q+AP[1+A e
| ) (B.12)
2612
= 2\ .
2 |+
A média <aTa> é escrita como
1 €
fa)y = NP\ -~ B.13
(1) = WP [ =5 - 1 (519
e a funcio ¢ (0) é
1 €
@)(0) = 2 [y + ) (B.14)
; — .
Nol* [ — e
Para o estado par, temos € = 1 e [Np|* = %, o que implica em
4|5 + s
9 (0)par = [ * @ . (B.15)
(1—)2) {# _ #]
(ESYERRN GESY
Para o estado fmpar, € = —1 e |[Ny|* = %, e temos
AN | — - — 1
92(0)mpar = [~ (B.16)

..
1 1
(1= ) [ + v
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APENDICE C - Calculo dos Graus de

Emaranhamento

Para os calculos dos graus de Emaranhamento nos estados quanticos considerados,
também serao utilizadas as relagoes provenientes das somas de séries geométricas e suas

derivadas, ja exibidas anteriormente.

C.1 Estado de EPR

Para o estado de EPR, a matriz densidade reduzida é escrita como

pre = (L= )Y X" [n){n] (C.1)

com A = tanh*(r). Entdo, p? , ¢

P = (1= A 0 il (€2
Tomando-se o traco de pi +
1 1—A
2\ _ 2 _
Tr(plﬁL) =(1-X) - 11x (C.3)

O grau de emaranhamento é definido como GE =1 —Tr (p% +>, que resulta em

1-A
FE=1———. 4
¢ 1+ A (©4)

C.2 Superposicoes com Fase Relativa

Para os estados com fase relativa, a matriz densidade reduzida é escrita como

p1= NG 2N [+ e(=1)"] [n)nl (C.5)

com A\ = tanh®(r), e = cos(¢), e fator de normalizacao

1— )2

NGl = T+ N +e(l—N)
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Entao, p? é escrita como

P = INol" () [1+ € +2¢(=1)"] [n)n] . (C.7)

Tomando-se o traco de p?,

T(7) = NGl [(1 P 2ez<—v>"] |

n

:[uwwgljZ—AJZV;ji)+1iaJ‘

O grau de emaranhamento ¢é entao dado por

1 — )2 2T(1+ e €
T ( e(1— - 2—i_l—QF/\Q ' '
GE=1 [1+>\)+ § )\)] [(1+A) 1 (C9)

C.2.1 Estados Par e Impar

Para particularizar os resultados para os estados par e impar, basta substituir os

valores de e correspondentes a cada um dos estados.

Para o estado par, temos € = 1, entao

1-2]%1 2 2
GE=1- [ ] [ +
2 1—X2 1+ A2]°
. (C.10)
—1_ &
11—
Para o estado impar, ¢ = —1, e ficamos com
12171 2 2
GE=1— [ ] [ -
2\ 1—X2 14 A2]°
Vo (C.11)
-1 A -X)
1—M

que é o mesmo resultado correspondente ao estado reduzido par.
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APENDICE D - Célculo da Informacio de
Fisher

Para estados puros, a informagao de Fisher com respeito a um parametro é dada

por

Fo = 4(AG)?, (D.1)

conforme visto anteriormente, sendo G' o operador responsavel pela impressao do parametro
no operador densidade do sistema, p. Para estados mistos, a informacao de Fisher ¢é escrita

como

_ 2
Fo =23 0200 ) 02)

sendo 7, e [¢,) os autovalores e autovetores da matriz densidade que representa o sistema.

O problema que consideramos é a estimacao de deslocamentos. De modo geral,

definiremos o operador de quadratura

X(¢) = ae™ +alel? (D.3)

que, para ¢ = 0 (¢ = 7/2) representa o operador adimensional de posi¢gao (momentum)
do oscilador harmonico. Faremos os calculos considerando fatores de fase arbitrarios, de

modo que os resultados possam ser particularizados por substituicao.

Para matrizes densidade representadas na base de Fock, com autoestados |n), os

elementos de matriz de X (¢) sao

(m X (9)|n) = =™ (mlaln) + e (m|al|n),

=e ™ \/n(mln —1) +evVn+1{mn +1).

Entdo o podemos obter | (m|X (¢)[n)]%,

[{ml X (9)|n)|* = e™V/nim (m|n — 1) {njm — 1) + y/n(m +1) (m|n — 1) (n|m + 1)

+y/m(n+ 1) (mln + 1) (nm — 1) + ¢ \/(n + 1) (m + 1) (mn + 1) {nm + 1)
(D.5)
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| (m| X (&) [n)* = e 2/ nmbmmn-10nm-1 + /12 (m + 1) 10nmi1
/m(n 4+ D)o ni10nm1 + €2/ (n+ 1) (m + 1) pi10nmir

Devido a presenca das deltas de Kronecker presentes no calculo, alguns termos se anularao,

(D.6)

pois estas impoem condigoes que nao podem ser satisfeitas por m e n simultaneamente.

Entao, ficamos com

| (m| X (¢)|n)]* = \/n(m 4 1)dpmn_1 + ym(n + 1)dmni1, (D.7)

onde foram omitidas 6, 41 € 0, m—1 por imporem as mesmas condi¢oes que Gy, -1 € Om i1,

respectivamente.

De posse deste resultado, podemos substituir (D.7) em (D.2), considerando G =
X(¢). Fazendo as substituigoes,

FQ =2 Z M |: n(m + 1)5m,n—1 + m(n + 1)5m,n+1 )
mn Ym T Tn

(D.8)

(’Yn—l - 771)2 (’Yn-‘rl - 7n)2

=2 n————+)>» (n+1)———

En: Yn—1 + Tn zn:( ) Yn+1 + Tn
S1 52
D.1 Estado de EPR
Para o estado de EPR, o conjunto de autovalores é dado por

T = (1 = AN, (D.9)

sendo A\ = tanh?(r). Para a execucio das somas s; e sy presentes em (D.8), precisamos

das relagOes entre os autovalores presentes em cada uma das expressoes.

Temos entao, para sq,

T = = (1= AN = X",

(- A2 (D.10a)
= f)\ :

Yoot + 9 = (L= A A"+ AY),

B (1- )\2) . (D.10Db)
= f)\ .
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De forma que, temos

(’ynfl - fYn)Q _ (1 B )‘>4 A"
Tn—1 + Tn )\(1 - >\2) '
Entao, a soma s; é escrita como
(1-=N)1
== ATL
PO R
(11— M) A
AT =AY (1= N2
(=N
O
Agora, para ss, a relacdo entre autovalores é
Tn+l — Tn = (1 - )‘)<)‘n+1 - >‘n>7
=—(1- )\)2)\”.
Yor1 + 9 = (L= A) A"+ A7),
=1 =XN(14+ 1A,
= (1- )"

de forma que, os coeficientes da soma s, sejam

(’yn—i—l - ’7n)2 o (1 - )‘)4

A"

Tn+1 + Tn

Y

A soma s, pode entdo ser executada em duas parcelas

|

(1-N* n n
S9 = (1= [Zﬂ:nk +2n:)\]7

(1= N A 1

10— l(l—)\)2+1—)\

(=N

(=22

A informacao de Fisher entao ¢é calculada como Fg = 2(s1 + $2),

Fo =

41— )

(D.11)

(D.12)

(D.13a)

(D.13b)

(D.14)

(D.15)

(D.16)
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D.2 Superposicdo com Fase Relativa

A matriz densidade para as superposicoes com fase relativa tem a forma

pr= N[ 3N L+ e(=1)"] n){n], (D.17)

com autovalores correspondentes a

Y = INOPA™ [1+ e(=1)"], (D.18)

com A = tanh®(r), € = cos(yp), e fator de normalizacio

Mot = I (D.19)
T AN +e(1—N) '
Temos entao que levar em conta os seguintes autovalores
TYn—1 = |N0|2/\n—1 [1 + 6(—1)71_1} )
= NS [1 - e(=1)1].
2yn+1 n+1
Tn = N A 1 + € -1 )
+1 = 0‘2 [+ e (D.20b)
= |No|" A" A [1 —e(—1)"].
Para as relagoes presentes em sy,
2 A" n n n
s =2 = WG {5 L= 2] = 2 -1y
. (D.21a)
= NP {5 11 = e(=1)7) = [1+ (=17}
e 90 = Wolt {55 1= -1 4 20+ =171,
. (D.21b)
= NG {5 11 = e(=1)7) + [1 4+ e(-1)7)}.
Para o coeficiente dependendo dos ¥’s em s,
2
— )’ Y1 —e(=1)" = [1+e(=1)"]
(-1 = )" _ Wo‘le{x } ' (D.22)
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Para os coeficientes em s,,

Yot =Y = N LN [L = (=1)"] = X" [L + e(=1)"]} ,

) (D.23a)
= [NGPA" AL = e(=1)") = [1 + e(~1)"}.
Vi1 + T = INol2 {AV[L—e(=1)"]+ A" [T+ e(=1)"]}, (D.23b)
= NoI"A" {A[1 — e(=1)"] + [L + e(—=1)"]}.
(Y1 = 70)? 2 AL = e(=1)"] = [1 + e(=1)"]}?
T~ Y T T e (D24
de forma que as somas s; e sy Sa0 escritas como
) (00— (=1 = [+ (1))
s1 = Ny n\" , D.25a
Aol zn: {30 —e(=D)") + [1+e(-1)} ( )

{A [1 - 6( e+ L+ e(=1)"]}

Para prosseguir com as somas, vamos dividi-las em parcelas com termos pares
e impares, s; = S; (par) T Si (fmpar), ¥ = 1,2. Reindexaremos as somas pares trocando os

indices n — 2k, e as impares fazendo n — 2k + 1.

Fazendo primeiramente $j,,,, nota-se que (—1)?* = 1, e a soma ¢é simplificada por

um fator que fica independente de k. Temos entao

MEE ]y
sipar = 1Nl Z E = Lt (1+e) (D.26)
= | Mol f(A,G)Zk:(%)V'“,
S-a+o)
f(/\,e) = %4—(1—1—6) (D.27)

Podemos entao executar a soma presente em (D.26) utilizando as relagdes obtidas

das séries geométricas, e assim,

2\

Slpar = |A/b‘2f()\7 e)m

(D.28)
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Para a soma com coeficientes impares, a expressao é

Stimpar = NG S0 (2k + 1) A% U (Lo e - [ (1)) (D.29)

F— D [T (%]

que simplifica-se consideravelmente ao aplicar (—1)%**1 = (=1). A soma $jqnpar fica entdo

escrita como

S1impar = |./\f0] g\ e Z (2k 4+ 1)\, (D.30)
k

com

Aii+o -0 —e)]Q'

A €)= D.31
9(A€) i+eo+(1—e (D-31)
Podemos entao obter a expressao para Sigmpar,
Slimpar — |./\/0|29(>\7 6) [2 Z k:/\Qk + Z AQk] ’
e k
9 2)\? 1
= D.32
NG | T D32
2 (1+ A7)
= [Nol Q(A»E)m~
Entao, a soma s; = Sipar + Siimpars
s = Ml 2X2F (A ) + (14 A)g(A, )] . (D.33)
(1 —A2)2 ’ ’
Agora, para a soma sg, realizando o mesmo processo, a soma Sopar €
2
M1=e(=1)%] = [14e(-1)*]}
2 Qk{ [
ar — 2k A D.34
S2p Aol ka +1) AL —e(—=1)%] + [1 4 e(—1)2] (D-34)
que sera reescrita, levando em conta (—1)%* = 1, como
Sopar = [NO|*R(N, €) Y (2k + 1)A%, (D.35)
e
com
Ml—e)—(1 2
B e = ALz = (1 +0)] (D.36)

AMl—e)+(1+e€)
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Podemos entao escrever a forma final de sgp,, como

> (1+2?)
S2par = ’N0| h()\a 6) (1 — )\2)2- (D37)
Agora, para os coeficientes impares, Sommpar € €scrita como
2
A1 = e(=1)21] — [1 4 e(-1)%+1]}
2 2k+1{ {
{fmpar — 2k 20\ . D.
S2fmp Yy Xk:( +2) A1 — e(—=1)2H] + [1 4 e(—1)2++1] (D.38)
que, utilizando (—1)?**! = —1, simplifica-se na forma
Sotmpar = [NoZ3 (N, €) S (2K + 2)A%*, (D.39)
k
com
, AAL+6e)—(1—e)
A €)= ) D.40
JA€) AMl+¢€)+ (1 —¢) ( )
Entao, calculando sammpars
S2impar — ‘-/VE)’ ] )\ 6 [Z k’)\Qk + Z AQk]
A2 1
2.
= A, €)2 D.41
‘-N’O| ]( 76) l<1_)‘2)2+(1_)\2)] ! ( )
2
— 2.
Entao, a soma sy = Sapar + S2impar €
1+ A2 2
= NP NGO
(1= ) (=) D2
Nl

Y [(1+ XA, €) +2i(A, 0] -
Agora, de posse de s; e sy, estamos em condigoes de calcular s = s; + 59, que é

escrita como

NG

-y {1+ 2] lgOn &) + RN e +2 [N F (A €) + 5N, )]} - (D.43)

A informacao de Fisher pode entdo ser calculada como Fg = 2(s1 + $2),

2|No

fo ="y

{[1+X] L9\ &) +hr O] +2 [N F (N ) + (N )]} - (D.44)
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D.2.1 Estado Par

Para particularizar os resultados para o estado de EPR par, basta substituir e = 1

na expressao da Fg. O valor de cada funcao, com e =1 ¢é

2 = U ;A2>, (D.45a)
fA1) =g\ 1) =h(A\1) =2, (D.45Db)
F(A, 1) = 2)%. (D.45¢)

Substituindo cada uma das fungoes em (D.44), obtemos a informacao de Fisher

para o estado par

4(3N* +1)
Fh= " 7 D.46
O numero médio de fétons para o estado par é
2)\2
<N>par = 1 _ )\27 (D47)
de forma que podemos reescrever a expressao da informacao de Fisher como
(3A2+1) 4\N?
= 1=2(N 1
(1—-X2)  1-X2 * W pus £ (D.48)
= Fo =4(2(N),,, +1).
D.2.2 Estado Impar
Para o estado de EPR impar, temos € = —1, e o valor de cada funcao é
NP = LX) (D.49a)
= 49a
0 2)\ )
2

gh —1) = h(\, —1) = j(\, —1) = 2. (D.49¢)
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e a informagao de Fisher, substituindo os valores, é dada por

4(\? 4 3)
Fo=——-. D.50
O numero médio de fétons para o estado impar é
1+ A2
<N>impar - 1 — )\27 <D51)
de forma que a informagao de Fisher seja reescrita através de

(A2+3)  2(1+ )%

(1—)2) —x W Dipas + 1 (D.52)

— Fp =4(2(N),__+1).

impar

D.3 Estado de Vacuo Comprimido de um Modo

O estado de vacuo comprimido é obtido pela atuacao do operador de compressao

S(€) sobre o vacuo

) =5(6)10), (D.53)

com S(&) = e%@* P=gah)?), Tratando-se de um estado puro, a informacao de Fisher para
estimagao de deslocamentos é dado pela varidncia do operador de quadratura geral X (¢),

escrita como

Fo = 4AX(9))%, (D.54)
com (AX(¢))? = (X2(¢)) — (X(¢))*. Primeiramente, calculando (X?(¢)),

(X%()) = (WIX*()|¥),

) (D.55)
X(9) S(6)S"(€) X(9)5(€)]0) -

Utilizando as propriedades de transformacao do operador de compressao S(&)
(3.29),

STE)X(¢)S(€) = ST(§)(ae™ + a'e?)S(¢),
= e ?(81(§)as(€)) +€(ST(§)a’S(€)), (D.56)
— ¢ ?(a cosh(r) — a'e sinh(r)) + € (a' cosh(r) — ae™ sinh(r)).
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O produto ST(£) X (4)S(£)ST(£) X (¢)S(€) contém termos que sdo proporcionais a
a® e (a')?, além de termos cruzados proporcionais a a'a e aa’. Destes, os tinicos termos
que resultardo médias ndo nulas para o estado de vacuo |0) sdo proporcionais a aa', ja
que (0]aa’|0) = 1. Levando em conta somente estes termos, ficamos a cargo de calcular o

valor médio da expressao

<X2(q§)> = [_6721%19 cosh(r) sinh(r) + cosh®(r) + sinh?(r) — e*¢e ™ cosh(r) sinh(r)} (0laa'|0) ,
= cosh?(r) + sinh®(r) — cosh(r) sinh(r) [eiw*w) + e’i(a’w)} ,
= cosh?(r) + sinh?(r) — 2 cos(f — 2¢) cosh(r) sinh(r),

= 1+ 2sinh?(r) — sinh(2r) cos(d — 2¢).
(D.57)

Os termos resultantes da média (X (¢)) = (0|ST(£)X (¢)S(€)]0) sdo todos nulos,
devido a conter médias dos operadores a e a' no estado de vacuo. A informacao de Fisher,

neste caso, serd dada entdo por Fp = 4 (X?(¢)),

Fo = 4[1+ 2sinh®(r) — sinh(2r) cos(6 — 2¢)| . (D.58)

O nimero médio de fétons no estado de vacuo comprimido é dado por (N) =

sinh?(r). Entao, em termos de (N), a informacio de Fisher é escrita como

Fo=4 [1 +2(N) = 2/(N) (1 + (N)) cos( — 2¢)} . (D.59)



