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RESUMO

SEGURA, Francisco Novales. Modelagem numérica no ensino de fenémenos dindmicos: um
exemplo na Farmacologia. 2019. Dissertacdo (Mestrado em Ensino de Ciéncias Exatas) —
Universidade Federal de Sdo Carlos, Departamento de matematica, S&o Carlos, 2019.

O ensino dos fendmenos nas Ciéncias passa, atualmente, por uma mudanca de paradigmas.
Buscando um aumento do interesse nas carreiras cientificas, deseja-se aprofundar sua
compreensdo através da Matematica, de modo que ndo se fique restrito a exposi¢do de
conceitos e apresentacdo de férmulas aos estudantes. Para isso, faz-se necessario utilizar
instrumentos adequados, cuja escolha deve ocorrer com base nas evidéncias extraidas das
pesquisas ja realizadas. Nesse diapasdo, destacam-se a Modelagem Matematica e 0 uso da
tecnologia. Do cruzamento destes, surgem os métodos numéricos na resolucdo de modelos
matematicos de fendbmenos, em especial os dinamicos, cuja lideranca nas aplicacdes e
adequacdo ao método cientifico justificam nosso olhar. Diante disso, apresentamos aqui uma
atividade de modelagem numérica formulada com o objetivo de explorar o tema cientifico da
Farmacologia no Ensino Médio e no Ensino Superior, notadamente em carreiras da area das
Ciéncias Bioldgicas.

Palavras-chave: Matematica. Métodos Numéricos. Modelagem Quantitativa. Biologia.
Farmacologia. Educacgéo. Ensino de Ciéncias.
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ABSTRACT

SEGURA, Francisco Novales. Modelagem numérica no ensino de fenédmenos dindmicos: um
exemplo na Farmacologia. 2019. Master’s Thesis (Teaching of Exact Sciences) — Federal
University of Sdo Carlos, Mathematics Department, Sdo Carlos, 2019.

The teaching of phenomena in the sciences now passes through a paradigm shift. Seeking an
increase in interest in scientific careers, it is desired to deepen the understanding of those
through mathematics, so that it is not restricted to exposition of concepts and presentation of
formulas to the students. To this end, appropriate instruments must be used, the choice of
which should occur based on the evidence gathered from the research already carried out. In
this tuning fork, mathematical modeling and the use of technology stand out. From the
crossing of these, numerical methods arise in the resolution of mathematical models of
phenomena, especially the dynamic ones, whose leadership in applications and adaptation to
the scientific method justify our gaze. Therefore, we present here an activity designed to
explore the scientific theme pharmacology in high school and higher education, especially in
careers in the biological sciences.

Keywords: Mathematics. Numerical Methods. Quantitative Modelling. Biology.
Farmacology. Education. Sciencies Teaching.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho se da a partir das reflexdes realizadas durante as aulas da disciplina
Matematica e Atualidades do Programa de P6s-Graduacdo em Ensino de Ciéncias Exatas da
UFSCar sobre a modelagem de fenbmenos. A experiéncia pessoal possibilitou ao pesquisador
recordar situacbes em que o uso de modelos matematicos traria compreensdo e interesse

adicionais ao aprendizado de fendmenos cientificos.

Com isso, levantaram-se problemas referentes ao prejuizo compreensivo e ao
desinteresse por parte dos estudantes quando se deparam com exposi¢Oes tradicionais
carregadas de conceitos e férmulas sobre esses fenémenos, cujos exemplos advém das mais
variadas areas, desde a Fisica até a Biologia, passando pela Sociologia e pela Economia. A
Licenciatura em Matematica e 0 Bacharelado em Farméacia me forneceram, respectivamente,

os exemplos da Cinematica no Ensino Médio e da Farmacologia no Ensino Superior.

Entdo, a medida que se aprofundava no assunto, percebeu-se que a escolha das
técnicas a serem utilizadas € crucial para o ensino, independentemente de em qual nivel se
encontre. Além disso, verificou-se a impressionante diversidade de fenébmenos (e com elevado

grau de profundidade) que poderiam ser estudados dessa maneira.

Chegou-se, pois, a formulacdo da hipdtese de que a utilizacdo de métodos numéricos
na Modelagem Matematica pelo estudante, através de sua ativa participacdo e com auxilio da
tecnologia, contribuiria para seu aprendizado, estimulando a iniciativa e desenvolvendo o

espirito critico na construgdo do conhecimento.

O objetivo aqui sera o de propor, através de um exemplo oriundo da Farmacologia, o
uso de métodos numéricos na resolucdo de modelos matematicos de fenémenos dindmicos
para alunos do Ensino Médio e do Ensino Superior cujas grades curriculares ndo contemplem

0 Calculo Numérico.

A justificativa da proposta é facilitar o aprendizado e aprofundar a compreenséo de
fendmenos dindmicos, de maneira a despertar nos alunos o interesse pelas Ciéncias. Ela esta
lastreada nos resultados das pesquisas realizadas sobre o assunto, cujas conclusdes
mostrariam 0s beneficios oriundos de aplicacbes dessa natureza no aprendizado de

fendmenos, ou a auséncia deles.



O texto estd dirigido, principalmente, a alunos dos cursos de Licenciatura em
Matematica, professores de Matematica do Ensino Médio e professores de disciplinas

universitarias cujo conteudo inclua fenémenos dinamicos.
A estrutura do trabalho é a seguinte:

Apos esta introducdo, inicia-se o capitulo 2, onde se discorre sobre as dificuldades no
ensino dos fendmenos e como contorna-las. A seguir, mencionam-se diversos topicos afetos
ao processo de ensino-aprendizagem que podem ser Uteis a0 nosso objetivo, com énfase na
importancia do método cientifico e de seu aprendizado. Depois se atinge o ndcleo tedrico da
dissertacdo, qual seja, a aplicacdo de métodos numéricos na resolucdo de modelos
matematicos de fendmenos dindmicos. Discorre-se ainda sobre os resultados de algumas

pesquisas que versam sobre aplicacdes similares.

Ao final do capitulo 2 descreve-se uma atividade de modelagem numérica formulada
para se aplicar no Ensino Médio ou no Ensino Superior, notadamente em carreiras cujas

grades curriculares contemplem fendmenos dindmicos.

No capitulo 3 apresentam-se as conclusdes obtidas e fazem-se recomendacdes para o

prosseguimento das pesquisas.

Por fim, no apéndice encontra-se o roteiro da atividade proposta e como anexo estéo
algumas referéncias de material que podem ser Uteis aos professores dos dois niveis

interessados em aplicar a Matematica no estudo das Ciéncias.

Uma observacdo: no decorrer do texto foram inseridos os trechos dos documentos
pesquisados ap6s nossa traducdo para o portugués. Tais trechos, na lingua original,

encontram-se em notas de rodapé.



2 ENSINO DE CIENCIAS ATRAVES DA MODELAGEM NUMERICA

Nas ultimas décadas temos visto um aumento da utilizagdo dos métodos quantitativos
nas Ciéncias, pois um dos pilares do moderno método cientifico é a validacdo de modelos

matematicos através da comparacao de seus resultados com observagdes empiricas.

Podemos ver o que nos diz M. Alder, professor do Departamento de Matematica e

Estatistica da Western Australia University:

A guantidade de Matemaética nas Ciéncias tem aumentado dramaticamente
nas Ultimas décadas. Vocé pode estar se questionando por que isso ocorre.
Matematicos sdo de alguma forma capazes de coagir outros departamentos
para empurrar sua prépria mercadoria goela abaixo? N&o, na verdade s&o
muito ruins nisso. Mas 0 que estd acontecendo € que muitas areas que
costumavam ser estudadas pelo caminho literario, com pessoas discutindo
em linguagem natural, de repente tornaram-se passiveis de modelagem. A
principal razdo é que os computadores tém entrado em nossas vidas. Isto
significa que podemos explorar sistemas muito mais complexos do que
poderia ter sido sonhado ha uns vinte anos. O impacto no nivel da pesquisa
tem sido dramético nos ultimos vinte anos, e isto estd se inserindo
lentamente nos cursos de graduacdo. H& outras razdes, mais fundamentais
que a revolucdo do computador, pelas quais isso acontece: as Ciéncias
evoluem. Comega-se com a coleta de borboletas e flores e em um século
chega-se a clonagem de ovelhas. A evolucdo precisa de um aumento na
precisdo com gue vocé comunica os fatos que descobriu, e a Matematica é a
linguagem de escolha aqui (ALDER, 2001, p. 1)".

Assim, para podermos aprofundar a compreensdo dos fendmenos cientificos parece

ser apropriado usar Matematica, com o devido apoio da tecnologia.

Vejamos o que diz P. H. Nelson, professor da Benedictine University of Illinois sobre

0 ensino das ciéncias nos Estados Unidos da América:

O relatorio “Vision and Change” (AAAS, 2011) identifica seis principais
competéncias necessarias aos estudantes, as quais incluem:

1) aplicar o método cientifico;

! The amount of Mathematics in the soft sciences has been increasing dramatically in the last few decades. You might be
puzzled as to why this is. Are mathematicians somehow able to coerce other departments into pushing their own merchandise
down everybody’s throats? No, actually we are very bad at this. But what is happening is that many areas that used to be
done in a literary sort ofw ay, with people arguing in natural language, have suddenly become amenable to modelling. The
main reason is that computers have come into our lives. This means we can explore much more complex systems than could
have been dreamed oft wenty years ago. The impact on the research level has been dramatic over the last twenty years, and
this is slowly filtering down to the undergraduate courses. There are other reasons, more fundamental than the computer
revolution why this happens: sciences evolve. They start off as collecting butterflies and newts and flowers and in a century
they are cloning sheep. The evolution needs an increase in the precision with which you communicate the facts you have
discovered, and Mathematics is the language of choice here.



2) raciocinar quantitativamente;

3) usar modelagem e simulagéo;

4) explorar a natureza interdisciplinar das Ciéncias;
5) comunicar-se e colaborar com outras areas; e

6) entender a relacdo entre ciéncia e sociedade.
(NELSON, 2012, p. 1)

Tomando, por exemplo, a Fisica, podemos ver que ela é uma ciéncia intuitivamente
guantitativa. Dessa forma, deveria abusar dessas competéncias. Todavia, quando nos
debrugcamos sobre o aprendizado tradicional (tome-se, por exemplo, a cinematica, geralmente
no inicio do curriculo), notamos pouca ou nenhuma delas. Assim, os estudantes, ndo tendo
nas maos o instrumental para sua compreensdo, se veem em grandes dificuldades. Nao é

muito diferente com a Quimica, particularmente com a Fisico-Quimica.

Mas ¢ na Biologia, ou nas “Ciéncias da vida”, que uma verdadeira revolucdo tem
acontecido, e isto por conta do uso do método cientifico. Entretanto, mais uma vez podemos

notar lacunas nos curriculos educacionais a Seu respeito.

Ocorre que a grande maioria dos fenbmenos, e em particular os fenémenos biolégicos,
sdo dindmicos. Isso nos leva a necessidade de termos instrumentos matematicos que

possibilitem o estudo de variagdes dos sistemas no tempo.

Em seu trabalho, os professores E. A. Veit, do Instituto de Fisica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, e V. D. Teodoro, da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da

Universidade Nova de Lisboa, introduzem o problema da seguinte forma:

De particular interesse em Fisica sdo 0s modelos de sistemas dindmicos, isto
é, modelos que estabelecem alguma relacdo Matematica entre quantidades
fisicas e o tempo, considerado como uma variavel independente. Estes sdo 0s
modelos em que estamos particularmente interessados neste artigo, pois a
maior parte dos conteldos de Fisica da escola de Ensino Médio e
universitario esta ancorada neste tipo de modelo, ainda que muitas vezes isto
ndo seja transparente ao estudante (VEIT & TEODORO, 2011, p. 3).

2 The Vision and Change report (AAAS, 2011) identified 6 core competencies required for all students, including the
habilities to: 1) apply the process of science; 2) use quantitative reasoning; 3) use modeling and simulation; 4) tap into the
interdisciplinary nature of science; 5) communicate and collaborate with other disciplines; and 6) to undestand the
relationship between science and society.



Mas antes disso, M. Alder apontava uma solugéo:

O Célculo age, em grande parte, sobre sistemas que mudam no tempo e
sobre o problema de dizer algo a respeito de como isso pode acontecer. Visto
que muitos sistemas bioldgicos e sociais evoluem, h&d muitas aplicacGes de
Calculo aqui e algumas delas muito didéticas (ALDER, 2001, p. 2)°.

O instrumento necessario seria, portanto, o Calculo. Entretanto, aqui nos deparamos
com um problema estrutural, pois Calculo geralmente € visto apenas nos curriculos do Ensino

Superior e, para piorar, apenas em alguns cursos. E o que dizer do Ensino Médio?

De fato, concordamos com o que afirma J. Benacka, professor do Departamento de
Informética da Faculdade de Ciéncias Naturais da Constantine the Philosopher University, na

Eslovaquia:

Durante o Ensino Médio, os estudantes sdo expostos a varios sistemas
dindmicos, cujos comportamentos sdo descritos por equagdes diferenciais.
Entretanto, o Célculo é abordado no Ensino Superior, 0 que leva ao estudo
simplificado desses sistemas pela adocdo de formulas nas condi¢des ideais.
E deveras frustrante para um jovem cientista ouvir ao final da aula que a

teoria apresentada é um “conto de fadas”, pois as condi¢Oes reais ndo foram
contempladas ... (BENACKA, 2008, p. 1)*

Ou ainda com F. Ornek, professor da Balikesir University, na Turquia, sobre o relato
de um estudante secundarista anénimo quanto ao estudo da Fisica: "... h4 mais na Fisica do

gue memorizar este enorme conjunto de equagdes que o professor diz que funciona.”

(ORNEK, 2008, p. 44)°.

Isto leva a questdo da utilidade. Assim, diante do aprendizado em condicGes

idealizadas, pode-se perguntar: onde vou usar isso? Ou para que serve?

Ora, os professores R. Chabay e B. Sherwood, do Departamento de Fisica da North
Carolina State University, Estados Unidos da América, enfatizam isso e mostram como

contornar a questéo:

3 Calculus is largely about systems which change in time and the problem of saying something about how this can happen.
Since many biological and social systems do evolve, there are plenty of applications of Calculus, and some oft hem are very
illuminating.
* During secondary school study, students are acquainted with various dynamic systems. The behavior of these can be
described by differential equations. However, calculus is usually taught in the highest grade, so the systems are studied in a
simplified way, and the conditions are idealized. It is rather frustrating then for a young scientist to hear at the end of a
Ehysics lesson that all the presented theory is a fairy tale as the main precondition is usually not fulfilled...

... there’s more to just physics than memorize this humongous block of equations the teacher says works.



Quase todos os problemas resolvidos por alunos nos cursos introdutorios
tradicionais sdo altamente idealizados. Esta idealizacdo contribui para a
percepcdo, por muitos alunos, que a Fisica tem pouca ou nenhuma relevancia
no mundo real. A Modelagem Computacional fornece um ambiente em que
o0s alunos podem comegar com um modelo simplificado, idealizado, de uma
situacdo e adicionem caracteristicas que tornam o modelo mais realista.
Empregando-se apenas a técnica mais simples de integracdo numérica, 0s
alunos podem analisar situaces que ndo sao acessiveis no nivel introdutério,
e em alguns casos, em qualquer nivel, tais como Orbitas elipticas ou
parabolicas, interacbes de trés corpos, oscilagdes ou movimentos
amoztecidos pela resisténcia do ar, ... (CHABAY & SHERWOOD, 2008, p.
308)

Ora, além de poder compreender melhor os fenbmenos, o aluno do Ensino Médio,

assim agindo, € levado a se aprofundar, uma vez que possui um instrumento matematico para

iSSsO.

Por outro lado, ndo podemos fechar os olhos ante o problema da falta de interesse dos
estudantes em trilhar carreiras de exatas em nosso pais, ainda mais se considerarmos sua
importancia para o desenvolvimento da nacdo. Tal fato decorre em grande parte da
dificuldade no aprendizado da Matematica. Por exemplo, diante da conhecida dificuldade dos
alunos de Ensino Superior com a disciplina de Calculo, concordamos com o que diz J. Molon,
mestre em Matematica pela Universidade Federal de Santa Maria, ao observar a auséncia da

base Matematica na escolarizacéo anterior:

Acredita-se que uma maior atencdo a aplicacdo, a experimentacdo e a
visualizagdo dos conceitos matematicos nesta fase da escolaridade, pode
reverter o quadro de dificuldades e altos indices de reprovacdo nas
disciplinas de Calculo no Ensino Superior. A disciplina de Célculo é
responsavel por um grande nimero de reprovacdes e desisténcias de alunos
nos cursos de graduagdo, uma vez que 0S mesmos, ao ingressarem em um
curso superior na éarea das Ciéncias Exatas e Tecnologia, se deparam com
atividades muitas vezes sem contextualizacdo e ja aprofundadas, sem este
estudo prévio, ou seja, sem a construcdo das ideias fundamentais para a
compreensdo da disciplina em questdo. (MOLON, 2013, p. 110)

Haveria uma conduta a ser seguida no ensino Médio a fim de evitar a barreira do
Calculo mais adiante? Vejamos o que diz W. M. Rezende, em seu estudo sobre as

dificuldades no ensino de Célculo:

& Almost all of the problems solved by students in the traditional introductory course are highly idealized. This idealization
contributes to the view held by many students that physics has little or no relevance in the real world. Computational
modeling provides a venue in which students can begin with a simplified, idealized model of a situation, and then add
features which make the model more realistic. By employing only the simplest numerical integration technique, students can
analyze situations that are not accessible analytically at the introductory level _or, in some cases, at any level_, such as
elliptical or parabolic orbits, three-body interactions, 3D spring-mass oscillations, or motion damped by air resistance,...



Para superar esta crise é necessario rediscutir o papel do ensino de Calculo
no Ensino Superior. No entanto, conforme observamos em péginas
anteriores neste artigo, o sucesso do Ensino Superior de Calculo esta
condicionado a uma preparacdo das ideias basicas do Célculo no Ensino
Basico de Matematica. Ao permitir o Calculo participar efetivamente da
tecedura do conhecimento matematico do Ensino Basico, acreditamos que as
dificuldades de aprendizagem do Ensino Superior de Calculo serdo, em
grande parte, superadas, tanto quanto as do proprio ensino de Matematica ...
(REZENDE, 2003, p. 15).

Em sua dissertacdo de Mestrado, V. M. C. Pereira, analisa Rezende, que vai mais além

e conclui que a auséncia de um pré-Célculo no Ensino Bésico constitui o nicleo do problema:

...Rezende (2003) consubstanciou cinco macro espacos de dificuldades de
aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de Calculo e
identificou, em esséncia, um Unico lugar-matriz dessas dificuldades: o da
evitagdo/auséncia das ideias e problemas construtores do Célculo no Ensino
Basico de Matematica. (PEREIRA, 2009, Resumo da Dissertagéo)
Vemos, portanto, que é fundamental fortalecer a base Matematica para o Célculo j& no
Ensino Basico. Além disso, no Ensino Superior, como certos cursos dependem de modelagem
mas ndo contém em seu curriculo Calculo ou mesmo algo como pré-Calculo, essa necessidade

se faz ainda mais evidente.

Veja-se no trabalho de Veit e Teodoro o caso da Fisica:

Claro estd que a modelagem é uma ferramenta valiosa também no ensino
universitario... Em ambos os niveis, uma das motivacdes de sua utilizacdo ¢é
a possibilidade de se tratar de problemas mais realisticos e mais atuais. ...
Tradicionalmente restringiu-se o estudo de fenémenos fisicos a casos ideais
em que ha solucdo analitica, mesmo quando o estudante ndo é capaz de obté-
la, por exemplo, o periodo do péndulo simples no Ensino Médio. Resulta
que, em ndo sendo capaz de derivar a solugdo, s6 lhe resta “decorar a
formula” (e decorar, também, que esta formula s6 vale para pequenas
amplitudes, expressdo esta que na maior parte das vezes sequer sabe o que
significa). (VEIT & TEODORO, 2011, p. 12)

Isto dito, concluimos por debrucar-se sobre a Modelagem Matematica. Nas Ciéncias
Biologicas ela é particularmente atraente, pois explicita a interdisciplinaridade e permite
visualizar como se faz ciéncia. Os alunos podem percorrer as diversas etapas do método
cientifico: determinar o objetivo do modelo, distinguir dentre os aspectos bioldgicos o0s que
serdo considerados, definir as hipoteses a serem verificadas e, finalmente, construir, analisar e
validar o modelo. Por exemplo, dentro das Ciéncias Biologicas, a Farmacologia se mostra um
excelente ambiente para introduzirmos a Modelagem Matematica, pois os estudantes podem

desenvolver um modelo farmacocinético a partir de algo muito rotineiro e conhecido,



atravessando todas as suas fases, desde a definicdo do objetivo e formulagéo da hipotese a ser
estudada até sua construcdo e validacdo. Esta ultima, nem sempre facil de ser executada, €
presenteada, neste caso, com a grande disponibilidade de dados empiricos. Com pouca
bagagem Matematica, pode-se compreender o conceito de meia-vida e construir modelos
simples. A partir disso, faz-se necessario amadurecer essa bagagem para a construcdo de

modelos mais complexos. E o que veremos na atividade proposta por esta dissertaco.

Assim, percebe-se a importancia de utilizar a modelagem, dada a hipdtese de que a
aproximacdo com a realidade leva a motivacdo do estudante na constru¢do do conhecimento.
Vejamos o que dizem os professores A. W. Glancy e T. J. Moore, da University of Minnesota

e Purdue University, nos Estados Unidos da América:

Nesta abordagem, ao invés de desafiar os alunos com problemas simples, ou
simplificados, deve-se expd-los a problemas complexos, realistas que sdo
"simulagdes das experiéncias da vida real" (Lesh & Harel, 2003, pg. 158).
Dentro de um ambiente académico, essas experiéncias realistas podem ser o
salto em direcdo a conceitos de Engenharia, Tecnologia. ... (GLANCY &
MOORE, 2013, p. 5)’
Conforme consta em artigo da professora C. V. Schwarz, do College of Education da
Michigan State University, nos Estados Unidos da America, e colegas: “A oportunidade de se
envolver em modelagem cientifica é crucial no desenvolvimento e avaliacdo de explicacGes

do mundo real.” (SCHWARZ ET AL., 2009, p. 633)8.

Basta questionar qualquer profissional para se entender que os problemas do dia a dia
das profissdes na maioria das vezes ndo sao resolvidos com foérmulas “prontas” vistas Nnos
cursos. E comum se utilizar manuais ou tabelas obtidas a partir de simula¢des computacionais

em razdo da quantidade de variaveis ou da complexidade da questao.
Com isso corrobora C. O. C. Spina, em sua dissertacdo de Mestrado:

Férmulas, exemplos e exercicios sugeridos nos livros sdo sempre escolhidos
para que os resultados e as situagbes obtidas sejam exatos. Acontece que
historicamente muitos resultados e expressfes que temos hoje foram obtidos
a partir de uma tabela de dados obtidos experimentalmente. (SPINA, 2002,
p. 82)

" In this approach, rather than challenging students with straightforward, simplified problems, students are given complex,
realistic problems that are “simulations of real life experiences” (Lesh & Harel, 2003, p. 158). Within a STEM environment,
those realistic experiences can be the jumping off point toward the science, technology, or engineering concepts.

8 The opportunity to engage in scientific modeling is central in developing and evaluating explanations of the natural world.



Por fim, sabe-se que a Matemética € um componente extremamente importante na
formacédo intelectual dos cidaddos, habilitando-os ao raciocinio 16gico nas tomadas de decisdo
e ao gerenciamento de recursos materiais, humanos ou de informacdo. Por que nao usa-la,

entdo, em beneficio do aprendizado cientifico e ter o bonus de exercitar o raciocinio?

Ante 0 exposto, percebe-se a necessidade de inserir a Matematica nas grades
curriculares de praticamente todas as carreiras, particularmente as de cunho cientifico, e, a
cada caso, aprofunda-la suficientemente. N&o basta, entretanto, expor o aluno a um cabedal de
formulas e conceitos a serem memorizados. E necessario instrumenta-lo antes, no Ensino
Basico, com ferramentas que possibilitem o entendimento dos fenbmenos como realmente
ocorrem, a fim de utilizarem esse conhecimento onde e quando necessario. Melhor ainda se
houver uma continuidade entre o Ensino Bésico e o superior. Veremos, a seguir, cOmo isso se

faz possivel.
2.1 INSTRUMENTOS DE ENSINO-APRENDIZAGEM DE FENOMENOS

Da literatura consultada, pode-se extrair um conjunto de instrumentos que possibilite
honrar nosso objetivo. Antes, porém, serdo mencionados alguns topicos preparatérios que,

ndo por acaso, constituem competéncias do ensino de Ciéncias norte-americano.

Vejamos o que dizem M. B. Yarker e S. Park, professores da University of lowa, nos

Estados Unidos da América:

Abordagens interdisciplinares para a aprendizagem das Ciéncias sdo uma
parte importante da criagdo de uma sociedade cientificamente alfabetizada.
Os alunos devem ser preparados para avaliar e pensar criticamente sobre
problemas do mundo real, que raramente sdo confinados ao conhecimento
baseado em ciéncia apenas. Como resultado, ndés devemos esperar que 0S
alunos aprendam a ciéncia usando abordagens interdisciplinares a fim de
prepara-los para serem pensadores criticos... “Os National Science Education
Standards (NRC, 1996; 2012) enfatizam a importancia de integrar
Matematica e ciéncia ao preparar 0s estudantes para serem cientificamente
alfabetizados”. Sugerem que a compreensdo Matematica ¢ fundamental para
todos os aspectos da investigacdo cientifica como fazer perguntas, reunir,
organizar e apresentar dados e estruturar reivindicacfes plausiveis. Dada esta
énfase, € surpreendente que a Matematica ndo seja incorporada nas aulas de
ciéncias mais frequentemente. (YARKER & PARK, 2012, p. 230)°

o Interdisciplinary approaches to learning science are an important part of raising a scientifically literate society. Students
should be expected to evaluate and think critically about claims regarding real-world problems, which are rarely confined to
science-based knowledge only. As a result, we should expect students to learn science using interdisciplinary approaches in
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Portanto, deve-se destacar a interdisciplinaridade no ensino, com a benéfica
participacdo da Matematica. E, como vimos, ndo apenas da maneira tradicional, mas como

meio de compreender o mundo a nossa volta.

Em trabalho ja mencionado, o qual se relaciona com o tema, A. W. Glancy e T. J.
Moore, apds citarem colegas, concluem sobre como deve ser 0 ensino das Ciéncias na escola

ao discorrerem sobre a importancia do trabalho em equipe:

. De acordo com Lesh, problemas interdisciplinares, realistas, fora da
escola sdo normalmente resolvidos por equipes, muitas vezes onde membros
tém diferentes areas de especializagdo (ver, por exemplo, (Hamilton, Lesh,
Lester, & Brilleslyper, 2008), (Lesh, Hoover, Hole, Kelly, & Post, 2000)).
Por isso, é logico que os alunos também abordem seus problemas em
equipes. (GLANCY & MOORE, 2013, p. 6)*°

Isto traz a tona a necessidade de aprender ndo apenas o conteudo cientifico, mas
também de como isso sera aplicado. Trata-se de interagir com a sociedade em que nos
inserimos quando estamos em nosso trabalho. Ora, 0 espaco académico deveria proporcionar,

portanto, o ambiente em que a relagdo entre ciéncia e sociedade seria aprendida e exercitada.

Apols analisarem trabalhos recentes, D. G. Brenner e colegas, pesquisadores da
WestEd Agency, Estados Unidos da América, entidade focada na pesquisa de melhora do
aprendizado, apoiam-se em evidéncias neles levantadas para discorrer sobre os beneficios dos

modelos matematicos, ou como se referem eles, das simulagoes:

Numerosos estudos ilustram os beneficios das simulagbes para o
aprendizado de Ciéncias. Elas podem favorecer o desenvolvimento de uma
compreensdo mais profunda e de melhores habilidades na resolugéo de
problemas em areas como Genética, Ciéncia Ambiental e Fisica (Krajcik,
Marx, Blumenfeld, Soloway e Fishman, 2000; Schwartz e Heiser, 2006;
Rieber et al. 2004; Buckley et al., 2004; Buckley et al., 2010). Alunos que
usam simulacdes tendem a confiar mais em abordagens conceituais do que
em abordagens mecanicas ou receitas prontas durante a resolucdo de
problemas (Stieff e Wilensky, 2003; White & Frederiksen, 1998), e podem
fazer conexdes causa-efeito entre os niveis dos sistemas cientificos (Hmelo-
Silver, et al., 2008; Loannidou, et al., 2010). Usar modelos dindmicos em
simulacBes interativas tornam essas conexdes explicitas e beneficia a

order to prepare them to be critical thinkers... The National Science Education Standards (NRC, 1996; 2012) emphasize the
importance of integrating math and science in preparing students to be scientifically literate. The NSES suggest that
mathematical understanding is critical to all aspects of scientific inquiry; such as asking questions, gathering, organizing, and
presenting data, and structuring plausible claims. Given this emphasis, it is surprising that math is not incorporated into the
science classroom more often.

10 According to Lesh, realistic, interdisciplinar problems outside of school are usually tackled by teams, often where members
have diferente areas of expertise (see e.g. Hamilton, Lesh, Lester, & Brilleslyper, 2008; Lesh, Hoover, Hole,Kelly, & Post,
2000). Because of this, it is logical for students to also approach their problems in teams.
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aprendizagem dos alunos (Slotta & Chi, 2006). (BRENNER ET AL, 2015, p.
195)"

Por fim, basta imitar os cientistas para que aprendamos a “fazer ciéncia”. Nelson
afirma: “Pelo desenvolvimento de modelos quantitativos e, em seguida, pela comparagido
critica destes com dados experimentais, os alunos ganham profunda experiéncia com a
aplicagdo do método cientifico a problemas do mundo real” (NELSON, 2014, p. 2)*2. O que

se extrai disto é a necessidade de apresentar ao estudante o método cientifico.

Essas sdo algumas conclusdes que corroboram as competéncias delineadas no ja

mencionado relatorio “Vision and Change”.

Cabe aqui darmos uma olhada na Base Nacional Comum Curricular do Ensino Médio
para ver sua relagdo com o tema. Podemos ver no detalhamento das habilidades que suportam
uma das competéncias da area de Matematica e suas Tecnologias:

As habilidades indicadas para o desenvolvimento da competéncia estdo
relacionadas a interpretacéo, construcdo de modelos, resolucdo e formulacao
de problemas matematicos envolvendo nogles, conceitos e procedimentos
guantitativos, espaciais, estatisticos, probabilisticos, entre outros.

Esses problemas incluem, necessariamente, os contextos relativos as areas
das Ciéncias da Natureza e Humanas e da prépria Matematica, incluindo os
oriundos do avanco tecnoldgico. No Ensino Médio, os estudantes devem
desenvolver e mobilizar habilidades que servirdo para resolver problemas ao
longo de sua vida; por isso, as situagOes propostas devem ter significado real
para eles. Nesse sentido, os problemas cotidianos tém papel fundamental na
escola para o aprendizado e a aplicacdo de conceitos matematicos,
considerando que o cotidiano ndo se refere apenas as atividades do dia a dia
dos estudantes, mas também as questBes da comunidade mais ampla e do
mundo do trabalho.

Deve-se ainda ressaltar que os estudantes também precisam construir
significados para os problemas préprios da Matematica. Para resolver esses
problemas, eles devem, logo no inicio, identificar 0s conceitos e
procedimentos matematicos necessarios ou 0s que possam ser utilizados, na
chamada formulacdo Matematica do problema. Depois disso, eles devem
aplicar esses conceitos, executar procedimentos e, ao final, compatibilizar os

11 Numerous studies illustrate the benefits of simulations for science learning. Simulations can support the development of
deeper understanding and better problem-solving skills in areas such as genetics, environmental science, and physics
(Krajcik, Marx, Blumenfeld, Soloway, & Fishman, 2000; Schwartz & Heiser, 2006; Rieber et al., 2004; Buckley et al., 2004;
Buckley et al., 2010). Students using simulations tend to rely more on conceptual approaches than on algorithmic approaches
or rote facts during problem-solving (Stieff & Wilensky, 2003; White & Frederiksen, 1998), and can make causal
connections among the levels of science systems (Hmelo-Silver, et al., 2008; loannidou, et al., 2010). Using dynamic,
interactive simulations to make these connections explicit and salient benefits students’ learning (Slotta & Chi, 2006).

12 By developing quantitative models and then critically comparing them with experimental data, students gain in-depth
experience with applying the scientific method to real world problems
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resultados com o problema original, comunicando a solugdo aos colegas por
meio de argumentacao consistente.

No entanto, essa tarefa pode exigir processos cognitivos diferentes,
dependendo da natureza do problema. Ha problemas nos quais 0s estudantes
deverdo aplicar de imediato um conceito ou um procedimento, tendo em
vista que a tarefa solicitada esta explicita. H& outras situacdes nas quais,
embora essa tarefa esteja contida no enunciado, os estudantes deverdo fazer
algumas adaptacGes antes de aplicar o conceito que foi explicitado, exigindo,
portanto, maior grau de interpretacéo.

Devem-se considerar, também, os problemas cujas tarefas ndo estdo
explicitas e para as quais 0s estudantes deverdo mobilizar seus
conhecimentos e habilidades, a fim de identificar conceitos e conceber um
processo de resolugdo. Em alguns desses problemas, os estudantes precisam
identificar ou construir um modelo para que possam gerar respostas
adequadas. Esse processo envolve analisar os fundamentos e propriedades de
modelos existentes, avaliando seu alcance e validade para o problema em
foco. Essa competéncia especifica considera esses diferentes tipos de
problemas, incluindo a construcdo e o reconhecimento de modelos que
podem ser aplicados.

Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudantes
aprofundar sua participagdo ativa nesse processo de resolugdo de problemas.
Sdo alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens
que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar
conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir argumentagdes.
(Brasil, BNCC, 2017, p. 535)
Ademais de se notar uma convergéncia das competéncias, tanto entre paises, quanto
entre areas, aqui se tocam o0s instrumentos de ensino-aprendizagem modelagem,

aprendizagem ativa e uso da tecnologia, sobre 0s quais se falara a seguir.

2.1.1. Sobre a Modelagem Matematica e Computacional

Desde os tempos remotos, 0 homem busca a compreensao das leis da natureza com o
intuito de realizar previsdes que facilitem a tomada de decisdo em prol da melhoria das
condigdes de vida. Pouco a pouco, percebe que a Matematica constitui poderosa ferramenta
para isso. Assim, tem sido um dos objetivos do que se denomina “Matematica Aplicada”,
analisar fendbmenos através da constru¢do de modelos que os expliquem. E. C. Ferruzzi, em
sua dissertagdo de Mestrado, menciona Y. Chevallard, docente do Institut Universitaire de

Formation des Maitres de I’ Académie d’Aix-Marseille, na Franca:

Um aspecto essencial da atividade Matematica consiste em construir um
modelo (matemético) da realidade que queremos estudar, trabalhar com tal
modelo e interpretar os resultados obtidos nesse trabalho para responder as
questdes inicialmente apresentadas. Grande parte da atividade Matematica
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pode ser identificada, portanto, com uma atividade de Modelagem
Matematica. (FERRUZZI, 2003, APUD CHEVALLARD, 2001, p. 33)

A utilizacdo da Modelagem Matematica no ensino tem gerado, ao longo do tempo,
entendimentos distintos por parte dos pesquisadores. Em uma das primeiras discussoes acerca
do tema, G. Kaiser, da University of Hamburg, na Alemanha, e B. Sriraman, da University of

Montana, nos Estados Unidos da Ameérica, relatam duas principais perspectivas:

- A perspectiva pragmatica, com objetivos utilitarios, cujo foco é a habilidade de

aplicar Matematica para resolver problemas praticos. Tem em Henry Pollak seu protétipo;

- A perspectiva cientifico-humanistica, a qual é orientada a habilidade de criar relacGes

entre Matematica e realidade. Hans Freudenthal a representa;

Posteriormente, a partir da década de 1990, desenvolveram-se estudos empiricos de
ensino e aprendizagem de modelagem que culminaram com o que se denomina o marco da
maturacdo da modelagem como campo de pesquisa na Educacdo Matematica: o 14° ICMI
Study, onde a decisiva participacdo de Pollak impulsiona o ensino através da Modelagem

Matematica. Nele vemos:

Os matematicos podem, muitas vezes, argumentar que a importancia e
beleza do assunto podem justificar o tempo despendido com ele. Mas nem
todos os alunos podem sentir o mesmo. H& alguns alunos, acredito que
muitos deles, que estdo mais interessados na utilidade da Matematica do que
em se tornarem matematicos profissionais. Sendo assim, muitos alunos sdo
perdidos ao longo do caminho. Portanto, uma parte essencial da Educacéo
Matematica deve servir para esclarecer a respeito da forma de utilizar a
Matematica (14° ICMI STUDY, 2007, p. 110).

Por outro lado, em resposta a alegacdo de criticos de que os livros estdo cheios de
problemas (e esse é o caminho natural da Matematica), Pollak considera que a
contextualizacdo na realidade exterior € um modo de despertar o interesse dos alunos, mas a
Matemaética, basicamente, formula problemas fora de seu ambito e procura resolvé-los
conforme essa formulacdo. Explica que hd um movimento para frente e para tras, e todo esse
processo comega com uma situacdo que estamos tentando compreender matematicamente.
Esse processo continua até chegarmos a uma imagem clara da situacdo e a uma formulacédo
que permita obter algumas respostas. Todo esse processo, completa ele, é o que se chama de

Modelagem Matematica.
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Contemporaneo ao 14° ICMI Study é o trabalho de G. Kaiser e B. Sriraman (KAISER
& SRIRAMAN, 2006), onde se aponta uma classificacdo que aperfeicoa, a luz da literatura
gerada pela ICMI — International Mathematical Union e pela ICTMA - International
Community of Teachers of Mathematical Modelling and Applications, as inicialmente
descritas. Dentre as vertentes que constam dessa classificacdo, esta a que se denomina

realista, cuja base vem de Pollak. Suas caracteristicas sdo:

- Modelagem Matemética Aplicada como resolucdo de problemas;

- Uso da tecnologia como recurso para a aplicagao;

- Escolha da area de aplicacdo como um assunto ligado ao mundo real, levando a

interdisciplinaridade;

Nosso trabalho esta lastreado nessa vertente, como veremos. Deve-se destacar a
similaridade entre as caracteristicas dessa vertente e 0s instrumentos/competéncias utilizados

em nossa aplicacao.

No Brasil, muitos esforcos tém sido despendidos em pesquisas relacionadas a
Modelagem Matematica. Historicamente, a utilizacdo ou a criacdo de modelos matematicos
visando o0 ensino comecou a ser pesquisada por alunos de cursos de pés-graduacdo stricto
sensu, a partir de meados da década de 1970. Esse movimento tem-se destacado no ensino
brasileiro pelos trabalhos executados ao longo das Ultimas décadas por estudiosos
importantes, a comegar por Ubiratan D’Ambrosio, representante brasileiro na comunidade
internacional de Educacdo Matematica. Outro pesquisador pioneiro € Rodney Carlos
Bassanezi, grande propagador da Modelagem Matematica junto aos cursos e projetos na
UNICAMP e em outras Universidades. Marcelo de Carvalho Borba também se destaca como
pesquisador e coordena o Grupo de Pesquisa em Informatica, Outras Midias e Educacéo
Matematica (GPIMEM) na UNESP, campus de Rio Claro. Destacam-se também Jonei
Cerqueira Barbosa (UEFS), Ademir Donizeti Caldeira (UFSCar) e Jussara de Loiola Araujo
(UFMG), que coordenam o Grupo de Trabalho de Modelagem Matematica, organizado no
ambito da Sociedade Brasileira em Educacdo Matematica (SBEM) em 2001. A meta do
Grupo é favorecer o debate e a colaboracdo dos pesquisadores brasileiros que realizam
investigacOes sobre Modelagem Matematica na perspectiva da Educacdo Matematica, e
articular o desenvolvimento dessa frente de pesquisa no pais. Maria Salett Biembengut
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também é mencdo obrigatéria pela criacdo (outubro de 2006) do Centro de Referéncia de
Modelagem Matematica no Ensino — CREMM na Universidade Regional de Blumenau, o
qual conta com a colaboracdo do pesquisador Nelson Hein. Esse Centro iniciou-se com um
namero pequeno de produgbes académicas, objetivando tornar-se um Centro de Estudo e
Pesquisa integrado a outros grupos de pesquisa na area, a fim de promover aces que

contribuam para a Educagdo Matematica.

No ambito da Matematica Aplicada, ha que se destacar os comités tematicos da
Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional, responsaveis pelo ensino de
Matematica Aplicada e Computacional e pela pesquisa e pds-graduacdo em Modelagem

Matemética e Computacional em Ciéncia e Engenharia.

Ante o0 exposto, tentemos definir o que vem a ser modelagem. Ornek, por exemplo, a

partir do conceito de modelo, trilha o seguinte caminho:

No sentido lato, um modelo é a representacdo de um fendmeno, um objeto
ou ideia (Gilbert, Boulter, & Elmer, 2000). Em ciéncia, um modelo é o
resultado de representar um objeto, fendmeno ou ideia (0 alvo) de maneira
mais precisa (a fonte) (Tregidgo & Ratcliffe, 2000)... Existem diferentes
tipos de modelos no ensino de Ciéncias. ... Modelos conceituais séo
concebidos como ferramentas para a compreensdo ou 0 ensino de sistemas.

Com base na literatura, modelos conceituais incluem modelos
matematicos, modelos fisicos e modelos de computador... Um modelo
matematico é o uso da linguagem Matematica para descrever o
comportamento de um sistema. Ou seja, € uma descri¢do ou sumarizacao das
caracteristicas importantes de um sistema de mundo real ou o fenbmeno em
termos de numeros, equacGes e simbolos. Modelos matematicos sdo
aproximagdes. Nem sempre coincidem com o que na verdade é medido. ...
Um modelo de computador é um programa de computador que tenta simular
0 comportamento de um determinado sistema. Em outras palavras, um
modelo de computador é um programa de computador que é criado usando
um modelo matematico para encontrar solucdes analiticas aos problemas que
permitem a previsdo do comportamento do sistema complexo de um
conjunto de pardmetros e condicGes iniciais. ... O principal objetivo é
compreender o fendmeno. ... (ORNEK, 2008, p. 39)**

% 1n a general sense, a model is a representation of a phenomenon, an object, or idea (Gilbert, 2000). In science, a model is
the outcome of representing na object, phenomenon or idea (the target) with a more familiar one (the source) (Tregidgo &
Ratcliffe, 2000)... There are different types of models in Science education... Conceptual models are devised as tools for the
understanding or teaching of systems... Based on the literature, conceptual models include mathematical models, computer
models, and physical models... A mathematical model is the use of mathematical language to describe the behavior of a
system. That is, it is a description or summarization of important features of a real-world system or phenomenon in terms of
symbols, equations, and numbers. Mathematical models are approximations. They do not always yield what is actually
measured... A computer model is a computer program which attempts to simulate the behavior of a particular system. In other
words, a computer model is a computer program which is created by using a mathematical model to find analytical solutions
to problems which enable the prediction of the behavior of the complex system from a set of parameters and initial
conditions...
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Outra boa definicdo, mais sintética, encontramos nas notas sobre Modelagem

Matematica Ambiental do professor da UFSCar J. A. Salvador:

Simplificando, podemos afirmar que um modelo é uma representacdo do
comportamento de um dado sistema levando em consideracdo as mesmas
caracteristicas da realidade, ou seja, representando as variaveis essenciais do
fendmeno e estabelecendo suas relagdes por meio de hipoteses ou baseadas
em dados experimentais. (SALVADOR & ARENALES, 2009, p. 4)

Ora, dadas as dificuldades de se reproduzir certos fendmenos de forma repetida, a
modelagem se destaca como um instrumento muito Gtil no entendimento dos mesmos. Em
certas situacgoes, a reproducéo dos fenémenos pode se tornar proibitiva por incorrer em riscos
ou na descaracterizacdo do contexto no qual se inserem. Veremos essa caracteristica na
atividade proposta por esta dissertacdo. Salvador e seus colegas reforgcam essa utilidade do

modelo:

Num modelo matematico procuramos representar a natureza de um sistema,
através de uma formulagdo de um conjunto de equagdes ou sistemas de
equacBes matematicas a partir de um conjunto de hipdteses ou leis. Uma
grande vantagem de um modelo matematico é a versatilidade em que
podemos modificar a sua ldgica, incluindo ou retirando novos aspectos do
problema real e fazendo diversas simulag6es para obtencéo dos resultados de
diferentes situacfes de um mesmo problema ou de diferentes problemas,
além de obtermos resposta com mais rapidez e seguranga com as ferramentas
computacionais. (SALVADOR ET AL, 2014, p. 130)

Cabe aqui um apéndice no que se refere a teoria da Modelagem Matematica para
englobar a questdo da avaliacdo. O professor R. C. Bassanezzi, juntamente com colegas da

UNICAMP, faz uma breve, porém diligente, colocacéo sobre o assunto:

Um aspecto novo que surge como consequéncia da incorporacdo da
Modelagem Matematica no ensino diz respeito ao método de avaliagdo, visto
gue a Modelagem traz grandes mudancas para a sala de aula. O contexto de
ensino e aprendizagem se altera quando uma diferente pratica pedagogica €
estabelecida e 0 uso da Modelagem Matematica é uma dessas diferentes
praticas pedagogicas. Contextos de ensino e aprendizagem diferentes
implicam em diferentes métodos de avaliacdo e, portanto, necessita-se
estabelecer métodos de avaliacdo quando a Modelagem é usada em sala de
aula. Sendo assim, ndo faz sentido que sejam mantidos os métodos de
avaliacdo tradicionais quando a préatica pedagdgica da Modelagem é usada.

Ao relatarem experiéncias que tiveram com Modelagem Matematica em
cursos de Matematica, GALBRAITH & CLATWAORTHY (1990),
BASSANEZI (1994, 2002) e CROSS & MOSCARDINI (1985) descrevem
0s métodos de avaliagdo usados nos respectivos cursos. A principal
caracteristica de todos eles ¢ a distribuicdo da avaliacdo em todas as fases do
processo de Modelagem. Aspectos como a habilidade de especificar o
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problema claramente, formular um modelo apropriado, usar coerentemente
0s conceitos matematicos, avaliar e comunicar os resultados, elaborar
relatérios escritos, trabalhar em grupo etc. sdo todos continuamente
avaliados, o que valoriza o trabalho como um todo e ndo apenas o seu
resultado final. Além disso, a avaliagdo continua, na qual o professor
acompanha e discute com os estudantes o desenvolvimento de seus
trabalhos, proporciona um aprimoramento constante dos mesmos. E isso,
além de enriquecer a habilidade dos estudantes de trabalharem com a
Modelagem, contribui para uma melhor compreensdo dos conceitos
matematicos envolvidos e no aperfeicoamento dos trabalhos.
(BASSANEZZI ET AL, 2014, p. 132)

Veremos que a aplicacdo proposta possui uma estrutura que proporciona a avaliacdo

nos moldes mencionados.

Concluidas as visbes sobre modelagem, cabe-nos refletir sobre como se daria a
preparacdo dos professores a respeito. M. S. Biembengut e colegas falam sobre isso em artigo

apresentado no 1X Congresso Brasileiro de Educagéo:

. identificou-se que as limitacGes encontram-se: na duracdo do curso que
ndo é suficiente para suprir todas as possiveis lacunas deixadas pela
formacdo do professor e na disponibilidade da maioria dos participantes
para efetuar um estudo complementar, fora dos limites do curso; e as
possibilidades situam no interesse de alguns professores em aprender
para mudar suas praticas, a despeito das dificuldades que possam
surgir. ... as multiocupagcBes em que a maioria desses participantes esta
envolvida relativas aos interesses e as necessidades diversas, aliadas
aos desinteresses de muitos estudantes em todos os niveis por aprender
e as prescricbes nas politicas educacionais, podem ndo levar as
mudancas necessarias na Educacdo brasileira, a despeito das pesquisas
indicarem caminhos. Uma mudanca da magnitude enfrentada requereria
um comprometimento das autoridades para uma reestruturacdo das escolas
de todos os niveis, levando os professores a terem necessidade de alterar
suas praticas e 0s estudantes interesse em aprender. (BIEMBENGUT ET
AL, 2009, p. 10106)

Pode-se inferir dai que apenas formar o professor ndo é suficiente para o sucesso da
empreitada. Ademais, implementar modelagem no curriculo demanda amplo debate ja que
traz a tona a questdo do “como” e ndo apenas do “quando” ou do “o que”. Apesar de
abordarmos algo sobre o ambiente ativo de aprendizagem, ndo é nosso intencdo tocarmos
questBes epistemoldgicas ou cognitivas da modelagem, apontando apenas essa necessidade.

Muitos pesquisadores ja o fazem e ainda ha muito por se fazer.

2.1.1.1. Base Matematica necessaria
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Ora, vimos que nosso objetivo de aprofundar a compreensdo de fendmenos passa pela

Modelagem Matematica. Sera isto simples?

N&o. Acontece que a dificuldade ndo se limita a encontrar a solucdo do problema, mas,

também, encontrar a “férmula” que se usa para chegar a solugao.

Salvador e Arenales colocam essa questdo da seguinte forma:

Isto reforca o

Alguns modelos mais realistas podem apresentar uma desvantagem devido a
dificuldade de representar convenientemente certos fendmenos fisicos. Além
disso, o controle na discretizacdo dos processos continuos gerados por
equacBes que ndo possuem solucdo exata podem gerar muitos erros. ...
Devemos, no entanto, ter em mente que nenhum modelo é capaz de
descrever exatamente 0S processos naturais por causa de diversos fatores
como: a grande complexidade deles; o grande nimero de parametros e a
falta de conhecimento ou imprecisdo de alguns deles; as hipoteses
introduzidas, as simplificacbes convenientes e as generalizacbes
introduzidas. A resposta de um modelo depende fortemente das
simplificacdes e da exatiddo dos pardmetros de entrada que propiciou a sua
resolucdo. As vezes, somos levados a dividir os grandes problemas em
varios problemas menores e mais simples, e a partir dos mais simples
resolver 0 mais complexo! (SALVADOR & ARENALES, 2009, p. 13)

exposto na brilhante obra do professor Bassanezi sobre equacOes

diferenciais, onde se Vvé, todavia, a possibilidade de chegarmos muito proximo de um

resultado satisfatorio:

... um problema real ndo pode ser representado de maneira exata, em toda a
sua complexidade, por uma equacdo Matematica ou um sistema de equagdes.
No entanto, se trabalharmos com as variaveis essenciais do fen6meno
observado, 0 modelo matematico que simula tal fenémeno podera levar a
situacbes bastante proximas daquelas observadas na realidade.
(BASSANEZZI & FERREIRA JR., 1988, p. 9)

Como vimos, um dos objetivos da Matematica Aplicada é possibilitar o estudo de

situacdes concretas a partir de modelos construidos com base nas relagdes existentes entre as

variaveis dos fendmenos, as quais nada mais sdo do que funcdes.

A medida que progride o nivel educacional, o estudo das funcdes vai se tornando mais

complexo. No Ensino Fundamental o foco sdo as fungdes linear, afim e quadrética, e no

Ensino Médio vai-se da exponencial as trigonométricas e, em alguns casos, faz-se uma

introducdo ao estudo das derivadas.
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Quanto a caracteristica do fenébmeno, a modelagem ocorre da seguinte maneira: se ele

for estatico, utilizaremos uma modelagem algébrica simples, e se for dinamico, lancaremos

mé&o do Célculo Diferencial e Integral.

Ocorre que a grande maioria dos fenémenos sdo dindmicos, o que nos leva a segunda

opcao. Veja-se o que dizem Bassanezi e Ferreira quanto a isso:

Por outro lado,
do INPE, relata:

E muito frequente, em se tratando de modelar um fendmeno ou um
experimento qualquer, obtermos equagdes que envolvam as “variacdes da
quantidade” (variaveis) presentes e consideradas essenciais. Desta forma, as
leis que regem tal fenébmeno sdo traduzidas por equacBGes de variagoes.
Quando estas variagcbes sdo instantdneas, o fenémeno se desenvolve
continuamente e as equagBes matematicas sdo denominadas equagOes
diferenciais, ao passo que se as variaveis envolvidas forem discretizadas, isto
é, funcBes de uma rede de pontos, em que temos as médias das variagoes,
entdo as equagOes que descrevem o fendmeno sdo denominadas equagdes de
diferencas. (BASSANEZZI & FERREIRA JR., 1988, p. 9)

B. M. Pedrosa, pesquisadora da Divisdo de Processamento e Imagens

A configuragdo inicial de um modelo dindmico pode ser obtida através de
dados histdricos do fenébmeno em estudo, chamados de séries temporais.
Neste caso, equacdes diferenciais (totais ou parciais) que incluem pelo
menos um termo derivado no tempo podem ser utilizadas para representar o
modelo e o processo é classificado como deterministico. Quando variaveis
aleatorias sdo utilizadas para explicar um sistema o processo é classificado
como estocéstico-probabilistico. (PEDROSA & CAMARA, 2003, p. 11)

E Alder, em suas notas de aula, completa:

...construir um modelo para os dados com base no conhecimento do sistema
pode ou ndo envolver a diferenca ou equacGes diferenciais (poderia envolver
modelagem probabilistica, por exemplo), mas as chances sdo boas que assim
sera..., (ALDER, 2001, p. 1)

A grande maioria dos fendmenos sdo deterministicos, mas no nos d&o suas funcdes. E

preciso descobri-las e ai passamos a ter de resolver equacdes diferenciais.

Portanto, podemos concluir que na maioria das vezes estaremos diante de fendmenos

dindmicos deterministicos, modelaveis por equagdes diferenciais cujo histérico de dados pode

ser obtido.

1 to construct a model for the data based on knowledge of the system. This may or may not involve difference or differential
equations (it could involve probabilistic modelling, for example), but the chances are good that it will,...
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Observemos o que foi dito por Bassanezi e Ferreira:

A nossa disciplina, equaces diferenciais, talvez seja o ramo da Matemaética
gue maior proximidade e interagdes tem experimentado com outras Ciéncias,
desde a sua origem, que se confunde mesmo com a do Célculo Diferencial e
Integral e da mecanica classica.

De fato, o desenvolvimento desta teoria constitui-se em um dos melhores
exemplos da interacdo bem sucedida entre a Matemaética e a ciéncia em
geral, o que tem se confirmado progressivamente com a Matematica
contemporénea e a Fisica, Quimica, Biologia, Economia e Engenharia.
(BASSANEZZI & FERREIRA JR., 1988, p. 2)

Mas ai vem a tona o problema, j& mencionado, do conhecimento em Calculo,

conforme exp6em os citados autores:

... para que o estudo das equagBes diferenciais tenha algum valor a nivel
profissional e ndo fique apenas em curiosidades indcuas, é indispensavel que
ele seja precedido de um bom conhecimento do alicerce basico da Educacéo
Matematica superior que consiste no Célculo Diferencial... (BASSANEZZI
& FERREIRA JR., 1988, p. 5)

Além disso, completam eles:

... tornou-se claro com o tempo que ndo seria possivel obter métodos gerais
de resolucdo explicita (em termos de fungdes elementares e suas integrais)
para as equacdes diferenciais. O proprio Euler introduziu métodos que
geravam uma solucdo aproximada... (BASSANEZZI & FERREIRA JR.,
1988, p. 8)

Por estas razdes, chegamos ao cerne de nosso trabalho, qual seja o de propor o ensino
de fenémenos dinamicos através da resolucdo de seus modelos matematicos sem utilizagdo do

Calculo.

Na verdade, diversas acOes tém sido conduzidas nesse sentido. Um exemplo esta

descrito no artigo sobre modelagem na Fisica dos professores Veit e Teodoro:

A integracdo da Fisica com a Matemdtica e com suas tecnologias recebeu
recentemente um novo impulso com o projeto do Institute of Physics do
Reino Unido em que o Modellus é considerado como uma ferramenta que
faz parte do curso (Lawrence & Whitehouse, 2000). Esse €, provavelmente,
0 primeiro projeto de ensino ndo superior em que a utilizagéo de ferramentas
computacionais - especificamente o Modellus e a planilha eletronica -
desempenha um papel essencial, quer para a exemplificacdo de situacbes
quer para a aprendizagem da construcdao de modelos. Por exemplo, no inicio
do segundo ano do curso (o ultimo ano do Ensino Médio) o estudante
constréi modelos utilizando fungBes e equacgBes diferenciais. (VEIT &
TEODORO, 2011, p. 13)
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Vejamos, no topico a seguir, como proceder.

2.1.1.2. Como ndo usar Calculo Diferencial e Integral?

Mesmo quando trabalhamos no ambito de sistemas estaticos, onde os resultados néo
variam, podemos nos deparar com equacgdes cuja solucdo ndo pode ser encontrada
analiticamente. Tome-se, por exemplo, um sistema onde se tem como modelo uma equagao
n&o linear. E bem provavel que tenhamos problemas para resolvé-la, a ndo ser que ela seja do
tipo quadréatica ou reduzivel a isso. Entdo devemos utilizar técnicas numéricas como o método

numeérico de Newton ou o da secante.

Agora, dentro do ambito de sistemas dindmicos, onde recai a maioria dos modelos de
fendmenos, os problemas sdo mais complexos ainda, ja que os resultados, como vimos,
compdem-se de fungbes. Neste caso, devemos resolver equacgdes diferenciais ou, numa
tentativa de simplifica-las, equagdes de diferencas. A chance de termos uma equacédo cuja
solucdo se dé pela via analitica é cada vez menor & medida que o modelo se aproxima da
realidade, dada sua complexidade. Salvador e Arenales corroboram isto, como podemos ver

em seu artigo:

Sempre que possivel resolvemos analiticamente a equacdo ou sistema de
equacdes que rege um modelo matematico. No entanto, na maioria das
vezes, nem sempre é possivel encontrar uma solucdo analitica, 0 que nos
leva a considerar o tratamento numérico. Nesse tratamento, buscamos
aproximacfes da solugdo, como por exemplo, a descrigdo aproximada da
equacdo diferencial por uma formulacdo algébrica de equacBes de
diferencas, etc. e o Calculo das variaveis em pontos discretos do dominio
considerado. (SALVADOR & ARENALES, 2009, p. 13)

O estudo das equac0es diferenciais possui trés vertentes principais:
a) Métodos exatos ou analiticos;

b) Métodos geométricos;

C) Métodos numericos.

Deve-se salientar aqui que, em razdo da maioria das equacgdes diferenciais ndo poder

ser resolvida analiticamente, devemos analisar 0 uso dos métodos numericos e geometricos.
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Lembremos, todavia, que com o advento da informética, surge a possibilidade de

resolvermos uma miriade de problemas que, antes, eram considerados impraticaveis.
E o que dizem Chabay e Sherwood, citados por Ornek:

Simulagbes computacionais permitem o desenvolvimento de modelos
numéricos do mundo real. ... Tais simulagfes computacionais tornam
possivel analisar sistemas complexos. Em alguns casos, a complexidade do
sistema requer Matemaética t8o sofisticada que ndo se pode analisa-lo sem o
auxll'slio de computadores (Chabay & Sherwood, 2002). (ORNEK, 2008, p.
39)

Assim, a computacgdo prescinde de métodos numéricos.

Os métodos numeéricos pressupdem a divisdo de um intervalo da variavel independente
em um grande nGmero de subintervalos. A medida que estes se aproximam de zero, a razio

das diferencas finitas se aproxima da derivada.

Vejamos o que diz o professor A. C. C. Barbosa, do Instituto de Matemaética e
Estatistica da Universidade do Estado do Rio de Janeiro, sobre como expor o tema no Ensino
Médio:

H& anos os métodos numéricos fazem parte do curriculo de graduacdo dos
cursos da area tecnolégica, onde, normalmente, sdo oferecidas disciplinas
gue abordam métodos classicos para se resolver problemas de Calculo
numericamente.

Nas disciplinas de Célculo Numérico (Claudio & Marins, 1989),
invariavelmente, o professor apresenta aos alunos métodos para se resolver
numericamente integrais e equacbes diferenciais. Em certos casos, no
entanto, é possivel se adotar a formulagdo numérica como via principal para
descrever a dindmica do sistema. Em outras palavras, ao invés de tomar o
caminho de descrever a dindmica analiticamente e, se preciso, resolver as
equacdes resultantes numericamente, as vezes é possivel se tratar o problema
desde o inicio empregando-se estruturas numéricas. Esse tratamento evita as
equacdes diferenciais, que sdo imprdprias para 0 Ensino Médio e para os
cursos superiores que ndo disponham de Calculo Numérico no curriculo.
(BARBOSA ET AL, 2006, p. 251)

Conforme Erickson, pesquisador do Institute of Education Sciences do U.S.

Department of Education, Estados Unidos da América:

5 Computer models allow students to develop numerical models of the real world... Such computer simulations make it
possible for students to analyze complex systems. Sometimes, complex systems require really very sophisticated
mathematics to analyze and they cannot be analyzed without computers (Chabay & Sherwood, 1999).
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Note que existem muitas maneiras diferentes de fazer este tipo de
modelagem numérica. Desde que o ponto € ajudar os alunos a compreender a
ciéncia através de Matematica acessivel, escolhemos o tipo mais simples que
nos dé respostas que sejam boas o suficiente. Podem-se obter resultados
mais precisos (por exemplo, através da integracdo com trapézios em vez de
retdngulos), mas achamos que isso traz complexidade adicional.
(ERICKSON, 2001, p.11)*

Os métodos mais simples, como o de Euler e o das diferencas finitas, apesar de menos

precisos, sdo mais faceis de usar e, se devidamente explorados, possibilitam uma aproximacéo

suficiente.

Vejamos como Nelson afirma isso: “Métodos como o das diferencgas finitas ... refletem
mais precisamente as ferramentas quantitativas e computacionais realmente utilizadas por

muitos engenheiros e cientistas”. (NELSON, 2014, p. 2)'

E, para o0 nosso espanto, vejamos o que diz o professor Nearing do Departamento de

Fisica da University of Miami, Estados Unidos da América:

Vocé poderia dizer que algumas das equagdes que Vvocé encontra na
descricdo de sistemas fisicos ndo podem ser resolvidas em termos de funcoes
familiares e que exigem calculos numéricos para resolver. Seria precipitado
dizer isto no entanto, porque o que ocorre, na realidade, € o oposto. A
maioria das equagbes que descrevem o mundo real é suficientemente
complexa que a Unica esperanga de resolvé-las é usar métodos numéricos.
As equacdes simples que encontramos nos textos introdutérios estdo la
porque elas podem ser resolvidas em termos de calculos elementares.
Quando vocé comecar a adicionar realidade, vocé rapidamente chegara a um
ponto em que nenhuma habilidade analitica trara uma solucdo. (NEARING,
2003, p. 267)™

Diante dessa realidade, resta-nos o caminho da analise numérica, conforme podemos

ver no relatorio de Erickson:

... N6s também usamos fungdes para comparar dados a teoria. Mas muitos
fendmenos tém teorias para as quais é dificil descobrir a funcdo. Se uma

16 We should note that there are lots of different ways to do this kind of numerical modeling. Since the point is to help
students understand science through accessible mathematics, we chose the simplest kind that would give us answers that were
good enough. One can get more accurate results (for example, by integrating with trapezoids instead of rectangles) but we
think that comes at a price in understandability.

7 Finite difference methods ... more accurately reflects the quantitative and computational methods that are actually used by
most practicing engineers and scientists.

%8 You could say that some of the equations that you encounter in describing physical systems can't be solved in terms of
familiar functions and that they require numerical calculations to solve. It would be misleading to say this however, because
the reality is quite the opposite. Most of the equations that describe the real world are suficiently complex that your only hope
of solving them is to use numerical methods. The simple equations that you find in introductory texts are there because they
can be solved in terms of elementary calculations. When you start to add reality, you quickly reach a point at which no
amount of clever analytical ability will get you a solution.
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equacdo diferencial descreve a situacdo, podemos ndo saber sua solucgéo.
Mesmo se o fizermos, nés gostariamos de evitar o uso de Matemaética
avancada — especialmente quando a Matematica mais fécil pode resolver
nosso problema: podemos resolver muitas equagdes diferenciais,
numericamente, como equagdes de diferenca para um grau arbitrario de
precisdo... quando vocé modela numericamente, vocé divide o tempo em
pequenos incrementos e repetidamente executa céalculos simples de posicéo,
velocidade e aceleracdo. Isto produz mudancas pequenas, passo a passo nas
guantidades que, juntas, levam a resultados dindmicos complexos. ... . Basta
apenas um pouquinho de Algebra para trabalhar um Gnico incremento. E o
resultado é preciso. Se ndo for suficientemente preciso, fazemos o passo de
tempo menor. Aqui, é claro, existe uma conexdo importante: se vocé fize-lo
muito menor, vocé chega no Célculo. N&o seria interessante — afinal, agora
temos o poder de computagdo — aprender Fisica numericamente, assim que
primeiro ver Algebra? (ERICKSON, 2001, p. 11)*

Todavia devemos ter cautela no uso dos métodos numericos. Vejamos o que diz P. J.

OLVER em seu livro sobre equacges diferenciais:

Como podemos decidir quando um método estd dando resultados
imprecisos, desde que presumivelmente ndo sabemos a verdadeira solucdo e
ndo temos nada com o que, diretamente, testar a aproximagdo numérica?
Uma ideia Gtil é integrar a equacdo diferencial usando dois esquemas
numéricos diferentes, geralmente de diferentes ordens de precisdo e em
seguida, comparar os resultados. Se os valores das duas solucdes estdo
razoavelmente perto, entdo ficaremos seguros em assumir que 0s métodos
estdo, ambos, dando resultados precisos, enquanto que no caso em que eles
diferem além de alguma tolerancia pré-definida, precisamos reavaliar o
tamanho do passo. O ajustamento necessario para o tamanho de passo
depende de uma analise mais detalhada do erro existente. Varios métodos
bem ezsotudados sdo empregados em situacOes praticas... (OLVER, 2012, p.
1140)

A despeito da necessaria cautela, finalizamos elegendo o uso dos métodos numéricos,
dado que proporciona uma maneira intuitiva de modelar matematicamente qualquer fenémeno

sem necessitarmos conhecer Célculo Diferencial e Integral e faz uso da tecnologia disponivel.

19 . We also use functions to compare data to theory. But many phenomena have theories for which it’s hard to figure out the
function. If some differential equation describes the situation, we may not know its solution. Even if we do, we would like to
avoid bringing out such difficult mathematics—especially when easier math can solve our problem: we can solve many
differential equations, numerically, as difference equations to an arbitrary degree of accuracy ... when you model mechanics
numerically, you break time down into tiny increments, and repeatedly perform simple calculations on position, velocity, and
acceleration. These yield small, step-by-step changes in those quantities which connect together to produce complex
dynamical results....It only takes a tiny bit of algebra to understand a single increment. And it’s accurate. If it’s not accurate
enough, make the time step smaller. Here, of course, is an importante connection: if you keep making it smaller, you get
calculus. Wouldn’t it be interesting—after all, we now have the computing power—to learn physics, numerically, when you
first see algebra?

2 How might one decide when a method is giving inaccurate results, since one presumably does not know the true solution
and so has nothing to directly test the numerical approximation against? One useful idea is to integrate the differential
equation using two different numerical schemes, usually of different orders of accuracy, and then compare the results. If the
two solution values are reasonably close, then one is usually safe in assuming that the methods are both giving accurate
results, while in the event that they differ beyond some preassigned tolerance, then one needs to re-evaluate the step size. The
required adjustment to the step size relies on a more detailed analysis of the error terms. Several well-studied methods are
employed in practical situations...
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Isto leva a aplicacdo, ndo apenas em cursos superiores onde ndo se tem o aprofundamento
matematico exigido a principio, mas também no Ensino Médio. Neste caso, leva ao despertar

do aluno para o aprendizado da Matematica superior, notadamente o Calculo.

2.1.2. A tecnologia na sala de aula

A grande vantagem das ferramentas tecnol6gicas em sala de aula é a possibilidade de
confronto com atividades mais complexas, caso dos problemas oriundos do mundo real, ricas

do ponto de vista da aprendizagem significativa.

Além disso, tais ferramentas possuem recursos que ajudam na resolucdo dos
problemas citados ao preparar os dados, como é o caso do ajuste de curvas. Apesar de ndo
constar nem do curriculo do Ensino Médio e nem da maioria dos curriculos universitarios,
esse recurso € um poderoso instrumento para o desenvolvimento das conexdes entre os dados

reais e os calculados pelo modelo que represente determinada funcdo Matematica.

Pesquisas internacionais tém demonstrado estas assertivas, como € o0 caso das

seguintes atividades:
- modelagem, simulacéo e resolucao de situagdes problematicas;

- uso de cenarios visuais gerados pelo equipamento para ilustrar conceitos

matematicos;
- estudo e classifica¢do do comportamento de diferentes classes de funcdes;
- antevisdo dos conceitos do Calculo Diferencial;

Em outro contexto, as tecnologias levam a formacédo de parcerias inteligentes. Estas
sdo caracterizadas por uma divisdo complementar do trabalho com o usuario, quando este
planeja e implementa a solucdo mas transfere o “trabalho bragal” para a ferramenta. Por
exemplo, quando na necessidade de desenhar, com rapidez e precisdo, um grafico de uma
funcdo. Se feito a mao, tal grafico demandaria bastante tempo e estaria sujeito aos erros

inerentes a essa atividade.

Em seu artigo, H. S. Drier, da North Carolina State University, nos Estados Unidos da

América, ressalta o impacto da tecnologia na Matematica:
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A tecnologia é essencial no ensinar e aprender Matematica. Ela influencia a
Matematica que é ensinada e incrementa o aprendizado dos alunos,
conforme (NCTM, 2000). Este paragrafo é um dos seis principios descritos
em (Principios e Padrdes para Matemética Escolar, NCTM). ... As recentes
tendéncias na educagdo enfatizam a importdncia de aprender COM
tecnologia ao invés de aprender SOBRE tecnologia. Isto significa que os
professores devem aprender tecnologia como instrumento para alavancar o
ensino do contetdo ... (DRIER, 2001, p. 170)*

Conforme Barbosa e colegas:

Apesar da utilizagdo crescente de computadores como elemento no
fornecimento de informacGes e também como agente auxiliar na construcdo
do conhecimento, existe ainda uma grande resisténcia dos professores e
alunos em utilizd-lo como ferramenta para o desenvolvimento e
aprendizagem na area cientifica. Isso na maioria dos casos se d& em fungédo
do desconhecimento de linguagens de computacdo. (BARBOSA,
CARVALHAES, & COSTA, 2006, p. 252)

Portanto, pode-se concluir que o uso da tecnologia traz beneficio ao aprendizado.

Entretanto, diversos sao os softwares disponiveis para uso. A qual deles recorrer?

2.1.2.1. Planilhas eletronicas

As planilhas eletrbnicas constituem a ferramenta ideal para o desenvolvimento de
modelos, pois apresentam uma maneira interativa de se observar seu comportamento tanto em
situagOes Obvias quanto em extremas. Uma das maiores vantagens € que ndo se necessita
conhecer técnicas de programacédo e geralmente estdo disponiveis nas escolas. Varios autores

mencionam isso, COMO veremaos a segulir.

Veja-se 0 artigo de Drier sobre as vantagens de se usar planilhas, tanto para alunos
quanto para professores:

Estes usos das planilhas permitem aos estudantes explorar processos
alternativos para encontrar solugdes que vao além da manipulacdo simbolica
e com isso aprofundar o entendimento de conceitos inseridos em um
problema.... As planilhas eletrénicas permitem aos estudantes modelar e
simular situagbes matematicamente da mesma forma que os cientistas o

2! Technology is essential in teaching and learning mathematics; it influences the mathematics that is taughtand enhances
student’ learning (NCTM, 2000). This statement is one of the six principles described in the NCTM Principles and Standards
for School Mathematics ... Recent trends in teacher education have enphasized the importance of learning with technology
rather than learning about technology. This implies that teachers should learn to use a computer as a cognitive tool to enhance
student learnig of content material ...
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fazem em laboratorios a fim de descobrir e testar novas leis. (DRIER, 2001,
p. 170)*
Segundo Benacka, em seu trabalho sobre os impactos da modelagem numérica no

interesse dos alunos pelas carreiras tecnologicas:

A revisdo da literatura sugere que a modelagem em planilhas promove o
interesse dos alunos do Ensino Médio nas carreiras cientificas e 0os motiva,
0s inspira e os encoraja a estudar suas disciplinas na universidade. Envolve
criatividade, visualizacdo, questionamento e autenticidade, os quais sdo
fundamentais para o aprendizado prazeroso. Criar uma aplicacdo que
possibilite encontrar a solucdo de um problema real constitui um forte fator
motivante... (BENACKA, 2016, p. 949)%

O artigo mostra, detalhadamente, os resultados de diversas pesquisas com planilhas,

constituindo-se em 6tima referéncia para o leitor interessado. Ao final, conclui:

Isso tudo sugere que a modelagem com planilhas pode promover as
disciplinas de exatas para alunos do Ensino Médio e motiva-los, inspira-los e
incentiva-los a estudar essas disciplinas nas universidades. Estudar exatas
com planilhas envolve Criatividade, Visualizacdo, Inquérito e Autenticidade,
gue sdo vitais para a aprendizagem prazerosa. Criar um aplicativo que
permita resolver um problema real é um forte fator motivador. (BENACKA,
2016, p. 949)*

Um dos grandes limitadores no uso das novas tecnologias € a necessidade de se
aprender a utilizar um determinado software, 0 que, convenhamos, ndo se encontra facilmente
nas diretrizes curriculares dos cursos. Ocorre que a maioria dos softwares dedicados a

resolucdo de equaces diferenciais demanda esse investimento.

Portanto, trata-se de utilizar softwares que possuam as caracteristicas desejaveis e

sejam também muito interativos.

E o que diz Nelson:

22 These uses of spreasheets allow students to explorealternative solution processes that go beyond symbolic manipulation
and can provide students with a deeper understanding of concepts embedded in a problem ... The spreadsheets allowto
students modelling and simuling mathematicaly situations in the same way scientists do in labs in order to discover and test
the new statements.

2 The overview suggests that spreadsheet modelling may promote STEM to high school students and motivate, inspire and
encourage them to study the disciplines at universities. Doing STEM with spreadsheets involves Creativity, Visualization,
Inquiry and Authenticity, which are vital to enjoyable learning. Creating an application that enables one to solve a real
problem is a strong motivating factor.

2t The overview suggests that spreadsheet modelling may promote STEM to high school students and motivate, inspire and
encourage them to study the disciplines at universities. Doing STEM with spreadsheets involves Creativity, Visualization,
Inquiry and Authenticity, which are vital to enjoyable learning. Creating an application that enables one to solve a real
problem is a strong motivating factor.
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A habilidade de aprender como escrever um algoritmo livre de erros é
provavelmente a habilidade mais dificil para muitos alunos nesses modulos.
O uso do Excel atenua esse problema porque o algoritmo é implementado
espacialmente nas células de uma planilha, exigindo menos sintaxe formal
do que uma linguagem de programacdo tradicional. Além disso, a maioria
dos alunos ja estd familiarizada com o Excel, o que é uma vantagem
significativa, porque os alunos ndo sao intimidados por ele (ndo houve
comentarios negativos dos alunos sobre o uso do Excel na pesquisa
realizada). (NELSON, 2014, p. 10)*

K. F. Lim, professor da Deakin University, Australia, justifica assim a preferéncia por

planilhas em detrimento dos softwares de modelagem:

Pesquisas em educacdo mostraram que o uso de software matemaético
especializado cria uma barreira adicional para a aprendizagem: ndo s 0s
alunos tém que aprender a Matematica, mas também precisam aprender uma
nova “linguagem de programacdo” (Galbraith & Pemberton, 2002). Por
outro lado, como os alunos seriam (pelo menos um pouco) mais
familiarizados com o uso de planilnas, hd& menos uma barreira de
aprendizagem. (LIM, 2005, p. 231)*

Entretanto, devemos realgcar que, atualmente, as planilhas de softwares livres

aproximam-se suficientemente das planilhas pagas para permitir essa substituicdo. Isso

implica na eliminacdo do custo de aquisicao.

Cabe mencionar que, a despeito do exposto, existem 6étimos softwares pedagogicos
que disponibilizam planilhas. E o caso do Geogebra, como se Ié no Trabalho de Conclusio do

Curso de Licenciatura em Matematica, pela UFPB, de E. J. Santana Junior:

O Geogebra é um software educativo gratuito que admite ser explorado pela
Geometria e pela Algebra. Aos poucos vem se tornando mais popular no
Brasil, a partir do momento em que os educadores vao se deparando com 0s
efeitos de suas ferramentas. Desenvolvido em 2002, pelo Austriaco Ph.D.
Markus Hohenwarter, professor e pesquisador na area de Informatica
aplicada a Educacdo Matematica, o Geogebra ja tem uma grande
aceitabilidade no espaco educativo e é considerado um forte aliado para o
ensino da Matematica. ...

... O Geogebra é escrito em Java e assim esta colocado em mudltiplas
plataformas. Além de ser gratuito, as construces podem ser disponibilizadas

% The skill of learning how to write an error-free algorithm is probably the most difficult skill for many students in these
modules. The use of Excel mitigates this problem because the algorithm is implemented spatially in the cells of a
spreadsheet, requiring less formal syntax than a traditional programming language. In addition, most students are already
familiar with Excel, which is a significant advantage because students are not intimidated by it (there were no negative
student comments about the use of Excel in the SALG survey).

% Scjence education research has shown that the use of specialist mathematical software creates an additional barrier to
learning: not only do students have to learn the mathematical knowledge content, but they also have to learn a new
“programming language” in order to do so [7]. Conversely, since students would be (at least slightly) more familiar with the
use of spreadsheets, there is less of a learning barrier
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na Internet, e € compativel com qualquer sistema operacional (Microsoft
Windows, GNU/Linux, Macintosh. Sua aquisicdo pode ser feita por
inimeros sites de download espalhados pela Internet, mas o que esta sempre
atualizado e é destinado exclusivamente ao Geogebra é o seu site oficial cujo
endereco é http://www.geogebra.org disponivel em trinta e nove diferentes
linguas. (SANTANA JUNIOR, 2011, p. 30)
Assim, o software eleito para se utilizar na modelagem numérica é a planilha
eletronica, independente de sua origem comercial ou livre e se estd ou ndo inserido em outro

pacote de ferramentas.

2.1.3. Ambiente de aprendizagem ativo

Em razdo da necessidade de ampliacdo da mdo de obra disponivel nas carreiras
cientificas, e considerando o resultado das recentes pesquisas na educacdo, ha uma mudanca
de paradigma no que se refere a forma como se ensina Ciéncias. Pois vejamos o que afirma

Nelson sobre o tema:

H& um movimento crescente para transformar a educacdo de graduacdo, de
um processo passivo (as vezes chato) baseado em aulas expositivas em um
processo ativo conforme pesquisas educacionais realizadas por (DiCarlo,
2009). Basicamente, a recomendacdo é que “devemos ensinar do jeito que
aprendemos". Os alunos devem perceber que a ciéncia produz conhecimento
com base em evidéncias e entendimento — ndo apenas uma lista de
declaracGes por alguma autoridade que precisam ser aceitas e memorizadas
sem qualquer evidéncia. (NELSON, 2014, p. 2)*’

O ambiente de aprendizagem ativo caracteriza-se por estimulos aos estudantes para
que descubram as coisas por eles mesmos, usando modelos construidos com base em
hipoteses previamente estabelecidas. Segundo o Instituto Nacional de Pesquisas dos Estados
Unidos da América (National Research Council), os objetivos do ambiente de aprendizagem

ativo nas Ciéncias séo:
- Delinear, sélida e profundamente, uns poucos conceitos fundamentais;
- Reter, a longo prazo, o que foi aprendido;

- Construir um esquema mental que sirva de base para futuros aprendizados;

" There is a growing movement to transform undergraduate education from a (sometimes boring) passive lecture-based
process into an active-learning process based on educational research (DiCarlo, 2009). Basically the recommendation is that
“we should teach the way we learn”. Students should realize that science produces evidence-based knowledge and
understanding — not just a list of declarations by some authority that need to be accepted and memorized without any
evidence.
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- Desenvolver competéncias alicercadas na critica, interpretacdo, construcdo e

interligacao de sistemas bioldgicos com sistemas fisicos;

- Desenvolver habilidades (especialmente julgamento analitico e critico) para utilizar

informacdes cientificas na tomada de decisdes;
- Entender o método cientifico;

- Ter satisfacdo em engajar-se em questdes do mundo real que necessitam de

conhecimento cientifico.

No trabalho de Veit e Teodoro encontramos 0 seguinte sobre o ambiente de

aprendizagem ativo:

E preciso mudar convicgdes equivocadas, culturalmente difundidas em toda
a sociedade, de que os alunos sdo os pacientes, de que os agentes sdo 0S
professores e de que a escola estabelece simplesmente o cenario do processo
de ensino. [op. cit. p. 263]

Se ha uma unanimidade, pelo menos no plano dos conceitos entre
educadores para as Ciéncias e a Matematica, é quanto a necessidade de se
adotarem métodos de aprendizado ativo e interativo.[op. cit. p. 266] (VEIT
& TEODORO, 2011, p. 5)
De fato, conforme R. Narayan, da University of North Texas at Dallas, Estados
Unidos da América, e colegas, os estudantes passam a se interessar pelas carreiras cientificas

guando participam do ambiente de aprendizagem ativo: "... 0s alunos que veem a ciéncia
como pratica ativa ficam inclinados a escolher uma carreira relacionada com ciéncia, mais do
que os estudantes que a veem de forma passiva...”. (NARAYAN, PARK, PEKER, & SUH,

2013, p. 126)*

Aqui também as pesquisas desempenham papel relevante, resultando em indiscutiveis
ganhos. O professor R. R. Hake, do Departamento de Fisica da Indiana University, Estados

Unidos da América, retrata bem este fato:

Os resultados conceituais e de solucdo de problemas sugerem fortemente que
0 uso de estratégias de aprendizagem interativa pode aumentar a eficacia do

%8 students who view science as an active practice are inclined to choose a science-related career rather than students who
view it passively
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curso de Fisica bem além da obtida com os métodos tradicionais. (HAKE,
1998, p. 1)*°

Entretanto, a despeito dos beneficios encontrados, alguma cautela faz-se necessaria,

conforme mencionam Karim e colegas em seu artigo sobre o impacto da participacdo ativa

dos estudantes no aprendizado:

Em todos os casos investigados, descobrimos que, em média, os alunos dos
cursos que fizeram uso significativo de métodos EBAE (“evidence-based
active-engagement”) superaram aqueles de cursos ensinados principalmente
usando LB (“lecture-based”) no pods-teste de pesquisas conceituais
padronizadas, dado ndo haver diferenca estatistica significante no pré-teste.
... No entanto, o tamanho tipico para as diferencas entre EBAE e LB de
cursos equivalentes foi entre 0,23 e 0,49, considerados pequenos. Portanto,
os beneficios dessas abordagens EBAE ndo foram tdo grandes quanto se
poderia esperar. Existem muitos desafios em potencial para usar as
estratégias de ensino EBAE de forma eficaz, incluindo, mas ndo se limitando
a

* Cobertura de contetdo. ...

* Falta de entusiasmo dos alunos com pedagogias EBAE ...

* Falta de envolvimento dos alunos com atividades de aprendizagem ativa
em sala de aula (por exemplo, perguntas espontaneas e resolucdo de

problemas em grupo). ...

* Turmas grandes podem ser um impedimento. ... (KARIM ET AL, 2018, p.
22)30
Entdo, uma das estratégias Uteis, aliado ao uso da tecnologia, e ainda que sob

investimentos na adequacéo, é o ambiente de aprendizagem ativo.

O tdpico a seguir discorre sobre uma técnica a ser incorporada no dia a dia dos
estudantes. Técnica esta que pode (e deve) ser utilizada além das instalagBes académicas,

mormente pela demanda atual do mercado de trabalho.

2 The conceptual and problem-solving test results strongly suggest that the classroom use of IE methods can increase
mechanics-course effectiveness well beyond that obtained in traditional practice.

% In all cases investigated, we find that on average, introductory students in the courses which made significant use of EBAE
methods outperformed those in courses primarily taught using LB instruction on standardised conceptual surveys (FCI or
CSEM) on the post-test even though there was no statistically significant difference on the pre-test. ... However, the typical
effect sizes for the differences between equivalent EBAE and LB courses was between 0.23 and 0.49, which are small. Thus,
the benefits of these EBAE approaches were not as large as one might expect to observe. There are many potential challenges
to using EBAE instructional strategies effectively, including but not limited to:

 Content coverage. ...

* Lack of student buy-in of EBAE pedagogies ...

* Lack of student engagement with in-class active-learning activities (e.g. clicker questions and group problem
solving). ...

« Large class sizes may be an impediment. ...
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2.1.4. O método cientifico

A ideia basica é desenvolver um modelo matematico do que se esté investigando para

comparar seus resultados com os obtidos empiricamente.

Vejamos 0 que mostram a professora C. V. Schwarz e seus colegas, sobre modelagem

cientifica no Ensino Bésico:

Envolver os alunos em préaticas de modelagem pode ajuda-los a construir
conhecimento de assunto, compreensdo epistemoldgica e experiéncia nas
praticas de construcdo e avaliacdo de conhecimentos cientificos (Lehrer &
Schauble, 2006); (Doerr & Lesh, 2000); (Schwarz & White, 2005);
(Stewart, Cartier, & Passmore, 2005). A oportunidade de se envolver em
modelagem cientifica é central no desenvolvimento e avaliacdo das
explicacbes do mundo natural. Modelagem cientifica, no entanto, é
raramente incorporada como experiéncia educativa de alunos do Ensino
Fundamental ou Médio. Quando o uso de modelos ocorre, é geralmente
reservada para os alunos mais velhos e usado principalmente para fins
ilustrativos ou comunicativos, limitando assim a riqueza epistemoldgica da
prética cientifica (Windschitl, Thompson, & Braaten, 2008). (SCHWARZ
ET AL, 2009, p. 633)*

Como ja dito, o método cientifico esta apoiado na comparacdo dos dados de um
modelo com os obtidos empiricamente. Ora, trata-se aqui de sua validagéo.

Ornek nos diz o0 seguinte, a respeito disso:

A modelagem envolve a construgdo de um modelo... simplificado,
idealizado, de uma situagdo complicada do mundo real por meio de
aproximagdes. Em seguida, os resultados ou as previsdes do modelo sdo
comparados com o sistema real. A etapa final é refinar o modelo para obter o
melhor, se necessario... Como resultado, os modelos fornecem uma
aplicacdo do conhecimento em situacdes do mundo real para ver como as
coisas se aplicam na realidade em vez de apenas se olhar para as equacdes.
Em outras palavras, ajudam os alunos a aprender e compreender 0s
fendmenos... (ORNEK, 2008, p. 39)*

' Involving learners in modeling practices can help them build subject matter expertise, epistemological
understanding, and expertise in the practices of building and evaluating scientific knowledge (Lehrer &
Schauble, 2006; Lesh & Doerr, 2000; Schwarz & White, 2005; Stewart, Cartier,&Passmore, 2005). The
opportunity to engage in scientific modeling is central in developing and evaluating explanations of the natural
world. Scientific modeling, however, is rarely incorporated into educational experiences of elementary or middle
school students. When use of models occurs, it is often reserved for older learners and primarily used for
illustrative or communicative purposes, thus limiting the epistemic richness of the scientific practice (Windschitl,
Thompson, & Braaten, 2008).

32 Modeling involves making a simplified, idealized physics model of a messy real-world situation by means of
approximations. Then, the results or predictions of the model are compared with the actual system. The final stage is to refine
the model to obtain better agreement, if needed.... As a result, models provide an application of the knowledge to real world
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E a opinido de Salvador e Arenales:

Estabelecido um modelo envolvendo alguns parametros essenciais e se 0S
valores reais observados coincidirem ou se aproximarem dos valores obtidos
pelo modelo matemaético, dizemos que o modelo representa bem o problema
e este podera ser (til na previsao da populacdo. Quando na resolucdo de um
problema real, a formulacdo Matemaética correspondente ndo conduz a um
resultado aceitavel, ou uma situacdo em que ndo se consegue obter uma
solucdo compativel com a situacdo real do problema, devemos revé-lo e
fazer ajustes acrescentando hipoteses, parametros ou restricdes adequadas,
de modo a ndo invalida-lo ou mesmo recomecar abordando o problema com
um novo modelo matematico. (SALVADOR & ARENALES, 2012, p. 7)

E prosseguem eles:

Na coleta de dados de um problema, as quantidades que influenciam nos
resultados de um modelo, sdo as variaveis, 0s parametros e as constantes
envolvidas. As constantes sdo quantidades fixas e, portanto estas possuem o
mesmo valor durante o processo dindmico. Os parametros sdo medidas ou
valores auxiliares que podem ser fixos ou variar durante o processo. As
variaveis discretas ou continuas sdo quantidades que variam com 0 processo.

Com a observacdo, o entendimento, o levantamento e a interpretacdo dos
dados, partimos para a abstracdo, a consideracdo das principais variveis,
parametros e constantes, a formulacdo de hipGteses razoaveis para
elaboracéo do modelo e, posteriormente com a escolha de métodos analiticos
ou numéricos para a resolucdo Matematica do mesmo, e ap6s a determinagdo
da sua solucgdo a verificacdo da validade dos resultados e a aplicabilidade do
mesmo. (SALVADOR & ARENALES, 2012, p. 27)

Quando validamos modelos matematicos, podemos langar mao de ferramentas que nos
ajudem a preparar os dados que obtemos. No caso do ajuste de curvas, a despeito da
importancia de conhecer em detalhes esse método, deve-se frisar que as planilhas eletrdnicas
utilizam-no de maneira bastante amigavel, o que simplifica muito o trabalho do modelador. E

0 que teremos oportunidade de ver na atividade-modelo.

2.2. APLICANDO METODOS NUMERICOS NA RESOLUCAO DE MODELOS
MATEMATICOS

Durante a estruturagdo deste trabalho, conforme (FIORENTINI & LORENZATO,
2012), nos deparamos com a necessidade de optar por um dos dois caminhos: ou fariamos a
aplicacdo de atividades nos mais diversos contextos educacionais, sem nos preocuparmos com

os resultados dos trabalhos antes feitos, a fim de concluirmos pela evidéncia a partir dos

situations-made to see how things apply in the real world instead of just looking at equations. In other words, helped students
learn and understand physical phenomenon...
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resultados empiricos obtidos em nossa aplicacdo, seguindo, portanto, a metodologia da
pesquisa empirica, ou levariamos em consideracdo o obtido em pesquisas ja realizadas, a fim
de validarmos nossa hipotese, convencendo-nos do valor da atividade proposta, para entdo
propor sua aplicacdo pelos que se interessarem, seguindo, portanto, a metodologia da pesquisa

tedrica.

Considerando-se que no primeiro caso 0 tempo necessario e o0 contexto para a
aplicacdo poderiam extrapolar o disponivel, entendemos ser pertinente o segundo caminho,
mormente pela sua adequag¢do ao objetivo regimental de desenvolver “pratica profissional
transformadora por meio da incorporacdo do metodo cientifico e da aplicacdo dos

conhecimentos”.

2.2.1. Alguns resultados de pesquisas sobre atividades similares

Antes de discorrermos sobre a atividade, a despeito dos beneficios verificados nas
diversas referéncias mencionadas até o presente momento, analisaremos as conclusdes de
algumas pesquisas realizadas com atividades similares a fim de nos certificarmos das

evidéncias.

Podemos ver o impacto no interesse dos alunos pelas carreiras cientificas no artigo de

Benacka sobre Modelagem Numérica:

Os resultados se correlacionam com os encontrados anteriormente (Benacka
& Ceretkova, 2014), implicando que o desenvolvimento de aplicacGes em
planilhas que modelem sistemas dindmicos reais pelo uso do método de
Euler de resolucéo de equacdes diferenciais promove o interesse dos alunos
pelas carreiras cientificas e tecnolégicas. (BENACKA, 2016, p. 961)>

Eis a referéncia citada acima, texto de J. Benacka e S. Ceretkova, professores da

Constantine the Philosopher University, Eslovaquia:

O artigo mostra os resultados de um experimento no qual foi desenvolvido
um modelo numérico de caca a populacdo mundial de baleias cachalote com
27 alunos de Ensino Médio de 18-19 anos de idade. O modelo foi resolvido
pelo método de Euler de resolucdo de equagbes diferenciais. Um
questionario foi dado aos alunos para saber sua opinido sobre a licdo. O
principal resultado é que 100% dos alunos acharam a li¢do interessante e
89% gostariam de continuar com o desenvolvimento de um modelo de

3 The result corresponds well with the findings of Benacka and Ceretkova (2014) (100% and 89%), and implies that
developing spreadsheet applications that model real dynamic systems by using the Euler method of solving the governing
differential equation has the potential to promote STEM to high school students.
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predador-presa. Isso implica que a modelagem de sistemas dindmicos com
planilhas usando o método de Euler de resolucdo de equagdes diferenciais
tem um potencial de promover Ciéncias e Matematica a nivel pré-
universitario. (BENACKA & CERETKOVA, 2014, p. 6)*

O professor G. A. Buxton, da Robert Morris University, Estados Unidos da América,

em seu trabalho sobre a aplicacdo de modelagem na Biologia, expde:

Descobrimos que a incorporacdo de simulagdes computacionais na Biologia
é importante para melhorar as habilidades quantitativas de nossos alunos e
sua capacidade de usar planilhas para analise de resultados experimentais.
Isto talvez ndo seja muito surpreendente depois de um curso de semestre
inteiro onde os alunos implementam modelos de computador em um
ambiente de planilha. Além disso, varios estudantes subsequentemente
utilizaram ou incorporaram modelos de planilhas em seus projetos de
conclusdo de curso ou em projetos de pesquisa fora do curso. Em particular,
nas duas ultimas se¢Bes oferecidas (que continham em média 15 alunos
cada), seis alunos de Biologia continuaram usando modelos de computador e
simulacGes em seus futuros projetos de pesquisa; algo inédito antes que esta
aula fosse oferecida. (BUXTON, 2018, p. 17)*®

O artigo a seguir, de autoria de Ornek, real¢a o valor dos modelos: "Como resultado,

0s modelos fornecem uma aplicacdo do conhecimento em situa¢6es do mundo real para ver

COmO as coisas ocorrem em vez de apenas olhar para equagdes”. (ORNEK, 2008, p. 44)%

Outra forte evidéncia do sucesso da aplicacdo do que se propde pode ser visto em no

artigo de Nelson:

Em uma pesquisa denominada "Student Assessment of their Learning Gains"
0s estudantes classificaram a abordagem da modelagem cientifica
guantitativa através da aprendizagem ativa como uma maneira que produz
muito no entendimento de problemas do mundo real e na aplicacdo do
método cientifico. (NELSON, 2014, p. 1)*¥

% The paper gave the results of an experiment in which a numeric model of harvesting the world population of the Sperm
whale was developed with 27 gymnasium (high school) students of age 18-19. The model applied the Euler method of
solving differential equations. A questionnaire was given to the students to find out their opinion of the lesson. The main
result is that 100% of the students found the lesson interesting and 89% would like to continue with developing a predator-
prey model. That implies that modelling dynamics systems with spreadsheets by using the Euler method of solving
differential equations has a potential in promoting sciences and applied mathematics at the pre-university level.

3 We have found that the incorporation of computer simulations within undergraduate biology is important for improving the
quantitative skills of our students, and their ability to use spreadsheets to analysis experimental results. This is perhaps not
too surprising after an entire semester course where the students implement computer models in a spreadsheet environment.
Furthermore, a number of students have subsequently gone on and incorporated spreadsheet models within their senior thesis
research projects and honors research projects (outside of this course). In particular, in the last two sections offered (which
contained on average 15 students each) 6 biology students have continued using computer models and simulations in their
future research projects; something that would have been unheard of before this class was offered.

% As a result, models provide an application of the knowledge to real world situations-made to see how things apply in the
real world instead of just looking at equations.

% In a “Student Assessment of their Learning Gains” (SALG) survey, students identified this approach as producing “great
gains” in their understanding of real world problems and scientific research.
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Quanto ao uso da tecnologia nas carreiras de exatas, destaca-se o imponente trabalho
realizado por C. D’Angelo e colegas, pesquisadores da Bill & Melinda Gates Foundation,

Estados Unidos da Ameérica, o qual conclui:

Neste relatorio, descrevemos nossa revisdo sistematica e meta-analise da
literatura sobre simulagbes computacionais projetadas para o aprendizado
das disciplinas de exatas (“STEM”) nos curriculos da educagdo basica (“K-
12”). ... Resultados da meta-andlise destes artigos indicam que, em geral, 0
uso de simulacGes apresenta vantagem sobre o ndo uso. Além disso,
simulagGes com modificacOes apresentaram vantagem sobre simulacfes sem
modificacBes. A maioria das avaliacdes usadas para medir os resultados
associados a simulagBes eram de l&pis e papel; poucas aproveitaram o
potencial da tecnologia envolvida nas simulacées que foram estudadas. E
importante notar que o0s estudos incluidos na meta-analise foram
predominantemente em educacdo cientifica, sugerindo que uma necessidade
importante € um conjunto mais robusto de estudos de alta qualidade sobre
simulagdes em outros dominios no nivel basico (“K-12"). Portanto, enquanto
0 nosso trabalho mostra que simulacdes, em diferentes configuracdes ou
contextos dentro da sala de aula, melhoram a aprendizagem do aluno, ainda
h& muito a ser aprendido sobre os beneficios das simulacdes de computador
nas Ciéncias. (D’ANGELO ET AL, 2014, p. 27)®

2.2.2. A atividade proposta: um exemplo na Farmacologia

1. Introducéo

A atividade de modelagem que propomos baseia-se em métodos numéricos e tem a
finalidade de aprofundar o aprendizado dos fendmenos dindmicos, além de construir um
esquema de aprendizado Gtil ao método cientifico. Ao desenvolver modelos quantitativos e
valida-los com experimentos reais, 0 estudante se depara naturalmente com o método. Nela
sdo vistos elementos de computacdo (como algoritmos e recursividade) e de Matematica
(sequéncias e funcBes, por exemplo). A andlise gréfica é estimulada através do uso de

planilhas convencionais, largamente disponiveis nos ambientes informatizados. Com o

% In this report, we have described our systematic review and meta-analysis of the literature on computer simulations
designed to support science, technology, engineering, and mathematics (STEM) learning in K-12 instructional settings. Both
quantitative and qualitative research studies on the effects of simulation in STEM were reviewed. Only studies that reported
effect size measures or the data necessary to calculate effect sizes were included in the meta-analysis. Initial search results
identified 260 articles, of which 59 (23%) met this requirement. Results from the metaanalysis of 59 studies indicate that,
overall, simulations have a beneficial effect over treatments in which there were no simulations. Also, simulations with
modifications were shown to have a beneficial effect over simulations without those modifications. Most of the assessments
used to measure outcomes associated with simulations were paper/pencil based; few took advantage of the affordances of the
technology involved in the simulations that were studied. It is important to note that the studies included in the meta-analysis
were predominately in science education, suggesting that an important need is a more robust pool of high quality research
studies on simulations in other STEM domains at the K-12 level. Thus, while our work shows that simulations, in many
diferente configurations or contexts within the classroom, can improve student learning, there is still much to be learned
about the educational benefits of computer simulations across the STEM domains.
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advento das técnicas computacionais, protétipos dessa natureza tém sido cada vez mais

utilizados em modelagem cientifica quantitativa.

Possui a caracteristica de ser auto conduzida, sob tutoria, nos moldes do ambiente de

aprendizagem ativo, um dos fatores de sucesso da Modelagem Matematica.

A fim de explorar devidamente a interdisciplinaridade, escolheu-se o tema da
Farmacologia, de grande visibilidade nas Ciéncias Biologicas. Dentro dele temos a
Farmacocinética, a qual se preocupa com 0 que acontece com uma droga no organismo desde
a absorcdo até a eliminacdo, e a farmacodindmica, preocupada com 0 que acontece com 0
organismo sob a acdo de uma droga. Nossa atividade esta focada na primeira éarea,

particularmente no estagio de eliminacao.

A hipotese da atividade é a de que o fenbmeno de eliminacdo de um farmaco pode ser
explicado por um modelo recursivo onde a condi¢éo inicial € a de certa concentracdo deste no
sangue e cuja dinamica apresenta concentracdes menores a medida que o tempo passa. O
modelo permite que se conheca a concentra¢do do farmaco no sangue sem que se tenha que

colher amostras posteriores, o que elevaria o risco do paciente.

Trata-se da injecdo intravascular de 5 miligramas (mg) de sulfato de morfina em um
individuo adulto, o que resulta em uma concentracao plasmatica de 5,51 nanogramas por

mililitro (ng/mL) verificado experimentalmente certo tempo ap6s a injecao (py).

Devemos considerar que, por se tratar de uma injecdo intravascular, a absorcdo sera
imediata. Quanto a distribuicdo, iremos assumir que o farmaco sera transportado rapidamente
as partes do corpo por quais tenha afinidade, dada sua via de administracdo. Por outro lado,
sabe-se, do experimento, que uma parcela razoavel do farmaco transforma-se em metabdlitos.
Isto foi considerado nas amostras. Por fim, iremos supor que a eliminacdo retratada é

predominantemente renal.

O farmaco estudado é o sulfato de morfina, poderoso analgésico utilizado em
pacientes com cancer. Sua meia-vida, tempo em que a quantidade do farmaco se reduz a
metade, traz subsidios para a exploracdo das funcdes exponencial e logaritmica, mostrando

aos alunos a relacéo entre elas.
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A atividade proporciona uma comparagdo entre os métodos numérico e analitico,
despertando no estudante o interesse pelo aperfeicoamento dos resultados obtidos no primeiro

a vista do segundo.

Mostra, ainda, como obter os pardmetros de meia-vida e de concentracdo a partir da
equacdo gerada pelo ajuste de curvas. Aqui, no caso de turmas com base de Célculo, pode ser
explorado pelo professor o método dos minimos quadrados com o intuito de compara-lo com

0 que se d& na planilha.

Uma das caracteristicas da atividade é a verificacdo de que um modelo matematico
ndo € perfeito e que, por essa razdo, a teoria dos erros € outra area que pode ser explorada no

decorrer do exercicio.
O Apéndice contém a ficha da atividade a ser aplicada.
2. Base teorica

O modo mais simples de descrever a eliminacdo de um farmaco da corrente sanguinea
¢ imaginar sucessivas “trocas” de uma certa quantidade de sangue “contaminado” por sangue

“puro”. O que acontecera em cada troca ¢ representado pelo modelo fisico a seguir:

Figura 1. Modelo fisico da atividade proposta

Vamos calcular, a cada troca, a quantidade de morfina no plasma sanguineo.
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Deve-se notar que a Farmacologia faz uso de grandezas especificas para mensurar a
quantidade de uma substancia. O motivo é que normalmente tais substancias sdo parte de uma

mistura cujos demais componentes ndo nos interessa.

Por outro lado, como o volume total de sangue no corpo humano é aproximadamente
de 6 litros e constante ao longo do tempo, podemos substituir, nos calculos, a quantidade pela

concentragéo. Isso resolve o problema.

Pois bem, seja p a concentracdo do farmaco no sangue.

A variacdo da concentracdo por intervalo de tempo (2—’:) € uma proporcdo k > 0 da

concentracdo anterior. Entdo:

dp

¢ = kP

Entretanto, poderemos ter entrada e saida. Ou seja, podemos ter, nesse intervalo, a
entrada (injecdo) do farmaco em uma dada concentragdo (e a uma proporcao, ou taxa, k;), e a

saida (eliminacéo) do farmaco em outra (a uma proporcao, ou taxa, k). Portanto:

Ora, se ndo houver injecédo nesse intervalo ndo teremos entrada e entdo:

Ap
A_t = —Ks. ps

A fim de facilitar a escrita, de agora em diante denominaremos p, de p simplesmente:

Ap
— = —k,.
At Sp

Dado que ndo havera novas injeces do farmaco, vamos retirar, a cada troca, uma

Ap

proporgao x (7) da concentracdo anterior, a fim de determinarmos a nova concentracao:

1% troca:

P1 = Po — X.Po



22 troca:

P2 = P1—X.P1

n-ésima troca:
Pn = Pn-1 — X.Pn-1
Trata-se de uma equacdo discreta que nos da a n-ésima troca.

Multiplicando os respectivos lados das equagOes anteriores, fica:

P1-Pz- - Pn = (Po — X.P0)- (P — X. 1) e (Proy — X. Pp—1)

_ (po = x.po)- (p1 — x.p1)- . (Pr—1 — X. pp_1)
P1-P2- - Pn-1

Pn

_ Po- 1-x).p1.(1—%) . ppq.(1 —x)
" P1-P2- - Pn-1

Pn="p0-(1—x).(1—x)....(1 —x)

pn = po- (1 —x)"

Mas
Ap
X =—
p
E dado que
Ap
— = —k;.
At S p
Vem que

x = —kg. At

40
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Uma vez que os sinais negativos, tanto aqui quanto na equagao discreta, significam

saida, ndo se operam. Por isso, resulta que:

Pn = Po- (1 — ks. AD)™

Eis a equacdo discreta. A sequéncia p, representa a concentracdo do farmaco no

plasma sanguineo ap6s n trocas, dado ndo haver novas doses.

Agora, vamos passar do tratamento discreto para o tratamento continuo a fim de ver o

gue ocorre com nosso modelo.

Obs.: A passagem a seguir envolve conhecimento de Calculo Diferencial e Integral, de

maneira que, conforme o caso, sera utilizado pelo professor somente.

Haviamos visto que:

Ap
E = —ks.p
Se fizermos At muito pequeno, no limite (limAHoj—f = %) chegaremos a equacéo
diferencial:
dp
dt = —Ks.p

Reescrevendo e integrando ambos 0s membros:
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P kst

Donde vem que:

p = po.e kst

Esta é a solucdo continua, também chamada de analitica. Podemos usa-la para calcular

a concentracao a qualquer momento (sem recursividade).
Vamos entender a taxa de eliminagéo:

A eliminacdo de um farmaco se da por diferentes maneiras (renal, metabdlica,
respiratéria e intestinal). A taxa de eliminacdo (k) se define por uma certa quantidade
eliminada em um dado intervalo de tempo. Pode-se obter essa taxa do tempo de meia-vida,
gue € o tempo necessario para que a quantidade do fArmaco no organismo caia a metade e que

se pode encontrar facilmente na literatura:

Onde t:1 é o tempo de meia-vida
2

Vejamos como chegar neste resultado.

Ora, vimos que a equacao analitica é dada por:

p = po.e kst

Para o caso da meia-vida, tempo em que a quantidade do farmaco se reduz a metade,

podemos fazer:
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Entao:

Po —kst1

Po —kst1
ln; = Inpy.e 2

—ks.t1
Inpy — In2 = Ilnpy +Ilne 2

—kg.t1
—In2 = lne 2

—In2 = —k;. t1
2
. —In2
1 =
2 —ks
ks="2 (%)

3. Acerca do modelo discreto

Dada a equacéo discreta:
Pn = Po- (1 — ks. AD)™

A sequéncia p,, representa a concentracdo do farmaco no plasma sanguineo ap6s n

trocas. No nosso caso, simularemos uma troca a cada hora. Assim, At = 1h.

Uma vez que a meia-vida da morfina, conforme bula do Dimorf® (Cristalia Produtos
Quimicos e Farmacéuticos Ltda., 2017), é de cerca de 2,5 horas, tem-se de (*) que:
_n2_n2

k. = =
S t1 2,5
2

= 0,28h71

Sendo

n=tAt!
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po = 5,51 ng/mL
Teremos, entéo:
po = 5,51.(1 —0,28)°
p; =5,51.(1—0,28)!

E assim sucessivamente. A fim de prepararmos as condi¢fes para comparagdo com 0S

valores reais, preencheremos até t = 5h.
O resultado sera mostrado em uma tabela (planilha eletrénica) como a seguir:

Tabela T.3 — Dados para o modelo discreto

t(h g
M oG
0 5,51
1 3,97
2 2,86
3 2,06
4 148
5 1,07

Q.3a. Note que nossa sequéncia serd dada pela progressdo geométrica de termo inicial

po erazdo 1- 0,28 = 0,72 < 1. Que tipo de relacdo obtemos aqui?
R: Trata-se de uma progressdo geomeétrica decrescente, solugdo da sequéncia.

Outra informacdo que podemos extrair é a taxa de variacdo relativa da concentracdo
do farmaco injetado para uma unidade de tempo, dada por:
P1— Po 3,97 — 5,51

— - = —028 = —289
r o 5,51 &
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Q.3b. A taxa de variacdo mudaria se utilizdssemos outros termos da sequéncia em seu

Célculo? Porqué?

R: N&o mudaria pois a taxa de variagdo é referente a uma progressdo geométrica de 12

ordem, e, por isso, constante.
Q.3c. O que significa o sinal negativo da taxa de variagéo?

R: Significa que a funcdo (progressdo geométrica) é decrescente, ou seja, a

concentracdo se reduz ao longo do tempo.

Facamos um gréafico de p(%) em funcdo de t(h). Vamos denomina-lo Gréfico G.3

Grafico G.3 — Modelo discreto

P, (ng/mL) ° ‘

# Série Discreta t{h)

Fonte: proprio autor
4. Acerca do modelo continuo

Dada a solucdo continua para p = p(t), t > 0:

p = pg.e st
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Usando a equacao acima, vamos adicionar & nossa tabela T.3 uma coluna de p(t) para

0 caso continuo. Podemos ver o resultado na tabela T.4, a seguir.

Tabela T.4 — Dados para 0 modelo continuo

t(h) G pCD

0 5,51 5,51
1 3,97 4,16
2 2,86 3,15
3 2,06 2,38
4 1,48 1,80
5 1,07 1,36

Em seguida, adicionaremos uma nova série no grafico G.3 a partir dessa coluna,
salvando-o agora como grafico G.4. Note nele a diferenca entre a série (progressdo

geomeétrica) e a funcdo exponencial (continua).

Grafico G.4 — Modelo continuo

3]
Py (ng/mL)
5 ¥\

0 1 2 3 4 5 6

=@ Funcao Continua t(h)

+ Série Discreta
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Fonte: préprio autor
Analiticamente, do caso discreto, temos:
p = po-(1—-0,28)"
Mas
n=tAt™1,
Logo:

p = po- (1 -10,28)°

p = py.0,72¢
E do caso continuo, vem que:

p = po.e 028t

p = po.0,76¢

As equacdes discreta e continua confirmam os diferentes graficos representando o

mesmo fenémeno.
5. Acerca do modelo discreto aprimorado
Vamos agora fazer 10 trocas a cada hora:
At = 0,1h (6 min)
Dados:
n=tAt"!
pPo = 5,51 ng/mL
E lembrando a equacéo discreta:

pn = po- (1 — kg. AO)™



Vamos preencher outra tabela onde constem t(h) e pn(%):

Tabela T.5 — Dados para o modelo discreto aprimorado

(R Pl
mL
0 5,51
0,1 5,34
0,2 5,18
0,3 5,03
0,4 4,88
0,5 473
0,6 459
0,7 4.45
0,8 4,32
0,9 4,19
1 4.06
1,1 3,94
1,2 3,82
1,3 3,71
1,4 3,60
15 3,49
1,6 3,38
1,7 3,28
1,8 3,18

1,9 3,09




(R Pl
mL
2 3,00
2,1 2,91
2,2 2,82
2,3 2,73
2,4 2,65
2,5 2,57
2,6 2,50
2,7 2,42
2,8 2,35
29 2,28
3 2,21
3,1 2,14
3,2 2,08
3,3 2,02
34 1,96
3,5 1,90
3,6 1,84
3,7 1,79
3,8 1,73
3,9 1,68
4 1,63
41 1,58

49
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(R Pl
mL
42 1,53
43 1,49
4.4 1,44
45 1,40
4.6 1,36
4.7 1,32
4.8 1,28
49 1,24
5 1,20

Note que agora temos:

p=551.(1—0,03)%10

p =551.(1—0,03)°L10

p =551.(1—0,03)%210

renome

E assim sucessivamente até t = 5h.

Inserindo a nova serie no gréafico de p(%) em funcdo de t(h) (grafico G.4),

ie-o grafico G.5

Graéfico G.5 — Modelo discreto aprimorado
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mi

~#—Fungdo Continua t (h)
¢ SérieDiscreta

Série Discreta Aprimorada

Fonte: proprio autor
Q.5. O que podemos concluir da comparacéo entre os graficos?

R: A conclusdo é que quanto menor o intervalo de tempo aplicado (no conjunto 3,
menor que no conjunto 1), mais o grafico da serie discreta se aproxima da funcdo continua
(funcdo 2), tida como ideal mas que na maioria das vezes ndo pode ser calculada. Isto mostra

0 poder do método numérico na compreensdo de fendmenos dinamicos.
Analiticamente, do caso discreto, agora vem:
p = po-(1—10,03)"
Mas
n=tAt1,
Logo:

p = po.(1—0,03)'%
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p = po.0,74¢
E do caso continuo temos:

p = po.e 028t

p = po.0,76¢

Note a aproximacdo razoavel entre os graficos das equacGes, confirmada pela

aproximacao da nova série com a funcao continua.

6. Relacdo entre as func¢des exponencial e logaritmica

Vamos trabalhar agora as func6es exponencial e logaritmica. Para isso, vamos alterar
0 eixo y do gréfico G.5 para escala logaritmica, renomeando-o como grafico G.6, e observar o

gue acontece.

Gréfico G.6 — Alterando a escala da concentracéo

ng
0 (;L) 10

R2=1

1 : : . . = : :
0 1 2 3 4 5 6

—#—Funcio Continua [(h)
# Série Discreta

Série Discreta Aprimorada

Fonte: préprio autor

Q.6. O que se pode concluir?
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R: Ao transformarmos a escala do eixo y em logaritmica, estamos fazendo uma
mudanca de variavel. Isso significa utilizar nossa equacdo de concentracdo, que é
exponencial, como parametro de uma funcdo logaritmica. Ao obtermos uma linha reta,
processo conhecido como linearizagdo, podemos utilizar uma regresséo linear para encontrar

a funcéo que melhor representa os dados.
Vamos ver, matematicamente, o que aconteceu.

Alterar a escala significa aplicar a funcdo logaritmica a nossa equacdo. Sendo

vejamos:
Inp = In(5,51.e7 %28
Inp = —0,28.t + In5,51
Inp =-0,28.t + 1,71
Chamando Ilnp de y e t de x, a e b constantes, temos:
y=ax+b

Uma fung&o linear, ou seja, uma reta no grafico Inp versus t!
7. Meia-vida

A meia-vida pode ser utilizada para trabalharmos a funcdo exponencial. Por exemplo,
supondo p, = 2,755 ng/mL (metade do valor inicial), vamos adicionar outra coluna a tabela

T.4, gerando a tabela T.7a (veja a seguir).

Tabela T.7a — Inserindo dados para a meia-vida

ng ng p ng
0 5,51 5,51 2,76
1 3,97 4,16 2,09

2 2,86 3,15 1,58
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ng ng p ng

() G D 5D
3 2,06 2,38 1,2
4 1,48 1,80 0,91
5 1,07 1,36 0,69

Na tabela T.7a colocaremos os resultados de p = p,.e~*st a cada intervalo de tempo,

gerando um novo gréfico (chame-o gréafico G.7a) que contenha apenas as fung¢Ges continuas.

Gréafico G.7a — Meia-vida?

oG 24\
™
W
2\

0 1 2 3 4 5 6
—4—Fung¢ao Continua t(h)

—@—Funcao Meia Vida

Fonte: proprio autor
Q.7a. Podemos dizer que as fungdes sdo iguais?

R: Aparentemente, sdo diferentes.

Agora, desloquemos a nova serie 2,5 h — 1 a direita (fazendo t = t - 2,5), conforme

a tabela abaixo:



Tabela T.7b - Deslocando dados para a meia-vida

(  wmGD  pGD 5CD
0 5,51 5,91 X
1 3,97 4,16 X
2 2,86 3,15 X
3 2,06 2,38 2,40
4 1,48 1,80 1,81
5 1,07 1,36 1,37

Com a nova série inserida no grafico G.7a, renomeie-o como grafico G.7b.

Grafico G.7b — Meia-vida!

p(%) i
L ; \

S

0 T T T T T

0 1 2 3 4 5
—4—Fung¢ao Continua t(h)

—@—Func¢ao Meia Vida

Fonte: préprio autor

Q.7b. O que aconteceu?
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R: As series se sobrepdem. Isso indica que sdo idénticas, ou seja, possuem 0 mesmo

decaimento.
Provemos que p = 5,51.e~%28t é 0 mesmo que p = 2,755. e 028(t-2.5);

5,51.e~028% = 2,755, ¢=028(-25)

2. e—0,28.t - e—0,28.(t—2,5)

07 ,—0,28t

207 o -0,28.(t-2,5)

e

00,7028t = 5=0,28.(t-2,5)

0,7- 0,28.t = —0,28.(t - 2,5)
0,7- 0,28.t = —0,28t + 0,7 c.q.d.

Podemos notar as transformaces no grafico de pn a partirde t = t - 2,5 (translacdo

Po

horizontal) e de p = >y (mudanca na inclinacéo).

8. Comparacao com os dados clinicos

Os dados extraidos do ensaio clinico (HOSKIN ET AL, 1989, P. 501) para validar

nosso modelo estéo a seguir:

Tabela T.8a — Dados clinicos

() PG

0 5,51
1 2,95
2 2,47
3 1,64

4 1,12
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th) PG

5 0,62

Abra a planilha, insira a tabela T.8a e faca um gréafico de p(%) em funcdo de t(h).

Como os dados tabelados sdo discretos, vamos inserir uma linha de tendéncia a fim de
descobrir, pelo ajuste de curvas da planilha, qual curva melhor se adequa aos dados. Escolhida

a curva, veja qual funcdo o software mostra. O gréfico resultante sera chamado grafico G.8a.

Grafico G.8a — Dados clinicos
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Fonte: proprio autor
Os valores de k; e p, estdo explicitos na equacio p = 5,23.¢ " t > 0.

Aqui pode-se questionar como o software determinou a linha de tendéncia. Para
responder isso, vamos adicionar uma coluna a tabela T.8.a com os valores de Inp de modo a

gerar uma nova série no grafico (conforme a tabela T.8b, a seguir). Depois vamos inserir a
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melhor linha de tendéncia (grafico G.8b) e, considerando o exposto em A.2.6, comparar 0S

valores das equacoes.

Tabela T.8b — Linearizagao dos dados clinicos

t(h g I

W oCH  inp
0 551 171
1 205 1,08
2 247 0,90
3 164 049
4 112 011
5 062  -048

Gréfico G.8b — Linearizacdo dos dados clinicos

ng
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1
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M Série Empirica Linearizada t(h)

Fonte: proprio autor
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Nossa conclusdo é que o software parece utilizar uma regresséo linear a partir do
método dos minimos quadrados. Para isso, precisa linearizar a curva. Isso pode gerar erros
pois o ideal, a despeito da complexidade, seria utilizar regressdo nao linear a partir da curva

original.

Insira uma coluna na tabela T.8a com os dados da funcdo continua (conforme a tabela
T.8c, a seguir) e gere, a partir dela, o novo gréfico (chame-o grafico G.8c). Insira a linha de

tendéncia.

Tabela T.8c — Comparativo dos dados clinicos e do modelo continuo

) G )

0 5,51 5,51
1 2,95 4,16
2 2,47 3,15
3 1,64 2,38
4 1,12 1,80
5 0,62 1,36

Gréfico G.8c — Comparativo dos dados clinicos e do modelo continuo



60

6
ng
p(2) K
5

p =5,23e041 * \_
R?=0,9814
1

=== Fun¢do Continua & Série Empirica

Fonte: préprio autor

Q.8. Comparando os dados da funcdo continua e do experimento, o que se pode

concluir?

R: Pode-se concluir, dada a semelhanca entre as curvas, que o modelo parece refletir

razoavelmente bem o fenémeno.
9. Limitag¢Ges do modelo

Vamos observar as diferengas entre os valores de concentragdo obtidos
experimentalmente e os calculados analiticamente (através dos parametros extraidos da
equacdo no grafico G.8a). A cada instante, teremos d = p, — p., €m que p, representa o

valor experimental e p. 0 valor obtido pela aproximacéo da funcao continua.
Monte uma tabela como a seguir:

Tabela T.9 — Valores residuais
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t(h) pe(-) peC) 4G
0 5,51 5,23 0,28
1 2,95 3,51 -0,56
2 2,47 2,35 0,12
3 1,64 1,58 0,06
4 1,12 1,06 0,06
5 0,62 0,71 -0,09

O modelo sera tdo mais fiel ao fendbmeno quanto menores forem os valores de d.

A partir da tabela, vamos gerar o grafico de residuais (d versus t(h)), o qual serd

denominado gréfico G.9.

Gréfico G.9 — Valores residuais
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Fonte: préprio autor

Observando o grafico, pode-se ver que hd um desvio pontual em t = 1h. Se
aceitarmos que nosso modelo ndo é perfeito, concluiremos que ele ndo reflete bem o
comportamento do fenbmeno em t = 1h, mas o faz bem para t >= 2h. Vamos calcular o

erro maximo em percentagem:

A% =

lpe — pcl (100%)
Pe 1

295 — 3,51| 100%

A% =
% 3,51 1

A% = 16%
10. Desafios

Q.10a. O que nos diz esta diferenga entre os parametros do modelo experimental e do

modelo continuo?
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R: Pode-se deduzir que o farmaco, para este paciente, decai mais rapidamente, como

mostra a curva no grafico.

Graéfico G.8c — Comparativo dos dados clinicos e do modelo continuo

6
Tty
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5 N\

p= 5230 \'\.
R?2=0,9814
1

== Fungdo Continua & Série Empirica

Fonte: préprio autor

Q.10b. Com o novo valor de k; podemos determinar a meia-vida para este paciente,
especificamente, ja que esse parametro é bastante confiavel agora. Qual seria a meia-vida no

caso do experimento entdo? Compare-a com as mencionadas no artigo original e na literatura.

R: Ao usarmos ks = 0,41 para descobrir a meia-vida nesse paciente, vem:

Do que resulta 1,7 h, em concordancia com o artigo original! Entretanto, percebe-se a
subjetividade da Farmacocinética quando a comparacdo ocorre com o Vvalor da literatura,

2,5 h, pois cada organismo elimina o farmaco de maneira mais rapida ou mais devagar.
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Q.10c. O que aconteceria com o gréfico se a droga fosse injetada em um paciente renal
crénico, incapaz de eliminar o farmaco no tempo previsto? O que isso significa em termos de

meia-vida?

R: Neste caso, o farmaco decairia mais lentamente, implicando em um tempo de meia-

vida maior.

Q.10d. Sabendo que a droga exerce o efeito analgesico em concentracdo superior a

1 ng/mlL, ap6s quanto tempo deveriamos injetar uma nova dose?
R: Vamos substituir a concentracdo na formula encontrada para descobrir o tempo:
p =5,23. e 0A4Lt
1 =15,23.¢ 041t
0,19 = ¢ 041t
In0,19 = -0,41.t
—-1,66 = —0,41.t
t = 4h

Q.10e. Observando o obtido do grafico dos dados experimentais, e sabendo que a
massa de morfina injetada foi de 5 mg, podemos concluir que apenas uma pequena parte da

morfina circula no sangue. O que isso significa?

R: Isso significa que a morfina injetada flui rapidamente do sangue para o sistema
nervoso, ali agindo. Apds isso, supde-se que seja metabolizada e eliminada como outra

substancia.
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3 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Nossa proposta partiu da inquietude do pesquisador diante das limitagdes verificadas
no ensino de fendmenos cientificos e da possibilidade de aprimorar a compreensdo dos
mesmos através da Matematica. Vimos como tal ensino, conduzido de maneira tradicional,

leva a dificuldade de aprendizagem e ao desinteresse por parte dos alunos.

Ao lancar a hipdtese, debrucamo-nos sobre os resultados de pesquisas ja realizadas,
deles se extraindo instrumentos adequados a nova conduta, dentre os quais destacamos a
Modelagem Matematica Realista e 0 aprendizado ativo, sempre sob a égide das evidéncias
obtidas. Em especial, destacamos o uso dos métodos numéricos na resolucdo de modelos
matematicos de fendmenos dindmicos, de maneira a evitar a necessidade de dominio do

Célculo Diferencial e Integral pelos estudantes e, simultaneamente, prepara-los para isso.

Vimos como a tecnologia pode ser nossa aliada ao possibilitar o exercicio de diversos
conceitos matematicos e a aplicagdo do método cientifico, inserindo o raciocinio analitico e

despertando nos alunos o interesse pelas Ciéncias e a pratica da aprendizagem ativa.

O uso de planilhas ficou evidenciado pela praticidade e familiaridade, ante seu caréater

amigavel ao usuario e sua ampla disponibilidade.

Com isso, validamos nossa hipdtese e partimos para a proposta de uma atividade de
modelagem numérica, a qual visa explorar a interdisciplinaridade, ao abordar o interessante e
atual tema da Farmacologia, e 0 uso intensivo da tecnologia, com os beneficios dai oriundos.
Através dela obtivemos um poderoso instrumento de previsdo de dose e de intervalo de
administracdo do farmaco, eliminando a necessidade de sucessivas coletas de sangue em

pacientes ja impactados pela dor.

O pesquisador, antes empolgado apenas com a didatica proporcionada pelo método,

foi surpreendido com seu poder de aplicacao.

Em resumo, vimos como a modelagem numérica realista explora os conceitos
propostos na reformulacdo do ensino das ciéncias ao exercitar o raciocinio quantitativo, fazer
uso da tecnologia e promover a participacdo ativa dos estudantes. Tratando-se de produto
interdisciplinar e flexivel, pode ser utilizada tanto no ensino médio quanto no ensino superior,

nas areas em que os fendmenos apresentem dificuldade de entendimento.
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E de nossa percepcdo que este trabalho pode servir de estimulo aos pesquisadores
interessados em aprofundar os métodos aqui citados, dado que ndo tivemos a intencdo de
exaurir o tema. Fica também a sugestdo de inser¢cdo do mesmo nos curriculos dos cursos de
formacdo de professores, tanto do Ensino Médio quanto do Ensino Superior nas areas em que

fendmenos dindmicos devam ser explorados.
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APENDICE
Modelo matemético de eliminacéo de drogas do organismo

A seguir, descrevemos a atividade que poderéa ser aplicada e que vem ao encontro do
objetivo deste trabalho. Ela mostra como utilizar o método cientifico e pode ser aplicada tanto

no Ensino Médio como no Ensino Superior.

Ao validarmos um modelo de como as drogas sdo eliminadas do corpo em relagéo a

dados clinicos previamente obtidos, exercitamos 0 método cientifico.
A.1l. Informacdes para a aplicacdo da atividade:
A.1.1. Atividade: eliminagéo de drogas do organismo.

A.1.2. Objetivo: exercitar o método cientifico através do uso de métodos numéricos
para obter um modelo matematico que se aproxime de um fendmeno real, a fim de
proporcionar a compreensdo de diversos topicos relacionados a Matematica, como sequéncias
e funcgdes, e aos fendmenos dindmicos, como, neste exemplo, a Farmacocinética de

eliminagdo de drogas.
A.1.3. Turma: Ensino Médio ou cursos de graduacdo, em particular na area da saude.

A.1.4. Disciplinas: Matematica (Ensino Médio) e Matematica Aplicada ou outras que
abordem Farmacocinética (Ensino Superior).

A.1.5. Duracdo: de 6 a 12 horas-aula.
A.1.6. Recursos materiais: computador com planilha eletronica.

A.1.7. Pré-requisitos: alguma familiaridade com ambiente computacional e com

planilhas eletrdnicas. Espera-se o conhecimento matematico basico de sequéncias e fungdes.

A.1.8. Metodologia: atividade de modelagem em grupos de 2 a 4 alunos, conduzida

em laboratério.

A.2. Desenvolvimento sugerido
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A.2.1. Introducdo

Trata-se da injecdo intravascular de 5 miligramas (mg) de sulfato de morfina em um
individuo adulto, o que resulta em uma concentracdo plasmética de 5,51 nanogramas por

mililitro (ng/mL) verificado experimentalmente certo tempo apds a injecao (p,).
A.2.2. Roteiro tedrico

A critério do professor, com base no exposto em 2.2.2 e considerando-se o nivel

matematico e cientifico da turma.
A.2.3. Modelo discreto
Dada a equacéo discreta:
pn = po- (1 — kg. AO)"

A sequéncia p,, representa a concentracdo do farmaco no plasma sanguineo apés n

trocas. No nosso caso, simularemos uma troca a cada hora. Assim, At = 1h.

Uma vez que a meia-vida da morfina, conforme bula do Dimorf® (Cristéalia Produtos

Quimicos e Farmacéuticos Ltda., 2017), é de cerca de 2,5 horas, tem-se de (*) que:

In2 n2 _
ky === =22x~0,28r"!
tl 2,5
2

Sendo

n=tAt!

po = 5,51 ng/mL
Teremos, entdo:
po = 5,51.(1—10,28)°

py = 5,51.(1 — 0,28)*
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e assim sucessivamente. A fim de prepararmos as condi¢des para comparagdo com oS

valores reais, preencheremos até t = 5h.

O resultado serd mostrado em uma tabela (planilha eletrdnica) como a seguir:

Tabela T.A.2.3 — Dados para o modelo discreto

(W) P
0
5

Q.A.2.3a. Note que nossa sequéncia serd dada pela progressdao geométrica de termo

inicial py erazdo 1 - 0,28 = 0,72 < 1. Que tipo de relagdo obtemos aqui?

Outra informacdo que podemos extrair é a taxa de variagdo relativa da concentragdo
do farmaco injetado para uma unidade de tempo, dada por:
P1— Po 3,97 — 5,51

= = = —0,28 = —289
r po 33 0,28 8%

Q.A.2.3b. A taxa de variacdo mudaria se utilizassemos outros termos da sequéncia em

seu Calculo? Porqué?

Q.A.2.3c. O que significa o sinal negativo da taxa de variacdo?

Facamos um gréfico de p(%) em funcdo de t(h). Vamos denomina-lo Gréfico

G.A23
A.2.4. Modelo continuo
Dada a solucdo continua para p = p(t), t > 0:

kgt

p=pg.e”
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Usando a equacao acima, vamos adicionar & nossa tabela T.3 uma coluna de p(t) para
0 caso continuo. Podemos ver o resultado na tabela T.A.2.4, a seguir. Em seguida,
adicionaremos uma nova série no grafico G.A.2.3 a partir dessa coluna, salvando-o agora
como grafico G.A.2.4. Note nele a diferenca entre a série (progressdo geométrica) e a funcéo

exponencial (continua).

Tabela T.A.2.4 — Dados para 0 modelo continuo

) G D)

0

Analiticamente, do caso discreto, temos:
p = po-(1—10,28)"
Mas
n=tAt1,
Logo:

p = po-(1—10,28)"

p = poy.0,72¢
E do caso continuo, vem que:

p = po.e~028t

p = po.0,76¢

As equacdes discreta e continua confirmam os diferentes graficos representando o

mesmo fendbmeno.
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A.2.5. Modelo discreto aprimorado
Vamos agora fazer 10 trocas a cada hora:

At = 0,1h (6 min)
Dados:

n=tAt™!

Po = 5,51 ng/mL

E lembrando a equacéo discreta:
Pn = Po- (1 — kg. AD)™

Vamos preencher outra tabela onde constem t(h) e p, (%):

Tabela T.A.2.5 — Dados para o modelo discreto aprimorado

ng

th) D)

0,0

50

Note gue agora temos:
p=551.(1—0,03)"1
p=551.(1—0,03)%110
p =551.(1—0,03)°%210

E assim sucessivamente até t = 5h.
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Inserindo a nova série no grafico de p(%) em funcdo de t(h) (grafico G.A.2.4),

renomeie-o grafico G.A.2.5
Q.A.2.5. O que podemos concluir da comparacao entre os graficos?
Analiticamente, do caso discreto, agora vem:
p = po-(1—10,03)"
Mas
n=tAt 1,
Logo:

p = po.(1—0,03)!%

p = po.0,74¢
E do caso continuo temos:

p = po.e 028t

p = po.0,76¢

Note a aproximacao razoavel entre as equacdes, confirmada pela aproximacao da nova

série com a funcéo continua.
A.2.6. Relacdo entre as fungbes exponencial e logaritmica

Vamos trabalhar agora as funcGes exponencial e logaritmica. Para isso, vamos alterar
0 eixo y do grafico G.A.2.5 para escala logaritmica, renomeando-o como grafico G.A.2.6, e
observar o que acontece.

Q.A.2.6. O que se pode concluir?

Vamos ver, matematicamente, 0 que aconteceu.
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Alterar a escala significa aplicar a funcdo logaritmica a nossa equagdo. Sendo

vejamos:
Inp = In(5,51.e7%28%)
Inp = —0,28.t + In5,51
Inp =-0,28.t + 1,71
Chamando lnp de y e t de x , a e b constantes, temos:
y=ax+b

Uma funcdo linear, ou seja, uma reta no grafico lnp versus t!
A.2.7. Meia-vida

A meia-vida pode ser utilizada para trabalharmos a funcdo exponencial. Por exemplo,
supondo p, = 2,755 ng/mL (metade do valor inicial), vamos adicionar outra coluna a tabela

T.A.2.4, gerando a tabela T.A.2.7a (veja a seguir).

Tabela T.A.2.7a — Inserindo dados para a meia-vida

() D pCD SCD)
0
5

Na tabela T.A.2.7a colocaremos os resultados de p = p,.e~*st a cada intervalo de
tempo, gerando um novo grafico (chame-o grafico G.A.2.7a) que contenha apenas as funcbes

continuas.

Q.A.2.7a. Podemos dizer que as funcdes séo iguais?
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Agora, desloquemos a nova série 2,5 h — 1 a direita (fazendo t = t - 2,5), conforme
a tabela abaixo. Com a nova série inserida no grafico G.A.2.7a, renomeie-o como gréafico
G.A.2.7b.

Tabela T.A.2.7b - Deslocando dados para a meia-vida

() mGD D ECD
0 X
1 X
2 X
3
4
5

Q.A.2.7b. O que aconteceu?
Provemos que p = 5,51.e~%28% é o mesmo que p = 2,755. e ~028:(t=2.5);

5,51. 028t = 2 755 —0.28(t-25)

2 =028t = p=0,28.(t-2,5)

07 ,—0,28.t — ,—0,28.(t-2,5)

e.e e

0,7-0,28t — ,—0,28.(t—2,5)

e e

0,7- 0,28.t = —0,28.(t - 2,5)
0,7- 0,28.t = —0,28t + 0,7 c.q.d.

Podemos notar as transformacdes no grafico de pn a partirde t = t - 2,5 (translagdo

Po

horizontal) e de p = >y (mudanca na inclinagéo).

A.2.8. Comparacao com os dados clinicos
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Os dados extraidos do ensaio clinico (HOSKIN ET AL, 1989, p. 501) para validar

nosso modelo estdo a seguir:

Tabela T.A.2.8a — Dados clinicos

th)  pGD)

0 5,51
1 2,95
2 2,47
3 1,64
4 1,12
5 0,62

Abra a planilha, insira a tabela T.A.2.8a e faca um gréafico de p(%) em funcao de

t(h).

Como os dados tabelados séo discretos, vamos inserir uma linha de tendéncia a fim de
descobrir, pelo ajuste de curvas da planilha, qual curva melhor se adequa aos dados. Escolhida
a curva, veja qual funcdo o software mostra. O grafico resultante sera chamado gréafico
G.A.2.8a.

Os valores de kg e p, estdo explicitos na equacdo.

Aqui pode-se questionar como o software determinou a linha de tendéncia. Para
responder isso, vamos adicionar uma coluna a tabela T.A.2.8.a com os valores de Inp de
modo a gerar uma nova série no grafico (conforme a tabela T.A.2.8b, a seguir). Depois vamos
inserir a melhor linha de tendéncia (gréfico G.A.2.8b) e, considerando o exposto em A.2.6,

comparar os valores das equagoes.

Tabela T.A.2.8b — Linearizacé@o dos dados clinicos

th) PG Inp
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) PG lnp

Nossa conclusdo é que o software parece utilizar uma regresséo linear a partir do
método dos minimos quadrados. Para isso, precisa linearizar a curva. I1sso pode gerar erros

pois o ideal seria utilizar regressdo nao linear a partir da curva original.

Insira uma coluna na tabela T.A.2.8a com os dados da funcdo continua (conforme a
tabela T.A.2.8c, a seguir) e gere, a partir dela, o novo grafico (chame-o grafico G.A.2.8¢c).

Insira a linha de tendéncia.

Tabela T.A.2.8c — Comparativo dos dados clinicos e do modelo continuo

th) G PGP

0 5,51
1 2,95
2 2,47
3 1,64
4 1,12
5 0,62

Q.A.2.8. Comparando os dados da funcéo continua e do experimento, o que se pode

concluir?

A.2.9. Limita¢des do modelo

Vamos observar as diferencas entre o0s valores de concentracdo obtidos

experimentalmente e os calculados analiticamente (através dos parametros extraidos da
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equacdo no gréafico G.8a). A cada instante, teremos d = p, — p., €M que p, representa o

valor experimental e p. o valor obtido pela aproximacéo da funcéo continua.
Monte uma tabela como a seguir:

Tabela T.A.2.9 — Valores residuais

t(h) peC) peCp) 4G
0
5

O modelo sera tdo mais fiel ao fendmeno quanto menores forem os valores de d.

A partir da tabela, vamos gerar o gréafico de residuais (d versus t(h)), o qual serd

denominado grafico G.9.

Observando o grafico, pode-se ver que hd um desvio pontual em t = 1h. Se
aceitarmos que nosso modelo ndo é perfeito, concluiremos que ele ndo reflete bem o
comportamento do fendbmeno em t = 1h, mas o faz bem para t >= 2h. Vamos calcular o

erro maximo em percentagem:

|pe - pcl (100%)

A% =
Pe 1

A% =

295 — 3,51| 100%
3,51 1 )

A% = 16%
A.2.10. Desafios

Q.A.2.10a. Com o novo valor de k; podemos determinar a meia-vida para este

paciente, especificamente, ja que esse parametro é bastante confiavel agora. Qual seria a
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meia-vida no caso do experimento entdo? Compare-a com as mencionadas no artigo original e

na literatura.

Q.A.2.10b. Qual seria a meia-vida no caso do experimento entdo? Compare-a com as

mencionadas no artigo original e na literatura.

Q.A.2.10c. O que aconteceria com o grafico se a droga fosse injetada em um paciente
renal crénico, incapaz de eliminar o farmaco no tempo previsto? O que isso significa em

termos de meia-vida?

Q.A.2.10d. Sabendo que a droga exerce o efeito analgésico em concentragdo superior

a 1 ng/mL, ap6s quanto tempo deveriamos injetar uma nova dose?

Q.A.2.10e. Observando o obtido do grafico dos dados experimentais, e sabendo que a
massa de morfina injetada foi de 5 mg, podemos concluir que apenas uma pequena parte da

morfina circula no sangue. O que isso significa?
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ANEXO
Sugestdo de materiais para o professor

A seguir, uma sequéncia de bons materiais para o0s professores que estiverem

interessados em aplicar as técnicas vistas nesta dissertagéo.

Benacka, J. Spreadsheet Numerical Modeling in Secondary School Physics and Biology.
Spreadsheets in Education, 2(3), p. 3, 2008.
O artigo da trés exemplos de modelagem numeérica com planilhas no Ensino Médio
nas disciplinas de Fisica e Biologia — queda livre no ar, crescimento de populagdo animal e
oscilacdo amortecida. O objetivo é introduzir o leitor a modelagem numérica. Os métodos
numéricos mais simples sdo usados — o Método de Euler e o Método de Diferencas Finitas.
Os modelos permitem que o aluno experimente 0s parametros e investigue 0 comportamento

dos sistemas.

Buxton, G. A. Mathematical Modelling and Computer Simulation in Undergraduate Biology

Education. Spreadsheets in Education, 10(3), 2018.

O artigo detalha a Modelagem Matematica em planilhas de alguns fenémenos
abordados em um curso de Biologia Computacional: o0 modelo de Lotka-Volterra predador-
presa, um modelo celular de crescimento de tumores e um modelo de surto de doencas
infecciosas. A experiéncia incentiva o0 uso de planilhas para modelar matematicamente
fendmenos bioldgicos, deixando os alunos mais confortaveis para interpretar a literatura

cientifica e habilitando-os como pesquisadores e cientistas em suas carreiras.

Rispoli, F. J., Feuer, J., & Wilkens, R. Teaching the Logistic Growth Difference Equation

Using Spreadsheets, Spreadsheets in Education, 3(3), 2010.

A equacdo de diferencas de crescimento logistico é frequentemente usada em Biologia
para modelar o crescimento populacional. Os termos que satisfazem essa equagdo tém muitas
propriedades matematicas notaveis, tais como exibicdo de comportamento cadtico. Usando
ferramentas de modelagem de planilhas, as propriedades do crescimento logistico podem ser
investigadas pelos alunos em um ambiente amigavel. Os alunos aprenderdo sobre ferramentas
computacionais e de modelagem Uteis, enquanto se deparam com uma nova area da

Matematica que fascinou muitos, a Teoria do Caos.
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Benacka, J. Modelling harvesting animal population at constant rate and constant effort.

International Journal of Mathematical Models and Methods in Applied Sciences,

8, p. 107-112, 2014.

O problema de caca a populacdo animal a taxa e esfor¢o constante € apresentado,
resolvido e modelado neste artigo. As equacdes sdo resolvidas analiticamente. As condicdes
de sobrevivéncia sdo encontradas e casos limites sdo mostrados. As implementacdes da
solucdo em planilhas sdo apresentadas. A caca as populacGes mundiais do cachalote e dos

bisdes americanos é modelada e analisada.

Barbosa, A. C., Carvalhaes, C. G., & Costa, M. V. A computacdo numérica como ferramenta
para o professor de Fisica do Ensino Médio. Revista Brasileira de Ensino de Fisica,

28(2), p. 249-254, 2006.

A proposta deste trabalho e apresentar ao professor de Fisica do Ensino Médio uma
forma de empregar recursos computacionais para esclarecer e aprofundar conceitos de Fisica
que sdo explorados de forma limitada por ndo se poder recorrer ao Calculo Diferencial e
Integral. O pendulo simples € usado como prot6tipo para o tratamento sugerido. Mostra-se
que apenas com o auxilio de uma planilha eletronica (sem a necessidade, portanto, de
conhecimentos avancados de computagédo) é possivel criar um ambiente para o aluno testar o
processo de convergéncia numérica e obter informagdes do comportamento do sistema a

partir de analises graficas.

Salvador, J. A.; Aragjo, J. L. Mathematical Modelling in Calculus Courses. In: Matos, J. F.;
Blum, W.; Houston, S. K.; Carreira., S. P. (Org.). Modelling and Mathematics
Education. Inglaterra: Horwood Publishing Series: Mathematics and Applications,
Springer, 2001. p. 195-204.

Este artigo apresenta um estudo sobre o papel de assessoria do professor em um
projeto de Modelagem Matematica desenvolvido por grupos de alunos de um curso de
Calculo Diferencial e Integral. O projeto de modelagem foi desenvolvido com a ajuda do
software Maple V, e foi uma das atividades propostas do programa de Célculo acima
mencionado, do qual o primeiro autor deste trabalho é o professor da turma. Um dos objetivos
deste projeto é fazer com que o aluno busque funcBes provenientes de situacdes reais e,

através delas, trabalhe com os conceitos do curso de Calculo.

Kyng, T. J.; Purcal, S.; and Zhang, J. C. Excel implementation of finite difference methods
for option pricing, Spreadsheets in Education, 9(3), 2016
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Este artigo apresenta e explica métodos de diferencas finitas para precos de opcdes e
mostra como esses métodos podem ser implementados no Excel. Sdo cobertos os métodos
explicito e implicito de diferencas finitas. Cada um usa uma aproximacdo numérica para a
equacdo diferencial parcial e condi¢do de contorno para converter a equacgédo diferencial em
uma equacdo de diferengas. A equacéo de diferencgas pode ser resolvida usando o Excel e esta
solucéo € uma aproximacao numérica ao preco da opgao. Explica-se como obter a equacdo de
diferencas a partir da equacdo diferencial e mostra-se ao leitor como implementa-Ila e resolve-

la usando o Excel.

Lau, M. A. Spreadsheet Implementation of Numerical and Analytical Solutions to Some

Classical Partial Differential Equations, Spreadsheets in Education, 9(3), 2016.

Este trabalho apresenta a implementacdo de solu¢Bes numéricas e analiticas de
algumas das equacdes diferenciais usando planilhas do Excel. Em particular, a equacdo do
calor, a equacdo de onda e a equacdo de Laplace, uma vez que tém solucdes analiticas bem
conhecidas. As solu¢fes numéricas podem ser facilmente obtidas uma vez que as equagoes
diferenciais sdo discretizadas por diferencas finitas e obtidas férmulas de células para
implementar os algoritmos recursivos resultantes e outros métodos iterativos, como 0 método
de super relaxamentos sucessivos (SOR). Os recursos graficos das planilhas podem ser
explorados para melhorar a visualizacdo das solugdes para essas equagdes. Além disso,
usando o Visual Basic for Applications (VBA) pode-se facilitar enormemente a
implementacdo das solucdes analiticas para estas equacdes e obter aproximacdes em Série de

Fourier para fungdes que governam as condi¢des iniciais e / ou condicdes de contorno.

Koch, G. A. Drugs in the Classroom: Using Pharmacokinetics to Introduce Biomathematical
Modeling. Mathematical Modelling of Natural Phenomena, 6(6), p. 227-244, 2011
Aqui os estudantes tém a oportunidade de desenvolver um modelo matematico de um
fendmeno bioldgico com o qual todos podem se familiarizar. Os alunos podem fazer conexdes
interdisciplinares entre este modelo e suas experiéncias pessoais anteriores, sejam
matematicas ou outras disciplinas. Comec¢ando com um modelo simples envolvendo a meia-
vida de uma droga, os estudantes aproveitam as vantagens matematicas para explorar a
Biologia. Eles podem entdo usar o conhecimento obtido da analise do modelo simples para
criar modelos mais complicados, ganhando assim maturidade matematica e de modelagem

através da melhoria da precisdo do modelo.



