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RESUMO

PEREIRA, M. A. A. Modelos nao lineares assimétricos com efeitos mistos. 2019. 150 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

Este trabalho tem como objetivo desenvolver modelos de regressdo nao lineares assimétricos
com efeitos mistos, que proporcionam alternativas ao uso da distribui¢cdo normal e outras distri-
bui¢des simétricas, para evitar a sensibilidade nas estimativas a observacdes atipicas e assimetria.
Modelos ndo lineares com efeitos mistos sdo explorados em vdrias dreas do conhecimento, prin-
cipalmente quando os dados estdo correlacionados, como dados longitudinais, medidas repetidas
e dados multiniveis, em particular, por sua flexibilidade em lidar com medidas de dreas como
biologia e farmacocinética. No entanto, existem dificuldades em obter estimadores explicitos
para os parametros nesses modelos. Atualmente muitos estudos estdo sendo desenvolvidos com
a familia misturas de escala da distribuicdo skew-normal (SMSN) que abrange distribui¢des
com caudas leves e pesadas, como a skew-normal, skew-Student-t, skew-normal contaminada e
skew-slash, como também as versdes simétricas destas distribuicdes. Neste trabalho sdo apresen-
tados modelos de regressao ndo lineares com efeitos mistos em que as componentes aleatdrias
tém distribui¢cdes pertencentes a familia SMSN. Para estimacao dos parametros € utilizada uma
solucdo numérica via algoritmo EM e suas extensoes, e algoritmo de Newton-Raphson. Anélises
em conjuntos de dados reais sdo realizadas com essa nova proposta, como o estudo da cinética
de drogas em seres humanos, além de andlises de diagndstico, por meio de andlise de residuos e
diagnéstico de influéncia. Sdo conduzidos estudos de simulagdes para verificar as propriedades

de médxima verossimilhanca dos estimadores.

Palavras-chave: modelos nao lineares, assimetria, efeitos mistos, misturas de escala skew-

normal, algoritmo EM.






ABSTRACT

PEREIRA, M. A. A. Nonlinear mixed-effects models with scale mixture of skew-normal
distributions. 2019. 150 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pds-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

This work aims to develop asymmetric nonlinear regression models with mixed-effects, which
provide alternatives to the use of normal distribution and other symmetric distributions, in order
to avoid the sensitivity in the estimates to atypical observations and asymmetry. Nonlinear
models with mixed-effects are explored in several areas of knowledge, especially when data
are correlated, such as longitudinal data, repeated measures and multilevel data, in particular,
for their flexibility in dealing with measures of areas such as biology and pharmacokinetics.
However, there are difficulties in obtaining explicit estimators for the parameters in these models.
At present, many studies have been developed with the family scale mixtures of skew-normal
distribution (SMSN) that encompasses distributions with light and heavy tails, such as skew-
normal, skew-Student-t, skew-contaminated normal and skew-slash, as well as symmetrical
versions of these distributions. In this work, nonlinear regression models with mixed-effects are
presented in which the random components have distributions belonging to the SMSN family.
For the parameters estimation, a numerical solution via the EM algorithm and its extensions
and Newton-Raphson algorithm is obtained. Analyzes for real data sets are performed with
this new proposal, such as the study of drug kinetics in humans, as well as diagnostic analyzes,
through residual analysis and influence diagnostics. Simulation studies are conducted to verify

the maximum likelihood properties of the estimators.

Keywords: nonlinear model, skewness, mixed-effects, scale mixtures of skew-normal, EM

algorithm.






LISTA DE ILUSTRACOES

Figural — Interpretacdo dos parametros Asym, xmid e scal em um modelo logistico.
Figura2 — Valores observados do didmetro do tronco de cinco laranjeiras. . . . . . . .

Figura 3 — Boxplots dos residuos ordindrios por drvore de laranjeira para todo o conjunto

Figura4 — Curva ajustada para a média, sem considerar a correlacao entre as laranjeiras.

Figura 5 — Boxplots dos residuos ordindrios por arvore de laranjeira. . . . . . .. . ..
Figura 6 — Curvas ajustadas para cada larajeira. . . . . . .. ... .. ... ......
Figura7 — Concentracdo de cefamandol contra o tempo apds a administracdo. . . . . .
Figura 8 — A funcdo biexponencial como combinag¢do linear de duas exponenciais. . . .
Figura9 — Perfis ajustados sob a distribui¢do normal por individuo dos dados de cefa-
mandol. . . . ...
Figura 10 — Histogramas dos valores preditos da variavel resposta por medi¢ao dos dados
decefamandol. . . . . . . . ... oo
Figura 11 — Interpretacdo do parametro lke, lka e Icl em um modelo de compartimentos.
Figura 12 — Concentracao de theophylline contra o tempo apds a administragcdo. . . . . .
Figura 13 — Perfis ajustados sob a distribui¢do normal por individuo dos dados de the-
ophylline. . . . . . . . . . . e e e
Figura 14 — Histogramas dos valores preditos da varidvel resposta por medicao dos dados
de theophylline. . . . . . . . . . . . . e
Figura 15 — Densidades da distribui¢ao skew-normal padrao univariada com diferentes
valores para o parametro de assimetria. . . . . . . . . . ... ... ...
Figura 16 — Densidades de distribui¢des univariadas pertencentes a familia SMSN. . . .
Figura 17 — Contornos da distribui¢do skew-normal bivariada. . . . . . ... ... ...
Figura 18 — Contornos da distribui¢do skew-t bivariada. . . . . . . . ... .. ... ...
Figura 19 — Contornos da distribui¢do skew-normal contaminada bivariada. . . . . . . .
Figura 20 — Perfis ajustados sob o modelo skew-normal contaminada por arvore de laran-
JEITA. . . v e e e e e e e e e e e
Figura 21 — Perfis ajustados sob o modelo skew-normal contaminada por individuo dos
dadosde cefamandol. . . . . . ... ... oo oo
Figura 22 — Perfis ajustados sob o modelo skew-normal contaminada por individuo dos
dados de theophylline. . . . . . . . . . . . . ... .. ...
Figura 23 — Razdes de verossimilhangas baseadas nas verossimilhancas perfiladas para

os dados de theophylline. . . . . . . .. .. ... ... .. .. .. ...,

30
30

31
32
33
33
34
35

36

37

38

39

40

41

44

54

55

55

55

70

73

75



Figura 24 — Valores preditos e observados da concentracio de theophylline em dois tempos. 78
Figura 25 — Distancias de Mahalanobis dos modelos ajustados aos dados de crescimento
delaranjeiras. . . . . . . . . . ... 91
Figura 26 — Graficos dos residuos condicionados das medicdes por arvore dos dados de
crescimento de laranjeiras. . . . . . . .. ... L. 91
Figura 27 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados para os dados das laranjeiras. 92
Figura 28 — Graficos dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados para
os dados das laranjeiras. . . . . . . . ... L. oL oL 92
Figura 29 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertuba¢do ponderacdo de casos com
A =0,5. . . 93
Figura 30 — Grificos de m(0) sob esquema de pertubacéo na varidvel resposta com ¢* =0,5. 94
Figura 31 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubac¢@o na matriz de dispersdo dos
efeitos aleatérioscomc¢* =0,5. . . . . . . .. ... ... . ... 94
Figura 32 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubagdo na matriz de dispersdo dos
erroscomc* =0,5. . . .. 95
Figura 33 — Graficos da porcentagem de mudanca na estimagdo dos parametros com
perturbacdo na matriz de dispersdo dos erros na direcdo da arvore 4. . . .. 96
Figura 34 — Griéficos da porcentagem de mudancga na estimag¢do dos parametros com
perturbacdo na varidvel resposta na direcioda arvore 1. . . . . . . . .. .. 96
Figura 35 — Distancias de Mahalanobis dos modelos ajustados aos dados do antibidtico
cefamandol. . . . . . . .. Lo 98
Figura 36 — Grdéfico de residuos condicionados das medicdes por individuos dos dados de
cefamandol. . . . . . . ..o 99
Figura 37 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados para os dados de cefamandol. 99
Figura 38 — Graficos dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados para
osdadosde cefamandol. . . . . . ... L. o Lo 100
Figura 39 — Grificos de m(0) sob esquema de pertubagio ponderacdo de casos com ¢* = 1.101
Figura 40 — Grificos de m(0) sob esquema de pertubagio na varidvel resposta com ¢* =0,5.101
Figura 41 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubac¢@o na matriz de dispersdo dos
efeitos aleatérioscomc¢* =0,5. . . . . . . ... ... ... .. .. ... 102
Figura 42 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubagido na matriz de dispersdo dos
erroscomc* =0,5. . . .. 102
Figura 43 — Graficos da porcentagem de mudanca na estimagdo dos parametros com
perturbacdo na varidvel resposta na direcdo do individuo 3. . . . . .. . .. 103
Figura 44 — Griéficos da porcentagem de mudancga na estimag¢do dos parametros com
perturbacdo ponderacdo de casos na dire¢do do individuo 4. . . . . . . . .. 104
Figura 45 — Graficos da porcentagem de mudanca na estimacdo dos parametros com
perturbacdo na matriz de dispersdao dos efeitos aleatérios na direcdo do
individuo 5. . . . .. 104



Figura 46 — Distancia de Mahalanobis dos dados de theophylline. . . . . . . ... ... 106
Figura 47 — Grafico de residuos condicionados das medic¢des por individuos dos dados de
theophylline. . . . . . . . . . . . . e e 107
Figura 48 — Graficos dos residuos quantilicos aleatorizados para os dados de theophylline. 107
Figura 49 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados para
os dados de theophylline. . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 108
Figura 50 — Grafico dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados de
ajustes sob distribui¢des simétricas para os dados de theophylline. . . . . . . 109
Figura 51 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubagdo ponderac¢do de casos com
T =0,5. . e 110
Figura 52 — Grificos de m(0) sob esquema de pertubacéo na varidvel resposta com ¢* =0,5.110
Figura 53 — Graficos de m(0) sob esquema de pertubag¢do na matriz de dispersdo dos
efeitos aleatérioscom ¢* =0,7. . . . . . . .. .. ... o0 111
Figura 54 — Graficos de m(0) sob esquema de pertubagdo na matriz de dispersio dos
erroscomc* =0,7. . . ... e 111
Figura 55 — Gréficos da porcentagem de mudancga na estimacdo dos parametros com
perturbacao ponderacdo de casos na direcao do individuo 7. . . . . . . . .. 112
Figura 56 — Gréficos da porcentagem de mudanca na estimacdo dos parametros com
perturbacao na matriz de dispersao dos erros na dire¢do do individuo 5. . . . 113
Figura 57 — Graficos da porcentagem de mudanca na estimagdo dos parametros com

perturbacdo na varidvel resposta na dire¢do do individuo3. . . . . .. . .. 114






Tabela 1
Tabela 2
Tabela 3

Tabela 4

Tabela 5

Tabela 6

Tabela 7

Tabela 8

Tabela 9

Tabela 10 —

Tabela 11 —

Tabela 12 —

Tabela 13 —

Tabela 14 —

Tabela 15 —

Tabela 16 —

LISTA DE TABELAS

Coeficientes do ajuste para todas as laranjeiras. . . . ... ... ... ...
Coeficientes do ajuste para cada arvore de laranjeira. . . . . . .. ... ...
Resultados sobre a distancia de Mahalanobis por distribui¢do pertencente a
classe SMSN. . . . . . L
Estimativa dos parametros (Estim.) com erros padrdes (E.P.) para os modelos
N-SMSN, SN-NLME, ST-NLME, SSL-NLME e SNC-NLME ajustados aos
dados de crescimento de laranjeiras. . . . . . ... ... ..o
Valores AIC e BIC para os modelos ajustados aos dados de crescimento de
laranjeiras. . . . . . . ... e e e e e e e
Resultados do teste da razdo de verossimilhangas para testar Hy : A =
aplicados aos dados de crescimento de laranjeiras. . . . . . ... ... ...
Valores absolutos do desvio relativo entre valores observados e preditos no
modelo SNC-NMLE e dados de crescimento de laranjeiras. . . . . . .. ..
Estimativa dos parametros (Estim.) com erros padrdes (E.P.) para os modelos
N-SMSN, SN-NLME, ST-NLME, SSL-NLME e SNC-NLME ajustados aos
dadosdocefamandol. . . . . . .. ... Lo Lo
Valores AIC e BIC para os modelos ajustados aos dados de cefamandol.
Resultados do teste da razdo de verossimilhangas para testar Hy : A = 0
aplicados aos dados de cefamandol. . . . . . . ... ... ... ...
Estimativa dos parametros (Estim.) com erros padrdes (E.P.) para os modelos
N-SMSN, SN-NLME, ST-NLME, SSL-NLME e SNC-NLME ajustados aos
dados de theophylline. . . . . . . . . . . . . . . .. ... ..
Valores AIC e BIC para os modelos ajustados aos dados de theophylline. . .
Resultados do teste da razéo de verossimilhangas para testar Hy : A = 0
aplicados aos dados de theophylline. . . . . . .. ... .. ... ......
Intervalos de confianga aproximados de 95% para o parametros de assimetria
A1 obtidos com a estatistica de razdo de verossimilhancgas para os dados de
theophylline. . . . . . . . . . . . . . e e e
Valores absolutos do desvio relativo entre valores observados e preditos no
modelo SNC-NMLE e dados de theophylline. . . . . ... ... ......
Média, viés, EQM e CP dos modelos ajustados sob as distribuicdes SN, ST

e SNC por meio de 1000 amostras simuladas de Monte Carlocomn =35 ¢

71



Tabela 17 — Média, viés, EQM e CP dos modelos ajustados sob as distribuicoes SN, ST
e SNC por meio de 1000 amostras simuladas de Monte Carlocomn =6 ¢
mi=11. . . . 80
Tabela 18 — Média, viés, EQM e PC dos modelos ajustados sob as distribuicoes SN, ST

e SNC por meio de 1000 amostras simuladas de Monte Carlocomn =9 e

Tabela 19 — Média, viés, EQM e PC dos modelos ajustados sob as distribuicdes SN, ST e
SNC por meio de 1000 amostras simuladas de Monte Carlo comn =12 e
mi=11. . . . 82
Tabela 20 — Percentuais de mudancas nas estimativas dos parametros quando arvores
foram excluidas para os dados de crescimento de laranjeiras. . . . . .. .. 97
Tabela 21 — Percentuais de mudancas nas estimativas dos parametros quando 4rvores
foram excluidas para os dados de cefamandol. . . . . ... ... ... ... 105
Tabela 22 — Percentuais de mudancas nas estimativas dos parametros quando individuos
foram excluidos para os dados de theophylline. . . . . . . . ... ... ... 115
Tabela 23 — Estimativas dos parametros como erros padrdes (E.P.) do modelo SN-NLME
ajustados aos dados de crescimento de laranjeiras. . . . . . ... ... ... 124
Tabela 24 — Estimativas dos parametros como erros padroes (E.P.) do modelo SN-NLME
ajustados aos dados de cefamandol. . . . . . . .. ..o 0oL o L 125
Tabela 25 — Estimativas dos parametros como erros padrdes (E.P.) do modelo SN-NLME
ajustados aos dados de theophylline. . . . . . .. ... ... ... ..... 126
Tabela 26 — Média, viés e erro quadratico médio dos ajustes sob o modelo skew-normal
baseadas em 1000 amostras Monte Carlocom A, =0,1e A, =0,5. . ... 127



SUMARIO

1.1
1.2
1.3
1.4

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1
4.1.1
4.2
4.2.1
4.2.2
4.3
4.3.1
4.3.2
4.3.3
4.4

INTRODUCAO . . . . .t ittt e et e e e e e e e 23
Analise de diagnéstico . . . . . . ... ... oL 25
Suporte computacional . . . . .. ... Lo 26
Produtosdatese . . ... ... ... ... . ... ... .. .. 26
Objetivos e organizacao do trabalho . . . . . . . .. ... .. ... .. 26
MOTIVACAO . . . .. ittt e e e e e e e e e e e e 29
Dados de crescimento de laranjeiras . . . . .. ... ... ..... .. 29
Dados do antibiético cefamandol . . . . . . .. ... .00 34
Dados do antiasmatico theophylline . . . . . . . ... ... ... ... 38

FAMILIA DE DISTRIBUICOES MISTURAS DE ESCALA SKEW-

NORMAL . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 43
Momentos . . . . . . . . . ... e 47
Distribuicao marginal e independéncia . . . . . . ... ... ... .. 48
Casos particulares . . . . . . ... .. ... 50
Representacao hierarquica . . . . . . ... ... ... ... ....... 56
Algoritmo EM em modelos SMSN . . . . . . .. ... ... ...... 57

MODELO NAO LINEAR MISTO COM MISTURAS DE ESCALA

SKEW-NORMAL . . . .. . . e e e e e e e e e e 59
Estimacao por maxima verossimilhanca . . . . . .. ... ... .. .. 61
Predicao dos efeitos aleatérios e da variavel resposta. . . . . . . .. 65
Estatistica da razao de verossimilhancas . . . . ... ... ... ... 67
Teste de hipoteses . . . . . . . . . . . .. . ... ... 67
Intervalo de confianca aproximado . . . . . .. ... .......... 67
Aplicacoes . . . . . . . .. e 67
Dados de crescimento de laranjeiras . . . . . . ... ... ....... 68
Dados do antibiético cefamandol . . . . . . ... ... ......... 71
Dados do antiasmatico theophylline . . . . . .. ... ... ...... 74
Simulacdes . . . . . ... 78
ANALISE DE DIAGNOSTICO . . . . . .o i it e e 83
Andlisederesiduos . . . . ... ... ... ... ... ... ... 83



5.2 Diagnéstico de influéncia. . . . . ... ... ... ... ......... 84

5.2.1 Influéncia local . . . . . .. ... ... ... .. .. .. ... .. ..... 84
521.1 Esquemas de perturbacdo . . . . . . . .. ... e 87
5.2.2 Dados de crescimento de laranjeiras . . . . . . .. ... ........ 90
5.2.3 Dados de antibiético cefamandol . . . . . . . .. .. ... ....... 98
5.2.4 Dados do antiasmatico theophylline . . . . . . . ... ... ... ... 106
6 MODELO NAO LINEAR MISTO SKEW-NORMAL . ... ..... 117
6.1 Estimacdo por maxima verossimilhanca . . . . . . ... ... .. ... 120
6.2 Aplicacoes . . . . . . ... 123
6.2.1 Dados de crescimento de laranjeiras . . . . . . ... .......... 123
6.2.2 Dados do antibiético cefamandol . . . . . . . .. ... ... ...... 124
6.2.3 Dados do antiasmatico theophylline . . . . . . . ... ... ...... 125
6.3 SimulacBes . . . . . . . ... 126
7 CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . o i i e e et e e 129
7.1 Conclusdes . . . . . . . . . . . .. 129
7.2 Perspectivas de trabalhos futuros. . . . . . . ... ... ... ..... 131
REFERENCIAS . . . . . . e e e e et 133
APENDICE A ALGORITMOS EM E NEWTON-RAPHSON . . . .. 139
Al Algoritmo EM . . . . . .. L 139
A.2 Algoritmo de Newton-Raphson . . . . . . . ... . ... ... .... 140
APENDICE B RESULTADOS ADICIONAIS DO CAPITULO 3. ... 143
B.1 Matriz de informacao de Fisher observada . . . . . ... ... .. .. 143
APENDICE C RESULTADOS ADICIONAIS DO CAPITULO 5. . . . 145
C.1 Envelopes simulados . . . . . ... ... ... 0L 145
C.2 Matriz hessiana . . . . . . . . ... ... 146
APENDICE D RESULTADOS ADICIONAIS DO CAPITULO 6. . . . 149

D.1 Matriz hessiana . . . . . . . . . . .. 149



23

CAPITULO

INTRODUCAO

Modelos com efeitos mistos t€ém aplicacdo em problemas estatisticos em diversas dreas
do conhecimento, em particular quando os dados sdo correlacionados, como dados longitudi-
nais, medidas repetidas e multiniveis. Os modelos nao lineares com efeitos mistos (NLMEs)
recentemente tém sido amplamente explorados em dreas como Ciéncias Bioldgicas, Econo-
mia, Engenharia e Farmacocinética. Modelos para dados com medidas repetidas ganharam
popularidade devido a sua flexibilidade na estrutura de covariancias e por permitir correlacao
nao constante entre as observagdes, além da capacidade de lidar tanto com dados balanceados
como desbalanceados. Os modelos ndo lineares sdo utilizados geralmente quando existe uma
interpretacdo fisica nas relacdes entre dados e parametros de um determinado problema que
claramente nao podem ser explicadas pela linearidade. Contudo, nestes modelos, existem difi-
culdades na obtencdo de estimadores explicitos para os parametros. Os efeitos aleatorios e os
erros, em geral, sdo apresentados sob suposicao de normalidade, como € tratado em Lindstrom e
Bates (LINDSTROM; BATES, 1990), mas a suposi¢ao de normalidade pode ocasionar a falta
de precisdo nas estimativas da variacdo entre os sujeitos, quando hé presenca de observagdes

atipicas e de assimetria e, portanto, nao ser realista.

Uma forma de minimizar problemas nas estimacdes dos pardmetros relacionados a pre-
senca de observagoes atipicas e assimetria nos dados consiste na transformacao de varidveis, a
fim de alcancar a normalidade. Porém, Azzalini e Capitanio (AZZALINI; CAPITANIO, 1999)
apontaram alguns problemas, a exemplo da dificuldade de interpretacdo dos resultados, especial-
mente quando cada varidvel € transformada usando uma funcao diferente e também quando a
homocedasticidade multivariada € necessdria, isso geralmente requer uma transformacao que é

diferente da transformacgdo para normalidade.

Desta forma, em tratamentos de dados em que a suposicao de normalidade nao € satisfeita,
algumas metodologias robustas alternativas foram desenvolvidas, como por exemplo a utilizagdo
de distribui¢des com caudas pesadas. Russo et al. (RUSSO; PAULA; AOKI, 2009) desenvol-
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veram um modelo NLME com distribui¢des elipticas (EL) e Meza et al. (MEZA; OSORIO;
CRUZ, 2012) desenvolveram um modelo NLME com uma subclasse de distribui¢des elipticas,
denominada de misturas de escala da distribuicao normal (SMN), introduzida por Andrews e
Mallows (ANDREWS; MALLOWS, 1974). Estudos de diagnéstico e influéncia local também
tém ganhado importincia em modelos NLME, nessa perspectiva podemos citar trabalhos como
Tang et al. (TANG; WEI; ZHANG, 2006), Lee Xu (LEE; XU, 2004), Zhong et al. (ZHONG et
al., 2003), Beckman et al. (BECKMAN; NACHTSHEIM; COOK, 1987), Paula (PAULA, 1996),
Tang et al. (TANG; WEI; WANG, 2001) e Matos et al. (MATOS et al., 2013).

Para tratar dados que ndo tenham uma relacdo linear, levando-se em consideragdo a
assimetria e sem efeitos aleatdrios, algumas propostas foram desenvolvidas, como podemos
verificar em Cancho et al. (CANCHO; LACHOS; ORTEGA, 2010) que desenvolveram um
modelo de regressao ndo linear (NLM) com a distribuicdo skew-normal com a abordagem
classica e bayesiana, e que foi posteriormente estendido por Garay et al. (GARAY; LACHOS;
ABANTO-VALLE, 2011) para distribuicdes assimétricas com caudas leves e pesadas, e em
Ferreira e Lachos (FERREIRA; LACHOS, 2016) que desenvolveram um modelo ndo linear sob

a classe de distribui¢cdes skew-scale mixtures of normal (SSMN).

Daremos ateng@o a modelos lineares com efeitos mistos, pois iremos apresentar modelos
ndo lineares nos efeitos fixos, mas que sao lineares nos efeitos aleatérios. Assim, podemos citar
trabalhos como Laird e Ware (LAIRD; WARE, 1982) que apresentaram um modelo linear com
efeitos mistos (LME) em que as componentes aleatdrias sio normalmente distribuidas, Savalli
et al. (SAVALLI; PAULA; CYSNEIROS, 2006) apresentaram um modelo LME sob a classe
de distribui¢des com contornos elipticos e Lachos et al. (LACHOS; GHOSH; ARELLANO-
VALLE, 2010) que apresentaram um modelo linear misto sob a classe de distribui¢des skew-
normal/independente (SNI). No contexto de acomodagdo de observacdes destoantes ou atipicas
em modelos lineares mistos, alguns pesquisadores deram importantes contribui¢des, tais como
Richardson e Welsh (RICHARDSON; WELSH, 1995) que discutiram a aplicagdo de métodos
robustos para maxima verossimilhanca restrita, Richardson (RICHARDSON, 1997) que propde
uma estimacao de influéncia limitada para reduzir a acdo de observagdes atipicas, tanto na
variavel resposta quanto na varidvel explicativa e Gill (GILL, 2000) que sugere robustificar o
logaritmo da funcdo de verossimilhanca e aplica o procedimento proposto para estimacao robusta

em dados longitudinais.

Sob a perspectiva Bayesiana, Lachos et al. (LACHOS; BANDYOPADHYAY; DEY,
2011) apresentaram modelos lineares e ndo lineares com efeitos mistos para acomodar dados
com censura sob a classe de distribuicdes normal independente ou normal/independent (NI) no
tratamento de dados de carga viral (HIV). Huang e Dagne (HUANG; DAGNE, 2011) apresenta-
ram um modelo NLME Bayesiano com erros de medida, assumindo que os efeitos aleatérios
seguiam a distribui¢do skew-normal, porém nao encontrou diferenca significativa quando compa-

rou com 0 modelo em que os efeitos aleatdrios sdo normalmente distribuidos. Lu e Huang (LU;
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HUANG, 2014) propuseram um modelo Bayesiano nao linear nos efeitos fixos e aleatdrios para
dados longitudinais, levando-se em conta a heterogeneidade e assimetria, com as distribui¢des
normal, skew-normal e skew-t. Com a classe de distribuicdes elipticas, De la Cruz e Branco
(CRUZ; BRANCO, 2009) apresentaram um modelo ndo linear Bayesiano para tratar dados com
medidas repetidas. Liu e Wu (LIU; WU, 2007) propuseram dois métodos de verossimilhanca
aproximada para modelos NLME semiparamétricos, sob normalidade e com erros de medida nas

covariaveis.

Neste trabalho apresentamos modelos para ajustar dados que ndo possuem relacao linear
com efeitos mistos e levando-se em consideracdo a assimetria. Desenvolvemos um modelo
flexivel em que a varidvel resposta € condicionada ao efeito aleatério (LACHOS; GHOSH;
ARELLANO-VALLE, 2010) e estas componentes aleatdrias seguem uma distribui¢ao perten-
cente a familia misturas de escala da distribuicao skew-normal (SMSN) (BRANCO; DEY,
2001; KIM, 2008; ZELLER; LACHOS; VILCA-LABRA, 2011). Denominamos este modelo de
modelo ndo linear com efeitos mistos com misturas de escala da distribuicdo skew-normal ou
nonlinear mixed-effects models with scale mixture of skew-normal distributions SMSN-NLME.
A familia SMSN engloba distribuicdes com caudas leves e pesadas, como a skew-normal (SN),
skew-Student-t (ST), skew-normal contaminada (SNC), skew-slash (SSL), como também as
distribuicdes normal (N), Student-t (T), normal contaminada (CN) e slash (SL), que sdo as
versdes simétricas destas distribui¢des. Os erros seguem uma distribui¢do pertencente a familia
SMN, que é um caso particular da familia SMSN. A familia SMSN de distribui¢des possui uma
representacio hierdrquica que possibilita a implementacio de um algoritmo EM (DEMPSTER;
LAIRD; RUBIN, 1977) e de suas extensdes, e do algoritmo Newton-Raphson para a estimacao
dos parametros do modelo pelo método de méxima verossimilhanca, por este motivo optamos
pela abordagem cléssica e também porque ndo temos informagdes prévias sobre os pardmetros.

No Apéndice A s@o apresentados resumos sobre os algoritmos EM e Newton-Raphson.

Adicionalmente, desenvolvemos um modelo em que a varidvel resposta ndo esta condici-
onada ao efeito aleatdrio e sob a distribui¢ao skew-normal (ANDREWS; MALLOWS, 1974),

cujas estimativas também sao obtidas por médxima verossimilhanca.

1.1 Analise de diagnéstico

Com o objetivo de avaliar a qualidade do modelo ndo linear sob a familia SMSN de
distribui¢des, vamos realizar um estudo de andlise de diagndstico em conjunto de dados reais.
Em modelagem estatistica a verificacdo da coeréncia das suposi¢des, por meio de alguma medida
apropriada, é de fundamental importancia e recebe contribuicdes de diversos autores. A andlise
de diagndstico € feita, em geral, por meio de analise de residuos e diagnéstico de influéncia. O
estudo de andlise de residuos tem como finalidade verificar a distancia entre os pontos ajustados

dos pontos previstos. No estudo de diagndstico de influéncia, as técnicas de influéncia global
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baseadas, por exemplo, na exclusdo de casos e técnicas de influéncia local desenvolvidas por
Cook (COOK, 1986). A abordagem de influéncia local é baseada no trabalho proposto por
Cook (COOK, 1986), Poon e Poon (POON; POON, 1999) e Zhu e Lee (ZHU; LEE, 2001),
aplicados em vdrios cendrios e esquemas de perturbagdo, considerando as distribuicdes marginais

e representagdes hierdrquicas.

1.2 Suporte computacional

As aplicacdes, simulacdes e grificos com respeito a teoria apresentada neste trabalho foi
implementada no software R versdo 3.5.2 (R Core Team, 2018), que é uma linguagem de progra-
macao e um ambiente de desenvolvimento integrado, de uso livre, para cilculos matematicos,
estatisticos e construcdo de graficos, disponivel no site www.r-project.org. As bibliotecas
do software R que utilizamos foram nlme (PINHEIRO et al., 2018), Runuram (LEYDOLD;
HORMANN, 2017), mixsmsn (PRATES; CABRAL; LACHOS, 2013), EMMIXskew (WANG;
NG; MCLACHLAN., 2018), sn (AZZALINI, 2018), hnp (MORAL; HINDE; DEMETRIO,
2017), mvtnorm (GENZ; BRETZ, 2009), numDeriv (GILBERT; VARADHAN, 2016), lattice
(SARKAR, 2008) e ggplot2 (WICKHAM, 2016).

1.3 Produtos da tese

As pesquisas realizadas e apresentadas nesta tese permitiram a publicacdo dos seguintes
trabalhos

e PEREIRA, Marcos Antonio Alves; RUSSO, Cibele Maria. Nonlinear mixed-effects models
with scale mixture of skew-normal distributions. Journal of Applied Statistics, v. 46, n. 9,
p. 1602-1620, 2019.

e PEREIRA, Marcos Antonio Alves; RUSSO, Cibele Maria. Nonlinear mixed-effects models
with scale mixture of skew-normal distributions. Proceedings of the 32nd International
Workshop on Statistical Modelling, p. 142-145, 2017.

e PEREIRA, Marcos Antonio Alves; RUSSO, Cibele Maria. Modelos ndo lineares assimé-
tricos com efeitos mistos. Poster apresentado na XV Escola de Modelos de Regressao.
Goiania. 2017.

1.4 Objetivos e organizacao do trabalho

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolver procedimentos de estimagdo na classe
dos modelos ndo lineares com efeitos mistos sob a familia de distribui¢cdes misturas de escala

skew-normal multivariada, baseados em técnicas de estimacao frequentistas. Estes modelos sdo
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nao lineares nos efeitos fixos, porém lineares nos efeitos aleatérios. As estimativas de maxima
verossimilhanca sdo obtidas por meio de processos iterativos. Destacamos os seguintes objetivos

especificos

I Propor modelos ndo lineares com efeitos mistos para tratar dados correlacionados e
levando-se em consideracao assimetria, ou seja, com este modelo é possivel ajustar dados

em que a varidvel resposta segue uma distribuicdo simétrica ou assimétrica.

IT Introduzir uma classe de distribui¢des assimétricas multivariadas que possua uma estrutura
conveniente para realizar inferéncias em modelos estatisticos, em especial, modelos ndo

lineares mistos.

III Propor procedimentos de estimagdo no modelo ndo linear misto com uma familia de
distribui¢des assimétricas pelo método de méxima verossimilhanga via algoritmo do tipo

EM. Esses modelos sdo lineares nos efeitos aleatorios.

IV Realizar estudo de diagndstico no modelo ndo linear misto, por meio da anélise de

influéncia local e global, e anélise de residuos.

V Apresentar um modelo ndo linear misto em que a varidvel resposta ndo estd condicionada
ao efeito aleatdrio, cujas estimagdes sao feitas pelo método de maxima verossimilhanca

via algoritmo do tipo EM e sob a distribui¢ao skew-normal.

¢ Organizacao do trabalho

Apresentaremos no Capitulo 2 algumas motivagdes que impulsionaram o desenvolvi-
mento deste trabalho, com aplicagdes em conjuntos de dados reais. No Capitulo 3 abordaremos
a teoria ja desenvolvida sobre a familia SMSN de distribui¢des de probabilidade. No Capitulo
4 apresentaremos e discutiremos sobre modelos nao lineares com efeitos mistos sob a familia
SMSN de distribui¢des, em que a inferéncia sobre o vetor de parametros € baseada na distri-
bui¢do marginal da varidvel resposta. No Capitulo 4 sdo apresentados também procedimentos
de estimacgdo dos parametros, via algoritmo do tipo EM, estimagdes dos efeitos aleatorios e
predicdes, além de aplicagdes nos conjuntos de dados apresentados no Capitulo 2 e estudo de
simulagdo. Discutiremos brevemente a anélise de residuos e ferramentas para diagndstico de
influéncia no Capitulo 5. No Capitulo 6 apresentaremos um modelo nio linear com efeitos
mistos sob a distribui¢do skew-normal, no qual distribuicdo marginal da varidvel resposta nao
€ condicionada ao efeito aleatério, como abordado no Capitulo 4. Finalmente no Capitulo 7,

faremos algumas conclusdes e apresentaremos algumas perspectivas de trabalhos futuros.
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CAPITULO

MOTIVACAO

Os modelos ndo lineares com efeitos mistos possuem grande aplicabilidade em problemas
em que os dados sdo correlacionados. Estes tipos de problemas sao encontrados em diversas
areas do conhecimento. Em geral, os problemas abordados com essa metodologia utilizam
funcdes ndo lineares com parametros nao conhecidos, com o objetivo de explicar ou descrever
fendmenos estudados, e a estas fungdes ou a estes parametros sdo introduzidos efeitos aleatorios.
Em especial, sdo comuns na literatura, anélises de dados ndo lineares da drea de Farmacocinética.
Neste Capitulo, apresentamos exemplos de ajustes de dados reais correlacionados com estrutura
ndo linear, previamente discutidos por outros autores e supondo que os erros e efeitos aleatdrios

sdo normalmente distribuidos.

2.1 Dados de crescimento de laranjeiras

A medida da circunferéncia do tronco de cinco laranjeiras (em mm) de um bosque no sul
do estado da Califérnia nos Estados Unidos foram medidas ao longo do tempo (em dias). Os
dados, colhidos em sete ocasides diferentes, sdo apresentados em Pinheiro e Bates (PINHEIRO;
BATES, 2000) e podem também ser encontrados na biblioteca nlme (PINHEIRO et al., 2018) do
software R (R Core Team, 2018) com o nome Orange (datasets).

Para ajustar estes dados, podemos considerar um modelo de regressao ndo linear logistico,
considerando y;; como a medida da circunferéncia do tronco, em milimetros, no tempo x;;, em

dias, dado pela expressdo a seguir

Asym

T g&i, i=1,....,5 =1,...,7 2.1
Yij 1+exp[—(xij—xmid)/scal]+ by P S T Z el 2.1

em que &;; sdo as entradas do vetor aleatério €;, normalmente distribuido, de dimensédo 7 x 1.

Os elementos do vetor de pardmetros & = (&, 0, 03) ' = (Asym,xmid, scal) " do mo-

delo logistico podem ser interpretados como
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e Asym: é a circunferéncia assintdtica média do tronco (o ),

e xmid: é a média da idade em que a drvore atinge a metade de sua circunferéncia assintdtica

() e

e scal: ¢ a média da escala de crescimento (03).

Esta fun¢do € linear no parametro Asym e ndo linear nos parametros xmid e scal.

Influéncia de Asym Influéncia de xmid Influéncia de scal
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Figura 1 — Interpretag@o dos parametros Asym, xmid e scal em um modelo logistico.

Com os graficos da Figura 1 podemos verificar as interpretacdes dos parametros, pois
com o aumento do pardmetro Asym, observamos um aumento nos valores das observacdes finais,
com o aumento do parametro xmid a curva sofre uma translagdo para baixo, indicando que a
circunferéncia assintética sofrerd uma reducao, e com alteracdes no valor do parametro scal, a
escala de crescimento também € alterada. Em cada grafico, os demais parametros permaneceram

constantes.
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Figura 2 — Valores observados do didmetro do tronco de cinco laranjeiras.
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Podemos notar no grifico de medidas observadas ao longo do tempo na Figura 2 que o

crescimento da medida da circunferéncia do tronco € diferente em cada uma das cinco arvores.

Ajustando os dados com um modelo ndo linear de efeitos fixos, conforme (2.1), por meio

da funcdo nls do software R, teremos os coeficientes estimados

Tabela 1 — Coeficientes do ajuste para todas as laranjeiras.

Asym xmid  scal
192,77 728,8 353,5

Na Tabela 1 podemos observar que o ajuste sob o modelo (2.1) sdo estimados apenas 3
parametros.

Os residuos ordindrios na Figura 3 tendem a ser negativos para as arvores 1 e 3 e positivos
para as arvores 2 e 4.

Arvores
(62}
.
—

-40 -20 0 20 40
Residuos

Figura 3 — Boxplots dos residuos ordinarios por arvore de laranjeira para todo o conjunto de dados.

Obviamente a curva ajustada com todos os dados, curva em preto na Figura 4, ndo é
adequada para a maioria das arvores, cujos valores observados estdo assinalados em cinza. Assim,

analisando os graficos das Figuras 3 e 4 € evidente a necessidade de um ajuste em que o "efeito
arvore" € considerado.
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Figura 4 — Curva ajustada para a média, sem considerar a correlagdo entre as laranjeiras.

Fazendo ajuste com um modelo ndo linear levando em considera¢do o efeito aleatério

de cada arvore, por meio da funcdo nlsList da biblioteca nlme (mais detalhes sobre o modelo

estdo em (PINHEIRO et al., 2018)), teremos os coeficientes estimados conforme apresentados

na Tabela 2.

Tabela 2 — Coeficientes do ajuste para cada arvore de laranjeira.

Arvore  Asym xmid scal
1 154.1629 627.1923 362.5709
2 218.9983 700.3450 332.4934
3 158.8294 734.8421 400.9549
4 225.3038 710.7051 303.1438
5 207.2579 861.3037 379.9465

Uma desvantagem deste modelo € a estimagdo de 15 parametros para considerar os

efeitos individuais de cada arvore.

No grifico de residuos ordindrios mostrados na Figura 5, verificamos que ndo € mais

evidente o "efeito de arvore", observado no ajuste anterior. Neste exemplo destacamos que a

correlacdo intra-individuos deve ser considerada quando analisamos este tipo de dados. Tal

abordagem € bastante conhecida e utilizada na literatura.
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Figura 5 — Boxplots dos residuos ordindrios por arvore de laranjeira.

A Figura 6 mostra graficos, gerados com o auxilio da biblioteca lattice (SARKAR, 2008),

dos valores observados, em cinza, e ajustados, em preto, para cada arvore de laranjeira.
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Figura 6 — Curvas ajustadas para cada larajeira.

Nos exemplos a seguir vamos destacar, além da necessidade de efeitos aleatorios em

modelos ndo lineares, a assimetria nestes efeitos, que € um dos objetivos principais deste trabalho.
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2.2 Dados do antibidtico cefamandol

Davidian e Giltinan (DAVIDIAN; GILTINAN, 1995) descrevem dados obtidos durante
um estudo para investigar a cinética da droga cefamandol. As concentracdes plasmaticas (em
mcg/ml) da droga foram medidas em 6 voluntdrios saudédveis em 14 tempos (em minutos)
diferentes ap6s uma dose intravenosa de 15 mg/kg de massa corporal de cefamandol. Os dados
estdo apresentados na Figura 7 e também podem ser encontrados na biblioteca nlme (PINHEIRO

et al., 2018) com o nome Cefdamandole (datasets).

250 =

200 =

150 — o

100 — o

50 -

T T T T
0 100 200 300

Concentragdo do Cefamandole (mcg/ml)

Tempo (minutos)

Figura 7 — Concentracdo de cefamandol contra o tempo apds a administracdo.

Segundo Gibaldi e Perrier (GIBALDI; PERRIER, 1982), um método comum de modela-
gem de dados farmacocinéticos € representar o corpo humano como um sistema de comparti-
mentos em que a droga € transferida de acordo com a cinética de primeira ordem (PINHEIRO;
BATES, 2000). Neste modelo de compartimentos, a concentracdo da droga ao longo do tempo
nos diferentes compartimentos € determinada por um sistema linear de equagdes diferenciais,
cuja solug@o pode ser expressa como uma combinagao linear de termos exponenciais. A funcao

nao linear utilizada para relacionar a concentragdo do cefamandol com o tempo é composto

por dois compartimentos, ou seja, a concentracio y; = (y1,...,y14)  notempot; = (t1,...,t14) "
como uma combinacdo linear de duas exponenciais
. (X/ —fe (X/ . .
flatij) =one €2 v oge ™t i=1,...,6, j=1,...,14, (2.2)

com o = logay, oy =logoy, & = (01,00,053,04) ", 0p >0 e ay > 0. A funcdo nio linear
apresentada acima € ndo identificavel, pois os parametros @ e 04 podem ser trocados sem alterar

o valor de f(a,t;), o que pode ser corrigido se considerarmos o > 0.

Ajustando os dados com um modelo ndo linear considerando efeitos aleatdrios associados

aos parametros o e 0y e sob a distribuicdo normal para a varidvel resposta, teremos o seguinte
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modelo

yi=f(a,t;))+Zb;+€, i=1,...,6, (2.3)

em que f(e, t;) = (f(e,t1),...,f(&,t;14)) ", Z;, de dimensdo 14 x 2, é uma matriz de constantes
. ind. ii.d. . ~ . .
conhecidas, e &; '~ N14(0,0%I14) e b; S N>(0,D),i=1,...,6, sdo os erros e os efeitos aleato-

rios, respectivamente, e sao nao correlacionados. A matriz de dispersdo dos efeitos aleatérios D

€ ndo estruturada. Observe que o modelo € ndo linear nos efeitos fixos, mas linear nos efeitos
aleatorios.

Quando consideramos o > 04, como mencionado anteriormente, as previsdes do modelo
(2.3) sao modificadas, caso os parametros 0 € 04 sejam trocados. Ao assegurarmos esta
identificabilidade do modelo (2.3), o primeiro termo exponencial determina a fase inicial de

eliminacdo da droga e o segundo termo determina, principalmente, a fase final de eliminagdo da
droga (PINHEIRO; BATES, 2000).

o

o -

N \ —— biexponencial

o . --- 200 exp(-x exp(-2))
=t 100 exp(—x exp(—4))
g |
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—

O ] I|
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I I I I I I I
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Figura 8 — A func¢do biexponencial como combinacio linear de duas exponenciais.

A Figura 8 mostra o grafico da fun¢do biexponencial e os gréficos das funcdes exponen-

. . ~ ) )
cias que a constituem, que sao 200e™*¢ ~ e 100e ¢ .
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Figura 9 — Perfis ajustados sob a distribuicdo normal por individuo dos dados de cefamandol.

A Figura 9 mostra gréficos com valores observados, em cinza, e ajustados, em preto, dos

dados de cefamandol para cada individuo.

Os histogramas apresentados na Figura 10 se referem aos valores preditos da varidvel
resposta por medi¢do em cada um dos 14 tempos, com os ajustes em que as componentes
aleatdrias seguem distribuicdes normais multivariadas, conforme modelo (2.3). Podemos verificar

que ha tendéncia a assimetria a esquerda.
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Figura 10 — Histogramas dos valores preditos da varidvel resposta por medi¢do dos dados de cefamandol.
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2.3 Dados do antiasmatico theophylline

Com o objetivo de estudar a cinética do agente antiasmatico theophylline, autores como
Pinheiro e Bates (PINHEIRO; BATES, 2000) analisaram dados de um experimento em que a
droga foi administrada em 12 pacientes, e as concentragdes da substincia no sangue (em mg/[)
foram coletadas em 11 tempos (em horas) em cada individuo nas 25 horas apds a administracao

da dose Ds (em mg/kg) da droga.

Para esse tipo de problema, que envolve a absorcdo e a eliminacdo de uma subs-
tancia no organismo, € usual modelar a média da concentracdo de theophylline no sangue

_ T
Y. = (yla"'7yll>
utilizando um modelo de compartimentos de primeira ordem com a relagao nao linear

em funcio do tempo t; = (11,...,t;1)' e da dose Ds; = (Dsy,...,Ds11)"

Dsi,elkeJrlkaflcl The Tha
J —et; —e™;; : .
flenty) = = (e e ) =112, j =1

em que & = (o1, 0p,03) " = (lke,lka,lcl)" é o vetor de parimetros.

A funcao ndo linear apresentada acima também apresenta problemas de nao identificabi-

lidade em relacdo aos parametros lke e lka, assim consideramos lka > lke.

Pinheiro e Bates (2000) (PINHEIRO; BATES, 2000) denominam este modelo nao linear
como modelo de um compartimento de primeira ordem com as seguintes interpretacdes dos

parametros

e [ke: valor médio do logaritmo da constante da taxa de eliminagdo da substincia (a; ),
e [ka: valor médio do logaritmo da constante da taxa de absorc¢do da substancia (o) e

e [cl: valor médio do logaritmo da depuragdo plasmatica (o3).

Influéncia de ke Influéncia de lka Influéncia de Icl

< _— lke=-2.5 < _— lka=-2
------- lke=-1.5 —------ lka=-1
4444444444444 lke=-0.5 lka=0

00 05 1.0 15 20 25 30

Figura 11 — Interpretacdo do parametro lke, lka e Icl em um modelo de compartimentos.
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Em cada gréfico da Figura 11, os demais parametros permaneceram constantes.

Willemsen et al. (WILLEMSEN et al., 2017) destacaram algumas caracteristicas da
curva quando h4 alteracdo nos parametros e que podemos constatar nos graficos da Figura 11.
Por exemplo, quanto maior € o valor de /ke, mais acentuado € a diminui¢d@o em pontos posteriores
e menor a inclinagdo inicial da curva, que estd em concordincia com o aumento da taxa de
elimina¢do da substancia. Com o aumento no valor de /ka torna a inclinacio inicial mais ingreme,
pois a taxa de absor¢do aumenta e com a reducdo do valor de Ic/, a curva € esticada para cima,
ou seja, como a depuracdo plasmdtica é a medida da capacidade do organismo em eliminar um

farmaco, se o lcl é pequeno entdo a absorcao é maior.

Os dados estdo apresentados na Figura 12 também podem ser encontrados no biblioteca
nlme (PINHEIRO et al., 2018) com o nome Theoph (datasets).

Concentragéo do theophylline (mg/L)
»
|

Tempo (h)

Figura 12 — Concentragdo de theophylline contra o tempo apds a administracao.

As medidas observadas ao longo do tempo na Figura 12, sdo diferentes para cada
individuo. Ajustando os dados com um modelo ndo linear considerando efeitos aleatdrios
associados aos parametros lka e Icl e a distribui¢des normal para a varidvel resposta, teremos o

seguinte modelo

yi:f(a,ti)JrZ,-biJrei, i=1,...,12, 2.4)

em que f(e,t;) = (f(e,t1),...,f(,t;11)) ", Z;, de dimensdo 11 x 2, é uma matriz de constantes
. ind. iid. . - )

conhecidas, e & '~ N11(0,6%1;) e b, e N>(0,D), i =1,...,12, sdo os erros e os efeitos

aleatorios, respectivamente, e sdo ndo correlacionados, com D ndo estruturada. Observe que o

modelo apresentado é nao linear nos efeitos fixos, mas linear nos efeitos aleatorios.

A Figura 13 mostra os valores observados, em cinza, e ajustados, em preto, para cada

individuo com os dados de theophylline.
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Figura 13 — Perfis ajustados sob a distribui¢do normal por individuo dos dados de theophylline.

Os histogramas apresentados na Figura 14 se referem aos valores preditos da variavel
resposta por medi¢do em cada um dos 11 tempos, com os ajustes em que as componentes
aleatdrias seguem distribuicdes normais multivariadas, conforme modelo (2.4). Verificamos que

a distribuicdo do efeito "individuo" tem uma tendéncia a seguir uma distribuicdo assimétrica.

N B O
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Figura 14 — Histogramas dos valores preditos da variavel resposta por medi¢ao dos dados de theophylline.
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CAPITULO

FAMILIA DE DISTRIBUICOES MISTURAS
DE ESCALA SKEW-NORMAL

Distribuicdes derivadas de misturas de escala da distribui¢cdo normal sdo comuns na
literatura e bastante utilizadas em procedimentos estatisticos. Mistura de escala da distribuicao
normal (ANDREWS; MALLOWS, 1974) fornece um grupo de distribuicdes com caudas pesadas,
tais como a Student-t, slash, normal contaminada e exponencial poténcia, que sdo frequentemente
utilizadas para a inferéncia robusta de dados simétricos. Porém, para analisar conjuntos de dados
assimétricos essas distribui¢des tornam-se inadequadas, surgindo a necessidade de se obter
distribui¢des que levem em consideracdo a assimetria. Nesse sentido, pesquisadores introduziram
familias de distribuicdes paramétricas flexiveis que acomodem desvios de normalidade e, assim,

amenizem a necessidade de transformacao de dados.

Familias de distribui¢Oes assimétricas sao bastante uteis para analisar dados com obser-
vacdes destoantes ou atipicas levando-se em consideracdo a assimetria, devido a flexibilidade
para acomodar, inclusive, dados simétricos com caudas leves e pesadas, com uma variedade de
distribui¢des tais como a skew-normal, skew-Student-t, skew-slash, skew-normal contaminada,
podendo ser util para a modelagem de dados, anélise estatistica e estudos de métodos robustos,
além da facilidade de geracdo de dados artificiais e da estimacdo de parametros pelo método de

maxima verossimilhanga via algoritmos EM genuinos.

A familia de distribuicdes SMSN apresentada por Branco e Dey (BRANCO; DEY,
2001) e Zeller et al. (ZELLER; LACHOS; VILCA-LABRA, 2011) € uma extensao da classe de
distribuicdes SMN que combina assimetria com distribui¢des com caudas pesadas. De acordo
com Arellano-Valle e Genton (ARELLANO-VALLE; GENTON, 2005) e Zeller (ZELLER,
2009) existem algumas defini¢des da distribuicdo skew-normal e a defini¢do apresentada a seguir

serd considerada na constru¢do da classe SMSN.

Um vetor aleatdrio tem distribui¢do skew-normal multivariada, W ~ SN, (1, X,4), w €
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R”, em que o vetor de locacdo é u € RP, matriz escala X positiva definida de dimensdo p x p e
vetor de assimetria A € R”, tem fungdo densidade de probabilidade (fdp) dada por

2(w) =20,(wl, )P T2 (w—p)), 3.1)

em que ¢,(.|n,X) é a fdp da distribuigio normal p-variada, ®(.) € a fungdo de distribuigdo
acumulada (fda) da distribuicio normal padrio univariada e 2~1/2 é tal que 2~ /2212 =21 A
fdp apresentada em (3.1) é semelhante ao modelo apresentado por Azzaline e Valle (AZZALINI,
VALLE, 1996), o que difere é uma reparametrizagio. Quando g = 0 e £ = I,,, denotamos por

W ~ SN, (A) a distribui¢do skew-normal multivariada padrdo com a seguinte fdp

g(W) =2¢,(W)P(A " w). (3.2)

Na Figura 15 sdo apresentadas densidades da distribuicao skew-normal padrdo univariada

para diferentes valores do pardmetro A.

0.4 0.6

Densidades

0.2

Figura 15 — Densidades da distribui¢do skew-normal padrdo univariada com diferentes valores para o
parametro de assimetria.
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A representacdo estocdstica de um vetor aleatério skew-normal padronizado, W ~
SNj(A), é dado por

WL 8T+ (1, —88")/°T, (3.3)

em que § = \/li“l—u, |Ty| representa o valor absoluto de Ty, com Ty ~ N(0,1) e Ty ~ N, (0,1,,)

sdo independentes.

Se X ~ SN,(A) e considerando a transformac@o linear W = +X1/2X, em que L é

positiva definida, entao

W ~ SN, (1,Z,4). (3.4)

Podemos construir a familia SMSN de distribui¢des fazendo Z =W —pu ~ SN, (0,Z,4),
em que W ~ SN, (1,E,1), e assim aZ ~ SN,(0,a*Z,A), com a > 0 e considerando a cons-
trucdo da classe de distribui¢cdes mistura de escala normal/independente estudada por autores
como Andrews e Mallows (ANDREWS; MALLOWS, 1974) e Lange e Sinsheimer (LANGE,;
SINSHEIMER, 1993). Um vetor aleatorio com distribuicao pertencente a classe SMSN € cons-
truido por meio da mistura de escala de uma varidvel aleatoria skew-normal e uma variavel

aleatdria positiva, e possui a forma

Y=p+«x"?U)Z, (3.5)

em que Z ~ SN, (0,X,4), k(.) é uma funcdo de pesos, U é uma varidvel aleatoria positiva com

fda H(u;v) e fdp h(u; V), independente de Z, indexada por um vetor de pardmetros V.

Definimos a seguir, de acordo com Zeller et al. (ZELLER; LACHOS; VILCA-LABRA,
2011), a fdp de um vetor aleatdrio pertence a classe de distribuicdes SMSN.

Seja o vetor aleatério Y ~ SMSN,(i,X,A; H), entdo sua fdp, integrando u, é dada por

g0 = 2 [ 6ol kDB( A wA)H i)

=K PPU) i e w12
2/0 W":' e Wip(k 12 (u)A)dH (u;v), yeRP, (3.6)

emqued = (y—p) ' (y—p) é a distincia de Mahalanobis e A = A TE~1/2(y — ).
Zeller (ZELLER, 2009) destaca algumas propriedades da classe SMSN de distribuicdes,

tais como
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(i) permite combinar assimetria com caudas pesadas,

(i) admite uma representagdo estocdstica que permite uma facil implementagao do algoritmo

do tipo EM e estudos de suas propriedades,

(iii) permite acomodacdes de observacgdes atipicas e a obtencao de procedimentos estatisticos

robustos combinando assimetria com caudas pesadas e

(iv) permite estender modelos desenvolvidos sob normalidade ou sob outras distribui¢des

simétricas.

Um vetor aleatério Y ~ SMSN,(u,X,A; H) tem vetor de pardmetros de assimetria nulo,

ou seja, A =0, entdo Y ~ SMN,,(1,X; H), com funcdo densidade de probabilidade dada por

¢ = [ ol B ()

oo 1—P/2 -

Além disso, se a func@o de pesos k(u) = 1/u, a familia SMSN de distribui¢des se reduz
a classe de distribui¢des SNI discutida em Lachos et al. (LACHOS; GHOSH; ARELLANO-
VALLE, 2010) e em Cabral et al. (CABRAL; LACHOS; PRATES, 2012).

A familia de distribuicdes SMSN introduzida por Branco e Dey (BRANCO; DEY, 2001)
€ derivada da representacao estocdstica de uma varidvel aleatéria skew-normal, como apresen-
tada em Azzalini e Capitanio (AZZALINI; CAPITANIO, 1999). Ferreira et al. (FERREIRA;
BOLFARINE; LACHOS, 2011) desenvolveram uma classe de distribui¢des skew-scale mixtures
of normal (SSMN), cuja construcao € baseada na fdp da familia SMN de distribui¢des.

A seguir sdo apresentados alguns casos triviais da familia de distribuicdes SMSN

e quando 4 =0 ¢ X = I, é uma matriz identidade, teremos a distribuicdo SMSN,,(A; H)
(SMSN padrao),

quando A = 0, teremos a distribuicdo SMN,(1,X; H) (classe SMN),

e quando k(u) = 1, teremos a distribui¢do SN, (1t,X,A) (skew-normal),

quando A =0 e k(u) = 1, teremos a distribui¢do N,(u,X) (normal),

quando g =A =0, x(u) =1 e £ =1, é uma matriz identidade, teremos a distribuicdo

N,(0,1,,) (normal padrdo).
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Na familia SMSN, como apresentada em (3.5), se a varidvel aleatéria U € conhecida,
entdo a distribui¢do condicional de Y dado U = u, segue uma distribui¢do SN, (i, k(u)Z,A),

como verificamos a seguir.

Seja’Y ~ SMSN,(1,X,A;H), entdo

ind.

Y|/U=u ~ SN,(,x(u)Z,A). (3.8)

A representagdo estocdstica de um vetor aleatério com fdp definida em (3.6), de acordo
com Zeller et al. (ZELLER; LACHOS; VILCA-LABRA, 2011), é dada por

YL+ 2228 T + (I, — 88 ) /2T, }, (3.9)

A
VI+ATA
U~H(;v),To~N(0,1) e Ty ~ N,(0,I,) sdo todas independentes.

com 8 = , em que |Tp| representa o valor absoluto de Ty e as varidveis aleatdrias

Alternativamente, teremos a representagdo estocastica

Y £ p+ k2 (w){Ar + V2T ), (3.10)
em que A =X1/2§, comX!/2gl/2 =% ¢ = To|eC=Z—AA".

Esta representacao estocdstica facilita a implementacao do algoritmo tipo EM na estima-

¢ao dos parametros do modelo pelo método de maxima verossimilhanga.

3.1 Momentos

A fungdo geradora de momentos (fgm) de um vetor aleatério com distribui¢do pertencente
a classe SMSN de distribuicdes (BASSO, 2009), € apresentada a seguir.

Seja’Y ~ SMSN,(1,X,A;H), entdo sua fgm é dada por
My(s) = E[¢8' Y] = / 28 HHaKWs B (11/2(1)§ TR 25)dH (;v), s€RP.  (3.11)
0
Com a expressao (3.11) podemos derivar, segundo Basso (BASSO, 2009) e Zeller

(ZELLER, 2009), o vetor de médias, a matriz de covariancias e o coeficiente de curtose multidi-

mensional 7 (Y) de um vetor aleatério com distribui¢do pertencente a familia SMSN.
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Seja’Y ~ SMSN,(u,X,A;H), entdo

a) se E[K'?(U)] < oo, entdo E(Y) :/.H—\/%E[KI/Z(U)]A, (3.12)

b) se E[k(U)] < oo, entﬁoVar(Y):E[K(U)]Z—%EZ[KI/Z(U)]AAT e (3.13)

¢) se E[K*(U)] < oo, entdo 1 (Y) = kjayy — 4kaazy +azy — p(p+2), (3.14)
2(U 3/2

onde kj = L’[‘,f ;1 ky = % ary=p(p+2)+2(p+2)1) E;  y +3(1) ;' 1y)2, any =

( K1/2 ) HyEy “y+(1+E[K1/2( U)] _252?1&11(/(2(2)])(%% py)’easy, =2(p+2)u I 'y

315 )2, com py = E[Y — ] = \/2E[2(U)A.
Em Lachos et al. (LACHOS; GHOSH; ARELLANO-VALLE, 2010) e Zeller et al.
(ZELLER; LACHOS; VILCA-LABRA, 2011) sdo apresentados os momentos condicionais de

funcdes U dado y, denotados por u, € 7,, como apresentado a seguir, que também sdo essenciais

para implementacao do algoritmo tipo EM.

Se Y ~ SMSN,(1,X,A;H) e U ~ H ¢ a varidvel aleatéria de mistura de escala, entdo

Uy = E[x—r(U)|y]:2?()8)E[K—r(Uy)qa(K—W(Uy)A)] e (3.15)
T = E[K"/Z(U)an(lc“/z(U)A)Iy]:if?—;)”E[K"/z(Uy)rm(K‘”Z(Uy)A)L (3.16)

em que go € a fdp de Yo ~ SMN(u.X;H), Uy = (U|Y0 =y), Wo(x) = ¢1(x)/P(x), xR e
A=A2TZ P (y—p).

3.2 Distribuicao marginal e independéncia

Os resultados a seguir mostram que um vetor aleatério com distribui¢ao na familia SMSN
¢ invariante quanto a transformacdes lineares, assim, a distribuicio marginal desse vetor também
pertence a familia SMSN (ZELLER, 2009; BASSO, 2009). Seja Y ~ SMSN,,(1,Z,A;H), entdo

para qualquer vetor fixo b € R™ e qualquer matriz B € R”*? de posto completo, teremos

V=b+BY ~ SMSN,,(b+Bu,BEB" ,A*;H),

onde A* = %, com 6* = (BZBT)_]/ZB)Z]/ZS. Além disso, se m = p e a matriz B é ndo

singular, entdio A* = A.
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Como resultado adicional temos que se Y ~ SMSN,(u,X,A; H) esta particionado como
Y = (YIT,YzT )" com dimensdes p; e p, respectivamente, tal que p = p; + ps. Particionando Z,

U e A de acordo com a parti¢do correspondente de Y = (YIT,YZT )T, teremos

s (I Ee ) (A (M) (3.17)
1 I J1%) A;
1

Assim, a fdp marginal de Y| é SMSN,, (ul,En,Zl{zV;H), com vV =

21 =20 —EuEEpev=2"124 = (v ,v])".

—1
V1+211 Xiov)

——U—E> onde
VI1+v, Ep v

O resultado a seguir € bastante util em aplicacdes com modelos lineares e nao lineares
com efeitos mistos. Por exemplo, quando um modelo linear ou nao linear depende de um vetor
ndo observavel de efeitos aleatérios e de um vetor de erros aleatdrios, onde os efeitos aleatorios

seguem uma distribuicio na familia SMSN e os erros seguem uma distribui¢@o na familia SMN.

Utilizando as notag¢des definidas nos resultados anteriores, se 1o =X =0e A, =0,
entdo dado U = u, Y| e Y, s@o independentes. Adicionalmente, se > =0, Y; e Y, sdo ndo

correlacionados.

Os momentos condicionais de Y, dado Y| =y, para a distribui¢do skew-normal foram
desenvolvidos por Lin e Lee (LIN; LEE, 2008). A seguir serdo apresentados extensdes desses

resultados para a familia SMSN de distribuigdes.
Considerando a parti¢do definida em (3.17), se Y ~ SMSN,(1,X,A; H), entdo

a) o primeiro momento de Y, dado Y| =y; e U = u € obtido por

E[Yaly1,u] = o1+ k"2 () We (k2 (w)v" (y1 — p1))p,
Y1V2

onde o1 = o +InE, (y1 —p1) ep = VIV Zn v,
2 .

b) o segundo momento de Y, dado Y| =y; e U = u é obtido por

E[YZY;|Y1 ul = #2.1#;1 + k(U)X
+ KW (k)T (v — ) (2P T +pRI —pP ).
O resultado a seguir € util em aplicacdes em que os dados ndo sdo completamente
observados.

Se Y ~ SMSN,(u,Z,A;H), entdo o primeiro momento de Y, condicionado a Y| =y; é
obtido por

Yn1va

1,
NAER 2D VIRAD)

E[Y;|y1] = M21 + (3.18)



50 Capitulo 3. Familia de Distribui¢oes Misturas de Escala Skew-Normal

em que 7_1 € definido em (3.16).

3.3 Casos particulares

A seguir apresentaremos alguns casos especiais de distribui¢cdes na classe SMSN de-
rivados de (3.6), cujas propriedades foram discutidas em Lachos et al. (LACHOS; GHOSH;
ARELLANO-VALLE, 2010), e seus respectivos momentos condicionais u, € T,. Em todos os
casos consideramos k(1) = 1/ue A=A TE /2 (y—p)

¢ Distribuicdo skew-normal multivariada

A distribuicao skew-normal multivariada (AZZALINI; CAPITANIO, 1999), denotada
por SN, (i,X,A), é obtida quando x(u) = 1/ue U = 1 com a seguinte fdp

g(y) =20, (y|u,X)P(A), y €R?. (3.19)

O vetor de médias e a matriz de covaridncias da distribuicdo skew-normal sdo dados por

ElY] = u+\/%A e (3.20)
VarlY] = 2‘.—%AAT. (3.21)

As expressdes dos momentos condicionais para a distribui¢do SN sdo

u, = 1 e
94
T, = %

Propriedades da distribuicdo skew-normal foram estudadas e estdo apresentadas em Az-
zalini e Capitanio (AZZALINI; CAPITANIO, 1999), e Arellano-Valle e Genton (ARELLANO-
VALLE; GENTON, 2005).

o Distribuicao skew-Student-t multivariada

A distribui¢ao ST (ZELLER; LACHOS; VILCA-LABRA, 2011; BRANCO; DEY, 2001)
com v graus de liberdade representada por ST,(u,X,A,Vv), é obtida quando k(u) = 1/u e
U ~ Gamma(%,%),u>0,v > 0. A fdp de Y é dada por

+vVv
g(y) =2t,(y|n,.2,v)T (\/L—VA;V-!—p) ,yER? (3.22)
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emque,(.|n, X, v) e T(.;V) sio respectivamente fdp p-variada e a fda univariada da distribui¢do
Student-t. Um caso particular da distribuicdo skew-Student-t € a distribui¢do skew-Cauchy,
quando v =1 e também, se vV T oo, temos a distribui¢ao skew-normal como caso limite. Algumas
aplicacdes da distribuicdo skew-t em estimagdes robustas podem ser encontradas em Azzalini e
Genton (AZZALINI; GENTON, 2008). Neste caso, o vetor de médias e a matriz de covariancias

sdo dados por

E)Y] = u+\/grlgg)A, v>1, e (3.23)
resh\
VarlY] = vzzz—%< r(i) ) AAT, v>2. (3.24)
2

+
S
<
+
QU

d ~ -
Pelo fatode Uy = U|Yg =y ~ Gamma(vT, *5%) as expressdes dos momentos condici-
onais para a distribui¢do ST sdo

rHIp(YAEREZNY (y gy 2
u = go(y) ( 2v+>( ) T —V+p+ rA;v+p+2r e
8(y) r(“i2) V v+d

r+l 4
Vtptr?

g(y) mP0(5E) (v4+d+A2) S

T, =

onde I'(x), x > 0, é a fungdo gama.

e Distribuicao skew-slash multivariada

Outro membro da familia SMSN de distribui¢des € a skew-slash multivariada (ZELLER;
LACHOS; VILCA-LABRA, 2011) que representamos por SSL,(i,E,A,V), obtida quando
kK(u)=1/ueU ~ Beta(v,1), v> 0 com fdp de Y da forma

1
¢ =2v [ 0,y D)@ PA)du, y € R (3.25)

A distribuicdo SSL se reduz a distribuicdo SN quando v 1 o e possui as seguintes

expressoes para o vetor de médias e matriz de covariancias

2 2v
E)Y] = = 1/2 2
Y] ”+\/:2v—1A’ v>1/2, e (3.26)
2/ 2v \?
VarlY] = —2x-2(-2Y ) AAT, v>1. (3.27)
v—1 T \2v—1

Os momentos condicionais para a distribui¢do skew-slash seguem do fato que Uy ~

Gamma(zv%pﬂr, %)]I(O.l), cujas expressoes sio



52 Capitulo 3. Familia de Distribui¢oes Misturas de Escala Skew-Normal

E[®(s'/?4)] e

r =

2 2r r 2 2r

go(y) 20 (5= )(%) P (ZHE ,%)

gly) T2y \d) P22, g)
r+1 2 2v+ 2 2

2

g(y) ﬂl/ZF(ZV_ZwLp) (d A2)2v+p+r P1(2v2+p7%l)

Y

onde Py (a,b) denota a fda da distribui¢io Gamma(a,b) avaliadaem 1 e S ~ Gamma(w, %)

I(o,1). O valor de E[® (§'/24)] pode ser calculado como E[®(S 1/ZA)IO < Sp < 1] com Sy ~
Gamma(zv%’w d £) por meio de uma integral de Monte Carlo, gerando observacdes indepen-
dentes S;, j =1,...,n, de S e aproximar a esperanca por )’; =1 DS, 1/ 2A) /n. Observagdes da
distribuicdo gamma truncada podem ser geradas usando a biblioteca Runuran (LEYDOLD;

HORMANN, 2017).

¢ Distribuicdo skew-normal contaminada multivariada

A distribui¢ao skew-normal contaminada multivariada (ZELLER; LACHOS; VILCA-
LABRA, 2011) denotada por SNC,(u,Z,A,Vvy,V2), obtida quando kx(u) = 1/u e U é uma

varidvel aleatdria discreta, dado v = (v;,v,) ", com fdp

h(u,v) = V1]I(u:\,2) +(1— Vl)]I(le), O<vi<l,0<wv <. (3.28)
Segue que
¢) =2{vig, (v, v B)@(v,*A) + (1 = )9, (vim E)@(A) } yER?. (329)

A distribui¢cao SNC se reduz a distribui¢do SN quando v, = 1. O vetor de médias e a

matriz de covariancias tem a forma

2
ElY] = u+ v_1<]—/2+1 )A, e (3.30)
) 2
VarlY] = (Lo1-v)2—2 (X 41w | aA. (3.31)

Os momentos condicionais quando Uy € uma varidvel aleatoria discreta com fungao
densidade de probabilidade condicional /ig(uly) = (1/g0(y)){Vi@p(y: 1, Vv, l):)]I(u:v2) +(1—
v1)0p(y; 1, E)I,— 1)} tem as seguintes expressdes
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Uy = ﬁ{Vlvgcpp(y;n,vz‘lz)cb(vz‘/zA)+<1—V1>¢p<Y?#vZ>‘I’<A>} c
T = ﬁ{vlva(y;u,vz £)01 (v *4) + (1= V1) 0, (y: 1. E) 01 (4) }

No Apéndice B sao apresentadas as expressoes dos elementos da matriz de informagado
de Fisher observada para as distribui¢cdes skew-normal, skew-t, skew-slash e skew-normal

contaminada.

Alguns resultados importantes sobre a distancia de Mahalanobis (ZELLER, 2009) sao

apresentados a seguir.

Considere que Y ~ SMSN, (i, X,4; H), entdo a forma quadrdticad = (Y —p) "2~ (Y —
) tem a mesma distribuigdo de do = (Yo — ) "2~ (Yo — ), com Yo ~ SMN,(u,Z;H) e

E[x"(U)]. (3.32)

Na Tabela 3 sdo apresentados alguns resultados relacionados ad = (Y — ) T2~ (Y — ),
comY ~ SMSN,(1,X,A:H).

Tabela 3 — Resultados sobre a distdncia de Mahalanobis por distribuicio pertencente a classe SMSN.

Distribuicao resultado
skew-normal d~ %1%
skew-t d~ pF(p,v)
2
skew-slash P(d<t)= (952 <t)— %P(xzzvﬂ) <t)
skew-normal contaminada | P(d <t) = le(xp <)+ (1—=v))P ()(p <t)

Os resultados apresentados na Tabela 3 sdo importantes para avaliar modelos no ponto de
vista de andlise de diagndstico, por exemplo, na construcio de envelopes simulados e com graficos
das distancias de Mahalanobis para identificacdo de outliers (ZELLER, 2009; PINHEIRO; LIU;
WU, 2001).
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A Figura 16 mostra densidades univariadas construidas a partir de 5000 observacdes
simuladas com o software R (R Core Team, 2018). Em todas as distribui¢des consideramos
U =0,0%=4eA =5 Nadistribuicio skew-t (v = 4), skew-slash (v = 0,95) e na distribuigio
skew-normal contaminada (v = (0,85;0,25)").

0.15- 0.15-
0.10- 0.10-
0.051 0.051
O.OO L T T T T O.OO L T T T T T
-10 0 10 20 -10 0 10 20 30
(a) skew—normal (b) skew-t
0.15- 0.15-
0.10- 0.10-
0.05 1 0.05 1
0.00 1 . . : . . 0.00 1 . . : .
-10 0 10 20 30 -10 0 10 20
(c) skew-slash (a) skew—normal contaminada

Figura 16 — Densidades de distribui¢des univariadas pertencentes a familia SMSN.

Os grificos nas Figuras 17-19 mostram contornos das distribuicdes bivariadas SN, (0,X,4),
ST>(0,X,A,4) e SNC2(0,X,A;V), A = (A1, 42) " e v =1(0,3;0,5)", com

(. 7)

Os gréficos foram construidos com 1000 observacgdes simuladas por meio do software R
(R Core Team, 2018) e das bibliotecas sn (AZZALINI, 2018), mixsmsn (PRATES; CABRAL;
LACHOS, 2013) e ggplot2 (WICKHAM, 2016). As bibliotecas sn e mixsmsn também foram

usadas na construcao dos graficos da Figura 16.
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o0=0, )\1=O, )\2=4 0=0.5, )\1=4, )\2=_2 o0=-0.7, )\1=0, )\2=4 0=0.9, )\1=_4, )\2=_4
2
2.0 2
1 15 1
0.5
" -1
0.0
-2 -2
0 1 2 -2 -1 0 1 -2 -1 0 1 2

Figura 17 — Contornos da distribui¢do skew-normal bivariada.

0=0, Ay =2, \,=4 0=05, A\ =4, A\p=-2 0=-0.7, \y=4, A\, =4 0=09, M =-4, \,=-4
2
2
1
1
0
0
-1
-1 -2
-2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2
Figura 18 — Contornos da distribui¢do skew-t bivariada.
0=0, \y=-1, A;=2 0=05, \;=4, \y=-2 0=-0.7, \y=4, \=4 0=09, A;=4, A,=0
2
2
2
1
1
l O ﬂ
@ :
-1
0
-2 -1
-1
-2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -1 0 1 2

Figura 19 — Contornos da distribui¢do skew-normal contaminada bivariada.

Apresentamos a seguir alguns resultados relacionados com as propriedades da distribui-
¢do normal truncada (JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN, 1994; LACHOS, 2004) que sao
bastante uteis para implementacao do algoritmo do tipo EM.

Suponha que Y|T =t ~ N,(u +At,¥) e T com distribui¢io half-normal (HN) univariada,
caso particular da distribui¢io normal truncada, T ~ HN(0,1). Seja £ =¥ +AA", entio a

distribuicdo conjunta de (Y',7)" pode ser escrita como

AT (y,t) =20u(y[1, Z) o (t0,7°) M 1~0), (3.33)
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em que
AP (y—p)
= 3.34
1 I+ATP A © (3.34)
1
2 _
v I1+ATW-IA’ (3:35)

Seja X ~ N(n,1?), entdo para a € R, temos que

EX|X>a) = n+ﬂr e (3.36)
1—®(h)
2 2., 2 o(“Zh)
EX*|X>a) = n°+1°+ - (n+a)t. (3.37)
1_CD( T )
Seja uma varidvel aleatéria T ~ HN(0, 1), entdo
E(THly) = E(X*X > a), (3.38)

2

onde X ~ N(n,rz), com 7 e T como apresentado em (3.34) e (3.35). Assim,

n
E(Tly) = n+i((£))r e (3.39)
2w a0 90D
E(T?ly) = n°+= +q)(ﬂ)n‘c. (3.40)

3.4 Representacao hierarquica

Nesta Secdo apresentamos uma representacdo hierarquica que € muito utilizada em
modelos sob a familia SMSN de distribui¢des (ZELLER; LACHOS; VILCA-LABRA, 2011).
Por meio desta representacdo podemos tratar o problema de estimac@o dos parametros pelo
método de maxima verossimilhancga via algoritmo do tipo EM, considerando a abordagem com

dados incompletos.

Considere a amostra Y; ~ SMSN,, (W,X,A;H),i=1,...,n, com o vetor de parAmetros
0= (u",BT,AT)", de modo que X é positiva definida e depende de pardmetros desconhecidos
reduzidos a B, entdo o modelo hierdrquico para cada vetor aleatério SMSN dessa amostra € dado

por

YiT =t,U=u; "™ Npa(pt +Ari, k(u)¥®), (3.41)
TWU=u "> HNO k) e (3.42)
U % Huzv), i=1,...n, (3.43)
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em que HN denoda a distribuicdo half-normal e a fda H estd indexada pelo vetor v, com
A=X12§8= 2 __w-_5 AAT.

V14472’
Sej d =(y, T id = T
ja o vetor de respostas observadasy = (y, ,...,y, ) e considerandou = (uy,...,u,)
et=(r,... ,t,l)T, onde u e t sdo varidveis ndo observadas, sob a representacao hierdrquica

(3.41)-(3.43), a fungio de log-verossimilhanga completa associadaay, = (y',u’,t")" é dada

por
1 B B
g(G’Yc) = C+ 5 Z {—log |lP1| — K l(ui)()’i —H —Ali)T\Pi l(yi —u —Ati) —I—log(h(u,-;v))}
i=1
1y B B
= C+5 Y {—tog¥ — k7 (w) yi— ) ¥ (vi— )
i=1
2 )y — ) A — kT () PA T A 1og(h(u,-;v))} : (3.44)

onde C é uma constante que nio depende do vetor de parimetros 6.

3.5 Algoritmo EM em modelos SMSN

Com a representacgdo hierdrquica apresentada na secao anterior, podemos obter as estima-
tivas de maxima verossimilhanga dos modelos na classe SMSN via o algoritmo EM, considerando
a abordagem com dados aumentados. Apresentamos alguns resultados que serdo utilizados pos-

teriormente.

Considerando 8K) = (u (")T,ﬂ(")T,l(")T)T a estimativa de @ na k-ésima iteracdo do

algoritmo EM, a esperanca condicional da funcao de log-verossimilhanca completa é obtida por

0(6]y.)ly,8"]

. = (k) (k)1
Z {—log ¥, ‘—u(k) (yi —ﬂ(k))T'I“i (Yi—#(k))

i=1

068" =

o<

N~

(k) ~T (k) = (k) — 1~ (k)

W0 2 YR R } (3.45)

2 (y; - p®@) @AY

~ R ~ —~(k ~
em que 7 = Bl (up)ly, 8"} @) = [ (u) Ty 8" ) e )’ = Efxc (u)721y,8"

.
Com os resultados (3.39)-(3.40) relacionados aos momentos da distribui¢cdo normal

truncada e usando propriedades de esperanga condicional (BASSO, 2009), obtemos as expressoes
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uti = Eyy{Ery < (U)T]}
= o 00 e () 2 |

T;

_ k! U; ; _
— nuTiEU[|Yi{K I(Ui>}+MT[EU[|y[{Wd> (L—T)‘UT) K I/Z(Ui)}

= uwilp, +MzT, i=1,...,n,

em que M2,- =1/(1+A¥'AT) e ur, :M%AT‘Pfl(yi—yi).

Analogamente temos que

2 2 2

Por meio destas expressdes podemos derivar os estimadores dos elementos do vetor de

parametros 0.

Uma extensao da familia SMSN € a familia de distribuicdes misturas de escala skew-
normal estendida (SSMSN), titil para inferéncia Bayesiana, apresentada por Zeller (ZELLER,
2009), juntamente com um modelo de regressdo linear com assimetria, denominado SSMSN-
RM.
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CAPITULO

MODELO NAO LINEAR MISTO COM
MISTURAS DE ESCALA SKEW-NORMAL

A suposi¢do de normalidade para as componentes aleatorias em modelos estatisticos €
bastante comum, porém, como j4 discutimos anteriormente, esta suposicao pode ocasionar a falta
de precisdo nas estimativas dos parametros do modelo. Assim, para minimizar a sensibilidade
no processo de estimacao dos parametros devido a observagdes atipicas ou assimetria, desen-
volvemos modelos ndo lineares com efeitos mistos em que as componentes aleatdrias seguem
uma distribui¢des pertencentes a classe SMSN, que sdo alternativas para o uso da distribui¢ao
normal e outras distribui¢des simétricas. O modelo SMSN-NLME ¢ bastante flexivel, pois, além
da possibilidade de ser ajustado sob diversas distribui¢des, considera ajustes levando-se em
conta simetria ou assimetria, efeitos mistos ou somente efeitos fixos. O modelo proposto tem
essa caracteristica devido a familia SMSN de distribui¢des, que proporciona versatilidade aos
modelos estatisticos. Na representacao hierarquica do modelo SMSN-NLME, o vetor aleatério

de respostas € condicionado ao efeito aleatério, como iremos verificar em (4.5)-(4.8).

Um modelo nao linear assimétrico com efeitos mistos, nao linear nos efeitos fixos mas
linear nos efeitos aleatérios, assumindo que os erros e os efeitos aleatérios sigam distribui¢des
pertencentes a familia SMSN, com o vetor de resposta observadas y;, de dimensdo m; x 1,
i=1,...,n, conforme em Vonesh e Carter (VONESH; CARTER, 1992), e que nds consideramos
uma extensdo do trabalho de Russo et al. (RUSSO; PAULA; AOKI, 2009), pode ser assim

ajustado

yi:f(a,Xi>+Zibi+£i, i:],.”’n, (41)

em que & = (Qi,...,Qp)  é o vetor de pardmetros desconhecidos, f(¢,x;) € uma fungdo ndo
linear conhecida do vetor de respostas, x; = (X;1, ... ,x,-ml.)T € um vetor de varidveis explanatorias

de dimensdo m; x 1, Z; de dimensao m; X ¢, com 1 < g < p, € uma matriz de constantes
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conhecidas, os efeitos aleatdrios b; = (b,-l,...,b,-q)T € 0S erros & = (8,'1,...,8,',,11.)—'— s30 nao
correlacionados com b; L SMSN,(0,D,A;H)ec€; g SMN,,,(0,R;;H),i=1,...,n. As matrizes
D =D(B) e R; = R;(y) sdo matrizes de dispersdo positivas definidas e dependem de pardmetros

desconhecidos reduzidos a B e 7, respectivamente, em que D € ndo estruturada.

Como podemos notar, nds assumimos que os erros seguem uma distribuicdo simétrica e
os efeitos aleatérios seguem uma distribui¢ao assimétrica, para garantirmos que a resposta y;
pertenca a familia SMSN de distribui¢des. Com o mesmo argumento, poderiamos considerar que
os erros tém distribuicdo assimétrica e os efeitos aleatorios tém distribui¢do simétrica, porém,
com tal suposi¢do, ndo teriamos os mesmos resultados, assim vamos estudar esta abordagem

posteriormente.

Baseado no modelo (4.1) com o vetor de parAmetros 8 = (aT, Y, BT,lT)T, considera-

mos o seguinte vetor aleatdrio

b, SN 0 D 0 A
am 0 R 0

sHY, i=1,...,n, 4.2)
E; 0

Y Y

em que A € o vetor de parAmetros de assimetria do efeito aleatério e H = H(.;Vv) é a fungéo de
distribui¢do acumulada que determina a distribuicdo de probabilidade que o modelo assume,

indexado ao vetor de parametros V.

A distribui¢cdo marginal de y; (4.1) associado ao vetor de pardmetros de assimetria ).yl.,
na qual baseamos a inferéncia sobre o vetor de parimetros @ = (& ',y,B",A )", segue uma

distribui¢do pertence a familia SMSN de distribui¢cdes com fdp dada por

2(y,0) =2 /0 " o (il x0), 0 PATET P (i~ M%) JH (), (43)

emque X, = Z,-DZiT +R;, a funcdo de pesos x(u;) = 1/u; e

27D
Ayi:’—’g, com A;=D'+Z'R7'Z)" e (=D,

VI+ETAL
em que a matriz D 1/2 ¢ tal que D /2p-12=p-1

Este resultado facilita a implementagdo de inferéncias com rotinas de otimiza¢do em
softwares estatisticos, como por exemplo o algoritmo do tipo EM que implementamos no
software R (R Core Team, 2018).

Nos ajustes realizados com o modelo SMSN-NLME, consideramos varias formas para a
composi¢do dos elementos da matriz de constantes Z;, como, por exemplo, todos os elementos

iguais a um ou assumindo func¢des das varidveis explanatérias x;, como mostrado a seguir.
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) lelz(l,.,l)—ra
o Z;=(1,x;), comX; = (Xj1,...,Xim;)
o 2= (L), comx? = (..., ) €

Modelos PNMEM (apresentados a seguir).

Porém, por apresentar menores valores para os critérios AIC (4.33) e BIC (4.34), conside-
ramos a matriz de constantes Z;, i = 1, ..., n, conforme discutido em Vonesh e Carter (VONESH;
CARTER, 1992) em modelos mistos pseudo ndo lineares (PNMEM), definida como

of(a,x; of(a,x;
z,— |d@x)  dax) i=1,....n (4.4)
doy dat, a=a
com & = (ay,..., &p)T representando, por exemplo, a estimativa de minimos quadrados ordiné-

rios de @, e analogamente foram definidos para os casos mais simples considerando a inclusdo

de um ou mais efeitos aleatorios.

Assim, obtemos melhores ajustes com a matriz de constantes Z;, sendo a primeira
derivada da série de Taylor na expansio de f(e, x;), omitindo a segunda derivada e derivadas de

ordens superiores.

4.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

Maximizar a funcdo de log-verossimilhanca derivada do modelo (4.1) para encontrar
suas estimativas ndo € uma tarefa simples, devido a presencga de integrais em (4.3). Portanto,
para a estimagdo dos parametros no modelo SMSN-NLME vamos utilizar uma solu¢do numérica
via algoritmo do tipo EM, que € uma combinacao de algoritmos derivados do algoritmo EM e
suas extensoes e algoritmo de Newton-Raphson. O modelo (4.1), conforme (3.41)-(3.43) e com

K(u;) = 1/u;, pode ser representado hierarquicamente como

yibi,Ui=u; " Ny, (f(@,x;) +Zbi,u; 'Ry), (4.5)
biT, =1, Ui =u; "5 Ny(Ati,u;'T), (4.6)
T\Ui=u; " HNO,u;') e 4.7)

U % h(usv), i=1,....n, 4.8)

HN denota a distribuicdo half- | univariada, A =D/2§, 6 = —*__ eI =
em que enota a distribui¢do half-normal univariada T e
D—AAT.

Sejay:(le,...,y,T)T,b:(bT,...,bI)T,u:(ul,...,un)Tet:(tl,...,t,,)T,emque

b, u e t sdo varidveis ndo observadas e, sob a representacdo hierarquica (4.5)-(4.8), a fun¢do de

log-verossimilhanga completa associadaay. = (y",b",u’,t") " é dada por
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U6lye) = 5 Y {~logIRil—uilyi— f@,x) — Zb) R (i~ flot,x) ~Ziby) | +

~
—

S S
1= IPT=

—

{— log [T — ui(b; — Ar;) T~ (b —Ati)} . 4.9)

~

k ~ ~K)T ~K)T
Considerando 6( ) = (a(k) T, ?(k),ﬁ( : , ),( ) )T a estimativa de @ na k-ésima iteraciio
do algoritmo do tipo EM, a esperanca condicional da funcdo de log-verossimilhanga dos dados

completos tem a forma

0(618") = E[t(6]y.)y.8" < ¥ 01:(0:8") + ¥ 026,08, (.10
i=1 i=1

onde@; = (a',7)" ey, =(BT,AT)". Além disso,

~(K)
~(k 1 ~ U; —~ =~ (K)— ~
0ii(0116") = —togRY |~ “C-yi 1@ %) RO (v~ 1@ x)) +
. 01, —— o1, ———= ()
(yi— 1@ x) TRY ' Z,(ub). )—%tr R 1Z,(ubb ), ZI) e (4.11)

0, (62\§(k>) _ —%log ’f.(k)‘ B %tr <f(k) (ubbT)fk)) N (/W\lﬂfk)Tf‘(k)_lz(k) B
(/W?)Fk) )T (k) —14(k)
AT AT, (4.12)
onde tr(M) indica o trago da matriz M.

Para o célculo destas fung¢des sdo necessdrias as quantidades ﬁgk) = E(Uily, 6(k)), @Ek) =
EUb.8").ubbT, =EUbb] 1y 8", =E Uity 8" = w21y, 8")
e Jﬁ)fk) = E(U;Tbiyi, é(k)), cujas expressoes sdo apresentados a seguir.

Atl(k) _ it(ik) ﬁi(k) 4 Ai(k)Ai(k)’ (4.13)
Jt\sz) _ ﬁl(k) ﬁi(k)z i Mi(k)z n Mi(k)ﬁi(k)?lgk)’ (4.14)
dY = 29GW 450, (4.15)
b = 9" 50 (4.16)

W R A oK) . ——(k
w7, = B aGNGY T G @5 sG55 @

i i "
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em que
ﬁi(k) _ Mlgk)zg(k)TZiTﬁl(k)—l (yi—f(&(k),xz')),
Mi(k) _ (1_I_Z(k)TZ;—ﬁEk)—IZiZ(k))_1/27
BY = @74z Rz,
¢Y = BMZ/RY(vi-t@" x)),
s9 = @, -BMZ R 'z)a"
ﬁﬁk) _ ﬁl(k) n Zif‘(k)Z,T

~(k
Os estimadores de ﬁ( ) = it(llf) =E(Uilyi, 6( )) e ‘L'( ) = ?8() = E(Uil/Zch(Ul/2 )|y,,
estdo definidos em (3.15) e (3.16), e apresentados para cada distribui¢do pertencente a familia

SMSN, com Xl(k) = lgf)TZ‘.gk)fl/z(y,- —f@" x;)).

1

Esse processo iterativo de esperanca e maximizacdo fun¢do de log-verossimilhanca

dos dados completos se repete até que a convergéncia seja alcancada, por exemplo, até que
~(k+1)
ax||0 -

valor das estimativas dos parametros da funcdo nao linear o

|| seja suficientemente pequeno. Em cada iteragdo k do algoritmo do tipo EM, o
&) o~ o . .

sdo obtidas por meio do algoritmo
Newton-Raphson. Inicialmente optamos pelo algoritmo escore de Fisher, entretanto, em virtude
de E(y;) # f(a,x;), quando A # 0, conforme (3.12), o algoritmo escore de Fisher mostrou-se
(k)

menos eficiente. Assim, obtemos as estimativas @&~ pelo algoritmo de Newton-Raphson em v
iteragdes, por meio da fungio escore e da matriz de informacgdo de Fisher observada. Os passos

para a implementacao do algoritmo Newton-Raphson apresentados a segulr tém por obJetlvo

facilitar sua implementacdo. Nas expressoes a seguir consideramos R, = 02I,,, ou seja, Y = 0‘2.

A funcdo escore de @ na v-ésima iteracdo do algoritmo de Newton-Raphson € dada por

n
vy 1 )T [ ~K) (v = (k)
Up = — X437 (87 i —t@" %) - Zi(ub); " ) ¢
o2 =1

em que jl(v) ¢ uma matriz de elementos da forma r=1,...,p, ¢ uma matriz de
dimensao m; X p.

Para obtermos a expressdo da matriz de informacdo de Fisher observada, calculamos

~ 2ea™)
a matriz LE ) cujos elementos sdo %, r,s=1,...,p, de dimensdo m; x p?, em seguida
a0, 8as

7 V)

calculamos o vetor Ll. de dimensdo p? x 1 com a expressio

~ —~ — (k
LY =L (z,(uwb),” — i (v —6@" x)}.

1

A matriz de informacao de Fisher observada é dada pela expressao

KV+1

Z{A(k —|—Vec I(EEV))}.

62 l:]

(k)

)
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O estimador do vetor de pardmetros ¢ no algoritmo de Newton-Raphson na (v+ 1)-ésima

iteracdo € obtido por

—1
a(v+1) _ a(v) 4 [KSxV(—xH)} U&VH).

Ap6s a convergéncia do algoritmo Newton-Raphson a estimativa alvth ¢ computada no
algoritmo tipo EM na k-€sima iteragdo. No passo M do algoritmo do tipo EM sao feitas maximi-
zagOes condicionais e maximizagao da funcdo de log-verossimilhanga marginal restrita. Sob a
distribuicdo SSL sdo calculadas integrais de Monte Carlo. Portanto, utilizamos uma combinagdo
entre os algoritmos MCEM (WEI; TANNER, 1990) e ECME (LIU; RUBIN, 1994) que sao
extensoes rapidas dos algoritmos EM (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977) e ECM (MENG;

RUBIN, 1993), cujos passos estdo descritos a seguir.

® =K i
e ubb'; com as expressoes

th.k),ut(k), utzf ), ubg ), utb

Passo E: Calcular o valores de ;

(4.13)-(4.17).

i

~(k ~(k+1
Maximizando a fun¢io Q(0 |0( )) em relagdo a @, obtemos as estimativas de 0( o

cujas
expressoes sdo apresentadas no Passo CM.
~(K) ~ —~(k
Passo CM: Atualizar &(k), A(k), F(k) e 62( ) com as expressoes
7k "
a* = argmina{ulz (W70 0T 7, ! )}, (4.18)
(k+1) ” ®(k)
A _ =l i (4.19)
/\(k)
iy (ur?);
~ 1& —— &) —(K)~ ~ — (k)T
t Ly L), ), AT A )
i3
/\(k)/\ ~
+ (u?), Aka)Aka)T} e (4.20)
—~(k+1 1 & " = R — (k) — (KT -
62( ) = NZ {ﬁfk)rng)Trng) —rEkH)TZi(ub)E )—(ub)f ) Z,Trl(kﬂ)
i=1
—= 0
+tr( Zi(ubb '), Z; , 4.21)

emque N =YY"  m; e’fl(k) =vy; —f(a(k),xi).
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Passo CML: Atualizar o valor do vetor de parametros v considerando a funcdo de log-

verossimilhancga (4.3) na k-ésima itera¢do do algoritmo do tipo EM por meio da expressao

~(k+1)

v — argmax, {g(y; 0" v)}. (4.22)

A matriz de dispersdo e o vetor de parametros de assimetria dos efeitos aleatdrios sdao

estimados com as expressdes

ﬁ(k-H) _ i_:(k+1) +Z(k+l)3(k+l)—|— . (423)

() plrn-1/23K+D

A - ~(k )T = NESINTS (4.24)
(1-A D&+D—1A )1/2

Sob certas condi¢des de regularidade (ZACKS, 1971), a matriz do covariancias dos
estimadores de méxima verossimilhanca pode ser estimada por meio da inversa da matriz de

informacao de Fisher observada apresentada a seguir.

L) = zn" Ui(6 } com (4.25)
i=1
Ui(0) {aloggéy”e)} L (4.26)

em que g(y;,0) é a fdp da distribui¢do pertencente a classe SMSN.

4.1.1 Predicao dos efeitos aleatorios e da variavel resposta

Para predicdo dos efeitos aleatorios b; em modelos lineares com efeitos mistos sob a
classe SNI, Lachos et al. (2010) (LACHOS; GHOSH; ARELLANO-VALLE, 2010) desenvolveu
um estimador empirico de Bayes, e que nds estendemos para o0 modelo SMSN-NLME, obtido

pela expressao

b; = E[bily;, 0] = iy, + A, (4.27)

. P _ N ~
em que Wy, = DZ/YX (yi—f(@,x;)) e T 1, = E(x"2(Up)Wo(x~V2(U)A))|y:, 0 ) conforme
(3.16).
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Assim, a predi¢do de y; para o i-ésimo perfil assume a forma

yi = f(a,x;)+Zb;

. ] N T 1 P
= f(a.x) +ZDZ/L; (yi—t(@.x;))+Z; AITA =Ai§
1+8 AL
— 25 f(@,x;) + (Iy, — 028, )yit+ Zi—— AL (4.28)
1+8 AG

Observamos que o valor predito de y; é a soma de uma parcela relacionada com a fun¢do

estimada, outra com seus valores observados € outra com a assimetria.

Na predi¢do de uma observacao futura da varidvel resposta que denotamos por yi+ de

+ o gt

dimensdo a x 1, com x;" e z;” matrizes de regressores de predi¢do, de dimensoes a X 1 e a X g,

respectivamente, assumimos que

( ;1 > ~ SMSNy,+q (f(a,x7 ), X7, A7 H), (4.29)

ondex! = (x;,x )T, Z:=(Z[,z "), Z =R + ZDZ; " e

l’l

*—1/2 %
L =g

ERVIENNTS

comA; =D+ ZTRTIZ) e =D,

12

Portanto, o vetor aleatdrio y; segue a distribui¢do SMSN,,; (f(et,x;),X;, X, "VisH), e
que
N () D e 12* V()
Vi _ + i1l ~il2 (430)
\/1+V Tz, VO
Vi = (VT VAT g2 4.31)

* * *—1 *x Yk
onde Xfj| =X, Xy =X, —XH X T, e Xl =X

Assim, substituindo 6 por 0, o preditor da observagdo futura ?;“ = /y\f (6) com menor erro
quadrético médio € a esperanga condicional de y:“ dado y; (LACHOS; GHOSH; ARELLANO-
VALLE, 2010), ou seja

A~k

2122 1V( )T li

(4.32)

7 (8) = E(y{ |y:,0)

onde fi+ = (@, x; )‘1‘21212111 (vi —f(@,x:)).
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4.2 Estatistica da razao de verossimilhancas

Usamos a estatistica da razdo de verossimilhancas e a verossimilhanga perfilada para
realizar testes de hipdteses e construir intervalos de confianga para os parametros de assimetria.
Testamos a hipétese nula Hy : A = 0 contra a hipétese alternativa H, : A # 0, e construimos in-
tervalos de confianga aproximados de 95%, como sugerem Montenegro et al. (MONTENEGRO;
LACHOS; BOLFARINE, 2010) e Zeller (ZELLER, 2009).

4.2.1 Teste de hipoteses

Por meio do teste da razdo de verossimilhancas (TRV) avaliamos o méximo das fungdes
log-verossimilhancas dos modelos restrito ou simétrico e irrestrito ou assimétrico. Sob a hipétese
nula, a estatistica 2{/¢ (5) —/ (60)}, em que 0 € o vetor de parAmetros do modelo ajustado sob
Hy, possui distribui¢do assintética qui-quadrado com ¢ graus de liberdade (xg) (PAWITAN,
2001). Nas aplicacdes a seguir consideramos o nivel de significancia de 5%, assim rejeitamos a
hipétese nula se 2{6(5) - 6(50)} > xg’%;q.

4.2.2 Intervalo de confianca aproximado

Usando também a estatistica da razdo de verossimilhangas, podemos construir um inter-
valo de confianga aproximado de 95% para um elemento do vetor de parametros de assimetria
A= (A1,...,24)", por exemplo para A;, considerando que 2{6(/6\) —l(M)} < X§,95;1’ em que
¢(A1) é alog-verossimilhanga perfilada.

Realizamos algumas simulagdes e verificamos que a distribuicdo das estimativas dos
elementos do vetor de pardmetros & = (o, . . ., Ocp)T se aderem a distribui¢do normal, o que ndo
ocorreu com os elementos do vetor de parametros de assimetria. Assim, construimos também
intervalos de confianca de 95% para oy, [ = 1,..., p, considerando o intervalo de confianca usual
de Wald, por exemplo para o, dado pela expressdo [0 — 1,96€p (0l ); dy + 1,96€p(0)], com
ép(a) sendo a estimativa do erro padrio de o, obtida por meio da matriz de informacdo de
Fisher observada. Estes intervalos de confianca sdo discutidos no estudo de simula¢gdes na Se¢do

4.4.

4.3 Aplicacoes

Realizamos algumas aplicacdes ajustando o modelo SMSN-NLME com os dados de
crescimento de laranjeiras, e concentracdes sanguineas de cefamandol e theophylline descritos
no Capitulo 2. As andlises de residuos estdo apresentadas no Capitulo 5. Como critérios de
selecdo de modelos, além de testes de hipéteses com a estatistica da razdo de verossimilhangas,
adotamos o critério de informac¢do de Akaike (AIC) e o critério de informagao Bayesiana (BIC),

cujas expressoes sdo dadas por
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AIC = —20(0)+2] e (4.33)
BIC = —20(8)+log(N), (4.34)

em que / representa o nimero de elementos do vetor de pardmetros @ e N =Y.' | m;.

Na estimagdo de vV nos ajustes sob as distribuicoes ST, SSL e SNC, fizemos um grid de
valores e maximizamos a funcao de log-verossimilhanca, de acordo com (4.22), com o auxilio
da biblioteca EMMIXskew (WANG; NG; MCLACHLAN., 2018).

4.3.1 Dados de crescimento de laranjeiras

Consideramos o modelo (4.1) ajustado aos dados de crescimento de arvores de laranjei-

)T )T é o vetor de

ras apresentados na Se¢do 2.1, em que & = (0, 0,03) ' = (Asym,xmid, scal

parametros da funcdo ndo linear, R; = 0215 é a matriz de dispersao dos erros, y; = (yi1,- - -, yn)T,
i=1,...,5, sao as medi¢des dos comprimentos das circunferéncias das arvores (em mm). O
)T

vetor que representa as medi¢oes do tempo (em dias) é x; =t; = (t;1,...,t77) ', €

7. — af(‘x?tl) af(aatl)
" | dAsym = Jscal

€ a matriz de constantes conhecidas, de dimensdo 7 x 2, conforme apresentada em (4.4), com

a=a

efeitos aleatdrios associados aos parametros Asym e scal.

Assim, 0 modelo ndo linear com efeitos mistos que relaciona as medi¢des dos compri-

mentos das circunferéncias das arvores e o tempo pode ser representado por

yi:f(a,ti)+Zibi+£,~, i=1,...,5, (4.35)

em que f(a,t;) = (f(@,t;1),...,f(@,t7))" é uma fungio nio linear de pardmetros @, tal que

Asym

fletij) = 1 +exp[—(#;; — xmid) /scal]’

i=1,...5 j=1,..7 (4.36)

Com B = (dy1,d12,d») ", tal que dy1, di> e dy sdo elementos da matriz DY/2 e =
(A1,A2) T, as estimativas de @ e respectivos erros padrdes, obtidos por meio da matriz de
informagao de Fisher observada com o auxilio da biblioteca numDeriv (GILBERT; VARADHAN,

2016), estdo apresentados na Tabela 4.
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Tabela 4 — Estimativa dos parametros (Estim.) com erros padrdes (E.P.) para os modelos N-SMSN,
SN-NLME, ST-NLME, SSL-NLME e SNC-NLME ajustados aos dados de crescimento de

laranjeiras.
N-NLME SN-NLME ST-NLME SSL-NLME SNC-NLME
- - v=38 v=4 v=(0,8;0,3)"
?] Estim. (E.P.) Estim. (E.P) Estim. (E.P.) Estim. (E.P) Estim. (E.P)
Asym 19220 (7,11) 190,95  (7.13) 155,53  (7,95) 18349 (7,21) 158,88  (8,60)
xmid 729,01 (37,71) 729,72 (38,06) 757,24 (53,60) 733,93 (40,07) 771,85 (58,49)
scal 353,59 (28,78) 353,83 (29,01) 382,25 (38,33) 35537 (30,31) 407,66 (40,19)
c? 64,40 (15,39) 64,42 (15,40) 56,67 (13,54) 5223 (12,47) 19,44  (4,64)
dy 877,89  (9,31) 880,94  (9,33) 1900,71  (1,51) 78155 (8,70) 603,65  (0,09)
di2 97,32 (1,11)  -96,06  (1,10) -843,17 (0,92) -89,19  (1,07) -588,28  (0,11)
dxn 11,81  (0,34) 11,49 (0,34) 37498 (0,15 11,18 (0,34) 57391  (0,16)
A - - 0,06  (0,45) 18,09  (5,76) 0,39  (0,46) 1291  (4,16)
A - - -0,09 (0,44) -7,51  (2,41)  -0,03 (044) -11,86  (3,80)

Observa-se que o modelo ajustado sob a distribui¢do normal apresentou os menores
erros padrdes para os parametros Asym, xmid e scal. As componentes aleatdrias apresentaram
0s menores erros padroes com a distribuicio SNC. Os parametros de assimetria apresentaram
menores erros padroes sob a distribuicao SN. Na Tabela 5 encontram-se os valores dos critérios
AIC e BIC.

Tabela 5 — Valores AIC e BIC para os modelos ajustados aos dados de crescimento de laranjeiras.

Critério N-NLME SN-NLME ST-NLME SSL-NLME _ SNC-NLME
- - v=8 v=4 v=(0,80,3)T
AIC 277,49 277,50 275,96 278,02 273,38
BIC 291,48 291,49 289,95 292,01 287,37

Os valores dos critérios apresentados na Tabela 5 sdo bem préximos, principalmente
sob as distribui¢des normal e skew-normal, porém o menor valor ocorreu com a distribui¢ao

skew-normal contaminada.

A Figura 20 mostra graficos, gerados com o auxilio da biblioteca lattice (SARKAR,
2008), de perfis ajustados sob a distribuicio SNC, em preto, e dados observados, em cinza, para

cada drvore de laranjeira.
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Figura 20 — Perfis ajustados sob o modelo skew-normal contaminada por arvore de laranjeira.

Apresentamos na Tabela 6 os resultados do teste da razao de verossimilhangas para testar

se 0 modelo simétrico € suficiente nos ajustes dos dados.

Tabela 6 — Resultados do teste da razdo de verossimilhangas para testar Hy : A = 0 aplicados aos dados de
crescimento de laranjeiras.

Distribui¢des p-valor
normal / skew-normal 0,998
t / skew-t 0,167
slash / skew-slash 0,998

normal contaminada / skew-normal contaminada 0,056

Observamos que o modelo simétrico é mais adequado em todas as situagdes, conside-
rando o nivel de significancia de 5%. A rejeicdo de Hy pode ser obtida se considerarmos o nivel

de significancia maior que 5,6% e sob a distribuicdo skew-normal contaminada.

Para avaliar a adequabilidade da metodologia proposta, as medidas y;7,i =1,...,5, das
circunferéncias das laranjeiras das drvores foram consideradas desconhecidas e, assim, preditas
como observacdes futuras, de acordo com (4.32). O modelo SNC-NLME foi ajustado com

apenas 6 medidas de cada individuo e as observagdes futuras )7;5 = )7;5(5), i=1,...,5, foram
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obtidas. Calculamos o valor absoluto do desvio relativo por meio da expressao |(y;7 — f;) /yi7ls
i=1,...,5, entre os valores observados e preditos. Os resultados estdo apresentados na Tabela 7

a seguir.

Tabela 7 — Valores absolutos do desvio relativo entre valores observados e preditos no modelo SNC-NMLE
e dados de crescimento de laranjeiras.

Arvore
Medida 1 2 3 4 5
7 0,102 0,053 0,082 0,030 0,007

A drvore 1 apresentou o maior desvio relativo, enquanto a drvore 5 apresentou um
valor menor. Observamos que o preditor de observacdes futuras se mostrou eficiente para esta

aplicagc@o, com baixos valores de desvios relativos.

4.3.2 Dados do antibiotico cefamandol

Os dados do antibiético cefamandol, apresentados na Se¢do 2.2, foram ajustados com
o modelo proposto, em que & = (¢, 00, 03, OC4)T e R; = 62I,4. O vetor de respostas y; =

(Yits- - ,y,-14)T, i=1,...,6,sd30 as medi¢des da concentra¢do da droga no sangue (em mcg/ml)

ex; =t =(t;,... ,t,-14)T € o vetor que representa as medi¢des do tempo (em minutos) e

a=a

, _ [fet) df(a.t)
o &OCZ ’ 8054

¢ a matriz de constantes conhecidas, de dimensao 14 x 2, conforme apresentada em (4.4), com
efeitos aleatdrios associados aos parametros 0 e 0i4. Essa escolha foi feita por apresentar os
menores valores para os critérios AIC e BIC. Assim, o modelo ndo linear com efeitos mistos que

relaciona a concentracdo de cefamandol e o tempo pode ser representado por

y,~:f(a,t,~)+Z,-b,-+e,-, i=1,...,6, 4.37)

em que f(a,t;) = (f(a,t1),..., f(e,t;11)) " é uma fungio ndo linear de parimetros ¢, tal que

.. a/ . a/ . .
floti) =ae 2 faze™ ", i=1,...,6, j=1,...,14 (4.38)
com o) = log 0, ot} = log 04, & = (01, 0,03, 04) " € 0tp >0, Ay > 0.

Com B = (dy1,d12,d2) ", tal que dy1, d13 e doy sdo elementos da matriz D!/2 e =
(A1,A2) 7, as estimativas de @ e os respectivos erros padrdes, obtidos por meio da matriz de
informacao de Fisher observada com o auxilio da biblioteca numDeriv (GILBERT; VARADHAN,
2016), estao apresentados na Tabela 8.
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Tabela 8 — Estimativa dos pardmetros (Estim.) com erros padrdes (E.P.) para os modelos N-SMSN, SN-
NLME, ST-NLME, SSL-NLME e SNC-NLME ajustados aos dados do cefamandol.

N-NLME SN-NLME ST-NLME SSL-NLME SNC-NLME

- ; v=2 v=1,2 v=(0,34;0,2)7

6 Estim. (EP) Estim. (EP) Estim. (EP) Estim. (EP) Estim. (E.P)

a1 300,78 (31,12) 300,78 (31,14) 58396 (216,64) 369,14 (46,06) 388,46 (72,61)
o 206 (0,13) 206 (0,13) -142  (0,18) -1,86 (0,12) -1,72  (0,15)
o 9244 (11,50) 9243 (11,49) 8195 (7,35 93,89 (12,11) 9034 (11,44)
395 (0,100  -395 (0,100 3,74  (0,08) -3,66 (0,09 -3,59 (0,10
62 2772 (428) 2772  (427) 18925 (2920) 9,67 (149) 12,60  (1,95)
dy 0,13 (0,100 0,13 (0,09 232  (001) 004 (005 006 (0,06
do, 007 (0,06 007 (0,06 126 (0,15 002 (0,04 005 (0,05)
dy 008 (0,07) 007 (007 093  (0,18) 004 (0,03 007 (0,02)
) - - -0,02  (040) -9051 (26,68) 6,10 (6,05 -4,387 (15,05)
2 - - 0,00 (040) 2774 (11,86) 22,63 (6,67) -7678  (1,95)

O ajuste sob a distribuicdo skew-t apresentou o maior erro padrdo para a maioria dos
parametros. Os erros padroes dos parametros de assimetria sio menores sob a distribuicao SN.

Na Tabela 9 encontram-se os valores dos critérios AIC e BIC.

Tabela 9 — Valores AIC e BIC para os modelos ajustados aos dados de cefamandol.

Critério N-NLME SN-NLME ST-NLME SSL-NLME SNC-NLME

- - v=2 v=12 v=(0,34,0,2)"
AIC 565,59 565,59 604,45 551,20 548,12
BIC 587,46 587,46 626,32 573,07 569,99

Os valores dos critérios AIC e BIC sao bem préximos, com excecao do ajuste com a

distribui¢do skew-t. O menor valor, porém, ocorreu com a distribui¢do skew-normal contaminada.

Os graficos da Figura 21 mostram os perfis ajustados sob a distribuicio SNC, em
preto, e os dados observados, em cinza, para cada individuo relativo aos dados do antiasmatico

cefamandol.
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Figura 21 — Perfis ajustados sob o modelo skew-normal contaminada por individuo dos dados de cefa-
mandol.

Os resultados do teste da razdo de verossimilhangas estdo apresentamos na Tabela 10 a

seguir, no qual estamos interessados em testar se 0 modelo simétrico € suficiente nos ajustes dos
dados.

Tabela 10 — Resultados do teste da razdo de verossimilhangas para testar Hy : A = 0 aplicados aos dados
de cefamandol.

Distribuicoes p-valor
normal / skew-normal 0,99
t / skew-t 0,11
slash / skew-slash 0,18

normal contaminada / skew-normal contaminada 0,13

Nos testes de hipdteses baseados na estatistica da razdo de verossimilhangas podemos
concluir que os modelos simétricos sdo os mais adequados sob todas as distribui¢cdes. Compa-
rando os resultados dos ajustes sob os modelos normal e skew-normal na Tabela 8, podemos notar

que ha concordancia com o p-valor obtido no teste da razdo de verossimilhancas apresentado na
Tabela 10.
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4.3.3 Dados do antiasmatico theophylline

Ajustamos os dados do antiasmatico theophylline, apresentados na Secao 2.3, com
o modelo proposto, em que & = (0,0, 03) " = (lke,lka,lcl)", R; = 6?I;;. As entradas do
vetor y; = (Yit,-.-,vi11) »i=1,...,12, sdo as medicdes da concentragio da droga (em mg/1),
)T

x; =t; = (ti1,...,t;11) € 0 vetor que representa as medi¢des do tempo (em horas) e

Zi - )
dlka dlcl

¢ a matriz de constantes conhecidas, de dimensdo 11 x 2, conforme apresentada em (4.4), com

 [of(a,t) af(a,ti)]

a=a

efeitos aleatorios associados aos parametros lka e [cl. Assim, 0 modelo ndo linear com efeitos

mistos que relaciona a concentragdo de theophylline e o tempo pode ser representada por

y,-:f(a,ti)+Z,~b,-+e,~, i=1,...,12, (4.39)

em que f(a,t;) = (f(a,t1),..., f(a,t;11))" é uma fungio ndo linear de pardmetros ¢, tal que

Dsi,elkeJrlkaflcl The Tha
J —e"t; —e™;; : .
flenty) = = (e e ), =112, =1

em que Ds;; € a dose de theophylline administrada em cada paciente.

Com B = (dy1,d12,d2) ", tal que dy1, d13 e doy sdo elementos da matriz D/2 e =
(A1,A2)T, as estimativas de @ e respectivos erros padrdes, obtidos por meio da matriz de
informacao de Fisher observada com o auxilio da biblioteca numDeriv (GILBERT; VARADHAN,
2016), estdo apresentados na Tabela 11.

Tabela 11 — Estimativa dos parametros (Estim.) com erros padrdes (E.P.) para os modelos N-SMSN,
SN-NLME, ST-NLME, SSL-NLME e SNC-NLME ajustados aos dados de theophylline.

N-NLME SN-NLME ST-NLME SSL-NLME SNC-NLME
- ; V=349 v=0,95 v=(0,57;0,22)7
6 Estim. (EP) Estim. (EP) Esim. (EP) Estim. (E.P) Estim. (EP)

lke 2,52 (0,05) 252 (0,07) 2,47 (0,05 247 (0,05 -2.45 (0,05)
lka 045 (0,060 036 (007 036 (0,05 038 (0,06) 0,38 (0,06)
lel 326 (0,04) -3,02 (0,05 -298 (0,03) -298 (0,03) -2,97 (0,03)
o2 056 (0,07) 056 (007) 030 (0,04 0,15 (002) 0,18 (0,02)
dy 041 (0,13) 043 (0,13) 036 (0,12) 0,15 (0,08) 0,19 (0,09)
dp 000 (0,04 -0,02 (0,05 001 (0,04 001 (003 001 (0,03)
d» 003 (003 008 (0,02 004 (001) 002 (001) 003 (0,01)
A - - 672 (436) 357 (405 1,87 (3,100 295 (3,60)
A ; - 21,89 (4,65 -1891 (3,95 -13,78 (3,02) -1693 (3,53)

Observa-se que o modelo ajustado sob a distribuicao ST apresentou os menores erros

padrdes para os parametros lke, lka e Icl. Nos demais parametros os menores erros padrdes
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ocorreram com a distribui¢cdo SSL. As estimativas dos erros padrdes obtidas sob a distribuicao
SSL sdo préximas das estimativas obtidas com a distribui¢do SNC. Na Tabela 12 encontram-se

os valores das estatisticas AIC e BIC.

Tabela 12 — Valores AIC e BIC para os modelos ajustados aos dados de theophylline.

Critério N-NLME SN-NLME ST-NLME SSL-NLME SNC-NLME
- - v =23,49 v=0,95 v=(0,57;0,22)"
AIC 385,55 385,15 367,10 370,08 363,96
BIC 411,49 408,09 393,04 396,03 389,91

Os valores dos critérios de informacao apresentados na Tabela 12 sdo proximos. Por
meio destes critérios, podemos considerar que os ajustes sao equivalentes, com destaque para o

ajuste sob a distribuicdo SNC por apresentar menores valores para estas estatisticas.

Na Figura 22 apresentamos os graficos dos ajustes por individuo com a distribui¢do SNC
para esta aplicacao.
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Figura 22 — Perfis ajustados sob o modelo skew-normal contaminada por individuo dos dados de theophy!-
line.

Os graficos da Figura 22, gerados com o auxilio da biblioteca lattice (SARKAR, 2008),
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mostram os perfis ajustados sob a distribuicdo SNC, em preto, e os dados observados, em cinza,

para cada individuo que o antiasmdtico theophylline foi administrado.

Apresentamos na Tabela 13 os resultados do TRV para testar se o modelo simétrico é

suficiente.

Tabela 13 — Resultados do teste da razdo de verossimilhangas para testar Hy : A = 0 aplicados aos dados

de theophylline.
Distribui¢des p-valor
normal / skew-normal 0,182
t / skew-t 0,044
slash / skew-slash 0,048

normal contaminada / skew-normal contaminada 0,019

Observamos que o modelo assimétrico € mais adequado do que o modelo simétrico para
este conjunto de dados, considerando um nivel de significancia de 5%, sob as distribui¢des de

caudas pesadas skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada.

Com a estatistica da razao de verossimilhangas, construimos intervalos de confianga de

95% para o parametro de assimetria A;, apresentados na Tabela 14.

Tabela 14 — Intervalos de confianga aproximados de 95% para o parAmetros de assimetria A obtidos com
a estatistica de razao de verossimilhancgas para os dados de theophylline.

Distribui¢oes I.C.(A4))
skew-normal [1,12; 13,57
skew-t [0,07;7,47]
skew-slash [—0,72;5,32]
skew-normal contaminada  [—0, 19; 6,55]

Nesta aplicagdo, construimos também intervalos de confianga de 95% usual de Wald para
o parametro A, dado por 11 +1,96 e/f)(/ﬂ\tl) com o objetivo de comparar sua precisdo em relacao
ao intervalo de confianca obtido com a estatistica de razao de verossimilhancas e verificamos que
a amplitude do intervalo de confianca do tipo Wald para A; é maior para todas as distribuicdes,
por exemplo, para a distribuicdo skew-slash, em que o intervalo de Wald apresentou a menor
amplitude, o intervalo de confianga é [—4,27;7,15], com amplitude maior do que o intervalo
apresentado na Tabela 14. Isso indica que o intervalo de confianca obtido por meio da estatistica
de razdo de verossimilhangas € mais apropriado. Observamos também que, para esta aplicagao
e sob o ponto de vista dos intervalos de confianca apresentados, as distribuicdes com caudas
pesadas mostraram-se mais adequadas. Os resultados apresentados na Tabela 14 podem ser
observados graficamente na Figura 23, em que a linha horizontal em cada gréfico refere-se ao
quantil limite da distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade, ou seja, 13,95;1 que vale,

aproximadamente, 3,84.
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Figura 23 — Razdes de verossimilhangas baseadas nas verossimilhangas perfiladas para os dados de
theophylline.

Para avaliar a adequabilidade da metodologia proposta, as medidas yg = (yilo,)’ill)T,
i=1,...,12, das concentragdes de theophylline de todos os individuos foram consideradas
desconhecidas e, assim, preditas como observacdes futuras, de acordo com (4.32). Assim, 0
modelo SNC-NLME foi ajustado com apenas 9 medidas de cada individuo e as observacdes
futuras yj(é) = (V}10:¥11) ", i =1,...,12, foram obtidas. Os valores preditos Sf\f(é), em preto,
foram comparados com os valores observados yg, em cinza, e os resultados sdo mostrados nos

graficos da Figura 24.

Podemos observar na Figura 24 que existe boa concordancia entre os valores preditos e
observados, mas com a presenca de alguns desvios, principalmente nas medidas dos individuos
1,2,8, 10 e 12. Assim, calculamos o valor absoluto do desvio relativo por meio da expressao
| (vij —)A’;;)/)’iﬂ, i=1,...,12, j =10, 11, entre os valores observados e preditos. Os resultados

estdo apresentados na Tabela 15.
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Figura 24 — Valores preditos e observados da concentracdo de theophylline em dois tempos.

Tabela 15 — Valores absolutos do desvio relativo entre valores observados e preditos no modelo SNC-
NMLE e dados de theophylline.

Individuo

Medida 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
10 0,181 0,233 0,029 0,001 0,085 0,065 0,032 0,178 0,058 0,087 0,065 0,082
11 0,456 0,491 0,263 0,284 0,087 0,213 0,153 0,044 0,077 0,176 0,222 0,559

Observamos que o menor desvio relativo ocorreu com o individuo 4 e 0 maior com
o individuo 12. Baseado na Tabela 15 e de maneira geral, consideramos que o preditor de

observacdes futuras para esta aplicagdo foi eficiente.

4.4 Simulacoes

Nos realizamos uma série de simulagdes de Monte Carlo para examinar empiricamente a
performance dos estimadores do modelo proposto. No estudo de simulacdo, temos o objetivo de
investigar empiricamente propriedades assintdticas dos estimadores de 8. Durante as simulagdes
constatamos que as estimativas dos elementos de & se aderem a distribui¢ao normal com as
condi¢des que sao satisfeitas para esses parametros dentro do espaco paramétrico, mas nao no
limite, o que ndo ocorreu com as estimativas dos parametros de dispersdo e com os parametros

de assimetria.

Em cada cendrio, geramos 1000 amostras de Monte Carlo e estimamos os elementos
do vetor de pardmetros @. Com estas estimativas nds calculamos a média, viés, erro quadratico
médio (EQM) de cada elemento de 0 e a probabilidade de cobertura (PC) do intervalo de
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confianca de 95% usual de Wald para cada elemento do vetor de pardmetros &. As expressoes

destas medidas empiricas sao

100§
ddia = ) — 4.40
média L To00 (4.40)
1000 7.
) 6;,—0
s = 441
vies ; 1000’ (441
1000 (g, _ g)2
EQM = — 4.42
Q ; 1000 ° (4.42)
LC.(ot) = [@—1,966(G); @ +1,966p(@)], [=1,....p. @.43)
com 0 = qy,...,0,,0%,d,A, e ep(d),l =1,...,p, é o erro padrio estimado de @, obtido por

meio da matriz de informacao de Fisher observada.

Optamos por ndo realizar simula¢des com ajustes sob a distribui¢ao skew-slash pelo fato

de ser custoso no ponto de vista computacional.

e Primeiro cenario

Por meio das bibliotecas mixsmsn (PRATES; CABRAL; LACHOS, 2013) e mvtnorm
(GENZ; BRETZ, 2009), geramos dados artificiais sob as distribui¢des t multivariada para os

erros e skew-Student-t univariada para os efeitos aleatorios, com a curva

yij:f(a,t,-j)-i—Zjbi-l—eij, i=1,...,n, j=1,...,m, (4.44)

em que &; ~ T, (0, Gzlmi, 3) e b ~ ST(0,d,A,3). Os regressores t;; ndo dependem do perfil i,

assim f;; = t;, consequentemente, Z;; = Z;. Adotamos a seguinte fun¢do nao linear

flot) = ape ™ + age ™, (4.45)

Este cendrio de simulacgdo foi baseado no conjunto de dados do antibiético cefamandol,

apresentado na Sec¢do 2.2.

A matriz de constantes Z; considerada para este estudo de simulacio, conforme (4.4),

tem a forma

af(a,t;)

I 8a3

o
a=a

desta forma o efeito aleatério estd associado ao parametro 03.

Ajustamos os modelos SMSN-NLME com as distribui¢des skew-normal, skew-t e

skew-normal contaminada. Os valores verdadeiros considerados para os parametros sao & =
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(2.8,0.9,0.6,—1.1)7, 62 = 0.06, d = 0.03 ¢ A = 0 e 2. Os valores dos regressores ; foram

mantidos constantes para A = 0 e 2. Os valores de V sdo supostamente conhecidos. Os resultados

das simulacoes estdo apresentados nas Tabelas 16 e 17.

Tabela 16 — Média, viés, EQM e CP dos modelos ajustados sob as distribui¢des SN, ST e SNC por meio
de 1000 amostras simuladas de Monte Carlo comn =5em; =7.

SN-NLME ST-NLME SNC-NLME
- v=3,0 v=(0,50,3)"
6  média viegs EQM PC(%) média viegs EQM PC(%) média viegs EQM PC(%)
n=5m=T7eAl=0
a 2,904 0,104 0,434 984 2953 0,153 0,488 96,3 2,791 -0,009 0,401 97,6
a 1,048 0,148 0,102 994 1,070 0,170 0,118 97,7 1,036 0,136 0,074 99,7
az 0,781 0,181 0,155 9294 0814 0,214 0,196 95,1 0,840 0,240 0,174 98,5
as  -1,002 0,098 0,243 97,8 -1,018 0,082 0,267 96,4 -0938 0,162 0,219 97,4
o2 0,094 0,034 0,003 - 0,070 0,010 0,001 - 0,047 -0,013 0,001 -
d 0,086 0,056 0,025 - 0,069 0,039 0,015 - 0,045 0,015 0,005 -
A 0,099 0,099 1,315 - -0,214 -0,214 3,692 - -0,158 -0,158 2,525 -
n=5m=T7el=2
a; 2933 0,133 0,444 98,3 2967 0,167 0474 96,3 2,831 0,031 0,355 97,8
a 1,023 0,123 0,097 99,3 1,039 0,139 0,109 97,7 1,010 0,110 0,069 99,5
az; 0,807 0,207 0,172 99,2 0,838 0,238 0,203 95,1 0,864 0,264 0,177 97,5
as  -1,035 0,065 0,228 97,6 -1,072 0,028 0,251 96,4 -1,011 0,089 0,178 97,9
c? 0,094 0,034 0,003 - 0,069 0,009 0,001 - 0,047 -0,013 0,001 -
d 0,059 0,029 0,010 - 0,049 0,019 0,007 - 0,030 0,000 0,002 -
A 1,054 -0,946 2,113 - 0,993 -1,007 4,261 - 0,756 -1,244 3,956 -

Tabela 17 — Média, viés, EQM e CP dos modelos ajustados sob as distribui¢ées SN, ST e SNC por meio
de Monte Carlocomn=6em; = 11.

de 1000 amostras simuladas

SN-NLME ST-NLME SNC-NLME
- v=3,0 v=(0,50,3)"

6 média vies EQM PC(%) média vies EQM PC(%) média vies EQM PC(%)
n=6m=11eA=0

ar 2951 0,151 0,381 98,3 2981 0,181 0,421 97,1 2,900 0,100 0,343 97,3

a 1,011 0,111 0,095 99.0 1,020 0,012 0,104 97,7 0,999 0,099 0,074 99,0

a3 0,705 0,105 0,117 98,1 0,741 0,141 0,145 94,1 0,735 0,135 0,123 97,3

oy -1,126  -0,026 0,270 97,1 -1,000 0,010 0,256 951 -1,062 0,038 0,222 96,6

o2 0,107 0,047 0,031 - 0,088 0,028 0,002 - 0,059 -0,001 0,001 -

d 0,087 0,057 0,062 - 0,077 0,047 0,016 - 0,050 0,020 0,007 -

A 0,042 0042 2325 - 0241 -0241 4,011 - -0,100 -0,100 2,971 -
n=6m=11eA =2

o 2,960 0,160 0,348 96,6 2979 0,179 0,409 96,6 2,921 0,121 0,340 96,6

o 1,001 0,101 0,098 97,2 0,996 0,096 0,105 97,2 0,975 0,075 0,078 98,0

oz 0,748 0,148 0,133 939 0,769 0,169 0,158 939 0,771 0,171 0,139 95,8

as  -1,143  -0,043 0,247 953 -1,123 -0,023 0,256 953 -1,106 -0,006 0,204 97,2

o2 0,107 0,047 0,005 - 0,088 0,028 0,002 - 0,059 -0,001 0,001 -

d 0072 0,042 0,049 - 0057 0,027 0012 - 0,037 0,007 0,005 -

A 1235 -0,765 3,735 - 1,048 -0,952 4,118 - 0,905 -1,095 3,760 -

¢ Segundo cenario

Neste segundo cendrio, também geramos, por meio das bibliotecas mixsmsn (PRATES;
CABRAL; LACHOS, 2013) e mvtnorm (GENZ; BRETZ, 2009), dados artificiais sob as distri-
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bui¢des t multivariada para os erros e skew-Student-t univariada para os efeitos aleatorios, porém

usamos outra curva como mostrado a seguir.

yij:f(a,tij)JrZUb,-Jre,-j, i=1,...,n, jZl,...,m[, (4.46)

em que &; ~ T,,,(0,6°1L,,,,3) e b; ~ ST(0,d, 1,3). Adotamos a seguinte fungio ndo linear

Dsij ed1to—os ey ey ) .
f(a,l’l‘j):w(e V—e ”), i=1,...,n, JZI,...,mi.

Este cendrio de simulacdo foi baseado no conjunto de dados do antiasmaético theophylline,
apresentado na Se¢do 2.3. A matriz de constantes Z;; considerada para este estudo de simulacdo,

conforme (4.4), tem a forma

8f(a,t,-j)

Zij= ——=—— ,

dog o=a

assim, o efeito aleatdrio estd associado ao parametro 0s3.

Ajustamos os modelos SMSN-NLME com as distribui¢des skew-normal, skew-t e

skew-normal contaminada. Os valores verdadeiros considerados para os parametros sao & =

(—2,5,0,4,-3,1)",062=1,d=0,5e A = 0 e 2. Os valores de V sio supostamente conhecidos.

Os valores dos regressores #;; € de Ds;; foram mantidos constantes para A = 0 e 2. Os resultados

das simulagdes estdo apresentados nas Tabelas 19 e 18.

Tabela 18 — Média, viés, EQM e PC dos modelos ajustados sob as distribui¢cdes SN, ST e SNC por meio
de 1000 amostras simuladas de Monte Carlo comn =9 e m; = 6.

SN-NLME ST-NLME SNC-NLME
- V:3,0 V:(0765032)T

8 média  vies EQM PC(%) média  vies EQM PC(%) média  vies EQM PC(%)

n=9,m=6eA=0

o -2,501 -0,001 0,410 96,1 -2,490 0,010 0,402 93,1 -2488 0,012 0,054 88,4
o, 0,389 -0,011 0,071 93,9 0,390 -0,010 0,090 87,0 0,398 -0,002 0,106 84,4
oz -3,084 0,016 0,014 99,4 -3,050 0,050 0,041 95,1 -3,059 0,041 0,048 90,3
o2 2,016 1,016 1,893 - 1,382 0,382 0,483 - 0,605 -0,395 0,265 -
d 1,292 0,792 2,489 - 0,79 0,296 0,593 - 0421 -0,079 0,243 -
A 0248 -0,248 7,363 - 0,205 -0,205 2,411 - -0,149 -0,149 5,821 -
n=9,m=6el=2
oy -2,482 0,018 0,035 95,9 -2471 0,029 0,043 91,2 -2486 0,014 0,074 87,1
o, 0376 -0,024 0,079 92,7 0,386 -0,014 0,073 88,1 0,380 -0,020 0,137 83,7
a3 -3,064 0,036 0,019 94,6 -3,020 0,080 0,041 93,7 -3,006 0,094 0,117 79,2
c? 2,026 1,026 1,959 - 1,329 0,329 0,474 - 0618 -0382 0,251 -
d 1,173 0,673 1,945 - 0679 0,179 0,375 - 0355 -0,145 0,231 -

A 4485 2485 19,301 - 3881 1,881 9,614 - 4,130 2,130 14,386




82

Capitulo 4. Modelo ndo linear misto com misturas de escala skew-normal

Tabela 19 — Média, viés, EQM e PC dos modelos ajustados sob as distribui¢des SN, ST e SNC por meio
de 1000 amostras simuladas de Monte Carlo comn =12 e m; = 11.

SN-NLME ST-NLME SNC-NLME
- v=3,0 v=(0,6,0,2)"
6  média viegs EQM PC(%) média viegs EQM PC(%) média viegs EQM PC(%)
n=12,m=11eA =0
o -2,527 -0,027 0,001 100 -2,509 -0,009 0,011 95,2 -2,504 -0,004 0,013 92,3
a 0,565 0,165 0,027 100 0,409 0,009 0,017 924 0402 0,002 0,020 90,2
o3 -3,110 -0,010 0,001 100 -3,117 -0,017 0,001 100 -3,110 -0,010 0,001 99,9
o2 1487 0487 0237 - 1,662 0,662 0,813 - 0,620 -0,380 0,265 -
d 1,256 0,756 1,837 - 1,046 0,546 1,006 - 0,379 -0,121 0,222 -
A -0,027 -0,027 0,367 - -0,011 -0,011 0,460 - 0,000 0,000 0,427 -
n=12,mi=11eA =2
a;  -2,508 -0,008 0,011 94,1 -2,514 -0,014 0,012 95,3 -2,507 -0,007 0,013 93,3
o 0410 0,010 0,018 96,8 0,401 0,001 0,018 92,5 0401 0,001 0,017 92,5
az  -3,117 -0,017 0,001 100 -3,105 -0,005 0,002 99,6 -3,110 -0,010 0,002 99,0
o2 2,169 1,169 2,140 - 1,608 0,608 0,771 - 0,617 -0,383 0,276
d 1,193 0,693 1,340 - 0,744 0,244 0413 - 0,339 -0,161 0,191
A 3,205 1,205 6,960 - 3410 1,410 6,724 - 3,306 1,306 7,506

Nas Tabelas 16-19 podemos observar que, na maioria dos casos, o viés e o EQM
diminuem quando o tamanho da amostra aumenta, indicando uma convergéncia assintética para
os valores reais dos pardmetros a medida que o tamanho da amostra aumenta, com A =0 e
também com A = 2, além de confirmar a flexibilidade do modelo SMSN-NLME para ajustar
dados simétricos e assimétricos. O EQM de A é menor sob a distribui¢io SN no primeiro cenérios
e sob a skew-t na maioria dos casos do segundo cendrio. Os componentes aleatdrios t€ém menor
EQM sob a distribui¢ao SNC em ambos cendrios. Para todo A, a PC referente aos elementos do
vetor de parametros & aproxima-se do valor nominal, confirmando que a distribuicao assintdtica
de (o4 — oy), I = 1,2,3,4, sob condigdes que sdo preenchidas para estes pardimetros dentro do
espaco paramétrico, mas nao no limite, é N (O,I(Ocl)*l), onde I(oy), [ =1,2,3,4, é um elemento
da matriz de informacao Fisher observada. Além disso, o parametro o apresentou a maior
PC em todas as distribui¢des no primeiro cendrio € &3 no segundo cendrio. Em geral, nos dois

cendrios, os ajustes sob a distribui¢do SN apresentaram PCs maiores.
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CAPITULO

ANALISE DE DIAGNOSTICO

Técnicas de andlise de diagndstico t€ém o objetivo de avaliar a qualidade de um modelo.
Em modelagem estatistica, a verificacao da coeréncia das suposi¢des € de fundamental impor-
tancia e recebe contribui¢des de diversos autores, tanto na deteccao de observagdes atipicas e a
verificacdo de seu impacto nos ajustes, quanto no desenvolvimento de medidas corretivas. Assim,
vamos propor algumas técnicas de andlise de diagndstico no modelo nao linear com efeitos
mistos sob a classe SMSN de distribui¢des. Faremos uma breve discussao sobre alguns pontos a
respeito de anélise de residuos e diagnéstico de influéncia, considerando técnicas de influéncia
local e global nos ajustes com os conjuntos de dados apresentados no Capitulo 2. De maneira
geral, verificamos que ao introduzir perturbag¢ao nos dados na direcao de observagdes aberrantes,
as estimativas das componentes aleatdrias sdo mais sensiveis, assim como quando perturbamos

€ssas COI’IlpOIleIltCS.

5.1 Analise de residuos

A andlise dos residuos compreende a um conjunto de técnicas baseadas na leitura e
interpretacdo dos residuos, e sao utilizadas para auxiliar na verificagdo da validade das suposi-
¢oes de um modelo de regressdo e, consequentemente, analisar a aderéncia e a adequacao da
distribui¢cdo considerada na formulagdo do modelo. Existem vdrias técnicas de diagndstico que
propdem distancias para analisar residuos. A forma mais simples e imediata de se desenvolver
um estudo para analisar residuos estd baseado nos residuos ordindrios, obtidos por meio do

modelo marginal, por exemplo de (4.1), dados por

rij=yij— f@xi;), i=1,...n, j=1,....m;. .1

No caso de modelos mistos, pode-se utilizar os residuos condicionados aos efeitos
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aleatorios, definidos por

f‘(i’,’j :y,-j—f(&,x,-j) —Z;;B,', = 1,...,11, j= 1,...,m,~. (52)

Outro residuo que vamos analisar e que vem sendo bastante utilizado em trabalhos
cientificos € o residuo quantilico aleatorizado, proposto por Dunn e Smith (DUNN; SMYTH,
1996), que convergem para a distribuicdo normal padrdo se os parametros do modelo sdo
estimados de forma consistente. O residuo quantilico aleatorizado, considerando o modelo

marginal, é dado pela expressao

fz[ij = CI)_] {GY(ylj|f(a7xlj>7e)} = 17 <.y, .] - 17 cee, My, (53)
em que P e Gy sdo as fda da distribui¢do normal padrio e da distribuicdo considerada no ajuste,

respectivamente.

Na andlise de residuos vamos considerar, entre outras medidas de comparagao, a dis-
tancia de Mahalanobis do modelo marginal dado o efeito aleatdrio, que € uma medida bastante

conhecida na literatura, obtida com a expressao

d; = (yi — £(@,x;) — Z;;b;) "= (yi — £(@,x;) — Zby), i=1,....n. (5.4)

5.2 Diagnéstico de influéncia

Para verificar se as estimativas do modelo proposto sdo resistentes a pequenas per-
turbacodes, vamos utilizar algumas técnicas de diagnéstico de influéncia utilizando medidas
apropriadas. Essas técnicas sdo ferramentas que avaliam o grau de sensibilidade das estimativas
dos parametros de um modelo de regressao quando alguma perturbacdo ocorre nos dados ou nas
suposicoes. Se o modelo ajustado ndo apresentar uma boa descri¢cdo dos dados observados, uma
perturbacao pode causar efeitos desproporcionais nos seus resultados. Portanto, € importante o
estudo sobre a robustez de um modelo estatistico, a fim de se obter boa concordancia entre os

dados observados e os dados estimados.

5.2.1 Influéncia local

Uma das formas mais utilizadas e mais simples para detectar influéncia de observacoes
sobre um modelo ajustado por meio de perturbagdes, € baseada na exclusdao de casos, que €
conhecido como um método de diagndstico de influéncia global e consiste em analisar um
ou mais modelos ajustados, apds a exclusdao de um subconjunto de observacdes. O estudo de
influéncia local, introduzido por Cook (COOK, 1986), é uma abordagem mais moderna, baseada

na andlise das curvaturas das se¢des normais de uma superficie na vizinhanga de um determinado
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ponto. O estudo de influéncia local consiste, portanto, em observar o comportamento de alguma
medida particular de influéncia com pequenas perturba¢gdes nos dados ou no modelo. A seguir,
apresentamos a forma de abordagem de influéncia local apresentada por Zhu e Lee (ZHU; LEE,
2001) que € fundamentada no trabalho de Cook (COOK, 1986).

Considerando o vetor de parametros @ = (a',y,B",A")T, com y =02, e Q(9|§) a
esperanca condicional da fun¢do de log-verossimilhanga dos dados completos, conforme (4.10),

os elementos da matriz hessiana do modelo SMSN-NLME sao obtidos pelas expressoes

00)=) 0i(6)=) 01i(6,)+ ) 0.(62), (5.5)
i=1 i=1 i=1
em que

~ 9%01i(6116)

01i(61) = W e (5.6)
. 9°02(6,0)
0,i(62) —W, (5.7
com@; = (a",6%) e, =(B,AT)".
Assim,
o _82Q,~(6\§) I ECh 0
0i(8) = ~ =5 507 = 0 uier ) (5.8)

Observamos que com o particionamento do vetor de pardmetros 6, a matriz Q(6) é bloco

diagonal.

As expressoes dos elementos da matriz hessiana do modelo SMSN-NLME sdo mostradas
no Apéndice C.

Considerando o vetor de perturbacdo ® = (@y,..., (x)g)T de dimensdo g x 1, restritas
a um conjunto aberto Q € R8, e seja £(0,®|y.) a funcdo de log-verossimilhanga dos dados
completos do modelo perturbado, assumindo a existéncia do vetor de ndo perturbacao @y, tal
que £(0,@9|y.) = ¢(B]y.) para todo 8. Denotamos por E(w) como a fun¢do que maximiza
Q(O,w|§) =E [E(O,(o|yc)|y,§]. Com o objetivo de verificar a existéncia de influéncia das
perturbacdes nas estimativas de méxima verossimilhanca de 6 considera-se o afastamento da

funcdo de log-verossimilhanca

fol@) =2 0(6]8) - 0(6.0(6)| . (59

Em influéncia local, estudamos o comportamento de fp(®) na vizinhanga do vetor @y.
No procedimento, € selecionada uma diregdo d, tal que ||d|| = 1, e entdo estudar o gréfico de
fo(®o+ad) contra a, com a € R. Como fp(®o) = 0, entdo fp(@o+ ad) tem um minimo local
em a = 0. Cada linha projetada pode ser caracterizada pela curvatura normal Cq(0) em torno de
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a = 0 e a sugestdo ¢ considerar a dire¢do dpy4x que corresponde a maxima curvatura Cq_. (0). O
grafico de d4x contra a ordem das observagdes pode revelar as observacdes que t€m influéncia
desproporcional sob pequenas perturbagdes em fp(@). Cook (COOK, 1986) mostrou que a

curvatura normal na direcdo unitdria d tem a forma

Ca(6) =2|d"Vy[0(6)] ' Vo], (5.10)

em que a matriz Vg é apresentada em (5.15) e Q(O) ¢ a matriz hessiana, conforme (5.5).

Obtemos Cq,, (0) como sendo o maior autovalor da matriz V, [0(0)] Vg € dmsx € 0

autovetor correspondente.

Para facilitar a identificacdo de observacdes influentes, uma vez que a curvatura normal
Ca(0) pode assumir qualquer valor e ndo é invariante sob uma transformacéo uniforme de escala,
Poon e Poon (POON; POON, 1999) definiram uma curvatura normal conformal B4(0), em uma
direcdo unitdria d, tal que 0 < |[Bq(0)| < 1, que € invariante sob reparametriza¢des conformais,

cuja expressao €

pa(0) — ~ Val0@) 'Vod
\/u(Vg[0(8)] V)2

Desta forma, um autovetor d; € considerado g-influente se sua medida de curvatura

(5.11)

normal conformal By, € tal que

|Ba(0)| >

q
; 5.12
> (5.12)

onde ¢ > 0 e g € a dimensao de ®.

Denominamos de vetor de pertubacao basica u; de dimensdo g X 1 com o valor 1 na
i-ésima posicao e zero nas demais posicoes (ESCOBAR; MEEKER, 1992), assim uma possibili-
dade para avaliar a influéncia da curvatura normal conformal é considerar o grafico de indices de

B, definido por

B=(By,...,By) =(By(0),...,By,(0))",
tal que Z‘f:lBiz = 1. Em um caso mais geral se {uj,...,ug} é um conjunto de autovetores

ortonormais, entdo ¥ | Bi = 1.

Sejam os autovalores 1y,..., 1, ordenados em ordem decrescente, padronizados € em

valor absoluto, cujos autovetores correspondentes sdo d, ..., d, da matriz V, [0(0)] "'V, ou

seja, de forma que

8
m>...>n, e Y ni=1 (5.13)
i=1
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Segundo Poon e Poon (POON; POON, 1999), podemos calcular a contribuiciao agregada
m(q) de todos os k autovetores considerados g-influentes. O j-ésimo elemento do vetor m(q) é

obtido por meio da expressao

k
) nial, (5.14)
i=1

em que g;; € a j-€sima entrada do autovetord;, i =1,...,ke j=1,...,8.

A escolha de g deve ser feita de forma apropriada para avaliar a contribui¢cdo agregada dos
k autovetores de interesse. Em particular, para g = 0 € possivel avaliar a contribui¢do agregada
de todos os autovetores e sempre existe g suficientemente grande para avaliar apenas a influéncia

na direcdo do autovetor correspondente ao maior autovalor, ou seja, a influéncia de dp,4x, assim

Mmax =M1 = - 2 Mk = >T]k+12...2ng20.

Qi

Quando avaliamos a influéncia da observagdo devido a contribui¢do agregada de todos
os autovetores correspondentes aos autovalores ndo nulos, estamos avaliando B; = By, conforme
discutido em Escobar e Meeker (ESCOBAR; MEEKER, 1992), assim, as entradas do vetor m(0)
indicariam a influéncia das observacdes devido a contribui¢cdo agregada de todos os autovetores.

Portanto analisar m(0) € equivalente a analisar B.

Segundo Russo (RUSSO, 2010), uma discussao recorrente na literatura é a obtencao
de uma regra geral para julgar a influéncia de uma observacgio especifica a partir das medidas
discutidas apresentadas neste Capitulo, mas alguns autores desenvolveram propostas para julgar

as magnitudes dessas medidas, como veremos a seguir.

Seja B a média de B e, respectivamente, /m(0) e sm(0) a média e o desvio padrio
de {m(0);: j=1,...,g}, Poon e Poon (POON; POON, 1999) propuseram o uso de 2B e
v/27m(0) como pontos de cortes para B e m(0). Porém Lee e Xu (LEE; XU, 2004) propuseram

m(0) + ¢*sm(0) como marca de referéncia, em que ¢* é uma constante positiva arbitraria.

Consideramos a seguir alguns esquemas de perturbagdo no diagnoéstico de influéncia
local para comparar a sensibilidade das estimativas dos parametros e para identificar possiveis

observacoes influentes nos ajustes com o modelo SMSN-NLME.

5.2.1.1 Esquemas de perturbacio

Apresentamos a seguir a matriz Vg, para cada esquema de perturbacdo no modelo
SMSN-NLME, cujos elementos tém a forma

v, _ 9°0(0.0/8)
T 00mT ’

9:§,a)=w0

(5.15)
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em que 0 a estimativa de maxima verossimilhanca de @ e @ € o vetor de ndo perturbagio.

e Ponderacao de casos

Nesse esquema de perturbacdo, multiplicamos o valor esperado do logaritmo da fungdo

de verossimilhanc¢a por uma pequena perturbacdo, como podemos verificar a seguir

0(6.0|0) = wE[((8]y.)]y.0] Z(Dlez 0:10) +Z(D1Q21 0.0), (5.16)

i=1 i=1
emqueo® = (w,..., a)g)T ¢ o vetor de perturbacdo,com 0 < w; <1,i=1,...,g. O vetor de
ndo perturbagio nesse esquema é dado por @y = (1,..., I)T.

Para este esquema de perturbac@o, encontramos as seguintes expressdes para os elementos

da matriz Vg

Vo, = [JT{u,r, (ub)i}}, (5.17)
T T (abbT)ZT
Vori = —3o5+5c3 [ulr r; — 2r; Z;(ub), +tr<Z,(ubb ).Z: )] (5.18)
T e L
Vg = —Etr(l" ' (I, —T 1N,-})+8TF,1“ 1[(mb) (ut )A] e (5.19)
Vo = —%tr(l"IF;LS{IQ—Flﬁi}>—|—3:FF1 [(Jﬁ)) (u2);A ] (5.20)

onde a matriz F = D'/2, ou seja, D = F2, Fﬁ = ﬁ —F,F+FF, - F,80 ' F-F68"F, I, =2 aﬁ ,

r=1,...,dim(B),I; = gf F<aaaT>F 5= 2 ,s:1,...,q,Ni:(ubbT)i_(m/F)iAT_

—T

A(utb); + (;t\z),-AAT, I, ¢ a matriz identidade ¢ x g.

¢ Perturbacio na variavel resposta

Seja o vetor de respostas (le, ...,¥)) T e considerando a inclusio de uma perturbagio

aditiva a cada grupo, teremos y; (@) = yl-T + w;1,,,, em que 1,,, € um vetor de uns de dimensao

m; x 1,i=1,...,n. A funcdo perturbada é obtida com a expressao
0(6.0(0) =) 01,(61,10)+ ) 02(62(6), (5.21)
i=1 i=1

onde podemos encontrar Q1;(01,®|0) substituindo em (4.11) y; por y;(@). Sob esse esquema
de perturbacdo com o vetor @y = 0 € R8, de A matriz Vg tem os seguintes elementos
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u
Voi = O_—;J,Tlml, (5.22)
1 7. —— 1T
chyl - 204 ulrl_Zi(ub)i 1m,-7 (5.23)
Vg, = 0 e (5.24)
Va.i = 0. (5.25)
(5.26)

¢ Perturbacio na matriz de dispersao dos efeitos aleatorios

A perturbagdo na matriz escala tem por objetivo identificar possiveis observagdes in-
fluentes ou padrdes adicionais de heteroscedasticidade entre os grupos e pode ser introduzida

considerando que o efeito aleatério

D
b; ~ SMSN,(O0, a,l;H). (5.27)
Sob esse esquema de perturbagdo, em que @ = (wy,...,®,) € R8 — {0}, os resultados a
seguir sdo obtidos quando ® = @y = (1,...,1).
00,0|0) =) 01i(6:1]6)+ ) 02(02,;0). (5.28)

i=1 i=1

A expressio de 0»;(0,, 0;|0) ¢ obtida substituindo em (4.12) A por A(@) = 0~ /A eT
por ['(@) = ® 'T". A matriz Vg tem elementos dados por

Va: = 0, (5.29)

Vo, = 0, (5.30)
1 e o —_— — 1 . - —~

V. = 5tr(r Ity T 1{(ubbT)i—(utb)l~AT})+§5TFJ‘ lub); e (531)

Vi = S (F_ll";bxl"_l{(ubbT)i—(utb)iAT}>+§55TF1"_1(utb),-. (5.32)

e Perturbacio na matriz de dispersao dos erros

Para identificar possiveis observagdes influentes na matriz escala dos erros consideramos

o esquema de perturbacdo por meio do modelo

2
£; ~ SMN,y, (0, %Imi;H). (5.33)

i
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Sob esse esquema de perturbacdo, em que @ = (o, ..., ®,) € R8¢ — {0}, os resultados a
seguir sdo obtidos quando ® = @y = (1,...,1). Temos que a func¢do perturbada é dada por
0(6,010) =) 01;(61,w,]0)+ ) 0:(6,]6), (5.34)

i=1 i=1
onde a expressdo de Qy;(01, a),-]/O\) é obtida substituindo em (4.11) 62 por 6%(@) = ®~'62. A

matriz Vg tem elementos dados por

1 N —
Vai = E[J;—{uiri_zi(ub)i}}y (5.35)
1 _ —
Vori = 33 [ﬁ,-r,-Tri—ZriTZi(ub)i—Hr (Zi(ubbT)iZI)} , (5.36)
Vg, = 0 ¢ (5.37)
Vi = O (5.38)

Para ilustrar as metodologias apresentadas neste trabalho realizamos estudos de diag-
nostico, por meio de andlise de residuos, influéncia local e global em trés conjuntos de dados
apresentados no Capitulo 2 com o objetivo de verificar a presenga de observacdes destoantes

e/ou influentes.

Na anélise de residuos, vamos analisar graficos das distancias de Mahalanobis, de acordo
com (5.4), dos residuos ordindrios condicionados (5.2) e dos residuos quantilicos aleatorizados
que possuem distribuicdo normal padrdao, como apresentado em (5.3), por meio do gréfico
de residuos e indices e envelopes simulados (ATKINSON, 1981), construidos com o auxilio
das bibliotecas mixsmsn (PRATES; CABRAL; LACHOS, 2013), sn (AZZALINI, 2018) e hnp
(MORAL; HINDE; DEMETRIO, 2017). Uma maneira detalhada para construir graficos de

envelopes simulados € apresentada no Apéndice C.

5.2.2 Dados de crescimento de laranjeiras

Os dados de crescimento de laranjeiras estdo apresentados na Sec¢do 2.1.

e Analise de residuos

Observamos nos graficos da Figura 25 que as medi¢des referentes as arvores 4 e 5

possuem as maiores distancias de Mahalanobis.
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Figura 25 — Distancias de Mahalanobis dos modelos ajustados aos dados de crescimento de laranjeiras.
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Figura 26 — Gréficos dos residuos condicionados das medi¢des por arvore dos dados de crescimento de
laranjeiras.

Os gréficos da Figura 26 mostram residuos condicionados de cada medig¢ao e por indi-
viduo, em que os diametros das circunferéncias sdo proporcionais aos valores absolutos dos
residuos, desta forma € possivel verificar que as medi¢des com maiores residuos, em valores
absolutos, sdo a segunda medicdo das arvores 4 e 5, a terceira medicdo da arvore 1, a quinta

medicdo de todas as drvores e a sexta medi¢cao da arvore 5.
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Figura 27 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados para os dados das laranjeiras.

Nos gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados na Figura 27, notamos que nenhuma

observago estd fora do intervalo de confianca de 95%, ou seja, fora do intervalo [—1,96; 1,96],

porém sob as distribui¢des ST, SSL e SNC hd tendéncia para assimetria negativa.
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Figura 28 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados para os dados das

laranjeiras.

Os gréficos de residuos e envelopes simulados da Figura 28 mostram relativa semelhanca
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entre os gréaficos sob as distribuicdes SN e SSL e entre as distribui¢cdes ST e SNC. No ponto
de vista de andlise de residuos, os ajustes mais adequados, por ter residuos dentro das bandas
de confianca, sdo os ajustes sob as distribuicdes SN e SSL. E possivel identificar, também no

gréfico de residuos e envelopes simulados, que os residuos tém tendéncia para assimetria negativa.

e Influéncia local

Considerando os esquemas de perturbagdo apresentados neste Capitulo, construimos
graficos do vetor m(0) para verificar a influéncia devido a contribui¢io agregada de todos os
autovetores nos ajustes sob cada distribui¢ao pertencente a classe SMSN. Os pontos de corte

adotados em todos os casos foram obtidos por meio de m(0) + ¢*sm(0), em que ¢* = 0, 5.
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Figura 29 — Griéficos de m(0) sob esquema de pertubagio ponderagio de casos com ¢* =0,5.

Nos grificos de indices de m(0) na Figura 29, sob o esquema de perturbagdo ponderagdo
de casos, verificamos que a drvore 5 possui medic¢des influentes sob todas as distribui¢des, em
conformidade com os graficos das distancias de Mahalanobis apresentados anteriormente. Sendo
que, sob as distribui¢des SN e SSL, podemos considerar como influentes também as medi¢des
das drvores 1 e 4.
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Figura 30 — Graficos de m(0) sob esquema de pertubagdo na varidvel resposta com ¢* = 0, 5.

Nos graficos de indices de m(0) na Figura 30, sob o esquema de perturbagio na variavel
resposta, verificamos que a arvore 3 possui as medi¢des mais influentes sob as distribuigdes ST,
SSL e SNC. Sob a distribui¢ao SN, a arvore 1 possui as medi¢des mais influentes, seguida da

arvore 5 que € uma arvore com uma das maiores distancias de Mahalanobis.
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Figura 31 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubag@o na matriz de dispersdo dos efeitos aleatdrios
com c¢* =0,5.

Na Figura 31, em que sdo mostrados os graficos de indices de m(0) sob o esquema
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de perturbagdo na matriz de dispersdo dos efeitos aleatérios, verificamos que as arvores 2 e 4

possuem as medi¢des mais influentes.
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Figura 32 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubagéo na matriz de dispersdo dos erros com ¢* = 0, 5.

Na Figura 32, em que sdo mostrados os gréficos de indices de m(0) sob o esquema de
perturbacio na matriz de dispersao dos erros, verificamos que as arvores 1, 4 e 5 possuem as

medi¢Oes mais influentes.

Fizemos algumas perturbagdes, como propostas na Se¢do 5.2.1.1, para avaliar o grau
de sensibilidade das estimativas dos parametros, por meio dos percentuais de mudanga nestas
estimativas. As perturbagdes foram introduzidas na direcao de uma determinada arvore i, i =
1,...,n, considerando, por exemplo, o esquema de perturbacao na varidvel resposta para obter
/O\wﬁadi, com a arbitrario e d; com valor 1 nas posicOes relativas a drvore i e zero nas demais
posicoes. Nas andlises apresentadas notamos que os efeitos fixos ndo sofreram grandes mudancas.
Omitimos os graficos de d};, pois suas estimativas apresentaram comportamento semelhante

as estimativas de dj; ou ds. Os percentuais de mudancgas foram obtidos com a expressao

~

Sob o esquema de perturbacdo na matriz de dispersdo dos erros, a perturbacio foi
realizada na direcao da 4rvore 4, conforme Figura 33, e podemos observar que o parametro
dy; e sob a distribuicdo SNC, sofreu as maiores alteracdes. O valor de a adotado pertence
ao intervalo [—0,2;0,2]. Constatamos que, neste esquema de perturbagdo, as estimacdes sdo

bastante sensiveis, visto que o valor de a adotado € pequeno.
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Figura 34 — Gréficos da porcentagem de mudancga na estimacido dos parimetros com perturbacio na
varidvel resposta na direcdo da arvore 1.

Podemos observar nos graficos da Figura 34, com perturbagdo na direc@o da arvore 1 e

no esquema de perturbagdo na varidvel resposta, que o parametro dp, também sofreu as maiores
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alteracdes, porém tais mudancas nao passaram de 5% em valor absoluto, e que o valor de a
adotado pertence ao intervalo [—1;1]. Sob o este esquema de perturbag@o, as estimagdes ndo so-
freram mudancas expressivas, mesmos para maiores valores de a, em relagao ao esquema anterior.

Nas estimagdes do parametro dp; e sob a distribuicao SSL, percebemos uma nao monotonicidade.

e Exclusao de casos

Para verificar a influéncia global de observagdes, realizamos a exclusao de algumas
laranjeiras. As estimativas dos efeitos fixos ndo sofreram mudangas maiores do que 25%, em
valor absoluto, e o pardmetro de dispersio 6> nio sofreu mudanca maior do que 10%, em valor
absoluto. Os demais parametros sofreram maiores mudancas e os resultados destas mudancas

estdo apresentados na Tabela 20 a seguir.

Tabela 20 — Percentuais de mudancgas nas estimativas dos pardmetros quando arvores foram excluidas
para os dados de crescimento de laranjeiras.

Distribui¢do Arvore excluida
1 2 4 5
dii
skew-normal -2 -8 27 24
skew-t 51 -35 -42 7
skew-slash -8 71 37 45
skew-normal contaminada -55 -21 -33 14
di»
skew-normal 3 6 30 -25
skew-t 88 8 63 11
skew-slash 13 -86 -340 -46
skew-normal contaminada 94 5 48 20
dr
skew-normal -4 -3 30 23
skew-t -97 24 -76 27
skew-slash -16 96 97 -29
skew-normal contaminada -99 12 -221 26
A
skew-normal 116 116 -150 16
skew-t -98 74 -21 6
skew-slash -43 99 97 45
skew-normal contaminada -98 74 221 -1
A
skew-normal 22 -11 22 33
skew-t 99 -82 49 12
skew-slash 106  -99 99 40
skew-normal contaminada 99 -81 -156 -5

Verificamos na Tabela 20 que, com a exclusdo das medicdes da arvore 4, as estimacoes
dos parametros apresentam as maiores alteragdes, sendo esta a arvore mais influente globalmente,
entre as arvores estudadas. O parAmetro A;, com ajustes sob a distribui¢do skew-normal, é o
parametro mais sensivel a retirada de observac¢des. Notamos também que na andlise de residuos

nos gréficos das distancias de Mahalanobis e dos residuos condicionados, Figuras 25 e 26, a
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arvore 4 possui as maiores distancias de Mahalanobis.

5.2.3 Dados de antibiotico cefamandol

Os dados do antibidtico cefamandol estdo apresentados na Secao 2.2.

e Analise de residuos

Nos griéficos da Figura 35, podemos observar que as medicoes referentes aos individuos
5 e 6 possuem as maiores distdncias de Mahalanobis, sendo que, no ajuste sob a distribui¢ao

skew-normal, o individuo 6 € possivelmente aberrante.
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Figura 35 — Distancias de Mahalanobis dos modelos ajustados aos dados do antibidtico cefamandol.

Os gréficos da Figura 36 mostram residuos condicionados de cada medigdo e por indi-
viduo. Os diametros das circunferéncias sao proporcionais aos valores absolutos dos residuos,
assim as medi¢des com residuos mais destoantes sdo a terceira medi¢do dos individuos 1, 2 e
6, a segunda medigdo dos individuos 3 e 5, a primeira medi¢do dos individuos 2 e 6, a quinta

medicdo dos individuos 5 e 6 e a oitava medi¢ao do individuo 5.
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Figura 36 — Gréfico de residuos condicionados das medi¢des por individuos dos dados de cefamandol.

Nos graficos dos residuos da Figura 37, consideramos como observagdes atipicas os

residuos com valores absolutos maiores que o quantil zg 975 = 1,96 da distribui¢do normal padrao

e, para este conjunto de dados, ndo houve tais observacdes. Podemos notar uma tendéncia a

assimetria negativa.
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Figura 37 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados para os dados de cefamandol.
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Figura 38 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados para os dados de
cefamandol.

Os gréficos de residuos e envelopes simulados da Figura 38 podemos observar que a

grande maioria dos residuos estdo dentro das bandas de confianca simuladas em todos os ajustes.

e Influéncia local

Construimos graficos do vetor m(0), de acordo com os esquemas de perturbacao estuda-
dos, para analisar a influéncia devido a contribui¢do agregada de todos os autovetores nos ajustes
com o0 modelo SMSN-NLME. Os pontos de corte adotados em todos os casos foram obtidos por

meio de /m(0) + c*sm(0), em que ¢* =0,5e ¢* = 1.

Nos gréficos de indices de m(0) na Figura 39, sob o esquema de perturbagio ponderacéo
de casos, verificamos que o individuo 6 € o mais influente sob as distribuicdes SN e ST e o

individuo 2 é mais influente sob as distribui¢cdes SSL e SNC.
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Figura 39 — Graficos de m(0) sob esquema de pertubagdo ponderagdo de casos com ¢* = 1.
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Figura 40 — Graficos de m(0) sob esquema de pertubag@o na varidvel resposta com ¢* = 0,5.

Nos gréficos de indices de m(0) na Figura 40, sob o esquema de perturbacéo na varidvel

resposta, o individuo 3 possui medi¢des mais influentes, seguido pelos individuos 1 e 4.
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Figura 41 — Grificos de m(0) sob esquema de pertubagio na matriz de dispersdo dos efeitos aleatérios

com c* =0,5.

Nos gréficos de indices de m(0) na Figura 41, sob o esquema de perturba¢@o na matriz

de dispersao dos efeitos aleatdrios, os individuos 3, 5 e 6 sd@o os mais influentes.
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Figura 42 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubagio na matriz de dispersdo dos erros com ¢* = 0, 5.

Nos gréficos de indices de m(0) na Figura 42, sob o esquema de perturbagio na matriz de

dispersao dos erros, o individuo 6 é o mais influente sob as distribuicdes SN e ST e o individuo 2
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€ mais influentes sob as distribui¢des SSL e SNC, assim como sob o esquema de perturbacao

ponderacdo de casos.

Avaliamos o grau de sensibilidade das estimativas dos parametros, introduzindo per-
turbagdes, conforme esquemas apresentados na Secao 5.2.1.1, na direcdo de um individuo de
interesse e obtendo awﬁadp com a arbitrario e, para o caso de perturbacdo na varidvel resposta,
d; tem valor 1 nas posicoes relativas ao individuo i e zero nas demais posi¢des. Como medida

para andlise utilizamos os percentuais de mudangas nas estimativas, obtidos com a expressao
(Bay o, — ) /0.

Nos graficos da Figura 43, com esquema de perturbag@o na varidvel resposta na dire¢do
do individuo 3 e com a no intervalo [—1; 1], verificamos que os efeitos fixos ndo apresenta-

ram mudancas significativas. Entre as componentes aleatdrias estudadas, as estimativas de d»»

sofreram as maiores mudancgas, mas que ndo ultrapassaram 15%, em valor absoluto.

oy a3 a3 oy
© © N
<+ o SN <+ a SN < o SN S+ a SN
o 9 ST o o ST = 9 ST o o ST
A SSL. A SSL o A SSL. A SSL
. X SNC . X SNC X SNC X SNC
o 3
o o 2 ] 5
A NS A A A A A L =]
] ] © <] ] XX
X X XX XXX 1=4 [=3 XXX %
S - BomcogssemsmaliBiiiyl T (ifcadutosesenpengl® S 8 jexaiiiNmmessypgoonsl T § JANAGAiEpmensaneoetet
XX A (=] Bg =] A XE&x
£ o A £ o € 88g £ AppBp0l AR
X ? - XX glp 1 X _ ES 3
T — ?
<
© © < o
S | e ] e |
TH T T T T ? N T T T T T T T T T ? N T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 00 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 00 0.5 1.0
a a a a
o? dyy dao
o I3
] s 3 @ =] 3 @
54 % & 2 R : R 2
° 10 A, 7 a8, 880X
N < A A D X
S 4 A Ap A re) X
g s §g° g ° N a7 Ba 8 S [
c 8 x58 c A Ba A XX c © N X
S o aREBS S o XXX S N X
g 2 and S 2 L T  -oooooosBégadoecenasas
2 S |ummm gg!! 3 S XXX 3 A R
g nasstR g wxxX E g |, 2%,
3 a ] X o . A x*
=] T A X
S x*
3 ' 1%
S ] =] 4
! = =
T T T T T ?h T T T T ?h T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
a a a

Figura 43 — Gréficos da porcentagem de mudanga na estimagdo dos pardmetros com perturbagdo na
varidvel resposta na dire¢io do individuo 3.

Nos gréficos da Figura 44, com perturbagdo na direcao do individuo 4 no esquema
de perturbag@o ponderagdo de casos e com a no intervalo [—0,025;0,025], os efeitos fixos
ndo apresentaram mudangas significativas. Entre as componentes aleatdrias estudadas, a maior
mudanca ocorreu com o parametro djj, porém as mudancas sdo inferiores a 15% em valor

absoluto.



104

Capitulo 5. Andlise de diagnostico

ay az o] oy
o o o
a SN S+ a SN S+ a SN S+ a SN
8 a 8 e a S5 © a 8 e a S
o x SNC X SNC X SNC X SNC
— g g g
@ 2 @ o © o @ o
g ° A A A AA g ° 4 XX g A A A A AA g 4 A
=3 (e[-L°I°] Q XX o o
é g —é;ﬁ;&ﬁégﬁananﬁﬂ%x” é S —iggggggzgn:gﬁgféaezg é S ﬂﬁﬂﬁ“égﬁ‘nu‘g!@!@ﬂ! é e —gnzg:guguzngégnengz
s 4 ° £gl. ° o % g $ g
8 7 7 ¢
7] g 8 8
T T T T T ? T T T T T ? T T T T T ? T T T T T
-0.02 0.00 0.01 0.02 -0.02 0.00 0.01 0.02 -0.02 0.00 0.01 0.02 -0.02 0.00 0.01 0.02
a a a a
e dyg d2
o SN a -1 o SN a -1 o SN
g 2 & ° 2 s ° 2 s
3 X SNC n x SNC n x SNC
g 8- s g8l ° s g 8
£ s “angggggﬁ g ) T L L CLEL L 8 " |sstossosstantasnns a8
3 Z]. 1 - -
R L g, [ORRTRTIATTAl 2 .
I AR ) = §1 8 3§
8 |a a - 4
° ] 2 g
? T T T T ? L T T T T T ? L T T T T T
-0.02 0.00 0.01 0.02 -0.02 0.00 0.01 0.02 -0.02 0.00 0.01 0.02
a a a
Figura 44 — Graficos da porcentagem de mudanca na estimacao dos parametros com perturbacio pondera-
¢do de casos na direc@o do individuo 4.
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Figura 45 — Gréficos da porcentagem de mudanga na estimacao dos pardmetros com perturbacdo na matriz
de dispersdo dos efeitos aleatérios na dire¢do do individuo 5.
Nos gréficos da Figura 45, com perturbacao na dire¢do do individuo 5 no esquema na
matriz de dispersdo dos efeitos aleatérios e com a no intervalo [—0,05;0,05], os efeitos fixos ndo
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apresentaram mudancas significativas. Entre as componentes aleatérias estudadas, as mudancgas
ndo ultrapassaram 20% em valor absoluto. Observamos nos graficos dos parametros estimados
com perturbacao que h4 falta de monotonicidade nas estima¢des da maioria dos parametros nos

ajustes sob a distribuicao SSL.

e Exclusao de casos

Para verificar a influéncia global de observacgdes, realizamos a exclusdo de alguns
individuos. As estimativas dos efeitos fixos e do parimetro de dispersio 6> ndo sofreram
mudancas maiores do que 40%, em valor absoluto. Os demais parametros sofreram maiores

mudancas e os resultados destas mudancgas estdo apresentados na Tabela 21 seguir.

Tabela 21 — Percentuais de mudancgas nas estimativas dos pardmetros quando arvores foram excluidas
para os dados de cefamandol.

Distribui¢do Individuo excluido
2 3 4 6
dii
skew-normal 8 15 15 123
skew-t -50 10 -42 72
skew-slash 0 50 75 50
skew-normal contaminada -2 0 31 50
di»
skew-normal -28 14 42 200
skew-t -35 10 -8 23
skew-slash -50 50 250 100
skew-normal contaminada 20 -20 58 0
dx»
skew-normal 85 85 142 128
skew-t 32 8 82 -21
skew-slash 25 25 101 20
skew-normal contaminada -14 43 28 -50
M
skew-normal 205 365 491 -389
skew-t 113 -6 107 -30
skew-slash -63 10 -189 -145
skew-normal contaminada 96 203 -507 -437
A
skew-normal 321 337 422 -502
skew-t -411 -8 241 91
skew-slash -96 0 -66 -82
skew-normal contaminada 9 44 2 82

Observamos na Tabela 21 que os individuos 4 e 6 sdo os mais influentes globalmente,
e que os parametros de assimetria foram os que mais sofreram alteracdes, principalmente sob
a distribuicao skew-normal. Na andlise de residuos, verificamos que os valores das distancias
de Mahalanobis e dos residuos condicionados referentes as medi¢des do individuo 6, graficos
das Figuras 35 e 36 sdo, possivelmente, aberrantes. E na andlise de influéncia local, sob os

esquemas de perturbagc@o ponderacdo de casos, matriz de dispersdo dos efeitos aleatdrios e matriz
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de dispersdo dos erros, as medi¢des do individuo 6 sdo consideradas influentes para algumas

distribui¢des.

5.2.4 Dados do antiasmatico theophylline

Os dados do antiasmatico theophylline estdo apresentados na Secao 2.3.

e Analise de residuos

Observamos nos gréficos da Figura 46, que as medicoes referentes aos individuos 1, 2, 5
e 9 apresentam as maiores distancias de Mahalanobis, sendo que o individuo 5 no ajuste sob a

distribui¢do skew-normal, € possivelmente aberrante.
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Figura 46 — Distancia de Mahalanobis dos dados de theophylline.

Os graficos da Figura 47 mostram residuos condicionados de cada medigdo e por indi-
viduo. Os diametros das circunferéncias sdo proporcionais aos valores absolutos dos residuos,
assim as medi¢des com residuos mais destoantes sdo a segunda medi¢ao dos individuos 2, 5 € 9,

a quarta medi¢do dos individuos 5 e 9 e a quinta medi¢do do individuo 10.
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Figura 47 — Gréfico de residuos condicionados das medi¢des por individuos dos dados de theophylline.

Nos graficos dos residuos da Figura 48, observamos que poucas observagdes sao consi-
deradas atipicas, ou seja, com valores absolutos de residuos maiores que o quantil zg 975 = 1,96

da distribuicao normal padrao.
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Figura 48 — Graficos dos residuos quantilicos aleatorizados para os dados de theophylline.



108 Capitulo 5. Andlise de diagnostico

Os graficos de residuos e envelopes simulados da Figura 49 a seguir mostram que o
comportamento dos residuos nos ajustes sob as distribui¢cdes ST, SSL e SNC sdo semelhantes
e que o ajuste menos adequado ocorre sob a distribui¢do SN, por apresentar residuos fora das

bandas de confianca simuladas.
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Figura 49 — Gréficos dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados para os dados de
theophylline.

Para efeito de comparacao entre os ajustes com distribuicdes assimétricas e simétricas,
nesta aplicag¢do construimos o grafico de envelope simulado, conforme Figura 50, com o ajustes
sob distribui¢des simétricas e verificamos que, na perspectiva de andlise de residuos, os ajustes
simétricos possuem mais observacdes fora das bandas de confianca simuladas, sendo estes ajustes,
portanto, menos adequados, principalmente quando comparamos os graficos sob as distribuicdes
normal e skew-normal contaminada, ajustes menos adequado e mais adequado, respectivamente,
em concordancia também com os valores dos critérios de selecdo de modelos AIC e BIC e dos

resultados dos testes de hipdteses apresentados nas Tabelas 12 e 13, respectivamente.
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Figura 50 — Gréfico dos residuos quantilicos aleatorizados e envelopes simulados de ajustes sob distribui-

¢Oes simétricas para os dados de theophylline.

e Influéncia local

Construimos graficos do vetor m(0), de acordo com os esquemas de perturbagio estuda-

dos, para analisar a influéncia devido a contribui¢do agregada de todos os autovetores nos ajustes

com o0 modelo SMSN-NLME. Os pontos de corte adotados em todos os casos foram obtidos por

meio de 7m(0) + c*sm(0), em que ¢* =0,5e ¢* =0,7.

Nos grificos de indices de m(0) na Figura 51, sob o esquema de perturbagéo ponderagéo

de casos, verificamos que os individuos 3, 7 e 11 possuem as medi¢des mais influentes em todas

as distribui¢des.
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Figura 51 — Gréficos de m(0) sob esquema de pertubagio ponderagio de casos com ¢* =0,5.

Nos graficos de indices de m(0) na Figura 52, sob o esquema de perturbagio na variavel
resposta, os individuos 3, 7 e 11 possuem as medi¢des mais influentes sob as distribuicdes ST,
SSL e SNC. Na distribui¢ao SNC adicionalmente o individuo 12 mostra-se influente também.

Sob a distribui¢do SN, sao influentes os individuos 5, 10 e 12.
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Figura 52 — Grificos de m(0) sob esquema de pertubac@o na varidvel resposta com ¢* =0, 5.
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Figura 53 — Grificos de m(0) sob esquema de pertubagdo na matriz de dispersdo dos efeitos aleatérios
comc*=0,7.

Nos gréficos de indices de m(0) na Figura 53, sob o esquema de perturba¢@o na matriz

de dispersao dos efeitos aleatorios, os individuos 1, 9 e 11 possuem as medi¢des mais influentes.
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Figura 54 — Griéficos de m(0) sob esquema de pertubacg@o na matriz de dispersdo dos erros com ¢* =0, 7.
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Nos gréficos de indices de m(0) na Figura 54, sob o esquema de perturba¢@o na matriz
de dispersdo dos erros, o individuos 5 € o mais influente sob a distribui¢cdo SN, 5 e 10 sob a ST,
10e 12na SSL e 5 e 12 sob a SNC.

Avaliamos o grau de sensibilidade das estimativas dos pardmetros, introduzindo per-
turbacgdes, segundo esquemas apresentados na Secao 5.2.1.1, na dire¢do de um individuo de
interesse e obtendo 6w0+adi, com a arbitrdrio e, para o caso de perturbacio na varidvel resposta,
d; tem valor 1 nas posicdes relativas ao individuo i e zero nas demais posi¢coes. Como medida

para andlise utilizamos os percentuais de mudangas nas estimativas, obtidos com a expressao
(0w0+ad,~ - 9)/9

Como podemos verificar nos graficos da Figura 55, com perturbacdo na dire¢do do
individuo 7 no esquema ponderag@o de casos e com a no intervalo [—0,5;0,5], entre os efeitos

fixos, o lka apresentou maiores mudangas, mas inferiores a 30%, em valor absoluto. Entre as

componentes aleatorias estudadas, as mudancas nio ultrapassaram 20%, em valor absoluto.
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Figura 55 — Gréficos da porcentagem de mudanca na estimacio dos pardmetros com perturbacio pondera-
¢do de casos na dire¢c@o do individuo 7.
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Nos gréficos da Figura 56, com perturbacao na dire¢ao do individuo 5 no esquema de
perturbagdo na matriz de dispersdo dos erros e com a no intervalo [—0,25;0,25], os efeitos fixos
nao apresentaram mudangas significativas. Entre as componentes aleatdrias estudadas, a maior
mudanga ocorreu com o parimetro 6> que apresentou maiores mudancas préximas de 25%, em

valor absoluto.
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Figura 56 — Graficos da porcentagem de mudanga na estimacao dos pardmetros com perturbacdo na matriz
de dispersdo dos erros na dire¢do do individuo 5.

Nos gréficos da Figura 57, com esquema de perturbacdo na varidvel resposta na dire¢ao
do individuo 3 e com a no intervalo [—1; 1], os efeitos fixos também ndo apresentaram mudancas
significativas. Entre as componentes aleatérias estudadas, as estimativas de 62 e dy, sofreram

mudangas inferiores a 40%, em valor absoluto.
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Figura 57 — Gréficos da porcentagem de mudanga na estimacao dos pardmetros com perturbacio na
varidvel resposta na direcao do individuo 3.

e Exclusao de casos

Realizamos o procedimento de diagndstico por eliminagdo de casos, excluindo alguns
individuos dos dados de theophylline que foram considerados influentes nos estudos anteriores,
com o objetivo de verificar a influéncia global destas observacdes. As estimativas dos efeitos
fixos ndo sofreram mudangas maiores do que 15%, em valor absoluto, e o parametro de dispersao
o nio sofreu mudanca maior do que 35%, em valor absoluto. Os demais pardmetros sofreram

maiores mudancas e os resultados destas mudancas estdo apresentados na Tabela 22 a seguir.
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Tabela 22 — Percentuais de mudangas nas estimativas dos parametros quando individuos foram excluidos
para os dados de theophylline.

Distribui¢do Individuo excluido
1 2 3 5 7 9 12
dyy
skew-normal 11 5 3 13 6 -48 5
skew-t 2 3 4 -4 -20 5
skew-slash 6 2 5 7 7 -12 0
skew-normal contaminada 12 6 0 -16 -8 -16 -1
dip
skew-normal 168 16 20 -20 20 204 -64
skew-t 37 25 262 92 137 275 -175
skew-slash 0 33 150 16 50 180 -116
skew-normal contaminada -40 20 200 0 80 280 -220
dx»
skew-normal -56 6 6 9 -30 313 2
skew-t -33 0 5 2 -9 -5 -5
skew-slash -33 -4 14 5 -9 -5 -14
skew-normal contaminada -28 -4 0 24 -20 0 -16
A
skew-normal -58 1 -4 19 61 -102 20
skew-t 37 12 -71 39 134 -96 91
skew-slash 49 -5 -69 22 343  -137 109
skew-normal contaminada 30 -7 -64 66 124 -114 78
A
skew-normal 166 -7 -4 -14 28 100 -1
skew-t 0 -20 23 -30 -7 9 -27
skew-slash -10 -6 -16 -16  -38 -11 -15
skew-normal contaminada 8 1 4  -101 -1 -2 0

Observamos na Tabela 22 que o individuo 9 € o individuo mais influente globalmente,
pois as estimacdes dos parametros apresentam as maiores alteragdes, assim como estd entre os
mais influentes localmente e sob esquemas de pertubacdo na matriz de dispersao dos efeitos
aleatdrios e dos erros. Notamos também que o parametro mais sensivel a retirada de observagdes é
o pardmetro d. De forma geral, entre os parAmetros de assimetria, A; sofreu maiores alteracdes,
principalmente com a exclusdo das medi¢des do individuo 7. Na anélise de residuos, podemos
verificar que o individuo 9 possui uma das maiores distancias de Mahalanobis, conforme Figura
46.
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CAPITULO

MODELO NAO LINEAR MISTO
SKEW-NORMAL

Apresentamos neste Capitulo modelos ndo lineares com efeitos mistos que, assim como
nos modelos apresentados no Capitulo 4, sdo ndo lineares nos efeitos fixos mas lineares nos
efeitos aleatdrios e levam em consideragdo a presenca de observacdes destoantes e a assime-
tria em conjuntos de dados. Nestes modelos consideramos uma distribui¢do assimétrica tanto
para os efeitos aleatérios quanto para os erros. Diferentemente dos modelos anteriores, nao

condicionamos a varidvel resposta aos efeitos aleatérios.

Desta forma, temos o objetivo de apresentar um modelo NLME em que as componentes
aleatdrias seguem a distribuicdo skew-normal, pois a suposi¢do de normalidade dos erros e
dos efeitos aleatdrios, como discutimos anteriormente, pode ndo ser realista e, assim, omitir
informagdes importantes presentes nos dados. Para isso implementamos também uma rotina
computacional por meio dos algoritmos EM e Newton-Raphson para a estima¢ao dos parametros

do modelo.

Um modelo néo linear nos efeitos fixos e linear nos efeitos aleatérios, com o vetor de
resposta observadas y; de dimensdo m; X 1,i =1,...,n, conforme em Vonesh e Carter (VONESH,;
CARTER, 1992) e Russo et al. (RUSSO; PAULA; AOKI, 2009) pode ser assim ajustado

y,-:f(a,x,-)+Z,~b,-+£,-, i=1,...,n, (6.1)
em que & = (a,...,@,)" € o vetor de parimetros desconhecidos, f(e,x;) é uma fungdo co-
nhecida do vetor de respostas, x; = (X1, ... ,X,-mi)T ¢ um vetor de varidveis explanatdrias de

dimensao m; x 1, Z;, de dimensao m; x g, 1 < g < p, € uma matriz de constantes conheci-

das, os efeitos aleatdrios b; = (b;q,. .. ,biq)T e os erros € = (&, ... ,si,,,i)T sdo independentes
iid. ind. ) )

com b; "% SN,(0,D,4;) e &; "N SN (0,021, A¢,), i = 1,...,n. As matrizes D = D(B), que

depende do vetor de parAmetros desconhecidos B, e ¥ = Gzlmi sao matrizes de dispersao e



118 Capitulo 6. Modelo ndo linear misto skew-normal

positivas definidas, com D ndo estruturada.

A matriz de constantes Z;, i = 1,...,n, conforme discutido em Vonesh e Carter (VO-
NESH; CARTER, 1992) em modelos mistos pseudo ndo lineares (PNMEM), é definida como

of(a,x; of(a,x;
z.— |ofex) - df@x) i=1,...n (6.2)
Jdoy 20, ||g_g
com & = (qy,..., &p)T representando, por exemplo, a estimativa de minimos quadrados ordiné-

rios de @, e analogamente foram definidos para os casos mais simples considerando a inclusao

de um ou mais efeitos aleatorios.

Considerando os momentos da distribui¢do skew-normal, por meio de (3.21), podemos

observar em (6.1) que

E[Y,] =f(a,x;) +E[Zb; +&] =f(at,x;) + \/g (Z:D'/?8y,+ 58¢,), (6.3)

emqueﬁb:L e 83‘:L.

Da forma que apresentamos o modelo (6.1), em que tanto os efeitos aleatdrios quanto os
erros tém distribui¢do skew-normal, a distribui¢do marginal de Y; esta definida na classe de distri-
buicdes skew-normal fundamental (FSN) introduzida por Arellano-Valle e Genton (ARELLANO-
VALLE; GENTON, 2005). Assim, apresentamos dois casos especiais de interesse pratico para o
modelo SN-NLME, conforme (LACHOS, 2004). Um caso quando A¢, = ... = kgmi =0 e outro
quando A, = 0.

eQuandodg, =0, i=1,...,n

A distribui¢do marginal de Y; no modelo (6.1), associado ao vetor de pardmetros de assi-
metria ibi, na qual baseamos a inferéncia sobre o vetor de parimetros 8 = (aT, o2, BT,AE )T,
segue a distribui¢do skew-normal, Y; ~ SN, (f(a,xi),Zi,ibi), com fdp, conforme (3.19), dada

por

T
g(Yia 9) = 2¢mi{yi‘f(a7Xl')vzi}q){)'bizi l/z(yi - f(a,Xl'))}, (6.4)
emque X; = Z,-DZiT + Gzlmi e
S )
A'bi: l—le, com A,': (D_I—FG_ZZ?ZZ')_I € gb:D_l/zlb.

\/1+85 A
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Podemos, entdo, ajustar o modelo skew-normal com as suposicoes

inf(a,Xi)—l—Zibi—l—Ei, i=1,...,n, (6.5)

ind.

em que b; Lid. SN,(0,D,A;) e & ~ Ny, (0, 621,

Tendo em vista o modelo (6.5) e o vetor de parimetros @ = (&', Gz,ﬁT,l;)T, assumi-

mos o vetor aleatorio

b; 0 D 0 Ay o
<£i>NSNq+mi<<0)7<0 Gzlmi>7< 0 ))7 l—l,...,l’l. (66)

e Quando A}, = 0.

A distribui¢do marginal de Y; no modelo (6.1), associado ao vetor de parametros de assi-
metria A_:gl-, na qual baseamos a inferéncia sobre o vetor de pardmetros 8 = (&', 62,87, ;)T,
segue a distribuigdo skew-normal, Y; ~ SN, (f(a ,Xi),Zi,iel.), com fdp, de acordo com (3.19),
dada por

T _
g(yi7 0) = 2¢mi{Yi|f(a7Xi)72i}q){)'£,-2i 12 (Yi - f(aaxi))}v (6.7)
em que X; = Z,-DZl-T + Gzlmi e

—1/2
T — oX. /lgi
V1+8ZAZ] g,

~1 2Ty \—1 -1
, com A;j=D '+0 °Z,Z;) e Ce =0 A,
Assim, teremos um modelo skew-normal com as seguintes suposi¢des

yi:f(a,xi)+Zibi+£,-, i=1,...,n, (6.8)

em que b; S Ny(0,D) e g; s SN (0,6%1,,., Ag,).

Tendo em vista o modelo (6.8) e o vetor de pardmetros 8 = (aT, o2, B T,l;)T, assumi-

mos o vetor aleatorio

b; 0 D 0 0 .
<£i>NSNq+mi<<0>7(0 Gzlmi)’<le,->>7 i=1,...,n. (6.9



120 Capitulo 6. Modelo ndo linear misto skew-normal

A abordagem considerando lsi = 0 é mais interessante, pois com erros assimétricos, o
vetor de parametros de assimetria dos erros tem um nimero de elementos igual ao de observagdes.
Dessa forma, o modelo terd mais parametros do que observagdes, ou seja, teremos um modelo

saturado.

Em ambos casos, se considerarmos os vetores de parAmetros de assimetria nulo, Ap, = 0
ou Ag, = 0, estaremos trabalhando com um modelo néo linear misto em que as componentes

aleatdrias tem distribuicdo normal multivariada (N-NLME), em que assumimos o seguinte vetor

b; 0 D 0 1 6.10)
£ q+m; 0 ’ 0 Gzlmi , =10 .

6.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

aleatdrio

Para a estimagao dos parametros no modelo vamos utilizar uma solu¢do numérica via
o algoritmo do tipo EM. Considerando o modelo (6.5) com erros simétricos, vamos obter as

estimativas de mdxima verossimilhanca por meio da distribui¢ao marginal da variavel reposta.

De acordo com a representacdo estocéstica (3.3) e segundo (ARELLANO-VALLE;
BOLFARINE; LACHOS, 2005), teremos que

b; £ D28y | Ty;| + DV/2(1, — 848 ) /> Ty, i=1,....n (6.11)

onde |7p;| representa o valor absoluto de Ty;, To; ~ N(0,1) e Ty; ~ N,(0,1,) sdo independentes

Substituindo (6.11) em (6.5), e considerando ¢; = |Tp;|, teremos

yi = f(a,x;) + Z;D'28pt; + Z.D' > (1, — 8483 ) /°T1;+&;, i=1,...,n. (6.12)

A expressao (6.12) tem uma representacao hierdrquica, como apresentada na Secdo 3.4
(3.41)-(3.43). Na representagdo hierdrquica a seguir ndo condicionamos a varidvel resposta ao

efeito aleatodrio

Yil " Np(f(a,x) +A1, W) e (6.13)
6 % HN(0,1), i=1,...,n, (6.14)



6.1. Estimagdo por mdxima verossimilhanga 121

onde A; = Z,D'/?8y,, ¥; =%; — A/, com D'/? tal que D!/2D'/2 = D e HN denota a distribui-
¢a0 half-normal univariada.

Sejay = (y{,...,y,)' et=(t1,...,t,) ", em que a varidvel t nio é observada e, como

consequéncia direta da representacao hierarquica (6.13)-(6.14), teremos que a func¢ado de log-

T

verossimilhanga completa associada a y, = (y ,tT)T ¢ dada por

1 .
((Bly:) o< 5 Y {—log W] — (yi — (o, x;) —Ati) ", (yi — (e, x;) — At;) _tiz}
i=1
1 .
= 52{—1ogrwr— — f(erx) T®; ! (i~ f(et.x)
i=1
+21(yi — f(0t, %)) WA — AT WA, — z,?} . (6.15)

De acordo com os resultados apresentados em (3.36) e (3.37) sobre os momentos da
distribuicdo normal truncada, e segundo (ARELLANO-VALLE; BOLFARINE; LACHOS, 2005;
LACHOS et al., 2007), teremos as expressoes

—= .t ¢© (6.16)

2 = n/\inrle+ T (6.17)

A (yi—f@,
. (ATA G ) .
1+A;Y¥; A
~ 1
T o= P |
1+A; Y, A
~k) —~(k) ~K)T ~(KT
Considerando 9( - (a(k)T,Gz( ), ﬁ( : ,lb( )" aestimativa de @ na k-ésima iteragiio

do algoritmo do tipo EM, a esperanca condicional da funcao de log-verossimilhanca dos dados

completos tem a forma

~(k) ~(k)
06 ) = E[((Oy.)ly.0 |=
1y 0 - 3 &
EZ{_IOgI‘Pi = i@, x)) " (v - 1@ x)
i=1

2y — 1@ ) TA —2 A A i
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( (k)

Passo E: Calcular o valores de 7; k) e tiz com as expressoes (6.16) e (6.17).

~(k —~
Maximizando a fun¢io Q(0 |0( )) em relacdo a @, obtemos as estimativas de O(kﬂ) cujas
expressoes sdo apresentadas no passo M do algoritmo EM
Passo CM: Atualizar &) ‘f‘,(k), Z,(k) e ifk) com as expressoes
. L1 )T~ ~
a(kH) = argminy, (Z {5 ik)Trgk) —Efk)rgk)TAEk)}> , (6.18)
i=1
& ~K)~(K) > () ~(K) A~ (K) ~(K)~
Gl §ME0T a7 aog0amT | sWFORMT )
(k) ~®)
~ L —f(a i
Akt _ i imfex) (6.20)
(k)
l;
ifkﬂ) _ @Ekﬂ) +K§k+1)&§k+1)T, ©621)

em que ?gk) =yi— f(a(k),x,-).

Para estimar os elementos do vetor de parimetros & da fungdo nio linear f(@, x;), usamos
o algoritmo de Newton-Raphson em v iteragdes, que € um algoritmo iterativo de otimizagdo, no
qual utilizamos a fun¢do escore e a matriz de informacao de Fisher observada, cujas expressoes

sdo dadas, respectivamente, por

n A~
i - z{ ( a0 )
S (V1) - 1 0T (210 (V)
Kya & = Z Y) 4 vec™ L, LA — (yi—f(a',x;)) , (6.23)
~ ~ a) av
em que as matrizes JEV) e LEV) possuem elementos da forma af(;i—r()), r=1,...,pe %

r,s =1,..., p, respectivamente.

A expressdo do estimador do vetor de parimetros @& na (v + 1)-ésima iteracdo do algo-
ritmo Newton-Raphson € dado por
(v R ~ -1
@ —a® 4 RG] ogtY. (6.24)

Ap0s a convergéncia do algoritmo Newton-Raphson, as estimativas dos elementos do

vetor de parametros alvth ¢ computada no algoritmo EM na k-ésima iteragdo.

Considerando ¥; = O'ZIml., teremos que

~ ~(k)~ ~
{?l(k)Ti;(k) oM 50 Aﬁk)TAQ‘)} , (6.25)
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emque N =Y m.

Por meio da inversa generalizada da matriz de constantes Z;, Z;, obtemos um estimador
para a matriz de dispersdo e para o vetor de pardmetros de assimetria dos efeitos aleatorios, de

acordo com (6.11) e (6.4), conforme expressdes a seguir

pk+D) _— 1 {Z,_ |:z§k+1) —(72( + )Imi:| Zl-_T} e (6.26)
iz

(et . pik1-1/272 "

)'l() = 12 ~k+D)T, 1o — ~(k+1) ' (6.27)
Tl ((1=A" 7 Z; TDED-ZoAT )2

6.2 Aplicacoes

Apresentamos a seguir os resultados de ajustes realizados com o modelo proposto em

dois conjuntos de dados apresentados no Capitulo 2.

6.2.1 Dados de crescimento de laranjeiras

Os dados de crescimento de laranjeiras, descritos na Secao 2.1, foram ajustados com o
modelo (6.5) com erros simétricos, considerando a medida da circunferéncia do tronco y, em

mm, em funcdo do tempo ¢, em dias, por meio da relacdo nao linear

Asym
1 +exp[—(#;; — xmid) /scal]’

flot;) = i=1,...,5 j=1,....7, (6.28)

com & = (0, 0,03) " = (Asym,xmid, scal) .

A matriz de contantes Z; €, conforme (6.2), da forma

Ji=1,...,6

a=a

_ [ 9f(e,xi)
Zl_{ dscal }

com @ representando, por exemplo, a estimativa de minimos quadrados ordindrios de @. Dessa

forma, o efeito aleatdrio estd associado ao parametro scal.

Ajustamos o modelo a seguir
yi :f(a,ti)+Z,-b,-+8,-, i=1,...,12. (6.29)

em que a varidvel resposta y; tem distribui¢do skew-normal multivariada.
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Na Tabela 23 a seguir apresentamos os valores ajustados dos pardmetros para o modelo
proposto, com 0 = (Asym,xmid,scal, 62,d, A;) "
Tabela 23 — Estimativas dos pardmetros como erros padrdes (E.P.) do modelo SN-NLME ajustados aos
dados de crescimento de laranjeiras.

0 Estimativa (E.P)
Asym 192,571 (0,006)
xmid 727,623 (0,003)

scal 353,233 (0,005)
o2 0,001 (0,001)
d 921,944 (4,800)
A 0,985 (0,001)

Os valores dos respectivos erros padrdes das estimativas foram obtidos por meio da

matriz de informacao de Fisher observada, cujos elementos estdo apresentados no Apéndice D.

Observamos que os erros padrdes sdo bem pequenos, com excecdo do erro padrao do

parametro de dispersdo do efeito aleatdrio.

6.2.2 Dados do antibiotico cefamandol

Os dados de cefamandol, descritos na Secdo 2.2, foram ajustados com o modelo (6.5),
em que a assimetria estd associada ao efeito aleatdrio, considerando sua concentracdo no sangue

y, em mcg/ml, em fungdo do tempo ¢, em minutos, por meio da rela¢do néo linear

“(X/ _Ha, . .
fla,t) =oe i®? foge ™t i=1,...,6, j=1,...,14,
com o = log 0, ot} = log 0, & = (01, 0,03, 04) " € 0y >0, 0y > 0.

A matriz de contantes Z; €, conforme (6.2), da forma

8f(a,x,~)

7=
' 8064

i=1,...,6

o=a

com @ representando, por exemplo, a estimativa de minimos quadrados ordinérios de @ e, assim,

o efeito aleatdrio estd associado ao parametro 0.

Assim teremos o modelo

y,~=f(a,t,-)+Z,-b,-+e,-, i=1,...,12. (6.30)

em que a varidvel resposta y; tem distribuicao skew-normal multivariada.
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Na Tabela 24 a seguir apresentamos os valores ajustados dos paradmetros para o modelo
proposto, com 0 = (o, &y, 03, 04, 62,d, Ap) "
Tabela 24 — Estimativas dos pardmetros como erros padrdes (E.P.) do modelo SN-NLME ajustados aos
dados de cefamandol.

6 Estimativa  (E.P)
o 299,690 (0,001)

o 2,077 (0,003)
o3 92,359 (0,001)
o 23,962 (0,002)
o? 0,001 (0,001)
d 17,893  (0,005)
A 1,471 (0,002)

Os valores dos respectivos erros padroes das estimativas foram obtidos por meio da
matriz de informacdo de Fisher observada, cujos elementos estdo apresentados no Apéndice D.

Observamos que os erros padroes sao bem pequenos para todas as estimativas.

6.2.3 Dados do antiasmatico theophylline

Ajustamos o modelo (6.5), em que os erros tem distribuicao normal multivariada, com
os dados de theophylline apresentados na Se¢do 2.3, considerando o vetor de pardmetros & =
(o1, 00,03)" = (Ike,lka,lcl) ", sua concentragio no sangue y, em mg /I, em funcio do tempo ¢,

em horas, e da dose administrada em cada paciente Ds, mg/kg, por meio da relagdo néo linear

Ds; ,elke+lka—lcl ke lha
J —e*t —e;; . :
f(a,t,-j): olka _ glke (e v —e ’-’), i=1,...,12, j=1,...,11.

Para esta aplicacdo consideramos os elementos da matriz Z;, conforme (6.2), é da forma
of(a,t;)/dlcl, avaliada na estimativa de minimos quadrados ordinérios de a3 e o efeito aleatdrio

esta associado a este parametro.

Assim teremos 0 modelo

yi:f(a,ti)+Zl~b,-+£,-, i=1,...,12. (6.31)

com a resposta y; tendo distribui¢cao skew-normal multivariada.
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Na Tabela 25 a seguir apresentamos os valores ajustados parametros para o modelo
proposto, com 0 = (lke,lka,lcl,c6%,d,A;)".

Tabela 25 — Estimativas dos pardmetros como erros padrdes (E.P.) do modelo SN-NLME ajustados aos
dados de theophylline.

6 Estimativa  (E.P)

lke 2,524 (0,005)
lka 0,399 (0,006)
Icl 3,248 (0,003)
o2 0,005 (0,001)
d 3,164 (0,010)
A 0,147 (0,001)

Os valores dos respectivos erros padrdes das estimativas foram obtidos por meio da
matriz de informacgdo de Fisher observada, cujos elementos estdo apresentados no Apéndice D.

Observamos que os erros padrdes sdo bem pequenos para todas as estimativas.

6.3 Simulacoes

Realizamos simula¢des de Monte Carlo para examinar a performance do modelo pro-
posto em dois cendrios. Neste estudo de simulagdo, temos também o interesse em investigar
propriedades assintdticas dos estimadores de & = (a, o, (X3)T, c2ed,comAy=0,1¢0,5.
O critério de convergéncia adotado foi max|0&*t1) —9®)| <1073, 6 = (a',062,d, ;). Ge-
ramos dados artificiais para a varidvel resposta y, sob as distribui¢des normal multivariada e

skew-normal univariada para as componentes aleatérias com a curva

yij:f(a,tij)+Zijbi+£ij, i=1,...,12, j=1,...,11, (6.32)

em que b; ~ SN(0;d; ), €; ~ Ny11(0; 62 1;1), portanto a abordagem com erros simétricos, e Z; é
da forma Jf(e,t;) /d o3, conforme (6.2), avaliada na estimativa de minimos quadrados ordinérios

dea,e

DSij eoq +op—03
_— 12

fle,)) = (e~ —e™u) i=1,...,12, j=1,...,11.

e® —e®
onde os valores de Ds;; e de ;; permaneceram constantes para A, = 0,1 e A, =0,5.

Este cendrio de simulacdo foi baseado no conjunto de dados do antiasmadtico theophylline,

apresentado no Secdo 2.3.
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No6s geramos 1000 amostras de Monte Carlo em cada cendrio e ajustamos o modelo
proposto. Os valores verdadeiros considerados para os parimetros sio & = (2,50;0.45; —3,20) ",
062 =0,05ed =0,05. As medidas empiricas analisadas foram a média, o viés e o erro quadrético

médio (EQM) por meio das expressoes

l%() /9\1
média = ,
b 1000
g 1000 (/6\,'—9)
vies = Zl 1000
=
EOM — 1000(51._9)2
o 1000 ’

com 8 = (a',6%,d,A)".
Os resultados das simulacdes estdo apresentados nas Tabela 26 a seguir.

Tabela 26 — Média, viés e erro quadratico médio dos ajustes sob o modelo skew-normal baseadas em 1000
amostras Monte Carlocom A, =0,1e A, =0,5.

6 média viés EQM média viégs EQM
A =0,1 A, =0,5
o -2,498 0,002 0,001 -2,478 0,022 0,001
o 0455 0,005 0,051 0,481 0,031 0,002
az -3,105 0,098 0,014 -2,667 0,533 0,315
c? 0,003 -0,047 0,002 0,006 -0,044 0,003
d 0279 0,229 0,064 1,886 1,836 0,745
Ay 0,015 0,115 0,187 -0,111 -0,611 0,369

Cada amostra de Monte Carlo foi gerada com n = 12 e m; = 11, e obtivemos as estimati-
vasde &, 62 e d.

Podemos verificar em cada cendrio que o viés e o erro quadratico médio de cada para-
metro estimado sao relativamente pequenos, indicando para uma convergéncia para os valores

verdadeiros dos parametros.
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CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Conclusoes

O modelo SMSN-NLME € um caso geral de modelos ndo lineares mistos que incluem
distribui¢cdes simétricas e assimétricas com caudas leves e pesadas, e que ajusta dados balancea-
dos e ndo balanceados, podendo ser utilizado quando existirem nos dados observagdes atipicas ou
assimetria, devido a flexibilidade da familia SMSN de distribui¢des que possui uma representagao
hierdrquica que permite a obten¢do de estimadores de mdxima verossimilhanca via algoritmo
EM e suas extensoes. Assim, o modelo que propomos possui aplicabilidade em diversas dreas do

conhecimento.

A implementag¢do do algoritmo do tipo EM nos processos de estimagdo dos parametros
nos modelos propostos foi de grande importancia, pois facilitou os célculos e viabilizou o desen-
volvimento deste trabalho, mesmo com a existéncia de dificuldades na obten¢do de estimadores
explicitos para os parametros. Para estimacdo do vetor de pardmetros & da fun¢@o ndo linear
optamos por usar o algoritmo de Newton-Raphson, concomitantemente com o EM. Inicialmente,
usamos o algoritmo escore de Fisher para estimacdo de @, porém as estimativas apresentavam

viés devido a distribui¢do assimétrica ndo ter como esperanga o vetor de locacao.

Nas aplicacdes com ajustes do modelo SMSN-NLME, utilizamos a estatistica da razao
de verossimilhangas para realizacao de testes de hipdteses e para a construgdo de intervalos de
confiangas aproximados e, baseado nesta inferéncia, o modelo simétrico foi o mais adequado
nos ajustes do conjunto de dados do antibidtico cefamandol. Notamos que as estimagdes do
vetor de parametros & da func¢ao nao linear interferem na assimetria dos valores preditos da
varidvel resposta e residuos, de forma a se adequar aos dados de acordo com a distribuicao
e as estimagdes dos parametros e, principalmente se o conjunto de dados tem um nimero de
observagodes relativamente pequeno. Na aplicacdo com o conjunto de dados do antiasmético

theophylline, os melhores ajustes ocorreram com distribui¢des de causas pesadas, levando-se
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em conta a assimetria, o que pode ser verificado nos valores dos critérios de selecao de modelos
AIC e BIC, resultados dos testes de hipdteses e intervalos de confianga apresentados nas Tabelas
12, 13 e 14, como também nos gréficos de envelopes simulados apresentados nas Figuras 49 e 50

na andlise de diagndstico.

Os resultados obtidos no estudo de simulag@o indicam que as estimacdes dos parametros
com o modelo SMSN-NLME possuem boas propriedade assintéticas, pois podemos notar que
o viés e o erro quadrédtico médio diminuem quando o tamanho da amostra aumenta na maioria
dos cendrios estudados. O intervalo de confian¢a usual de Wald para os efeitos fixos também
mostrou-se eficiente, com probabilidade de cobertura préximo do valor nominal, principalmente
com tamanhos de amostras maiores. Verificamos que a estimacao intervalar feita com intervalos
de confianga do tipo Wald nao € apropriada para os parametros de dispersao e de assimetria e,
para estes parametros, pode-se usar, por exemplo, intervalos de confianga aproximados por meio

da estatistica da razdo de verossimilhancas.

No primeiro cendrio das simulagdes, em que usamos uma func¢ao nao linear que é uma
combinacdo linear de termos exponenciais, obtivemos resultados melhores em relagdo ao viés e o
erro quadratico médio do parametro de assimetria, quando comparamos com o segundo cendrio.

Em ambos cendrios usamos sistemas de compartimentos de primeira ordem.

Na andlise de diagnostico aplicadas aos dados apresentados no Capitulo 2, alguns
resultados podem ser considerados semelhantes entre algumas distribuicdes, porém, na andlise
de residuos e influéncia local no conjunto de dados de theophylline, por exemplo, a distribuicao
skew-normal apresentou mais observagdes aberrantes e influente do que as demais distribui¢des,
como pode ser verificado nos graficos de residuos, envelopes simulados e m(0). Na anélise
de influéncia global, podemos observar que os pardmetros de assimetria sofreram as maiores
influencias, especialmente nas andlises dos conjuntos de dados de crescimento de laranjeiras
e do cefamandol. De maneira geral, fica mais clara a deteccdo de observacdes aberrantes e/ou

influentes para conjuntos de dados com grandes nimeros de observagdes.

Propomos também um modelo NLME com erros normalmente distribuidos e efeitos
aleatdrios sob a distribuicdo skew-normal e, consequentemente, a resposta segue uma distri-
bui¢do skew-normal, porém a inferéncia é baseada no modelo marginal da varidvel resposta,
diferentemente do modelo SMSN-NLME, que trabalhamos com a distribui¢do condicional da
variavel resposta dado o efeito aleatério. O algoritmo do tipo EM que usamos para estimacao
dos parametros nas aplicagdes para este modelo mostrou-se mais eficiente do que com o modelo
SMSN-NLME, com convergéncia rapida, em virtude de um niimero menor de quantidades a esti-
mar, porém o modelo € menos flexivel, pois os ajustes sao realizados somente sob a distribuicdao
skew-normal. A eficiéncia do algoritmo do tipo EM foi observada também durante o estudo de
simulagdo, em que o tempo para obtencdo dos resultados foi bastante reduzido, em relacdo ao
modelo SMSN-NLME.
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7.2 Perspectivas de trabalhos futuros

Os modelos que apresentamos neste trabalho sdo ndo lineares nos efeitos fixos e lineares
nos efeitos aleatérios. Assim, estdo abertas algumas possibilidades para os ajustes dos dados
apresentados no Capitulo 2, como uma abordagem considerando que os efeitos aleatdrios sao

ndo lineares, mostrados a seguir

yi:f((Pi,Xi)—l—l:?i, izl,...,n, (7.1)

em que @; é o vetor de parametros de efeitos mistos modelado como

g;i=a+b;, i=1,....n, (7.2)

onde & é um vetor de efeitos fixos de dimensdo p x 1. Os efeitos aleatérios b; = (b;1, ... ,bip)T,

e os erros & = (&1, -..,&m;) | sdo ndo correlacionados.

Para as componentes aleatdrias b; e €; pode-se assumir, por exemplo, distribuicdes com

caudas pesadas e considerado assimetria.

Uma extensao do modelo SMSN-NLME, € considerar outras estrutura para a matriz de

dispersdo dos erros e assim considerar, por exemplo, um modelo heterocedéstico.

Nas aplicacdes apresentados no Capitulo 4 com o modelo SMSN-NLME, utilizamos a
estatistica da razdo de verossimilhancas para realizar testes de hipdteses e construir intervalos
de confiangas do aproximados para o vetor A, porém, dadas as dificuldades de obtenc¢do de
distribui¢des exatas tanto para o estimador do vetor A, quanto para os estimadores dos vetores
e B, sugerimos a utiliza¢ido do método bootstrap (EFRON; TIBSHIRANI, 1994) para tal fim.
Por exemplo, para construgio de intervalo de confianga bootstrap para a; (IC*(¢;)), pode ser
utilizada o método bootstrap ndo paramétrico, que consistem em realizar reamostragens, com
reposicdo, dos individuos i, i = 1,...,n, T vezes, e estimar T vetores &*. Em seguida, ordenar
os T valores de a estimados e, para um intervalo de confianga com nivel de significancia de

5%, os limites inferior e superior do intervalo de confianga serdo obtidos por

IC*(01,95%) = | @i 0gs 7 8y _og5)p | (7.3)
em que | x| representa a parte inteira do valor x.

Por simplicidade, pode-se considerar 7 = 1000 e, assim, os limites inferior e superior
do IC*(a1,95%) sdo os valores que ocuparem as posi¢des 25 e 975, respectivamente, no vetor
de valores de ¢ estimados e ordenados. Tal procedimento pode ser repetido para os demais

elementos de .

Outras propostas consistem em desenvolver modelos SMSN-NLMEs em que os efeitos

aleatdrios sdo simétricos e os erros sdo assimétricos, como proposto por Lachos (LACHOS, 2004)
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com modelos lineares e sob a distribui¢cdo skew-normal. Meza et. al (MEZA; OSORIO; CRUZ,
2012) desenvolveram um modelo NLME que sdo néo lineares nos efeitos fixos e aleatérios e
sob distribui¢des simétricas, cujos parametros sdo estimados com uma versao estocastica do
algoritmo EM, chamado de algoritmo stochastic approximation EM (SAEM). Consideramos que
a ideia de trabalhar com o algoritmo SAEM ¢ bastante promissora e serd mais uma boa opcao
para ajustar dados que ndo possuem relagdo linear com observagdes atipicas e assimetria, além

do desenvolvimento de procedimentos estatisticos sob a perspectiva Bayesiana.
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APENDICE

ALGORITMOS EM E NEWTON-RAPHSON

A.1 Algoritmo EM

O algoritmo EM tem sua origem no trabalho realizado por Hartley (HARTLEY, 1958),
porém apds o trabalho de Dempster et al. (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977), que deta-
lhou sua estrutura bésica e ilustrou seu uso em ampla variedade de aplicagdes, o algoritmo
EM ganhou destaque e entrou efetivamente em proeminéncia estatistica. Em alguns problemas
estatisticos € possivel utilizar uma formula¢do com dados aumentados, nestes casos o algoritmo
EM permite a obten¢do das estimativas de maxima verossimilhanca de forma simples. As es-
timativas de maxima verossimilhanca sdo obtidas computacionalmente e de forma iterativa e
cada iteracdo envolve dois passos, um passo E (Esperanca) e um passo M (Maximizacao). Para
exemplificar, vamos considerar Y e u vetores aleatérios de dados observados e ndo observados,
respectivamente, assim um vetor aleatério de dados completos é Y. = (Y',u")", cuja fungio
de log-verossimilhanga dos dados completos é dada por £(0]Y.), com O pertencente ao espago
paramétrico. Dessa forma, o algoritmo EM trata de problemas com dados incompletos, substi-
tuindo os dados ndo observados por suas esperancas condicionais, dado os dados observados e os
valores ajustados de 0. Teremos entdo esperanca condicional da fungio de log-verossimilhanga

dos dados completos com a forma

0(616) =E[¢(6]Y.)|Y,8]. (A1)

A (k+ 1)-ésima iteragdo do algoritmo EM tem os seguintes passos

~  ~(k
Passo E: para 0 = 0( ), calcular

0(610) = E[¢(8]Y,)]Y,8].



140 APENDICE A. Algoritmos EM e Newton-Raphson

~(k+1 ~
Passo M: obter 9( ) que maximize Q(6|0) de modo que

~(k+1)

00/6™"") > 0(68™).

Repetir passos E e M até obter convergéncia para a sequéncia de estimativas 0, segundo

algum critério de parada baseado na precisdo desejada.

Segundo Casella e Berger (CASELLA; BERGER, 2001), o EM € um algoritmo que
certamente converge para o estimador de mdxima verossimilhanca e tem como base a ideia de
substituir uma dificil maximizacdo da fun¢do de log-verossimilhanca por uma sequéncia de

maximizagdes mais faceis, cujo limite € a resposta para o problema original.

No Passo M do processo de estimacao dos parametros do modelo SMSN-NLME, sdo
utilizadas maximizacdes condicionais (CM), maximizagdo da fun¢do de log-verossimilhanca
marginal restrita (CML) e maximizagdo da esperanca da fun¢do de log-verossimilhanga marginal
restrita, além de integragdo de Monte Carlo. Por isso, vamos utilizar uma combinac¢do do
algoritmo MCEM, (WEI; TANNER, 1990) e do algoritmo ECME (LIU; RUBIN, 1994) que é
uma extensdo rapida do EM (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977) e do ECM (MENG; RUBIN,
1993), que denominaremos de algoritmo do tipo EM.

A.2 Algoritmo de Newton-Raphson

O método de Newton—Raphson € aplicado para a determinagdo do ponto em que uma
funcao ndo linear assume seu maximo ou seu minimo de forma iterativa. Inicialmente admite-se
uma aproximagao inicial para a solucao e, na sequéncia do processo iterativo, outros valores
na vizinhanca do valor inicial sdo obtidos até a convergéncia para o valor 6timo (médximo ou
minimo), podendo-se assumir uma determinada precisdo. Trata-se de um método baseado na
expansdo da série de Taylor, por exemplo da fungdo de varidvel real x e pardmetro o, L(ct), em
torno do ponto 6timo. Apresentamos a seguir 0s principais passas para obten¢do do valor 6timo

via algoritmo de Newton-Raphson.

L) ~ Lia")+UuS ™V (a—a), (A2)
L) ~ U8+ kS (a—a), (A3)
em que Uévﬂ) e K((XVJ Dsdoa primeira e segunda derivadas de L( o) em relagdo a av), computa-

das no passo (v + 1). Fazendo L' (&) = 0, teremos

~ 1 ~ o

KOCO(
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em que a1 ¢ uma aproximagdo para o no passo (v+1) e KaVJI # 0.

Um critério de parada deve ser adotado, para que as iteragdes do algoritmo ndo continuem

indefinidamente, de acordo com a precisdo desejada.

Em estatistica, o método de Newton—Raphson € utilizado para maximizar fun¢des log-
verossimilhangas L(@,x), em que X é uma amostra aleatdria e segue uma determinada distri-
buicdo de probabilidade e @ = (o, .. ., Otp)T € o vetor de parametros da fun¢do densidade de

probabilidade, assim

~(v+1) 4 P - o fion o 5 (v+1)
em que o ¢ a estimativa de maxima verossimilhanga de a na (v+ 1)-ésima iteracdo e Uy
(v+1) w@Vx) ’LeVx)
e Kgq ’ sdo matrizes cujos elementos sdo da forma T,(V)’ r=1,...,pe FPOFFOR rs =
1,..., p, respectivamente, assumindo que Kg’; ) ¢ ndo singular.

Nos ajustes com o modelo SMSN-NLME, a cada iteragdo k do algoritmo EM, o algoritmo

de Newton-Raphson calcula estimativas dos parametros da funcao nao linear em v iteracoes.
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RESULTADOS ADICIONAIS DO CAPITULO 3

B.1 Matriz de informacao de Fisher observada

Nesta secdo apresentamos as expressoes dos elementos da matriz de informagdo de Fisher

observadas para as distribui¢cdes skew-normal, skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada,

como apresentados em Zeller (ZELLER, 2009).

A funcio de log-verossimulhanga para® = (u',B",AT)" dada uma amostra observada
y=(y{,...,y,) ", tal que Y ~ SMSN,(i,X(B),A;H), é dada por

! 1
00) = ZlogZ—glog(27t)—510g|2|—|—10gK,-(0), com (B.1)
i=1

Ki(6) — /OOOKP/Z(ui)eXp{—%Kl(u,-)di}CI)(Kl/z(u,-)A,-)dH(u,-;V) (B.2)

comd = (Y—p) E (Y —p) e A =A[E Py — ).
Usando a notacao
I-F<W) = /°° K_W(ui)exp{—%ic_] (u,-)dl-}F(K_l/z(ul-)A,-)dH(u,-;V),
0

em que F é a fungdo ®(.) ou ¢(.). Entdo, podemos escrever que K;(0) = I (). Assim, a matriz

de segundas derivadas em relacdo a @ é dada por

an ~ ndloglz| Z Ki(0) 9K;(0 )+an 1 9%Ki(6)
1aeaeT 72060007 K2 060 00T ' ~K(6) 00001’

i= 1

(B.3)
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8Kl(6) _ p+ i q; p+1)\ dd;

00 ( 2 ) (T)%

J’Ki(0) Lo <p )8d ad 1I¢<p+2) 0%d;

960007 2\ "2 )se9eT 2% 2 ) G00e7
1 p+ dA; dd; dd; 0A; 0 p+3 dA; 0A;
X ( 2 )(%30T+%99T>_4‘ (T)A%W+
19 (p+1> 9°A;
"2 06067

Apresentamos a seguir as expressoes de IlF para os casos particulares da classe SMSN de

distribui¢des.

e Skew-normal

IP(w) = CXP{—%di}q)(Ai) e
w) = eXP{—%di}MAi)-

o Skew-t

2"VYI20(w+v/2) A;
12 — T ! V2 :2
R e e r A CR A I

v+2w
Plw) = 2wyv/2 ( 1 ) 2 F(v—|—2w>
l’ V2rLD(v/2) \di+Ai+V 2 )

V2" V(w4 v) d 1/2
IP(w) = S P, E’)E((ID(SI./ A)) e
V2TV (w+ V) di+A?

\/ﬂ(diJrAz)W”P1 (v, ==,

em que S; ~ Gamma(w + Vv; %)1[(0,1)-

o Skew-normal contaminada

o) = V2r{vivy (a0, v NO(vy P A) + (1 V)9 (Vdi[0,)®(A)} e
Pw) = vy 2o(\/di+A42(0,v5 ) + (1= vi)o(y/di +A2[0, 1),

Resultados adicionais sobre a matriz de informac¢do de Fisher observada podem ser
encontrados em Lachos e Vilca-Labra (LACHOS; LABRA, 2007).
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RESULTADOS ADICIONAIS DO CAPITULO 5

C.1 Envelopes simulados

Uma forma de interpretar os residuos no que diz respeito a adequabilidade de um modelo
de regressao, € a construcao de envelopes simulados (ATKINSON, 1981), que sdo gréificos de
probabilidade dos residuos e as respectivas bandas de confian¢a simuladas. Nestes graficos, se
as bandas de confianca cobrem os residuos, ou seja, se a maioria dos pontos estdo dentro do

envelope, o modelo estd bem ajustado.

Na construc@o de um envelope simulado, considerando, por exemplo, o valor absoluto
do residuo quantilico aleatorizado g, (DUNN; SMYTH, 1996), podemos seguir os seguintes

passos:
1. Ajustar o modelo proposto com os dados observados e calcular os residuos 7g; i

2. Para cada perfil i, i = 1,...,n, simular um vetor de respostas levando em consideracdo o vetor
de médias e a matriz de covariancias obtidos no item anterior e ajustar estas respostas simuladas

com o modelo proposto.
3. Calcular e ordenar os residuos simulados rgj;,

4. Repetir os trés primeiros passos 19 vezes e definir rgj, [ = 1,...,N, com N = Y | m;,
como sendo o /-ésimo valor absoluto do residuo simulado do pertencente a k-ésima simulagao,
k=1,...,20,

5. Determinar o minimo, a mediana e o maximo dos 20 menores valores absolutos dos residuos

simulados de todas as simulacdes, ou seja, entre os residuos féTk, k=1,...,20,

6. Repetir o passo anterior para os 20 segundos menores valores absolutos (rg5;), em seguida
para os 20 terceiros (7q3;) e assim sucessivamente até os 20 maiores valores absolutos dos
residuos ﬁ]]f,k k=1,...,20. Ao final deste passo obtém-se trés vetores de tamanho N, contendo

os minimos, as medianas € os maximos residuos, em valores absolutos.
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7. Dispor no gréfico de probabilidades meio-normal dos valores absolutos dos residuos ob-
servados 7¢;;, os minimos, as medianas € os mdximos dos dados simulados rqy;, Versus os

correspondentes valores esperados da distribui¢do normal padrao.

O modelo estard bem ajustado, se os residuos apresentarem um comportamento aleatorio
em torno de zero. Atkinson (ATKINSON, 1985) sugere a realizacao de 20 simulagdes. Por
isso, existe 1 chance em 20 ou 5% de que o maior valor absoluto dos residuos dos dados
estudados esteja fora do envelope simulado. Alternativamente, podemos gerar um niimero maior
de observagdes simuladas e escolher valores que produzam uma banda de confianga de 95%, em

vez de usar o minimo e o maximo como limites inferiores e superiores, respectivamente.

C.2 Matriz hessiana
A seguir sdo apresentadas as expressoes dos elementos da matriz hessiana do modelo
SMSN-NLME.

Conforme apresentado no Capitulo 5, temos que 8 = (&', y,8,A7) ", com y= 62, desta

forma, a matriz hessiana € obtida pela expressao

6)= z": 0:(0) = Zn: 01:(01) + zn: 01i(02),
i=1 i=1

i=1

onde

~9%011(61]0)

5 61 -

Cii(61) 00,06

) 020,i(0,/6)
(8r) = T2

C2i(02) 00,00]

comf;=(a’,0*)"eb, =(B,A")".

Assim,

o
5:6) = _° Q,<e|e>:<Q1,<el> 0 ))_

00007 0 0,i(0,

Para cada elemento do vetor 6, teremos que

920,(6,|6 1 1. .

aQol‘(gall ) 52 [MiJiTJiJrVeff1 (L;—{Zi(ub)i_uiri})} , (C.1)
0%01:(6,]6 1 .

aQtlx g 0_12| ) _4[JT{Z (ub), uiri}], C2)
920,:(0,16 ;1 —
—(;Q;z(aég ) - Tty = — | 1= 2x] Zi(ub), e (Zi(ubbT) 27 )| (C3)
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32 ie 6 1 e g IR - _
PO _ byt 0, ) T

+%tr (r—1 (F 88 'F, + FrsaTFk)) (I, -T7'N;)

——tr ]Fﬁk 11"‘ﬁr1"—1N,-)

o~

(r
8T( I 'Ty + ¥, T )T <®i—(ut2)iA>
(uzZ) S'FI I8, (C.4)

20,i(6200) _ 1

d -0 A tr ( [r_lr"lsr_lr‘ﬁr +F_1 (FerF + FGsFr)] (Iq — F_lNi))

—%tr (C T ' I 'N))

~§, FT'Ty T ((W/F)i (ut?) A)

+ (8, B =TT, 0 ((wb), — (w?)A)
()8 Tk TIFS, e (C.5)
’02i(0200) _ 1 it poip e 1
—_— —tr (T I Ty +T7 ' FGyF(I, - T 'N;
NI, 21‘( As AT Gy (q Nl))
1 . .

-t (C ', ', Ny

_5F0 ', 0! ((utb)i - (utz)l-A)

+ (G F -1, 01 )T ((ut/F)i - (ﬂﬂ\)iA) — (w8, T8, (C.6)
em que J; e L; sdo matrizes cujos elementos sdao af(aoé’:"') r=1,....,pe a;(fx(‘g;’), rs=1,....p
de dimensodes m; X p e m, X p2 respectivamente, F € a raiz quadrada de D, ou seja, D = F?,
r=yi—f(@x),I'p =5 =FF+FF,—F.86'F—F88 'F, F, = a,; ,r=1,...,dim(B),
Iy, = 3£ = —FG,F, as — 9 o1, q.N;= (ubbT),— (urb),AT — A{ub), + (ur?)iAAT,

s s -

p . . _ 088" | ¢ 9%88
I, € a matriz identidade de ordem g, G, = o ¢© Gy =35 o
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RESULTADOS ADICIONAIS DO CAPITULO 6

D.1 Matriz hessiana

Neste Apéndice apresentamos as expressoes dos elementos da matriz hessiana do modelo
NLME sob a distribuicao skew-normal, conforme apresentado no Capitulo 6. Considerando o
vetor de parAmetros @ = (@',02,B,A ") e a reparametrizacio da matriz de efeitos aleat6rios

D de forma que F = D!/2¢ O, = 8, temos a seguinte matriz hessiana

Ialal e Ia]ap Ialo-Z Ialﬁl e Ialﬁq 10‘111 e Iallq
I(x,,oc,, Iocpcz Iapﬁl [Otpﬁq IOtp/ll Iapxq
10-20-2 Io'zﬁl Iozﬁq IO-Z;LI Iczlq

) ~
Jowele) _, _ Ipg - Iap, Ion o I,
70007 - : P :
Iﬁqﬁq Iﬁq/l] IBq)Lq
IMM [;Ll;Lq
]A"Iz’q

Desta forma, os elementos da matriz hessiana sdo obtidos com as expressoes
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90(]6)
Jada’

20(616)

002do?
20(616)
d B9 Bs

20(616)
AN

90(016)

dado?

20(616)
0o B,

20(616)

00td A
20(616)
9620,
20(616)

do2dA,

20(610)
9B, s

em que J; e L; sdo matrizes cujos elementos sdo

| & ~

—? Z {J?Jj—i-VeC_l [LZT (tiZ,'F(S — l'i):| } , (Dl)

i=1
N I (.7 ~ T 0 T T

- — {ri r; — 26, ZFS +1tr (Z,-F88 FZ, )} (D.2)
20 o0° 4
1 & s , ,

- {tiztr (ziFrsaTFsle) } (D.3)

i=1
12 (. .2 )
Y S/ ZF8, — Lur (ZiFGs,FZI) , (D.4)

i=1
1 & (= _
—=Y {W (r-7z¥s) . D.5)
O =1
1

_? Z {tiJi Zl-F,S} , (D.6)

i=1

1 & (e

) (il 2%}, (D.7)

i=1

1 & (o , -~ ,

—Y {tiriTZiFsﬁ — 2t (ZiFsasTFZ,T) } , (D.8)

i=1

1 K (- - . 1.2 . T

=) {tiri Z,¥8,— L <ZiFGrFZi ) } : (D.9)

i=1
L d s
=93 {t,—rl-TZiFSSr 2t (Z,FSG,FZ,T) } : (D.10)

~
[y

82f(a,x,-)

afa,X,'
g—ar)rzl,...,pem, r,s:l,...,p de

dimensdes m; X p e m; x p>, N = Yo mri=y—f(a,x)F= (%F, r=1,...,dim(B), 8, = %,
" 2

2 .. . -
s=1,...,q,04 = %, I, € a matriz identidade de ordem ¢, G5 = o

_888Te(“;l_868T
s_ .
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