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Resumo

Neste trabalho, estudamos existéncia e multiplicidade de solugoes fracas para trés
problemas envolvendo operadores fracionarios, com énfase em nao linearidades de
crescimento critico. O primeiro problema trata da existéncia de solucao mudando de
sinal para uma equacao envolvendo o Laplaciano fracionario e expoentes criticos de
Sobolev fracionarios. No segundo problema, estudamos a existéncia de solu¢oes com sinal
constante e mudando de sinal para uma equagao envolvendo o p-Laplaciano fracionério
com um termo de Kirchhoff e expoentes subcritico e critico de Hardy-Sobolev fracionarios.
O dltimo problema aborda existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para uma
equacao envolvendo o p-Laplaciano fracionario com um termo de Kirchhoff, expoentes
subcritico e critico de Hardy-Sobolev fracionérios e pesos de sinal indefinido.

A presenca de expoentes criticos gera dificuldades matematicas adicionais na obtencao
de solucoes devido a falta de compacidade da imersao de Sobolev.

Em nossos estudos, utilizamos métodos variacionais como o Teorema do Passo da

Montanha, minimizacao restrita a conjuntos de Nehari e o método das fibragoes.






Abstract

In this work, we study existence and multiplicity of weak solutions for three problems
involving fractional operators, with emphasis on critical growth nonlinearities. The first
problem deals with the existence of sign-changing solution for an equation involving the
fractional Laplacian and fractional critical Sobolev exponents. In the second problem,
we study the existence of signed and sign-changing solutions for an equation involving
the fractional p-Laplacian with a Kirchhoff term and fractional subcritical and critical
Hardy-Sobolev exponent. The last problem approaches existence and multiplicity of
positive solutions for an equation involving the fractional p-Laplacian with a Kirchhoff
term, fractional subcritical and critical Hardy-Sobolev exponent and weight with indefinite
signal.

The presence of critical exponents generates additional mathematical difficulties in
obtaining solutions due to lack of compactness of the Sobolev embedding.

In our studies, we used variational methods such as the Mountain Pass Theorem,

constraint minimization on Nehari sets and the fibering method.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes nao triviais para
problemas envolvendo operadores do tipo fracionario com énfase em nao linearidades de
crescimento critico, considerando o sinal dessas solugoes. Especificamente, estudamos
trés problemas, sendo que o primeiro aborda o Laplaciano fracionario e os dois ultimos o
p-Laplaciano fracionario com um termo de Kirchhoff.

O primeiro problema estudado em nosso trabalho é o seguinte:
(—=A)su = Af(z,u) + |u|>*"?u em Q, 0
u=20 em RV \ Q,

em que (—A)?® é o operador Laplaciano fracionario, Q2 C RY ¢ um dominio suave, s € (0, 1),

2N
N—

e f:Q xR — R satisfaz determinadas condlgoes.

- ¢ 0 expoente critico de Sobolev fracionério

2s < N, A ¢ um parametro positivo, 2* =

O segundo problema que abordamos envolve uma equagao mais geral da seguinte

forma:

{ (fRQN o y|N+9p da:dy) (—A,)%u = Af(z,u) + ‘“ﬂ;‘;u em 2, @

u=0 em RV \ Q

sendo (—A,)* o operador p-Laplaciano fracionario,  C RY um dominio limitado, suave,
(N—a)p
N—sp

critico de Hardy-Sobolev fracionario, A um parametro positivo, M : [0,00) — [0,00)

com 1l <p<oo,s€(0,1),0<a<ps<N,p<r<p!sendo pl =

0 expoente

uma funcdo de Kirchhoff que pode ser tanto degenerada (inf;>q M (t) = 0) quanto ndo
degenerada (inf;>g M(t) > 0) e f: Q x R — R uma fungdo satisfazendo determinadas
condicoes.

O terceiro problema que estudamos foi o seguinte:

r—2

M ( fyon M2 dudy ) (— 0, = A (@) M7 + g(a) L2 em
u=0 em RV \ Q,

(3)

sendo Q@ C RY um dominio limitado suave, s € (0,1), 0 < a < sp < N, 0 < 38 < sp
el <g<p<r<pieM:|[000) — [0,00)é uma funcdo de Kirchhoff da forma
M(t) = a+bm(t), a > 0,b >0, com m : [0,00) — [0,00) satisfazendo determinadas

condiges. As fungoes f, g : Q2 — R sao tomadas em L>°(€2) com sinal indefinido.
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O operador Laplaciano fracionario (—A)® é definido para u € S(RY) (o espaco de

Schwartz) como

(—A)*u(x) := C(N,s) lim Mdy reRY

N+2
=0t RN\ B(z,€) ’CL’—y’ +e

sendo B(z,€) := {y € RY : |[z—y| < €} e C(N, s) uma constante positiva de normalizagao.

Em relagao a transformada de Fourier F, este operador tem a seguinte expressao:
(—=A)u(z) = F7H (I (Fu) (€)) (x) = € RY.
Para 1 < p < oo e u € S(RY), 0 operador (—A,)* é definido por

: Ju(@) — u(y) P~ (u(x) — u(y)) N
—A))u(z) =2 lim dy r e R".
(~Bp)utr) =2l [ rpha

Esses operadores, quando avaliados em uma funcao u e avaliados em um ponto z € R,
nao dependem apenas do valor de u em x, dependem também dos valores dessa funcao
nos demais pontos do RY. Por essa razdo, tais operadores sio denominados nao-locais.

Nos ultimos anos, tem crescido o interesse no estudo de operadores do tipo fracionario.
Muitos trabalhos tém sido publicados provando existéncia, multiplicidade, nao existéncia
e regularidade de solugoes de problemas envolvendo tais operadores. Em [22] , de modo
pioneiro, Caffarelli e Silvestre apresentaram uma abordagem local para o Laplaciano
fracionario através da técnica de extensao s-harménica. Este artigo motivou outros autores
a produzirem trabalhos relevantes acerca desse tema. Veja, por exemplo, [7, 13, 20}, 26}, [74],
nos quais foram tratados problemas sobre o Laplaciano fracionéario espectral através de
extensao s-harmonica em um cilindro.

Por outro lado, Servadei e Valdinoci, em [70] e [7I], trabalharam com o operador
Laplaciano fraciondrio por meio de integrais de nicleos singulares. Para tanto, foi
apresentado um espaco de Sobolev fracionario adequado para problemas com condicoes
de fronteira de Dirichlet, bem como uma formulacao variacional condizente com
esse espaco. A partir dessa abordagem, surge uma extensa literatura tratando de
problemas fracionarios, confira, por exemplo, [I1], 41l 67| e suas referéncias. Além disso,
como generalizacao natural do Laplaciano fracionirio, ganha destaque o p-Laplaciano
fracionario e problemas que eram abordados para o p-Laplaciano, tais como o de autovalor,
passam a ser tratados para o caso do operador nao local p-Laplaciano fracionéario, como
se pode conferir em [48, 52, 57], entre outros.

Operadores fracionarios possuem aplicacoes em diversas areas, como matematica
financeira, mecanica quantica, ondas de agua, transicao de fase, superficies minimas,
dinamica populacional, controle 6timo, teoria dos jogos, processos de Lévy na teoria da
probabilidade, entre outras. Para mais detalhes sobre esses assuntos, veja [5], [19] 2], BT, [54]

e suas referéncias.
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Devido a presenca da funcdo M : [0,00) — [0,00), as equacoOes e
sao denominadas equacoes de Kirchhoff fracionéarias, sendo M denominada funcao de
Kirchhoff. FEssas equagoes tém origem a partir da versao estacionaria da equacao de
Kirchhoff envolvendo o Laplaciano classico, que modela vibracoes nao lineares de uma

corda elastica com extremidades fixas,

uy — M ([, |Vul|?dz) Au= g(z,u) em Q x (0,7),
u=0 sobre 99 x (0,7),
u(z,0) = ug(x), ue(x,0) = uy (),

como generaliza¢ao da equagao proposta por Kirchhoff em [53], a saber,

2
0%*u

A equacao leva em conta os efeitos das mudancas no comprimento da corda

@
ox

9% P0+E L
Porz ~ \'n 2L J,

produzida pelas vibracoes transversais. Em , L é o comprimento da corda, h é a
area da seccao transversal da corda, E' é o m6dulo de Young do material, p é a densidade
de massa e Py é a tensao inicial da corda. A equacao de Kirchhoff é uma extensao nao
linear da equacao da onda de D’Alembert. Consulte [2, [42] 43, 53] para mais detalhes
sobre problemas de Kirchhoff.

Na medida que os estudos sobre problemas fracionarios foram se difundindo, também
fez sentido considerar a presenca de um termo de Kirchhoff nas equacoes em questao. Em
[47], uma motivacao fisica foi proposta levando em conta o aspecto nao local da tensao da
corda no modelo proposto por Kirchhoff. Para mais detalhes sobre problemas de Kirchhoff
fracionarios, confira [0, 24, [46] 62] e suas referéncias.

Ao abordar o Problema , nosso interesse é estudar a existéncia de pelo menos
uma solucao mudando de sinal. O estudo de existéncia de solucoes mudando de sinal
para o Problema (1)) ¢ motivado principalmente pelo trabalho de Teng, Wang e Wang
em [77], sendo esse um dos primeiros trabalhos sobre solu¢bes que mudam de sinal
envolvendo operadores fracionarios. Usando minimizacao em conjuntos de Nehari e lema

de deformacao, eles provaram a existéncia de solucao que muda de sinal para o problema

{ (—=A)*u = f(x,u) em Q, (5)

uw=0 em RV \ Q,

sendo Q2 C RY um dominio limitado e com a funcdo f de classe C' e de crescimento

subcritico satisfazendo a hipotese

f(z,t)
t

é crescente em |t| #0, q.t.p.x € (.

O Problema (j5)) também foi estudado em [35], [59] e [61] para operadores fracionarios com
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ntcleos mais gerais e com f satisfazendo condigoes de crescimento similares.

Recentemente, varios trabalhos tém sido desenvolvidos sobre existéncia de solu¢oes nao
triviais e nao negativas para problemas envolvendo o operador Laplaciano fracionario e
nao linearidades de crescimento critico. Dentre eles, podemos destacar [45] 67, [68], 69] para,
dominios limitados e [37], [38] para dominios ilimitados. Em [68], Servadei e Valdinoci
estudaram a existéncia de solucoes nao negativas para o problema de Brezis-Niremberg

fracionéario

(—A)u = u+ |[u* 2u em Q,
{ (6)

u=0 em RV \ Q,

que é a versao nao local do famoso problema de Brezis-Nirenberg desenvolvido em [17].
Citamos [32] para existéncia e comportamento assintotico de solugoes radiais que mudam
de sinal para o Problema (@ No caso local, em que o operador em questao ¢ o Laplaciano
classico, a existéncia de solugoes mudando de sinal para problemas criticos é tratada em
[9, 34, 56, [73].

Nosso foco, ao estudar o Problema , é a obtencao de solucoes com sinal constante
e mudando de sinal, com énfase no caso critico r = p’. Recentemente, em [29], Chen,
Mosconi e Squassina obtiveram solucao com sinal constante e mudando de sinal para o
Problema com M = 1e f(z,u) = |u|?%u, p < ¢ < p!. Eles estudaram a versao
fracionaria do problema considerado em [50] para o operador p-Laplaciano. A motivagdo
para considerarmos o termo de Kirchhoff M no Problema é devido aos trabalhos
desenvolvidos em [72], [44] e [58]. Em [72], Shuai combinou métodos variacionais restritos
a conjuntos de Nehari e um lema quantitativo de deformacao para obter solucao com sinal

constante e mudando de sinal para o problema

(a+b [, |Vul?dz) (—A)u= f(u) em €,
u=">0 sobre 0f2,

sendo 2 C RY um dominio limitado, N = 1,2,3, a,b > 0 e f de crescimento subcritico

satisfazendo a condicao

ft)

3 é crescente em |t| # 0. (7)

Em [44], Figueiredo e Nascimento estudaram a existéncia de solu¢do mudando de sinal

para uma uma equacao de Kirchhoff mais geral

{ M ([, [Vufde) (~A)u = f(u) em ©, )

u=>0 sobre 012,

sendo Q C R? um dominio limitado, M : [0,00) — [0,00) de classe C!, crescente, nao
degenerada (M (0) > 0) com MT(t) decrescente em ¢t > 0 e f de classe C'' com crescimento
subcritico satisfazendo (7). Em [58], Lu estendeu o resultado sobre existéncia de solugoes

mudando de sinal obtido por Figueiredo e Nascimento considerando o Problema com
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um parametro A > 0 e assumindo que, para algum p > 2, a funcao de Kirchhoff M é tal

M{(t)
p—2
t 2

que ¢ decrescente e que f satisfaz

f(t)
|t =2t

é crescente em [t| # 0.

, . . M(t) ;
Além disso, sem assumir que @) & decrescente, através de um truncamento em M, Lu
t 2

obteve resultados sobre existéncia de solu¢ao com sinal constante e mudando de sinal para

o Problema com o parametro A suficientemente grande.

Para o Problema , buscamos estudar a existéncia e multiplicidade de solucoes nao
negativas, direcionando maior aten¢ao para o caso critico r = p’. O Problema foi
estudado por Goyal e Sreenadh em [51] no caso subcritico, com o = f =0e M = 1.
Eles usaram a variedade de Nehari e o método das fibracoes, introduzido por Drabek
e Pohozaev em [39)], para obter multiplas solugoes nao negativas. Mishra e Sreenadh
também estudaram o Problema (3) em [62], com o = 5 =0e M(t) = a+0bt, a,b > 0. Eles
mostraram a existéncia de duas solu¢oes nao negativas no caso subcritico e de uma solucao
nao negativa no caso critico. Em particular, Briandle, Colorado, de Pablo e Sanchez
estudaram o problema concavo-convexo envolvendo o operador Laplaciano fracionério no
caso subcritico, em [I3]. Barrios, Colorado, Servadei e Soria em [§] estudaram o problema,
concavo-convexo fracionario no caso critico. Esses problemas tém origem a partir do
célebre problema concavo-convexo apresentado por Ambrosetti, Brézis e Cerami em [4].

Um dos primeiros trabalhos a usar variedade de Nehari e o método das fibracoes para
obter solucoes de problemas envolvendo pesos com sinal indefinido foi devido a Brown e
Zhang em [I8]. Por outro lado, também de modo pioneiro, Chen, Kuo e Wu consideraram
o efeito ndo local da fungdo de Kirchhoff em problemas com pesos indefinidos em [28].

Especificamente, eles estudaram existéncia e multiplicidade de solucoes para o problema

M ([, IVu|?dz) (=A)u = M (z)|u|??u + g(z)|u[?u em €,
u=>0 sobre 0f2,

sendo 2 C RY um dominio limitado, 1 < ¢ < 2 < r < 2* em que 2* é o expoente critico
de Sobolev e M(t) =a+0bt, a,b>0,t>0e f,g € L>®(2) com sinais indefinidos.

Uma das principais dificuldades em estudar os problemas , e é a falta de
compacidade devido & presenca do termo de crescimento critico. Além disso, uma vez que
os problemas considerados sao nao locais, também existem certas dificuldades na obtencao
de solugoes mudando de sinal, mesmo no caso subcritico. De fato, as interacoes nao locais
impedem que a norma nos espacos decomponha as partes positiva e negativa de uma
funcao (confira (1.6))), impossibilitando o uso de ferramentas poderosas para obtencao de
solugoes mudando de sinal construidas em variedades como métodos do tipo Lusternick-
Schnirelman (confira [73]) e Principio Variacional de Ekeland em variedades de Banach

(confira [33]). Por isso, é necessario utilizar outras ferramentas como minimizacao restrita
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a conjuntos de Nehari combinada ao uso de algum lema de deformacgao.

O Problema trata o caso critico da equacao estudada por Teng, Wang e Wang
em [77]. Motivados pelo trabalho de Alves e Souto em [3], os autores de [77] usaram
minimizacgao restrita a conjuntos de Nehari e um lema de deformagao para obter solucao
mudando de sinal do problema ([5)). Nossa estratégia para obtengdao de solu¢do mudando
de sinal para o Problema é similar. No entanto, esse método utiliza fortemente que
o funcional energia associado ao problema ¢é fracamente semicontinuo inferiormente que
no caso critico essa propriedade nao é vélida. Para contornar esse problema, utilizamos o
Lema de Brézis-Lieb e fizemos analises de méximos de fungoes para garantir a convergéncia
em L?"(Q) de sequéncias minimizantes.

O estudo de solu¢ao com sinal constante e mudando de sinal para o Problema ({2
visa obter e ampliar resultados provados para problemas de Kirchhoff envolvendo o
Laplaciano classico para problemas de Kirchhoff fracionérios com nao linearidades criticas.
Consideraremos os casos degenerado (inf;>o M (t) = 0) e nao degenerado (inf;>q M (t) > 0)
da fungao de Kirchhoff M. Seguindo as ideias de Chen, Mosconi e Squassina em [29], nossa
estratégia para obtencao de solucao de sinal constante é usar o Teorema do Passo da
Montanha combinado com minimizagao sobre conjuntos de Nehari. No caso subcritico,
para a obtencao de solugoes que mudam de sinal, a estratégia é a minimizacao sobre
conjuntos de Nehari combinada a algum lema de deformacgao. No caso critico, para
contornar a falta de compacidade, usaremos um principio de concentracao de compacidade
com expoentes variaveis. Vale ressaltar que, no que é de nosso conhecimento, nosso
trabalho é o primeiro na literatura que trata a existéncia de solucoes que mudam de sinal
para o caso degenerado.

O estudo de existéncia e multiplicidade de solucoes para o Problema visa estender
alguns resultados obtidos em [62], principalmente no caso critico. Usando as ideias de
Chen e Squassina em [30] e de do O, Giacomoni, Mishra em [64], usaremos funcoes
extremais para garantir a existéncia de duas soluc¢oes positivas para o problema no
caso critico. Ressaltamos que em [62], os autores consideraram a func¢ao de Kirchhoff M
da forma M (t) = a+bt. Em nosso trabalho, consideraremos M (t) = a+bm(t), permitindo
que m seja nao homogénea, por exemplo, uma funcao logaritmica.

Este trabalho é dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1, apresentaremos algumas
interpretacoes feitas por diferentes autores para o Laplaciano fracionario e mostraremos
sua relagao com o Laplaciano classico. Consideraremos também o operador p-Laplaciano
fraciondrio e destacaremos algumas definicbes e propriedades concernentes a espagos
funcionais. O Capitulo 2 é destinado ao estudo do Problema (). Neste capitulo,
apresentaremos um resultado sobre existéncia de solucao mudando de sinal assumindo
que f satisfaz condigoes de crescimento subcritico. O Capitulo 3 é destinado ao estudo do
Problema ([2). Nele, apresentaremos cinco resultados principais, sendo os dois primeiros
relativos ao caso degenerado e os trés tultimos ao caso nao degenerado. Em todos eles,

uma solucao positiva, uma negativa, e outra mudando de sinal serao obtidas. O segundo
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resultado e o quinto tratam o caso critico r = p}. Por fim, no Capitulo 4, estudaremos
o Problema . Este Capitulo apresenta dois resultados principais. O primeiro deles
estabelece existéncia de pelo menos duas solugoes positivas para o Problema (3]), no caso
subcritico r < p%. O segundo resultado prova a existéncia de ao menos uma solu¢ao
positiva no caso critico para qualquer b > 0 e se restringirmos b a um certo intervalo,
obtemos duas solugoes positivas para no caso critico.

Ressaltamos que o resultado obtido no Capitulo 2 foi publicado e pode ser encontrado

na referéncia [49]. Os resultados obtidos no Capitulo 3 foram aceitos para publicagao.






Capitulo

1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos um pouco sobre a historia dos problemas fracionérios
bem como a motivacao pela qual levou autores de varias partes do mundo a estudarem esse
tema, produzindo resultados importantes na area de Equacoes Diferenciais Parciais. Além
disso, a fim de deixar o leitor a par dos detalhes técnicos de nosso texto, introduziremos
algumas definicoes e notagoes importantes, que serao frequentemente utilizadas no

decorrer do texto.

1.1 Operadores do tipo fracionério
Seja S(RY) o espago de Schwartz definido por
SRY) := {u € C=(RY) : sup |z*DPu(x)| < oco,Va, B € N},

com Ny := {0,1,2,3,...}. Para cada s € (0,1), consideremos o operador integro-
diferencial (—A)* : S(RY) — L*(RY) definido por

(—A)°u(x) := C(N,s) lim Md@/, reRY

N+2
0t JRN\B(a,e) [T — Y|V T2

sendo B(z,€) :={y € RN : |z —y| < €} e C(N, s) a constante positiva de normalizagao

1_ -1
v = ([ )

com ¢ = ((1,¢') e (' e RN L.

O operador definido acima traz a notagao sugestiva como poténcia s do operador
Laplaciano A := Zf\; %. Porém, somente analisando suas definicoes, estes operadores
parecem nao ter vinculo algum. Por isso, a seguir faremos uma breve introducao sobre o
operador (—A)®.

Em 1997, ao desenvolver um trabalho sobre teoria do potencial em [12], Bogdan usou

a notagao sugestiva do operador integro-diferencial definido acima, como poténcia do



Laplaciano, pelo fato de a transformada de Fourier desse operador satisfazer o seguinte:

(CA)u)(€) = [€2*a(¢), V¢ € RY,

isto ¢, (—A)* tem simbolo [£|**, que ¢ o simbolo do operador Laplaciano cléssico elevado
4 poténcia s.

Em 2007, Caffarelli e Silvestre em [22] fizeram outra interpretagdo do operador (—A)*
da seguinte forma: dada uma funcio suave limitada u : RN — R, eles resolvem o problema,

de extensao

w(x,0) =u(zr), xeRY,
Aw(z,y) =0, 2 €RY, 4y >0

para obter uma func¢ao suave w satisfazendo

(NI

—w,(z,0) = (—=A)2u(z), Yo e RY.

Assim, (—A)% pode ser obtido como um operador da forma
T :ur— —wy(-,0).
Entao, T satisfaz a seguinte igualdade:
T?(u)(z) = T(—wy(-,0))(x) = wy,(z,0) = —A,(u)(z), VrecRY.

Desde que T é um operador positivo, conclui-se que T = (—A)%, no sentido da raiz

quadrada de operadores lineares positivos em espacos de Hilbert.

Mais geralmente, considerando o problema de extensao

w(z,0) = u(x), ze€RY,
div (y'=*Vw) =0, z € RY y >0,

Y

. ., . 2s
a partir da mudanca de variaveis z = (E) , eles mostraram que

(=AYu() = — lim y' " wy(z,y) = —w.(z,0),
concretizando, dessa forma, o operador integro-diferencial (—A)® como poténcia s do
Laplaciano classico.
Outro importante fato sobre o operador (—A)® é seu comportamento assintotico
quando s se aproxima de 0 e de 1, isto ¢, para cada u € S(R"Y) tem-se

lim (—A)*u(z) = u(z) Vo € RY;

s—07F

lim (—A)*u(r) = —Au(z) Vo € RY.

s—1—



Para mais detalhes sobre esse fato, veja [36, Proposicdo 4.4]. Por todas as razoes
apresentadas anteriormente, o operador (—A)® é denominado Laplaciano fracionario.
De maneira mais geral, para 1 < p < oo e s € (0,1), podemos considerar o operador

p-Laplaciano fracionério definido para u € S(RY) por

(A, u(z) = 2 lim uz) — u(y) P> (ulx) - “W) g e RY.

N
=0+ JRN\B(0,¢) |z — y|Nrep

A menos de constante de normalizacao, dependendo de N, p e s, esta definicao é

consistente com aquela do Laplaciano fracionario (—A)® no caso p = 2.

1.2 Defini¢oes e espacos funcionais

Para cada s € (0,1), considere o espaco de Sobolev fracionario

HYRY) = {u € I*(RY): —HI;(“;) ZJN%?‘ S LZ(RW)} ,

1
que ¢ munido da norma [|ul| gs@yy = (Jul3 + [u]3,)?, sendo

e (/RN %dwdy)é

a seminorma de Gagliardo e | - | a norma em L*(RY).

Em 2015, com o objetivo de abordar um problema de Dirichlet em dominio limitado

do tipo

{ (=A)u = g(z,u), em, (1.1)

u =0, em RN\ Q,

Servadei e Valdinoci, em [70], introduziram o espago
H(Q) :={uec H*RY) :u(z) =0 q.t.p.z € RV \ Q},
que é munido do produto interno

<U7U>Hg(ﬂ) — /R2N (u(«T) _‘Z(g);(‘zf(f;l_ U(y))dfbdy, u,v € HS(Q)

Dessa forma, uma solugao fraca do Problema (1.1)) ¢ uma fun¢ao u € H§(Q2) tal que

/ (uz) = uy))(v(z) - U(y>>dxdy = / g(z, u)vde,Yv € Hj(§2).
R2N Q

|z —y| N

Mais geralmente, para 1 < p < oo e para cada funcdo mensuravel u : RY — R,



definamos a seminorma de Gagliardo por

e = (/RN %dmy)’l’

e o espaco de Sobolev fracionario, definimos por
WEP(RY) := {u € LP(RY) : [u],, < oo},

munido da norma
1
||u||W5vp(RN) = (|U|£ + [u]zs?,p)p ;

sendo | - |, a norma em LP(R") (veja [36] para mais detalhes). Uma vez que os problemas
a serem considerados neste texto envolvem um dominio limitado Q C RY e condicao de

fronteira de Dirichlet, introduziremos o espaco
WeP(Q) i={u € W(RY) : u(z) =0, a.e. 2 € RV \ Q}

que pode ser normado por ||-|| := [-]s,, sendo tal norma equivalente a ||- ||y «» @~y (confira
[36, Teorema 7.1]). O espago Wi* é um espago de Banach, separavel, reflexivo com relagao
a norma [ -], e pode ser visto como o completamento de C°(RY) na norma [ -], (veja
[T4, Teorema 2.1]). Denotamos o espaco topolégico dual de W3 () por W~ (), sendo
p' = ;5 o expoente conjugado de p e escrevemos (-, -) : W= (Q) x WP (Q) — R para
designar o par de dualidade. No decorrer do texto, usaremos apenas a notacgao || - || para

indicar a norma no espago de Sobolev fracionario considerado.

Uma vez que abordaremos problemas envolvendo expoentes de Hardy-Sobolev,
introduziremos um espago L" a partir de uma medida que depende de a € [0, 00). Este

espaco é definido por

d T
L (Q _:c) = {u:Q—)R:ué mensurévele/ Malas< oo}.
Q

"l |z[
A desigualdade de Hardy-Sobolev fracionaria (confira [29, Lemma 2.1])

Jufps ) ( / () — u(y)|? )
dx < C(N,p,« ———"dxdy
(/ 2o N { [ T =g

implica que a imersao

D=

s , dx
é continua, para todo r € [1,p%] com 0 < a < ps, sendo

(N —a)p
N — sp

*

Py =



o expoente critico de Hardy-Sobolev fracionario. Em particular, se o = 0, o espago

Np
N—sp

Sobolev fracionario. Além disso, a imersdo (1.2)) é compacta para todo r € [1,p}) com
0 < o < ps (confira [29, Lemma 2.3|).

Para cada r € [1,p}], denotamos por

L™ (Q,dx/|x|*) coincide com o espago L"(2) e p* := pf = é 0 expoente critico de

p
Soa= i
T wewgr @\ o} |ulz| /P

(1.3)

a melhor constante correspondente & imersao de Hardy-Sobolev fracionaria .
Particularmente, quando r = p,, a denotamos apenas por S,. Além disso, para p =2 e
a = 0, usamos a notagao simplificada S := Saz o.

Para cada u € W;*(Q), o operador p-Laplaciano fracionario (—A,)%u pode ser visto,

. _ / . .
no sentido fraco, como um elemento de W~%" (1), unicamente definido por

((—Ap)su,v> _ / ‘u(m) - u(y)|p_2(u(:v) - u(y))(v(x) - U<y))dmdy, Vo € Wg,p(Q)

R2N |z — y|NFep

Agora, introduziremos a noc¢ao de solucao fraca nos espagos de Sobolev fracionérios

WP(€2) para problemas do tipo

{ Ly(u) = ga(z,u) em Q, (1.4)

u=0 em RV \ Q,

sendo 2 C RY um dominio limitado suave, gy : Q2 x R — R uma funcao Carathéodory, A

um parametro positivo e £; o operador fracionério dado por

Lo(u) == M ( /R N —“Tf)_;@(fﬂpdxdy> (—A,)°u

em que M : [0,00) — [0,00) & uma fun¢do continua, denominada fun¢ao de Kirchhoff, e
(—A,)?® representa o operador p-Laplaciano fracionario com 1 < p < co. Em particular,
se M =1, temos que L3 = (—=4,)°.

Definicao 1.1. Seja 2 C R um dominio limitado e seja f : Q2 x R — R uma funcao.

Dizemos que f é uma funcao Carathéodory se f satisfaz as sequintes condigoes:

(i) f(-,t) € mensurdvel em ) para todo t € R fizado;
(ii) f(x,-) é continua em R para q.t.p. x € .

Definicao 1.2. Dizemos que uma funcao u € Wi*(Q2) € uma solugdo fraca da equagao

ED se

M (J[ull?) {(~Ap)u, v) = / 92 (z, u)vd,

para todo v € WP (Q).



Se gy ¢ uma funcao Carathéodory satisfazendo determinadas condicoes de crescimento
e Gy(x,t) == fot Gy (x,T)dr, entao o funcional energia I, : W;"(Q) — R dado por

L7 Py — x.u)dx
D) = = 37l / G, u)de,

com M(t) = fot M (7)dr, esta bem definido em W3P(Q). Além disso, I, € C'(W;7(Q),R)

e sua derivada é dada por
@) = M) (8)7w0) = [ flowvde o € W3(@),

Assim, as solucoes fracas do Problema sao os pontos criticos do funcional I,.

No decorrer do texto, usaremos apenas o termo solucao para designar solucao fraca
de uma equacao. Além disso, sempre que usarmos o termo solucdo positiva estamos nos
referindo a uma solucdo fraca nio trivial, ndo negativa q.t.p. em R™. Analogamente,
solugdo negativa designara uma solucao fraca nao trivial e ndo positiva q.t.p. em RY.

Considere o conjunto das solugdes nao triviais de ((1.4)) definido por
O, = {u e WyP(Q)\ {0} : I§(u) = 0}.

Entao, podemos definir conjuntos de solu¢des que minimizam o funcional I, em diferentes
aspectos:
Sy ={ue€ Oy: I\(u) <I,(v),Yv € Oy};

Sai i ={u € O, : I)\(u) < I\(v),Yv € Oy,v >0}
Sao i ={u e O, : I)(u) < I)(v),Yv € Oy, v <0}
S,\73 = {u e O, : ui # 0, [,\(u) < [)\(U),VU € O)\,Ui 7é 0}

Note que Sy é o conjunto das solugoes que minimizam o funcional I, sobre todas as
solugoes nao triviais, Sy 1, sobre as positivas, Sy 2, sobre as negativas e Sy 3, sobre as que
mudam de sinal. Solugoes em Sy sao também denominadas solucoes de energia minima.

Uma vez que faremos uso de métodos variacionais em nosso trabalho, precisamos

definir o que sdo sequéncias de Palais-Smale (PS) e a condigdo de Palais-Smale:

Defini¢ao 1.3. Seja W um espago de Banach real ¢ J € CY(W,R). Dizemos que
{up,} € W ¢ uma sequéncia (PS). para J se J(u,) — ¢ e J'(u,) — 0, quando n — oc.
Também, dizemos que J satisfaz a condigao (PS). se qualquer sequéncia (PS). tem

subsequéncia fortemente convergente em W.

Desde que a obtencao de solucoes mudando de sinal também é assunto deste texto,
precisamos considerar, frequentemente, as partes positiva e negativa das funcoes. Dada

uma funcao u definida em um subconjunto de RY, definimos sua parte positiva u* e sua



parte negativa u~ por
ut(z) := max{u(z),0}, wu (z):= min{u(z),0}.
Entao, vt é uma funcao nao negativa e v~ uma funcdo nao positiva e é possivel escrever
uw=u"+u".

Dessa forma, podemos analisar possiveis decomposicoes de uma funcao u com respeito a

sua norma nos espagos de Sobolev fracionarios. De fato, para cada u € H§(£2), temos que

+ —
R

2N”$ —-yﬁN+23

Usando propriedades do produto interno, podemos escrever

+ —
+ — {1, E12 u'(z)u (y)
() = o F =2 [ vy (15
) @) ()
2 4112 _2 u \r)u Yy
Jull = e+ o =4 [ T ey (1.6

A partir destas decomposicoes, podemos notar que se v muda de sinal, isto é, u™ # 0 e

u” # 0, entdo (u,u")gs) >0 e

luall® > fl™ 1% + flu )%

No caso mais geral 1 < p < oo, devido a auséncia de produto interno, nao existe
uma decomposi¢ao da norma de u em termos das normas de u™ e u~. Porém, em [29],
os autores apresentaram uma decomposi¢ao da norma de u em termos de integrais sobre

os suportes de u™ e w~. Mais precisamente, para cada u € W P(Q2), denotemos por

Q. := supp(u®) os suportes de ut e u~, respectivamente. Assim, é possivel descrever
explicitamente

(=Ap)"u, u®) = A*(u) + B*(u), (1.7)
com

|z — y| N

+ - = p
44i(U)Z::/[ ‘U (x> U (y” d$dy,
Q%XQ%

|z —y|VEep

+ 4 p—1(, + - =
P [ IO w0,
Q+ xQ_
Dessa forma, obtemos a seguinte decomposi¢ao da norma de qualquer fungdo u € W;"(Q):

[ull” = A(u) + B(u) (1.8)



com A(u) := AT (u) + A~ (u) e B(u) := BT (u) + B~ (u).

Além disso, desde que a funcao ¢,(t) = [t|P~2¢ satisfaz a desigualdade
Byt — 65)(E — 6%) < Byt — 0)(E% — 0%) < 6,(t — O)(t — ),

para quaisquer ¢, 0 € R, sendo t* := max{¢,0} e t~ := min{¢, 0} para todo t € R, obtemos

as seguintes desigualdades:
(17 = (= Ap) u™, u®) < ((Ap)°u,u™) < ((Ap)°u,u) = [lull?, (1.9)

para todo u € W;*(2) com desigualdade estrita sempre que u muda de sinal.
A partir de (1.9), concluimos que

[ 17 4+ ™[ < ((=8p) u, u™) + {(=Ap) u,u™) = ((=4p) w,u) = [, (1.10)

para todo u € Wy (Q) com a desigualdade estrita sempre que u muda de sinal.

No decorrer do texto, usaremos algumas notagoes padronizadas. Serao usadas as
notacoes “ — 7 e “ — 7 para designar as convergéncias forte e fraca em W;"(Q),
respectivamente. Em geral, C, C, Cs, ... denotardo constantes positivas cujos valores
exatos ndo tem importancia, a menos que sejam especificados. Para 1 < p < oo, p/ = 7%
representara o expoente conjugado de p, isto é, o valor real que satisfaz a identidade
S =1L

Além disso, se um funcional J : WJP(©Q) — R for limitado inferiormente em

X C WP (), denotaremos seu infimo sobre X por

cx = inf J(u).

ueX



Capitulo

2

Existéncia de solucao mudando de sinal para
uma equacao envolvendo o Laplaciano

fracionario com expoente critico

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solugao que muda de sinal para o seguinte

problema fracionario:

L2y em ,

{ (=A)u=A(z,u) + |u ()

u=0 em RV \ Q,

em que Q@ C RN ¢ um dominio suave e limitado, s € (0,1), 2s < N, A > 0 e

2% = 2*(s) = 255 ¢ o expoente critico de Sobolev fracionério.

Assumiremos que f : ) X R — R é uma fungao Carathéodory tal que f(z,-): R — R

é continuamente diferenciavel para q.t.p. x € €2, e satisfaz as seguintes condicoes:

(fo) existem g € (2,2*) e C' > 0 tais que
[0 f (2, )] < C(1+ [t]772),

para q.t.p. = € Q e todot € R;

(f1) lir% @ = 0, uniformemente para q.t.p. x € §2;
%

(f2) existe p € (2,2%) tal que
0 < pF(x,t) <tf(z,t),

para q.t.p. = € Q e todo t # 0, sendo F(x,t) := fot f(z,7)dr;

(g 120

Observacao 2.1. Note que a partir das hipdteses e concluimos que a funcao
H(z,t) :==tf(x,t) — 2F (x,t) € ndo negativa, crescente em t > 0 e decrescente em t < 0,

¢ crescente em [t| # 0, para q.t.p. = € Q.

para q.t.p. x € ). Assim,
20, f (x,t) — tf(x,t) = O H(x, )t > 0, (2.1)

9
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para q.t.p. x € Q e todo t # 0.

Exemplo 2.1. Seja f : QxR — R definida por f(x,t) := ai(2)|t 7|22t +ay(z)|t |22t
com q1,q2 € (2,2), a1,as € L>®(Q), a1(x) > 0 e as(z) > 0 para q.t.p. x € Q. FEntao, f

satisfaz as hipdteses (fs)l

Nosso resultado principal para este capitulo ¢ o seguinte:

Teorema 2.1. Suponhamos que [ satisfaz (f3). Entao, existe \* > 0 tal que para
todo X > X\*, o Problema (P))) possui uma solu¢ao mudando de sinal uy € Sy 3.

2.1 Formulacao variacional

Associado ao Problema ((P,)), temos o funcional I, : Hi(2) — R definido por
1 2 1 2*
L(u):=-||u||* =X | F(z,u)de — — [ |u|® dz,
2 Q 2* Ja

com F(z,t) := fot f(z,7)dr. Se f satisfaz as condi¢oes e entao o funcional I,
estd bem definido, I, € C'(H(Q),R) e sua derivada ¢ dada por

(I\(u),v) = (u,v) gs(0) — A/Qf(:c,u)vd:c — /Q lu|? ~2uvdz.

Dessa forma, os pontos criticos de I, sao as solugoes fracas de (P)). Agora, consideremos

os seguintes conjuntos de Nehari associados a Iy:

Na = {u e Hi(@)\ {0} : (I(u),u) = 0};
My = {u € H(Q) : (I (u),v™) = 0,u™ # 0}.

A técnica variacional que utilizaremos para obter solucao mudando de sinal para o

Problema (P)), em linhas gerais, consiste em provar que o infimo

CM, = vg/l\fu I\(v)

é atingido por uma funcao u € M) e que v é um ponto critico de I,.

Note que para cada v € H§(2), decompondo u = u™ + u~ e usando (1.5)) e (1.6),

obtemos as seguintes decomposi¢oes para o funcional Iy:

u(z)u”(y)

y[N+2s dedy > I(u™) + Iy(u”); (2.2)

I)\(U) = ]/\(u+) —|— I)\(U_) — 2/R

2N |{L‘—

(1)) = (1)) —4 [ T gy > ), ),

R2N |$ - y|N+2S

As desigualdades acima sdo estritas sempre que v muda de sinal, isto é, u™ # 0 e u™ # 0.
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2.2 Resultados técnicos

Iniciamos esta secao com um resultado sobre o crescimento da funcao f decorrente de

nossas hipoteses.

Lema 2.1. Suponhamos que [ satisfaz as condigoes (f1) Entao, para qualquer e > 0,
existe §(€) > 0 tal que

(2, )] < elt] +a(e) [t
para q.t.p. x € Q e todot € R.

Demonstracao. Fixado € > 0, por|(f1)l existe 0 = o(e) > 0 tal que se |t| < o, entao
|f (@, )] < elt], (2.3)

para q.t.p. x € . Por outro lado, a partir de |(fy)} se |t| > o, entao

IN

|00 (2, 1)] Cr(L+[t|"™)
Cr(o® |72 + [t]7%)

5'(0)]t12, (2.4)

IN

IN

para q.t.p. € Q e todo t € R, em que ¢'(0) := C1(0?77+1) > 0. Desde que f(x,0) =0,
integrando de 0 a ¢t em ([2.4)), existe 0 = d(0) > 0 tal que

|f(a,t)] < 6(o)[t|", (2.5)
para q.t.p. = € e todo ¢t € R. Portanto, a partir de (2.3 e (2.5), segue que
|z, 8)] < eft] +a(e) [t

para q.t.p. = € Q e todo t € R. n

Agora, apresentaremos alguns resultados que descrevem propriedades de M, bem
como o comportamento do funcional I sobre este conjunto. O proximo resultado descreve

a geometria do funcional I, importante na prova de que M, é nao vazio.
Lema 2.2. O funcional I\ satisfaz as sequintes condi¢oes geométricas:

(i) para cada uw € HS(Q2) \ {0}, temos que
Iy(tu™ + 0u~) — —oo, quando |(t,0)] — oo;
(ii) existe R = R(\) > 0 tal que para todo u € HF(2) com ||u| < R, tem-se

I(u) > Rlul®
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Demonstracao. (i) Pela hipotese |(fo)l temos que F(z,t) > 0 para q.t.p. = € Q e todo
t € R, o que implica

1 ]. *
L(tut 4+ 0u™) = —Htu*—i—&uHQ—)\/F(x,tzﬁ—l—Hu)dx—?/ [tu™ + Ou™|* da
0
+ —
2,42 201, — (12 u'(z)u”(y)
< P+ 58] 2t«9/ ey

——t2

/|u 1" da.

Desde que 2* > 2, segue que I)(tu™ 4+ 6u~) — —oo, quando |(t, )| — occ.
(i) Dado € > 0, a partir do Lema[2.1| e da continuidade da imersao H(Q)) — L'(Q) para
todo t € [1,2%], existem C' > 0 e C, . > 0 tais que

1
I = JulP =X
= gl [ 5 [ s
L, 9 /\6/ 5 /\5(6)/
—|u|l* — = [ |Jul"de — ——= [ |u|%dx — —
Sl =5 [ pupae =229 [
1
(5 C6) Iul? = Cuglul -
1 _ .
= P | (5 - €)=l = Clul

Escolhendo € > 0 tal que (1/2 — Ce) > 0, desde que 2 < g e 2 < 2*, existe R = R(\) > 0
suficientemente pequeno tal que I)(u) > R|jul|?, sempre que |jul| < R. O

v

v

Para cada u € H3()) com u® # 0, consideremos a fungdo 1, : [0,00) x [0,00) — R,
dada por
Yo (t,0) = Ly(tut + 0u™). (2.6)

e também U, : (0,00) x (0,00) — R? dada por

\I]u(ta 0) = (tat,lvbu(tv 0)7 989@% (tv 9))
= ((L(tut + 0u”), tut), (I (tut + 0u), 0u”)), (2.7)

que é de classe C! desde que f satisfaz a hipotese |(fo)|e f(z, ) : R — R é de classe C!
para q.t.p. = € Q.

Note que tu® + fu~ € M, se, e somente se, W, (¢,0) = (0,0). Assim, mostrar que
M, & ndo vazio equivale a mostrar que 1, tem ponto critico, para algum u € H(2). No

proximo lema, veremos que M, é nao vazio e que 1, possui um tnico ponto de maximo.

Lema 2.3. Para cada u € HE(Q2) com ut # 0 e u= # 0, existe dnico par (t,,0,) €
(0,00) x (0,00) tal que
tou™ + O,u" € M.
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Em particular, My # 0. Além disso, para todo t,0 > 0 com (t,0) # (t,,0.), temos que

L(tu® 4+ 0u™) < I (t,ut + 0,u”).

Demonstracao. Fixado u € HE(2) com u™ # 0 e u~ # 0, podemos considerar a
fungao 1, dada em (2.6). Pelo Lema e pela continuidade de ,, deve existir
(tu,0.) € [0,00) x [0,00) tal que

(Y (tm 9u) = max Uy (t, 9) .

(t,0)€[0,00) x[0,00)

Observe que para cada t > 0, pelo item (ii) do Lema [2.2] e por (2.2), temos que
P (t,0) = Ly(tut) < Ly(tu®) + Iy(0u™) < Ly(tu™ + 0u™) = 1, (t,0),

para 0 < # < 1 suficientemente pequeno. Logo, (¢,0) nao é ponto de maximo de v,. De
modo analogo, podemos provar que (0,6) nao é ponto de maximo de v,. Assim, o ponto
de maximo (t,,0,) € (0,00) x (0,00). Portanto, (t,,6,) ¢ um ponto critico de 1, isto é,
tyut + 0,u” € M.

Observe que para provar a unicidade, basta verificar que se u € M, e t,ut + 0,u~ €

M,, entao t, = 0, = 1. Uma vez que
(I (tyut + O,u”), tyu™) = 0= (I (t,ut + 0,u7), 0,u"),
valem as seguintes identidades:

+
ti||u+||2_2tu9u/R2 dedy— /f z, tyututde + 2 /|u+| dz, (2.8)

N |£L’ _ y|N+23

02 ||u~||* — 2t.0., / |x— |N+2 d dy = /f:v&u )0 u~dx + 62 /|u 1*"dz. (2.9)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que t, > 6,. Entao, usando (2.8)), obtemos

2 2 2 u'(z)u”(y 2*
)\/ flx, tuM )t utde <t |ut]]® — 2tu/ dxdy / lut|* dx. (2.10)
Q gen @ — y[NF2

Por outro lado, desde que (I§(u),u™) =0 = (I§(u),u"), temos que

ut(z)u”(y) :
/\/Qf(x,uﬂqudac = [Jut|* - 2/ wdxdy - /Q lut|* da, (2.11)

RN [T -y

)\/Qf(:p,u_)u_dx: ||u_||2—2/R %d dy — /Q|u_|2*d$. (2.12)

2N |.CE
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Por (2.10) e (2.11), segue que
flz, tyut)t,u™  fle,ut)ut .
/\/ ( —5 - — (uh)2de < (1—t273) [ |u®
Q (tuu™) (ut) Q

Entdo, por[(f3) temos que 6, < t, < 1. De modo similar, usando (2.9) e (2.12), podemos

garantir que 6, > 1. Portanto, t, = 6, = 1. Para concluir a prova, notemos que pela

Y dx.

unicidade do méximo de v, tem-se
Li(tu® +0u™) < Ly(t,u™ + 0,u7),

para todo (t,0) # (t,,0,)- O
Como consequéncia de nosso ultimo lema, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.1. Para cada u € HZ(Q) com u™ # 0 e (I\(u),u®) < 0, eziste unico par
(tu,6,) € (0,1] x (0,1] tal que t,u™ + O,u~ € M.

Demonstracao. A existéncia e unicidade de t,,0, > 0, tais que t,u™ + O, u~ € My,
¢ garantida pelo Lema [2.3] Usando os mesmos argumentos apresentados na prova da

unicidade de ¢, e 6, desde que (I} (u),u*) < 0, concluimos que t,,6, < 1. O

No lema seguinte, apresentaremos uma limitagdo inferior para a norma das partes
positiva e negativa das funcoes em M. Em termos topologicos, isso garante que M, é

um conjunto fechado em W;"(Q).

Lema 2.4. Existe k := k) > 0 tal que para todo u € M,, tem-se
[, le | = k.

Demonstracao. Se u € M, entao

/ (1) = ) (2) =) 0 [ st [ it an
R2N Q Q

|z — y| N

Desde que

||u:|:||2 < /RQN (U(QJ) B u(y))(ui(m) — Ui(y)>d$dy,

|J} _ y|N+2$

usando o Lema 2.1 e a continuidade da imersdo H3(Q2) — L7(Q) para todo r € [1,2%],

deduzimos que
lu®|]* < )\/f(x,ui)uidx+/|ui|2*dx
Q Q

)\e/ |ui12dx+5(e)A/ yuiyqu+/ |u™|* dx
Q Q Q

< A2 + AC|[uE |7 + Ol

IN
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Portanto, para cada u € M,, temos que

(1 — eXO)||Ju™|* < AC|Ju*||? 4 C|ju™|)*. (2.13)

Dividindo por |[u®||* em ambos os lados da desigualdade (2.13]), obtemos

2% -2

(1 —eXC) < AO|u* |72 + Oju*

Tomando € > 0 tal que 1 — eA\C' > 0, obtemos a conclusao desejada, desde que ¢ > 2
e 2" > 2. m

A seguir, apresentaremos uma estimativa inferior e superior para o funcional I sobre
M, em termos da norma. Isso possibilita, por exemplo, a limitacao de sequéncias

minimizantes em M.
Lema 2.5. Existem constantes C,Cy > 0 tais que para todo u € M, tem-se
Cullull* < In(u) < Collulf.

Demonstracao. Dado u € M,, desde que M, C N,, temos que (I}(u),u) = 0. Entao,

usando [(f2)} segue que
1 !
L(uw) = IL(u) - ;<IA(U)7U>

(Lo e 1 _
= <2 M) ||| —i-/\/ﬂluf(x,u)u F(z,u)dx

- — u
o 20) Jo
1 1
> (53 ) Il = culul®
L

Por outro lado, desde que por , F(z,t) > 0, para q.t.p. = € Q e todo t € R,

obtemos

.
2 dx

1 1 .
L) = —HuHQ—)\/F(x,u)dsc——/ uf? da
2 Q 2* Jq
1
< L= e
para todo u € M,. H

Como vimos na Secao 2.1, um dos passos para provar a existéncia de solucao mudando
de sinal para o problema ((Py)) é garantir que o infimo c,, ¢ atingido. Uma vez que estamos

abordando um problema com expoentes criticos, como veremos na prova do Teorema [2.1]
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provar que o infimo é atingido sera possivel desde que

S oM
My, < Coo 1= NS?S.

Para tanto, exploraremos o comportamento assintotico de cpq, quando A — oo na

proposicao seguinte.

Proposigao 2.1. Se cpq, = inf,enm, Ix(u), entdo

lim ¢ = 0.
A—+o00 Mo

Demonstracao. Pelo Lema segue que I)(u) > 0 para todo u € M,. Assim, I, é
limitado inferiormente sobre M. Portanto, cyq, = infuen, I)(u) esta bem definido.

Fixemos v € HF(2) com u®™ # 0 e u~ # 0. Pelo Lema para cada A > 0, existe
tyx>0e 0y >0 tal que tyut + 0 \u~ € M,. Entao, pelo Lema [2.5, temos que

0< CM, = Uér/l\f[/\ [)\(U) < [)\(t)\u+ —F@,\u*)

IN

1 _
§||t,\u+ + 9>\u H2

< Al + 03l )%

Assim, é suficiente provar que ty — 0 e 0y, — 0 quando A — +oo. Para tanto,

consideremos o conjunto
Qu = {(t/\76>\) S (07 OO) X (0700) : \Iju<t)\76/\> = <070)7)‘ > 0}7

onde ¥, foi definida em (2.7). Desde que f(z,¢)t > 0, para q.t.p. = € Q e todo t € R,
por |(f2)), e trut + O u™ € N, temos que

t?\*/|u+ 2$dm+6’/2\*/|u_|2*dx < ti*/|u+ 2$dx+0/\*/|u_|2*dx
Q Q Q Q

+)\/f(x,t,\u+)t,\u+dx+)\/f(x,@,\u_)e,\u_da:
0 Q
= ||t,\u++9,\u_\|2

< 2t3ut* + 205 Ju |

que implica na limitacao do conjunto @,, pois 2* > 2.

Seja {A\,} C (0,00) tal que A\, — +o0. Entao, existem ¢ty > 0 e 6y > 0 tais que, a

menos de subsequéncia, {(t,,,0,)} converge para (¢, 6p).

n?

Afirmacao: tog =6y = 0.

De fato, suponhamos, por contradicao, que t, > 0 ou 6y, > 0. Desde que
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ty,ut + 0\, u” € Ny, para todo n, temos que

It + 0y u | = )\n/ Fla ot + Oy ™)t it + Oy u”)da
Q

—|—/ It u + 0y u”|* da. (2.14)
Q

Uma vez que ty, ut — tout e Oy, u™ — Oyu~™ em HE(2), pelo Lema e pela hipotese

segue que
/ fla ty,ut + 0y, u”)(ty,ut +0y,u)doe — / [z, tout + Ogu™) (tou™ + Gou™)dz > 0.
0 Q

Desde que A\, — +00 e a sequéncia {t,, u™ + 0, u~"} é limitada em H(), temos uma
contradi¢ao na igualdade (2.14). Assim, ¢, = 6y = 0, provando a afirmagcao.

Portanto, cyq,, — 0, 0 que conclui a prova da proposicao. O

Nosso principal objetivo é garantir a existéncia de um ponto critico de I, no conjunto
M. Para tanto, mostraremos que todo elemento de M, que minimize o funcional I,
sobre M, ¢ um ponto critico de I. O lema seguinte ¢ um resultado técnico essencial na

prova desse fato.

Lema 2.6. Seja u € My. Entao, det J1)¥, > 0, sendo Ju 1)V, a matriz Jacobiana de
U, em (1,1).

Demonstracao. Através de alguns célculos, podemos mostrar que

O2bu(t,0) = [ut > = A [ Ouf(, tu™) (uh)2da — (20 — 1)1 2
e, 0) = [P = [ oufa e - 2 - e [

)

02 (1, 6) = HuH2—)\/(‘99f(ac,6u)(u)2dx— (2 — 1)92*2/ [ da,
Q Q

2 _ ut(z)u(y)
8t76¢u<t,9) =-2 /R2N md d’y

Assim, o determinante da matriz Jacobiana de de ¥, no ponto (1,1) é da forma

det JuWu = O5hu(1,1)050¢u(1,1) = Ogthu(1,1)05 tu(1, 1)

[t ? =X | O f (2, u®)(u')?de lut|? d
(= ] - [ i)
(Hu [ /c%f z,u”)(u ) de — (2° — 1)/Q|u—\2*dx)
(Lo e dmdy)
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Uma vez que u € M, obtemos

u(z)u”(y)
det J(l,l)\:[ju = (2/R2N W(Z dy A/@t T, u ) +d.flf— —2 / de’

(z/w%ddy A/ag (z,u )u dr — (2 —2/|u \de)
4 (/RN %d dy)Q, (2.15)

em que H(x,t) foi definido na Observagao Por ({2.1)), segue que

/@H(w,u*)u*dz >0 e /@;H(az,u)udw > 0. (2.16)
0 0

Além disso, notemos que
_l’_ —
/ dedy <0. (2.17)
R

2N |fL’ - y|N+2

Usando a propriedade distributiva em (2.15), a partir de (2.16) e (2.17), deduzimos que

u'(z)u”(y) i ut(z)u(y) ’
det J(l,l)qlu >4 (/RZN Wdl’d?/ —4 /R2N Wd dy = 0.

[]

Agora, provemos que todo minimizador do funcional I, sobre M, é um ponto critico

do funcional I,.
Proposicao 2.2. Se existe u € M, tal que I \(u) = cpm,, entao I (u) = 0.

Demonstragao. Seja u € My tal que I (u) = cpq,. Suponhamos, por contradi¢do, que
I{(u) # 0. Entao, existe v € H5(2) (que, por densidade, pode ser tomada em C2°(2)) tal
que (Ii(u),v) < —1, e pela continuidade de I}, existe 7, > 0 suficientemente pequeno, tal
que

(I (tut + Ou™ + Tv),v) < —1, (2.18)

sempre que (¢,0) € B((1,1),7) e |7| < 75. Agora, pelo Lema , (1,1) é o unico par tal
que ¥, (1,1) = (0,0). Entao,

U, (t,0) = ((I3(tut + 0u™), tu®) (I3 (tu® + 6u™),0u™)) # (0,0), (2.19)

para todo (t,0) € 0D, onde D = B((1,1), 7). Consideremos h(7,t,0) = tu®™ + fu~ + Tv
que satisfaz h* #£ 0 se (t,0) € D e 0 <7 <7 com 0 < 7 < 7 suficientemente pequeno.

Também consideremos a homotopia H : [0, 7] x D — R? definida por

H,(t,0) := (<[§\(h(7’,t,9)), ht(7,t,0)), (I (h(7,t,0)), h_(T,t,9)>) .
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Note que Hy = ¥, e por (2.19)), infsp |Ho| > 0. Além disso, por continuidade uniforme,
obtemos infyp |H,| > 0, para todo 0 < 7 < 71 com 77 suficientemente pequeno. Assim,

pelo Lema [2.6] segue que
deg(¥,, D, (0,0)) = sgndet Jq ¥, =1,

sendo deg(¥,, D, (0,0)) o grau topologico de Brouwer da tripla (¥,, D, (0,0)). Pela

invariancia por homotopia, obtemos
deg(H,,, D, (0,0)) = deg(Hy, D, (0,0)) = 1.

Portanto, existe (¢1,0,) € D tal que H,(t1,61) = (0,0), isto &, h(r,t;,60,) € M,.

Aplicando (2.18) e o Lema temos que

CM, S ])\<h(7'1,t1, 91)) = [,\<t1u+ + 91U7> + / <I§\(t1u+ + Hluf + t'U), U>dt
0

IN

I,\(t1U+ + 91u7> — T

< ],\(u) —T1 = CMA —T1

que ¢ uma contradi¢do. Portanto, I (u) = 0. O

2.3 Prova do Teorema [2.1

Por definigao de cpq,, existe uma sequéncia minimizante {u,} C M, tal que

lim I (u,) = cpm,- (2.20)

n—oo

Pelo Lema [2.5| e pela limitagao de {I)(u,)}, existem C},Cy > 0 tal que
ChlJun||* < Ii(uy) < Co.

Assim, {u,} é uma sequéncia limitada em H{(2). Entdo, passando a uma subsequéncia,
ainda denotada por {u,}, existe u € H3(Q2) tal que u,, — u fracamente em H{(£2). Pelo
Lema [A7] segue que uf — u* em H{(Q). Desde que a imersao Hi(Q) — L"(Q2) é

compacta para todo r € [1,2*), temos que

ut — ut em L7(Q),

utf(z) = ut(z) q.t.p. 2 € Q,

n

luf| < g, para algum g € L"(Q).

N
2s

Consideremos a constante ¢, = +52, em que S é a constante definida em (1.3 com

S
N
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p=2e a=0. Pela Proposicao [2.1] existe A\, > 0 tal que
CMy < Coos (2.21)

para todo A > \,.
Fixemos A > \.. A partir do Lema obtemos

L(tu) + 0u,) < Ih(uy), (2.22)

para todo t > 0 e todo 6 > 0.

Agora, pelo Lema [2.1] segue que

2 02
liminf I, (tu} 4+ 0u,)) = — lim [ju]|?> + = lim |u, ||?
n—o00 2 n—oo 2 n—oo
Uy ()t (y)
liminf { —2t6 2" dxd
it (20 [, B R
t* . .
—— lim |u |5 — lim |, |5
2* n—oo 2* n—oo

—)\/F(x,tu++0u_)dx.
0

Usando o Lema o Lema de Fatou’s (ver Lema [A.3) e o Lema de Brezis-Lieb (ver
Lema [A.4)), obtemos

2 2%

t *
o + -y > Loy TR B + T2
hgglogfb\(tun +0u,) > 5 nh_)n()lOHun u'| T nh_>n010|un U5
2 , 0 -
Ty g e — w7l = g i e — w7l

t? 62 ut(z)u~(y)
|2+ =||u"||? = 2t0 — 7 " dxd
i+ G i -2 [ O g,

T
———|ut 5 = =—|u |5 — )\/ F(z,tu™ + u™)dx
9+ 9+ o
+t2 +t2* _02 B 2% N B
sendo
L* = lim ||uf —u®|?
n—o0
I* = lim |uf —u®|%.
n— o0
Portanto, por (2.20) e (2.22)), segue que
t? t* 0? 0%
I)\(tu++(9u_>+L+§—l+§+L_§—l_§ SCMA, (223)

para todo t > 0 e todo 8 > 0.
Afirmacao 1: ut #0eu” #0.
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Mostraremos apenas que ut # 0, porque mostrar que u~ # 0 é similar. Suponhamos,

por contradicdo, que u™ = 0. Assim, precisamos analisar dois casos:
Caso 1: 1T = 0.

Neste caso, se L™ = 0, v — u* em HJ(Q), e pelo Lema [2.4] obtemos [Ju™| > 0,
que contradiz a nossa suposicao. Se LT > 0, por , obtemos L*% < cm,, para todo

t > 0, que é falso. De qualquer modo, temos uma contradicao.
Case 2: 1T > 0.
Para este caso, relembrando a defini¢ao de S em (1.3, temos que

S N S LJr %
= Q% < = . 2.24
Coo NS - N <<[+)22*) (224)

s [ LY \* R

Assim, por (2.21)) e (2.23)), obtemos

Por outro lado,

t? %
Coo <max | LT— —IT— | < co,
t>0 2 2%

que é uma contradi¢ao. Assim, concluimos que u™ # 0.
Afirmacao 2: 1T =1 = 0.
Como na Afirmacao 1, mostraremos apenas que [t = 0, porque podemos mostrar

que [~ = 0 similarmente. Suponhamos, por contradicao, que [T > 0 e consideremos os

seguintes casos:
Caso 1: I~ > 0.

Sejam .y € Onax tais que

12 ¥ 2 2
max ( LT— — [T — | = [F2ax _ [+ max
>0 2 2% 2 2%

2 2% 2 2%
max L_e——l_e— :L_@—l_%.
6>0 2 2% 2 2%

Desde que [0, tpmax] X [0, Omax] € compacto e 1, é continua, existe (t,,6,) € [0, tmax] ¥
[0, Omax] tal que

u tiueu - m t70 .
Vulbu, Ou) = e e(0)

Mostraremos que (t,,6,) € (0,tmax) X (0, 0max), isto é, mostraremos que (t,,0,) ¢
([0, tmax) X [0, Omax])- A partir do item (ii) do Lema 2.2] e de (2.2)), para 0 < 0 < 1,
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obtemos a desigualdade

wu(t,O) = I,\(tu+) < I,\(tu+) + I)\(QU_)
< L(tu™ 4 0u™) = (1, 0),

para todo t € [0, tymax]. Portanto, existe 0y € [0, Onax] tal que

Uy (t,0) < 1y (t,6),

para todo t € [0, tmax]. Assim, qualquer ponto da forma (¢,0), com 0 < t < tyax, Nd0
¢ ponto de maximo para 1, em [0, typax] X [0, Omax]. Portanto, (t,,0,) ¢ [0, tmax] x {0}.
Analogamente, mostra-se (t,,6,) ¢ {0} X [0, Omax].

Agora, através de uma anélise simples, obtemos

¢ t*
L+§ — l+§ >0, Vt € (Oytmax]y (226)

e
L E —1 ? > 0, Vo € (O,Hmax}- (227)

Assim, usando a defini¢io de ¢y, (2.26) e (2.27), segue que

t2 ¥ 0? 62,
o S LYt g poomax  golmax oy e g g
Coo < 5 9= + 5 o [ ax]
2 2 >
o < LTAmax _ptmax oy [T VO €0, Oyl
Coo < 9 o+ + 5 o [ ]

Por (2.21) e (2.23), segue que
1/Ju(t7 emax) S 07 vt € [Oatmax]v

¢u(tmaxa 9) S 07 ve € [Oa emax]-

Portanto, (tu,0.) ¢ ([0, %max] X {fmax}) U {tmax} X [0,0max]). Assim, concluimos que
(tu, ) & O([0, tmax] X [0, Omax])-

Sendo (t,, 0,,) um ponto de méximo interior de 1, no retangulo [0, t;ax] X [0, Omax], Segue
que (ty, 0,) € um ponto critico de 1,,. Assim, W, (t,,6,) = (0,0), isto &, t,u™+0,u” € M,
com ty, € (0, tmax) € Oy € (0, Omax)-

Portanto, por (2.23), (2.26) e (2.27)), obtemos

2 2% 2 2%
e > L0 O OOt 1 0,00)

> L(t,u® +0,u7) > ca,,

que é uma contradicgao.
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Caso 2: - = 0.

Neste caso, podemos maximizar 1, em [0, tyax] X [0, +00). De fato, usando o item (i)
do Lema é possivel mostrar que existe 6y € [0, 4+00) tal que I)(tut + Ou~) < 0, para
todo (£,0) € [0, tmax] X [0o, +00). Portanto, existe (t,,0,) € [0, tmax] X [0, 4+00) tal que

w“@“’ eu) max wu(tv 9)

- (t,0)€[0,tmax] X [0,+00)

Precisamos garantir que (t,,6,) € (0,tmax) X (0, +00). Desde que, para 0 < 0 < 1,
tem-gse

Yu(t,0) < Pu(t,0), VE € [0, tmax],

segue que (ty,0,) ¢ [0, tmax] X {0}. Também, para 0 < t < 1, tem-se
Vu(0,0) < 1hy(t,0), V8 € [0,400).

Entdo, (t,,0,) ¢ {0} x [0,400). Além disso, note que

12 t 02
Coo < L*% — z+% +L7, Vo€ [0, +00),

que implica
wu(tmaxae) S 07 ve € [0,+OO)

Assim, (ty,0n) € {tmax; X [0,400). Portanto, (t,,0.) € (0,tmax) X (0,+00).
Consequentemente, (t,,6,) ¢ um ponto de maximo interior para v, em [0, tyay] X [0, +00).
Logo, W, (t.,0,) = (0,0), isto &, t,u™ + 6,u~ € M.

Portanto, por (2.23)) e (2.26)), obtemos

tu 2 ty o 9“ ?
L+( 2) _ l+( 21 + L% + [)\(tuu+ + euu7>

> I,\(tuu+ —|—9uU_> Z CM,y

CM, =

que é uma contradi¢ao. Logo, [T = 0, finalizando a prova da afirmacao 2.
Afirmagao 3. O infimo cpq, € atingido.

Desde que ut # 0 e u~ # 0, pelo Lema existem tnicos t, > 0 e 6, > 0 tais que
tyut + 0,u~ € M,. Além disso, como u, € M,, para todo n, novamente pelo Lema [2.3]
segue que

L(tyuf 4+ 0,u) < Ly(ub +u;) = Li(uy,).
Devido ao crescimento subcritico de F'(z,t) proveniente do Lema podemos aplicar o

Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema [A.2)) para obter

/ F(z, tyu) + Oyu, )de — / F(z,t,ut + 0,u” )dz. (2.28)
Q Q
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Assim, desde que [* = 0 e a norma em H()) ¢ fracamente semicontinua inferiormente,

usando (2.28), segue que

CMA

IN

<

<

I)\(tour + euui)
lim inf Iy (t,u,! + O,u;,)
n—oo

liminf I)(u,) = cpm, -
n—oo

Dessa forma, o infimo cpq, € atingido pela funcao t,ut + 6,u~ € M, concluindo a prova

da Afirmacao 3.

Portanto, existe v := t,u* + 6,u~ € M, tal que I,(v)

= cm,. Pela Proposigao

temos que I}(v) = 0, isto é, v & uma solugao mudando de sinal da equagao (P,)) tal que

UES;),.

U



Capitulo

3

Existéncia de solucoes com sinal constante e
mudando de sinal para uma equacao de

Kirchhofl fracionaria com expoente critico de
Hardy

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de uma solucao positiva, uma negativa e

outra mudando de sinal para o seguinte problema fracionério:

‘ r

M (fw %—%&%ﬂ”dmy) (~Ap)*u = Af(z,u) + L2 em
u=20 em RV \

(P)

sendo 2 C RY um dominio limitado, suave, com 1 < p < oo, s € (0,1), 0 < a < ps < N,
(N—a)p

N © expoente critico de Hardy-Sobolev fracionario e A um

p <1 < p;, sendo p}, =
parametro positivo.
Assumiremos que M : [0,00) — [0,00) é uma funcdo continua com M(t) := M(t)t

continuamente diferenciavel em [0, 00), e satisfaz as seguintes condicoes:

(My) M ¢é crescente;

(Ms) existe v € (p,r) tal que % é decrescente em t > 0.

Um prototipo para M é dado pela funcio M(t) = a + btY, para t > 0 com a,b > 0,
a+b>0e0< V< %. Quando a funcao M satisfaz M (t) > mg > 0 para todo ¢t > 0,
o problema de Kirchhoff ¢ chamado nao degenerado, que em nosso modelo, ocorre
sempre que a > 0 e b > 0. Por outro lado, se M(0) = 0, o problema é chamado
degenerado que é o caso de nossa particular M quando a =0¢e b > 0.

Neste capitulo, trataremos os casos degenerado e nao degenerado do Problema ,

comecando pelo caso degenerado.

25
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Para o caso degenerado M (0) = 0, assumiremos que a nao linearidade f: Q xR — R
¢ uma fun¢io Carathéodory tal que f(x,t) := f(x,t)t é continuamente diferenciavel na

variavel ¢t para q.t.p. x € (2 e satisfaz as seguintes condicoes:
(fo) f(x,t) >0, para q.t.p. = € ©, para todo t # 0, e existe C' > 0 tal que

[0 f (z, 1) < C(L+ "),

para q.t.p. z € Qe todo t € R, sendo p* := p; = N]\Zp o expoente critico de Sobolev

fracionario;
(f1) dados € >0 e q € (v,p*), existe Cc, > 0 tal que

(@, )] < et + [0 + Ceglt*™,

para q.t.p. € e todo t € R, sendo v dado em |(M,);

(f2) existe p € (v, r) tal que
pE(z,t) < fla, )t
para q.t.p. = € Q e todo t € R, em que F(z,t) := fot f(z,7)dr;

(a1
i

(f3)

é crescente em |[t|, para q.t.p. = € (.

Exemplo 3.1. Considere M : [0,00) — [0,00) dada por M(t) = arctan (¢), com
0<d<=Fef:QxR =R dada por f(z,t) = a(x)|t|9%, com p(¥ + 1) < ¢ < p*,
ea € L*(Q) tal que a(x) > 0 para ¢.t.p. v € Q. Entdo, M € uma funcdo de Kirchhoff

degenerada que satisfaz e f é uma fungao Carathéodory que satisfaz (fs))

com f(z,t)t = a(z)|t|? continuamente diferencidvel em t.

Nossos principais resultados no caso degenerado sao os seguintes:

Teorema 3.1. Suponhamos que M(0) =0, M satisfaz e [ satisfaz (f3)l

Sep <r <pi, para todo X > 0, vale a sequinte afirmagao:

(Cy) o problema (Py) tem uma solugao positiva uy; € Sx1 e uma negativa uys € Sxo
tais que uma delas pertence a Sx. Além disso, o problema (Py) tem uma solugao

mudando de sinal uy3 € Sy 3 tal que

In(ux3) > In(uag) + In(unz),

em que Iy é o funcional energia associado a este problema.
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Teorema 3.2. Suponhamos que M(0) =0, M satisfaz |[(M;)| e [ satisfaz (f3)
Se r = p}, entao existe \* > 0 tal que a afirmagao € vdlida, para todo X > \*.

Note que se u é uma solu¢ao nao trivial do Problema (P, de energia minima (em S, )

e w é qualquer solugao que muda de sinal deste problema, pela conclusao|(C) ), temos que
]A(U}) > 2])\(U)

Esta propriedade foi denominada duplica¢io de energia por Weth em [78].
No caso nao degenerado, além da hipotese assumiremos que M satisfaz:

(My) M(0) =mgy >0,

que juntas providenciam uma limitagao inferior para M, M(t) > mg, para todo t > 0.

A hipotese neste caso, podera ser retirada se fizermos um truncamento adequado
em M, desde que, de alguma forma, pudermos garantir que as solucoes obtidas para o
problema truncado seja ainda solucao do problema original. Isso proporcionard uma
ampliacao da classe de fungoes M nao degeneradas a ser considerada.

A fim de abordar esse caso, assumiremos que a nao linearidade f : Q@ x R — R &
uma fun¢io Carathéodory tal que f(x,t) = f(x,t)t é continuamente diferenciavel em ¢,
para q.t.p. = € Q. Além disso, assumiremos que f satisfaz bem como as seguintes

condicoes:
(F1) dados e >0 e g € (p,p*), existe C., > 0 tal que

(@, )] < e(tP™" + [t T) + Ceglt*™

para q.t.p. z € Q e todo t € R;

f(=z,t)
[t|m—2¢

(Fy) existe u € (p,r) tal que é crescente em |t| # 0, para q.t.p. z € Q.

Comparando com as hipoteses sobre f no caso degenerado, podemos perceber que |(F})

substitui e a condicao substitui ambas e

Exemplo 3.2. Um exemplo de uma funcdao de Kirchhoff nao degenerada M satisfazendo

e de uma funcao [ que ndo € impar e satisfaz |(fo), [(F1) e |(F)| sao,
respectivamente, M (t) = mg + log(1 + [t[?), mg >0, 0 < ¥ < Tre

(s

f(t) = qlog(14+tH) (") + T

,p<q<p

Nossos principais resultados relativos ao problema nao degenerado sao os seguintes:

Teorema 3.3. Suponhamos que M satisfaz e que [ satisfaz|(fo)l, [(F1)} |(f2)] e
. Se p <r <pk, entao a afirmacao ¢ vdlida para todo A > 0.
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Teorema 3.4. Suponhamos que M satisfaz [(My)) e e que [ satisfaz (F1)| e
([5)l Sep < r < pl, entdo existe \* > 0 tal que a afirmacao |(Cy)| € vilida para todo
A > A

Teorema 3.5. Suponhamos que M satisfaz e e que f satisfaz e
(F5)l Ser =p’, entao existe \** > 0 tal que a afirmacao|(Cy)| € vdlida para todo A > N**.
3.1 Formulacao variacional

Associado ao Problema ([Py)), temos o funcional I : W3*(2) — R dado por

1~ ‘ |
Ly(u):=-M up—)\/Fx,uda:— ,
(u) , (lul”) g (z,u) |:z:|a
sendo M fo T)dT e F(z,t) fo x,T)dr. Se f satisfaz uma das condi¢des de

crescimento ou usando argumentos classicos, podemos concluir que I, esta bem
definido e I, € Cl(Wos’p(Q), R), cuja derivada é dada por

(1)) = MO (=8, w0} = [ flawyedo = [ |u’ma

Assim, todo ponto critico de I é solugao fraca do Problema (Py)).
Além disso, podemos considerar os seguintes conjuntos de Nehari associados ao

funcional Iy:

Ny = {u e WeP(@)\ {0} : (I5(u), u) = 0};
M1 = {ueN,:u =0}
Mz = {ueN,:ut =0}

My = {u € W(Q) : (w),u*) = 0,u* £ 0}

O conjunto N, contém todas as solugbes nao triviais, N,; as positivas, N2 as
negativas e M) as que mudam de sinal.

No que segue, sempre que for necessario enfatizar a dependéncia de r, usaremos a
notacao I, para o funcional energia e para designar os conjuntos de Nehari associados a
este funcional, usaremos Ny ., Ny 1, Naa, € My .

Os métodos usados neste capitulo para obter solucoes com sinal constante e mudando
de sinal para o Problema serao descritos a seguir.

Solugoes com sinal constante:

Para abordarmos a existéncia de solugoes com sinal constante para o Problema (P))),

consideraremos os seguintes funcionais:

i

)

N v ullP) — a:——
) = W) - A / Fz, u*)d

T Jo |37‘a
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os quais sao de classe C'. Assim, se u é ponto critico de I}, tomando u~ como fungao

teste, obtemos
M(JlulP) eI < M([Jul]”) ((=Ap)*u,u™) = 0.

Logo u~ = 0. Entao, todo ponto critico de I} é uma fun¢ao ndo negativa. De modo

anélogo, concluimos que todo ponto critico de I, é uma fun¢ao nao positiva.
Aplicaremos uma versao mais geral do Teorema do Passo da Montanha (confira [79,
Teorema 2.9|) para os funcionais Iy, I} e I, para provar que cy,, CNi1 € CNy , 830 atingidos
por pontos criticos de I,. Depois mostraremos que cy, = min{cN;, CN;}-
Solugoes mudando de sinal no caso subcritico:

A estratégia principal para obtermos solu¢do mudando de sinal para o Problema (P)))
é provar que o infimo cpq, é atingido por uma funcao v € M, e verificar que todo

minimizador de I, em M, é um ponto critico de I}.
Solugoes mudando de sinal no caso critico:

Nossa estratégia ¢ usar a solugao mudando de sinal obtida no caso subcritico para
produzir a solucao desejada no caso critico. Isso pode ser feito através de aproximacao
quasi-critica como em [25] [76]. Em suma, consideraremos uma sequéncia de expoentes
{r.} C (p,pk) tal que r,, — p’, e uma correspondente sequéncia de solugbes mudando de
sinal de , {u,}. Usando o principio de concentragao de compacidade com expoentes
variaveis desenvolvido em [29], provaremos que, para A\ suficientemente grande, {u,}

converge para uma solu¢do mudando de sinal do problema (P,)) com r = pZ.

Agora, note que a partir de , obtemos a seguinte desigualdade sobre a fun¢ao M:
M(t+6) > M(t)+ M(6), vt,0 > 0. (3.1)
Entdo, por e (1)), o funcional I, satisfaz
Iy(u) > L(u®) + Lyu™), Yue WP Q). (3.2)
Além disso, usando (1.9)), segue que
(I(u), w™) = (I (u"), u™) e (I3(u),um) > (Ii(u”),u”), Yue W (Q) (3.3)

As desigualdades (3.2)) e (3.3)) sdo estritas sempre que v muda de sinal.

3.2 O problema degenerado

Iniciamos esta secao apresentando alguns resultados técnicos sobre os conjuntos de
Nehari definidos anteriormente, com o objetivo de obter solucoes que minimizam o

funcional I, sobre tais conjuntos.
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3.2.1 Resultados técnicos para o problema degenerado

Primeiramente, descreveremos algumas propriedades que as funcoes M e f satisfazem

em decorréncia das hipoteses assumidas no caso degenerado. Aplicando |(M,)| para
0<t<le para t > 1, deduzimos que

M(t) < M)+ M)t 7, vVt >0. (3.4)
Por outro lado, usando parat > 1 e|( M) para 0 <t <1,

M(t) > M(1) min {1:&;} vt > 0. (3.5)

M(t
Além disso, derivando a funcao S ) em relagdo a t e usando a condicao |(Ms), obtemos

P

a desigualdade
pM (t)t < yM(t), Vt > 0, (3.6)

ou escrita de outra forma,

pM' (1)t < (y — p)M(t), ¥t > 0. (3.7)

Assim, por (3.7)), segue que

1~ 1
—M(t) — =M(t)t é crescente e positiva para t > 0. (3.8)
p v

Podemos também pontuar algumas propriedades de f decorrentes de nossas hipoteses.

De fato, por [(fo)] segue que

F(z,t) >0, (3.9)
N _ [t -
para q.t.p. = € Q e todo t # 0. Ademais, derivando a funcao P em relacao a t, a
partir de concluimos que
at?(x7 t)t - 7?(1'7 t) > 07 (310)

para q.t.p. z € Q e todo t € R\ {0}. Consequentemente, tem-se que
1 .
—f(x,t)t — F(x,t) > 0 e é crescenteem t > 0, decrescente em ¢ < 0. (3.11)
7

Pelas condi¢oes e|(f2)} temos que

F(z,8) > Ci(2)|t] — Cala), (3.12)
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para q.t.p. = € Q e todo t € R, sendo

Ci(z) == F(z,1) e Cy(z):= max |F(x,t) — Ci(x)[t|"],

te(0,1]

ambas em L>(£) com p > v dado em |( f5)]

Desde que nosso objetivo é obter solucoes que minimizam o funcional I, sobre os
conjuntos de Nehari Ny, Ny1, Ny2 e M,, precisamos explorar algumas propriedades
desses conjuntos. Para tanto, definiremos algumas funcgoes que auxiliam na obtencao

dessas propriedades.

Para cada u € WJP(Q2) \ {0}, definamos ¢, : [0,00) — R por
wu(t) = I(tu).

Também, para cada v € WP (Q) com u™ # 0 e u~ # 0, consideremos as fungoes
Yy 1 [0,00) X [0,00) — R, dada por

Yu(t,0) = L(tu™ + 0u™) (3.13)
e ¥, :[0,00) x [0,00) — R?, dada por
U, (1,0) = (t%ﬁ“ t.0),0%% 9)) = (L (" + 0w ), b, (T (bt + 0u-), ),

00
(3.14)
que & de classe C, desde que f(x,-) ¢ de classe C', para q.t.p. x € Q e f satisfaz .

A partir das propriedades de M e f descritas anteriormente, temos condices de
estudar a geometria do funcional 7. No préximo lema, veremos que o funcional I possui

a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 3.1. O funcional I satisfaz as sequintes condi¢oes geométricas:

(1) para cada u € W' (Q)\ {0}, temos que

L(tu® + 6u™) = —oo, quando |(t,0)] — oo;

(11) exziste R > 0 tal que
Ii(u) = Rljull" e (I(u),u) = Rjull", (3.15)

sempre que ||u|| < R.
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Demonstragao. (i) Por (3.4) e (3.9), temos que

1/\
L(tut +60u™) = —M(Htu+ + 0u~||P) — )\/ F(z,tu™ + 6u™)dz
0

B /|tu++9u |
[

M(1
< |uu + Ou”||P + ()Htu++9u—|y7
Y
1 tut + Qu~|"
__/ [tu® + ",
T Ja |w\"‘

Usando a desigualdade triangular da norma || - || e a desigualdade dada no Lema

obtemos

or—1 97-1 +ir
MOEat P + E— et — 2o [ 1
p Y

Ly(tu™ +0u~) < - ‘a
op—1 971 "
FEM e+ s - o [ B

Desde que p < r ey < r, segue que I)(tu™ + 6u~) — —o0o, quando |(¢,6)] — oc.

(ii) A partir da desigualdade (3.5)), da hipotese e da continuidade da imersao
WEP(Q) — L9, éﬁ) com 0 < 3 < pseq € [l,pj], existem constantes C, C¢, C 4, C, > 0
tais que, para u € W;*(Q2) com |Ju|| < 1, obtemos

Jul"

B = S8 < [ P [

M(1
LILTE U/MWW~—/WPM—CW/me—i/W|x
! ER

M(1 .
§ (éxfdmw‘ 7= Cgllll = Collul”

- rl(22-e)-

Seja 0 < e < 1 suficientemente pequeno tal que M(1)/y —eC > 0. Desde que p*,q,r > 7,

v

ﬂ—@mWﬂ—awrﬂ.

existe R > 0, suficientemente pequeno, tal que I(u) > R||ul|”, sempre que [ju]| < R.

Procedendo de modo similar, podemos mostrar a mesma estimativa para (I5(u),u). O

Estudando a fun¢ao ¢, podemos garantir que o conjunto Ny é nao vazio, como mostra

o lema seguinte.

Lema 3.2. Para cada u € W5P(Q) \ {0}, emiste dnico t, > 0 tal que t,u € Ny. Em
particular, Ny, Ny1 e Nya sao nao vazios. Além disso, I\(t,u) > I\(tu), para todo t > 0,

t+ ty.

Demonstragao. Fixado u € W;P(Q)\ {0}, pelo Lema 3.1]e pela continuidade de ¢,, segue
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que existe t, > 0 tal que

oulty) = r?gaox wu(t) > 0.

Entdo, ¢ (t,) = 0 e assim t,u € Ny. Por|(M,)|e|(f;)l deduzimos que 212 ¢ decrescente
@l 2

emt > 0. Desde que (fi‘)(ﬁi)l = 0, segue que t,, € o inico ponto em (0, 0o) com a propriedade

¢! (t,) = 0. Por unicidade, temos que ¢, (t,) > ¢,(t), para todo t > 0 com t # t,,. O

Corolario 3.1. Para cada u € W3*(Q2) \ {0} com (I{(u),u) <0, existe unico t, € (0,1]
tal que t,u € N,.

Demonstracao. Pelo Lema existe tnico ¢, > 0 tal que t,u € N. Entao, ©,(t,) =0e

@)
ty—1

por hipotese ¢!, (1) < 0. Desde que ¢ decrescente, concluimos que t, € (0, 1]. O

Estudando a funcao v, podemos provar que o conjunto M, é nao vazio como mostra

o seguinte resultado:

Lema 3.3. Para cada u € WP (Q) com vt # 0 e u™ # 0, existe unico par (t,,0,) €
(0,00) x (0,00) tal que
tyut +0,u” € M,.

Em particular, My # 0. Além disso, para todo t,0 > 0 com (t,0) # (tu,0.), temos que
Ly(tu™ +0u™) < Iy(t,ut + 0,u7).

Demonstra¢ao. Primeiramente, mostraremos a existéncia do par (t,,6,). Pelo item (i) do
Lema [3.1} segue que

lim uw(t,0) — —oc.
\(t,9)|—>oow ( )

Este fato juntamente com a continuidade de v, implicam que existe (¢,,6,) € [0,00) X
[0,00) tal que

w(tu, 0y) = a Ly(tu™ + 6u™).
¢ ( ) (t,@)e[gr,looi(x[o,oo) A( Y Y )

Agora, fixado t > 0, pelo item (ii) do Lema segue que
Py (t,0) = Ly(tut) < Ly(tut) + In(0u™) < L(tu™ + 0u™) = ,(t,0),

para 0 < 6 < 1 suficientemente pequeno. Consequentemente, (¢,0) ndo pode ser ponto
de maximo de 1), para qualquer ¢ > 0. Analogamente, (0,6) nao é ponto de maximo de
Yy, para todo € > 0. Desse modo, mostramos que o ponto de méaximo (¢, 6,,) ¢ um ponto
interior ao conjunto [0,00) X [0,00). Logo, (t,,#,) ¢ um ponto critico de v, com ¢, > 0
e 0, > 0. Portanto, existe (t,,0,) € (0,00) x (0,00) tal que ¥, (t,,6,) = (0,0), isto &,
tyut +0,ut € M,.

Resta mostrar a unicidade de (¢,, 0, ). Para tanto, é suficiente mostrar que se u € M
etu” +0u” € My comt>0ef>0,entdo (¢,0) = (1,1). De fato, seja u € M, tal que
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tut 4+ 0u~ € My, com t > 0e 0 > 0. Entao, (I\(tut + 0u~),tut) = 0 e (I} (u),u")=0,

que correspondem, respectivamente, as igualdades

+|r
Mo 0P8, + 60 ) tut) = [ flatwtyutde s [ B R
Q Q r|%
Jut|"
M([[ul”) <(_AP>Su7u+> - )\/ fle,ut)u*de + ||« dz.
Q Q

Sem perda de generalidade, podemos supor que # < ¢. Assim, a partir das
decomposicoes (1.7)) e (L.8), temos as seguintes desigualdades

(A (tut + 0u™), tu™)y = PAT(u) + BT (tu™ + Ou™)
< (AT (u) + BT (u)) = t*{(—=A,)°u,ut),  (3.16)

ltu™ +0u™||P = A(tu® 4+ 6u™) + B(tu™ + 6u”)
< "(A(u) + B(u)) = t*[[ull”. (3.17)

Desde que M ¢é crescente, por (3.16)) e , segue que

G

tv—pHqu—p

—+|7r
[ e (318)

]

(Cauatll 2 [ HE s s |

Por outro lado,

M{([Jull”)

[
Combinando (3.18)) e (3.19)), obtemos

<M(tPHUHP) ) M(HU“’”) (=2, ut) ]

) ALY
ool Tl

Fatt)  J@) e ey [T
> [ (s ~ o) s =) [ Foa

Por |(M2)}, |(f3)| e pela altima desigualdade, segue que 0 < § <t < 1. Usando o mesmo

método com as equagoes (I} (tut + 0u™),0u~) = 0 e (I{(u),u”) = 0, podemos concluir

((—Ap)su,u+>||u”“/—z>:)\/ f(x’—m(qﬁ)%lx—i—/ |u+|rdm. (3.19)

o (ut)! |z

que 1 < 60 <t, que implica t = = 1, concluindo a prova da unicidade de (¢,,6,).

Finalmente, pela unicidade do ponto de maximo (t,,6,), segue que
L(tut +0u™) < Ly(tyu™ + 0,u™), V(£,0) # (ty, 0,),

concluindo a demonstracao. O]
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Corolario 3.2. Para cada u € WP (Q) com u* # 0 e (I5(u),u®) < 0, existe tinico par
(tu,6y) € (0,1] x (0,1] tal que t,u™ + O,u™ € M.

Demonstragao. Pelo Lema [3.3] podemos garantir a existéncia e a unicidade do par
(tu,0.) € (0,00) x (0,00). Procedendo como na prova desse mesmo lema, podemos
garantir que (t,,6,) € (0,1] x (0, 1]. O

No préximo lema, veremos algumas sentencas que garantem que os conjuntos de Nehari
definidos na Secao [3.1] sdo fechados em WP (Q) e que I é coercivo sobre N,.

Lema 3.4. (i) Existe k := k) > 0 tal que para todo u € N,
Jul = &

e para todo w € M,
[w ™|, lw™ || > &

(11) Para todo u € N,

) > (1 - 1) M (1) min{1, Jul "~} ul”.

T
(1it) Se {u,} C Ny e {w,} C M, sdao sequéncias limitadas, entdo

|un‘r

. . lwE|"
lim inf dz >0 e liminf dz > 0.
Q

n—o00 Q |J}|a n—00 |{E|O‘

Demonstracdo. (i) Provaremos a afirmagdo apenas para M, pois para Ny segue de
modo similar. Sabemos que para w € M,, tem-se (I{(w),w*) = 0. Por (L.9), (3.5),
e pela desigualdade de Holder (confira Teorema [A.1)), existe C., > 0 tal que

para w € WP (Q) com |Jw|| < 1, temos que

MO w*[" < M) [w*]]P < M([w]){(=Ap)"w, w)
w|

= )\/f(x,wi)widx—l—
Q o |zl

)\e/(|wi]'y + ]wi
Q

o~

1 T L\
+ </ d:v) ’ ( [ d:v) )
o |zl o |zl

Pela continuidade da imersao Wi*(Q2) — L*(Q, %) com 0 < 3 <pset e[l ps], segue

dx

IA

P )de +ACL, / lwt[9dz
Q

que existem constantes positivas C, C¢, C,, € C,, tais que

P4

P AC ||| + (Co) 7 Cllw*|".

MOl < Chellw™ |7 + ACc[lw*
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Portanto,

(M(1) — CXeé)||w T AC w7+ (Co) 7 Cllw®|" (3.20)

Escolhendo € > 0 de modo que M (1) — C'Ae > 0, obtemos a conclusao desejada, uma vez
que q,7,p* > 7.

(ii) Dada u € N,, temos que (Ii(u),u) = 0. Entdo, por (3.8, e (3.5)), desde que
v < p < r,segue que

L(u) = A<u>—£<f;<u>,u>

1— 1
= —M([[ul|?) = —M([JulP)|u]”
p Iz

+ (% - %) j |’Z||; d + )\/Q Bf(x,u)u — F(z,u)| dz
(2= 2) Mty = (3 - 3 ) M0y minga, bl

v

(iii) Como no item (i), mostraremos a propriedade apenas para a sequéncia {w,} C M,
pois para {u,} C N, usa-se a mesma estratégia. Desde que {w,} é limitada, existe C' > 0
tal que ||w,| < C, para todo n € N. Dado ¢ > 0, usando o item (i) deste lema, a hipotese
com ¢ € (p,r) e a desigualdade de Holder, obtemos

MM)s" < MD)[wy " < M([w* ")l [? < M([w]"){(=Ap) w, w*)
ir
= )\/f(x,wi)wid:c+/| | dx
)\e/|wi|7dx—|—)\e/|w i\qu+/|
€C\ + Chge (/‘ dx) + [ ’dx .
|| o |z

Se tomarmos € > 0 suficientemente pequeno tal que M (1)k” — eC > 0, podemos concluir

IA

q,€

IA

que .
i dx > 0.

lim inf
n—00 Q |;E|a

Observagao 3.1. Pelos itens (i) e (ii) do Lema[3.4] seque que cn, > 0, para todo X > 0.
Ademais, dado u € M, existem t,+ >0 e 0,- > 0 tais que t,+u™ € Ny1 e 0,-u™ € Nys.

Assim,

L(u) > I(tyru™ 4+ 0,-u") > D(tyru™) + I(0,-u7) > cnpy +cnns = 200,
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Logo, por definicao de cpy,, temos que
CMy = CNyy T CNGe = 200, (3.21)

Além disso, se cum, € atingido, entdo cap, > Cny, + CNy L, = 200 -

A préxima proposigao descreve propriedades assintoticas dos infimos cy,, e, ;5 Ca , ©
cm, quando A — oco. Essa propriedade terd grande importancia quando tratarmos o caso
critico, pois permitira tornar esses niveis de energia menores do que constantes especificas,

se considerarmos A suficientemente grande.
Proposicao 3.1. As sequintes propriedades assintdticas sao vdlidas:

(i) Para Xy = Ny,Nx1,Ny2, My, temos que cx, € nao crescente em X\ > 0 e

lim cx, = 0.
A—>00

(11) Seja {r,} C (p,pl] uma sequéncia de expoentes tal que r, — pk. Entdo,

lim lim sup My, = 0.
—0  p—oco i

Demonstragao. (i) Primeiramente, vejamos que cyq, ¢ ndo crescente. De fato, sejam
Ay > A; > 0. Para cada A\ > 0, denotemos por )(t,0) := I\(tu™ + 6u~), para t,0 > 0.
Dada u € M,,, pelo Lema , existem t1,6; > 0 tais que tyu™ + 01u~ € M,,. Por ,
temos que F(z,tut 4+ 6u~) > 0 para q.t.p. x € Q. Portanto, desde que (1,1) é o ponto

de maximo de ¥, segue que

Lo(w) = M (L1) 2 0 (6,6) = 62 (1,0) + (Ao — A) / Ftu* + 6u”)da
Q
> 2 (t,0) > e,
que implica CMy, 2 My, Analogamente, usando ¢, em vez de 1,, obtemos a mesma
conclusao para os demais cyx, .

Agora, provaremos o comportamento assintotico de cy,. Sejau € Wg*(Q2) com ut # 0
e u” # 0. Pelo Lema [3.3] para cada A > 0, existem ¢, > 0 e 6, > 0 tais que

t,\u+ + 9)\’&_ € M)\.

Assim, por (3.9) e (3.4), obtemos

0 <ex, emy = Inf L) < Db’ + 07
v A

M(1 M(1
< %Htﬂﬁ + Ou”|]P + %Htﬂﬁ + Ohu~ ||,
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Dessa forma, é suficiente mostrar que ty — 0 e 6, — 0, quando A — oo.

Consideremos o conjunto
Qu = {(t)\,e)\) - [0, OO) X [0,00) : \I/u(t)\,e)\) = (0,0),)\ > O},

sendo U, a aplicacao definida em (3.14). Dado (ty,0)) € Q., desde que txut+0 u™ € N,
pela hipotese por (3.4) e pela desigualdade dada no Lema temos que

ut|” u |’
L [ Lar < Gt + g llot + ol
Q Q

IN

2 MDA [lu 1P+ 207 M ()05 Ju||P
2 MW Ju 7+ 2 M D)6 Ju ||

Uma vez que r > v > p, segue que @, é limitado. Portanto, se {\,} C (0,00) é
tal que A\, — oo, passando para uma subsequéncia, se necessario, ainda denotada por
{(tx,,0,)}, existem 7,0 > 0 tais que t5, — L e 0y, — 0.

Afirmacao: T =0 = 0.
De fato, suponhamos, por contradicdo, que £ > 0 ou § > 0. Para cada n € N, temos

que ty,ut + 0\ u" €N,,, isto é,

M(|[tx,u™ + Ox,u”[|P) [ta,u™ + O, u” |7 = An/ [, ta,u® + 0y, u”)(th,ut + 0y, u”)dx
Q

ty ut Oy |
+/ 2Py VO (3.22)
Q

]

Como ty,u* — tu® e Oy, u™ — Ou™ em WP (), pelo Lema e por temos que
/ fla,ty,ut 4+ 0y, u”)(ty,ut + 0y,u”)de — / fz, tu™ 4 0u™) (Fu™ 4 Ou™)dz > 0.
Q Q

Desde que A\, — oo e {ty,u™ + 0),u"} é limitado em W;"*(2), temos uma contradigao
com a desigualdade . Assim, T = 0 = 0. Portanto, cx,, — 0, concluindo a prova do
item (i).
(ii) Dada u € W5P(2) com ut # 0 e u™ # 0, pelo Lema 3.3 podemos tomar (ty,,,,0x,) €
(0,00) x (0,00) tal que ty,, ut 4+ 0x,,u™ € My, € (trps,Orp:) € (0,00) x (0,00) tal que
tapr T + Oy pru™ € M) .
Afirmacao: 1imy, oo (tar,, O, ) = (Eaps, Orps)-

Escrevemos ¢ (t,0) := I, (tut + 6u~) e notemos que por e (3.12), temos que

1~
i (t,0) < —M(||tu+ + Ou™||P) — )\/ F(x,tzfr +0u") - —o0,
p )

quando |[(¢,6)] — oo, independentemente de n. Portanto, existe £,0 > 0 tal que

(tamn, Orr,) € (0,1 x (0,67], para todo n. Entdo, passando a uma subsequéncia, se
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necessirio, tem-se que (tx,,,0 .. ) — (£,0) € [0,00) x [0,00). Desde que 9" — wﬁz‘

uniformemente sobre compactos, segue que

w;ﬂ (t)\,rn7 QA,rn) — wg& (i 5)

Vi (Earns O, ) = ? py,(t,0) — ?u}; YPa(t,0).
t0

Assim, ¢80 (1,0) = SUD|¢ ) Yha(t,0) = yhe (tapz.Oxrpz). Pela unicidade do ponto de
méaximo, garantida pelo Lema segue que ty . =t e 0y, = 0, o que prova a afirmacao.

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema [A.2)), obtemos

[ / JuF|P
o ol
Portanto, relembrando que ¢7"(tx,, , 0r,) = Iny, (trr,u™ + 0y, u™), deduzimos que, para
cada A > 0,

Pa

limsupea,, < Hm " (tar,, Onr,)

n—o00 n—00

= 7/’52 (tk,pg ) 9>\,p?; )

Como vimos na prova do item (i), se A — oo, entao t),: — 0 e 0y,: — 0. Desde que a

fungao ¢n* é continua temos que Y (txp=, 05 p: ) — 0, se X = co. Consequentemente,

lim limsupcp,, = 0.
A=00 poo

O lema seguinte é analogo ao Lema e essencial na prova de que todo minimizador

de I, sobre M, é um ponto critico de I.

Lema 3.5. Para cada u € My, temos que det Jq )V, > 0, sendo Jq1)V, a matriz
Jacobiana de W, no ponto (1,1).

Demonstracao. Podemos escrever
W, (t,0) = (VL.(t,0),V2(t,0)),

com Wl (¢, 0) = (I)\(tu™+0u™), tu™) e V2(t,0) = (I)\(tu™ +0u~),0u~). Usando o Teorema

do Valor Médio e o Teorema da Convergéncia Dominada, podemos derivar sob sinal da
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integral para obter

ov!

5 (LD = pM(Jul”) (AT (w) + BT (u))* + pM([[ul") (A (u) + B ()

Jr
M(||u|”)C /@ z,ut +dx—r/| |d
]

TR(1,1) = pM(lulP)(A~ () + B () + pM(Jall?) (A () + B~ ()
P) (x,u”)u~dx —r 1
Ml )C = A [ af(eacyude—r [ Sobae
T (1,1) = ZI10) = pM/(ulP)(A* ) + B () (A~ () + B~ ()

+M([[u]")C(u) >0,

sendo P2t () (e

Por (3.7)), segue que

MWall) < M)A ) + B ()
—pM'([[u]P) (A (uw) + BT (u))(A™(v) + B~ (u)) — M(||ul[")C(w)
flz,uNuTde —r [T x
—)\/Q&gf(x,u Ju™d i |x|ad .

Desde que (I§(u),ut) =0, usando (3.10) com p < v < r, obtemos

8;; (1,1) < =pM'([[ul”)(A"(u) + B* (u))(A™ (u) + B~ (v)) = M([|u]|")C(u)

4 / v f (ot Yt — OF (@, ututdr 4 (v — 1)
Q Q

< —pM'([[u]")(AT () + BT (w))(A™(u) + B~ () = M([Ju]|")C(u)

ov!l
= — (1)
89(7)

Analogamente, concluimos que

ou2 out
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Portanto,

vl ou? ovl - 9u?

> (??OJOQ—(%?QJO2:0

(1,1)

]

Agora, a fim de utilizar ferramentas de Analise Funcional para obter convergéncia forte
de sequéncias, apresentaremos a seguir alguns resultados relacionados a compacidade.

Para u € L _(Q), definamos a fungio

loc
u(x) —u(y)”
DS p = —_—mm .
Dol () /]RN |z — y|N e W

Iniciamos com um principio de concentragao de compacidade desenvolvido em [29] que

considera expoentes variaveis.

Lema 3.6 (Principio de concentracao de compacidade com expoentes variaveis). Seja
0 <a<ps<N,Qun conjunto limitado em RY contendo 0 e u, — u em WP ().
Dada uma sequéncia de expoentes {r,} com p < r, < pk tal que r, — pi, exristem

duas medidas v,0 e um conjunto no mdzrimo contdvel {z;};es C S tal que, a menos de

subsequéncia,
|D*u, P —* o, ‘T"| vy (3.23)
€T o
o> Dl +> 058, 0 =0({x;}), (3.24)
JjeJ
|u’p3
v= BB + Z vibe,, v =v({z;}), (3.25)
JET

0 > Savi*, Vi€ J. (3.26)

Além disso, se o > 0, entdo {z;};es = {0}.
Demonstragao. Veja [29, Lema 4.5]. ]

A seguir, serdo apresentados alguns resultados envolvendo convergéncia de sequéncias
no espago Wi*(2). Dessa forma, precisamos elucidar alguns fatos importantes sobre
convergéncia e fixar algumas notagoes.

Se {u,} ¢ uma sequéncia tal que u, — u em Wy*(Q), entdo ur — u* (veja Lema
[A7). Assim, podemos aplicar o Lema [3.6] para {u,} e obter medidas v, o, bem como um
conjunto de pontos {z;}cs C Q satisfazendo —. Também, aplicando o mesmo

+

lema para u®, obtemos correspondentes v*, oF e {I’;‘:}jeji. Com estas notacoes, temos

o seguinte resultado:
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Lema 3.7. Sejam {u,} C W5P(Q) e {r,} C (p,p’) sequéncias satisfazendo as hipdteses

do Lema tais que I}, (u,) — 0. Com as notagoes prévias, se 1/2: > 0 para algum

ke J*, temos que

v > min {(Ma)sa)iii , (M(1)S§) } .

Além disso, se v; > 0 para algum j € J, obtemos a mesma estimativa para v;.

Demonstracdo. Fixemos k € J7* tal que ufct > 0, xf € Q e para o > 0 consideremos

6, € C(B(aE, 20)) tal que

0< ¢g <1, ¢’B(;pf,g) =1, ’V¢Q| <

o | Q

Desde que {¢,u} ¢ limitada, temos que (I}, (un), ¢puf) = 0,(1). Assim,

|u7iL’r" 4y 4 s +
/Q bod + A / F (Yt dpd = Mt [P)((— )t Ggu) + 0 (1),

]

Escrevendo explicitamente ((—A,)%u,, ¢,ur), para cada n, obtemos

/ [n () — un ()P~ (un (@) — 1n (1)) (S(2) i () — Po(y)uz (y))

|z — y| N dzdy

> /RN D us [P e
B / [t () = wn () [P~ (un () — un () us (1) (D0(x) — D0(y)) dxdy' .

|z — y| N+

Procedendo como em [63, Lemma 3.1|, obtemos

/ [n () — un ()2 (n () — ua (1)) uz (1) (D,(2) — So(y))

|z — y| Nt

<c ( / |DS¢g\p|ui|de> g
RN

Entao, desde que ||uf|| — 7+ > 0, podemos tomar o limite em n para concluir que

lim sup
n—oo

dxdy ‘

M(R) [ ¢,do* < / Godv™ + A / f (2, uF)uF¢,dr
RN RN Q
+OM(r%) ( / |DS¢@|p|ui|pdy) " (3.27)
RN
Além disso, por [63, (2.14)], segue que

lim | D¢, |P|ulPdy = 0.

0—0 RN
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Ainda, aplicando o Teorema da Convergéncia dominada, temos que se o — 0, entao

gzﬁgdajE — ai({xf}), / qbgdl/jE — V:t({lf}) e / f(x,ui)uiqbgdx — 0.
RN Q

RN

Fazendo ¢ — 0 em (3.27), obtemos

vi > M(7h)op;.

Desde que |D*u|P —* o*, por (3.24), temos que 77 > oif. Entao, por (3.5)), segue
que
v > M(1)min{1, (o;) 7 }or.

A partir de (3.26)), concluimos que

vi¥ > min {(M(I)Sa) e : (M(I)S£> ‘;7} :

Através de argumentos similares, a mesma desigualdade pode ser obtida para v;. O]

Veremos na proxima proposicao que o funcional I satisfaz a condicao (PS) globalmente

no caso subcritico e localmente no caso critico.

Proposigao 3.2 (Condigao PS). As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) para p < r < pf, I, satisfaz a condicao (PS)., para todo ¢ € R;
(i1) para r = pk, I\ satisfaz a condigao (PS)., para todo

¢ < (1 _ i) min {(Mu)sa)fp?i 7 (M(1)s§) } |

Y Pa

Demonstragao. (i) Seja {u,} uma sequéncia (PS). de I,. Entao, por definicao,
L(un) = c+o0,(1) e Ii(u,) = 0,(1) em W=7 (Q).

Assim, por [(f2)| e (3.8), desde que v < p < 7, obtemos

et onDllunl] = () - i«1§<un>,un>

1~ 1 1
= —M([Jun[]”) = =M (llunl”)[[unl[” + )\/ —f (@, un)un — F(z, up)dx
p H QM

11 |t |” 11
(2-0) [Eelars (2 1) arquntnlr
poor) Jo || 7K

Como estamos considerando o caso degenerado M(0) = 0, precisamos separar o

restante da demonstracao em dois casos, como segue:
Case 1: inf,, |u,|| = dy > 0.
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Pela hipotese |(M;)|, temos que M (||u,|[?) > M(dy) > 0 que implica na limitacao de

{u,}, desde que

1 1
c+ o0,(1)||u, Z(———)Mdp Up|P.
(Dl i () |||

Portanto, a menos de subsequéncia, u, — u € WJ?(Q) e pela compacidade da imersao
WP (Q) — LY, é%) para cada t € [1,pj) com 0 < 8 < ps, obtemos

Up — u, in LH(Q, ‘;%),
up(z) = u(z), q.t.p. © € Q,
|unl] = 72 > 0.

Usando a convergéncia fraca de {u, } para u e os lemas [A.9] obtemos

U, ’T_2un (Un, — u)

/ f(z,un)(u, —u)dr — 0 and / dx — 0, n — 0. (3.28)
Q Q

]
Por outro lado, (I}(u,), un, — u) = 0,(1). Assim, por (3.28), segue que
M () {(—Ap)* Uy, up, — u) = 0,(1).
Desde que M(7y) > 0, concluimos que
(=8p) tn, un — u) = 0n(1),

que, pelo Lema [A.5] implica na convergéncia ||u,|| — ||ul|. Pelo Lema [A.6] segue que

{u,} converge fortemente para u.
Caso 2: inf, ||u,|| =0

Neste caso, temos duas possibilidades: 0 é um ponto de acumulacao da sequéncia
{||un]|} ou 0 é um ponto isolado de {||u,||}. Se a primeira possibilidade ocorre, temos que
u, — 0 fortemente, consequentemente, o resultado estd provado. Se ocorre a segunda,
existe uma subsequéncia {||u,, ||} tal que infy ||u,, || = d\ > 0. Assim, podemos proceder

como no Caso 1 para provar que u,, — u.

(ii) Seja {u,} uma sequéncia (PS). de I, com

¢ < (% - pia) min {(Mu)sa)s”pii , (M(1)s§)”£g‘” } |

Como no item (i), primeiramente, trataremos do caso inf, ||u,| = dy > 0. Entao, de

maneira similar, temos que {u,} é limitada. Logo, a menos de subsequéncia, u,, — u em
WiP(2). Aplicando o principio de concentracao de compacidade (veja Lema [3.6) para

a sequéncia {u,} com 7, = p’, obtemos duas medidas v, ¢ e um conjunto no maximo

contavel {z;},c7 satisfazendo (3.23))-(3.26). Suponhamos que existe j € J tal que v; > 0.
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Assim, podemos aplicar (3.8)), (3.11)) e o Lema para obter

¢ = Im) = (), )+l
> (5-50) [ e s |
> (— — p%) (— — —a) min {(M(1)5a)iiit 7 (M(l)Sc%) Pgav} |

que ¢ uma contradi¢io. Portanto, J = (). Consequentemente, u, — u em LP~(£2, 2%).

i |I‘(’

A convergéncia forte u, — u em Wy"(Q) pode ser obtida por argumento padrdo ja
apresentado no item (i). Finalmente, se inf, ||u,| = 0, procedemos como no caso 2 do
item (i). m

Agora, consideremos os conjuntos
[y = {g € C([0,1], W () : g(0) = 0, I(9(1)) < 0},

Iy = {g € C([0,1],W5*(Q)) : (0) = 0, I’ (9(1)) < 0}

e 0S nivels minimax

ey = inf sup I(g(t)),
9N te(0,1]

o inf sup IF(g(t)).
9€ls tef0,1]

Provaremos a seguir um resultado auxiliar sobre os niveis c¢) and cf, importante na

demonstragao da existéncia de solugdes de sinal constante para o Problema (Py)).

Proposigao 3.3. Ezistem uma sequéncia {u,} do tipo (PS)., para I, e sequéncias {u, +}
do tipo (PS)cf para I3

Demonstracao. A partir do Lema temos que os funcionais I, e IjL satisfazem as

condicoes geométricas da versao do Teorema do Passo da montanha dada pelo Teorema

AT

e existem constantes positivas d e d’' tal que J(u) > d para todo u € W3*(Q), com
[ull = d';

e existe e € WP (Q) com |le|| > d' tal que J(e) < 0.

Aplicando o Teorema, para o funcional Iy, obtemos uma sequéncia {u,} tal que
L(u) = ex+0u(1) e Ii(un) = 0n(1) em W™5F(Q).
De modo andalogo, obtemos sequéncias {u,, 1} tais que

L (uns) = ¢x +oa(1),  (I7) (uns) = 0n(1).
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Portanto, as sequéncias {u,}, {u, 1} satisfazem as conclusoes desta proposicao. ]

O préximo resultado estabelece que toda solucao obtida nos niveis minimax c) e ci

acima definidos, é de energia minima com relagao aos respectivos funcionais 7 e ]/j\E.

Lema 3.8. Para todo A > 0, valem as sequintes igualdades:
_ _ o+
CNy = Cx € Cnv . =Gy,
A

sendo N]/f\c = {u € WGP(Q)\ {0} : ((IF)(u),u) = 0} o conjunto de Nehari associado a
Iy

Demonstragao. Provaremos somente a primeira igualdade cy, = cy, pois as demais sao
analogas. De fato, pelo Lema , temos que cy, = ¢ = inf, 2o max;>o I\ (tu). Desde que
I(tu) < 0 para u € WJP(Q) \ {0} e ¢ suficientemente grande, temos que ¢, < ¢ Por outro
lado, dado g € Ty, pelo Lema[3.1] temos que existe ¢y € (0, 1) tal que (I'(g(to)), g(to)) > 0,
com ¢(t) # 0, para todo t € [ty, 1]. Como vimos na Proposi¢ao vale que

B(o) ~ (6. 9(1) 2 (% - %) Ml = 0.

Desde que I,(g(1)) < 0, temos que (I5(g(1)),g(1)) < 0. Portanto, existe ¢; € [ty, 1) tal
que g(t1) # 0 e (I(g(t1)), g(t1)) = 0, isto é, g(t1) € Ny. Logo, cn, < ¢, que conclui a

prova deste lema. O

Nosso tltimo resultado técnico desta secao mostra que todo minimizador de I sobre

M, é um ponto critico de 1.
Proposigao 3.4. Se existe u € M, tal que I (u) = cpm,, entdo Ii(u) = 0.

Demonstracao. A prova desta proposicao, em linhas gerais, ¢ a mesma apresentada para
a Proposicao [2.2] do Capitulo 2] Destacamos que, neste caso, usamos o Lema [3.5] no lugar
do Lema 2.6 O

3.2.2 Prova do Teorema [3.1

Eristéncia de solugoes com sinal constante:

A fim de provar a existéncia de uma solucao positiva e de uma negativa para ,
mostraremos que Cy, , € Ca, , Sao atingidos por pontos criticos de I e verificaremos que um
deles atinge a energia minima cy,. De fato, pela Proposicao [3.3] existem uma sequéncia
{u,} do tipo (PS)., para I, e sequéncias {u, .} do tipo (PS)cf para I{. A partir do
item (i) da Proposicdo [3.2] existem u,uy € W37 () tais que, a menos de subsequéncia,
Up — U € Uy — ug fortemente em WP (Q). Entdo, u é solugdo nao trivial de tal
que I (u) = cy, u é solugao positiva de tal que I)(uy) = ¢f e u_ & solugio negativa

de tal que I\(u_) = cj.
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Agora, pelo Lema valem as igualdades

+
CAy =Cx € CnNy =Gy
A

Desde que uy é ponto critico de I, podemos garantir que CN . = CNay € CN,_ = O,
. A A
Assim, u € Ny, up € Ny1 e u_ € Nyo com

L(u) = ey, D(uy) = CNxa € L(u-) = CNx2-

Portanto, uy; = uy e uy 2 1= u_ sao solugoes de tais que uy; € Sy1 e uys € Syo.
Vejamos ainda que uy ; ou uy 2 pertence a Sy. De fato, seja uy € Sy uma solu¢ao de minima
energia arbitraria de (P)). Entao, ug € Ny com I)(ug) = cn, e I5(ug) = 0. Podemos
observar que ug tem sinal constante, pois, caso contréario, ug € M, e pela Observagao [3.1]
segue que

eny, = I(ug) > em, > 2en,,

que é uma contradi¢ao. Portanto,

min{c/\/’x,wci\/’x,z} < [/\<u0) =Ny, S min{c/\f/\,u CNA,Z}'

Consequentemente, cy, = min{cu, ,,cn; , - Assim, pelo menos uma das solugdes uy; ou

uy 2 pertence a Sy.

Ezisténcia de solucao mudando de sinal:

Seja {u, } C M) uma sequéncia tal que

lim I)(u,) = cpm, -

n—oo

Pelo item (ii) do Lema|3.4] e pela limitagao de {I)(u,)}, segue que {u,} é uma sequéncia
limitada em WP(Q). Entdo, a menos de subsequéncia, existe ug € W5P(Q) tal que
U, — g, € pelo Lema temos que ur — uF em WJP(Q). Desde que a imersio
WP (Q) — LY, @%) é compacta, para todo t € [1,pj) e todo 0 < 8 < ps, temos que

+ + r dx
Uy, —>u0, in L (Q’W)’

ut(r) = ui(z), a.e. v € Q.

n

Como r < p,, a partir do item (iii) do Lema temos que

+|r +|r
/ il d:c:liminf/de>0,
Q Q

| oo Jg |zfo

que implica ug # 0 e uy; # 0. Também, por , Lema de Fatou (confira Lema [A.3)) e
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Lema segue que

(If\(uo),ua:) < liminf(ff\(un),ui> =0.

n—oo n
Entao, pelo Corolério [3.2] existe (fy,,04,) € (0,1] x (0,1] tal que t, ud + Ouuy € M.
Assim, por (3.8)), (3.11) e pelo Lema de Fatou, obtemos

1
cmy < Ditugty +0uttg) = D(tuug + Ouetty) — ;(Ij\(tw)ua_ + OugUg ), tug Uy + Ougp )
1
< Ia(uo) — ;(IQ(U0)>U0> (3.29)

IN

lim inf (I,\(un) — %U;(un), un>)

n—oo

= liminf I)(u,) = cum,
n—oo

e quando t,, < 1 ou 6,, < 1, a desigualdade é estrita. Portanto, t,, = 0,, = 1.
Dessa forma, ug € My com I)(ug) = cp,. Pela Proposicao segue que [} (ug) = 0.
Consequentemente, uy 3 1= ug € Sy3 ¢ uma solu¢ado mudando de sinal para , e pela
Observacao [3.1] temos que

[,\(U)“g) > [)\(U)“l) -+ I)\(u,\yg).

O

Na demostragao do nosso segundo teorema, devido a criticalidade do problema,

utilizaremos uma constante especifica dada por:

3.2.3 Prova do Teorema (3.2

Eristéncia de solugoes com sinal constante:
A partir do item (i) da Proposigao , existe A* > 0 tal que para todo A > \*, temos
que

Ny S ony,; < Coops 1= 1,2

Desde que ¢y = cp,, ¢f <cpy, e ¢y < CN;.2»> aplicando a Proposigao e em seguida
o item (ii) da Proposigao , concluimos que existem uma solucao nao trivial u € N},

uma solugao positiva uy € Ny ;1 e uma solugdo negativa u_ € N, o tais que

[)\<u) = CNx» I)\(qu) =CNyy € IA(U’*) = CNa 2+

Como no Teorema[3.2 obtemos uma solugao positiva uy; € Sy1 e uma negativa uy s € Sy

tais que uma delas pertence a S,.
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Ezisténcia de solucao mudando de sinal:
Seja {r,} C (u, p},) uma sequéncia de expoentes tal que 7, — p. Pela Proposi¢ao [3.1]
existe \* > 0 tal que para todo A > \*,

CNy s < Cooyl (3.30)

limsup cay,, < O, e T Cooyt- (3.31)

n—oo
Fixemos A > A*. Entao, pelo Teorema com r = 1,, existe uma sequéncia {u,, } C
Mo, tal que Iy, (ur,) = cpy,, © 13, (ur,) = 0. Pelo item (i) do Lema [3.4] temos que

1 1 -

(2= 1) A mint oI5 Y P B (10,) < €
TOH

que implica na limitacao de {u,, }. Assim, a menos de subsequéncia, u,, — ug € Wy (Q).

A partir do Lema , temos que urin — u§. Entao, podemos supor que

ut — uf, in L7(Q), r € [1,p*)

Tn

ut (z) = uF(z), a.e. v € Q,

Tn

|lur, || — 70 > 0.

Usando a desigualdade (3.20) com r = r,,, obtemos
wr, || > U || > K > 0,Vn. (3.32)

Agora, provemos que u, — ug fortemente em W;?(€). Aplicando o principio de

concentragao de compacidade para {u,, }, obtemos medidas v, o e uma cole¢ao, no maximo

contével, {x;};es C Q, satisfazendo (3.23)-(3.26). Aplicando o mesmo principio para
ambas {u }, obtemos correspondentes v+, o=, {xji}jeji.

Desde que I}, (u,,) = 0, podemos escrever

1

CM)\,rn - ])‘a""n (urn) - §<]/I\,T'n (urn)7 urn>
1~ » 1 . )
= =M(|lup, ") = =M ([[ur, [[")[[wr, |
p Y

1 1 1 |
+)\/ ~f(z,up u,, — F(x,u,, )dr + (_ _ _) / |, | d.
Q” Y Tn [¢) |CE’|a
Assim, por (3.8), (3.11)), (3.25) e pelo Lema de Fatou temos que

. 1=~ 1 1
limsupcp,,, 2 ]gM(HUoHp) - ;M(HUOW’)HUOHP + A/ ;f(fl?a uo)uo — F'(x, up)dx
Q

n—o0

+ (l — i) (v 4+ v7)(RY). (3.33)

Y Pa
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Note que ug # 0. De fato, suponha que ug = 0, entao V* > ( para algum j € J* e
v, > 0 para algum [ € J~ porque, caso contrario, terfamos, por exemplo, que 1/ =0

para todo 7 € JT, e pelo Lema [A.9] isso implicaria na contradicao

0 < M(k")r? < M(7g) lim [lug P < lim M(Jlur, [P)((=Ap) ur,, uy,)
n—oo n—o0
u+ Tn
= lim A/f(x,ui)uﬁdx%—/ "n"__dr = 0.
n—oo Jq Q |z
Assim, por (3.33), desde que v; > 0 e v, > 0, podemos aplicar o Lema para obter

: 1 1 n 1 1 N
limsupepr,, > |———= v+ |=-—= )y
n—00 ' Yo Dy vy Dk

> 2000,1

que, por (3.30)), contradiz (3.31). Portanto, ug # 0. Além disso, pelos Lemas e
[A.8 temos que
(I} (o), up) < liminf(Iy, (up,),uo) =0
wa n—00 o

e, dessa forma, pelo Corolério existe t,, € (0,1] tal que t,,uyg € Ny s

Agora, podemos provar que V = 0, para todo j eJte v; = 0 para todo j € J~.
Supondo que isso nao ocorre, por (3.33), (3.8), (3.11) e pelo Lema temos que

. 1
limsupcn,, > Dyps (o) — ;(If\mz (u0), Uo) + Coon
n—o0
1
> [A,Pa< uO) - ;<I;\,p?; (tu0u0>7tUOu0> + Coo,1
Z I)\,pj; (tuOUO) + Coo,1
>

CN)\,PE + Coo1

contradizendo (3.31)). Portanto, l/ =0, para todo 7 € J* e v; = 0 para todo j € J~

que implica na convergéncia

‘ Tn ui P
/ ——dxr — dx. (3.34)
2] o |z

Esta convergéncia juntamente com o Lema garantem que

rn—2 _
/ ‘uTn‘ urn urn uo)dx _ On(l)

||

Além disso, aplicando os lemas e para f, obtemos

/ fzu) (uy, —ug)dx = 0,(1).
Q
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Consequentemente, desde que (I}, (ur,),u,, — ug) = 0, segue que

M(76)((=Ap) tp, ; tr,, = tg) = 0n(1).

Como 7§ > kP > 0, temos que M (7)) # 0. Logo, ((—A,)*u, , ur, — ug) = 0,(1). Pelo

Lema segue que

[, 1P = uo|”-

Entdo, pelo Lema [A.6] concluimos que w,, — ug em W;P(2). Além disso, usando a
continuidade de P* (veja Lema [A.7), temos que v — uy em WP(Q2) e por (3.32),

obtemos

lug || = lim [luz. || > & >0,
n—oo

isto ¢, up muda de sinal. Portanto, desde que a derivada I ,. ¢ continua, pelo Lema ,

segue que
(1 s (o), 0) = T (15 () 0) = lim (1) () = I3 (), 0)
T —2 Pa—2
e e e I A )
n—00 Q x|« Q x|

LOgO, [g\vp?} (Uo) =0eunyy € M)\,pg-

Resta provar que wup tem energia minima em M, ., isto &, I\(ug) = ca, .- Com
efeito, dado v € My, pelo Lema 3.3} existem ¢, 0, > 0 tais que

Uy =ty + 0,07 € My,

Entao, procedendo como na prova do item (ii) da Proposi¢ao , concluimos que
(tn,0,) — (1,1). Assim, desde que

1— 1 1
Do (0n) = ];M(anllp)—pM(anH”)+A/Q;f(x,vn)vn—F(fv,vn)dfv

1 1 *|rm 1 1 -
+<———)t::/ [V dx+<———)9;n/ .
HoTn Q |z Ho Ty Q |zl
pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que Iy, (v,) — I)p:(v). Além disso,

por ‘) segue que I)\,rn (u’f‘n> — ]X,P(’; <u0)

Note que, por construcao, I, (u,,) < I, (v,), que implica

])\,p:’; (UO) = hm I>\,7’n (u"’n) S hm ‘[>\77"n (/Un) = ]>\7PZ§ (U)
n—oo

n—oo

e, portanto, I x (uo) = cu, . -

Para concluir, considerando uy 3 := ug € Sy 3, obtemos a terceira solucao de (Py)) como

queriamos, para todo A > \*. O
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3.3 O problema nao degenerado

Nesta secao, trataremos o problema de Kirchhoff nao degenerado, aquele cuja funcao
de Kirchhoff M satisfaz M (t) > mqy > 0, para todo t > 0.

3.3.1 O problema auxiliar

Suponhamos que M & uma func¢ao de Kirchhoff tal que M (t) := M (t)t é continuamente
diferenciavel em [0,00), e que M satisfaz as condigoes e [(M;), mas que nio,
necessariamente, satisfaz a condicao Entao, seguindo as ideias apresentadas em

[58], podemos fazer um truncamento C* de modo que a nova fungao obtida ainda satisfaca

e e que cumpra uma outra condicao dada por

(M}) 29 ¢ decrescente em t > 0,

t P

sendo p > p dada em |(F5)]
Desde que M satisfaz e existe ¢, > 0 tal que

1
mo < M(to) < =My, (335)
p

para p > p introduzida em [(F3)]

Além disso, desde que M’ ¢ continua em [0,00) e M(0) = myg, temos que

e

lim M'(t) = M (0) = my,

t—0t

que implica na existéncia de t; > 0 tal que
pM (t) < pmg < uM(t), Yt e [0,t)

e, portanto,
pM'(t)t < (u—p)M(t), Vte (0,t). (3.36)

Sejam 1, = min{tg,t;} e a = M(t;). Considere a fungio C? dada por

t, t €10,d]

m{t) = { § + 2(ty — 0) arctan (% : tt;j;) , t €4, 00), (3:37)

sendo 0 € (0,t3). Finalmente, escolhemos um truncamento para M dado pela fungao
M, : [0,00) — [0, 00) definida por
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Através de alguns calculos, podemos inferir que
m'(t) >0 e m"(t) <0, V>0, (3.38)

que implica
m(t) € (0,t2) e m/'(t)t < mf(t), Vt>0. (3.39)

Entao, por (3.36), (3.38) e (3.39)), segue que M, é continuamente diferenciavel em (0, c0)

e satisfaz
pM;(t)t < (u—p)M,(t), Vt>0. (3.40)

Assim, M, deve satisfazer [(My)} [(M,) e [(M5)l Além disso, por (3.35), temos que

1
M,(t) <a < —mou, Yt > 0. (3.41)
p

Ademais,
M, (t) = M(t), Vvt €0, 4]. (3.42)

Pondo M,(t) := f(f M, (7)dr, por [(M)), segue que

1
—M,(t) — —M,(t)t é crescente e positiva para t > 0. (3.43)
p H

A partir deste truncamento, podemos considerar o seguinte problema auxiliar:

‘ ‘r—2

( R2N \x y\N+ps dxdy) (=8p)u=Af(z,u) + 5z inQ,
=0 in RV \ Q

(PA,a)

e denotamos por I, o funcional energia associado ao Problema (P, ,)). Além disso,

denotamos por

Naa = {ue WgP(Q)\ {0} : (I} ,(u),u) = 0};
Nuoar = {ueN,,:u =0}
Moz = {ueNy:u" =0}

Myo = {ueW?(Q): <I§\7a(u), ut) = 0,u* #0}

os correspondentes conjuntos de Nehari associados a I 4.

Obtemos o seguinte resultado sobre o problema auxiliar:

Teorema 3.6. Suponhamos que M satisfaz|[(My)] e[(My)] e que f satisfaz[(fo)l [(FL)] [(F2)l

Entao, as sequintes afirmacgoes sao verdadezms.

(i) sep < q<pl, temos que, para todo \ > 0,
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(Cra) 0 problema (Py,) tem trés solugoes, uya1 € Naa1, Una2 € Nyaa € Uras €
M, tais que

[/\,a(u/\,a,l) = CNy 1> [,\,a(U,\,a,2) = CNy a2 [,\,a(U,\,a,z) = CMy,

satisfazendo cay , > Cny oy T CNas € CARG = Inln{CN‘)"a’l, CNMJ}.

(i3) if ¢ = p,, entdo existe X > 0 tal que vale, para todo \ > \.

3.3.2 Resultados técnicos para o problema nao degenerado

Nesta subsecao, enunciaremos alguns resultados técnicos para o funcional truncado
Iy 4. As provas destes resultados serao omitidas porque sao similares aquelas apresentadas
na subsecao . De fato, levando em conta que mg < M,(t) < a, para todo t € R, é
suficiente trocar [(Ms)| por (M)} |(f1)| por [(F1)} e as condigoes |(f2)| e [(f3)| por [(F2)l

Note que se f satisfaz e obtemos as seguintes propriedades:

O f(z, )t — pf(z, )t >0,
para q.t.p. v € Q e todo t € R com p > p dado em Assim, deduzimos que
%f(:z:, t)t — F(z,t) > 0 e é crescenteem t > 0, decrescente em t < 0.
Além disso, existem fungoes nao negativas Cp, Cy € L*°(Q) tais que
Pz, t) = Cy(x)[t]" = Ca(x),

para q.t.p. = € 2 e para todo t € R.
A partir dessas propriedades de f e das propriedades da funcao truncada M,, podemos
seguir as mesmas ideias usadas no caso degenerado para provar os seguintes resultados

técnicos:
Lema 3.9. O funcional I, satisfaz as sequintes condi¢oes geométricas:

(1) para cada uw € WiP(Q) \ {0}, temos que

Lyo(tu™ +60u™) = —oc0, as |(t,0)] — oo;

(11) existe R > 0 tal que

Iia(w) = Rl|ull” e (I3 ,(u),u) = Rl|ul[”.

Lema 3.10. Para cada u € W3 (Q) \ {0}, existe dnico t, > 0 tal que t,u € Nyo.. Em
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particular, os conjuntos Ny, e Nya1 e Nyao sdo nao vazios. Além disso, Iy q(t,u) >
I o(tw), para todo t > 0, t # t,,.

Corolario 3.3. Para cado u € Wg*(Q)\ {0} com (I} ,(u),u) <0, existe tnico t, € (0, 1]
tal que t,u € Ny .

Lema 3.11. Para cada v € Wy P(Q) com ut™ # 0 e u™ # 0, existe unico par
(tu,0.) € (0,00) x (0,00) tal que

tou™ + 0,u” € M a.
Em particular, My, # 0. Além disso, para todo t,0 >0 com (t,0) # (tu,0.), temos que
Doo(tu™ +0u™) < I o(tuu™ + 0,u7).

Corolario 3.4. Para cada u € Wi (Q) com u® # 0 e (I ,(u), u™) <0, eziste dnico par
(tu,0.) € (0,1] x (0,1] tal que t,ut + O,u™ € My ,.

Lema 3.12. (i) Existe  := ry > 0 tal que para todo u € Ny,
lull = &

e para todo w € M),

lw ™[], [ ]| = &

(ii) Para todo u € N,

mo a
I o (u 2(———) ul|”;
(u) P ]

(iii) Se {u,} C Nag e {wn} C My, sdo limitadas, entao

|, |" |w,|"

dx > 0.

lim inf dzr > 0 and liminf /
Q

n—00 Q ‘:[;’a n—00 |x‘a

Lema 3.13. Para cada w € M) ,, temos que det Jq 1y, > 0, sendo Jq 1)Yw. a matriz
Jacobiana de 1y, , no par (1,1).

Proposicao 3.5. As sequintes propriedades assintoticas sao vdlidas:

(i) Para Xy o= Nya, Nra1, Naaz, Maa, temos que cx, , € nao crescente em A >0 e

lim ¢y, , = 0.
A—00

(ii) Seja {r,} C (p,pL] tal que r, — pi. Entao,

lim limsup cpy,,. = 0.
=0 p—oo o
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Lema 3.14. Sejam {u,} C W3 () e {r,} C (p,pl) sequéncias satisfazendo as hipdteses
do Lema tais que I} . (u,) — 0. Com as notagoes prévias, se v; > 0 para algum
jeJ ou V];t > 0 para algum k € J*, temos que

@

vj, Vit > (moSy) .
Proposigao 3.6 (Condicao (PS) ). As sequinte afirmagoes sao verdadeiras:
(1) para p < q < pf, Ira satisfaz (PS)., para todo ¢ € R;
(ii) para q = p,, I, satisfaz (PS)., para todo

‘= (l - i*) (moSa) ==

K Pa

Proposicao 3.7. Eriste uma sequéncia {u,} do tipo (PS)., , para Iy, e uma sequéncia
{unx} do tipo (PS)+  para I3,

Na demonstracao dos nossos principais resultados, relativos ao problema nao

degenerado, serd importante definirmos o seguinte nivel:

3.3.3 Prova do Teorema |3.6

Para demonstrar este resultado, podemos trocar os resultados técnicos demonstrados
na Secdo [3.2 por aqueles apresentados na Secao No caso subcritico, obtemos as trés
soluges Uy 41, Una2 € Urqs para o Problema (P, ) para todo A > 0. No caso critico,

usando o nivel ¢y 2 no lugar de ¢y 1, podemos garantir que existe A > 0 tal que para todo

A\ >\, vale . O

3.3.4 Prova do Teorema |3.3

A demonstracao deste teorema ¢ similar aquela feita para o Teorema [3.1} A principal

diferenca neste caso é a limitacao inferior de M por um valor positivo dada por e
que possibilita a troca da hipotese [( f1)| pela hipotese mais abrangente |(F7 )} O

3.3.5 Prova do Teorema |3.4

Pelo item (i) do Teoremal[3.6] existem trés solugoes ty q.1, Una,2 € Uy a3 Para o Problema

(Py.)), para as quais vale Por outro lado, a partir da Proposicao existe \* > 0
tal que para todo A > \*, temos que

mo a
C-/\/’A,a.,l7 CNA,a,27 CM)\,G, < 5 — *



o7

Pelo item (ii) do Lema segue que |luyq.qillP < 6, ¢ = 1,2,3. Por (3.42), temos
que M,([[uraill?) = M(||urasill?), @ = 1,2,3. Portanto, para todo A > A\* temos que
Ui = Upq; € solucdo de (P))), i = 1,2,3, de modo que a afirmagao é valida para tais

solugoes. 0

3.3.6 Prova do Teorema |3.5

Pelo item (ii) do Teorema existe A > 0 tal que para todo A > X o problema (P, )
admite trés solugoes uy 4.1, Urqg2 € Uy g3 Para as quais é valida. Além disso, pela
Proposicao existe \** > X tal que para todo A > A\**, temos que

mo a
CNyanr CNaa2r CMy 0 < ) ? - ; .

A partir do item (ii) do Lema segue que ||uyq.]|? <6, = 1,2,3. Consequentemente,
por (3.42), segue que M,(||uraill?) = M(||uraill?), i = 1,2,3. Portanto, uy; := ua,,
i =1,2,3, sao solucoes de (P))), satisfazendo para todo A > \**. O
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Capitulo

4

Existéncia de solugoes com sinal constante

para uma equacao de Kirchhoff fracionaria

com pesos indefinidos e expoente critico de
Hardy

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de multiplas solucoes positivas para o

seguinte problema fracionario:

| ‘r—2

{ (ngN M—dexdy) (—Ap)%u = \f(z )‘u||;gu +g(z )Tau em 2,

(Px)
u=0 em RV \ Q,

sendo 2 C RY um dominio limitado suave, s € (0,1), 0 < a<sp< N,0< B < spe

l1<g<p<r<p;,sendo p} = %%") o expoente critico de Hardy-Sobolev.

A funcdo M : [0,00) — [0,00) é dada por M(t) = a + bm(t), sendo a > 0, b > 0 e
m : [0,00) — [0, 00) uma fun¢ao continua em [0, 00) e de classe C' em (0, 00), satisfazendo

as seguintes hipoteses:

(m1) m é nao decrescente;

/

(mg) existe p <y < p}, tal que ——=5- é ndo crescente em ¢ > 0.
P

Assumiremos que as funcoes f, g : 2 — R tem sinal indefinido e satisfazem
(f) f € L>(Q) com fT #0;
(9) g € L>(Q) com g # 0.

Exemplo 4.1. As sequintes funcoes de Kirchhoff satisfazem as condi¢oes e[(ma))
, 9 r—p )
(i) m(t) =17, 0 <9 < SE =0
(1) m(t) =log(1+1t), t > 0;

29
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(i1i) m(t) = arctan(t), t > 0.

Nossos resultados principais sao os seguintes:

Teorema 4.1. Suponhamos que m satisfaz f e g satisfazem (f) e (g),

respectivamente. Se v < r < p, existe \* > 0 tal que para todo A € (0, \*), o problema
(Py) possui pelo menos duas solugdes positivas.

Para o proximo resultado, assumiremos as seguintes hipoteses sobre as fungoes f e g:

(f) f € L>®(Q) e existem pg > 0, 75 > 0 tais que B(0,py) C Qe f(x) > 79, para q.t.p
z € B(0, po);

(@) g€ L*(Q) e g(x) = |gle > 0, para q.t.p. = € B(0, po).

Teorema 4.2. Suponhamos que m satisfaz f e g satisfazem (f) e (g),
respectivamente. Se r = p’,, entGo as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) existe \* = X*(b) > 0 tal que para todo A € (0, \*), o Problema possui pelo

menos uma solucao positiva;

(i1) suponhamos que f satisfaz (J?), g satisfaz () e que as sequintes condi¢oes valham:

0 00, p=2 (N-B)pp-1)
sp —5(p—1)<N<{ SP_ZB,(Z_I), e N s <g<p (41)

Entao, existe by > 0 tal que para cada 0 < b < by, deve ezistir \**(b) < \*(b) de

modo que para todo X € (0, \**(b)), o Problema (P, possui pelo menos duas solu¢oes
positivas.

4.1 Formulacao variacional

Seja I : WP (Q) — R dado por

Py _Z ’u|q . |ul|" .
B = S8 (ul) = 2 [ -+ [ o)

o funcional energia associado ao problema (P,)), sendo M (t) :
I, € CYWP(Q2),R) e sua derivada ¢ dada por

(L (u),v) = M([[ulP){(—A /f Mq —d _/Qg(x)ht!“ uv

B

para todo v € WP (Q).
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Para encontrar solugoes do problema (|P,)), estudaremos os pontos criticos do funcional
I, em WiP(Q). Desde que estamos interessados em solugdes positivas, consideraremos

um funcional auxiliar I} : W3*(Q) — R dado por

1 T
B = 20 -2 [ solfe - [ ywltle

que é também de classe C!, cuja derivada é dada por

(0 0,0) = M-8} =2 [ e = [ g e

]

Para simplificar a notagao, escrevemos Jy := I;". Podemos observar que se u ¢ um ponto
critico nao trivial de Jy, entao u é uma funcao nao negativa que também é ponto critico
de I,. De fato, suponhamos que u é ponto critico nao trivial de J,. Usando u~ como

funcao teste, obtemos
0= (La(u),u”) = M([[ul|")((=Ap)u,u”) = a{(=Ap)*u", u™) = afu”|".

Portanto, v~ = 0 e assim u = u* > 0.

Associada ao funcional Jy, temos a variedade de Nehari
Ny = {u € WP (Q) : (J5(u), u) = 0,u # 0},

Dessa forma, u € N, se, e somente se, u™ # 0 e

ut|”
olulP +bm(ful)ul = [ s Lars [ g0l La
Q

]

A variedade de Nehari N, estd relacionada ao comportamento de func¢oes da forma

¢y : (0,00) = R definidas por

tP b ]uﬂq ot lut|"
ult) = t) = o ull + () = A [ fa) L
p p I:vlﬁ rJo ]
sendo m(t) := fotm 7)dT
Essas fungoes sao conhecidas como fibragoes, as quais foram introduzidas por Drabek

e Pohozaev em [39]. Podemos observar que

, 1 1 1 [ut|? 1 jut]”
Ault) = ot -+ byl = 30 [ p@) e =t [ (o)L,
9 z Q

||

put) = alp = D2l + 0 [pm/ (@ [ul”) 2 ull* + (0 — Dym (e a7~ u]]”]

+|a +|r
(g — 1)t 2/f ’u‘dx—( it 2/g(x)’u’alx.
Q |z
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Desse modo, dado u € W3P(Q2) \ {0}, temos que tu € N, se, e somente se, ¢, (t) = 0.

Portanto, para u € Ny, temos que ¢/ (1) = 0. Isso nos permite escrever

A0 = afp— Dl + b [pr(alP) [l + (o — Dym(al?) ]
M=) [ st b - -y [ g a
- <—q>||u||p+b[ )l + (o — ym(alP) ]
ut

~r=a) [ o) (1.2

= alp—7)[lul”+ b [pr/([ul")[wl* + (p — r)m(|lul")[[u]]

it
A —a) [ f@)rd (43)

A partir da funcdo ¢!/, podemos separar a variedade de Nehari em trés partes

correspondendo aos pontos de minimo local, méximo local e de inflexao de ¢,, como
segue

Ny ={u e N, : (1) > 0},
Ny ={ueN,:¢l(l) <0},
NY = {ue Ny ¢li(1) = 0}.

A estratégia para obtencdo de solugao é a minimizagdo do funcional J, sobre os
conjuntos Ny e N .

4.2  As propriedades das fibracoes

Em virtude de nossas hipoteses e sobre a funcdo m, temos algumas
consequéncias acerca de seu crescimento, que serao importantes para descrever a funcao
©,. De fato, a partir de temos que m/(t) > 0 para todo t > 0 e por valem as
seguintes desigualdades

m(t) <m/()E7", V> 1 (4.4)

m'(t) >m ()7, V0<t<1. (4.5)

Agora, considere g(t) :=m <tﬁ>, t > 0 e note que

: p w7
g(t) = e, >0,

Y—=P (tﬁ> P
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Entao, por [(ms)} temos que ¢’ € ndo crescente. Portanto, g é concava. Por caracterizagao

de funcoes concavas, segue que
9(0) < g(t) + ¢'(t)(0 — ), Vt > 0.
Desde que ¢(0) > 0, segue que

g ()t —g(t) <0,Vt > 0.

Consequentemente, # ¢ nao crescente em t > (0. Portanto, fazendo uma mudanca de

variaveis, concluimos que

= “——— ¢ nao crescente em t > 0. (4.6)
Derivando a func¢ao m(t)/t%, segue que

pm/(8)t — (v — p)m(t) <0, Vt >0 (4.7)
e, desse modo, obtemos que

1 1 .. - )
—m(t) — —m(t)t é nao decrescente e nao negativa para t > 0. (4.8)
p Y

Outras constatagoes que seguem de (4.6)) sdo as desigualdades
m(t) < m(1) max{1,t» }, Vt > 0; (4.9)

m(t) > m(1)min{1,t7 }, V¢ > 0. (4.10)

Ainda, usando novamente temos que se 0 < t; < t5, entdo

priE)ts— G~ phmits) = s — (- pm(e) + G p) [

t1

m’t t2 Y—2p
> pl() — (= () + (- ) S [
t1

m/ tQ P 1=z
= pm/(ti)ty — (v — p)m(ta) +p WEQP) (t2p — 4" )
m’ tl 1P
> pml(t2)t2 — (v = p)m(t2) +pm,(t1)t1 -p wgﬁ)tlp

= pm/(t2)ts — (v — p)m(t2),

isto &,

pm!(t)t — (v — p)m(t) é nao crescente em t > 0. (4.11)
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Para simplificar a notacao, consideremos o conjunto Ar := {A > 0: A < I'}. Além

disso, consideremos a seguinte constante:

pP—q

a(r—p)bﬁﬁ a(p—q)Sfja —p
(r — a)lfls ((T‘—q)|g|oo> ) (4.12)

1=

sendo |f|w € |g|eo as normas do supremo essencial de f e g em L>(Q2), respectivamente.

A constante I'y estard presente na maioria dos resultados técnicos desse capitulo.

Comecaremos provando que a funcao ¢, nao possui pontos de inflexao, para todo
ue WyP(Q)\ {0} e X € Ar,.

Lema 4.1. Ser >~ e A € Ar,, entio Ny = 0.

Demonstragao. (i) Suponhamos que existe u € NY. Em virtude de ([£.2) e (4.3), temos

que

a(p = @)llull” + blpm' () [l + (0 = m([[ull?)[ull?) = (r = q) [ 9(@) 5 Fda,

lu* |9

a(r = p)llull® = b [pm/([[ulP)]Ju]|P — (r = p)m(|ulP)] [[u]l? = (r — @A [y f(z) 5 da.
(4.13)

Consideremos o funcional @, : Ny — R definido por

Ox(u) = a(r = p)|[ull” = bpm/([[ul")ull” = (r = p)m(l[ulP)] ull” A/Qf(x) [u

+’qd
x.
(r—q) |

Entdo, Qx(u) = 0, para todo u € NY. Agora, desde que r > ~, por (4.7), segue que

r—p ju™ |
Qr(u) > a up—)\/fx—dx
R Ly R(CLr:
r—p -4
> a—|[ul” = A[fleS, 5 [lull?
>

T—D _ —4
ol (=2l = Al ).

Agora, usando a primeira equacao de (4.13)), desde que m e m’ sdo ndo negativas e ¢ < p,

obtemos

alp=allul? < (r=a) [ o)

(r — q)|glooSrta |Ju

< (1= q)lglooSrla [lul™

|

IN
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Portanto,
ST
lul| > ?g_mTa .
r—=q)|glo
Consequentemente, temos que

b—gq

rep (- Sk o
u) > ||ull? |a ’ — S | floo
QA( )—H H r—q((r—q)|g|oo) q,ﬁlf’

Lembrando a defini¢cao da constante I'; dada em (4.12)), concluimos que se A\ € Ar,, para
todo u € N7, vale que Qx(u) > 0, que é uma contradi¢ao. Portanto, Ny = () para todo
A€ Arp,. ]

Desde que N = (), veremos a seguir que ¢ possivel decompor N, como uniao disjunta,

de dois conjuntos nao vazios.
Proposicdo 4.1. Ser > e X € Ar,, entdo Ny = NyF UN, com NF # 0.

Para demonstrar esta proposicao, precisamos estudar precisamente o comportamento
de ¢,. Para tanto, definiremos algumas funcoes auxiliares e provaremos alguns lemas

concernentes a essas fungoes. Considere ¥, @, : (0,00) — R, dadas por

+|r
Wy (t) = at” ul|” 4 b (¢ |[ul ")t~ |[ul|” —tr_q/ g(iv)%d% (4.14)
0 x|
—r - - ju|?
O, (t) = at’ " ||ul|? + b (¢P||u||P)tP || ul[P — At? f(x) ®E dr. (4.15)
Q T

Para simplificar a notagao, consideraremos os seguintes conjuntos:

() )
Fo={ueW5"Q): [, f x)lmﬁ dr < 0};
G = {u € WpP(Q) : fg(a) i de > 0);
G~ = {u € Wg™(Q) : Jy (o) i do < 0)

Os dois lemas seguintes descrevem, precisamente, o comportamento de ¥, e de ®,,. As

propriedades de m apresentadas no inicio da secao terao papel importante nessa tarefa.

Lema 4.2 (Propriedades de V,). Seja u € G*. Entdo, ¥, satisfaz as seguintes

propriedades:
(i) W, tem unico ponto critico em um ponto de mdxrimo tyax = tmax(u) > 0;
(i1) W, € estritamente crescente em (0,tmax) € estritamente decrescente em (tmax, 00).

(111) limy o+ W, (t) = 0 e limy_,0o U, (t) = —00.
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Demonstracao. Derivando V¥, obtemos

U, (t) = alp— @)t " Hlull” + bpm/ (¢ ul| ")~ fJu*

Cu e ut|”
Folp =~ (el )l = (= [ gl

Seja Ry : (0,00) — R a fung¢ao definida por

Ru(t) := a(p — )" ull” + 0 [pm/ (¢ ul") " [l + (0 — @)m (@ [[u])& " [[ul”] -

Podemos reescrever R, (t) da seguinte forma:

L, m! (P ||u||P m(tP||ul|? .,
Rult) = a(p — ) full? + b |p ) oy R e

(#l[ullP) (@ [[ulP)

Assim, a partir da hipotese e de (4.6), desde que r > ~, concluimos que R, é

decrescente em ¢t > 0.

Desde que m(t) > 0 e m/(t) > 0, para todo t > 0, segue que
Ry(t) > alp — q)t" "
e por e ([4.9), para t > 1/||ul|, obtemos
0 < Ry(t) < alp — )t + bpm/ ()" [|ul|” + b(p — ¢)m(1)1"" ||ul|".
Portanto, desde que p < v < r, R, tem o seguinte comportamento assintotico:
lim R, (t) = oo, tlggo R,(t) = 0.

Dessa forma, como u € Gt e R, é decrescente, existe tnico t, > 0 tal que

Ry(t.) = (r—q) Jo9(x) ',“;‘5'5 da;
(t) > (r—q) fw@)%dx, vt € (0,L,);
(t) < (r—yq) ng(x)ﬂdx, Vt € (L, 00).

R.(t) >
Ru(t) < EE

Além disso, por (4.9), para todo t > 1/||ul|, temos que

- - r_ ju*]”
Vo, (t) = at? ull” + om[|ul” )"~ ||ul[P — q/g(w) o dx
_ _ — [u™]"
< ot P+ bl =0 [ gla) e
Q x|*

Desde que m é continua em 0, u € GT e p < v < r, ¥, tem o seguinte comportamento
q ) p<7 g
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assintotico:

Agora, note que podemos escrever ¥, da seguinte forma:

v = (R = (=) [ o)L o).

Entao, pela descricao de R, segue que V¥, atinge seu tinico maximo em ¢, = t, €

\Il;( max) = Oa
W (1) > 0, VE € (0, tmas),
W (t) <0, Yt € (tmax, 00).

Dessa forma os itens (i), (ii) e (iii) estao demonstrados. O

A Figura exibe um esboco do grafico da funcao ¥,, com u € G, obtido a partir
do Lema .2

Figura 4.1: Gréafico de ¥, u € G™.

Lema 4.3 (Propriedades de ®,). Seja uw € F*. FEntio, ®, satisfaz as segquintes

propriedades:

(i) @, tem dnico ponto critico em um ponto de MATIMO tmax = tmax(U);

(11) @, € estritamente crescente em (0,tna.x) € estritamente decrescente em (tmax, 00);
(7) lim; o+ @y (t) = —00 e limy_,o Py (t) = 0.
Demonstracao. Derivando ®,,, obtemos

@) = a(p— )l b [m/ (@l P [l + (p— r)m(E ul) T ul|]

+‘q
_ _ tq r—1 ‘U
e f e
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Seja R, : (0,00) — R a funcdo definida por

Ru(t) = a(p — r)t"||ull” + b [pm (¢ [[ul ")~ ull* + (p — r)m(e? ul")7~|[u]"] .

Podemos reescrever R, do seguinte modo:

Ru(t) = alp— )" ull” + b [pm/ (@ ul") (¢ [ul") — (r — p)m(e|JullP)] 7~ Ju]]".

Usando (4.7) e (4.11), desde que p < v < r, obtemos que R, é decrescente.

Agora, por (4.5)) e (4.7), para todo 0 < ¢ < 1/||ul|, segue que

a(p — )t Jull” + b [pm () ful| — (p — r)m (& ul") "~ ul|"] < Ru(t) <0

e por (4.7), para todo t > 0, temos que

Ru(t) < alp —r)t"ull.
Portanto, desde que ¢ < p < v < r, R, tem o seguinte comportamento assintotico:
lim R,(t) =0, lim R,(t) = —oo.
t—0+ t—o0

Dessa forma, como u € F'* e R, é decrescente, existe inico t* > 0 tal que

— u+q
Ru(t*) = Mg — fQ (v) ‘mfli
Ru(t) > Mg —7) [, f(x r*‘qd e (0.8
R,(t) <Xg—7) [, f(z T‘ﬂqd , YVt € (t*,00).

Além disso, por (4.9)), para todo t < 1/||ul|, temos que

+|q
0(0) = @ alP + b @l < e [ e

+|q
< atpruuuubm(mpTuuup—wr/f@:)'“ .
Q |z|?

Desde que f € F™, ®, tem o seguinte comportamento assintotico:

lim ®,(t) = —oco, lim ®,(¢) =0.
t—ro0

)
t—0t

Podemos reescrever @/, como

w0 = (Rl - Mo ) [ sl

Portanto, pela descricio de R,, tem-se que ®,(¢) atinge seu tinico ponto de maximo em
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tmax = L7 €
(I);(zmax) =0,
P! (t) > 0,Vt € (0, tmax),
P (t) < 0,Vt € (tmax, 0).
Assim, os itens (i) e (ii) e (iii) estdo provados. O

A Figura [4.2] mostra um esboco do grafico da funcio ®,,, com u € F*, obtido a partir
do Lema .3

(PIL

Figura 4.2: Grafico de ®,, u € F™.

A partir do comportamento de ¥,,, temos um resultado que descreve pontos de méximo

e de minimo local de ¢,.

Lema 4.4. Suponha que r > v e A\ € Ar,. Entao, para cada u € G*, as sequintes

afirmagoes sao vdlidas:

(i) seu € F~, entao existe unico t_(u) > tymax(u) tal que t_u € Ny e

Ia(t_u) = max Ja(tu).

i1) seu € F*, entao existem inicos t(u) < tmax(u) < t_(u) tal que tiu € NEe
A

Ia(tiu) = Oslgf%it{lnax Ia(tuw), Ja(t-u) = max Ja(tw).

Demonstracao. Dada u € G, consideremos a func¢do ¥, definida em (4.14). Entao,

lu

+a
tuE./\/',\<:>\I’u(t):)\/Qf(x) E d.

|z
Podemos escrever W, (&) = W, (t) 4 b (t?||u||P)t?~4|u||?, sendo

"

||

Fo(t) = at?ulf? — £ / o)
Q
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Observe que ¥, (t) > ¥, (t), para todo ¢t > 0. Derivando ¥, obtemos

=+ |r
[u”] dz.

(1) = alp — )t ul]P — (r — )" / o(z)

]

Entao, ¥, possui tinico ponto critico, que é também seu ponto de maximo, em

1

t**:< clp— )l )
q) Jo 9(x) \x|a

Portanto,
Uy (tmax) > Uylt) >0
pP—gq
— q H?LHP o
= < ‘u+|r [Jll”
|1.|a
r—g
a(p — q)||ul|? o ut|”
( ’ “u+|r) / g(x)’ L dx
T —q fQ g 2] Q |.’L'|
rP—q
(p— q)||ul]” o p—q
= ( ‘qulr 1— — [Jull®
T’ —4q fQ g |1.|o¢ r—q
P:ll
a(p — q)S¥a qS& r—p
> (2=2) b
(r—a)|gle r—q

Por outro lado, desde que
3 [ f@lut1de <A Sl
Q

segue que para cada A € Ap,, temos

atr—p) (ap—a)5i\" ",
\Ilu(tmax) 2 r— q ( (’f’ _ q)|g|oo > ||U|| (416)
Jut|?
> )\/Qf(a;) o (4.17)

Dessa forma, se u € F~, pelo Lema [4.2] existe inico t_(u) > tyax(u) tal que

ju™]
/\/ fx d
Assim, temos que

At = (e (i) = [ o) <o,
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isto ¢, t_u € N,. Além disso, novamente pelo Lema segue que
Palto) = (L)1 (t) < 0.
Desde que ¢ (1) = (t_)*(t_), segue que t_u € N e

Ia(t_u) = max Ja(tu),

provando o item (i).
Agora, se u € F', pelo Lema segue que existem nicos ty(u) < tmax(u) < t_(u)

tais que

Além disso, o Lema [4.2] garante que
W (ty) > 0> W (t).
Usando o mesmo argumento da prova do item (i), podemos garantir que tu € N e

Ja(ty) = min Jy(tu), JA(t,u):IgaOXJ,\(tu),

0<t<tmax

o que prova o item (ii). O

Nas figuras [4.3] e [£.4] esbogamos o grafico da funcio ¢, (t) = Jy(tu), nos casos em que
ue GTNF~ eue GTNFET, respectivamente.

qu c)O’LI,

Figura 4.3: Gréafico de p,, u € GTNF~; Figura 4.4: Grafico de ¢,, u € GT N F™.

A partir do comportamento de ®,, temos outro resultado que descreve pontos de

maximo e de minimo local de ¢, (t) = Jy(tu).

Lema 4.5. Suponhamos que r > v e A € Ar,. Entao, para cada w € F71, as sequintes

afirmagoes sao vdlidas:
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(i) seu € G, entao existe unico t_(u) > tymax(u) tal que t_u € Ny e

Ia(t_u) = max Ja(tu);

(ii) seu € G*, entio existem tinicos t, (u) < Tmax(u) < t_(u) tais que tou € Nf e

I(tyu) = min Jy(tu) e  Jy(t_u) = max Jy(tu).
0<t<tmax t>0

Demonstra¢ao. Dada u € F, consideremos a fun¢ao @, definida em (4.15)). Entao,

ju)”

dzx.

tu € Ny = Dy (1) = /Qg(x)

]

Podemos escrever
O, (t) = Dy (t) + b (¢ |[ul|P)P " |Jul]?,

sendo

B, (1) = at” " Jul]P - Mo / f(@)

Entéo, ®,(t) > ®,(t), para todo t > 0. Derivando ®,(t), obtemos

qu

T/ _ o p—r—1 P_ )\ qg—r—1
B(0) = alp — ) et [ e

Entao, &, possui tnico ponto critico, que é também seu ponto de méaximo, dado

explicitamente por
1

ut p—q
o (r— @A Jo fla)irda \ 7
a(r — p)|[ull?
Dessa forma, temos que
(I)u(zmax> 2 ( t**
u+|q p:Z
B (r—q )‘fg |x\ﬂ »
q—r
(r—gq /\fQ |qrz\ﬁqu o /f u+|q
p)|ful? Il’lﬁ
. _ = +1q = T_
alt Q)( p)(/f L) ™ i
r—p q
p—T p—r

.Q

- (2 (2 (o) e
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Agora, observe que

|u+|q _% q
A F@)tde < NSl )l

Desde que r > p, temos que

> P qp_q.
([ st lae) ™ = (Mg )

Consequentemente, a seguinte desigualdade ¢ obtida:

p—r p—r

- r—q (T —q\* 9 (p—q , L\ P
D, (tmax) > ar—a ( ) (7" — q) ||| ()\\f\ooSq’B> . (4.18)

r—p

Portanto, se u € G, é claramente valida a desigualdade

—+ 1|7
Oy (Frpax) > / o gy
Q

|

A partir do comportamento de ®, descrito no Lema segue que existe tinico ponto

0 <ty (u) < tpax tal que
Jut|"

B,(t) = [ o)l

isto é, t,u € N,. Para concluir a prova do item (i), basta notar que pelo item (ii) do
Lema, temos que

pu(ty) = (t4) '@ (t4) >0,

isto é, tyu e Ny e

Ia(tiu) = 1%12151 J(tw).

Por outro lado, se u € G, desde que

r +r
sia | g@" e <y,

por (4.18)), obtemos

7 (1 =g\ (p—q\ —2\ = ut]”
(I)u tmax) = ar—a ;ja <)\ f ooS p) /g X dx.
() 2 a7 (220) 7 (B2 52, (ks ) [ o)

Portanto, para cada A € Ar,, vale a desigualdade

h

_ |u+|r
Dy (tmax) > [ g(x) dzx
Q

[

A partir do comportamento de @, apresentado no Lema [4.3] segue que existem unicos
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pontos
b (1) < tmax(u) < t_(u)

tais que
™"

Bu(t) = [ o) Trde = D),

que implica tyu € N,. O restante da demonstragao do item (ii) deste lema segue de modo

analogo & demonstracio apresentada no item (ii) do Lema O

Observagao 4.1. Note que, pelo Lema [{.5, a representacao grdfica de o, é similar a
Figura para uw € F* NG~ . Analogamente, a representacdo grdfica de o, para
u€ FtNG* ¢ similar o figura .4

Demonstragio da Proposigao 4.1 Desde que g # 0, segue que existe u € G*. Pelo Lema
, existe tnico t_ > 0 tal que t_u € N, . Além disso, desde que f* # 0, existe v € F'T.
Entao, pelo Lema , existe tnico ¢, > 0 tal que t,v € N;. Portanto, a partir do Lema
[1.1] podemos escrever Ny = Ny UN; com NiF £ 0. O

A seguir, mostraremos a limitacao inferior e a coercividade do funcional J, sobre
N,. Particularmente, a propriedade de coercividade garante a limitacao de sequéncias de

Palais-Smale em N.

Lema 4.6. Se r > v, entao Jy é coercivo e limitado inferiormente sobre Ny, para todo

A> 0.

Demonstragao. Dado u € Ny, como r > =, usando (4.8)), obtemos

nw = (5= 7 alulp o (Sa) = Tl

p

11 lut]e
—|-—- )\/ x dz
G2 Lol
1 1 1 1 =4
(- 3) bl = (2= 1) sl
1 1 1 1 =
> (3= 3)alulr - (3= 3) szl

1 1 1 1 =4 _
= ol | (5= 7) = (G- 3) sallul

Portanto, J, é coercivo e limitado inferiormente. O

Y

A seguir, provaremos que N, possui uma distancia da origem positiva. Isso permite

provar que tal conjunto é fechado.

Lema 4.7. Se Ny # 0, entao para cada u € Ny, temos a limitagao inferior

_1
ul| > (_ﬁﬁﬂ;;gl_) "SI 0. (4.19)
(r—a)lgl



75

Demonstragao. Seja u € N . Entao, por (4.2), temos que

=+ |7
",

a(p — @)lull” + o [pm([lul)[[u]l” + (p = @m(|[ul")] [lul” < (T—q)/gg(x) ]

< (r = @)lglooSrd e
Desde que m e m' sdo nao negativas, bem como ||u™|| < ||ul|, temos que
a(p = q)|[ull” < (r = q)lglocSrd [[ull".

Portanto, para todo u € Ny, vale a estimativa

1

= () s

r = q)lgle

]

Pela defini¢do, podemos notar que N, é um conjunto fechado em W' (Q). A partir

do lema anterior, provaremos que N, também ¢é fechado.
Corolario 4.1. Suponha que NY = 0. Entao Ny ¢é fechado em WP (Q).

Demonstragdo. Seja {u,} C N, tal que u, — u, para algum v € W7?(Q). Entao,
(I\(u),u) = 0 e a partir do Lema concluimos que u # 0. Logo, u € N,. Além
disso, usando a expressao de ¢, (1), obtemos a convergéncia ¢, (1) — ¢ (1). Desde que
¢ (1) < 0, para todo n, segue que ¢[/(1) < 0. Por outro lado, como NY = 0, para
todo A € Ar,, temos que ¢”(1) < 0. Consequentemente, u € N, , concluindo que N, ¢é
fechado. O]

Agora, a partir do Lema [4.7] podemos considerar os infimos

cn, = inf Jy(u), e cyx = inf Jy(uw).
A +
uE/\/)\
Pretendemos mostrar que para A em certo intervalo, ¢, + e ¢, tem sinais opostos.
A A
Antes disso, faremos um lema técnico sobre a funcao m que serd util na demostragao desse
fato.

Lema 4.8. Suponha que m satz’sfaz el <q<p<r. Entao, para todo t > 0,

tem-se
%m(t) - %m(t)t + % [/ () + (p — g)m(t)t] < 0.

Demonstrag¢ao. Considere g : (0,00) — R dada por

o) = ilt) = (O + - [p'(OF + (0~ m(t)]
= () = T+ o (@)= (= O]



76

Desde que ¢ < p, usando (4.7]), obtemos

() — Sm(e)t + —[pm! ()t — (r — pym(B)]t, VE > 0. (4.20)

1) <
g(t) < " -

SR

Seja h : [0,00) — R dada por

1 1
h(t) == —m(t) — —m(t)t
(1) 1= () = -m()
Derivando h em relacao a t, obtemos
/ ]‘ /
B(t) = ——[pm/(t)t — (r — p)m(t)], Vt> 0.

rp

Aplicando (4.11)), desde que r > =, temos que i’ é ndo decrescente. Portanto h é convexa.

Assim, por caracterizacio de fungoes convexas, desde que h(0) = 0, obtemos
h(t) — h'(t)t <0, Vt>0.

Logo, por (4.20), segue que g(t) < h(t)—h/'(t)t <0, para todo t > 0, como queriamos. []

O lema seguinte explicita os sinais dos infimos cy;,, ¢ NF € Cn
Lema 4.9. Suponhamos que r > . Entao, as sequintes afirmacoes sao validas:
(i) se A € Ar,, entio cp, < vy < 0;

(ii) se X € Ar, com T's := 1T'y, entdo Cne > dy > 0.

q
p
Demonstragao. (i) Fixado A € Ar,, pela Proposicao , segue que N # (. Entdo, para
cada u € Ny, temos que

nw = o (5= Yl -+ (Sadal) - Sl

(1) i

e

]

a(p=q)llul"+b [pr ([[ullP)[ull* + (p — @)m(||ull")][u]"] > (r—q)/ﬁg(fﬂ) T;‘a

dx. (4.22)
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Usando a desigualdade (4.22)) na igualdade (4.21)) e aplicando o Lema obtemos

nw < a (3= )l 4 (Sadl) - Sl )

p
1alP” Q)n P+ o )l + (o = o))

- Bﬁ%ﬂluup) = ()l + = (o ) el + (0 = (el )

o (u N u) P
pq rq

—CL(T _p)(p - Q) Hqu <0
pq

<

Portanto, por defini¢do, temos que cy, < ey < Jy(u) < 0.
(i) Pelo Lema vale a estimativa

ol > (H2=D) 7 55T vy e
r—q

Além disso, para todo A > 0, vale a desigualdade
‘ +|q _4q
M [ e <8, el (4.23)

Agora, para cada u € N, , podemos escrever

p
1 1 lut|e
Y )\/ Fo) g
(6 5) Lo
Aplicando (4.8) e (4.23)), segue que para cada u € N e cada A € Ap,, tem-se

1 1 1 1 —4
nw =l fa (5= D)= (2= 1) s3]

1 1 —g\ 'y e /1 1\ _a
> ] [a (— - —) (M) v — <— — —) Sq§A|f|oo] > dy > 0.
P r r—q q r ’

Portanto, Ny > dy > 0, como queriamos. O

nw = (5= )+ (sadl) - Tm(lal )

Com o objetivo de construir sequéncias (PS) em N, para o funcional Jy, usaremos as
ideias de Tarantello em [75] que consiste em obter curvas em N, diferenciaveis que possam
ser relacionadas com a derivada do funcional Jy. O préximo lema garante a existéncia de

tais curvas.

Lema 4.10. Suponhamos que NY = 0. Dada u € N, existem ¢ > 0 e uma fungao
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diferencidvel £ : B(0,¢) = R*, com £(0) =1 tal que £(v)(u —v) € N e

00y = P QI 0) =g o )55 — 1 f (o) 2
, la(p — q) + bpm! (|[ul?)||ul[? + b(p — Q)m([[u]|?)] Jull? = (r — q) [, 9(x) mg —

(4.24)
sendo M (t) := at + bm(t)t.

Demonstragao. Para cada u € N, definamos F, : Rt x W;*(Q) — R por

Fu(§w) = (J3(§(u —w)), §(u — w)).
Entao, F,(1,0) = (J{(u),u) e desde que N? = 0, temos que

] e
P10 = aplull + b fpm ()l + pro(ulP)al”] = A | fa) o

dg
ju™]"
—r | g(x dx
fo

= a(p— )llull” + b [pr/([ul’) [ull* + (p — @)m(]|ull)][u]"]
"

~r=a) [ o)l
= (1) #0.

Portanto, pelo Teorema da Func¢ao Implicita em espacos de Banach, existe ¢ > 0 e uma
fungao diferenciavel ¢ : B(0,¢) — R*, com £(0) = 1 tal que

(€'(0),v) = — {%Fu(l,o)} ! [0wFu(1,0)]v, Yve WP (Q),

que produz a formula (4.24). Além disso, F,({(v),v) = 0 para todo v € B(0,¢), que

equivale a
(JA((E@)(u—=)),&(u)(u—v)) =0, Vv e B(0e).

Pela continuidade de &, é possivel escolher € > 0 tal que {(v)(u — v) # 0 para todo
v € B(0,¢). Portanto, (u)(u —v) € Ny para todo v € B(0,€). O

Em N, , obtemos curvas analogas como mostra o lema seguinte.

Lema 4.11. Suponhamos que NY = 0 e que Ny # 0. Entdo, para cada u € Ny,
existem ¢ > 0 e uma fungao diferencidvel £~ : B(0,e) — RT com £ (0) = 1 tal que

E(v)(u—v) €Ny e (£7)(0) € dada por ([4.24).

Demonstra¢ao. Como no Lema podemos mostrar a existéncia de € > 0 e uma
funcao diferenciavel £~ : B(0,¢) — R* tal que £ (0) =1 e £ (v)(u —v) € Ny, para todo
v € B(0,€) e satisfazendo (4.24).
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Agora, lembrando que

S11) = a(p— g)llull” +b [ (alP)all?® + (o — gyl )]
o o
( qyég<>|Pd <0,

desde que £ (v)(u — v) esta proximo de u para e suficientemente pequeno e v € B(0,€),

por continuidade, temos que existe € > 0 tal que
e () (u_vy(1) <0, Vv & B(0,e¢).
Logo, £~ (v)(u — v) € Ny, para todo v € B(0,€). O
Agora, utilizaremos as curvas obtidas nos lemas e para obter sequéncias (PS).

Proposicao 4.2 (Existéncia de sequéncia (PS)). Suponhamos que r > ~. Entdo, as

sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:
(i) se A € Ar,, entdo existe uma sequéncia (PS)cy, , {un} C Ny para Jy.

(ii) se A € Ap, com Ty = LIy, entao existe uma sequéncia (PS) _, {un} C Ny para
JIy.

Demonstracao. (i) Pelo principio variacional de Ekeland (confira Teorema [A.5)), existe

uma sequéncia u, C N, tal que
1 1
J)\(Un) < cpny T E’ J)\<un) < J,\(U) + EHun — UH, Yv € N,\,U 75 U, -

Desde que Jy, é coercivo sobre N, temos que {u,} é uma sequéncia limitada. Além

disso, como cy, < 0 para todo A € Ap,, segue que, para n suficientemente grande,

B = (5= 3 ) allwlP +b (a0l - (i)l

p
|+Iq L M
- e’y

Desde que p < v < r, por (4.8), obtemos

CN 1 1 / lut|a 1 1 _4g
< |{=-—=]A dr < | = — = | M fleoS, 4 [[unl?
s (- 0) [rwlEla < (- D) s

que implica

1
rq CN, ;]q

finl > |~ 5t s, (1.25)

Afirmacao: Jy(u,) — 0.
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Para cada n, aplicando o Lema [4.11] obtemos uma funcao &, : B(0,¢) — R tal que
&n(v)(un —v) € N Para 0 < p < e, e v € WyP(Q) \ {0}, ponha v* = £ € B(0,¢,).
Considere v, = &,(v*)(u, — v*). Entdo v, € N,. Assim,

Ta(0p) = i) =~ = v,
Pela definicao da derivada de Fréchet, obtemos
(T30, 05 = i)+ 0yl = ) >~ —
Assim,
(T (tn), =0%) + (E0l6) = DT ), i = 07) > =l = | + 0, = )

Desde que &,(v,)(u, — v,) € Ny, obtemos a seguinte desigualdade

= () 1)+ 60 = D) = ot = v
> =2, =l + 0,10 — ).

Portanto,

AN oy~ )
(B g} < 2l =+ 2 =tel)

gﬁ%;ﬁuwm—ﬂww%—%%

Podemos observar que

[vp = unll < pl&n (V)] + [€n(v") = L[,

o [ () — 1

p—>0 P

< [1€,.(0)]

Entao, existe C' > 0 tal que para p — 0 tem-se
v C

Bl o) < S+ 16O
< P/ T

Para concluir a demonstracao, resta mostrar que [|£/,(0)]] ¢ uniformemente limitada
em n. A partir da expressao (4.24)), usando a desigualdade de Holder, obtemos

Cillvl
K(u)’

[(6,(0),v)| <
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sendo K (u) dada por

() = |[alp = ) + b (L)l + 0 = o) JulP = (= ) [ gL ‘

Assim, precisamos mostrar que existe Cy > 0 tal que
Suponhamos, por contradicao, que a menos de uma subsequéncia, tenhamos

a(p = @)l[wal” + 0 (pr/ (ulP) [l + (p — @)m([full)[[u]]”)
Jug |”

—(r—2q) /Qg(m)de = o,(1). (4.26)

Entao, desde que m e m’ sdo nao negativas, temos que

» r—gq |y |"
[un|[” < ap—q Qg(x)—d:c—i—on(l)
r

—q
a(p — q)

Portanto, em virtude de (4.25)), podemos dividir por ||u,||? para obter a estimativa

< 19100 Srd l[nll” + 0n(1).

ap—q) o177,
all 2 l(T—Q)IglooSm] ¥ onll) (4.27)

Por outro lado, desde que u,, € Ny, temos que

|y |

a||un||”+bm(llunH”)HunllpZ/\/Qf(x)wdxqt/ﬂg(x)

Jup |”

n

dx. (4.28)

]

Consequentemente, por (4.26) e (4.28), obtemos

a(r = p)[uall” = b (p ([[un [) [un | = (r = p)m([[ten ) [ [7)
Jug |

== [ f@) P+ 0,1

< (r = DA flooSy £ llunl|? + 0n(1).

Como r > =, por (4.7)), obtemos a estimativa superior

M flooS, 4 + on(1). (4.29)

_ r—gq
[un[[P7" < ———=
-Pp

)
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Logo, por e , obtemos a desigualdade
(-a) 17 _ - :
P s s o)
Dessa forma, obtemos a seguinte contradi¢ao
p=g

a(r —p) 2 { a(p — q) ;}”’_
>\ S Sra — 11
= (T_q>|f|oo P (T_Q)|g|oo 7 b

desde que A\ € Ar,, em que T'; foi definida em (4.12)). Portanto, {u,} é uma sequéncia
(PS)ey, para Jy.

(ii) A prova deste item pode ser obtida de maneira similar ao item (i). O

A seguir, provaremos que Jy satisfaz a condigao (PS) global no caso subcritico e local

no caso critico.
Proposigao 4.3 (Condigao (PS)). As seguintes afirmagoes sao vdlidas:
(i) sey <r <p’, entao o funcional Jy satisfaz a condi¢ao (PS)., para todo ¢ € R;

(i1) ser = pk, entdo o funcional Jy satisfaz a condi¢ao (PS)., sempre que

p

1 1 a% e Noa
C<Cor:=|—-—— — ST = C(Afloo)Pa, 4.30
* (p pz) 19]o O o) (4.30)

sendo

~ (1 1\p- AR R N
o) GG Gon) ) )
q P p g \P Pao A 7
Demonstragao. (1) Seja {u,} C W5*(€2) uma sequéncia (PS)., isto &,
In(up) =c+o0,(1) e Jy(un) = 0,(1).

Entao, desde que r > ~, por (4.8)), obtemos

e on(1)(1 + ol = Ta(n) = (4 ) )

11 k|7
— === A ) ——dx
<q ) Qf”rx\ﬁ

RN

AV4
s
VR
==
|
S| =
~~
=
2
_rs
/\



83

Uma vez que

/f( )|un|‘1 < |f| S, %H ||q
x dx 00 Up |7,

|x|6 q,8
obtemos a desigualdade

r—p

" Pl < "IN oSl + 0a()(1+ ).
Como 1 < ¢ < p < r, segue que {u, } ¢ uma sequéncia limitada. Assim, existe u € W;*(Q)
tal que u,, — u. Além disso, pelo Lema , segue que u;7 — u™. Dessa forma, desde que
a imersao WyP(Q) — LY(Q, |x|™") é compacta, para todo ¢t € [1,p%) e todo 0 < v < sp,
temos que

ul — ut, em LY(Q, |x]|7Y),

ulb = ut q.t.p. z € Q,
ut < h, para algum h € LY(Q, |z]™"),
|un|| — a0 > 0.

(4.31)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (confira Teorema [A.2)), segue que

+1q=2,,F (4 — Hr=2,,+ (ot —
/ f(z) e (Bun v) dr —0 e / g(x) ua | iu" v) de — 0.  (4.32)
o ] o |z

Agora, desde que Jy(u,) = 0,(1) e {u,} é limitada, temos que (J}(uy,), u, — u) = 0,(1).
Assim, por (4.32)), segue que

(@ + bm([lun]["))((=Bp) tn, un — u) = 0n(1).
Desde que ||u,|| = oo, temos que
(a4 bm(of)){(—Ap) Un, Uy, — u) = 0,(1).
Como a + bm(of) > 0, obtemos
(=8p) tn, un — u) = on(1).

Pelo Lema [A.5] segue que [Ju,||? — |Ju|P. Portanto, u, — u em W;?(Q).

(i) Seja {u,} C W7*(Q2) uma sequéncia (PS)., com c satisfazendo a desigualdade
([£.30). Como no item (i), podemos verificar que {u,} ¢ limitada. Portanto, a menos
de subsequéncia, temos que u, — u e u,;” — u™. Dessa forma, {u,} satisfaz as conclusoes
obtidas em . Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

et —w)
Qf(x) ®E dx = 0,(1). (4.33)
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Além disso, desde que u;” — ut em LP=(Q, dx/|x|*), obtemos

uF1Pa 2y (ut — ur|Pe ut|Pe
/Qg(x)| h |ITOE : )dx = /Qg(x)idx - /Qg(x)| | dr +o,(1).  (4.34)

]

Ainda, pelo Lema segue que
(=Ap) tn, up — u) = fJua|l” = [ull” + 0n(1). (4.35)

Agora, desde que (J}(uy), u, —u) = 0,(1) temos que

+a—24,F(y+ —
(@ + bm(eE) (= Ap) tp, tuy —u) = A /Q f(w)!un! T;|<Bun w
_|_/ g(x) |Ur—t|p3—2llj|;ogu: — u) dr + On(l).
Q

Assim, por (4.33), (4.34) e (4.35), obtemos

*

Pa

|u+|P(§ |u+

(@t b = [ulP) = [ o) e = [ gl e+ 0,0 (436)
Pelo Lema [A.6] temos que

Juall? = o~ + [l + 0n(1), (4.37)

Aplicando o Lema de Brézis-Lieb (ver Lema ) para a sequéncia {u:/\x|ﬁ} e usando
que g € L*>®(Q), obtemos

ut|Pa ut — utlPe ut|Pa
/ gy gy / S L el T / o g o). (438)
Q |z Q |z Q |z
Portanto, usando (4.37) e (4.38]) em (|4.36)), obtemos
lut — wt|Pe
(a4 bm(oh))|lun — ullP = / g(x)—" PR dx + o,(1). (4.39)
Q

Suponhamos, por contradicao, que u, — u, isto é,
lim ||u, —ul||” =d > 0.
n—0o0

Desde que, para todo n, |u) (z) —u™(x)| < |u,(z) —u(z)|, q.t.p. x € 2, usando a definigao
de S, em (1.3), obtemos

D P
+ _ o +|Ph P& B — ulPa P&
Se | lim /g(x)m—udx < |g|5& S, lim Mdz
n—oo [ |I|a n—o0 Q ’x|o¢

P b
lglse Tim [|uy, — ul|” = |g|38 d.
n—oo

IN



85

Consequentemente, por (|4.39)), segue que
s £
Sa [(a 4 bm(op))d] % < gl d
P N—o
que implica d > (a/|g|e)?a77 Sa*~*. Como g < p, temos que

|9 |9
/Q @) e / @) o

e por (4.8) e (4.37), obtemos

cton(l) = Jk(un)_%<<];\(un)7un>

[0}

1 1 1
= a|—-—— unp+b( un|?) — —m(||un P un”)
(p pa) ] PR UL o (I li|

1 1 lut|e
A -—— /fx ~_dx
(q p’&) Q (@) |z|?
1 1 11
a(———*) ||un—uup+a<———*) Jul?
p i p D
11 |t
) N (—— / xT dx.
(q pz) Qf( ) |z|?

N—a
Desde que d > (a/|g|oo)17?l%? Sa’™", segue que

v

1 1 1 1 1 1 el
¢ > a(———)d—l—a(———) Hu||”—)\(———)/f(m)|u " g
p p D q¢ i) Jo ||

« p
P P& —P

1 1 b Noa 1 1
(- . —*) ar S +a (— - —*) |?
PP 9]0 2 O
1 1 +1q
A (— - —) / ) L dz.
qa s/ Ja ||

Por outro lado, podemos escrever

u+’q _4a

p/1 1\ /1 1\ "\
- N2G-2)G-) )
qa \P D, 4 Pa

Usando a desigualdade de Young (confira Lema [A.1]), obtemos

(4.40)
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NN a(l_i><
R

N 11 — 11 R S
oG- G- 6 ) ]
g pL) p qg\p p.)\q¢ 1 ’

obtemos a desigualdade

1 1 |u+¢q 1 1 ) R N
A <— — —> /Qf(x) PE dr <a <1—? — p_z> [ul|? + C(N| floo) 77 (4.41)

q Dh

Usando (4.41) em (4.40)), temos que

p

Pa \ Pa—P
1 1 P N-o ~
°= (_ - 7) =] S = COU1x) ™ = e
que contradiz a desigualdade (4.30). Logo, u,, — u em Wi*(Q). O

Seja S, a constante definida em (1.3). Em [29], os autores provaram que para
l <p<oo,s€(0,1)eld <a< sp< N, existe uma funcdo com sinal constante
minimizante para S, e que para qualquer funcdo minimizante U, de S,, ndo negativa,

existe o € RY e uma funcio nio negativa e ndo crescente u, : R — R tal que
Ua() = ta(|z — o).

Assim, podemos considerar U, uma func¢ao minimizante para S, sendo radial, nao negativa
e nao crescente. Entao, U, é solucao fraca do problema
UPZ;*1
(63

(_Ap)sUa = Sa———

N
m& em R™.

Multiplicando por uma constante, se necessario, podemos assumir que

em RY. (4.42)
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Testando a equagao (4.42) com U, obtemos
ng N—a
ol = [ Tde— s
RN |T]®

Para o p-Laplaciano fracionédrio ainda nao foi obtida uma forma explicita para os
minimizadores U,, porém em [29], foi provado um decaimento 6timo para essas fungoes,

como mostra o seguinte lema:

Lema 4.12. Existem constantes Cp,Cy > 0 tais que

Gy SUy(r) £ =, r> 1L

N—sp —
rop-1 r p-1

Além disso, existe 0 > 1 tal que

Ua(0r) < =Uy(r), ¥r > 1.

N —

Demonstragao. Veja |29, Lema 2.9). O]

7N—sp . . PN .
» Uy(%) ¢ também um minimizador

Agora, para todo € > 0, a fungdo U, (z) :=€
para S,, satisfazendo (4.42)).

Para cada 6 > € > 0, consideremos

Ua.c(9)

)

Ua,é((s) - Ua 6(95) ‘

)

m575 =

Considere ainda a funcao nao crescente e absolutamente continua

0, se 0 <t <U,(69),
Ges(t) = (t = Use(00))mes, se Uy(00) <t < U, (9),
t, se t > Uy(9).

A partir de G5, podemos definir a funcao radial nao crescente

Une.5(1) = Ges(Uae(r)),

que satisfaz

Uae(r), ser <,
o€ = ’ 4.43
U (7) { 0, se > 0. ( )

Dessa forma, para § < 67! dist(0,09), temos que u, s € Wy' (). Para as fungoes uq s,

temos algumas estimativas dadas pelo seguinte resultado:

Lema 4.13. Erxiste C > 0 tal que para todo 0 < 2¢ < § < 6~ 1dist(0,09), valem as

estimativas
foa €\ 5
[t eallP < S +C (5) : (4.44)
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UZ”;sd 5 g _C<g>¥f.
o |zl 0

Demonstragao. Veja [29, Lema 2.10].

(4.45)

]

Como vimos na Proposicao no caso critico, a condigao (PS), é valida sempre que

¢ < Croos €I qUE C) o foi definida em (4.30). Desde que estamos interessados em obter

solugao no nivel ¢, -, precisamos mostrar que para A em certo intervalo, ¢y~ < ¢) o Isso
A A s

serd feito no proximo lema, usando as fungoes uq, e s.

Lema 4.14. Suponha que r = p}, que f e g salisfacam (]?) e (g), respectivamente e
que as condigoes (4.1) sao vdlidas. Entao, existe by > 0 tal que para cada b € [0,by),

existe I's = T'3(b) > 0 de modo que para todo N € Ar,, é possivel obter uma funcao

uy € WiP(2) \ {0} com uy > 0 tal que

N < sup Jy(tuy) < cx oo

>0
Demonstracao. Lembremos que
|u+|q 1 °
) = Shlp + ) = 2 [ f@de = [ o)t s
Il’lﬁ P Jo [

Entao, podemos escrever
Ja(u) = Ko(u) + Kx(u),

sendo

Y

a b . 1 ut
1ww=5mw ymww—glg@'

NN
/f 2p

(4.46)

Seja U5 € WyP(Q) dada em (4.43). Fixemos 0 < 6 < min{po, ! dist(0,9Q)}. Entao,

SUPP Ua,es C B(0, po). Assim, por (f) e (9), segue que

f(l‘) Z To € g(l’) = |g|00a qtp[E € SUPP Ug,e,8-

Consideremos a funcao

a b tp;; Uqe,6 Pa
he(t) := Jo(tuaes) = _tpHuoc,e,(SHp + _m(Hua,e,éHp) . / | - | ~dz.
p P P Q

& ]

Para t > 1/||uq.csl, por (4.9) e pelas desigualdades (4.44) e (4.45), segue que

o £ G (55 00 G Joane (55 00 (Y

(e
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Dessa forma, para 6y > 0 fixado, existe ¢ < %0 tal que h(t) — —oo, se t — o0,
uniformemente em € € (0, ). Além disso, h.(0) = 0. Portanto, existem 0 < ¢; < ¢y tais

que

sup he(t) = sup he(t), Ve € (0,¢).

t>0 tE[tl,tQ]
Assim, obtemos
a 190 e \ J2=2= a €\ 1
sup he(t) < sup | —tF — ==l | Sg¥™* + —thC (—>
>0 t>0 \ P D4 4 d

(s o)) e ().

Notemos que

. _p
Po P& —P

00 ,p* o 1 1 a N-a
Sup (gtp — %tpa> SC‘:Z’*O‘ — (_ _ _*> P Sé‘pfa )
20 p pOé p poc |g|OO

Além disso, desde que N —a > N — sp, para § suficientemente pequeno, temos que

N—sp

O <)

Portanto, se b = (g) r—-1 <1, entao

P

1 1 a% B v €\ 5ot
SUp Jo(Hiaes) = sup he(t) < (— - —) Sar "+ C (—) P (447)
>0 0 N 9]0 d

Por outro lado, desde que suppua.s C B(0,p9) ¢ f(z) > 7 > 0 para q.t.p.
x € B(0, pg), aplicando (4.9)), obtemos, para todo A > 0 e todo t > 0,

a b b
In(ttges) < ]—Dtp”ua,e,ng + 5m(1)tp\|ua7e,5||p + ;m(l)t””ua@gﬂ'y. (4.48)

Agora, podemos escolher §; > 0 tal que para todo 0 < \ < dy, vale que
*p
Pa—P

Pa

1 1 2 N-a ~

Choo = (_ B _*) o Sar™ — C(A|flo) 77 > 0.
p D 1900

Entao, por (4.48), existe to € (0,1) tal que para 0 < A < d;, vale a desigualdade

sup Jy(tua,es) < Croo- (4.49)

0<t<tp
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Assim, nos resta mostrar que

sup Jx(tta.es) < Cxoos (4.50)

t>to

para A > 0 suficientemente pequeno.

Usando (4.47) e a hipotese (f), segue que

sup J)\ (tua,e,é) = Sup[J0<tua,e,5> - K)\(tua,e,é)]

t>tg t>tg

1 1 N—a € % A ’ua66|q
< [ ==—)(aSy)» = +C (—) — —tq/ flz)—=—dz
(p pZ)( ) 0 q 0 B(0,5) (=) |z|?

1 1 —o A wesl?
(— — —*) (aSa)z’*“ +C <E> S —tho/ [t gl dx.
P Da 0 q B(0,5) |z

Agora, para qualquer € < g, temos que

q U. |4 U, (%)|2
/ acsly, / U i | A1
B(0,5) |z B(0,8) |z B(0,8) ||

= E(N_B)_N;Spq/ Mda:
B(0,%) ||

s
€

S (N-p)- o / SN=B)- R
1

Calculando a dltima integral, obtemos

5 C, se q > %,
€ _n\_N—sp *
rNO= 5= g = & O log 2 se ¢ = 2,
1 \ N .
N—_B)_N=sp *
C (%)( A= q, se q < p—‘f.
Portanto, desde que 0 esta fixado, podemos inferir que

_B)_N=sp P

| | eN=A="5"a se q > %,

Uoe 5| ) N=sw ;

/ Mﬁ dr > O N5  loge|, se q="2,
B(0,5) 2] N—sp P
eplp—1) 7, se q < p_€

. . . P .
A partir do enunciado do Teorema assumiremos que g > -2. Assim, obtemos a

p
estimativa
]_ ]_ N—«a N—sp
sup Jy(tuaes) < | = — — ) (aS)== + Cert
t>to Y ZE

(N—p)—H=22q (N=B)(p—1)
PN AN L ==
(NP Y 1ogel|, se q= Ts};'
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p—1
. _P | N—s . . .
Consideremos € = [(/\|f|oo)17*q} " < 4. Para obter a estimativa desejada, separaremos

a demonstracao em dois casos como segue:

(N=B)(p—1)
N—sp :

Caso 1: q >
Neste caso, temos a estimativa

« D
Po P& —P

N—a

1 1 2 N=a P
sup Iy (Hiors) < (— _ —) “ S 4 CAfloo)™a

*
t>to P DPa

(N—B)(p=1) p—1
N—sp p

~COfloe) [(AF1)77

Pela defini¢ao de ¢y o, dada em (4.34]), para que a estimativa (4.50) seja valida precisamos

que a seguinte desigualdade ocorra:

CAlfloe) 757 — CA|floo) (If o) 753 (¥ (N0 5520)  _G(x| fl0) 753

Isso é sempre possivel quando A > 0 é suficientemente pequeno e

Lo P (p )(N—ﬁ— s%)< P
p—q \N —sp P pP—q

(N=p)(p=1)
N—sp

a estimativa (4.50) é valida, que juntamente com (4.49) provam a segunda desigualdade
de (4.46)) com uy = uqes.

(N—B)(p—1)
N—sp :

que é valida sempre que g > . Portanto, existe d, > 0 tal que, para 0 < A < d9,

Caso 2: q =

Para este caso, vale a seguinte desigualdade

. j2
P& P& —P
a'P N—«o

- S 4+ C(N|floo) 77
19l (Al

1 1
sup J)\ (tua,s,é) S ( >

sk
t>to P Pq

(N=B)(p=1) _p=1

—COWl) A1) |77 1og(A )l

Assim, para obter a estimativa (4.50)), precisamos garantir que para A > 0 suficientemente

pequeno, tenhamos

p— N—

COfloe) 77 = CAIfloo) Al flo) 71 R0 (N2 5520) g (] £1.0) | < —C (Al floc) 77
(4.51)

Desde que g = %

, através de alguns calculos, obtemos

_1 N_
) B eyt
p—q \N —sp D P—q
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Assim, se resume em
(C+O)YAlfloe) 75 < Cllog(Al floc)[(Alf]oo) 77 (4.52)

Uma vez que |log(\|f|w)| — 00, quando A — 0, segue que existe d3 > 0 tal que para
0 < X\ < 03, a desigualdade (4.52) é valida. Assim, concluimos que neste caso, a segunda
desigualdade de (4.46) é estabelecida para todo 0 < A < d3.

Para finalizar a demonstracao, podemos concluir que existem constantes by > 0 e

(N—sp)(p—q)
. 1 ) p(p—1)
Fg = mln{gl,ég,ég,rg,m <§> },

tais que se b € [0,by) e A € Ar,, entdo

sup Jx(tuy) < €x oo
>0

COI Uy = Uqe 5. Pelo Lema existe t_ > 0 tal que t_u, € ./\/')\_ e

ch- < a(t—uy) < sup Jy(tuy) < cx oo
A >0 ’

4.3 Prova do Teorema 4.1

Ezisténcia da primeira solucao:

Fixe A\ € Ar,. Pela proposi¢ao existe uma sequéncia {u,} C N, tal que
In(un) = cny +0,(1) e Ji(un) = 0,(1).

Pela Proposicao [1.3] item (i), existe u; € W3P(Q) tal que, a menos de subsequéncia,

u, — uy fortemente em Wy"(Q2). Assim, segue que u; é uma solugao de tal que

u € Ny e Jy(u1) = ¢y, < 0. Vejamos que u; € Ny. De fato, suponhamos, por

contradi¢do, que u; € N, . Por , segue que u; € G* e usando o fato que u; € N,

juntamente com J)(u;) < 0, obtemos que u; € F*. Entao, existem tinicos 0 < ¢, < t_

tais que ¢t u; € Ny e t_u; € Ny . Em particular, t; <¢_ = 1. Desde que, por defini¢do,
d d?

I (t — il
JA( +U1) 0 e a2

7 Ia(tyur) >0,

existe t* € (¢, 1] tal que

In(tyur) < Ja(t'uy) < max Ia(tuy) = Jy(t-uy).
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Como t_ = 1, segue que
vy, < D(tyur) < a(ur) = enys

que é uma contradigao. Portanto, para todo A € Ar,, u; € N ¢ uma solugio de (Py) tal
que

Ia(uy) = ey, = Cpre-

Ezisténcia da sequnda solucao:

Fixado A € Ar,, pelo item (ii) da Proposicao , existe uma sequéncia {u,} C N,
tal que
Ia(tn) = cp- +0n(1) e J3 (un) = o,(1).

Pela Proposicao [1.3] a menos de subsequéncia, existe uy € W37 (Q) tal que u, — uy
fortemente em W;*(§2). Desde que N, ¢ fechado, segue que us ¢ uma solucao de (P
tal que uy € Ny e

Ia(ug) = ey > 0.

Portanto, se \* := I'y, temos que para todo A\ € (0,\*), o Problema (P,)) possui duas

solugbes positivas uy e uy tais que Iy (u1) < 0 < Iy(us). O

4.4 Prova do Teorema 4.2

Prova do item (i):
Fixemos A € Ar,. Pela Proposicao existe uma sequéncia {u,} C N, tal que

In(un) = cny +0n(1) e Ji(un) = o0,(1).

De acordo com o item (ii) da Proposicao podemos garantir que J, satisfaz a condicao
(PS)., sempre que

Py P& —P
11 G Mea o
€< oo = <‘ - —*> o & = OO floo) 7

Notemos que existe Ay > 0 tal que ¢\ > 0, para todo 0 < A < A\g. Entao, podemos
considerar I'y := sup{A > 0 : ¢\ > 0}. Desde que ¢y, < 0 para todo A € Ap,,

considerando T's := min{T';, 'y}, segue que para todo A € Ar,,

CNy < Chjoo-

Portanto, aplicando o item (ii) da Proposicao [1.3] existe u € Wy"(Q) tal que u, — u,
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fortemente em W37 (Q). Portanto, u é uma solugdo de (Py) tal que u € N, e
JA(U) = CN, -

Dessa forma, considerando A\* := I's e argumentando como na prova do Teorema (4.1

concluimos que u é uma solugao positiva de (Py) tal que u € Ny e
I\(u) = Jx(u) = cp+ <0,

para todo A € (0, \*).
Prova do item (ii):

O item (i) garante a existéncia de uma solugio positiva u; € N, tal que
Jk(ul) == C./\/;r’

para todo A € Ar,.
Agora, mostremos a existéncia da segunda solucao. De fato, pela Proposicao 4.2 para
A € Ar,, existe {v,} C Ny tal que

Ia(vy) = ey + on(1) e Ji(v,) + on(1).

Pelo Lema [4.14] existe by > 0 tal que para cada b € [0,by) ¢ possivel encontrar I'3(b) > 0

tal que para A € Ar,(), vale a estimativa

C.N’; < C)\,OO'

Assim, a partir do item (i) da Proposi¢ao existe v € WP (Q) tal que v, — v
fortemente em Wy (€2). Portanto, v é uma solugao positiva de (Py)) tal que v € Ny e

Jr(v) = ey > 0.
Assim, para cada b € [0, by), podemos considerar
)\**(b) = IIliIl{FQ, Fg(b), F5}

de modo que para cada A € (0, \**(b)), o Problema possui duas solucoes positivas u;
e us tais que
I)\<U1) <0< ])\(UQ).



Apéndice

A

Apéndice

A.1 Desigualdades

Lema A.1 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p < oo. Entao, para todo a,b > 0, tem-se

ab v
ab§ —+—/.
p p

Demonstragao. Ver p. 92 de [15]. O

Teorema A.1 (Desigualdade de Holder). Se 1 < p < co eu € LP(Q), v € L' (Q), entdo
wv € LY(Q) e

/uvdaz < |ulp|v]y-
Q
Demonstragao. Veja [I, Teorema 2.4]. O
Lema A.2. Sel <p<ooea>0,b>0, entao
(a+b)P <207 (a? +bP).

Demonstracao. Veja [1, Lema 2.2]. ]

A.2 Resultados de convergéncia

Lema A.3 (Lema de Fatou). Sejam Q C RY wum conjunto mensurdvel e {u,} uma

sequéncia de funcoes mensurdveis nao negativas. Entao,

/ (lim inf un) dr < lim inf/ U, dr.
o) n—oo n—oo 0
Demonstragao. Veja [1l, Teorema 1.49). O

Teorema A.2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam Q C RY wum conjunto

mensurdvel e {u,} uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis tal que u,(x) — u(zx) ¢.t.p.

95
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x € Q. Se existe g € L'(Q) tal que |u,(z)| < g(x), para todo n e para q.t.p. x € Q, entao

lim Updr = / lim wu,dx.
Q Q

n—oo n—o0

Demonstragao. Veja [1l, Teorema 1.50]. O

Teorema A.3. Se X ¢ um espaco de Banach reflexivo, entdo toda sequéncia limitada em

X possui uma subsequéncia fracamente convergente.
Demonstragao. Veja [15, Proposi¢ao 3.5]. ]

Teorema A.4. Sejam 2 C RN um conjunto mensurdvel, u, uma sequéncia em LP(Q) e
u € LP(Q) tal que |u, —u|, — 0. Entdo, existe uma subsequéncia {u,, } de {u,} e uma
fungao h € LP(Q) tais que

(1) un, (x) = u(z), ¢.t.p. v €
(ii) |un, (z)] < h, g.t.p. x €.
Demonstragao. Veja [15, Teorema 4.9). O

Lema A.4 (Brézis-Lieb). Seja {u,} C LP(RY), 0 < p < oo uma sequéncia limitada tal
que u, — u q.t.p. x € RN. Entao,

/ |un|pdx:/ |un—u|”dx—|—/ \ulPdx + 0, (1).
RN RN RN

Demonstragao. Confira [16, Teorema 1]. O

Lema A.5. O funcional L : W3*(2) — R dado por L(u) := %Hu“p é de classe C* e sua
derivada, denotada por (—A,)* : W5P(Q) — W= (Q) ¢é dada por

TRy g B U T G R PP

|z —y|Nrer
Além disso, (—A,)® € um operador sequencialmente continuo do tipo fraco-fraco.
Demonstragao. Veja [29, Lema 2.2]. O

Lema A.6. Se {u,} é uma sequéncia limitada em W5*(Q) e existe u € W' (Q) tal que

up(z) = u(z), ¢.t.p. x €, entdo
[t = ull” = [[un|[” = [[ull” + 0n(1).

Demonstracao. Veja [65, Lemma 3.2|. ]

Lema A.7. Se 1 < p < oo, entdo o0s operadores P~ : W;P(Q) — W3P(Q) definidos por

P*(u) = u* sdo tanto fracamente quanto fortemente continuos.
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Demonstracio. Note que os operadores PE estdo bem definidos desde que |Ju®] < ||u].
Primeiro, mostremos que P* sdo fracamente continuos. De fato, seja {u,} C WP (Q)
uma sequéncia tal que u,, — u fracamente em W;*(Q). Entao, {u,} é limitada e desde
que ||uf]| < ||unll, as sequéncias {ur} também sdo limitadas. Logo, existem v; e vy em
WP () tais que, passando a uma subsequéncia, u,” — vy e u,, — vy. Desde que a imersao
WSP(Q2) — L"(9) é compacta para todo r € [1,p*), a menos de subsequéncia, temos que
U, — u, ul — vy e uf — vy em L"(Q). Dessa forma, ul(x) — u*(z) q.t.p. = € Q,
bem como u} (x) = vi(z) e u, (x) = v (), q.t.p. x € Q. Portanto, v; = u™ e vy = u~,

provando que P*(u,) — P*(u) fracamente.

Agora, provemos que os operadores P* sdo fortemente continuos. Seja {u,} C W3*(Q)

uma sequéncia tal que u, — u fortemente em W;7(Q). Para cada (z,y) € R*YN, z # v,

_ Jun(z) —un(y)|” _ Julz) —uly)P

wn($7y) = ’.’L’ o y’N+Sp e w(a:,y) = ‘iIZ’ . y‘N+sp :

definamos

Entao, a menos de subsequéncia, temos que

w, — w, em L'(R?*Y),
wy, < h, para algum h € L'(R*V).

Além disso, pela compacidade da imersao W' (Q) — L"(Q), para r € [1,p*), temos que

Up — u, em L7(R*YV))

up(z) = u(z), q.t.p. z € RV,

Considere ainda as funcoes

(@) —wr )P B e G R )

W x(x,y) = [ — [V e wx(z,y) = gV

+
n

Como wy, 4+ < w,, temos que w, + < h para todo n, e desde que u(z) — u*(x), q.t.p.
z € RY, segue que wy, 4 (z,y) = w*(z,y), q.t.p. (z,y) € R*N. Portanto, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, concluimos que ||uf| — |[u®||. Desde que P* sdo fracamente
continuos, obtemos v — u*. Pelo Lema[A.6] segue que uf — u*. Acabamos de mostrar
que se {u,} é qualquer sequéncia que converge para u, entao {P*(u,)} tem subsequéncia
que converge para P*(u). Assim, se existir uma sequéncia {u,} que converge para u
mas que {P*(u,)} nao converge para P*(u), devem existir ¢ > 0 e uma subsequéncia
{un, } de {u,} tal que |P*(u,, ) — PE(u)|| > ¢, para todo k. Dessa forma, { P%(u,,)} ndo
possui subsequéncia convergindo para P~ (u), o que é uma contradigao. Portanto, P~ sao

fortemente continuos. L]

Lema A.8. Seja {u,} C W5P(Q) uma sequéncia limitada com u,(x) — u(z) q.t.p. © € £,

para algum uw € WP (Q) e p < r, < pi com r, — p as n — co. Entao, a menos de
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subsequéncia, temos que

rn—2 Po—2
e s = [ M e k0,0, v e Wi (0),
0 o |zl

Demonstragao. Veja [29, Lema 2.14)]. O

Lema A.9. Sejam 0 < a <sp< N, 1 <qg<p, 1 <r<pileg:QAxR—=R uma
funcao Carathéodory tal que para todo € > 0, existe C. > 0 de modo que

lg(z, )| < €t 4+ C(1 + [t + [¢"/|2]*), q.t.p. z €Q, Vt €R. (A.1)

Entao, o funcional H : W' (Q) — R dado por

H(u) = /Q Gz, u)dz, com G(z,t) = /0 g(a. )

¢ de classe O e
(H'(u),v) = /Qg(x,u)vdx, Ve WP (Q). (A.2)

Além disso, o operador H' : WiP(Q) — W= (Q) ¢ sequencialmente continuo do tipo

fraco-fraco. Se q < p* er < p, entao H é sequencialmente fracamente continuo.

Demonstracao. A partir de (A.1), temos que H estd bem definida e por meio de
argumentos padroes, prova-se que H ¢ de classe C' com derivada H' dada por (A.2).

Vejamos que H’' é sequencialmente continua do tipo fraco-fraco. De fato, seja
{u,} € WyP(Q) tal que u, — u fracamente em W5*(2). Lembremos que a imersao
WeP(Q) — LYQ,dz/|x|’) é continua para t € [1,p5] e compacta para t € [1,p}) com
0 < B < sp. Entdo, u, — u em L'(,dz/|z|?). Portanto, u,(r) — u(z) q.t.p. = € Q.
Ademais, por (A1), {g(z,u,)} é limitada em L®)'(Q) que implica na existéncia de
w e LP)(Q) tal que g(x,u,) — w fracamente em L®)(Q). Como g(z,u,) — g(x,u)
q.t.p. z € Q, segue que w = g(x,u). Assim, para todo v € Wi?(Q), temos que

(H'(up),v) = /Qg(a:,un)vd:z: — /Qg(a@u)vdx: (H'(u),v), (A.3)

como queriamos.

Resta mostrar que H é sequencialmente fracamente continuo. Com efeito, seja
{u,} € WP (Q) tal que u, — u fracamente em W5?(Q). Entdo, {u,} é limitada e



99

pela desigualdade de Hélder, segue que

1
QJo
< Cet €, [ fun—ulds 4 C, [ Jun - upids
Q Q

Q

]

/QG(;C,un) — Gz, uw)dx

Desde que g < p* e r < pj,, segue que

lim sup / G(z,u,) — G(z,u)dz| < Ce, Ve > 0.
n—00 Q
Portanto, H(u,) — H(u), que conclui a prova. ]

Lema A.10. Sejam 0 < a <sp < N, 1 <qg<p’, 1<r<p,eg: QxR =R uma
fun¢ao Carathéodory satisfazendo (A.1)). Se {u,} C W5P(Q2) € uma sequéncia tal que

Up, — u, entao, a menos de subsequéncia, temos que

lim g(m,un)und:p:/g(:p,u)udx.

Demonstracao. Seja {u,} C Wy*(Q) tal que u, — wu. Pelo Lema temos que

H'(u,) — H'(u) fracamente em W~ (). Como W (Q) é reflexivo, obtemos

/g(m,un)udﬂsé/g(x,u)udx.
Q Q

Dado € > 0, por (A.1)) e pela desigualdade de Holder segue que

/ g(xaun)un - g(x, U)Udl’
Q

< [ gt = uldo +
Q

< eluy,

/Q(Q(QT,U%) - g(x,u))udm

et =ty + Ce (Junli|tn — uly + [up]|un — ul,)

+C (/ ’u”’qu) (/ V“n—ulq)
Q || o |zl

/Q(g(iv,un) — g(z,u))udx| .

+

Desde que a imersao Wy (Q) < L'(Q, dx/|z|’) é compacta, para todo ¢ € [1,p}) e todo
B € [0, sp), existe C' > 0 tal que

< Ce.

lim sup
n—o0

Q

Como € é arbitrario, concluimos o resultado. O
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A.3 Resultados de métodos variacionais

Teorema A.5 (Ekeland). Sejam (X,d) um espago métrico completo, e [ : X — R um

funcional semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Para todo u € X tal que
infl <I(u) <infl+e

e todo 6 > 0, existe v € X tal que

Demonstragao. Confira [40, Teorema 1.1|. O

Teorema A.6. Seja X um espaco de Banach. Sejam Fy um subespaco fechado de um
espaco métrico F' e Ty C C(Fy, X). Defina

I'={geC(F,X):gln € Lo}
Se I € CY(X,R) satisfaz

oo > ¢ :=infsup I(g(u)) > a:= sup sup I(go(u)), (A.4)
g€l yeF g€l u€Fy

entdo existe uma sequéncia {u,} C X tal que

I(u,) = ¢, I'(u,) — 0.
Em particular, se I satisfaz a condi¢cao (PS)., entdo ¢ é um valor critico de I.
Demonstracao. Veja [79, Teorema 2.9|. O

Teorema A.7. Sejam X um espago de Banach e I € C*(X,R) tal que I(0) = 0 e satisfaz

as sequintes condicoes:
(1) existem d,d' > 0 tais que I(u) > d’ para todo u € X com |jul| = d;
(11) eziste e € X tal que |le|| > d e I(e) < 0.

Entao, existe uma sequéncia {u,} C X tal que

I(uy) = ¢, I'(u,) —0,
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sendo
c: = gglﬁtzl[ég]f(g(t)) >0,
r': = {geC([0,1],X):¢(0) =0,1(g(1)) < 0}.

Em particular, se I satisfaz a condi¢cao (PS)., entdo ¢ é um valor critico de I.

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema considerando F' = [0,1], Fy = {0,1} e
To={g0:{0,1} = X : go(0) = 0,1(go(1)) < 0}. De fato, a hipotese (A.4)) & satisfeita,
pois a partir de (i) e (ii), temos que

c> inf I(u) > 0= sup supI(go(t)).
HuH:d go€lg teFy
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