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RESUMO

SANTANA, R. A. Modelos multivariados para dados de contagem com excesso de zeros.
2020. 105 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagio em

Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2020.

Nesta tese, apresentamos duas novas distribui¢des para modelar dados de contagem multivari-
ados com sobredispersdo ou subdispersao, excesso de zeros e correlacionados. Nomeadas de
distribui¢des de COM-Poisson multivariada zero-inflacionado (ZICOMP Tipo I) e (ZICOMP
Tipo III), suas construcdes foram baseadas na extensdo das distribuicdes de Poisson multivariado
zero-inflacionado ZIP Tipo I e ZIP Tipo Il em ((LIU; TIAN, 2015); (TIAN et al., 2014)). Desen-
volvemos importantes propriedades tedricas das duas distribui¢des, seus modelos de regressao,
testes de hip6teses da razdo de verossimilhangas para ajudar na escolha do melhor modelo, além
de uma andlise de diagndstico para o modelo de regressao da distribuicdo ZICOMP Tipo 1. As
distribuicdes propostas apresentaram bons resultados, tanto no estudo de simulagdo quanto na
andlise de dados reais. E, em uma anélise de dados reais, as distribuicdes propostas apresentaram
melhores ajustes quando comparadas com as distribuicdes ZIP Tipo I e ZIP Tipo III, segundo os
critérios de informacdo de Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC).

Palavras-chave: COM-Poisson multivariado; Zero-inflacionado; Regressao; ZICOMP Tipo I;
ZICOMP Tipo IIL






ABSTRACT

SANTANA, R. A. Multivariate models for count data with zeros excess. 2020. 105 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2020.

In this thesis, we present two new distributions for modeling multivariate counting data with
overdispersion or underdispersion, zeros excess and correlation. Named the zero-inflated multi-
variate COM-Poisson (ZICOMP Type I) and (ZICOMP Type III) distributions, their constructs
were based on the extent in of the zero-inflated multivariate Poisson distributions ZIP Type I and
ZIP Type III in ((LIU; TIAN, 2015); (TIAN et al., 2014)). We developed important theoretical
properties of the two distributions, their regression models, likelihood ratio hypothesis testing
to help choose the best model, and a diagnostic analysis for the ZICOMP Type I distribution
regression model. The proposed distributions showed in both simulation study good results and
real data analysis. In a real data analysis the proposed distributions showed better adjustments
when compared to the ZIP Type I and ZIP Type III distributions, according to the Akaike (AIC)

and Bayesian (BIC) information criteria.

Keywords: Multivariate COM-Poisson; Zero-inflated; Regression; ZICOMP Type I; ZICOMP
Type III.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Dados de contagem sdo comuns nas dreas da agricultura, biologia, educagdo, engenharia,
epidemiologia, industria, psicologia, saide publica, entre outras. A literatura envolvendo modelos
com dados de contagem € bastante ampla e envolve os modelos de Poisson, Binomial, Binomial
Negativa, Poisson Generalizada, COM-Poisson, entre outros. O modelo de regressao linear da
distribui¢do de Poisson € um dos modelos mais utilizados para modelar dados de contagem, pois
a maioria das dreas das ciéncias costumam cumprir os postulados de Poisson (SHMUELI et al.,
2005). Entretanto, esse modelo acomoda apenas a equidispersao (variancia igual a média). Nas
situagOes em que os dados exibem sobredispersdo (variancia maior que a média), os modelos
Binomial Negativa, Poisson Generalizada e COM-Poisson sdo os mais indicados por acomodarem
sobredispersdo. Podem ainda ocorrer situagdes em que os dados exibem subdispersao (variancia
menor que a média); neste caso, os modelos COM-Poisson e Poisson Generalizada sao mais
indicados por possuirem um parametro de dispersao mais flexivel. Entetanto, para determinados
valores do parametro de dispersao da distribui¢do de Poisson Generalizada com subdispersao €
necessario realizar reparetrizagdo nos parametros, detalhes veja (Consul e Jain (1973); Nelson
(1975); Consul e Shoukri (1984)).

A distribuicdo COM-Poisson (COMP) foi proposta por Conway e Maxwell (1962)
na década de 1960, na modelagem de taxas de servicos, e, entdo, esquecida. Quatro décadas
depois, a COM-Poisson € revivida com os trabalhos de (Minka et al. (2002); Shmueli et al.
(2005); Kadane et al. (2006)), e, desde entdo, inimeros trabalhos tém sido desenvolvidos:
em modelos lineares generalizados (Guikema e Goffelt (2008); Lord, Guikema e Geedipally
(2008); Francis et al. (2012)); andlise de sobrevivéncia Rodrigues ef al. (2009a); inferéncia
Bayesiana (Chanialidis (2015); Wu et al. (2015)); excesso de zeros (Barriga e Louzada (2014);
Sellers e Raim (2016); Choo-Wosoba et al. (2017)); dados agrupados ((CHOO-WOSOBA;
DATTA, 2017); (CHOO-WOSOBA; LEVY; DATTA, 2016)). Uma variavel aleatéria Y possui

distribuicdo de COM-Poisson com parmetros (A,V), e escreve-se Y ~ COM-Poisson(4, V) ou
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Y ~ COMP(A, V), se sua func¢do de massa de probabilidade é dada por

A
S(A,v)rHY

em que vV > 0 é um pardmetro de dispersdo, A > 0 é um parametro de centro, o qual é aproxima-

Pr(Y =y) = y=0,1,2,..., (1.1)

damente a média quando v ~ 1 (Sellers e Shmueli (2008); Francis et al. (2012)); S(A,Vv) é uma

constante de normalizacdo, que é dada por

S(A,v)= i A

=0T

A distribuicao de COM-Poisson € mais flexivel quando comparada com as outras distri-

(1.2)

bui¢des de contagem, pois o seu parametro de dispersdo v pode acomodar tanto sobredispersao
(v < 1); quanto a subdispersdo (v > 1); equidispersdo (v=1) equandov=0e A > 1, S(1,V)
ndo converge e a distribuicao ndo € definida ((GIUFFRE et al., 2013); Gupta, Sim e Ong (2014)).

A sobredispersdao nos dados também pode ser provocada pelo excesso de zeros, que
ocorre quando a quantidade de zeros € maior que a quantidade esperada pelo modelo proposto.
Pode ainda ocorrer uma situagdo menos comum, quando a quantidade de zeros é menor do
que a esperada pelo modelo (deflacdo de zeros); trabalhos relevantes envolvendo deflacao de
zeros sdo encontrados em ((ANGERS; BISWAS, 2003); (CONCEICAO et al., 2017); (DIETZ;
BOHNING, 2000)). O excesso de zeros ocorre com bastante frequéncia nas dreas de agricultura
Ridout, Demétrio e Hinde (1998); bioestatistica Broek (1995); criminologia Famoye e Singh
(2006); epidemiologia Bohning ef al. (1999a); indistria Lambert (1992); horticultura Hall (2000);
medicina Bohning et al. (1999b); satide publica Zhou e Tu (2000); zoologia Zipkin et al. (2014)
entre outras. A literatura que visa a modelagem de dados com excesso de zeros € bastante
ampla e envolve os modelos: Binomial Negativa zero-inflacionado (ZINB) em Ridout, Hinde e
Demétrio (2001); Poisson zero-inflacionado (ZIP) em (Jr (1960); Lambert (1992); Shonkwiler e
Shaw (1996); Ridout, Demétrio e Hinde (1998)); Poisson Generalizada zero-inflacionado (ZIGP)
em Gupta, Gupta e Tripathi (2005); Conway-Maxwell-Poisson zero-inflacionado (ZICOMP)
ou COM-Poisson zero-inflacionado (Barriga e Louzada (2014); Sellers e Raim (2016)), entre
outros. Quando a variancia dos dados € maior que a média, e independente da sobredispersao
provocada pelo excesso de zeros, 0 modelo ZIP ndo € indicado e por possuirem um parametro de
dispersao, os modelos ZINB, ZIGP e ZICOMP sao mais apropriados para representar os dados,
com destaque para os modelos ZIGP e ZICOMP que conseguem captar tanto sobredispersao

quanto subdispersao nos dados.

O modelo da distribui¢do ZICOMP foi proposto por Barriga e Louzada (2014); em
uma abordagem Bayesiana, eles apresentaram o modelo de regressdo para distribui¢do, além da
conducdo de uma analise de diagndstico de influéncia. Sellers e Raim (2016) apresentaram o
modelo numa abordagem frequentista. Choo-Wosoba, Levy e Datta (2016) incorporaram o efeito

aleatério no modelo para dados agrupados. Choo-Wosoba e Datta (2017) apresentaram o modelo
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hurdle COM-Poisson com efeito aleatdrio para estudar o uso de flior em criancas no estado de
Iowa-EUA, Sim, Gupta e Ong (2018) desenvolveram o teste score para o parametro de inflacdo do
modelo. Segundo Barriga e Louzada (2014) a distribuicao ZICOMP € uma distribuicao resultante
da mistura da distribui¢io COM-Poisson, X ~ COMP(A, V) com uma distribui¢ao degenerada
no ponto zero & ~ Degenerado(0), em que £ e X sdo independentes. Dessa forma, a varidvel
aleatéria Y segue distribuicdo ZICOMP(¢, A, v) se sua fungdo de massa de probabilidade é dada

por

Pr(Y =y)=¢Pr(§ =y)+(1-9)Pr(X =)

¢+(1_¢>S(),1V)’ y:(),
é%;,?/)) (yl!)))v7 y:1727 °
_ (1-9)], _ (1—9¢) A
— [¢+S(l,v)}l(y—0)+ [S(l,v) (y!)v}l(y>0). (1.3)

Em que ¢ € [0,1) é um pardmetro desconhecido que incorpora a propor¢do de zeros
extras além do permitido pelo modelo COM-Poisson, /(y) é uma func¢do indicadora do tipo
I(y)=1sey=0¢e(y) =0 caso contrdrio, A > 0 e v > 0 sdo parAmetros da distribui¢io COM-
Poisson, especificamente a distribui¢do ZICOMP equivale a ZIP quando v=1 (Barriga e Louzada
(2014); Sellers e Raim (2016)), S(A, V) é a constante de normalizagdo da COM-Poisson.

A literatura envolvendo dados de contagem univariados com e sem o excesso de zeros
¢ bastante consagrada com aplicagdes nas mais variadas dreas. Entretanto, para a literatura
envolvendo dados multivariados a quantidades de trabalhos publicados nao ocorrem na mesma
propor¢do. Em geral, existe um interesse do pesquisador em modelar dados que exibem uma
certa dependéncia como por exemplo, os casos de Dengue, Zica e Microcefalia onde existe uma
supeita clinica sobre a dependéncia entre essas doencas Beltran-Silva et al. (2018), bem como as
doencas cronicas nas articulagdes tais como, Artrite, Miosite e Tenossivite que estdo associadas
as infec¢des causadas por Chikungunya ((MORRISON et al., 2011); (HAWMAN et al., 2013)).
Tudo isso motiva o uso de dados multivariados. Trabalhos envolvendo dados multivariados de
contagem sao encontrados nas dreas da medicina Shenson e Joshi (2012); marketing Dreze e
Hoch (1998); esporte (Lee (1997); Karlis e Ntzoufras (2003)); indudstria Ho e Singer (2001);
transporte Mehta (2014) entre outras. Dentre os modelos multivariados para dados de contagem o
modelo de Poisson € o mais popular veja (Kawamura (1979); Mahamunulu (1967); JOHNSON e
KOTZ (1969); Karlis e Meligkotsidou (2005)), com destaque para as distribui¢des bivariadas de
Poisson. Existem vdrias defini¢des da distribui¢do bivariada de Poisson como as encontradas nos
trabalhos de (M’ Kendrick (1925); Campbell (1934); Maritz (1952); Holgate (1964); Kawamura
(1973); Marshall e Olkin (1985)). Entretanto, as estruturas mais populares sdo as estruturas
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propostas por Holgate (1964), que utiliza trés varidveis de Poisson independentes para formar
duas variaveis de Poisson dependentes e a de Kawamura (1973), que considera a distribui¢ao
bivariada de Poisson como o limite da distribui¢do binomial bivariada quando n o nimero de

provas de Bernoulli tende ao infinito.

Quanto ao excesso de zeros em conjuntos de dados multivariados, o mesmo ocorre
com bastante frequéncia, pois pode ser do interesse do pesquisador em modelar a ocorréncia
das frequéncias de zeros, como por exemplo, na drea da saide. Imagine uma situagcdo onde a
imunidade a uma doenca A acarreta a imunidade a outras doengas, tais como B e C, por exemplo,
casos de AIDS que podem provocar o surgimento de outras infeccdes tais como tuberculose e
diarreia. Isso introduz uma dependéncia entre as notificacdes dessas doengas. O mesmo pode
ocorrer com as Doencas Sexualmente Transmissiveis (DST), pois ao se proteger da AIDS o
individuo se protege de outras DST, isso causa uma dependéncia entre as notificacdes dessas
doencgas. Dessa forma, ao considerar os casos de sifilis e hepatite C estudados em Chen et al.
(2015), pode se pensar nos individuos que sao profissionais do sexo e que utilizam prevencgao,
para esse conjunto de dados, existird pessoas que contrairam sifilis mas nao contrairam hepatite
C; ndo contrairam sifilis e contrairam hepatite C e ndo contrairam nenhuma dessas doencgas, esse
tipo de situacdo motiva a andlise estatistica em conjuntos multivariados com excesso de zeros.
Trabalhos envolvendo dados multivariados de contagem com excesso de zeros sao encontrados
nas areas da saide (Cameron e Trivedi (2013); Mohammadi, Kheiri e Sedehi (2016)); horticultura
Sun (2016); industria Li et al. (1999); transporte Dong et al. (2014) entre outras. A maioria
dos modelos multivariados com excesso de zeros sao bivariados: Poisson zero-inflacionado
(Karlis, Ntzoufras et al. (2005); Walhin (2001)); Poisson Generalizada zero-inflacionado (Zhang,
Tian e Huang (2015); Faroughi e Ismail (2017)); Série de Poténcia zero-inflacionado Krishna e

Tukaram (2011); binomial negativa zero-inflacionado Kim (2013), entre outras.

O modelo de Poisson multivariado zero-inflacionado (MZIP) € proposto em Li et al.
(1999), cuja estrutura é formada pela mistura de m+2 distribui¢cdes, sendo uma distribuicao
degenerada no ponto zero, m distribui¢cdes de Poisson univariado com m — 1 zeros e uma
distribui¢do multivariada de Poisson sem considerar o excesso de zeros. Dessa forma, a estrutura
do vetor aleatério Y = (Y1, Y5, ...,Y,) | pode ser representada da seguinte forma

Y1,V ¥)
~ (0,0,...,0) com probabilidade p,
~ (Poisson(4;),0,...,0) com probabilidade p,
~ (0,Poisson(4,),0,...,0) com probabilidade p,
~ (0,0,Poisson(43),0,...,0) com probabilidade ps
~ (0,...,0,Poisson(A,,)) com probabilidade p,,

~ Poisson Multivariada (4,0, A2, - - . , Amo, Aoo) com probabilidade p,;, (1.4)
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em que pg+p;+ -+, +P1 =1¢€ Ao, A20---,Ano € Ao sdo as médias das varidveis
de Poisson independentes X1, X>,...,X;, € Xo, com Y; = X; 4+ Xp, i = 1,...,m na estrutura da
distribui¢ao de multivariada de Poisson em (JOHNSON; KOTZ, 1969). Considerando a estrutura
da distribuicdo MZIP proposta por Li et al. (1999), Dong et al. (2014) construiu o modelo
da distribuicdo Binomial Negativa multivariada zero-inflacionado (MZINB). Considerando a
estrutura de Olkin (1994) para a distribuicdo de Poisson Multivariada (419, A20, - - - , A0, Aoo)
sem considerar o excesso de zeros na Equacdo (1.4), a distribuicao MZIP torna-se bastante
complicada, pois o nimero de pardmetros cresce rapidamente com o aumento no nimero
dimensdes m, e, para manter sua estrutura de dependéncia sdo necessdrias 2" — 1 varidveis
independentes de Poisson. O que torna dificil a implementacao e obtengdo dos estimadores de
mdxima verossimilhanga devido a complexidade da fun¢do de log-verossimilhanga ((LIU; TIAN,
2015); (TIAN et al., 2014)).

Para contornar esses problemas, Liu e Tian (2015) apresentam uma nova estrutura para
a distribuicao MZIP, para modelar dados multivariados de contagem correlacionados e com
excesso de zeros. Nomeada de Poisson multivariado zero-inflacionado Tipo I (ZIP Tipo 1), sua
estrutura possui um vetor de varidveis Poisson independentes e uma varidvel aleatéria Z para
capturar a correlacio entre os componentes. Dessa forma, a funcdo de massa de probabilidade

conjunta da distribui¢io multivariada ZIP Tipo I para o vetor Y = (Y1,Y3,...,Y,,) " é dada por

f9,A)=0¢Pr(§E =y)+(1—-¢)Pr(X=Yy)
m Yi

= [fl) +(1— ¢)e_ﬂ Iy=0)+|(1 —<P)e"L+H%] I(y #0),

i=1 1

em que y = 0 representa um vetor m-dimensional quanto todos os componentes sdo iguais a zero
ey # 0, quando pelo menos um dos elementos do vetor é diferente de zero, desssa forma, I(y) é
uma fungio indicadora do tipo I(y) = 1 se y = 0 e I(y) = 0 caso contrério; & = (&,...,&,) "
com {&}", (5 Degenerado(0); cujas variaveis sdo independentes e identicamente distribuidas
(iid); A+ =Y | Ai; ¢ é o parametro de inflagdo de zeros e X é um vetor de varidveis Poisson
independentes (detalhes veja, (LIU; TIAN, 2015)). Devido a simples estrutura do modelo,
diversos pesquisadores tém estendido distribui¢des para classe de distribui¢coes Tipo I, como
as distribui¢des multivariadas: Binomial multivariada zero-inflacionado Tipo I (MBZI Tipo I)
em Sun (2016); Poisson Generalizada multivariada zero-inflacionado Tipo I (MPGZI Tipo I)
em Huang et al. (2017); ZIP Tipo I com restri¢do nos parametros em Ju (2016); e a Poisson
inflacionada no zero-um que tem como caso particular a ZIP Tipo I em Zhang et al. (2019). A
estrutura de inflagdo das distribuicdes da familia Tipo I considera apenas a inflagdo conjunta
dos componentes do vetor aleatério de contagem, e os demais componentes do vetor aleatdrio
sdo consideradas como varidveis de Poisson, como por exemplo (0, ...,Po(4;),Po(4;),0,...,0);
casos particulares como (0,...,Po(4;),ZIP(¢;,A;),0,...,0) ndo sdo considerados pelo modelo
(TIAN et al., 2014).

Nesse contexto, Tian et al. (2014) propuseram a distribui¢do de Poisson multivariado
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zero-inflacionado Tipo III (ZIP Tipo III), que € mais flexivel que a ZIP Tipo I, ao considerar casos
particulares do tipo (0,...,Po(4;),ZIP(¢;,4;),0,...,0). A funcdo de massa de probabilidade
conjunta da distribui¢do multivariada ZIP Tipo III para o vetor Y = (¥1,Y>, ..., Ym)T ¢ dada por

F ()00, 9,4) = ¢oPr(& =y) + (1 —¢o) Pr(X =y)

ﬁ{¢o+ (1—¢o) [‘Pi‘F(l_‘Pi)e_li]}I(y=0)+(1—¢0)

i=1

X ﬁ { [@ +(1- <Pi)€_li] Iy,
i=1

71 l)’z
+ (1= ) ]I(y,->0)}1()’7£0)7 (1.5)

em que I(y) é uma funcéo indicadora do tipo I(y) =1sey =0 e I(y) = 0 caso contririo;
&=(&,....,&)" com {&}, %I Degenerado(0); ¢y é um pardmetro de inflagdo conjunta de
zeros; @ é um vetor de parametros de inflacdo adicionais, ¢ X é um vetor de varidveis ZIP

independentes.

Quanto a distribui¢do de Poisson multivariado zero-inflacionado Tipo II (ZIP Tipo II),
ela ainda ndo existe, uma possivel estrutura para a ZIP Tipo II poderia ser obtida pela extensao
distribuicdo bivariada Poisson Generalizada zero-inflacionado (BZIGP) em Zhang, Tian e Huang
(2015) se considerarmos os componentes do vetor aletério Y como varidveis ZIP independentes.
Dessa forma, a fun¢@o de massa de probabilidade conjunta da distribui¢do multivariada ZIP Tipo

IT para o vetor Y = (Y1, Y5,....Y,,) " é dada por

m

ywzn{[ (1= 90)e ™| lym0) +

i=1

e hi))i
(1- ‘Pi)y—.'l] ’<yi>o>} . (16

1.

em que /(y;) é uma funcdo indicadora do tipo I(y;) = 1 se y; =0 e I(y;) = 0 caso contrdrio; ¢; e

A; corresponde aos pardmetro de inflagdo de zeros e a média da Poisson na i-ésima dimens&o.

Na pratica, conjuntos de dados multivariados com excesso de zeros que exibem sobre-
dispersdo maior que a provocada pelo excesso de zeros ocorrem com bastante frequéncia. No
entanto, exemplos envolvendo dados multivariados ou univariados com subdispersdo e excesso de
zeros sdo dificeis de serem encontrados. Um exemplo envolvendo conjuntos de dados univariados
¢ encontrado em Choo-Wosoba, Levy e Datta (2016, p. 14), que utilizaram o modelo ZICOMP
para modelar dados de hibridos de milho, com excesso de zeros e subdispersdo. Como ilustracio
para o caso multivariado, pode-se considerar o conjunto de dados bivariados hipotéticos que

aparentemente sao subdispersos e com excesso de zeros, conforme pode ser visto na Tabela 1.
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Tabela 1 — Dados bivariados com subdispersdo e excesso de zeros.

Yi | Y L O 1 2 3 Total
0 13 9 11 2 35
1 12 9 7 2 30
2 8 12 5 2 27
3 33 0 O 6
4 2 0 0 0 2

Total 38 33 23 6 100

Pode-se observar, na Tabela 1, que as frequéncias das células (0,0), (0,Y>) e (¥1,0) sdao
relativamente maiores que as frequéncias das outras células e, em uma andlise descritiva, as
variaveis Y] e Y, apresentaram média maior que a variancia amostral: y; = 1,10; y, = 0,97;
52 = 1,04 e s3 = 0,86. Provavelmente, 0 modelo da distribui¢do multivariada MPGZI Tipo I em
Huang et al. (2017) se ajustaria melhor a este conjunto de dados do que os modelos MZIP em Li
et al. (1999); MZIP Tipo [ em Liu e Tian (2015); MZIP Tipo Il em Tian et al. (2014) e MZINB

em Dong et al. (2014), devido a subdispersao existente nos dados.

Quanto ao modelo de COM-Poisson multivariado zero-inflacionado, o mesmo ainda
nio existe em nenhuma das estruturas dos modelos de ((LI et al., 1999); (LIU; TIAN, 2015);
(TIAN et al., 2014)). O campo multivariado para a distribuicio COM-Poisson € bastante escasso,
com a existéncia de poucos trabalhos sem o excesso de zeros. Uma proposta para o modelo
multivariado € encontrada em Mehta (2014, p. 42) por meio de uma abordagem Bayesiana. Raz
(2016) apresenta o modelo bivariado da distribui¢ao para modelagem de dados agrupados via
copula. Pelo conhecimento do autor a unica proposta formal é encontrada em Sellers, Morris
e Balakrishnan (2016); para a distribui¢ao bivariada de COM-Poisson, em que apresentam a
distribuicdo, suas propriedades tedricas e a obtengdo de seus estimadores. Baseado na estrutura
da distribuicao bivariada proposta por Sellers, Morris e Balakrishnan (2016), Pereira et al. (2019,

p. 81) propuzeram a distribui¢@o bivariada correlacionada de COM-Poisson.

Mediante ao exposto, este trabalho teve por objetivo geral construir as distribuicdoes COM-
Poisson multivariada zero-inflacionado Tipo I (ZICOMP Tipo I) e a COM-Poisson multivariada
zero-inflacionado Tipo III (ZICOMP Tipo III), considerando as estruturas das distribui¢cdes
ZIP Tipo 1, proposta por Liu e Tian (2015), e a ZIP Tipo III, proposta por Tian et al. (2014).
Especificamente, desenvolvemos o modelo de regressdo para as duas distribui¢des, testes da
razao de verossimilhangas para ajudar na escolha do melhor modelo, além de uma andlise de
diagnoéstico para o modelo de regressao da distribuicdo ZICOMP Tipo 1. Em uma anélise de
um conjunto com dados reais, envolvendo AIDS e hepatite viral em 97 cidades do interior do
estado de Alagoas-Brasil, os modelos destas duas novas distribuicdes apresentaram melhores
ajustes quando comparadas com as distribui¢des ZIP Tipo I e Tipo III, segundo os critérios de

informacdo Criério da Informagdo de Akaike (AIC) e Critério de Informagdo Bayesiano (BIC).

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: No Capitulo 2, apresentamos detalha-
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damente a construgdo da distribui¢cdo multivariada ZICOMP Tipo I, com o modelo de regressao,
teste da razdo de verossimilhancas para o parametro de dispersdo, um estudo de simulagdo e uma
aplicacdo com dados reais. No Capitulo 3, construimos a distribui¢cdo multivariada ZICOMP
Tipo III, com o seu modelo de regressao e o teste da razdo de verossimilhancas para o parametro
de dispersdo, um estudo de simulacdo e uma aplicacdo com dados reais. J4 no Capitulo 4,
apresentamos mais dois testes da razio de verossimilhancgas para a escolha do melhor modelo,
além da condugdo de uma anélise de influéncia global e local para o modelo de regressao da
distribuicdo ZICOMP Tipo 1. A conclusio é apresentada no Capitulo 5, e alguns detalhes técnicos
das distribui¢des nos Apéndices A, B e C.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO COM A
DISTRIBUICAO MULTIVARIADA DE
CONWAY-MAXWELL-POISSON
ZERO-INFLACIONADO TIPO |

2.1 Introducao

Dados de contagem multivariados sdo encontrados nas dreas da agricultura Dias (2014);
esporte (Lee (1997); Karlis e Ntzoufras (2003)); industria Ho e Singer (2001); marketing Dreze e
Hoch (1998); medicina (Qin et al. (2016); Cha er al. (2017); Russell et al. (2019); Li et al. (2010);
Lucar et al. (2018); Shenson e Joshi (2012)), entre outras. Assim como no caso univariado o
excesso de zeros também ocorre com bastante frequéncia, como por exemplo, em dados da: satude
Cameron e Trivedi (2013), inddstria Li ez al. (1999), horticultura Sun (2016); transporte Dong
et al. (2014), lesdes ocupacionais Wang et al. (2003), entre outras. O modelo da distribui¢ao
multivariada de Poisson zero-inflacionado Tipo I (ZIP Tipo I) em Liu e Tian (2015) surge como
uma 6tima opg¢ao para modelagem desses dados, pois 0 mesmo possui uma estrutura bastante
flexivel e de facil implementa¢do quando comparado com o modelo de Poisson multivariado
zero-inflacionado em Li ef al. (1999). O excesso de zeros pode provocar sobredispersao nos
dados, quando a sobredispersao nos dados ocorre de maneira independente da provocada pelo
excesso de zeros, o modelo da distribuicdao ZIP Tipo I ndo € indicado por acomodar apenas a
equidispersao nos dados. Uma possivel solucao seria estender distribui¢cdes univariadas mais
flexiveis que acomodassem sobredispersao ou sobredispersao para a familia de distribui¢coes
multivariadas Tipo I, tais como as distribuicdes zero-inflacionado ZICOMP e a ZIGP em (Barriga
e Louzada (2014); Gupta, Sim e Ong (2014)).

Recentemente o modelo da distribui¢gdo multivariada de Poisson Generalizada Tipo I
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(MPGZI Tipo I) foi proposto por Huang ef al. (2017), em sua construgdo eles consideraram a
estrutura da Poisson Generalizada em ((CONSUL; JAIN, 1973); (CONSUL; SHOUKRI, 1984)).
Entetanto, para determinados valores do parametro de dispersdo da distribuicdo de Poisson
Generalizada com subdispersdo € necessdrio realizar reparetrizacdo nos parametros, detalhes veja
((CONSUL; JAIN, 1973); (NELSON, 1975); (CONSUL; SHOUKRI, 1984)). Por esse motivo as
distribui¢des bivariadas de Poisson Generalizada em (Zhang, Tian e Huang (2015); Faroughi e

Ismail (2017) ) consideram apenas a estrutura de sobredispersao em (CONSUL, 1989).

Quanto a distribuicdo de COM-Poisson multivariada zero-inflacionado, esta ainda nao
existe em nenhuma das estruturas das distribuicdes de ((LI ez al., 1999); (LIU; TIAN, 2015)). O
campo multivariado para a distribuicio COM-Poisson € bastante escasso com a existéncia de
poucos trabalhos sem o excesso de zeros, pois uma estrutura multivariada para a distribuicao de
COM-Poisson seria bastante complicada ou muito sofisticada para acomodar as distribui¢des de
Poisson, geométrica e Bernoulli, que sdo seus casos particulares. Alguns trabalhos envolvendo a
COM-Poisson no campo multivariado s@o encontrados em Raz (2016) e Khan et al. (2017) que
apresentam estruturas para o modelo bivariado via cépula. Pelo conhecimento do autor a tinica
proposta formal para a distribui¢do bivariada de COM-Poisson é encontrada em Sellers, Morris e
Balakrishnan (2016), que apresentam a distribuicao, suas propriedades tedricas e a obtengdo de
seus estimadores, os quais sao dificeis de serem obtidos devido a complexidade da estrutura do

modelo.

Mediante ao exposto, este Capitulo teve como objetivo construir a distribuicdo de COM-
Poisson multivariada zero-inflacionado Tipo I (ZICOMP Tipo I), considerando a estrutura da
distribui¢do ZIP Tipo I, proposta em (LIU; TIAN, 2015). Este Capitulo estd organizado da
seguinte maneira: na se¢do 2.2, é apresentada a distribuicao multivariada ZICOMP Tipo I e
algumas propriedades. Na secdo 2.3, apresentamos, respectivamente, o modelo de regressdo para
a distribuicdo ZICOMP Tipo I e o teste da razdo de verossimilhancas para ajudar na escolha
do melhor modelo. Nas secdes 2.4 e 2.5, apresentamos um estudo de simulacdo da distribuicao
proposta, além da anélise de um conjunto de dados reais. A conclusao € apresentada na secao
2.6.

2.2 Distribuicao de COM-Poisson multivariada zero-

inflacionado Tipo |

Considere o vetor X = (Xi,...,X,) ", com X; i COM-Poisson(A;, v;) ou COMP(A;, V),
parai=1,...,m. Dizemos que o vetor aleatério Y = (Y7,...,Y,,) " possui distribuicio COM-

Poisson multivariada zero-inflacionado Tipo I ou ZICOMP Tipo I, com pardmetros ¢ € [0, 1),
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A=A, An) T ERTev=(vi,..., V)" €RT se:

0, com probabilidade ¢,
7X — (2.1)
X, com probabilidade (1—¢),

IES

em que Z Bernoulli(1 — ¢), Z é independente de X, isto é, (Z 1L X). E escrevemos Y ~
ZICOMP!) ((p,), v)ouY ~ ZICOMPY (¢: 41,..., A V1, ..., Vi), X é um vetor base do vetor

.d, . T
Y, e “ =" significa que em ambos os lados da igualdade o vetor Y possui a mesma distribui¢ao.

Assim como a distribuicio COM-Poisson em Conway e Maxwell (1962) possui seus
casos especiais, a distribuicdo ZICOMP Tipo I também possui seus casos especiais listados a

seguir:
(1)Se ¢ #0eV v; =1 elemento de v, entdo Y ~ ZIPS,?((;),}L);

(i) Se ¢ #0 e (v, =0,4; < 1), V A; elemento de A e v; elemento de v, entdo Y ~
ZIGY! (¢ 1—A4) ou Y ~ zero-inflacionado Geométricaly (p,1—21);

(iii) Se ¢ # 0 e v; — o,V v; elemento de v, entdo Y ~ ZIBernoulli,(,P(q),l ©(1+4)),
em que 1% ¢ um elemento do vetor A @ (14+4), @ é um operador elemento a elemento do
produto de Hadamard, para detalhes veja (CYGANEK, 2013),

(iv) Se ¢ = 0, entdo {Y;}" | sdo varidveis aleatérias COM-Poisson independentes com

iid

diferentes parametros, isto &, {¥;}"" | ~ COM-Poisson(4;, v;).

As demonstragdes dos itens (i)-(iii), sdo apresentadas no Apéndice (A.1). E o item (iv), é
obtido de forma direta ao substituir ¢ = 0 na Equacio (2.2).

2.2.1 Funcao de massa de probabilidade conjunta

Seja & = (&,...,&y) " ~ Degenerado(0,,), isto é, {&}", % Degenerado(O). Para a
Equacdo (2.1), a funcdo de massa de probabilidade de Y ~ ZICOMP (q), ,V), é dada por

Flo,A,v)=9¢Pr(€ =y)+(1-0)Pr(X=Yy)

=lo+(1—9¢ Hs % ,)

i=1

m Yi

Hsa,,v, o Iy #£0), 2.2)

i=1

3

em que /(y) é uma fungdo indicadora do tipo I(y) =1 se y = 0 e I(y) = 0 caso contrério,
S(Ai, Vi) € o valor da constante de normaliza¢do da distribuicdo de COM-Poisson em Conway e
Maxwell (1962), na i-ésima dimenséo, A; > 0 é um pardmetro de centro, v; > 0 é um pardmetro
de dispersdo, com sobredispersdo quando (v; < 1), subdispersdo com (v; > 1) e equidispersdo
quando (v; = 1) ((SHMUELI et al., 2005); (BARRIGA; LOUZADA, 2014)).
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Por sua vez, a funcdo distribui¢do acumulada de Y ~ ZICOMP (¢ A,v), é dada por
F(Y|¢,4,v) =Pr(Y <y)

m Vi )Lki
(1-¢ H{ L Stiv)) } 23)

‘ Ak N ~
Note que Z%;:O W, depende dos parametros A; € v;, entdo a forma fechada de

F(Y|¢,A,Vv), depende dos valores particulares dos pardmetros, pois quando A; < 1 e v; =0,

k:
e . . NPT o ~ i At
a distribuicdo COM-Poisson equivale a distribuicao geométrica, entdo para Z%::O m

resulta na distribuicdo Binomial Negativa.

2.2.2 Momentos mistos e funcao geradora de momentos

SejaY ~ ZICOMP ((]),l V), entdo ¥; = ZX parai=1,...,m.Logo, a func¢do geradora

de momentos de Y € dada por

" S(Aeli, vy)
My (t) = H SV (2.4)

=

Dessa forma, para Y; o i-ésimo elemento do vetor Y os momentos sdo dados por

(

dlogS(A;,v;
E(Y;) = (1— ¢)A; 2850,

E(le) _ (1 . ¢) {)Liza S(?(Lxl\:,v)lgalz -|—)L 8logé§(7tl,vl) } S

925 (As,vi)|9A2 ogS(Avi) \ 2 0gS(Ai,V;
Var(Y) = (1 — ‘P){lz{% (1_(]))(%)}4_8@5% v)}

(2.5)

Assim, Cov(Y;,Y;) = ¢(1 — @), onde p; = /l,-alo%)(j"’m e U= /'Ljab%w com

i#jei,j=1,...,m. Dessaforma, a correlacdo entre ¥; e Y;, € dada por
1 — TR
p = Corr(Y;,Y;) = 01— 9 )ik , com [#]j (2.6)
Var(Y;) Var(Y;)

As demonstragdes da fun¢ao geradora de momentos em (2.4), momentos em (2.5) e da

correlagdo em (2.6) sdo apresentadas no Apéndice (A.2).
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2.2.3 Distribuicao marginal

As distribui¢des marginais tem sua importancia porque permitem a andlise individual de
cada varidvel isoladamente, mesmo que seja mandatario o ajuste dos modelos com a distribui¢do

multivariada devido a presenca das correlacdes das varidveis envolvidas.
Seja Y ~ ZICOMP (¢) MyeeosAms Vi, ..., Vi), entdo o i-ésimo componente V; de Y, é
dado por

Y; £ ZX; ~ ZICOMP(9, A;, v;). 2.7)
Se particionarmos Y = (YT YA )T com YV = (v,....7,) T e YO = (¥,11,...,¥,) 7,
temos:
YD) ~ ZICOMPWY (0 Ar,... Ay vi,... V), e
(2.8)
Y@ ~ ZICOMPD (¢ A1, A Vi1 - - Vi)
2.2.4 Distribuicao condicional
As distribui¢des condicionais sdo importantes em andlises preditivas de uma das varidveis
quando se tem o conhecimento prévio de valores das outras varidveis.
2.2.4.1 Distribuicio condicional YV | Y2

Para as Equacdes (2.2) e (2.8), a distribui¢do condicional de V' \Y é simplesmente
dada por

M _ v @) _ fOl9.4,v)
Pr(Y ==y >_Pr(Y(2):y(2))

>i

m 1-¢ (1-9) A"
= [¢+s(<x,-,v,-)>] o=0) +II= { LTk } 070) )

m 1-¢ 1-¢) A"
i=rt1 [(p—i_S((/l;,vi))} o) HITi=r i {(( i,vl»)) (y,-!)Vz} Ly 20)

Para encontrar a distribuicio condicional de Y(! ] Y, consideraremos dois casos:

Caso I: y@ £ 0 e y(1) £ 0, temos

_Pf(( =0,Y® £0) Pr(Y( 7é0Y ) £0)
#0>— PrY® £0) + P (YO Z0)
(1= O st A
(1= O [spaipe] = SRV

A Vz)()’t )

Pr (Ym —yy®@

(2.10)
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4

Isso implica que dado Y ] Y® £XM) nao depende de Z, ou seja, os componentes de

YD) = (vy,...,Y,) T sdo varidveis COMP(J;, v;) mutuamente independentes, quando y(?) # 0.

Caso I1: y(z) =0, temos
Y| (Y®) =0) ~ ZICOMPD (9% A1,..., A Vi, Vi), 2.11)

* (2) A’ . m . r . m
€m que ¢ = Wm, S(A,V) = ,':1S()~i7vi)9 S(I)(l,V) = Hi:l S()@,V,’), S(z)(ﬂ.,V) = Hi=r+1 S(),,-,vi).

A prova de (2.11) é apresentada no Apéndice (A.3.1).

2.2.4.2 Distribuicdo condicional Z | Y

Se Z ~ Bernoulli(1 — ¢), e Z assume os valores 0 e 1, entdo

AJi
B o Pr(Zz=1X=y) OO vy
PrE=IN=Y =0Ty T owAy
(1-9) _
ssav+ e Y=
= (2.12)
I, y#0,
entdo
Bernoulli(y), se y=0,
Z|(Y =y) ~ ) (2.13)
Degenerado(1), se y#0,
_ (1-9)
sendo V= G5av)+ 197"
2.2.4.3 Distribuicdo condicional X | Y
Sey =0, temos
X|(Y =0) ~ ZICOMPY (W; A1, ... As Vi, -, Vin). (2.14)
A prova de (2.14) é apresentada no Apéndice (A.3.2).
Sey # 0, temos
PriX=xY = PriX=v.Z=1
Pr(X —xlY —y) = X =xY=y) PriX=yZ=1) (2.15)
Pr(Y =y) fo19,4,v)
Assim, (X,...,X,,) s3o mutuamente independentes e se Y =y # 0 é dado entdo,

Xi|(Y =y #0) ~ Degenerado(y;), i=1,...,m. (2.16)
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2.2.4.4 Distribuicdo condicional X; | (Y; =y; =0), i=1,...,m
Para a Equac@o (2.7), temos Y; ~ ZICOMP(¢, A;, v;), para i =1,...,m. Assim,

Pr(X; = x;,Y; =
PI'(XL':XL"YI‘:O): I'( s 0)

Pr(;=0)
entao,
X;|(¥; = 0) ~ ZICOMPY (v, 4;, V), com = (1=9) : (2.17)
’ oS vi)+(1-9)
A prova de (2.17) € andloga ao item (2.14).
2.2.4.5 Distribuicio condicional X; | (Y; =y; > 0), i=1,...,m
Para a Equac@o (2.7), temos Y; ~ ZICOMP(@, A;, v;), para i =1,...,m. Assim,
Pr(X;=x;,Yi=y; PriX;,=y;,Z=1
Pr(X; =xi|Yi =yi) = r x,;, y) _ Pki=y, )=1,
Pr<Yi_yi) f(yi | (P,)bi,vi)
e obtemos
X;|(Y; =y; > 0) ~ Degenerado(y;). (2.18)

2.3 Modelo de regressao para a distribuicao ZICOMP
Tipo |

O modelo de regressao linear da distribuicdo ZICOMP Tipo I, que investiga a relacdo
existente entre o vetor de pardmetros @ = (¢,A ", v ") " e as covaridveis ou varidveis explanatérias
¢ dado por

(Y; % ZICOMPY (9;,4;,v;), j=1....n

log (%}) =z V;
(2.19)
log (4ij) = W]Tﬁh i=1....m;

[ log(vij) =u; &,

emqueY;=(Yj,... ,ij)T, é um vetor de observagdes, A j = (A1, .. ,lmj)T, vi=(Vij,..., vmj)T
sdo vetores de pardmetros do modelo, ¢; é parametro de inflagio de zeros; z; = (1,21}, ...,2p;) ';
w;=(1,wij,... ,wqj)T ew; = (1,uyj,... ,urj)T sdo vetores de covaridveis nao necessariamente
idénticos com respeito d j; Y= (10,71, -, ¥p) ' » Bi= (Bios Bty -+, Big) ' €&i = (Gios Gity-- -, Gir) T
sao vetores de coeficientes da regressao.



Capitulo 2. modelo de regressdo com a distribuicdo multivariada de Conway-Maxwell-Poisson
38 zero-inflacionado Tipo 1

2.3.1 Estimacao dos parametros

Seja {Y1,...,Y,} uma amostra aleatéria de tamanho n da distribui¢do m-dimensional
ZICOMPY (¢, v) onde Y; = (Y1;,....Ym;) " para j=1,....,n. Esejay; = (y1,---,Ymj) ' »
que consiste na realizagdo do vetor aleatério Y, e seja ¥ op = (y1,- -, yn)T um vetor de dados

observados. E, dessa forma, considere J = {j |y; =0,/ =1,...,n}, com k = Z;?:ll(yj =
0). Assim a fungdo de verossimilhanca dos dados observados do vetor de parimetros 6 =
(0,AT,v")T, édada por

L(eYobs)zg{ ﬁ[ &m)]}

J#Jt 1

:<{ -0l 3 w)]}>"x

n—k d d )L[.yij 17](Yij:0)
1o HH{[W] } 020

j=k+1i=1

cujo logaritmo da fun¢do de verossimilhanga dos dados observados € dado por

(O ) = Klog <{¢+<1 o115 }) - R)log(1-6) +

i=1

Y )Y {[I(y,»,>0)] [—logS(Ai, Vi) +yijlog(A;) — i log(yij!)]} : (2.21)
j=kt1i=1

Para obter as estimativas do vetor de parimetros 6, maximizamos o logaritmo da fung¢do
de verossimilhanga apresentada na Equagdo (2.21), com respeito aos parAmetros ¥, B; e v;, para
i=1,...,m. Devido a complexidade da funcao log-verossimilhanca, que s pode ser maximizada
numericamente, neste trabalho optamos pelo método Quasi-Newton com o algoritmo BFGS (veja
Nocedal e Wright (2006)), implementado no software R (R Development Core Team (2009)) por
meio da funcio optim. Na implementa¢do do cdigo para o modelo proposto, utilizamos, como
estimativas iniciais, as estimativas do modelo Poisson para o vetor B; e v =exp({; = 0) = 1 para
os parametros da COM-Poisson em Conway e Maxwell (1962), além da estimativa do modelo

Binomial para o parametro de inflacio .

2.3.2 Intervalo de confianca

Seja 0 o estimador de maxima verossimilhanga do vetor 0. O intervalo de confianga

assintdtico (1 — o) 100% tipo Wald para os pardmetros do vetor 0, é dado por

[é IO 1.8 4200/ [J<e>]—1] | 2.22)
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em que [J(0)]~' é a matriz inversa da informacio observada, z,, /2 € 0 0/2-ésimo quantil da
distribuicao normal padrio (LIU; TIAN, 2015). Entretanto, o intervalo de confianga tipo Wald
para os pardmetros ¢ € [0,1), A € R¥" e v € R’ pode fornecer estimativas fora de seu espago
paramétrico. Nas situagdes em que os dados possuem tendéncia e uma forte assimetria, o
intervalo de confianca bootstrap corrigido pelo viés acelerado (IBCa) surge como uma 6tima
opcao de intervalo de confianca (para mais detalhes, veja (DICICCIO; EFRON, 1996); (EFRON;
TIBSHIRANI, 1994)).

Considere Y ;55 = {y1 ...,¥»} uma amostra aleatéria de observagdes do vetor Y, oriunda
da distribuicio acumulada F e seja F a distribui¢iio empirica dos dados. Considere também 6 =
h(F) como o vetor de parimetros de F, e @ = s(y; ..., y,) seu estimador. Entdo, ao reamostrarmos
comreposi¢io Y, = {¥}....¥;} amostras de ¥ ,,, de tal forma que podemos obter 0" estimativa
de 0. Repetindo esse processo B vezes independentemente, obtemos B replicagdes de {6, b*}le.

E, assim, o intervalo de confianca (IBCa) é dado por

em que

A 20+ N« 50+ @ 11—«
URTTEI Ll 0+0 1 -a)

1—&[20+(p—1(a)]} e Otzzcb{ﬁo—l-1_d[20+q)_1(1_a)]}, (2.23)

em que oy e 0 sdo os percentis corrigidos pelo bootstrap; ®(-) e ®~1(+) correspondem a fungio
de distribuicao acumulada da normal padrio e sua inversa; Zyp € uma constante de corre¢ao de

., , . ~ . . . A ¥ A . ,
viés, que € obtida pela proporcdo direta das estimativas bootstrap 8, menores que 0, isto ¢,

sp=o! (M) b=1,....B. (2.24)

Ja a € uma constante de aceleracdo, que por sua vez ajusta o intervalo de confianga em

relagc@o a assimetria existente nos dados, e € obtida por

(2.25)

em que é( j) € aestimativa de 0 com a j-ésima observacdo eliminada de Y, € é(.) = 2?21 6 i/m;
para mais detalhes, veja ((DICICCIO; EFRON, 1996); (EFRON; TIBSHIRANI, 1994)).
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2.3.3 Teste da razao de verossimilhancas para o vetor de dispersao
do modelo ZICOMP Tipo |

O excesso de zeros pode provocar sobredispersao nos dados, e quando essa dispersao
€ provocada apenas pelo excesso de zeros o modelo ZIP pode ser indicado no ajuste desses
dados. Entretanto, existem situacdes em que a dispersao nos dados é maior que a provocada
pelo excesso de zeros. Suponha que estamos interessados em testar qual dos modelos ZIP Tipo
I ou ZICOMP Tipo I se ajusta melhor a um conjunto de dados multivariados. Uma alternativa
para esse problema € estender o teste da razdo de verossimilhancas proposto em Sellers e Raim
(2016), para o caso multivariado. Sob a hipétese nula Hy, testa-se a equidispersdo comv = 1. E
sob a hipdtese alternativa Hj, testa-se v # 1, isto €, testa-se a subdispersdo ou sobredispersio dos
dados. Se a hipétese nula for rejeitada, neste caso, o modelo ZICOMP Tipo I é o mais apropriado
para explicar os dados. Assim, a estatistica do teste da razdo de verossimilhangas é escrita na

seguinte forma

Ty = —2{(($,A, 9 =1.Y) — £($,A,¥:Y)}, (2.26)

em que / ((ﬁ,i,\? =1Y)e/ (ﬁ,i,V;Y ) correspondem as fungdes de log-verossimilhangas sob
as hipéteses Hy e H, respectivamete, ambas avaliadas nas estimativas dos pardmetros ¢, le
V. A estatistica do teste Ty possui distribui¢do aproximadamente qui-quadrado com r graus de
liberdade sz Johnson, Wichern et al. (2002, p. 188), que corresponde ao nimero de dimensodes

do vetor v. Dessa forma, o p-valor,, € dado por
Pr(Ty >ty | Hy) = Pr(x? > ty). (2.27)

Se p-valor, < o, rejeita-se a hipotese nula Hy ao nivel o de significancia.

2.4 Estudo de simulacao

Nesta Sec¢do, apresentamos um estudo de simulacdo com o objetivo de avaliar o compor-
tamento dos estimadores de méxima verossimilhanca (EMV) em relacdo ao viés e a raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM), para o modelo da distribui¢do multivariada ZICOMP Tipo
I com e sem covaridveis. Também conduzimos um estudo de simulagdo Monte Carlo com o
objetivo de verificar a funcionalidade do teste de hipdtese da razdo de verossimilhancas proposto

na Secao (2.3.3). Toda a andlise foi realizada pelo software R.

2.4.1 Ajuste do modelo sem covariaveis

Para o ajuste do modelo sem covaridveis consideramos apenas o caso trivariado com

sobredispersdo, ou seja, geramos Y7, Y> e Y3 amostras de tamanhos (n=100 e 500) da distribuicdo
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proposta, por meio da marginal ZICOMPSI) (¢,A;,vi) em (2.7), em que a mesma pode ser obtida

por meio dos quantis da distribuicdo normal padrao multivariada, veja (YAHAV; SHMUELI,
2012). Para o vetor (Y},Y»,Y3), consideramos o vetor de pardmetros 6 = (¢; A1, A2, A3; vy, V2, v3)
com os valores (0.20;3.00,3.60,4.00;0.74,0.76,0.78). Para avaliar a qualidade pontual dos EMV,
com relacdo ao viés e a REQM, realizamos 5000 réplicas bootstrap nao paramétrico para obter as
estimativas do viés, REQM e o intervalo de confianca bootstrap corrigido acelerado IBCa(95%).
A Tabela 2 apresenta os valores do vetor de parametros 6, juntamente com os EMV, viés, REQM
e os intervalos com 95% de confianga assint6ticos ICa(95%) e bootstrap IBCa(95%) para o
modelo da distribuicao multivariada ZICOMP Tipo 1.

Tabela 2 — Resultados da simulacdo para o modelo da distribuicio ZICOMP Tipo I sem covaridveis.

n @ Valor EMV Viés REQM ICa(95%) IBCa(95%)
¢ 020 021 0,01 0,04 (0,20; 0,22) (0,125 0,28)

A 3,00 297 0,24 0,90 (-1,03; 6,98)  (1,93;4,47)

A 3,60 349 0,19 1,07 (-2,34;9,32)  (2,34;5,60)

100 A3 4,00 390 -0,21 1,07 (-3,77;11,56) (2,56; 6,55)
vi 074 070 -0,01 0,14 (0,48;0,92)  (0,46;0,96)

v, 076 071 -0,02 0,13 (0,53;0,89) (0,505 0,97)

v 0,78 0,74 -0,01 0,13 (0,55; 0,93)  (0,52;0,99)

¢ 020 020 0,00 0,02 (0,20; 0,21)  (0,17; 0,24)

At 3,00 294 -0,01 033 (1,18;4,71)  (2,39; 3,63)

A 3,60 353 0,00 0,42 (0,82;6,63)  (2,75;4,31)

500 A3 4,00 394 0,00 0,49 (0,41;7,46)  (3,19; 5,10)
vi 0,74 072 -0,01 0,07 (0,63;0,80) (0,61;0,86)

v, 076 0,774 -0,01 0,06 (0,65;0,83)  (0,62; 0,86)

vz 0,78 0,76 -0,01 0,06 (0,67;0,85)  (0,66;0,91)

Observamos, na Tabela 2, que a sobredispersao dos dados € significativa ao nivel oc = 5%
de probabilidade, isto &, os intervalos com 95% de confianca ICa e IBCa para os pardmetros de
dispersao vy, v, e V3 ndo incluiram o termo um. O mesmo ndo ocorreu com os parametros de
centro A1, A, € A3 no intervalo ICa que incluiu valores para A; fora do espago paramétrico, pois
para A; > 0. Quanto aos EMV, os mesmos sdo ligeiramente viesados para amostras de tamanho
n=100. Entretanto, a medida que aumentamos o tamanho das amostras como, por exemplo,
para n=500, o viés e a REQM diminuem, e os parimetros A;’s tornam-se significativos ao nivel
o = 5% de probabilidade.

2.4.2 Ajuste do modelo com covariaveis

Para o ajuste do modelo com covaridveis consideramos o caso bivariado com m=2
dimensoes associado ao efeito da covariavel x;. Dessa forma, o modelo de regressao em (2.19)

para o vetor aleatério Y; = (Y1, Yzj)T, associado ao vetor X; = (1 ,xlj)T, com j=1,...,n, pode



Capitulo 2. modelo de regressdo com a distribuicdo multivariada de Conway-Maxwell-Poisson
42 zero-inflacionado Tipo 1

ser escrito por

( iid

I .
(N1, Y2)" ~ ZICOMPg)(%lu,Mj,Vlj,sz), j=1...m

;= exp(Joo+Yi0x1)
J 7 (T4exp(yo+vioxi)))’

A1 j = exp(Bio+ Biix1}); Azj = exp(Bao + Pa1x1);

[ V1= exp(&i0;), v2j = exp(£205),

(2.28)
em que x;; ¢ uma realizagdo da varidvel X com distribuicdo normal N(0,0.25), ¥ = (%, 7",
Bi= (Bio,Bi1)" e & = (L10,80) " sdo vetores de coeficientes da regressio. Entio, baseando-
se nos vetores de parametros: ¥ = (—1.30,0.80) ", B = (1.09,0.30)", B, = (1.40,0.35)7,
Ci10 = —0.23 ¢ {0 = —0.17, geramos duas amostras Y; e ¥» com os tamanhos (=100 e 500)
da distribuicdo proposta com sobredispersdo, ou seja, vi; = exp({io;) = exp(—0.23) = 0.79 ¢
v2j = exp(&r0;) = exp(—0.17) ~ 0.84. O pardmetro Yo do vetor de inflagdo estd associado a
propor¢do de zeros sem covaridvel, que corresponde exp(¥o)/(1+exp(y00)) = exp(—1.30) /(1 +
exp(—1.30)) ~ 0.21. Foram realizadas 5000 réplicas bootstrap ndo paramétrico para obter as
estimativas do viés, REQM e o intervalo de confianga bootstrap corrigido acelerado IBCa(95%).
A Tabela 3 apresenta os valores do vetor de pardmetros (¥, B ,ﬁz,V)T, juntamente com 0S
EMYV, viés, REQM e os intervalos com 95% de confianca assintéticos 1Ca(95%) e bootstrap

IBCa(95%), para o modelo de regressdo da distribui¢do multivariada ZICOMP Tipo 1.

Tabela 3 — Resultados da simulacdo para o modelo de regressao linear da distribuicdo multivariada

ZICOMP Tipo .

n 6 Valor EMV Viés REQM ICa(95%)  IBCa(95%)
% -130 -124 0,03 026 (-1,66;-0,72) (-1,83;-0,81)

n 080 076 -002 057 (-031;193) (-0,32; 1,89)

Bio 109 1,10 007 026  (0,58;1,52)  (0,63;1,55)

B 030 034 006 0,15 (0,10;0,58)  (0,07;0,59)

100 By 1,40 146 0,14 031 (0,83 1,80)  (0,96; 1,96)
Bi 035 044 011 0,17  (0,19;0,63)  (0,21;0,69)

vi 0,79 077 002 0,15 (0,551,000 (0,58;0,96)

v, 084 081 002 0,14 (0,581,04) (0,61;1,01)

% -1,30 -1,30 0,01 0,11 (-1,42;-098) (-1,53;-1,09)

v 080 080 000 022 (053137 (036;1.24)

Bio 1,09 1,10 002 011 (088132 (0,89; 1,30)

B 030 033 001 005 (027;047) (0,21;042)

500 B 1,40 143 0,04 0,12 (1,16;1,64)  (1,21;1,66)
B 035 038 003 006 (031;049)  (0,28;0,47)

vi 0,79 082 004 007 (0,70;0,93)  (0,73;0,91)

v, 084 081 -001 006 (0,71;0,92)  (0,73;0,90)
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Podemos observar na Tabela 3 que, para as amostras de tamanho n=100, os EMV sao
ligeiramente viesados e os coeficientes da regressao y;¢ para a inflacao, V| e v, os parametros
de dispersao, sao ndo significativos ao nivel de 5% de probabilidade, ou seja, para Yo seus
intervalos de confianca ICa e IBCa incluiram o termo zero. Ja para os parametros V| € Vv,
seus intervalos de confianga como, por exemplo, o ICa incluiram valores maiores que um, isto
€, a sobredispersdo € nao significativa. Entretanto, a medida que aumentamos o tamanho das
amostras, como por exemplo, para n=500, o viés e a REQM diminuem, e os parametros 7, V| €

V, tornam-se significativos ao nivel de 5% de probabilidade.

2.4.3 Teste de hipoteses

Para ilustrar o teste da razdo de verossimilhancas proposto no item (2.3.3), geramos
100 amostras da distribui¢do proposta para o caso trivariado, considerando apenas os cend-
rios de equidispersao e sobredispersao com os valores (0.20;3.00,3.50,4.00;1.00,1.00,1.00) e
(0.20;3.00,3.20,4.00;0.75,0.80,0.85). As hipdteses a serem testadas pelo teste da razdo de veros-
similhangas sdo Hy : (vi,Vv2,v3) = (1,1,1) versus Hy : (vi,v2,v3) # (1,1, 1). Note que testar a
hipétese Hy, equivale a testar a equidispersdo do vetor (v, v»,v3) = (1,1, 1) quando o modelo
ZICOMP Tipo I corresponde ao modelo ZIP Tipo I. Na Tabela 4, apresentamos as estatisticas do
teste da razdo de verossimilhancas com r=3 graus de liberdade, juntamente com seus respectivos

p-valores.

Tabela 4 — Resultado do teste da razdo de verossimilhangas.

Dispersao Ty p-valor,,

Equidispersdo  0,0600  0,9960
Sobredispersdao 13,0200  0,0046

Podemos observar, na Tabela 4 que a hipétese nula Hy foi rejeitada para a sobredispersao.
Entretanto, a hipotese Hy ndo foi rejeitada para a equidispersao, quando o modelo ZICOMP Tipo
I equivale ao modelo ZIP Tipo I. Isso demonstra a flexibilidade da distribui¢ao ZICOMP Tipo I,

ao considerar as distribui¢des que sdo seus casos particulares, como a ZIP Tipo L.

2.5 Aplicacao com dados reais

Nesta sec¢do apresentamos uma aplicagdao com dados reais, que corresponde ao nimero de
casos confirmados de AIDS, hepatite viral e sifilis congénita em uma amostra com 98 cidades do
interior do estado de Alagoas-Brasil. Os dados foram coletados pelo autor no anudrio estatistico
do ano de 2014, disponivel em (ALAGOAS, 2014). A Figura 1 apresenta o mapa politico do

Brasil com a localizacdo do estado de Alagoas.
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Figura 1 — Mapa Politico do Brasil com o Estado de Alagoas.

Trabalhos envolvendo dados multivariados com DST sao encontrados em ((QIN et al.,
2016); (CHA et al., 2017); (RUSSELL et al., 2019); (LI et al., 2010); (LUCAR et al., 2018)).

Geralmente esses tipos de dados estio associados as caracteristicas séciodemograficas de regides

em crescente desenvolvimento, como por exemplo, em Tan et al. (2011) que analizaram a

distribuicao espacial da sifilis e da gonorréia na provincia de Guangdong na China. Na Tabela 5,

apresentamos as variaveis Y1, ¥ e ¥3, como o niimero de casos confirmados de AIDS, hepatite

viral e sifilis congénita, fi representa a frequéncia das observacdes do vetor (¥1,Y>,Y3).

Tabela 5 — Frequéncias dos casos confirmados de AIDS, hepatite e sifilis congénita no estado de Alagoas-
Brasil dispoivel em (ALAGOAS, 2014).

M.hY;) fi MhY) fi MhY) fi MhY) fi
00.0) 22 003) 1 (040) 1 (855 1
010 5 (030 1 (011,00 1 (1,12) 1
(0,0,1) 5 0,1,4) 2 (O11,H) 1 (1412 1
(1,0,0) 3 (3,6,1) 1 (0,8,1) 1 (1,2,5) 1
(1,1,0) 2 (3,6,2) 1 (5,0,8) 1 (1,0,2) 1
©1,1) 2 020 3 @50) 1 (616 1
0,2,1) 2 (2,2,3) 1 (0,7,0) 1 0,2,0) 1
(0,5,1) 2 (5,0,1) 1 (5,2,2) 1 3,3,5) 2
a0 1 @L) 1 1,13 1 (103 2
061) 1 (01300 1 (080 1 (210 1
425 1 84100 1 (320 1 (G110 1
202 2 (002 2 (383 1 (031 1
(0,1,5) 1 2,1,5) 1 (4,1,0) 1 (1,1,1) 1
(3,2,6) 1 2,4,3) 1 (1,3,2) 1 (1,3,4) 1

De acordo com a Tabela 5, podemos perceber que as frequéncias das células (0,0,0),

(¥1,0,0), (0,Y2,0) e (0,0,Y3) sdo relativamente maiores quando comparadas com as outras
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células. Nesses termos, € razodvel considerar o excesso de zeros neste conjunto de dados.
Em uma andlise descritiva, as varidveis Y1, ¥> e Y3 apresentaram média amostral: j; = 1,03;
v» = 1,86 e y3 = 1,52; variancia amostral: s% =2,96; s% =7,28¢ s% =5, 12, e aparentemente

sao sobredispersas, pois suas variancias sdo maiores que suas médias.

2.5.1 Ajuste do modelo sem covariavel

Para explicar a relacdo existente entre as varidveis Y7, Y> e Y3, consideramos os ajustes
dos modelos multivariados ZIP Tipo I e ZICOMP Tipo I, ou seja, para o vetor de obser-
vagdes Y; = (Y1;,Y2;,Y3;) ", com j = 1,...,98, ajustamos os modelos ZIP (q) A, A2, A3) €
ZICOMP( (¢; 2,1,12,13, Vi, V2,Vv3). Na Tabela 6, sdo apresentados os EMV para os pardmetros
dos modelos ZIP (¢ A, A2, A3) eZICOMP (¢ A, A2, A3V, Vo, Va).

Tabela 6 — EMV para os modelos ZIP (q) AL, A2, Az) € ZICOMP (q) AL, A2, A3 Vi, Vo, V).

ZIP ((]) ),1,1,2,2,3) ZICOMP ((P ;‘,1,7(,2,2,3,V1,V2,V3)

0 EMV EMV
0 0,22 0,19
A 1,32 0,56
A2 2,39 0,70
A3 1,95 0,65
Vi - 4,94 x 1077
Vs - 6,80 x 1077
V3 - 1,90 x 1076

Podemos observar, na Tabela 6, que os dois modelos apresentaram valores proximos para
o parimetro de inflagio ¢, com destaque para o modelo da distribuicdo ZIP Tipo I com ¢ = 0,22,
pois 22/98 ~ 0,22. Entretanto, o modelo ZICOMP Tipo I conseguiu captar toda a sobredisper-
sdo provocada além do excesso de zeros, pois seus parametros de dispersdo apresentaram as
estimativas V; =~ 0,00, ¥, ~ 0,00 e V3 =~ 0,00. Quanto aos critérios de escolha do modelo que
melhor se ajusta aos dados, utilizamos, como critérios de escolha, os critérios de informagao
Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC); para mais detalhes, veja (Akaike (1974); Schwarz (1978)),
além do teste da razdo de verossimilhancas proposto na se¢do (2.3.3). Na Tabela 7, apresentamos

os valores dos critérios AIC, BIC e a estatistica Ty com seu respectivo p-valor,,.

Tabela 7 — Critério de selecdo dos modelos multivariados ZIP Tipo I e ZICOMP Tipo I.

Modelo Ty p-valor,, AIC BIC
ZIP Tipo 1 165,95 p<0,0001 1113,78 114248
ZICOMP Tipo 1 - - 953,85  1004,04

Na Tabela 7, observamos que o modelo ZICOMP Tipo I apresentou menor valor para
os critérios de informacao AIC e BIC. Quanto ao teste da razdo de verossimilhangas, rejeitou

a hipétese para a equidispersao nos dados. Nesse caso, o modelo ZICOMP Tipo I € o mais
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indicado para explicar a relacdo existente entre as varidveis AIDS, hepatite e sifilis congénita em
cidades do interior do estado do Alagoas, segundo os critérios AIC, BIC e o teste da razdo de
verossimilhancas. Na Tabela 8, apresentamos os EMV e os intervalos com 95% de confianca a:
ICa(95%) e IBCa(95%) com 5000 réplicas bootstrap para o modelo escolhido.

Tabela 8 — Estimativas de maxima verossimilhanga e os intervalos de confianca ICa(95%) e IBCa(95%)
para o modelo ZICOMP Tipo I.

0 EMV ICa(95%) IBCa(95%)
() 0,19 (0,17; 0,20) (0,115 0,29)
Al 0,56 (0,52; 0,60) (0,48; 0,70)
A 0,70 (0,66; 0,74) (0,63; 0,85)
A3 0,65 (0,61; 0,69) (0,53;0,74)

Vi 4,94x1077 (4,94x1077;4,95x1077) (1,76 x 1071, 0,30)
v, 6,80x1077 (6,80x1077;6,81x1077) (9,72 x 10713, 0,14)
v; 1,90x107% (1,90x107%;1,91 x107%) (3,16 x 10~13;0,18)

Observamos na Tabela 8, que todos os parametros do modelo sdo significativos ao nivel
o = 5%, e os dados s@o sobredispersos, pois os intervalos com 95% de confianca para os
parametros de dispersdo: vy, v e V3, nao incluiram valores maiores ou iguais a um. Em hipétese,
outro modelo que poderia se ajustar a esse conjunto de dados seria 0 modelo ainda ndo existente
da distribuicao multivariada geométrica zero-inflacionado Tipo I (ZIG Tipo I), uma vez que a
distribui¢do COM-Poisson equivale a distribui¢do geométrica com probabilidade (1 — A;) quando

QLZ'<1CV,'=0.

2.5.2 Analise das distribuicoes marginais

Com o objetivo de estimar a correlacio existente entre as varidveis Yp, > e Y3, estimamos
a correlacdo de Pearson e a correlagdo proposta pelo modelo ZICOMP Tipo I dada na Equacao
(2.6). A Tabela 9 apresenta as estimativas das correlagdes de Pearson e a do modelo para as

variaveis Y1, Y» e V3.

Tabela 9 — Estimativas das correlacdes entre as varidveis Y1, Y» e Y3.

Correlagdo YieY, YieYVs Yels
Pearson 0,11 0,57 0,10
Modelo 0,20 0,20 0,19

Na Tabela 9, observamos que as varidveis Y1, > e Y3 sdo correlacionadas positivamente,
o que justifica a utilizagdo do modelo. Entretanto, as estimativas do coeficiente de correlagao
propostas pelo modelo ZICOMP Tipo I apresentaram valores maiores em que a correlacdo de
Pearson apresentou menor valor e vice-versa. Duas situagdes semelhantes a essa sdo encontradas
no modelo ZIP Tipo I em Liu e Tian (2015) e no modelo bivariado ZIGP Tipo I em Zhang, Tian

e Huang (2015), em que a estimativa da correlagdo de Pearson é maior que a do modelo. Isso
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¢ uma caracteristica comum da familia das distribui¢des Tipo I, pois s@o correlacionadas na
varidvel Z, quando condicionada em Z = 1. E ao estimarmos a correlacdo do modelo ZIP Tipo I
proposta em Liu e Tian (2015), as varidveis (Y1,Y2), (Y1,Y3) e (Y2,Y3) apresentaram as seguintes
estimativas 0.28, 0.26 € 0.32.

De acordo com a distribui¢ao marginal proposta na Equacao (2.7), teoricamente, cada
Yi(i = 1,2,3) ~ ZICOMP(¢, A;, Vi), com pardmetro de inflagdio comum ¢. No entanto, base-
ado nas estimativas do modelo ZICOMP univariado em Barriga e Louzada (2014), as va-
ridveis Y;(i = 1,2,3) ~ ZICOMP(@,Z,\%), isto é, Y1 ~ ZICOMP(0.36,0.67,0.07), Y> ~ ZI-
COMP(0.15,0.69,0.00) e Y3 ~ZICOMP(0.18,0.65,0.00). As estimativas dos parametros (132 e
¢3 apresentaram valores préximos de ¢. No entanto, o pardmetro de inflacio ¢, conseguiu
captar apenas parte da inflacio captada por ¢; para o componente ¥; do vetor ¥ i(i=1,2,3).
Este conjunto de dados nos motiva a estender o modelo ZICOMP Tipo I para o caso Tipo III,
considerando a estrutura do modelo da distribuicdao de Poisson multivariada zero-inflacionado
Tipo III ou ZIP Tipo III em Tian et al. (2014), por ser mais flexivel ao considerar parametros de

inflacdo extras para cada componente Y; do vetor Y.

2.5.3 Ajuste do modelo com covariaveis

Finalmente, consideramos o modelo de regressdo em (2.19), associado ao efeito de uma
covariavel. Consideramos apenas a relacdo entre as varidveis Y;: AIDS e Y3: sifilis congénita
com a covaridvel X (IDH: Indice de Desenvolvimento Humano), pois em uma andlise descritiva
da correlag@o de Pearson das varidveis Y1, ¥, e Y3 com a covaridvel X, obtiveram-se as seguintes
correlagdes corr(Y;,X) = 0,41, corr(Y2,X) = —0,02 e corr(¥3,X) = 0,33. Na Tabela 10, apre-
sentamos: 0s EMV e os intervalos com 95% de confianga: ICa(95%) e IBCa(95%), com 5000

réplicas bootstrap nao-paramétrico para o modelo de regressao da distribuicdo ZICOMP Tipo L.

Tabela 10 — Estimativas do modelo de regressdo para o vetor (Y1, Y3) associado a covaridvel X.

6 EMV ICa(95%) IBCa(95%)
¢ 027 (027;0,30) (0,13;0,39)
Bio -4,55 (-7,08;-2,02) (-7,70; -2,08)
B 731 (2,63;11,99) (3,10; 13,19)
Bz -2.71 (-4,46;-0,96) (-4,54; -1,10)
Bai 443 (1,19;7,67) (1,46;7,87)
vi 0,19 (0,13;025) (1,26 x 1073;0,46)
v; 0,17  (0,12;0,21) (4,19 x107;0,46)

Observamos, na Tabela 10, que, para os coeficientes da regressdo 3;; e B3, nenhum
de seus intervalos de confian¢a incluiram o valor zero. O mesmo ocorreu com 0s parametros
de dispersao v; e vs, pois seus intervalos ndo incluiram o termo um, ou seja, a sobredispersao

existente nos dados € significativa. Nesse caso, todos os parametros do modelo sdo significativos
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ao nivel o0 = 5%, ou seja, existe uma relagcdo entre o nimero de casos confirmados de AIDS e

sifilis congénita com IDH, e a mesma € sobredispersa.

2.6 Conclusao

Neste Capitulo, apresentamos a distribuicdo multivariada de Conway-Maxwell-Poisson
zero-inflacionado Tipo I (ZICOMP Tipo I); sua construgdo foi baseada na extensdo da distribui-
¢do de Poisson multivariada zero-inflacionado Tipo I. Desenvolvemos importantes propriedades
da distribuicdo, um modelo de regressdo e um teste de razdo de verossimilhangas para aju-
dar na escolha do melhor modelo. E concluimos que esta nova distribuicdo pode produzir
melhores ajustes em conjuntos de dados multivariados de contagem com excesso de zeros e

correlacionados.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO COM A
DISTRIBUICAO MULTIVARIADA DE
CONWAY-MAXWELL-POISSON
ZERO-INFLACIONADO TIPO 11l

3.1 Introducao

Dados de contagem multivariados com excesso de zeros sdo comuns em diversas dreas
do conhecimento, tais como, saide (Cameron e Trivedi (2013)), industria (Li et al. (1999)),
colisdes de carros em rodovia (Dong et al. (2014)), horticultura (Sun (2016)), lesdes ocupacionais
(Wang et al. (2003)), entre outras. As distribui¢des multivariadas de Poisson zero-inflacionado
(MZIP) em Li et al. (1999) e a de Poisson zero-inflacionado Tipo I (ZIP Tipo I) em Liu e Tian
(2015) aparecem como fortes candidatas para a andlise e modelagem de dados multivariados
com excesso de zeros, com destaque para a distribuicdo ZIP Tipo I, que possui uma estrutura
mais flexivel e ficil de ser implementada. Entretanto, sua estrutura de inflagdo considera apenas
a inflacdo conjunta de zeros dos componentes do vetor aleatério de contagem, e as demais

componentes do vetor aleatério sdo consideradas como varidveis de Poisson.

Nesse contexto, Tian et al. (2014) propuseram uma distribuicao mais flexivel, nomeada
de distribui¢do multivariada de Poisson zero-inflacionado Tipo III (ZIP Tipo III). Ela generaliza
a distribui¢ao ZIP Tipo I em Liu e Tian (2015) com a adicao de outras componentes de inflacdo
de zeros no vetor aleatério de contagem. Nas situacoes em que a sobredispersao dos dados €
maior que a provocada pelo o excesso de zeros, os modelos ZIP Tipo I e ZIP Tipo III ndo sdao
indicados por acomodarem somente a equidispersd@o. Podem ainda existir situagdes em que os
dados exibem subdispersao, quando a variancia amostral € menor que a média. Nesse contexto, a

extensdo do modelo da distribui¢cao univariada de COM-Poisson zero-inflacionado (ZICOMP)
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em Barriga e Louzada (2014), para o caso multivariado, ou a extensdo da distribuicio COM-
Poisson bivariada proposta por Sellers, Morris e Balakrishnan (2016) para o zero-inflacionado,
poderia contornar problemas de dispersao nos dados, uma vez que a distribuicio de COM-Poisson
bivariada consegue acomodar tanto equidispersao quanto sobredispersao e subdispersao. O campo
multivariado da COM-Poisson é bastante escasso, € a mesma ainda nao existe em nenhuma
das estruturas das distribui¢cdes MZIP, ZIP Tipo I e Tipo III. Uma estrutura multivariada para a
distribui¢do de COM-Poisson seria bastante complicada ou muito sofisticada para acomodar as

distribui¢des de Poisson, geométrica e Bernoulli que sdo seus casos particulares.

Mediante ao exposto, este Capitulo teve por objetivo geral construir a distribuicdo multi-
variada COM-Poisson zero-inflacionado Tipo III (ZICOMP tipo III), considerando a estrutura
da distribuicao ZIP Tipo III, proposta por Tian et al. (2014). Especificamente desenvolvemos o
modelo de regressao e o teste da razao de verossimilhancas para ajudar na escolha do melhor

modelo.

Este Capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Sec¢ao 3.2, introduzimos a dis-
tribuicao multivariada ZICOMP Tipo III e algumas propriedades. O modelo de regressao da
distribuicdo ZICOMP Tipo III € o teste da razdo de verossimilhangas sdo apresentados na Secao
3.3. Nas Sec¢odes 3.4 e 3.5, conduzimos um estudo de simulacdo da distribui¢do proposta e a

andlise de um conjunto de dados reais. A conclusdo é apresentada na Secdo 3.6.

3.2 Distribuicao de COM-Poisson multivariada zero-

inflacionado Tipo Il
Considere o vetor X = (Xi,...,X») " com {X;}", S ZICOMP(¢;, A;, v;). Dizemos que o
vetor aleatério Y = (Y7,...,Y,,) | possui distribui¢io multivariada ZICOMP Tipo III com parame-
tros g € [0,1), ¢ = (91,...,0m) " €[0,1)" A = (A1,.., )T €ERY" eV =(Vy,..., V)| €RT.
E escrevemos Y ~ ZICOMP!) (¢0,9,A,V), se

0, com probabilidade ¢,
YL 72X =2Z(X),.... X)) = 3.1)
X, com probabilidade (1 —¢y),

em que Zy ~ Bernoulli(1 — ¢p), Zo L X (Zp independente de X), X é um vetor base do vetor Y,
e« significa que, em ambos os lados da igualdade, o vetor Y possui a mesma distribuicao.
Assim como a distribuigdio COM-Poisson em Conway e Maxwell (1962) possui seus casos

especiais, a distribuicdo ZICOMP Tipo III também possui seus casos especiais:
(i) Se 9o £ 0,9 =0, e v =1, entdo Y ~ ZIP\Y (g0, A );
(ii) Se ¢ £ 0 e ¢ = 0, entdo Y ~ ZICOMPYY (¢, A, V);

(iii) @9 #0, ¢ =0, e V v; = 0 elemento de v e A; < 1 elemento de A, entdo Y ~
ZIGY (90,1 - 2);
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(iv) Se ¢ #0, ¢ =0, e V v; — oo elemento de v, entdo Y ~ ZIBernoulliS,I,) (¢0,A © (1+
A)), em que % é um elemento do vetor A @ (1+4);
(V) Se ¢ £ 0,9 £0, e v =1, entdo Y ~ ZIPL" (¢, ,1);

(vi) Se ¢g 0, ¢ #0, eV v; =0 elemento de v e A; < 1 elemento de A, entdo Y ~
ZIGY™ (¢0,0,1—1);

(vii) Se @9 # 0, ¢ # 0, e V v; — oo elemento de Vv, entdo Y ~ ZIBernoulhm (¢0,¢ AO
(142)), em que ; A 777, ¢ um elemento de A © (14 A1), @ é um operador elemento a elemento do
produto de Hadamard, para detalhes veja (CYGANEK, 2013),

(viii) Se ¢o = 0, entdo {Y;}", sdo varidveis aleatérias ZICOMP independentes com

diferentes pardmetros, isto é, {Y;}" S ZICOMP(¢;, A;, Vi).

As demonstragdes dos itens (i) - (vii) sao apresentadas no Apéndice (B.1). E o item (vii1),

¢ obtido de forma direta ao substituir @9 = 0 na Equacdo (3.2).

3.2.1 Funcao de massa de probabilidade conjunta

Seja & = (&;,...,&n) " ~ Degenerado(0,,), isto &, {&}T, n Degenerado(0). Entdo para
(3.1), a funcdo de massa de probabilidade conjunta de Y ~ ZICOMP (1 (¢0, @,A,v), é dada por

f(y|¢0,¢,l,v):¢0Pr(§:y) (1*(])0)]?1'( :y)
~[1{ov+1-a o+ gwm}z<y:0>+<1—¢o>

o e[S i on. o2

em que /(y) é uma func¢do indicadora do tipo I(y) =1 se y = 0 e I(y) = 0 caso contrério,
S(A;, Vi) é o valor da constante de normaliza¢do da distribuicdo de COM-Poisson em Conway e
Maxwell (1962) na i-ésima dimensao, A; > 0 é um pardmetro de centro, v; > 0 é um parimetro
de dispersao, com sobredispersao quando (v; < 1), subdispersdo com (v; > 1) e equidispersao
quando (v; = 1) (SHMUELI et al., 2005); (BARRIGA; LOUZADA, 2014)).

(11m)
(

Por sua vez, a fungdo de distribuicdo acumulada Y ~ ZICOMP 00,9,A,v) é dada

por

F(Y|¢07¢72'7V) = Pr(Y Sy)

m Vi ki
=@+ (1 — ¢ — 5. (3.3)
¢ ¢ £Il IZ"OS<A,',V,')(](,'!)V1
A forma fechada de F(Y|¢,A,V) depende de valores particulares dos pardmetros A; e

ki
V;, pois quando v; = 1, ZE:O W equivale a soma de distribui¢des de Poisson, e quando

Ai < 1 e v; =0 essa soma equivale a distribui¢do Binomial Negativa.
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3.2.2 Momentos mistos e funcao geradora de momentos

SejaY ~ ZICOMP (I (¢0,¢ A,v), comY; 4 ZoZ;X; parai=1,...,m. Entdo a funcdo

geradora de momentos de Y € dada por

m

MY(t)=¢0+(1—¢0)H{¢i+(1—¢i)%}- (3.4)

i=1

Dessa forma, para o i-ésimo elemento do vetor Y os momentos sdo dados por

/

B(Y) = (1= go)(1 — g4 e

925(A,vi)|9A v
E(Y?) = (1— go) { (1 - ) [P ZER008 g, dlossius [

Var(Y) = (1= 60) { (1 = 69) {42 | 2205 — (1 g) (1 — ) x

dlogS(Aivi) | 2 dlog S(A;,v;)
—on )| T T g

(3.5)

Assim, Cov(Y;,Y;) = 9o(1 — 9o) it em que p; = (1— 9) (1 — 9) 422254 ¢ ;=
(1—¢0)(1—9j)A; M ,comi# jei,j=1,...,m. Dessaforma, a correlagao entre ¥; e

Y;, € dada por

Po(1 — o) Hitt o
= Corr(Y;,Y;) = —, com : :
p =Corr(Y;,Y;) Ve (Y ) com i#j (3.0)

As demonstracdes da fungdo geradora de momentos em (3.4), momentos em (3.5) e da

correlagdo em (3.6) sdo apresentadas no Apéndice (B.2).

3.2.3 Distribuicao marginal

(1)
(

SeY ~ ZICOMP do,9,A,V), entdo para (3.2), o i-ésimo componente ¥; de Y, é dado

por

(1)
(

Y, = ZOZX ZICOMP 00+ O — Po i, Ai, Vi). (3.7
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Particionando Y = (YT, YO T com YV = (v;,....7,) T e YO = (Y,y1,...,Y,) T,
temos:
YD) ~ ZICOMPM) (901 01,03 A1, AV, ), e
(3.8)
Y@ ~ ZICOMP™) (90: @i 1o Os At - oy A Vil -5 Vi)«

3.2.4 Distribuicao condicional

Considere Y um vetor aleatério de eventos do tipo Y = (Y(I)T,Y(z)T)T e seja Y(U e
Y subvetores de Y de eventos como, por exemplo, pessoas que residem em uma determinada
regido e sao portadoras das doencas C e D. Seleciona-se uma amostra aleatéria e deseja-se obter
a probabilidade de os individuos possuirem a doenca C dado que eles ndo possuem a doenga D,

para obter essa probabilidade basta calcular a probabilidade condicional de Y dado Y.

3.2.4.1 Distribuicio condicional YV | Y2

Para as Equacdes (3.2) e (3.8), a distribui¢ao condicional de y( \Y é simplesmente
dada por

1) _ v _ @) _ S 0le0,0.4,v)
Pr(Y —yDY® =y )_Pr(Y@):y(Z))' (3.9)

Para encontrar a distribui¢do condicional YU | Y, consideraremos dois casos:

Caso I: Quando y(!) #£ 0 e y(?) £ 0, temos

Pr (Ym —y(1) Y
Pr(Y® #£0)

(Pl l*q)i )’z:yi
(1—¢o) { [¢l +3 )L v,))} Iiy—0) + [S((/l- v,-)) (yi!)Vz} I(yi>0)}
(1—¢; (1-9;) A"
(1 B (PO) Hl r+1 { [ ll’q:/t ] g |: AIv(i:/i)) (yi!)vi:| I(yi>0)}

r 1 l
H{[(p (A, vi) ] 0 [é(a qi, ]’<y1>0>} (3.10)

h
<
——

Pr(v) =y, Y@ 2 0) =

Isso implica que dado YU | Y2 £ X1 no depende de Zy = 1, ou seja, os componentes

de Y = (Y1,...,Y,) " sdo varidveis ZICOMP(¢;, 4;, v;) mutuamente independentes, quando
2) £ 0.
Caso II: y(z) = (), temos

YU)y(Y(Z) 0) ZICOMPIH(%¢,...,¢,;/11,...,7L,;v1,...,vr), G.11)

em que @ = ¢o+ (1 —¢o) [T, [(Z), + ST ¢ ))] A prova do item (3.11) € apresentada no Apén-
dice (B.3.1).
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3.2.4.2 Distribuicdo condicional Zy|Y

Se Zy ~ Bernoulli(1 — ¢p) e Zy assume os valores O e 1, entdo

Pr(Zy=1X=y) _ (1—%0) [¢’+s ¢>)]

fl90.0.Av) f(Y\¢o $AV)

Pr(Zy=1|Y=y) =

(1*¢0) Hm [¢t+ 51,1 qifl))]

se y=0,
00-+(1=90) T2 9175775
1, se y #0,
logo,
Bernoulli(7), se y=0,
Z|(Y =y) ~ ) (3.13)
Degenerado(1), se y#0,
(17¢0)Hm [¢t+sl ¢l))}
em que T =
00-+(1—0) [¢l+5 ]
3.2.4.3 Distribuicdo condicional X | Y
Sey =0, temos
X|(Y = 0) ~ ZICOMP™ (7,¢,4,v). (3.14)
A prova do item (3.14) é apresentada no Apéndice (B.3.2).
Sey # 0, temos
PriX=xY = PriX=y,Zp=1
Pr(X —xlY —y) = X =xY=y) PrX=yZ=1)_ (3.15)
Pr(Y:y) f(y|¢(),¢,l,V)
Assim como (X7, ...,X,,) sdo mutuamente independentes e se Y =y # 0 é dado, entdo
Xi|(Y =y #0) ~ Degenerado(y;), i=1,...,m. (3.16)

3.2.4.4 Distribuicdo condicional X; | (Y; =y; =0), i=1,...,m

(1)
(

Para a Equacao (3.7), temos ¥; ~ ZICOMP 0o, 0i, Ai, Vi), i=1,...,m. Assim,

PI'(X,' :xi,Y,- = 0)

PI'(X,’ZXI"Y,':O) = PI‘(Y—O) y
P =

o que implica

X;|(¥; = 0) ~ ZICOMP"™(

(1=00) [ 9+575 |
do+(1- ¢o)[¢l+s1 %)

T, 0 Ai, Vi), (3.17)

com T; = ] A prova do item (3.17) € andloga a prova do item (3.14).
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3.2.4.5 Distribuicdo condicional X; | (Y; =y; > 0), i=1,...,m

(1)

Para a Equagdo (3.7), temos Y; ~ ZICOMP; " (¢o, ¢;,Ai, Vi), i =1,...,m. Entdo

PI'(X,‘ :xi,Y,- :yi> _ PI‘(Xi :yi,Z() = 1) —1
Pr(Y; = y;) fOil 00,01, A5, vi)

Pr(X;=xi|Yi=yi) =
logo

Xi|(Y; = yi > 0) ~ Degenerado(y;). (3.18)

3.3 Modelo de regressao para a distribuicao ZICOMP
Tipo I

O modelo de regressao linear da distribuicao ZICOMP Tipo III que investiga a relagcdo

existente entre o vetor de parAmetros (¢o,@ ',A",v') " e as covaridveis é dado por

[ Y; % Z1IcOMPR"Y (90;,05A5v)). j=1..m

log (12}0}.) =z;Yp; log (ﬂ"g,ﬁ) =z, Y, i=1l..m (3.19)

| log(Aij) =w;Bis e log(vij) =uj{;,

emque Y;= (Y1j,...,0, j)T € um vetor de observagdes, ¢p; € 0 pardmetro de inflagdo conjunta

do vetor 0, ¢; = (¢1j,...,0n j)T € um vetor de parametros de inflacdo adicional dos compo-
_ , AT _ , AT oz A

nentes do vetor Yj, A; = (A1j,...,Amj) € Vj=(Vij,...,Vmj) sdo vetores de parimetros
T T T &

do modelo, z; = (1,z1j,...,2p;) '» Wj = (L,wij,...,wg;) ' ewj = (1,uj,...,ur;) sio veto-

res de covaridveis ndo necessariamente idénticos com respeito a j, Yo = (Yo, '}/01,...,1/01,)T

b

¥i = (%0, Yits-- - Yip) s Bi = (Bio, Bir, -, Big) " € §i = (G0, Gity - .-, Gir) T, s vetores de coefici-
entes da regressio.

3.3.1 Estimacao dos parametros

Seja {Y1,...,Y,} uma amostra aleatéria de tamanho n da distribui¢do m-dimensional

11 . .
ZICOMP,(n )(¢0,¢,),,V), onde Y;=(Y1;,... Yuj) paraj=1,...,n.Esejay; = D1y Vi) s
um vetor de realizagdes do vetor aleatério Y e ¥ ,ps = (¥1, . . .,¥,) um vetor de dados observados.

E considere J = {j [y;=0,j=1,...,n} com ko =Y}_, I(y; = 0). Desta forma, a fungdo de
verossimilhanca dos dados observados Y, do vetor @ = (¢, ",A",v")T, é dada por
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n B n (1 ) %
(01Y ops) jI;IH{JI—[l{¢O+ (1 E[ S(?LI,VI)}}}

e ae) Yo [—gy A ]
[1{0-¢0]] [¢’+S()L,~,v,-)] [S()vza\’z)(yij!>vi]

3 i1

oo o0

=1

ko 17 T [0 (Lm0 ] 000 [ (1—g) 27 [
a-ore 11 o] [(xl,vo(yi,-!)w'] o

Jj=ko+1i=1

cujo logaritmo da fun¢do de verossimilhanga dos dados observados é dado por

f(elYl)bs)Zkolog{%ﬂL 1-90) ] [ { )1} (n—ko)log(1 —¢p) +

Vi)

] } [I(yij>0)] X
Jj= ko—Hl
) — vilog(yi;! >]} (3.21)

l
n

Z { (vi;=0) log [¢z
Jj=ko+1i=1

[log(1 — ¢;) —log S(A;, Vi) +yijlog(A;

Para a obteng¢do das estimativas do vetor de pardmetros 6, maximizamos o logaritmo
da fun¢do de mdxima verossimilhanca em (3.21), com respeito aos parAmetros ¥o; ¥, Bi e ..
Devido a complexidade da fun¢do de log-verossimilhancga que sé pode ser feita numericamente
neste trabalho, optamos pelo método Quasi-Newton com o algoritmo BFGS (veja Nocedal e
Wright (2006)) implementado no software R (R Development Core Team (2009)) por meio
da funcdo optim. Na implementacdo do cédigo para o modelo proposto, utilizamos como
estimativas iniciais, as estimativas do modelo Poisson para o vetor B; e v =exp({; =0) =1
para os parametros da COM-Poisson em Conway e Maxwell (1962), além das estimativas do

modelo binomial para os parametros de inflacdo ¥y e ;.

3.3.2 Intervalo de confianca

Seja 6 0 EMV do vetor 0. O intervalo de confianga assintético (1 — 0)100% para os
parametros do vetor 0, é dado por

[é IO 1.8 4200/ [J<e>]—1] | (3.22)
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em que [J(8)]~' é a matriz inversa da informacio observada, z, /2 € a-ésimo quantil da
distribui¢do normal padrio. Entretanto, o intervalo de confianga assintético para os parametros do
modelo ZICOMP Tipo IIT ¢y € (0,1); ¢ € [0,1)"; A € R e v € R pode fornecer estimativas
fora do espago paramétrico. Dessa forma, o intervalo de confianga bootstrap IBCa, proposto
na Secdo 2.3.2 do Capitulo 2, pode ser utilizado para contornar esses tipos de problemas nos

intervalos de confianga.

3.3.3 Teste da razao de verossimilhancas para o vetor de dispersao
do modelo multivariado ZICOMP Tipo 111

Suponha que estamos interessados em testar qual dos modelos ZIP Tipo III ou ZICOMP
Tipo III se ajusta melhor a um conjunto de dados. Uma alternativa para esse problema € estender
o teste da razdo de verossimilhangas proposto por Sellers e Raim (2016), para o caso multivariado.
Sob a hipdtese nula Hy, testa-se a equidispersdao com vV = 1, ou seja, 0 modelo ZIP Tipo III
se ajusta melhor aos dados. E sob a hipdtese alternativa Hj, testa-se Vv # 1, a subdispersio
ou sobredispersao dos dados. Se a hipdtese nula for rejeitada, neste caso, o modelo ZICOMP
Tipo III é o mais apropriado para explicar os dados. Assim, a estatistica do teste da razao de

verossimilhancgas é dada por

TV = _2{6((2;0767):70 = I’Y) _E(d;()u@aiao;y)}? (323)
em que / ((ﬁo,(i),i,\? =1Y)e E((ﬁo,(ﬁ,i, V.Y ) correspondem, as fungdes de log-verossimilhanga
sob as hipéteses Hy e Hj, ambas avaliados nas estimativas dos pardmetros ¢, (i), Aev.

A estatistica do teste Ty possui distribuicdo aproximadamente de qui-quadrado %(2,) com

(r) graus de liberdade Johnson, Wichern er al. (2002, p. 188) que correspondem ao niimero de

dimensoes do vetor v. Desta forma, o p-valor,, € dado por

Pr(Ty >ty | Hy) = Pr(x> > tv). (3.24)

Se p-valor, < o, rejeita-se a hipotese nula Hj ao nivel o de significincia.

3.4 Estudo de simulacao

Neste Capitulo apresentamos um estudo de simulagdo com o objetivo de avaliar o com-
portamento dos EMV em relacdo ao viés e a REQM, para o modelo da distribui¢do multivariada
ZICOMP Tipo III com e sem covaridveis. Também conduzimos um estudo de simulagdo Monte
Carlo com objetivo de verificar a funcionalidade do teste de hipdteses na Sec¢ao 3.3.3. Todas as

andlises foram realizadas pelo software R (R Development Core Team, 2009).
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3.4.1 Ajuste do modelo sem covariaveis

Para o ajuste do modelo sem covaridveis, consideramos apenas o caso trivariado com
sobredispersdo, ou seja, geramos Y1, ¥, e Y3 amostras de tamanhos (n=100 e 500) da distribui-
SHI)((;)O + @i — Po0i, Ai, v;) em (3.7). Para o vetor
(Y1,Y5,Y3) consideramos o vetor de parimetros @ = (¢, ¢1, d2, ¢3, 41,42, A3, V1, V2, v3) |, com
os valores (0.10,0.20,0.20,0.20;3.20,3.60,4.00;0.75,0.85,0.87) e nimero de parametros igual a

3m+1. O parametro ¢p possui o valor 0.10 e representa 10% do excesso de zeros conjuntos na

¢do proposta, por meio da marginal ZICOMP

amostra. J4 os parametros ¢, ¢ € @3 possuem os valores 0.20 e representam 20% do excesso de
zeros extra para cada marginal.

Para cada amostra gerada da distribuicao marginal ZICOMPSHI) (0o + ¢ — Po i, Ai, Vi),

utilizou-se o teste da distribui¢do de qui-quadrado xg(l — o) com g = 4 graus de liberdade para
verificar a aderéncia das amostras simuladas, todas as amostras nao tiveram a hipétese nula
rejeitada, pois seus p-valores apresentaram valor maior que o nivel o = 5% de probabilidade.
Entao, realizamos 5000 réplicas bootstrap nao paramétrico para obter as estimativas do viés,
REQM e o intervalo bootstrap com 95% de confianga corrigido e acelerado IBCa(95%). Na
Tabela 11, apresentamos os valores dos componentes do vetor de parametros 6, e os resultados
dos EMYV, viés, REQM e os intervalos de confianga assintotico ICa(95%) e bootstrap IBCa(95%)
para o modelo da distribui¢do multivariada ZICOMP Tipo III.

Tabela 11 — Resultado da simulagd@o para o modelo ZICOMP Tipo III com sobredispersao.

n 6 Valor EMV Viés REQM ICa(95%) IBCa (95%)
¢ 0,10 0,12 0,01 0,03 (0,11;0,13) (0,07;0,21)

¢ 020 0,18 -001 0,05 (0,17;0,19) (0,08; 0,27)

¢ 020 0,20 0,01 0,05  (0,19;0,21) (0,105 0,29)

¢ 020 020 0,01 0,05  (0,19;0,21) (0,10;0,29)

At 2,80 285 0,35 1,09  (-2,01;7,71) (1,65;5,09)

100 A, 3,10 3,00 0,17 1,01  (-2,18;8,18) (1,79;5,16)
Az 330 324 0,24 1,15  (-3,03;9,51) (1,89;5,71)

vi 0,68 0,73 008 0,19 (0,48;0,98) (0,43;1,07)

v 074 070 -0,02 0,15 (0,48;0,92) (0,43;1,00)

vz 079 0,775 -002 0,16 (0,50;1,00) (0,47;1,07)

¢ 0,10 0,10 0,00 0,01 (0,09; 0,10)  (0,08;0,13)

¢ 020 020 0,00 002 (0,19;0,21) (0,17;0,24)

¢ 020 020 0,00 002 (0,19;0,21) (0,17;0,24)

¢ 020 0,21 0,01 0,02  (0,20;0,22) (0,17;0,25)

500 A 280 2,79 0,04 036 (0,80;4,78) (2,20;3,54)
Ay 3,10 3,04 0,00 040 (0,58;551) (2,39;3,90)

A3 330 3,15 -0,07 046  (042;587) (2,40;4,08)

vi 068 069 002 007 (059079 (0,56;0,82)

v, 0,74 0,67 0,01 0,07  (0,58;0,77) (0,61; 0,88)

v 0,79 0,79 0,00 0,08 (0,65;0,90) (0,63;0,94)
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Podemos observar, na Tabela 11, que para as amostras de tamanho n = 100, os EMV
sdo ligeiramente viesados, o parametro v3 € ndo-significativo para a sobredispersdo ao nivel
o = 5% de probabilidade, isto €, seus intervalos com 95% de confianca ICa e IBCa incluiram
valores maiores ou iguais a um. O mesmo ocorreu com os parimetros Ay, A» € A3 no intervalo
ICa que incluiu valores para A; fora do espago paramétrico, pois A; > 0. Entretanto, a medida
que aumentamos o tamanho das amostras como, por exemplo, para n = 500, o viés e a REQM

diminuem, e os parAmetros A; e v; tornam-se significativos ao nivel & = 5% de probabilidade.

3.4.2 Ajuste do modelo com covariaveis

Para o ajuste do modelo com covaridveis, consideramos o caso bivariado, associado ao
efeito da covaridvel x;. Dessa forma, o modelo de regressao em (3.19) para o vetor aleatorio

Y, = (¥1,Y2;)", associado ao vetor X; = (1,x1;) ", com j = 1,...,n, pode ser escrito por

( id i .
(Y1, )T = ZICOMP& )(¢0j7¢1j,¢2j,/11j,7tzj,Vljavzj), j=1...m

o = exp(%0) _. 01 = exp(o+¥1x15) 0y = exp(a0+91x1)

0/ (T+exp(30)) J = TFexp(rotmxy)’ 72— (Iexp(rao i)’
A1j = exp(Bio + Brix1;); A2j = exp(Bao + Brix1;);

L V= exp(Cioj); Vaj = exp(£20;)-

(3.25)

Em que x;; € uma realiza¢do da varidvel X com distribui¢ao normal N(0,0.25), ¥o = yo0;
¥i = (%o,7%1) "> Bi = (Bio, Bi1) " € & = (C10,60) " s@o vetores de coeficientes da regressdo. Entdo,
baseado nos valores dos parAmetros: ¥y = —2.50, ¥; = (—1.60,—0.81)T; y» = (—1.41,0.92)"; B; =
(1.16,—0.26)T; B> = (1.10,0.30) ", {19 = —0.25 € {9 = —0.30, geramos duas amostras Y e Y»
com os tamanhos n = 100 e 500 da distribui¢do proposta. Dizemos que o vetor aleatdrio Y =
(Y1,Y2) " é sobredisperso e zero inflacionado Tipo I, pois v|; = exp(i0;) = exp(—0.25) ~ 0,78
e vpj =exp(&r;j) = exp(—0.30) =~ 0,74. E os pardmetros de inflacdo conjunta ¢, e de inflacdo
adicionais @19 € ¢0, em Y] e Y>, correspondem, respectivamente a exp(yo)/(1 +exp(yo)) =
exp(—2.50)/(1+exp(—2.50)) ~ 0.08, exp(y10)/(1 +exp(7i0)) = exp(—1.60)/(1+exp(—1.60)) =~ 0.17
e exp(¥0)/(1+exp(y)) =exp(—1.41)/(1+exp(—1.41)) ~ 0.20. Foram realizadas 5000 réplicas
bootstrap ndo paramétrico para obter as estimativas do viés, REQM e o intervalo de confianca

bootstrap corrigido acelerado IBCa(95%).

A Tabela 12 apresenta os valores do vetor de parAmetros (¥o,%1,%2,B81,82,v) ", jun-
tamente com os EMYV, viés, REQM, ICa(95%) e IBCa(95%) para o modelo de regressao da
distribuicdo multivariada ZICOMP Tipo II1.
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Tabela 12 — Resultados da simulag@o para o modelo de regressdo multivariada ZICOMP Tipo III.

n 6 Valor EMV Viés REQM  ICa(95%)  IBCa(95%)
%o -250 -259 -0,09 072 (-3,35;-1,82) (-3,73;-1,91)
vio -1,60 -1,59 003 037 (-2,21;-0,96) (-2,60;-1,06)
vi -081 -087 022 091 (-227;0,52) (-3,58;0,42)
v -141 -141 001 035 (-2,00;-0,81) (-2,36;-0,89)
v 0,92 1,00 026 080 (-0,35;235) (-0,43,2,39)

100 By L16 121 030 046  (0,60;1,82) (0,31;1,61)
Bii -026 -020 005 0,19 (-0,45;0,05) (-0,58;0,12)
B 1,10 1,07 022 041  (0,47;1,67)  (0,33; 1,48)
By 030 030 007 019  (0,05055 (-0,09;0,56)
vi 078 0,79 009 021 (0,52;1,08) (0,39; 1,08)
v, 074 076 013 023  (0,49;1,03)  (0,25; 0,98)
Yo -2,50 253 -0,04 0,18 (-2,86;-2,19) (-2,86;-2,18)
Yo -1,60 -1,55 004 015 (-1,83;-1,27) (-1,85;-1,29)
vi -081 -085 -0,01 029 (-1,37;-0,26) (-1,41;-0,20)
vo -141 -142 -002 014 (-1,69;-1,15) (-1,71;-1,16)
v 0,92 0,96 005 026  (046;1,96) (0,47, 1,46)

500 By 1,16 1,17 0,03 0,15  (0,90;144) (0,87; 1,42)
Bii -026 -026 -001 006 (-0,36;-0,17) (-0,38;-0,15)
B 1,10 1,09 001 0,14  (0,82;1,35)  (0,82; 1,35)
By 030 030 000 0,05  (0,20;040) (0,19; 0,29)
vi 078 0,79 003 0,09 (0,67;0,92) (0,61;0,94)
v, 074 075 002 008 (0,63;0,86) (0,59; 0,90)

Podemos observar na Tabela 12, que para as amostras de tamanho n = 100, os EMV sio
ligeiramente viesados e os coeficientes da regressao i1, Y21, Bi1 € P21, com os pardmetros de
dispersao v; e v, sdo ndo significativos ao nivel de 5% de probabilidade, ou seja, os intervalos
de confianga para os coeficientes da regressao incluiram o termo zero. Ja para os parametros V| e
V, seus intervalos de confianca incluiram valores maiores ou iguais a um, isto €, a sobredispersao
€ ndo significativa. Entretanto, a medida que aumentamos o tamanho das amostras, como por
exemplo, para n = 500, o viés e a REQM diminuem e os pardmetros ¥i1, Y21, Bi1, B21, Vi € V2

tornam-se significativos ao nivel de 5% de probabilidade.

3.4.3 Teste de hipoteses

Para ilustrar o teste da razdo de verossimilhancas em (3.3.3), geramos 200 amostras da dis-
tribui¢do proposta para o caso bivariado sem covaridveis, € para o vetor (¢o; 01, ¢2; A1, A2; Vi, v2) "
com 3m+1 o nimero de dimensdes, consideramos os valores (0.10;0.15,0.15;2.00,3.00;1.00, 1.00) "
com equidispersdo e (0.10;0.20,0.20;3.20,4.00;0.75,0.78) " com sobredispersdo. As hipdteses
a serem testadas pelo teste da razdo de verossimilhangas sdo Hp : (vi,Vv2) = (1,1) versus
H, : (vi,v2) # (1,1). No teste de razdo de verossimilhangas, testar a hipétese Hy equivale
a testar a equidisperssdo do vetor (vy,v;) = (1,1), quando o modelo ZICOMP Tipo III equi-
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vale ao modelo ZIP Tipo III. Na Tabela 13, apresentamos as estatisticas do teste da razao de

verossimilhangas com r=2 graus de liberdade, juntamente com seus respectivos p-valores.

Tabela 13 — Resultados do teste da razao de verossimilhancgas.

Dispersao Ty  p-valor,
Equidispersao 0,02 0,99
Sobredispersao 8,08 0,02

Podemos observar na Tabela 13, que a hipétese nula Hy foi rejeitada para a sobredispersao.
Entretanto, Hy ndo foi rejeitada para a equidispersdo, quando o modelo ZICOMP Tipo III equivale
ao modelo ZIP Tipo III. Isso demonstra a flexibilidade da distribuicao ZICOMP Tipo III, ao
considerar as distribui¢des que sao seus casos particulares, como a ZIP Tipo III.

3.5 Aplicacao com dados reais

Nesta Secdo, apresentamos uma aplicagdo com dados reais, que corresponde ao nimero
de casos confirmados de AIDS e sifilis congénita em uma amostra com 175 cidades do interior
do estado do Ceara-Brasil. Os dados foram coletados pelo autor no anudrio estatistico do ano de
2013 e na pagina do DATASUS disponivel em ((CEARA, 2013); (SAUDE, 2014)). A Figura 2

apresenta o mapa politico do Brasil com a localizacio do estado do Ceara.
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Figura 2 — Mapa Politico do Brasil com o Estado do Ceara.

Trabalhos envolvendo modelos multivariados para modelar DST como, por exemplo,
o modelo de regressdo multivariado de Poisson sdao encontrados em ((LI ef al., 2010); (LU-
CAR et al., 2018); (RAUCH et al., 2005); (RODRIGUES et al., 2009b); (SANTOS et al.,
2017)). Geralmente, dados envolvendo DST podem estar associados as caracteristicas espaciais e
sociodemograficas de cada regido, veja os trabalhos de ((TAN et al., 2011); (FEDE et al., 2011)).
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Na Tabela 14, apresentamos as varidveis Y; e ¥, como o nimero de casos confirmados
de AIDS e sifilis congénita.

Tabela 14 — Frequéncias cruzadas das varidaveis Y; e ¥> em 175 cidades do interior do estado do Ceara-
Brasil disponivel em ((CEARA, 2013); (SAUDE, 2014)).

"y 0 1 2 3 45 6 7 9 10 11 12 13 15 Total
0 5215 8 43 01 01 O 1 O O O 8
1 4 5 3 212001 O O 1T 1 0 30
2 5 7 2 1210001 O O O O 29
3 4 3 3 001 00O T O O O O 12
4 4 0 0 O0O0OO0OT1T1OO0O O O O O 6
5 o 2 o0 0O0110O0O0O O O 0 O 4
6 1 0 0 200O0T1TO0OO0O O 1 0 O 5
9 o 0 1 o00OT1O0OO0OO0OO0O O O 0 1 3
10 o 0 0 001 0O0OO0OO O O O O 1

Total 90 32 17 9 6 7 3 2 2 2 1 2 1 1 175

Observamos, na Tabela 14, que as frequéncias das células (0,0), (¥1,0) e (0,Y>) sdo
relativamente maiores quando comparadas com as outras células, ou seja, existem indicios de
inflacdo de zeros da célula (0,0) e inflagdo nos demais componentes (¥1,0) e (0,Y2). Em uma
anélise descritiva, as varidveis Y] e ¥» aparentemente sdo sobredispersas, pois suas varidncias sao
maiores que suas médias: y; = 1,34; y, = 1,63; s% =3,78¢ s% =17,81.

3.5.1 Ajuste do modelo sem covariavel

Para explicar a relacdo existente entre as varidveis Y] e Y», consideramos os modelos
ZIP Tipo III e ZICOMP Tipo 111, isto é, para o vetor de observagdes Y; = (¥}, Yz_,-)T, com j =
1,...,175, ajustamos os modelos ZIPQH)(¢0,¢1,¢2;AI,AZ) e ZICOMPgm)(q)O,¢1,¢2;7L],7Lz;v1,v2).
Quanto aos critérios de escolha do modelo que melhor se ajusta aos dados, utilizamos como
critérios de escolha os critérios de informacdo AIC e BIC (para mais detalhes, veja Akaike (1974)
e Schwarz (1978)), além do teste da razdo de verossimilhangas proposto na Secdo (3.3.3). Na
Tabela 15, apresentamos os valores dos critérios AIC, BIC e a estatistica Ty com seu respectivo

p-valor,,.

Tabela 15 — Critério de selecdo dos modelos multivariados ZIP Tipo III e ZICOMP Tipo III.

Modelo Ty p-valor,, AIC BIC
ZIP Tipo 111 41,60 p<0,0001 1260,38 1302,03
ZICOMP Tipo III - - 1152,61 1210,92

Na Tabela 15, observamos que o modelo ZICOMP Tipo III apresentou menor valor
para os critérios de informac¢do AIC e BIC. Quanto ao teste da razdo de verossimilhancas, ele
rejeitou a hipotese para a equidispersdao nos dados. Nesse caso, o modelo ZICOMP Tipo 111

€ o mais indicado para explicar a relac@o existente entre as varidveis AIDS e sifilis congénita
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em cidades do interior do estado do Ceard, segundo os critérios AIC, BIC e o teste razdo de
verossimilhancas. Na Tabela 16, apresentamos os EMV e os intervalos com 95% de confianga
ICa(95%) e IBCa(95%) com 5000 réplicas bootstrap para o modelo escolhido.

Tabela 16 — Estimativas do modelo ZICOMP Tipo III sem covaridveis para as varidveis Y] e Y».

2 EMV ICa(95%) IBCa(95%)
do 0,16 (0,14; 0,17) (0,05; 0,26)
O 0,04 (0,03; 0,06) (1,21 x 1072%; 0,25)
i 0,18 (0,15; 0,20) (0,03; 0,34)
A 0,66 (0,46; 0,86) (0,56; 0,92)
A 0,70 (0,66; 0,74) (0,63; 0,76)
Vi 0,05 (0,03; 0,06) (9,57 x 10711, 0,33)

va 3,02x107°% (3,02x107%3,02x107%) (7,00 x 10~8;0,22)

Observamos na Tabela 16, que a estimativa do parametro de inflacdo conjunta ¢g, que
representa a proporcio de zeros da célula (0,0), apresentou valor ¢y = 0, 16, diferente da propor-
¢do de zeros nos dados, pois 52/175 == 0, 30. Isso ocorreu porque parte dos (0,0) correspondem
a sobredispersao provocada pelo excesso de zeros segundo o modelo, pois de acordo com as
estimativas dos pardmetros de dispersdo, v; = 0,05 e ¥, ~ 0,00. Ja em relagdo ao parimetro ¢,
o mesmo foi ndo-significativo ao nivel o = 5%, pois seu intervalo com 95% de confianca IBCa
incluiu o termo zero. Entretanto, 0 mesmo ndo ocorreu com o parametro ¢, o que justifica a
utilizacdo do modelo ZICOMP Tipo III. Quanto aos demais parametros, todos sdo significativos
ao nivel o = 5% e os dados sdo sobredispersos, ou seja, os intervalos de confianca para os

parametros de dispersdo: Vi € V,, ndo incluiram valores maiores ou iguais a um.

Outro modelo que poderia se ajustar a esse conjunto de dados seria o modelo ainda ndo
existente da distribuicdo multivariada geométrica zero-inflacionado Tipo III (ZIG Tipo III), uma
vez que a distribuicdo COM-Poisson equivale a distribui¢cdo geométrica com probabilidade (1 —
Ai) quando A; < 1 e v; = 0. E a condugdo de um teste de hipétese tipo razdo de verossimilhangas,
ou a implementacdo do teste empirico multivariado proposto por McAssey (2013) para dados

discretos, poderiam verificar essa suposicao.

3.5.2 Analise das distribuicoes marginais

As varidveis Y| e Y» sdo correlacionadas positivamente, o que justifica a utilizagao do
modelo. De acordo com as estimativas das correlacdoes de Pearson e a proposta pelo modelo
ZICOMP Tipo III na Equagdo (3.6), as varidveis Y| e > apresentaram as seguintes estimativas
rp =0,36 e r, = 0,07. A correlacdo proposta pelo modelo ZICOMP Tipo III apresentou valor
menor do que a correlagdo de Pearson. Isso é uma caracteristica comum da familia da distribui¢do
Tipo III, pois sdo correlacionadas na varidvel Zy. E, ao estimarmos a correlacdo do modelo ZIP

Tipo III para as varidveis Y] e Y», obteve-se valor igual a 0,12.
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De acordo com a distribuicdo marginal proposta na Equagao (3.7), teoricamente, cada
Yi(i = 1,2) ~ ZICOMP™ (¢ + ¢; — o i, Ai, v;) possui parametro de inflagio equivalente ao do
modelo ZICOMP univariado em (BARRIGA; LOUZADA, 2014). Entao, baseado nas esti-
mativas do modelo ZICOMP em Barriga e Louzada (2014): Y; ~ ZICOMP(0.20,0.66,0.05) e
Y, ~ ZICOMP(0.31,0.70,0.00). E sdo idénticas as do modelo ZICOMP Tipo 111, isto &, Y| ~
z1COMP)(0.20,0.66,0.05) e ¥, ~ ZICOMP™ (0.31,0.70,0.00). Nesse caso, o modelo ZI-
COMP Tipo III produz resultados satisfatérios para a andlise das marginais neste conjunto de
dados.

3.5.3 Ajuste do modelo com covariaveis

Finalmente, consideramos o modelo de regressdo na Equacao (3.19) associado ao efeito
de uma covaridvel para explicar a relacdo existente entre as varidveis Y| e Y com a covaridvel X
(IDH Indice de Desenvolvimento Humano, disponivel em (Ceard (2013); Saude (2014))) das 175
cidades do interior do estado do Ceard. Em uma andlise descritiva da correlacdo de Pearson das
varidveis Y e Y» com a covaridvel X, obteveram-se as seguintes correlagdes: corr(Y;,X) = 0,30
e corr(Y2,X) = 0,46. Aparentemente, as variaveis Y; e ¥ sdo correlacionadas positivamente
com a covariavel X. Na Tabela 17, apresentamos os EMV e os intervalos com 95% de confianca
ICa(95%) e IBCa(95%) com 5000 réplicas bootstrap ndo-paramétrico para o modelo de regressao
da distribuicao ZICOMP Tipo III.

Tabela 17 — Estimativas do modelo de regressio ZICOMP Tipo III para as varidveis Y; e ¥ com a
covaridvel IDH.

6 EMV  ICa(95%) IBCa(95%)
¢ 0,16 (0,14;0,17) (0,06; 0,27)
¢ 0,10 (0,08;0,12) (4,77 x 107%;0,30)
¢ 0,19 (0,16;0,21) (0,03; 0,36)

Bio -4,46 (-6,72;-2,20) (-6,74; -2,25)
Bii 691 (2,88;10,94) (2,93; 10,80)
By -5,65 (-8,08;-3,22) (-5,99; -4,39)
B 8,93  (4,60; 13,26) (5,28; 9,00)
vi 024 (0,16;032) (1,99 x 10~%;0,60)
v, 021  (0,16;0,27) (0,08; 0,39)

Assim como na Tabela 16, observamos, na Tabela 17, que o parametro de inflacdo ¢; é
nao significativo ao nivel o = 5%, pois seu intervalo de confianca IBCa incluiu o termo zero.
Entretanto, isso nao ocorreu com o parametro ¢,, o que justifica a utiliza¢cdo do modelo ZICOMP
Tipo III. Quanto aos coeficientes da regressdo 311 e 21, 0s mesmos sdo significativos ao nivel
o = 5%, ou seja, seus intervalos de confianca ndo incluiram o valor zero. O mesmo ocorreu
com os parametros de dispersdo Vi e vy, isto €, seus intervalos nao incluiram valores maiores ou

iguais a um, ou seja, a sobredispersao existente nos dados € significativa.
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Como o parametro ¢; foi ndo significativo, neste caso, optamos pela sua retirada no
modelo. A Tabela 18 apresenta os EMYV, e os intervalos de confianga assintoticos ICa(95%) e
bootstrap corrigido e acelerado IBCa(95%), com 5000 réplicas bootstrap para o modelo sem o

parametro de inflacdo adicional ¢ .

Tabela 18 — Estimativas do modelo de regressdo ZICOMP Tipo III sem o pardmetro de inflacdo ¢;.

6 EMV  ICa(95%) IBCa(95%)
¢ 0,17 (0,14;0,17) (0,07; 0,26)
¢ 0,18  (0,15;0,20) (0,01; 0,34)
Bio -4,16 (-6,10;-2,22)  (-6,16;-2,26)
B 6,17  (2,87;9.47) (2,93;9,95)

B -5,65 (-8,08;-3,22) (-8,03; -2,87)
B 8,94 (4,60;13,28) (4,14; 13,26)
vi 014 (0,11;0,17) (6,53 x107%,0,37)
v, 021  (0,16;027) (3,60 x 1075;0,48)

Observamos na Tabela 18, que todos os parametros do modelo sdo significativos ao
nivel o = 0,05 de probabilidade, segundo seus intervalos ICa(95%) e IBCa(95%) com 95% de
confianca, ou seja, existe uma relacdo entre o nimero de casos confirmados de AIDS e sifilis

congénita com IDH, e elas sdo sobredispersas.

3.6 Conclusao

Neste Capitulo, apresentamos a distribuicdo multivariada de Conway-Maxwell-Poisson
zero-inflacionado Tipo III (ZICOMP Tipo III), e sua construcio foi baseada na extensdo da
distribui¢do de Poisson multivariada zero-inflacionado Tipo III. Desenvolvemos importantes
propriedades tedricas da distribui¢do, um modelo de regressao e um teste de razao de verossimi-
lhancas para ajudar na escolha do melhor modelo. E concluimos que esta nova distribui¢do pode
produzir melhores ajustes em conjuntos de dados multivariados de contagem com excesso de

zeros e correlacionados.
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CAPITULO

UM SIMPLES ESTUDO DE PONTOS
INFLUENTES NO MODELO DE REGRESSAQO
DA DISTRIBUICAO MULTIVARIADA
ZICOMP TIPO |

4.1 Introducao

Dados de contagem multivariados com excesso de zeros sao comuns nas dreas da satde
(Cameron e Trivedi (2013)), industria (Li ef al. (1999)), colisdes de carros em rodovia (Dong
et al. (2014)), horticultura (Sun (2016)), lesdes ocupacionais (Wang et al. (2003)), entre outras.
Os modelos das distribui¢des multivariadas de Poisson zero-inflacionado: ZIP Tipo I Liu e Tian
(2015); ZIP Tipo III Tian et al. (2014) e as distribuigdes ZICOMP Tipo I e a ZICOMP Tipo
III apresentadas nos Capitulos 2 e 3, respectivamente, aparecem como fortes candidatas para
modelagem desse tipo de dados, com destaque para as distribuicdes ZICOMP Tipo 1 e ZICOMP
Tipo 111, que sdo mais flexiveis devido ao seu vetor de parametros de dispersdo Vv, que consegue
acomodar varios niveis de dispersdo. Existem situacdes em que o modelo ZICOMP Tipo I ou
ZICOMP Tipo III se ajusta melhor a um conjunto de dados e os critérios de informacdo de AIC
e BIC podem ser utilizados como critérios de escolha do modelo. Entretanto, podem ocorrer
situacdes em que o AIC apresenta menor valor para um modelo, e o BIC para o outro modelo,
ou vice-versa. Nesse caso, dois testes do tipo da razdo de verossimilhancas para testar o vetor de
parametros de inflacdo @ e parAmetro de inflacdo conjunta ¢y ou ¢ poderiam ser utilizados para
ajudar na escolha do melhor modelo, pois quando ¢ = 0, o modelo ZICOMP Tipo III equivale ao
modelo ZICOMP Tipo I, € 9 = 0 ou ¢ = 0 nenhum dos modelos sdo indicados para representar

os dados.

Ap0s a etapa da escolha do modelo, € preciso verificar a existéncia de pontos discrepantes

no conjunto de dados, que exercem influéncia significativa nas estimativas dos parametros do
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modelo (MARTINEZ, 2008); (PEREIRA, 2012)). Essa etapa € conhecida como andlise de

diagnostico e tem o objetivo de determinar as observacgdes que sdo influentes nas estimativas dos

parametros do modelo. Existem vdrias técnicas de diagndstico, dentre as quais se destacam as
técnicas: influéncia global (distancia generalizada de Cook em Cook (1977), e o afastamento da
fungdo de verossimilhanga em Cook e Weisberg (1982)) e influéncia local (ponderagdo de casos;
perturbacdo na varidvel resposta; perturbacio na varidvel explicativa e perturbacdo na matriz de

variancia e covariancia; detalhes, veja Cook (1986)).

Mediante ao exposto, este Capitulo teve por objetivo geral construir os testes da razdo
de verossimilhangas para o vetor de parametros de inflacdo ¢ do modelo ZICOMP Tipo Il e
para o parametro de inflacdo ¢ do modelo ZICOMP Tipo I, além da condugdo de uma analise de
diagnostico para o modelo de regressao da distribuicao ZICOMP Tipo I via influéncia global
(distancia generalizada de Cook) e local (ponderacdo de pesos), devido a complexidade da

estrutura do modelo.

Este Capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na secdo 4.2, apresentamos o modelo
de regressao linear da distribui¢io ZICOMP Tipo 1. J4 na Sec¢do 4.3, apresentamos os testes da
razdo de verossimilhangas para testar o parametro de inflagdo ¢ do modelo ZICOMP Tipo I e o
vetor de parametros de inflagdo ¢ do modelo ZICOMP Tipo III. Na Secéo 4.4, apresentamos
a andlise de influéncia global e local para o0 modelo de regressdo via distdncia generalizada
de Cook e ponderacdo de casos. Na Se¢do 4.5, conduzimos uma andlise com dados reais. E a

conclusdo € apresentada na Secdo 4.6.

4.2 Modelo de regressao da distribuicao multivariada ZI-
COMP Tipo |

A distribui¢ao multivariada ZICOMP Tipo I, introduzida no Capitulo 2, € uma distribui-
¢ao resultante da mistura de um vetor de varidveis aleatérias de COM-Poisson e uma variavel
aleatéria Z com distribui¢do de Bernoulli(1-¢)), para captar a estrutura de correlacao entre os
componentes do vetor de contagem m-dimensional Y. A funcdo de massa de probabilidade de
Y ~ ZICOMPY (¢,4,v), é dada por

m Yi

A’i
(1 —¢)EW Iy#0), (41

em que /(y), é uma fung@o indicadora do tipo I(y) = 1sey = 0 e I(y) = 0 caso contrario, I(y #

1
=1 S(/li, V,')

s

flo,A,v)= |0+ (1-9) ]1(y=0)+

0)=(1-1(y=0)), S(A;,V;) é o valor da constante de normaliza¢io da distribuicio de COM-
Poisson em Conway e Maxwell (1962), na i-ésima dimensdo, A; > 0 é um pardmetro de centro,
v; > 0 € um pardmetro de dispersdo, com sobredispersdo quando (v; < 1), subdispersdo com
(v; > 1) e equidispersdo quando (v; = 1) ((SHMUELI ez al., 2005); (BARRIGA; LOUZADA,
2014); (SELLERS; SWIFT; WEEMS, 2017)).
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Para uma amostra aleatdria observada (Y1,z;,wy,uy)...,(Y,,2,,w,,u,), se considerar-
mos a estrutura de regressio da distribui¢do ZICOMP Tipo I, o pardmetro de inflacdo de zeros ¢;,
relacionam-se com a covaridvel z; pela fungdo de ligacdo logistica, jd os vetores de pardmetros
Ai=Mjs s Amj) eV =(Vij,...,Vmj) ", se relacionam com as covaridveis w; e u;, por meio

da funcdo de ligacdo logaritmica, isto €,

log <1 ?@,_) = ZJT’}'; log (lij) = WJTﬁi; log (Vij) = uJTCi; i=1....m, (4.2)
J

emqueY ;= (Y1j,...,Yn;) " éum vetorde observagdes;z; = (1,21j,-.,2p;) s Wj=(L,wij,...,wg;)"

eu; = (l,uyj,...,u,;) sdo vetores de covaridveis ndo necessariamente idénticos com respeito

aj:Y=(%:%--%) " Bi= (Bio:Bits- - Big) " e &i = (Gio, Cin, -, &ir) T sdo vetores de coefi-
cientes da regressdo. Dessa forma, o logaritmo da fun¢do verossimilhanca do modelo € dado

}) +(n—k)x

tog(1+exp(] 7))+ Y, Y- { 0] [~ logS(exp(w] B).exp(u] &) +yiw) B +

4.3)

por

exp(z; 7) = 1
Y ) = k1 /
£8F o) o ({1+6XP(ZJTY)+1+6XP (z]7) H[ S(exp(w; Bi),exp(u; §i))

exp(u] &) ogt] )

em que Y5 = (¥1,...,yn) € um vetor de dados observados; J = {j|y; =0,j=1,...,n} e
k= 27:11(}’1' =0).
A obtengéo da estimativa do vetor de pardmetros @ = (Y, B;,V;) desconhecido do modelo,
pode ser feita pela maximizacao da funcao de log-verossimilhanca na Equagao (4.3), usando o
método Quasi-Newton com o algoritmo BFGS (veja Nocedal e Wright (2006)), implementado no
software R (R Development Core Team (2009)) por meio da funcio optim. Na implementacao do
codigo para o modelo proposto, utilizamos, como estimativas iniciais, as estimativas do modelo
Poisson para o vetor B; e v; = exp(§; = 0) = 1 para os paraimetros da COM-Poisson em Conway

e Maxwell (1962), além da estimativa do modelo Binomial para o parametro de inflacio ¥.

4.3 Teste da bondade do ajuste

Testes da bondade do ajuste de modelos sdo testes utilizados para verificar se um
determinado conjunto de dados ou amostra € proveniente de uma determinada distribuicdo a
certo nivel de probabilidade desejado, Olmos (2017). O teste da razao de verossimilhangas se
revela como uma 6tima ferramenta na escolha do modelo de certa distribui¢do, cuja varidvel
resposta pode ser tanto continua quanto discreta. Nesta Secao, apresentamos dois testes da razdo

de verossimilhangas para o modelo de regressao da distribuicao ZICOMP Tipo 1.
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4.3.1 Teste da razao de verossimilhancas para o parametro de infla-

cao total de zeros

Suponha que estamos interessados em testar se o parametro inflacdo de zeros ¢ do
modelo de regressdo da distribui¢do ZICOMP Tipo I € igual a zero, pois para o parametro
¢ =0, na Equacao (2.2) do Capitulo 2, isso implica dizer que todos os elementos do vetor Y
sdo variaveis COM-Poisson independentes, e neste caso cada elemento Y; do vetor Y pode ser
ajustado por um modelo univariado de COM-Poisson. O teste da razdo de verossimilhancas
pode ser utilizado para verificar essa suposi¢do sobre o pardmetro ¢. Sob a hipdtese nula testa-se
Hy : ¢ =0, versus a hip6tese alternativa Hj : ¢ > 0. Dessa forma, a estatistica do teste da razao

de verossimilhangas para o parametro de inflacdo ¢ € dada por

Ty = —2{¢(B,:Y) — £($,B.9:Y)}, (4.4)

em que E(ﬁ,f/;Y) ¢ o logaritmo da fungdo de verossimilhanga sob H, e E((ﬁ,[i,f';Y) éo
logaritmo da fun¢do de verossimilhanca sob Hy, ambos avaliados nas estimativas dos parametros
¢ =exp(z'9)/(1+exp(z'§)), B e v = exp(u' {); para mais detalhes, veja a Equacdo (2.19)
no Capitulo (2). Assim como nos testes da razdo de verossimilhanga para o parametro ¢ em
(Liu e Tian (2015); Huang er al. (2017); Zhang, Tian e Huang (2015)) a estatistica Ty possui
distribuicao %( x& + 7512), para mais detalhes, veja os trabalhos de (JANSAKUL; HINDE, 2002);
(FENG; MCCULLOCH, 1992); (SELF; LIANG, 1987); JOE; ZHU, 2005); (BUSE, 1982)).

Dessa forma, o p-valor,, ¢ dado por
1 1 )
p-valory = EPr(T(p >ty | Ho) = EPr(xl >11). 4.5)

Se p-valor, < a, rejeita-se a hipotese nula Hy ao nivel « de significancia.

4.3.2 Teste da razao de verossimilhancas para o vetor de inflacao do
modelo multivariado ZICOMP Tipo 11l

A estrutura de inflagdo do modelo de regressao da distribui¢do multivariada ZICOMP
Tipo I considera apenas a inflagdo conjunta dos componentes do vetor aleatorio de contagem
Y, e os demais componentes sdo considerados como varidveis de COM-Poisson, ou seja, ele
considera a estrutura do tipo (0,...,COMP(A;,v;),COMP(4;,v;),0,...,0). E por ser mais fle-
xivel em relacdo a inflagdo de zeros, o modelo da distribuicao multivariada ZICOMP Tipo
III, considera a estrutura do tipo (0,...,ZICOMP(¢;, A;, v;),ZICOMP(¢;,A;,V;),0,...,0). Se
estivermos interessados em testar qual dos modelos ZICOMP Tipo I ou ZICOMP Tipo III se
ajusta melhor a um conjunto de dados, o teste da razdo de verossimilhangas surge como uma
op¢ao para verificar a bondade do ajuste do modelo ZICOMP Tipo I versus ZICOMP Tipo II1.
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Sob a hipétese nula Hy, testa-se ¢ =0, ou seja, se 0 modelo ZICOMP Tipo I se ajusta
melhor aos dados. E sob a hipétese alternativa Hy, testa-se ¢ > 0. Se a hipdtese nula for rejeitada,
neste caso o modelo ZICOMP Tipo III € o mais apropriado para explicar os dados. Assim, a

estatistica do teste da razdo de verossimilhangas é dada por

To = —2{0(§.B,%:Y) — ((d0.9.B.V:Y)}, (4.6)

em que £(9, 3,0;Y) e ((¢o. 9, fi,fl;Y) correspondem aos logaritmos das fungdes de verossimi-
lhangas sob Hy e H;, ambos avaliados nas estimativas dos pardmetros: [§; d=exp(z'¥)/(1+
exp(z'%)); o = exp(z o) /(1 +exp(z"10)); = exp(29)/(1 +exp(z'#)) e ¥ = exp(u"§);
para detalhes, veja as Equacdes (2.19) e (3.19) nos Capitulos 2 e 3 respectivamente.

A estatistica do teste Ty, possui distribui¢do aproximadamente qui-quadrado x(zp) com
(p) graus de liberdade Johnson, Wichern ef al. (2002, p. 188), que corresponde ao nimero de
dimensdes do vetor de pardmetro de inflacdo ¥; da distribui¢do ZICOMP Tipo III. Desta forma,

o p-valory € dado por

p-valorg = Pr(Ty >ty | Ho) = Pr(xg >14). 4.7)

Se p-valory < @, rejeita-se a hipotese nula Hy ao nivel o de significancia desejado.

4.4 Analise de influéncia

Uma observacao pode ser considerada como influente quando ela altera de forma signifi-
cativa as estimativas dos parametros do modelo. Nesta Secdo, apresentamos duas medidas de

influéncia para o modelo de regressdo da distribui¢ao multivariada ZICOMP Tipo 1.

4.4.1 Influéncia global

A influéncia global tem a finalidade de analisar o impacto causado nas estimativas dos
parametros do modelo, ao se retirar uma ou mais observagdes consideradas como influentes.
Uma das medidas mais utilizadas para a detec¢io de pontos influentes na influéncia global € a
distancia generalizada de Cook em (COOK, 1977).

Considere o modelo de regressao da distribui¢ao multivariada ZICOMP Tipo [, e seja
A ~ A T AT T A N AT T T . . L . . .
6={%B ¢ ) eb;y=(¥;B;,8;)" asestimativas de mixima verossimilhanga para @ com
e sem a j-ésima observacdo. Entdo a distancia generalizada de Cook para a j-ésima observacdo

¢ dada por

GD;(6)=(8(;)—6)"[3(0)](6;,—8), (4.8)
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em que J (@) é a matriz de informagéo observada, quanto maior a medida GD ;, mais influente

serd a j-ésima observagdo no ajuste do modelo (GARAY et al., 2011).

4.4.2 Influéncia local

A influéncia local € uma metodologia de diagnoéstico proposta por Cook (1986), que
permite verificar a existéncia de observacgdes influentes, ao inserir pequenas perturbacdes no
modelo ou nos dados (MARTINEZ, 2008); (PEREIRA, 2012)). Um dos motivos do método
de influéncia local ser um dos métodos mais utilizados na anélise de diagndstico € o fato de
que ele pode ser aplicado em qualquer modelo desde que se tenha a fung¢do de verossimilhanga
(PEREIRA, 2012). Desde entdo, inimeros trabalhos foram desenvolvidos para classe de modelos
univariados e multivariados, utilizando a metodologia proposta por (COOK, 1986). Trabalhos
com modelos multivariados usando influéncia local sdo encontrados em ((ZHU; ZHU; SONG,
2008); (CHEN et al., 2012); (MATOS et al., 2015); (PATRIOTA; LEMONTE; CASTRO, 2010);
(SANCHEZ; VILCA, 2014); (MARCHANT et al., 2016)).

Considere £(0) = £(y,B:,§:), o logaritmo da fun¢io de verossimilhanga do modelo de
regressdo da distribui¢io ZICOMP Tipo I, e ¥, B; € §; sdo vetores de parAmetros desconhecidos do
modelo com dimensdes 1 x (p+1);1x (g+1)el x(14+r),i=1,...,m.Esejad = (J,...,8,)"
um vetor de perturbagdes restrito a um conjunto aberto Q, de forma que 8 € Q C R”. E considere
também £(y,B:,€; | 8), o logaritmo da fungdo de verossimilhanga do modelo perturbado, e
80=(1,...,1)", o vetor de ndo perturbacdes de dimensio 1 x n, tal que £(¥,B;,§; | 60) =
0(y,Bi, ;). Para avaliar o efeito de & sobre (¥,B;,§;), pode-se utilizar o afastamento da fung@o
de verossimilhanca, que é dado por

LD(5) =2 {E(é) iy 5)} , 4.9)

em que 6ch |  séo as estimativas de maxima verossimilhangas de 8 dos modelos postulado
e perturbado, respectivamente. A ideia bédsica da influéncia local consiste em inserir pequenas
perturbagdes no modelo ou nos dados e entdo estudar o comportamento da fungdo LD(8) em
torno de 8. O gréfico de LD(8) corresponde a superficie {8,LD(8)}, que desvia de seu plano
tangente em & a medida que & se afasta de 8y ((CARRASCO, 2012); (FAGUNDES er al.,
2017); (PAULA, 2015, p. 56)).

Cook (1986) sugere analisar a curvatura normal associada a maior direcao dpax, €

apresenta a curvatura normal Cy na direcdo d, na forma
Cq=2|d'Fd|, (4.10)

emque F=ATJ(0) A, J(0) é a matriz de informagcio observada do modelo postulado, A

¢ uma matriz de dimensao {(p+1)+i((¢+ 1)+ (r+1))} x n, com elementos A;; = %,
J
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avaliadosem @ =0e8 =80, /=1,...,(p+1)+i((g+1)+(r+1))e j=1,...,n, que depende
do esquema de perturbacdo. A analise grafica da direcao do autovetor normalizado dp,ax associado
a maior curvatura Cq___, que corresponde ao maior autovalor da matriz F, permite encontrar os
elementos que, sob um esquema de perturbacado, exercem influéncia desproporcional na funcao
de afastamento da verossimilhanga LD(8) (PAULA, 2015, p. 56).

4.4.3 Ponderacao de casos

Considere £(0) = ¢(y,B:,§;) o logaritmo da fungdo de verossimilhanga do modelo de
regressio linear da distribuicio ZICOMP Tipo I. E seja 8 = (J;,...,8,) " um vetor de pertur-
bagdes,com0 < ;< 1,e j=1,...,n Neste caso, o logaritmo da fun¢iio de verossimilhanca
perturbada é dado por

(e [8)=1Y 8;¢(0). (4.11)
j=1

A matriz de perturbacdo A, para o modelo de regressdo da distribui¢io ZICOMP Tipo I,
pode ser particionada na forma A = (Ay, Ag,, Agi)T, em que cada uma das matrizes que compdem
A possui n linhas e nimero de colunas igual ao nimero de dimensdes do correspondente vetor

de parametros. Os elementos da matriz A sdo apresentados no Apéndice C.

4.5 Aplicacao com dados reais

Nesta Secao, apresentamos uma aplicacdo com um conjunto de dados reais, que cor-
responde ao nimero de casos confirmados de AIDS e hepatite viral em 97 cidades do interior
do estado de Alagoas. As informagdes de AIDS e hepatite viral foram coletadas pelo autor
no anudrio estatistico do estado de Alagoas-Brasil referente ao ano de 2015, disponivel em
(ALAGOAS, 2015). Na Tabela 22, do item C.1.1, no Apéndice C, apresentamos as varidveis Y,
Y, e X, como o niimero de casos confirmados de AIDS, hepatite viral e o IDH das 97 cidades em
estudo respectivamente. Em uma andlise descritiva, a célula (Y7, Y,)=(0,0) apresentou frequéncia
igual a 28, sendo maior que as outras células. Aparentemente, as varidveis Y; e Y, sdo sobredis-
persas e correlacionas positivamente com a covaridvel X, isto €, as estimativas das correlagdes de
Pearson, das médias e das variincias foram: corr(Y;,X) = 0,40; corr(¥2,X) = 0,31; 3, = 2,49;
¥2 = 1,36; 57 = 15,44 ¢ s3 = 15,23.

4.5.1 Ajuste do modelo com covariavel

Para explicar a relacdo existente entre as varidveis Y; e Y»>, com a covaridvel X, conside-
ramos os modelos de regressao das distribuicdes ZIP Tipo I; ZIP Tipo III; ZICOMP Tipo I e
ZICOMP Tipo III. Na Tabela 19, apresentamos os EMV para os pardmetros dos modelos propos-
tos, juntamente com as estimativas dos critérios de informagao AIC e BIC para os respectivos

modelos.
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Tabela 19 — Estimativas de mdxima verossimilhanga para os modelos de regressdo.

ZIP Tipol ZICOMP Tipo1 ZIP Tipo Il ZICOMP Tipo I1I

0 EMV EMV EMV EMV

P 0,25 0,14 0,18 0,13

) - - 0,18 0,00

0 - - 0,35 0,13
Bio  -5.79 -2,02 -4,58 -2,07
Bii 12,17 2,98 10,22 3,04

B2 9,91 -3,93 9,59 -3,58
B 1813 5,86 18,20 5,34

Vi - 4,50 x 107 - 2,26 x 10710

%) - 9,56 x 10~ - 1,71 x 1077
AIC 886,26 670,42 843,36 673,10
BIC 899,70 688,44 893,41 696,27

Observamos na Tabela 19, que os modelos ZIP Tipo I e Tipo III conseguiram captar
melhor a propor¢ao de zeros da célula (0,0), segundo a estimativa do pardmetro ¢, pois 28 /97 ~
0,29. Entretanto, os modelos ZICOMP Tipo I e Tipo III, consideraram que parte dos (0,0)
corresponde a sobredispersdo provocada pelo excesso de zeros, pois, de acordo com as estimativas
dos seus parametros de dispersdo, V| =~ 0,00 e V, ~ 0,00. Para sanar a ddvida em qual dos
modelos devemos utilizar para explicar os dados, uma vez que os modelos ZIP Tipo I e Tipo 1II
conseguiram captar melhor a propor¢ao de zeros, enquanto que os modelos ZICOMP Tipo I e
Tipo III conseguiram captar melhor a sobredispersdo existente nos dados, utilizamos os critérios
de informagdo AIC e BIC. De acordo com as estimativas dos critérios AIC e BIC na Tabela 19,
o modelo ZICOMP Tipo I foi o que apresentou menor valor para os critérios, sendo portanto, o
mais indicado. Quanto ao teste da razdo de verossimilhancas, na Secdo 4.3.2, ele apresentou a
estatistica do teste Ty = 1,32 e p-valorg = 0,52, ou seja, os dados se ajustam melhor ao modelo
ZICOMP Tipo I, quando comparado ao modelo ZICOMP Tipo II1.

Ap6s a escolha do modelo ZICOMP Tipo I, pelos critérios AIC e BIC, e o teste da razio
de verossimilhangas na Secao 4.3.2, utilizamos o teste da razdo de verossimilhangas na Secao
4.3.1 para verificar se o parametro (¢ ou ¢p) € significativo ao nivel o = 0,05 de probabilidade;
caso o parametro ¢ ndo seja significativo, a relacao das varidveis Y] e Y, com a covaridvel X,
deveria ser avaliada independentemente. A estatistica do teste da razdo de verossimilhangas na
Segdo 4.3.1, apresentou o valor Ty = 6,15 e p-valor, = 0,007, sendo, portanto, significativa
ao nivel o = 0,05, e a relagdo das varidveis Y] e Y», com a covaridvel X, ndao deve ser avaliada

independentemente.

A Tabela 20 apresenta os EMV, e os intervalos de confianga assintético ICa(95%) e
bootstrap corrigido e acelerado IBCa(95%) (para mais detalhes, veja Efron e Tibshirani (1994);
DiCiccio e Efron (1996)), com 5000 réplicas bootstrap para o modelo de regressdo da distribui¢do
ZICOMP Tipo L.
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Tabela 20 — Estimativas do modelo de regressdo, para as varidveis Y; e Y, com a covaridvel IDH.

0 EMV ICa(95%) IBCa(95%)

0 0,14 (0,13; 0,15) (7,03 x 10710; 0,31)
Bio -2,02 (-2,85;-1,19) (-7,45; -0,58)
B 2,98 (1,62; 4,34) (0,40; 12,37)
Bao -3,93 (-5,19; -2,67) (-23,53; -1,59)
B 5,86 (3,86; 7,86) (1,89; 7,00)

vi 4,50x 1070 (4,43x107°;4,56x 107°) (6,80 x 10~15;2,72)
Vs 9.56x 1077 (9,56 x1077;9,57x 10°7) (7,77 x 10~12;2,72)

Podemos observar na Tabela 20, que o intervalo de confianca IBCa(95%) apresentou
valores desproporcionais em relagio ao intervalo IBCa(95%) para os parimetros fByo; Vi; V2 €
¢, uma vez que o teste da razdo de verossimilhangas na Secdo 4.3.1 considerou o parametro ¢
como significativo e, ao incluir no termo zero no intervalo IBCa(95%), ¢ foi nao significativo.
De maneira semelhante, 0 mesmo ocorreu com os parametros de dispersao Vv; e V;, pois seus
intervalos de confianga incluiram valores maiores que um, o que torna a sobredispersao nao
significativa. Isso ocorreu porque, provavelmente, podem existir pontos discrepantes que estao
influenciando no ajuste do modelo. Para avaliar a presenca de pontos influentes no ajuste do
modelo, utilizamos a distincia generalizada de Cook na Secdo 4.4.1 e influéncia local via
ponderacdo de casos na Se¢do 4.4.2. Na Figura 3, apresentamos os graficos da distancia de Cook

(item (a)) e influéncia local (item (b)) versus a ordem das observa¢des do modelo ajustado.
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Figura 3 — Andlise de influéncia
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A Figura 3 revelou o ponto {79 como um possivel ponto influente na estimativa dos
pardmetros. Esse ponto corresponde a notificacao (Y;,Y>) = (16,35) da cidade de Rio Largo, com
IDH de 0,643 e populacdo de 68.481 habitantes. Na Tabela 21, apresentamos o resultado final da
andlise inferencial com a eliminag@o do ponto {79 e com os menores valores das estimativas do
AIC e BIC, com os valores 645 e 661.

Tabela 21 — Estimativas do modelo de regressdo final.

0 EMV ICa(95%) IBCa(95%)
0 0,17 (0,15; 0,19) (0,05; 0,28)
Bio -1,84 (-2,74; -0,94) (-3,03; -0,60)
Bi1 2,66 (1,16; 4,16) (0,40; 4,63)
Bao -0,60 (-0,74; -0,46) (-0,80; -0,42)
vi  1,60x107 (0,00; 0,00) (2,56 x 10716, 0,12)

va 2,79% 10710 (2,79%10710; 2,79 x 10719) (1,85 x 1078; 8,67 x 107°)

Observamos, na Tabela 21, que todos os parametros do modelo sdo significativos ao
nivel oo = 0,05 de probabilidade segundo os dois intervalos ICa(95%) e IBCa(95%), ou seja,
existe uma relacao entre o ndmero de casos confirmados de AIDS e hepatite viral, e elas sao
sobredispersas. Entretanto, quando associadas com a covaridvel IDH, a relacdo entre hepatite

viral com IDH nio € existente nas 97 cidades do interior do estado de Alagoas.

4.6 Conclusao

Neste Capitulo, apresentamos uma andlise de diagnéstico para o modelo de regressao da
distribuicdo multivariada ZICOMP Tipo I, proposta no Capitulo 2. Consideramos uma anélise
de influéncia global (distancia generalizada de Cook) e local (ponderacdo de casos). Também
desenvolvemos dois testes da razao de verossimilhangas para ajudar na escolha do melhor modelo:
um teste da razdo de verossimilhangas para testar o parametro de inflacdo ¢ da distribuicio
ZICOMP Tipo I e o outro para testar o vetor de inflagao ¢ da distribuicio ZICOMP Tipo II1.

As metodologias propostas neste Capitulo apresentaram bons resultados na andlise de
um conjunto de dados reais. E, por fim, concluimos que estas metodologias podem ajudar na

escolha e no ajuste de modelos para dados multivariados com excesso de zeros.
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CONCLUSAO

Nesta tese, foram apresentadas duas novas distribui¢des multivariadas com o excesso de
zeros e com os seus modelos de regressao. A construcdo das duas novas distribui¢des ZICOMP
Tipo I e ZICOMP Tipo III foi baseada na extensdo das distribui¢des ZIP Tipo I e ZIP Tipo III,
sendo a distribuicdo ZICOMP Tipo I obtida com a substituicdo dos componentes do vetor base
X com varidveis Poisson por varidveis COM-Poisson, e ZICOMP Tipo III com a substitui¢do

dos componentes do vetor base X com varidveis ZIP por varidveis ZICOMP.

Uma ampla descri¢do das propriedades e particularidades destas duas novas distribui¢des
multivariadas, ZICOMP Tipo I e ZICOMP Tipo III, foi apresentada nos Capitulos 2, 3 e 4, para
o melhor entendimento dessa distribui¢des, tais como, as distribuicdes marginais; distribui¢des
condicionais; modelo de regressao; estimacao pelo método da maxima verossimilhanga; intervalo
de confianga bootstrap, testes de hip6teses da razdo de verossimilhancas para ajudar na escolha
do melhor modelo, e uma andlise de influéncia global e local para o modelo de regressao da
distribui¢cdo ZICOMP Tipo 1.

As duas novas distribui¢des apresentaram resultados satisfatorios, tanto no estudo de
simulacdo quanto na analise com dados reais, como pode ser visto nos Capitulos 2 e 3. Na Se¢ado
2.5 do Capitulo 2, a distribuicao ZICOMP Tipo I apresentou melhor ajuste que a distribui¢cao
ZIP Tipo I para explicar a relac@o entre AIDS, hepatite viral e sifilis congénita em 98 cidades
do interior do estado de Alagoas-Brasil, segundo os critérios de informacdes AIC e BIC, e
o teste da razdo de verossimilhancas proposto na Secdo 2.3.3. O mesmo ocorreu na Secao
3.5 do Capitulo 3 em que a distribuicio ZICOMP Tipo III apresentou melhor ajuste que a
distribuicdo ZIP Tipo III para explicar a relagdo entre AIDS e sifilis congénita em 175 cidades
do interior do estado do Ceard-Brasil, segundo os critérios de informacdo AIC e BIC, e o teste
da razdo de verossimilhancas proposto na Secao 3.3.3. O mesmo pode ser comprovado em um
terceiro conjunto de dados reais no Capitulo 4, em que os modelos de regressio das distribuicdes

ZICOMP Tipo I e Tipo III, apresentaram melhores ajustes que os modelos das distribui¢des ZIP
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Tipo I e Tipo 111, segundo os critérios de informacdes AIC e BIC.

E, por fim, concluimos que estas duas novas distribui¢des podem produzir melhores
ajustes em dados multivariados de contagem com o excesso de zeros. Nesse sentido, além da
utilizacdo destas distribuicdes para modelagem de dados nas dreas de epidemiologia, biometria,
entre outras, varias pesquisas podem ser realizadas como continuacio da presente tese, dentre as

quais propomos:

e Desenvolver uma andlise de diagndstico com influéncia global e local para o modelo de
regressdo da distribui¢ao ZICOMP Tipo III;

e Apresentar uma abordagem Bayesiana para os modelos das distribuicdes ZICOMP Tipo I
e ZICOMP Tipo III, uma vez que, na inferéncia cléssica, as estimativas dos parametros
sdo obtidas por métodos iterativos os quais podem nao convergir. Além de terem suas infe-
réncias fundamentadas na teoria assintética, o que a torna questiondvel para determinado

tamanho de amostra;

e Construir as distribui¢cdes multivariadas Geométricas zero-inflacionado Tipo I e Tipo III
baseado nas estruturas das distribui¢cdes ZICOMP Tipo I e ZICOMP Tipo III;

e Construir os testes: razdo de verossimilhancas, escore e gradiente para o parametro de
inflacdo ¢ da distribuicdo multivariada ZICOMP Tipo III;

e Construir os pacotes em linguagem R, para uma maior divulgagdo e aplicacdo das distri-

buicdes propostas.
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APENDICE

DETALHES TECNICOS DA DISTRIBUICAO
MULTIVARIADA ZICOMP TIPO |

Neste Apéndice, apresentamos alguns detalhes técnicos da Secdo 2.2, do Capitulo 2, tais
como, os casos especiais da distribuicao; fun¢do geradora de momentos; esperanca; variancia e

as distribui¢des condicionais.

A.1 Casos especiais da distribuicao multivariada ZICOMP
Tipo |

(i) Se ¢ £0 eV v; =1 elemento do vetor v, entdo Y ~ ZIPS,?((D,)L);

Considere A; e v; elementos dos vetores A = (A1,...,A4,) " e Vv = (Vi,...,Vu)"
S(A,v)=X7"0 AJ/(j")Y. Entdo para v; = 1, S(A;, ;) = exp(4;).Entdo para a Equagdo (2.2) a

funcdo de massa de probabilidade para Y; o i-ésimo elemento do vetor Y = (Y1,,...,Y,,) é dada

e seja

por

Vi —Ai
Alle

1-

filo, A, vi) = ¢+U—¢V44H%=0%H1—m[ ]KW>0%
logo Y; ~ZIP(¢,A;). Entao ¥, ¥; € Y e v; = 1 elemento de Vv, a fung¢do de massa de probabilidade

conjunta do vetor Y para a Equacdo (2.2) € dada por

fl¢,A,v)=0¢Pr(§=y)+(1-¢)Pr(X=Yy)
m m liyi e—)L;

¢+<1—¢>Hell1 Iy=0)+(1-9) [H S ]1()’#0)- (A1)

i=1 =1 Vi

Y ~ZIPY (,4).
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(i) Sep #0 e (vi=0,4; < 1),V A; e v; elementos dos vetores A eV, ent§oY~ZIG,(qp(¢,l—7L);

Considere 0 < A; < 1 e v; = 0, tal que A; é um elemento de A = (A,,...,4,,) " e v; é um
elemento de v = (v1,...,V,,) ', com S(A, V) = Z;-":O/'Lj/(j!)". Entdopara0 < A; < 1lev; =0,
S(Ai,vi) = 1/(1 — A;). Entao para a Equagdo (2.2) a fun¢do de massa de probabilidade para Y; o

i-ésimo elemento do vetor Y = (Y1,,...,Y,,) é dada por

F il A, vi) = [9+ (1= ) (1= A)]1(yi = 0) + (1 - ) [A"(1 = 4))] 1 (y; > 0),

logo Y; ~ ZIG(¢,1 — A;), ou seja ¥; segue a distribui¢io Geométrica zero-inflacionado (ZIG)
com pardmetros ¢ e 1 —A;. Entdo V, 0 < A; < 1 e v; =0, tal que A; e v; sdo elementos dos vetores

A e v, a funcéo de massa de probabilidade conjunta do vetor Y para a Equagdo (2.2) é dada por

FO¢,A,v)=9¢Pr(§ =y)+(1-9¢)Pr(X=y)

o+ (1—9)JJ(1- 1 y=0)+(1 m[rwﬁu— ﬂ Iy #0). (A.2)

i=1 i=1
Y ~7IGY(9,1-2).

(iii) Se ¢ #0 e v; — o, V v; elemento do vetor v, entdo Y ~ ZIBernoulli,(,?((P,l ©(1+A4));

Considere v; — oo, tal que V; elemento do vetor V = (Vq,...,V,y) |, com S(A;, Vi) — 1+ A;,
quando V; — oo. Entdo para a Equagdo (2.2) a fun¢do de massa de probabilidade para Y; o i-ésimo

elemento do vetor Y = (V1,,...,Y,,) é dada por

(1-9)
(1+4)

[10i=0)+ 10| 1355 ] 10300,

Jil9, i vi) = [¢+
logo Y; ~ ZIBernoulh((l)7 T /1 ), ou seja, Bernoulli zero-inflacionado (ZIBernoulli) com parime-

tros ¢ e Entdo ¥ v; elemento de V = (Vi,..., V) |, com S(A;, ;) — 1 + A;, quando v; — oo

1+)L
A funcao de massa de probabilidade conjunta do vetor Y em (2.2) é dada por

fO9,4,v)=9Pr(§ =y)+(1-¢)Pr(X=Yy)
p+(1—9¢ H

I(y #0). (A3)

Y~ ZIBernoullig)((]),l @ (1+A4)).
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A.2 Momentos

Demonstracéo da funcao geradora de momentos para o vetor Y ~
ZICOMP (gb A,v)

My(t) = E [exp(tTY)} —E [exp(z.tTX)] —E

ﬁMXi (t,'Z>]
i=1

— T My, (0) + (1 —¢>f11Mx,.<tl->

i=1

A%
_ fixi i
(1 E S?L Vi) Z ' (x:!) }

m (liet,)xl
H{ S(Ai, vi) (= Z (1) }

o S(Azeli v,)
,1:]1 SO } (A.4)

~.

E(Y;)

j
Considere S(A;,v;) = Y7 0 (Jl)v , tal que

aS ,,v, i 'M‘l i Afi(ti+1)1 As)
= =0 (ti!)w ) .
e tome h(t;) = A;€'i, tal que ()gzl’v") = as(}é(;ii),v,») ag(t?) , entdo substituindo aS()L vi) ¢ (A.4) em
(A.5), temos
o aMyiO‘i) o 8S(7L,~,v,~)|&)»,-
E(Y;) = o li=0=(1—¢) {W/L
B dlogS(A;,v;)
= (1—¢){?LI—M : (A.6)
E(Y?)
Similarmente considere S(4;, V;), tal que
PS(v) 5 PA g Al Dl +2))' A7)
a)LiZ j=2 (j!)vi =0 (ti!)vi , .
e seja 9%s (g?zi’vi) = 825(51%»),%) ag([fi) + as(ggi)’v[) a;};gti), entdo substituindo % e A.7em A4,
temos l l l l
d°My,(t;) 92S (A, v;)|0A? dlogS(A;, v;)
EY~2: i\l ‘_:1_ 2 15 Y1 i ; 1y V1 A
07) = A g = (1) (RGO G TR )
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Var(Y;)

Considere Var(Y;) = E(Y?) — E2(Y;), entdo

2S(Ai, Vi ? 0g (A, vi)\? 0gS(Ai, Vi
wwnrzu—¢>{ﬁ[&sgajaf%-41—@(9L%ﬁill)]+§L&ﬁiﬁl}.

8/1,- alz
(A.9)
Cov(Y.,Y;)
"Mz, ) (0,0)
E(Yi’Yj) - 8t,~8tj
- QS()L,-,V,-)/&)Li ‘8S(lj,vj)/8}tj
={1-9) {/L S(2is vi) } {;LJ S(4j;vj) }
= (1= @), (A.10)
e como Cov(Y;,Y;) = E(Y;,Y;) —E(Y;)E(Y;), entdo
Cov(Y;,Y;) = E(Y;,Y;) —E(Y})E(Y))
=¢(1— )iy,
dS(A;,v;)/dA; dS(A;,v;)/0A;
- (AT EGI ) e

A.3 Distribuicoes condicionais

A.3.1 Distribuicdo condicional YV | Y(?)

Caso II da distribui¢do condicional Y(!) | Y?) em (2.2.4.1). Podemos ter Y(!) = 0 |
Y® =0, 0uyY® #0| Y® =0, quando y(l) = (0, temos

PSR Gl R (A.12)
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em que S(A,v) =TI S(As, vi); SU(A,v) =TTy S(Ai, vi): SD(A,v) =TT, Sy Vi), 0 =
¢S (A,v) ¥ _ (1-9)
s50aw g (197 = ¢ DY) +1=9)"

Quando y 7é Oe y =0, para a Equacdo (2.7) temos
Pr(Y(N#£0,Y% =0
Pr(Y" £ 0y ~0) - ( )

Pr(Y® =0)
(1=9) ryr A’ljvi r Vi
S@Av) Lli=1 (y;n)Vi = (1—¢%) # (A.13)
0+ l¢2;) it i!)ViS(Ai, vi)

combinando (A.12) com (A.13), e substituindo em (2.2), temos

Pr(Y:y|Y<2>:0) = ¢*+u Iy + |(1-99] S A— 0
)(A V) b=0) i=1 (vi)viS(Ai, vi) 070
(A.14)
entdo Y | (Y® =0) ~ ZICOMPW (0*; A1,... . A1 v1,..., V)
A.3.2 Distribuicdo condicional X |Y
Prova da distribuicdo X | Y quandoy =0
v PrX=xY=0)
Pr(X=x|Y=0)= Pr(Y = 0)
_Pr(XzO,ZXzO)I +Pr(X:x,ZX:x)I
T 06 av) YT 0,94 y) Y
_ Pr(X=0) +Pr(X:x,Z:0)I
T F0,0.4,v) 0T F0,9,4,v) #7Y
_ Pr(X=0) N (])Pr(X:x)I
T f0,0.2,v) 50T F(0,9,2,v) 0
A
! 11 {—zsm w)}
e lx0)
0+ S 0+ S
(1 ll/) m Ayi
lw+ SG) I ]:]1 —l,v,) Ixzo), (A15)
ou seja,
X|(Y = 0) ~ ZICOMPY (W; A1, ..., A Vi, - .-, Vi) (A.16)

- _ _ !
em que ¥ = ey —p) © (1= V) = Gsawy +a=e)-
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B.1 Casos especiais da distribuicao multivariada ZICOMP
Tipo I

(i) Se ¢ #0, ¢ =0, ev=1, entio Y ~ zIP!! ((i)o, ),

Considere ¢y # 0; V ¢; = 0, A; e v; elementos dos vetores @ = (¢1,....,0,) ' A =
(Ayes A) T eV =(V1,.... V) T esejaS(A, V) = Y7 > oA/ (jN)Y, para v; = 1, S(A;, vi) = exp(A;).
Entdo para a Equacgdo (3.2) a fun¢@o de massa de probabilidade para Y; o i-ésimo elemento do
vetor Y = (Y1,,...,Y,) é dada por

)L.)’iefl,-

£ (il00, 0125, v0) = { 9o+ (1 = go)e™ b 13 = 0) + (1= gy) { = }I(y,- #0),

I

logo Y; ~ ZIP(¢p, A;). Entdo ¥, ¥; € Y; ¢p # 0; V¢ = 0 e v; elementos dos vetores @ e V, a

funcdo de massa de probabilidade conjunta do vetor Y para a Equacdo (3.2) é dada por

m

m y 71
f(yl¢o,9,4,v) H{¢0+ 1—¢o)e } (y=10)+(1—¢o) H{ } y#0), (B.1)

i=1 i=1

LY ~ZIPY (60, 4).

(ii) Se ¢ #0 e ¢ =0, entdo Y ~ ZICOMPY) (¢9,A,v);

Considere ¢g # 0; V¢; = 0, A; e v; elementos dos vetores ¢ = (¢1,...,0,) " ; A =
(Ayees Am) T €V = (V1,..., Vi) " e sejaS(A,v) = Z;f’:olj/(j!)". Entdo para a Equagdo (3.2) a
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funcdo de massa de probabilidade para Y; o i-ésimo elemento do vetor Y = (Y1,,...,Y,,) é dada
por

£ Orton s = {on+ S0+ - {0

logo Y; ~ ZICOMP(¢y, A;). Entdo ¥, Y; € Y; ¢p # 0; V ¢; = 0 elemento de @, a fun¢do de massa
de probabilidade conjunta do vetor Y para a Equacao (3.2) € dada por

m _ m Vi
01009 = [T{ o0+ (0 i =0) - - [{ e 1001 B2

i=1 i

.Y ~ ZICOMPY (¢, V).

(iii) ¢o #0, ¢ =0, e (vi=0,A; < 1) entdo Y ~ Geométrica,(,?(d)o,l —A);

Considere ¢ #0; ¢; =0, 0 < A; < 1 e v; =0, tal que ¢;, A; e v; sdo elementos dos
vetores @ = (¢1,....,0n) A = (A1,...;. An) T eV =(v1,..., V) T esejaS(A, V) = ):,‘;’:O)Lj/(j!)v.
Entdo para0 < A; < 1 e v; =0, S(A;,v;) = 1/(1 — A;). Entdo para a Equag@o (3.2) a fungéo de
massa de probabilidade para Y; o i-ésimo elemento do vetor Y = (Y1,,...,Y,,) é dada por

F(il9o, i, i, vi) = {90+ (1 — o) (1 — A) }(yi = 0) + (1 — ¢o) {7 (1 = Xi) } (i # 0),

logo Y; ~ ZIG(¢p,1 — A;). Entdo V, ¢; = 0; 0 < A; < 1 e v; =0, tal que ¢;, 4; e V; sdo elementos
dos vetores ¢; A; v, com ¢y # 0 a funcdo de massa de probabilidade conjunta do vetor Y para a

Equacao (3.2) é dada por

:s

i=1

I
-

i

f()’|¢o,¢,l,V)={¢o+(1—¢o) (1 l)}l(y:0)+(1—¢o){nly’(1— )} I(y #0). (B.3)

Y ~ZIGW (9,1 - 1),

(iv) Se oo #0, ¢ =0, e (Vi » 00, A; < 1) entio Y NBernoulli,(é)(q)o,)L ©(1+A4));

Considere g9 # 0 e V ¢; = 0 e V; — o elementos dos vetores § = (¢1,...,0,,)" e
vV =(Vvi,....,vs) ", tal que S(4;,v;) — 1+ A;, quando v; — c. Entio a probabilidade de sucesso
para ¥; = 1 o i-ésimo elemento do vetor Y = (Y1,...,Y,,), a Equagdo (3.2) é dada por

f (i = 1]¢o, i, 4, v;) = {¢0+%}1(% =0)+(1—¢o) { § fli) }I(yi #0),

logo Y; ~ ZIBernoulli((p, e ). Entio V v; — o elementode vV = (1, ..., V) | tal que S(A;, v;) —
1+ A; quando v; — oo, e V ¢; = 0 elemento de ¢ = (¢, ..., 0,) " € @9 # 0. A fungio de massa de
probabilidade conjunta do vetor Y em (3.2) é dada por
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Iy #0). (B.4)

m 1
f(y‘¢0,¢,2,,V) = {¢0+(1 _¢0)i=1 (1_’_)1‘1) }I(y:0)+

.Y ~ ZIBernoullily (90,A @ (1+1)).

(v) Se ¢ #£0, § £0, e v =1, entio Y ~ ZIP{™ (¢0,0.,1);

Considere ¢y # 0, e ¢;; A; e v; elementos dos vetores @ = (¢1,...,0n) 3 A = (A1, ..., Ap)
ev=(v,...Vs) ,esejaS(A,v) = Z;-":O?Lj/(j!)" tal que S(A;,v;) = exp(4;) quando v; = 1.
Entdo para ¢; # 0 e v; = 1 elementos dos vetores ¢ e v, com ¢y # 0, a fungdo de massa de
probabilidade conjunta para a Equagéo (3.2) para ¥; o i-ésimo elemento do vetor Y = (Y1,,...,Y,)
€ dada por

Ayz

i'

£ (il60,95. 25, vi) = { 00+ (1= )i+ (1 — 6] b1(3i = 0) + <1—¢o>{<1—¢,> }1<yl~7éo>,

logo Y; ~ ZIP(@p, ¢;, A;). Entdo ¥, Y; € Y com ¢y # 0, e ¥V ¢; = 0 e v; = 1 elementos dos vetores
¢ e v a funcdo de massa de probabilidade conjunta do vetor Y para a Equagao (3.2) é dada por

£ 160.6.2.v) =TT {00+ 6+ (1 - e 1y =0) 4 (1 - )
i=1
xf‘"l{m <1—¢i>e‘f]1<y,-—o>+[<1—¢l>*;_, 11<yi>o>}z<y¢o>, (8.5)
i=1 [

Y ~ 1P (60,0, 2).

(vi) Se ¢ #0, 9 £0, e (v; =0,4; < 1) entdo Y ~ ZIGS" (99, 6,1 —1);

Considere ¢ # 0, e ¢; # 0; 0 < A; < 1 e v; = 0 elementos dos vetores ¢ = (@1, ..., d) ' ;
A=A, An) eV =(Vi,..,V) . Para0 < A; < 1 e v; = Oisso implica S(A;, v;) = 1 /(1 — L),
tal que S(A,v) =Y7 AJ/(j")". Entio para a Equacio (3.2) a fungio de massa de probabilidade

para Y; o i-ésimo elemento do vetor Y = (¥1,,...,Y,,) é dada por

I ildo, i, A, vi) = { o+ (1 — ¢o) (@i + (1 — ¢;) (1 — A)] } I (yi = 0) + (1 — @)
x {(1=g)A (1= ) }1(yi #0),

logo Y; ~ Z1G(¢o, ¢, 1 — A;). Entdo V ¢; # 0, 0 < A; < 1 e v; = 0 elementos dos vetores @, A e
v, com @y # 0 a fungdo de massa de probabilidade conjunta do vetor Y para a Equacdo (3.2) é

dada por
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f(¥|90.0,4,v) = {¢o+(1 —¢o)ﬁ[¢i+(1 —-¢)(1 —li)]}l(y =0)+(1—¢o)

i=1

Xﬁ{[¢i + (1= 1) (1= A y=0) +[(1 = $) A (1 = A (y50) L (v # 0). (B.6)

i=1
LY ~ ZIGHY (99, 9,1—A).

(vii) Se g9 #0, ¢ #0, e (Vi >0, A; < 1) entdo Y ~ ~ ZIBernoullit" (q)o 0,AO(1+1)).

Considere ¢y # 0; ¢; # 0 e V; — oo elementos dos vetores § = (¢1,....0,) e V =
(V1,...,Vm) . E seja S(A;,v;) — 1+ A; quando v; — . Entdo para a Equacio (3.2) a funcio de

massa de probabilidade para Y; o i-ésimo elemento do vetor Y = (Y1,,...,Y,,) é dada por

f(ilo, ¢, Ai, vi) = {¢0+(1—¢0) {‘Pz ElJriﬂ }I()’i =0)+(1—¢o)

{0 020,

logo Y; ~ ZIBernoulli(¢o, ¢;, 1 +7L ). Entdo para ¢y # 0, e V ¢; e v; — oo, elementos dos vetores @
e V. A fun¢do de massa de probabilidade conjunta do vetor Y em (3.2) é dada por

i=1 g

}1(y0)+(1 —¢o)
(1 o)A

o e (S oin o

1

fO160.9.4.v) {¢0+ 1— o) H{ h;‘iﬂ

1

.Y ~ ZIBernoulli\" (¢07¢ A0 (14R4)).

B.2 Momentos

Derivacao da funcao geradora de momentos da distribuicao multivari-
ada ZICOMP tipo 11l

Para o caso univariado sem o excesso de zeros a varidvel X; ~ COMP(A;, v;) possui
ol v .
funcdo geradora de momentos My, (t;) = Sg’(lf "/Y)’). Entéo usando a defini¢do E(§) = E[E(§ | n)]
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a fungdo geradora de momentos para o vetor Y é dada por

m
exp (Z l‘,‘X,‘Z()Z,’) ‘|
i=1

m
17¢0H MX tll

i=1

My(t) =E [CXP(tTY)} =E

m
=E HMXi (liXiZ()Zi)

i=1

o (1-0) & o A"
= +(1— ; iVi 4
fo % )H{¢ (Azavt)},zﬁe (yi!)vi
_ m ¢l> ol letl Vi
= o+ (1—¢0)H{ S(ivi) &= (it }
~ mof St ,vi)
=+ -l o 0-0 G B
E(Y;)
j
Considere S(4;,vi) = L7 (J),Lﬁ, tal que
aS(An,vi) &M & A1)ty
- i _y At B.9
EyR Vi i Ve I ®9)
e tome h(f;) = A;e'i, tal que aS()gf:i’v") = ()S(}é(j{i)’v") 331([?) , entdo combinando as(; Vi) (B.9) com
(B.8) temos
N 3Myi([,') 1 L aS(A,i,V,‘Mali }
E(Y;) = o =0 = (1 ¢o){(1 d)’)is(li,w) Ai
dl S;Li, i
= (1_¢0){(1—¢i)li0ga§v V)}. (B.10)
E(Y?)
Similarmente considere S(4;, v;), tal que
28, vi) & AT & M+ 1) (6 +2) v
72 ; _,,;o X , (B.11)
e seja 92552;":’) — ‘925((;1%)%) Bgz(t?) i 95(%@{37"” ‘92;’tfzt"), entio combinando 2 ( ) e (B.11) com
(B.8) temos

0 My (1 9%8(2i, vi)|oA2 dlogS(A;, v;
B07) = 5= (- o) { (11— |0 IR TSR L gy

i
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Var(Y;)
Considere Var(Y;) = E(Y?) — E(Y;), entdo
N L)oo [ 978, v) | 9A7 | ((dlogS(Ai,vi)\*| | dlogS(Ai,vi)
Var(Y;) = (1 - ¢o) {(1 ) {/11 lw —(1—¢o)(1—¢)) (M) o ([
(B.13)
COV(YZ', Yj)
9*My,y,)(0,0)
E(Y,Y;) = T&l/
o S vi) [N L aS( )/
S G i AL
= (1= go)pilt;, (B.14)
e como Cov(Y;,Y;) = E(Y;,Y;) — E(Y;)E(Y}), entdo
Cov(Y;,Y)) = E(Y;,Y;) —E(Y,)E(Y;)
= Po(1 — Qo) kikt;
_ 9S(Ai,vi)/I(1— i) A }{ 9S8(A;,v))/d4; }
1— 1— —_— 7. B.15
¢0( ¢0>{ (A’”vl) ( ¢j) (AJ,V.,) ( )
B.3 Distribuicées condicionais
B.3.1 Distribuico condicional Y") | Y2
Caso 11 da dlstrlbulgao condicional Y(! ) | Y@ em (3.2.4.1). Podemos ter Y(1) =0 |
Y® =0, 0uY(! 7é0|Y =0, quandoy( ) = 0, temos
Pr (Y<1> —0|Y® = 0)
¢0+(1_¢0) |:¢1+Slk %z)):|
¢0+(17¢0) i= r+1 {d’l‘i’sl ¢I))}
¢o + (1 —¢o) |:¢l 1;L %, ]
- ®
-5+ (-5 o33 (516
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cm que W= ¢0 +( ¢0) l r+1 ¢l + S()thi) .
Se y(1) =£ 0, obtemos
Pr (Ym —yDy® = 0)
(1= o) T, { [¢+%} Iym0) + {(Mﬁ % ] ,(yi>0)}
0o+ (1 —¢o) [T7,1 1 [‘PH— Sll %,))}
; ) (1-9) A
" © lH{ [(Pl Ai. v l)} =0 ¥ l:S(AiaVi) (yi!)Vi loiz0) - (B.17)
Combinando (B.16) com (B.17), e subtituindo em (3.2), temos
Pr (Y(‘> —yD)y® = 0)
_J% oo\l (1=9) o
; { 0" (1 w) IJI [‘P”L S(/li,vi)} }1(y<1>—0)+(1 )
r (1_¢1) (1_¢1) /’Ler
) zl—Il{ |:¢l * S()Luvt) I(ylio) + |:S(l,,vl) (y”) ]():>0) I(y(');éo)v (B.18)
entdo, isso implica que
YW (Y(2> 0) ~ zicoMp( (% Ol O A A Ve, V)

B.3.2 Distribuicdao condicional X | Y

Prova da distribuicio Condicional X |Y quandoy =0

Pr(X=x,Y=0
_Pr(X:O,Y:O)] Pr(X:x,Z():0)I
T 0.0.Av) 0T T f0 g Ay 0
_ Pr(X=0) / (])oPr(x:x)I
T 70,0.4,v) 07 £(0,9,4,v) ¢70

_ [T+ S(j(iiz)} Iy + (1= D[ ] {V;le)] lix10),

(B.19)
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(1—=¢o) T2, [‘pf"'S((l[f/i))}
oI | gt 0=90)
Po+(1—¢0) [T~ [¢’+S(/1ivvi)

emque T = ] , entao

x|(y = 0) ~ ZICOMPY" (1,¢,4,v) (B.20)
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APENDICE

INFLUENCIA LOCAL

C.1 Derivacao da matriz de pesos

Seja ¢(0) o logaritmo da funcdo de Verossimilhanga do modelo ZICOMP Tipo [, e

. exp(z] 7)
considere A; = exp(w;ﬁi); V= exp(ujTC,) 0= m tal que

A, v, 29,  exp(z)y)

TBJ_CXP( ﬁj) A’Wj, TCJ_CXP( C/) Vju/, W—mlj, (Cl)

e

A RO gj) = — L
H—exp(z]Ty) J I+exp(z; y)’
em relagdo aos parametros ¥, f; e §; sdo dadas por

060) _ { T st | } onk.
90 a =

{ { ’lv” }?_g}gj(lgj)z;;

e considere também, g; = Dessa forma, as derivadas de £(0)

B 52 ] alogs (Aiv)) v logS(Auv).
= ) '>b+1k+u' —a
(1-9)
2U(6) _ SChigvig) dlog (A, vir) vij _ dlogS(Ai,vir) T
B {_k< al’ oty ) bit Y 7y T Ajiw; (C2)
20(0) (o), [ e dthint) | log S(As,v,)
0) _ S(A:vi Vi . 0gS(Ai,Vi
aVl' - 7k a bl - (9Vi - j k+110g(yl] )
(1—¢) [logS(Ay,vyp)
aé(o) _ —k S(li],vl-])[ 9Vl'[] : } b — alOgS(lilvvi[) _\yn 1 ( H‘) V; T.
9 = a i Vi j=k+1108Yij FAE
em que

k=Y,_110y;=0); ar=¢+(1-¢)[I~ [()Lv)}; H#,[ )L,v,)}’ i=1,...,m.
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Dessa forma, os elementos da matriz de pertubagdo A, para o modelo de regressao da

distribui¢ao ZICOMP Tipo I, cujo logaritmo da funcao perturbada

(018)=1Y 8;(;(0), (C.3)
j=1

com 8 = (J,...,5,) " um vetor de perturbacdes, com 0 < 0j<l,ej=1,...,n,sdo dados por

al il

(1-¢)
S vip) dlogS(Ai,vir) \ 7,. n yij _ dlogS(Ai,vir) T
! ( ) ( I bi +Zj:k+1 i I )'lej ’

aj Vil

2 S(A; Vi aVl‘ ) i 7vi I .

em que:
k=X 00, =05 ar =0+ (-0 |5y | bi=T% [spivg | = 1o
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C.1.1 Dados do capitulo 4

Na Tabela 22, apresentamos as varidveis Y7, Y2 e X, como o ndmero de casos confirmados
de AIDS, hepatite viral e o IDH (indice de desenvolvimento humano) de 97 cidades do interior
do estado de Alagoas-Brasil disponivel em (ALAGOAS, 2015).

Tabela 22 — Frequéncia das varidveis Y1, Y> e X em 97 cidades do interior do estado de Alagoas-Brasil

,Y2,X) (Y,5,X) (1,%,X) (Y1,Y2,X)
(0,2,0.549)  (0,2,0.532) (0,0,0.504)  (0,1,0.541)
(1,1,0.568)  (0,0,0.534) (19,0,0.584)  (3,1,0.551)
(1,1,0.561)  (0,8,0.533) (3,11,0.568)  (0,0,0.559)
(3,0,0.557)  (0,1,0.527)  (0,0,0.539) (16,35,0.643)
(1,0,0.615)  (1,3,0.536) (13,0,0.527)  (0,0,0.505)
(3,0,0.594)  (0,1,0.518) (1,0,0.521)  (1,2,0.597)
(0,0,0.593)  (2,0,0.564) (1,0,0.565)  (3,0,0.591)
(0,0,0.517)  (0,0,0.568)  (0,0,0.524)  (2,0,0.519)
(3,1,0.604)  (2,0,0484) (0,0,0.503)  (2,4,0.573)
(2,0,0.513)  (0,0,0.583) (0,0,0493)  (1,2,0.527)
(0,0,0.531)  (0,0,0.548) (1,4,0.547)  (6,2,0.536)
(2,2,0.562)  (2,0,0.570)  (0,0,0.558)  (7,7,0.623)
(1,1,0.559)  (0,0,0.552) (10,1,0.638)  (1,0,0.591)
(9,1,0.570)  (4,1,0.556)  (7.1,0.593)  (1,0,0.549)
(0,0,0.524)  (3,0,0.531)  (0.2,0.548)  (3,1,0.660)
(2,0,0.506)  (0,1,0.562)  (2,0,0.605)  (0,0,0.518)
(2,0,0.573) (11,3,0.575)  (2,0,0.533)  (0,0,0.555)
(0,0,0.526)  (1,1,0.552)  (0,1,0.589)  (0,0,0.541)
(1,0,0.575)  (2,1,0.580) (4.5,0.630)  (8,1,0.564)
(0,0,0.533)  (1,0,0.566)  (0,0,0.572)  (1,1,0.532)
(3,0,0517)  (1,0,0.577) (5.4,0.610) (18,4,0.593)
(0,0,0.586)  (0,0,0.574)  (0,0,0.574)  (2,1,0.586)
(10,0,0.626)  (5,2,0.569)  (2,3,0.589)

(0,0,0.525)  (1,0,0.642)  (0,0,0.526)

(3,3,0.612) (11,2,0.594) (3,0,0.586)
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