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Resumo

Neste trabalho, estudamos o modelo de seis vértices com fronteiras do tipo parede de
dominio e com uma extremidade reflexiva, com enfoque na influéncia da condicao de
contorno no limite termodinamico. Com a finalidade de encontrar uma descrigdo analitica
completa para as chamadas curvas articas, estudamos trés tipos de correlacao na fronteira.

Estas correlagdes foram empregadas em dois métodos para a obtengao das curvas.

Palavras-chave: modelo de seis vértices. separacao espacial de fases. correlagoes na

fronteira. curvas articas.
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Abstract

In this work, we have studied the six-vertex model with domain wall and reflecting end
boundary conditions, focusing mainly on the influence of boundary conditions on the
thermodynamic limit. In order to find a complete analytical description for the so-called
arctic curves, we have investigated three types of boundary correlations. These correlations

were later used in two different methods designed to find the curves.

Keywords: six-vertex model. phase separation. boundary correlations. arctic curves.
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Introducao

Um dos modelos mais importantes em sistemas integraveis ¢ o modelo de seis
vértices. Originalmente, o modelo foi proposto em 1935 por Pauling com o intuito de
descrever o problema da entropia residual do gelo. Quando o gelo se forma, os atomos de
oxigénio (O) se distribuem em uma estrutura tetraédrica', ligados entre si por pontes de
hidrogénio (H). Embora a distdncia O-O seja fixa, Pauling propds que o atomo de H entre
eles se posiciona mais proximo de um destes, uma vez que as concentracoes de fons (OH)"
e (H;0)" sdo insignificantes na dgua. Assim, a distribuicdo das posicdes dos dtomos de
hidrogénio deveria ocorrer segundo a regra do gelo: dado um atomo de oxigénio, ha dois
atomos de hidrogénio mais préximos e dois mais distantes. Devido a multiplicidade de
configuragoes igualmente acessiveis, no limite de baixas temperaturas a entropia do gelo
nao tende a zero, fendmeno que recebe o nome de entropia residual [1]. Vale mencionar que
o valor estimado por Pauling para a entropia residual foi confirmado experimentalmente

com boa precisio [2].

Pouco tempo depois, em 1941, o modelo foi generalizado por Slater com a finalidade
de estudar a transicao de fase ferroelétrica no cristal KH,PO, (modelo KDP). Neste
composto, os fosfatos (PO4)73 se distribuem com ntimero de coordenagao quatro, conectados
por intermédio de um atomo de hidrogénio, que também deve se posicionar de acordo com
a regra do gelo a fim de permitir a formacao de fons (H,PO,) . Contudo, diferente do caso
do gelo, nem todas as configuracoes sao equivalentes: aquelas nas quais os dois atomos de
H estao dispostos de forma que estes ions sejam dipolos elétricos alinhados com o eixo de
anisotropia do cristal sdo energeticamente mais favoraveis que as demais. Usando uma
teoria de campo médio, Slater obteve uma transicao de primeira ordem e uma curva para

a susceptibilidade elétrica em boa concordancia com o observado [3].

Até hoje, sistemas que obedecem a regra do gelo sao amplamente investigados tanto
teoricamente como experimentalmente. Dentre estes, um dos exemplos mais proeminentes
sao os materiais do tipo gelo de spin (“spin ice”), explorados principalmente no estudo
de sistemas magnéticos frustrados [4-7]. Gelos de spin sdo materiais ferromagnéticos nos
quais metais terras-raras se distribuem em uma estrutura pirocloro, formada por tetraedros
ligados pelos seus vértices. Como estes elementos possuem momento magnético intrinseco
elevado, em baixas temperaturas os spins se comportam efetivamente como em um modelo
de Ising, apontando para o centro de cada tetraedro ou no sentido oposto, sendo que estas
diregbes sao selecionadas pela regra do gelo [8]. E interessante notar que, apesar de serem

regidos por mecanismos de natureza completamente diferente, estes materiais tém entropia

INa realidade, os 4tomos de oxigénio se organizam em uma estrutura hexagonal wurtzita quando o
gelo se cristaliza; porém, o ponto importante é que cada atomo tem quatro primeiros vizinhos.
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residual igual a do gelo [9].

De forma genérica, o modelo de seis vértices é definido ao levarmos a regra do
gelo para uma rede bidimensional retangular, cujas arestas podem assumir dois estados —
tomando o modelo do gelo como referéncia, os vértices fazem o papel dos atomos de oxigénio,
enquanto as arestas correspondem as ligacoes quimicas, com cada estado representando as
duas posigoes possiveis que um atomo de hidrogénio pode ocupar. A solugdo exata deste
modelo foi obtida por Lieb que, em 1967, calculou a entropia residual do gelo bidimensional,
chegando a um valor bastante préximo ao de Pauling [10]. No mesmo ano, Lieb ainda
tratou outros sistemas que podem ser investigados através do modelo de seis vértices como
casos particulares dos seus pesos estatisticos, reproduzindo os resultados referentes ao
modelo KDP [11] e apresentando a solugao para o modelo F [12], proposto por Rys para
um cristal antiferroelétrico [13]. Generalizagoes foram investigadas por Sutherland [14] e
Yang [15].

Em todos estes casos, foram adotadas condigoes de contorno periédicas. Com isto,
a funcao de particao do modelo pode ser escrita como o traco da matriz de transferéncia
(a ser introduzida a seguir) e, no limite termodindmico, determinar o seu maior autovalor é
suficiente para o cdlculo das propriedades termodindmicas do sistema. A técnica utilizada
para a diagonalizacao da matriz de transferéncia é o ansatz de Bethe, proposto originalmente
em 1931 para a solu¢do do modelo de Heisenberg unidimensional isotrépico (XXX) [16].
Mais do que uma coincidéncia, foi provado que a matriz de transferéncia do modelo de
seis vértices (tratado por Sutherland [14]) e o Hamiltoniano do modelo XXZ comutam e,

portanto, compartilham os mesmos autovetores [17].

Na realidade, isto ¢ apenas um caso especial da observacao mais abrangente de que
a matriz de transferéncia do modelo de seis vértices comuta para diferentes parametros
espectrais?, o que ¢ uma consequéncia da equacao de Yang-Baxter [18]. Com isso, cabe &
matriz de transferéncia o papel de geradora de quantidades conservadas, uma vez que se
pode obter Hamiltonianos de sistemas quéanticos unidimensionais através de sua derivada
logaritmica. Esta conexao entre modelos classicos estatisticos em duas dimensoes e modelos

quanticos em uma dimensdo esta no dmago da teoria atual de sistemas integraveis [19].

Além das condic¢oes de contorno periédicas, o modelo de seis vértices também
foi estudado com fronteiras livres, antiperiddicas e uma série de condi¢des de contorno
fixas [20-29]. Via de regra, espera-se que as quantidades termodindmicas de um sistema,
fisico em equilibrio sejam independentes da escolha da fronteira — entretanto, o modelo
de seis vértices demonstra forte dependéncia das condi¢oes de contorno mesmo no limite
termodinamico. Para fins de comparacao, considere as fronteiras periddica e parede de
dominio: enquanto que a energia livre no primeiro caso ¢ expressa em termos de uma integral

nao trivial [18], no segundo ¢ uma simples combinacdo de fungdes elementares [30], sendo

2Em termos dos quais se escreve os pesos de Boltzmann do modelo.
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que uma nao pode ser reduzida na outra e vice-versa. Esta discrepancia no valor da energia
livre foi interpretada como um indicativo de que o modelo de seis vértices com fronteira
parede de dominio poderia apresentar separagao espacial de fases no regime desordenado (no
qual nao ocorre predominancia de um tipo de vértice sobre os demais). Como consequéncia
da regra do gelo, as possibilidades de estados na vizinhanca de fronteiras fixas podem ser
restringidos severamente, de maneira que, mesmo se ajustarmos a temperatura para que
o regime seja desordenado, regides ordenadas de tamanho macroscopico se alastram em

dire¢do ao interior da rede.

Na realidade, separacgdo espacial de fases nao é um fendmeno exclusivo do modelo
de seis vértices, tendo sido investigado em varios outros contextos ( [31-33] sdo apenas
algumas referéncias). Talvez o exemplo mais proeminente seja o problema da cobertura
de um diamante asteca com dominds. Diamante asteca é o nome dado a geometria que
limita uma regiao de uma rede quadriculada da forma ilustrada na Figura 1(a), e os
dominés sao retdngulos (ocupando dois quadrados) que devem preencher completamente
o tabuleiro sem se sobrepor. Os dominés sao distinguidos em quatro orientagoes, como

ilustrado na Figura 1(b). Ao distribuir dominés aleatoriamente a fim de revestir todo o

.

(a) (b)

Figura 1 — (a) Diamante asteca de ordem 3. (b) Possiveis orientagoes para os dominés.
Fonte: elaborada pela autora.

tabuleiro, distingue-se quatro regides congeladas (i.e. preenchidas com dominés de mesma
orientacao) partindo das pontas do losango, e um miolo “embaralhado”. Veja a Figura 2.
Quanto maior o nimero de dominds, mais nitida é a separacao entre as regioes e, no limite
em que tende a infinito, estas fases sao separadas por um circulo — resultado que ficou
conhecido como teorema do circulo artico [34]. Cabe mencionar que este problema pode
ser mapeado no modelo de seis vértices com condi¢ao de contorno parede de dominio no

ponto de férmions livres [35].

Varios dos modelos nos quais se observa separacao espacial de fases podem ser
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Figura 2 — Cobertura de um diamante asteca de ordem L com dominés, em que L =
16,128,1024 da esquerda para a direita. Fonte: J.-M. Stéphan (2019) [36].

formulados em termos de dimeros ou férmions livres, o que torna o problema de encontrar
as curvas de separacao de fases — que ficaram conhecidas como curvas drticas — mais
tratével [37-41]. Entretanto, as técnicas desenvolvidas para estes modelos nao sao aplicaveis
ao modelo de seis vértices, de modo que, em grande parte, a questao da determinacao das
curvas articas no modelo de seis vértices no regime desordenado, para qualquer tipo de
fronteira e valores arbitrarios dos parametros espectrais, esta em aberto. Nesta direcao,
resultados promissores tém sido obtidos para a versao estocastica do modelo [42,43], ou para
o modelo de seis vértices com condigao de contorno do tipo parede de dominio [44-46] (e
algumas variagoes desta [47,48]). Além do interesse em encontrar expressoes analiticas para
as curvas articas, uma relacao entre estas curvas para o modelo de seis vértices e “quenches”

quénticos em cadeias de spin unidimensionais tem sido explorada recentemente [49,50].

Este trabalho propoe o estudo da separacao de fases no modelo de seis vértices,
com enfoque na determinagao das curvas articas no regime desordenado com fronteira
parede de dominio [45,46] e na sua generalizagdo com uma extremidade reflexiva [51,52],
que introduziremos a seguir. No Capitulo 1, apresentaremos o modelo de seis vértices e o
espalhamento inverso quantico [19]. Os Capitulos 2 e 3 sdo destinados ao estudo da funcao
de particao e de correlacoes na fronteira para o modelo com condi¢ao de contorno parede
de dominio e reflexiva, respectivamente. No Capitulo 4, usaremos as ferramentas obtidas
nos capitulos anteriores para determinar as curvas no modelo de seis vértices. Em seguida,

apresentamos as consideracoes finais.



1 O modelo de seis vértices

O modelo de seis vértices é definido em uma rede bidimensional retangular cujas
arestas podem assumir dois estados, usualmente representados por setas horizontais e
verticais. A distribuicao dos sentidos das setas deve obedecer a regra do gelo: com respeito
a cada vértice, duas setas apontam em sua direcao e as outras duas na dire¢ao oposta,
levando a um total de seis configuragoes possiveis [18]. Esta descri¢ao estd ilustrada na

Figura 3.

w1 Ws W3 Wy Ws We
Figura 3 — As seis configuragoes de vértices permitidas, segundo a regra do gelo. Fonte:
elaborada pela autora.

Uma representacao equivalente do modelo pode ser formulada em termos de linhas
— trocamos setas para a esquerda ou para baixo por linhas espessas, enquanto setas para a
direita ou para cima correspondem a linhas finas. Com isto, os estados permitidos passam

a ser representados como na Figura 4.

wq Wa w3 Wy Ws We

| | I
| ]

Figura 4 — Representacao equivalente a da Figura 3, em termos de linhas. Fonte: elaborada
pela autora.

Neste Capitulo, descreveremos o modelo de seis vértices sob o formalismo do
método do espalhamento inverso quantico [19], introduzindo a notagdo que serd usada
no restante do texto. Em seguida, discutiremos a influéncia das condigoes de contorno
no calculo das propriedades termodinamicas do modelo comparando os resultados para
trés fronteiras diferentes — periddica [18], parede de dominio [30] e parede de dominio com
uma extremidade reflexiva [28]. Discutiremos também, qualitativamente, o fenémeno da

separacao espacial de fases neste modelo.
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1.1 Método do espalhamento inverso quantico

A construcao da funcao de particdo do modelo de seis vértices, bem como das
funcgoes de correlacao no caso das fronteiras parede de dominio e reflexiva estudadas neste

trabalho ¢ feita através do formalismo do método do espalhamento inverso quantico [19].

Considere uma rede bidimensional retangular com N linhas e M colunas. Dado que
cada aresta da rede pode assumir dois estados, associamos a cada uma delas um espago
vetorial de dimensao 2. Denotaremos por {H;}-; e {Vi} 1L, os espacos vetoriais das linhas
e colunas, respectivamente, com estados de base {|1),|})}. Adotaremos a convencao de que
as setas que apontam para direita ou para cima (esquerda ou para baixo) correspondem

ao estado |1) (|{)). Veja a Figura 5. Matricialmente, estes estados sao representados por

1 0
il ofl

= = W

Figura 5 — Convencao adotada para os estados das arestas. Fonte: elaborada pela autora.

Em um modelo heterogéneo, os pesos de Boltzmann dependem do sitio da rede,
e esta dependéncia ¢ trazida através dos parametros \A;, referente a j-ésima linha, e puy,
referente a k-ésima coluna. Se assumirmos que os pesos sao invariantes pela inversao

simultanea de todas as setas, haverao apenas trés pesos distintos,
wy = wy = a(Aj, g, wy = wy = b(Aj, ), ws = we = c(Aj, ) (1.2)

Neste caso, dizemos que o modelo é simétrico. Estes pesos satisfazem a equagao do
invariante [18],

a’ + b —

A pr—
2ab ’

(1.3)

em que A é uma constante cujo valor define o tipo de ordenamento da rede. Se A > 1,
temos que a > b, c (b > a,c), o que significa que ha predominancia de vértices w; ou wy
(w3 ou wy). Nestes casos, dizemos que o regime ¢é ferroelétrico. Se —1 < A < 1, deve
haver uma distribuicao aproximadamente homogénea dos seis tipos de vértices e, portanto,

o regime é dito desordenado. Finalmente, se A < —1, vértices dos tipos ws, wg sao
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S

I1I

vV

a
1 C
Figura 6 — Diagrama de fases. As regides I e II correspondem a A > 1, sendo que a > b, ¢

em [ eb > a,cem Il. Regides I e IV correspondem a —1 < A <le A< —1,
respectivamente. Fonte: elaborada pela autora.

favorecidos, o que caracteriza o regime antiferroelétrico. Veja a Figura 6 para um diagrama

de fases.

Se |A|< 1, por exemplo, estes pesos podem ser parametrizados da seguinte maneira:

a()\j, Mk) = Sin(Aj — Mkt 7));
b()\J,[Lk;) = Siﬂ()\j - Mg — 77)» (14)
C<>\j7 Mk) = Sin<277)7

com 0 <n<7w/2,np< N <7m—mn =N <pu<XN,j=1...,N, k=1,....M
para garantir que os pesos de Boltzmann sejam reais e positivos. No decorrer do texto,

omitiremos os argumentos de ¢(\, ) = ¢, por ser constante.

Ao vértice da posicao (7, k), associamos um operador L;x(A;, i) que leva em suas
entradas os pesos estatisticos associados a cada configuracao. Este operador atua no espaco

H; ® Vi e, para o modelo de seis vértices simétrico, é dado por

a(/\ja:uk) 0 0 0
AYE 0 c(Ajs k) DA, o) 0
0 0 0 a(>\jvluk:>
= Liu(Aj — ), (1.6)

Graficamente, podemos representar os elementos do operador £ como na Figura 7, na

qual w e ¢ assinalam, respectivamente, os estados das arestas horizontais e verticais.

O produto ordenado de operadores £ sobre as colunas' define a matriz de mono-

1As matrizes de monodromia também podem ser definidas pelo produto ordenado dos pesos de
Boltzmann ao longo de cada linha.
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w w

(W, sl Li(Aj, pe) W', ¢") =

S

Figura 7 — Vértice destacado da rede. As variaveis w e ¢ assumem os valores T ou |, de
forma que os elementos de matriz nao nulos sdo aqueles em que o niimero de
setas de cada tipo sdo iguais nos estados inicial e final. Notagao: |w,<) = |w)®|s).
Fonte: elaborada pela autora.

dromia,
TiNjibas - pv) = Ti(N) = Ling(Njs par) - - Ljn (A, ), (1.7)

cuja representacgao grifica estd ilustrada na Figura 8. A matriz de monodromia (1.7)

(Wl Ti0) ') =

Figura 8 — j-ésima linha destacada da rede. As linhas horizontais representam os elementos
da matriz de monodromia nos espacos H;, j = 1,..., N. Fonte: elaborada pela
autora.

satisfaz a relagdo fundamental [19]

Ria(A, ) Ti(N) Ta(p) = Ta(p) Ti(A) Raz (A, ), (1.8)

em que os indices indicam o espa¢o em que os operadores atuam, e R(\, i) é a matriz

fwp) 0 0 0

B L ghp) O

Rl w) = ghp) 1 0
0 0 0 f(An)

solugao da equacao de Yang-Baxter,

Ria(A = p) Riz(A) Raz (1) = Ros(p) Ris(A) Ri2(A — p). (1.10)

Cabe dizer que a relagao (1.8) é suficiente para garantir que matrizes de transferéncia,
definidas como o trago parcial da matriz de monodromia, isto é, T(\;) = try, [T;();)],

comutem para quaisquer valores dos seus parametros espectrais. Modelos que dispoem
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de uma familia de matrizes de transferéncia comutantes sao ditos integraveis. No regime

|A|< 1, as fungoes f(A, i) e g(A, 1) sdo dadas por

sin(A — g+ 2n)
sin(\ — p)

g0 p) = SRy

T ) = sin(A — p)

Y

No espaco H;, a matriz de monodromia (1.7) pode ser escrita como uma matriz
2 X 2,

, (1.12)

em que A()), B(\), C(\) e D()\) sao operadores que atuam no espaco ¥V = @12 V. Sejam
1), [) estados de base deste espago, dados por

|TT> - ®£4=1 |T>k ) Hl) - ®£/I=1 |\L>k (1'13)

Usando a defini¢do (1.7) para a matriz de monodromia, juntamente com (1.6),

vemos que |{}) é autoestado dos operadores A(A) e D(\), satisfazendo

A ) = (X)), D) ) = o) 1), (1.14)

em que

M M
H (A, 1), H A 1), (1.15)

e é aniquilado pelo operador C'()), isto é, C(\) [ft) = 0. Analogamente,
A ) = oM W), D) ) = a(M) V), B(A) ) =0. (1.16)

Por outro lado, o operador B(A) produz uma combinagdo linear de estados ao
atuar em |{}). Por isso, podemos usé-lo para produzir novos estados através de sua agao

sucessiva no estado de referéncia, como por exemplo

B(A:)...BA) ), r < N. (1.17)
Agora, para saber como A(\) e D(\) atuam sobre (1.17), precisamos de relagoes de
comutacao entre estes operadores e B(\).

Ao substituirmos a forma (1.12) da matriz de monodromia na equagao (1.8),
obtemos dezesseis relagoes de comutacao envolvendo os operadores A(X), B(A), C(\) e

D()). Dentre estas, destacamos as que serao utilizadas adiante:

[B(A), B(w)] = [C(A),C(W)] =0, (1.18)
AN B() = f(p, \)B(11) AA) = g(p, A) B(A)A(n), (1.19)
D(N)B() = f(A 1) B() D(A) = g(A, ) BA) D (p).- (1.20)
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Com as relagdes de comutacao (1.18) e (1.19), podemos calcular a agdo de A(\) sobre

(1.17), que serd dada por

N ITBO) ) =80 T B0 I+ S AVBO TTBO ). (121

7=1
J#i

Ao =aN) [T FO ), AD = —a(N)g(Ni, \) H FOuN), i=1,..r (122

j=1 " Jj=1
J#
A expressao da esquerda em (1.22), para A,, vem de coletar o primeiro termo de (1.19)
ao passar A(\) por cada B(J;). Quando, finalmente, A(\) chega ao estado |{}), usa-se a
equagao de autovalor (1.14). J4 a expressao da direita é obtida usando ambos os termos de
(1.19). Para vermos isto, vamos calcular A, que é o coeficiente de B(A\)B(Ag) ... B(\,) |1).

Temos

T

[AN)B(A)] 11[23(&) 1) = [f (A, ) BA)AR) = g(A, VBAA)] TT BN) 1) -

Jj=2

(1.23)

O primeiro destes termos entra para A, pois somente este pode incluir todos os operadores
B()j), com j = 1,...,7; por outro lado, o segundo termo é o tinico que nao contém
B(A1). A tnica p0851b1hdade de que continue com todos os demais B(J;), com j # 1, é se
considerarmos novamente apenas o primeiro termo de (1.19) ao passar A()) para a frente,

uma vez que o segundo termo troca os argumentos dos operadores. No final, obtemos

«

AL = —g(A, Na(Ay) H FOG ). (1.24)

Note que, para A%, i # 1, as expressdes devem ser completamente anélogas pois, como o0s
B();) comutam, poderiamos ter repetido a andlise acima comegando a passar A(\) por
qualquer deles. Assim, obtém-se a expressao da equagao (1.22). Analogamente, ao usarmos

as relagoes de comutagao (1.18) e (1.20), obtemos

I B ) AAP3|ﬂ+ZM VI BOWI,  (1.29)

As =8N TL AN, AY = —=6(A)g(A\ ) Hf Ao X)), i=1,...,r.  (1.26)
J#Z
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1.2 Influéncia das condicGes de contorno no limite termodinamico

Como mencionado na Introducdo, o modelo de seis vértices foi estudado, do ponto
de vista tedrico, sob uma vasta gama de condigoes de contorno, sendo que os primeiros
resultados foram obtidos para condi¢oes periddicas. Para o modelo de seis vértices simétrico,

com pesos de Boltzmann dados por

wy =wy =sin(n —A), w3 =ws=sin(n+A), ws;=ws=-sin(2n), —n<A<n,

(1.27)
a energia livre por sitio é dada pela integral [18]
o sinh[(2n £ 2\)z] sinh[(7 — 2n)z]
Feno =213 — kT | d 1.28
R 2z sinh(7z) cosh(2nz) “ (1.28)

—ei/kBT o ¢ (g4) acompanha o sinal positivo (negativo) no integrando,

em que w; = €
adotado quando A < 0 (A > 0). Sob condigoes de contorno livre, antiperiédica ou uma

mistura de condigdes toroidais, a energia livre por vértice é a mesma que (1.28) [20,21,29].

A situagao muda ao considerarmos condig¢oes de contorno fixas. Um exemplo bem
claro disto é a chamada condicao de contorno ferroelétrica, em que todas as arestas
da fronteira tem setas que apontam para dentro (ou fora) da rede (cf. Figura 9(a)).
Pela regra do gelo, apenas uma configuracao é admissivel e, com isto, a entropia é zero

independentemente do regime.

. J— d— .
. J— < .
. J— d— .
. J— < .

(a) (b) ()

Figura 9 — Exemplos de condigoes de contorno fixas para o modelo de seis vértices: (a) fer-
roelétrica; (b) parede de dominio; (¢) parede de dominio com uma extremidade
reflexiva. Fonte: elaborada pela autora.

Um exemplo mais interessante de fronteira fixa é a condigao de contorno do tipo
parede de dominio (DWBC, do inglés “domain wall boundary condition”), introduzida
em 1982 no contexto do célculo de fungdes de correlacao para o modelo XXZ [53]. Esta
fronteira é caracterizada por setas apontando para dentro da rede em uma direcao e
para fora na outra, como ilustrado na Figura 9(b). A funcdo de particdo neste caso

apresenta caracteristicas que lhe permite ser escrita como o determinante de uma certa
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matriz [25]. Ao calcular a energia livre deste sistema no regime desordenado, constata-se
que ¢ radicalmente diferente de (1.28), sendo dada por [30]
2n cos(mA/2n)

F = kgT'1 — . 1.2
pwac = kpT log 7 sin(n — A)sin(n + \) (1.29)

As expressoes (1.28) e (1.29) nado sdo equivalentes — alids, Fpwpc > Fppc. Uma vez
que F' «x —log Z, e a funcao de particao Z é a soma sobre todos os estados possiveis,
esta constatagao indica que o ntimero de configuracoes é restringido pela fronteira no
caso DWBC em comparagao ao caso periddico. Isto se atribui a regra do gelo, que deve
criar regides ordenadas nas proximidades das fronteiras, responsaveis pela emergéncia de

diferentes fases coexistentes no limite continuo da rede [54].

A separacao de fases no modelo de seis vértices com fronteira parede de dominio
foi investigada numericamente [55] e expressoes analiticas para a curva artica foram
obtidas para quaisquer valores dos pardmetros espectrais no regime desordenado |A|< 1
[44,45]. Para tanto, estes autores introduziram uma fungao de correlagao na fronteira — a
probabilidade de formagao de dominio ferroelétrico, sobre a qual iremos nos referir por
EFP (do inglés “emptiness formation probability”) [56]. Em certo sentido, esta fungao de
comporta como um parametro de ordem da rede, que vale 1 na regiao ordenada e 0 na
desordenada, de modo que a curva artica corresponde justamente ao ponto no qual esta
correlacao salta de um valor para outro. Esta abordagem recebeu o nome de método da EFP.
Posteriormente, percebeu-se que as equacoes paramétricas que determinam a curva artica
vem do envelope de uma familia de linhas retas que, por sua vez, sao determinadas por
outro tipo de correlagao do modelo. Isto culminou em outra abordagem para o tratamento
de curvas articas, o método da tangente, que se mostrou bastante ttil para além do modelo
de seis vértices. As correlagoes na fronteira para o modelo com condigao de contorno DWBC
serdo estudadas no Capitulo 2, onde reproduziremos os resultados dos trabalhos [25,56,57].
Ja o tratamento das curvas articas através dos métodos supracitados sera feito no Capitulo

4, no qual discutiremos os resultados de [45,46].

Como possivel variacao da condicado DWBC, podemos incluir uma extremidade
reflexiva, como na Figura 9(c). Este modelo compartilha varias semelhangas com o caso
da fronteira parede de dominio. A primeira delas é que sua funcao de particdo também
é o determinante de uma matriz, o que foi descoberto por Tsuchiya em 1998 [27]. Esta
formula pode ser empregada, por exemplo, no calculo de fungoes de correlagao de sistemas
integraveis abertos [58,59], para os quais o modelo estatistico associado satisfaz a equagio

de Yang-Baxter no volume e a relagio de reflexao, proposta por Sklyanin [60], nas fronteiras.

No que diz respeito as grandezas termodinamicas, no regime desordenado a energia

livre do modelo com extremidade reflexiva difere, em geral, tanto do resultado com
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condigbes periédicas como DWBC no regime desordenado [28],
o kgT o 2n cos [m(A — ) /2n] cos [m(A + ) /2n)
e 2 msin(n+ A —p)sin(n+ X+ p)sin(n — A — p)sin(n — A+ p)

><< sin(2\) sin(2u) ))1/2

sin(mwA/n) sin(7p/n (1.30)

0 que, mais uma vez, levanta a hipdtese de separacao espacial de fases neste regime,

corroboradas por simulacoes de Monte Carlo [61].

Até entao, nao haviam resultados relativos a curvas articas para o modelo de
seis vértices com uma extremidade reflexiva disponiveis na literatura. Nossa primeira
abordagem foi tentar implementar o método da EFP para este modelo. Isto nos levou a um
estudo extenso das correlagoes na fronteira, sintetizados no trabalho [51] e apresentados
no Capitulo 3. Além disso, nos dedicamos a adaptar o método da tangente para o caso da
fronteira reflexiva, obtendo resultados concretos no ponto especial A =0, p =0, a = b [52].

Isto também serd abordado no Capitulo 4.
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2 Fronteira do tipo parede de dominio

O modelo de seis vértices com condigao de contorno do tipo parede de dominio é
definido na rede quadrada com fronteira fixa, de forma que as arestas da borda tenham setas
apontando para dentro da rede na dire¢ao horizontal e para fora na dire¢ao vertical [19].

Uma ilustracao disto esta na Figura 10.

mN M2

A A A A A
—> <« )\
— <+ Ay
—> <+
—> <+
—> <+ \y

Y Y Y Y Y

Figura 10 — Fronteira do tipo parede de dominio (DWBC) para o modelo de seis vértices
heterogéneo, em uma rede de dimensoes N x N. Fonte: elaborada pela autora.

Neste Capitulo, calcularemos a funcao de particaio do modelo de seis vértices com
fronteira do tipo parede de dominio e veremos que ela pode ser expressa de maneira univoca
em termos do determinante de Izergin-Korepin [25]. Em seguida, estudaremos trés tipos
de correlagoes na fronteira [56,57]. Estas correlagoes também admitem representagdes
determinantes, bem como representacoes integrais em virtude de identidades que envolvem
polinémios ortogonais [62]. Nos capitulos subsequentes, veremos como elas podem ser

usadas no estudo das curvas éarticas do modelo no regime desordenado [45].

2.1 Funcao de particao e o determinante de Izergin-Korepin

Como discutimos, os pesos de Boltzmann associados a cada configuragao possivel
do vértice no sitio (j, k) sdo os elementos de matriz de £, (A}, p). Com isto, a funcao de

particao é dada por

Zy =Y

N
{w} {c} gik=

(Wb o] Lo ) [ a1 (2.1)
1
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em que {w} ({<}) denota o conjunto dos pardmetros wf (gf), j,k=1,..., N. Vale ressaltar

que a condigdo de contorno fixa ‘wjv> = ’§§> =11, w?> = ‘g]’§,> = |J). Ao somar primeiro

sobre o conjunto das configuragoes horizontais, {w}, e depois sobre as verticais, {<},

podemos escrever a func¢ao de partigdo (2.1) como

Zn = W BO)... BOW) ). (2.2)

Equivalentemente, se efetuarmos primeiro a soma sobre as configuracoes verticais, a fungao

de particdo pode ser escrita de forma similar, a saber

Zn = <T_T‘ Cp) .- Clun) ‘11> ; (2.3)

em que C(ug), K = 1,..., N, sdo elementos da matriz de monodromia definida pelo

{T> = ®§'V:1 ’T);

produto ordenado dos pesos ao longo das linhas da rede, e ‘I}> = ®§-V:1 |¢)j,

sao estados de base do espago horizontal H = ®§V:1’Hj.

Em [53], Korepin apresentou quatro lemas que a fungao de particio Zy (2.2) satisfaz
e que a definem unicamente. Posteriormente, no trabalho [25], os autores mostraram que
estes lemas permitem escrever a funcao de particao na forma de um determinante. No que
segue, vamos introduzir e discutir estes lemas e depois apresentar a férmula do determinante

de Izergin-Korepin.

Lema 2.1.1. Z; =c.

Segue diretamente das equagoes (1.6) e (2.2), pois Z; = (}| B\ |1) = ¢.

Lema 2.1.2. Zy € uma fungio simétrica dos conjuntos de pardametros {A\;} e {pu}

separadamente.

No que diz respeito aos pardametros {\;}, j = 1,..., N, isto é uma consequéncia
direta de [B()), B(u)] = 0 aplicado a expressao (2.2) para a fungio de particao. Analoga-
mente, uma vez que [C'(\), C(u)] = 0, podemos ver de (2.3) que Zy também é simétrica

com relagdo aos parametros {zu}.
Lema 2.1.3. A dependéncia de Zy em cada parametro \; € da forma

Zy = e~ NN P (20, (2.4)
e, de forma andloga, a dependéncia em cada py, é dada por Zy = eWN=VikQ | (e 2Hk),

sendo P,(x), Qn(x) polindmios de grau n em x.

Para ver isto, considere a parametrizacao (1.4). Os pesos a(, u) € b(\, u) podem

ser reescritos como
e—iA (61(2/\—u+n) _ ei(u—n)>

2 Y

e—iX (ei(Zx\—u—n) _ ei(u+n)>

2

a(A, 1) = b(A, 1) = (2.5)



Capitulo 2. Fronteira do tipo parede de dominio 16

Escrevendo o operador Lj;(A;, ) como uma matriz 2 x 2,

Ap(Nj, o) Br(Aj, p)

Lo, ) =
) = 0 O Dy )

, (2.6)

e substituindo os pesos acima, vé-se que Ag(A;, px) € Dy (A, px) s@o polindmios de primeiro

A —Aienquanto By(\j, ux) e Cr();, pux) sdo cons-

grau em e?% | multiplicados por um fator e
tantes. Fazendo o produto ordenado dos operadores £, em k =1,..., N, encontraremos
que os elementos da diagonal da matriz de monodromia, A();) e D(};), sdo polindémios
de grau N em €% com um fator eV em comum, ao passo que os elementos fora da.
diagonal, B(\;) e C();), dependem de \; conforme proposto no Lema. Uma vez que a
dependéncia de Zy em \; é a mesma que a dependéncia de B(\;), por (2.2), e os demais
B(\;), © # j, independem de \;, o Lema fica justificado. Para a dependéncia em cada i, 0

raciocinio é similar.

Lema 2.1.4. No ponto \y — p1 = n, € vidlida a relacao de recorréncia

=C H G(Alv ,uk) H a()‘j7 :U'I)ZN—l[)\l; :U’l]a (27)

k=2 =2

Zn

A1—p1=n

em que Zn_1[\j; p]* € a fungdo de partigao de uma rede (N — 1) x (N — 1), havendo

excluida a j-ésima linha e k-ésima coluna da rede original N X N.

Se Ay — p1 =n, a(Ar, 1) = ¢ e b(A, p1) = 0. De (1.6),

Lii(A = +mn,m) =c

o O O =
S = O O
o O = O
o O O

em que P permuta os estados dos espagos V; e H;. Tomando a expressao (2.2) para a

funcao de particao e calculando o produto interno no espago V;, obtém-se

ZN

A1—p1=n

=c (M) 1:[ a(Aj, pn) (Hy B2(An) - - - Ba(A2) [1),

em que az(A) = [Tl a(A, pr), M)y = @15 (1), e Ba(X) = (1 Tj2(Xy) [4), sendo Tja(N;) =
EjN()\j,,uN) ce ﬁjg()\j, [LQ), j = 1, ey N.
Note que, apesar de termos fixado A\; — p1, um resultado andlogo deve valer se

escolhermos qualquer outro par A;, p. Tomando algum A; e fazendo, uma de cada vez, as

escolhas \; — pup =, k=1,..., N, obtemos o valor de Zy em N pontos, o que fornece

INo decorrer do texto, os colchetes indicardo os pardmetros dos quais a funcdo independe.
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uma maneira tinica de fixar todos os coeficientes do polinémio Py_;(e*) do Lema 2.1.3.

E possivel verificar diretamente que a funcio de particao dada por

[Tt (A, ) b(N, )

Z p—
M Mhcicjen A0, N) Thi<kar<n dp, i)

det Z, (2.8)
em que

d(A, p) = sin(A — p), (2.9)
e Z é a matriz cujas entradas sao dadas por

Zi=eQym),  Gk=Lloo N o) = cemses,

satisfaz aos Lemas 2.1.1-2.1.4.

2.2 Limite homogéneo de Zy

Nesta Se¢do, tomaremos o limite homogéneo de Zy (2.8), passo necesséario para
obter o limite assintético da funcao de particdo conforme N — oo, bem como para o
estudo da separacao de fases no modelo. Isto significa tomar os limites A1, ..., Ay — A,
fi, -, v — p. Uma vez que a dependéncia em A; e p;, sempre aparece como a diferenca

destes parametros no caso da fronteira parede de dominio, faremos p = 0.

Primeiro, vamos tomar o limite homogéneo de det Z. Explicitamente, este determi-

nante é escrito como

eA, 1) e, p2) o (A, )
dot 7 — (A2, 1) (A2, i) P(Ao, v ) | (2.11)
e(Anv, 1) eAn p2) - e(An, )
Sejam
Aj=A+E;, j=1...,N. (2.12)
Queremos que & = ... = &y = 0. Evidentemente, nao é possivel fazé-lo diretamente em

(2.11), dado que o determinante automaticamente se anularia ja com duas linhas idénticas.
Entao, comecemos por fazer somente & = 0 e vamos expandir (A + &, ) em série em

torno de & = 0. Assim,
0
P+ &2y pe) = (A i) + 1A+ & )| &2t O(&3). (2.13)
&2=0

Uma vez que a combinagao linear de linhas (ou colunas) do determinante nao altera seu

valor, trocaremos a segunda linha de (2.11) pela subtragdo da segunda pela primeira.
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Usando (2.13) e desprezando termos de ordem igual ou superior a &2, as duas primeiras

linhas do determinante se tornam

(A ) Oap(N p2) - O\, )

com a notagdo dy = 9/0\. Para repetir o raciocinio para a linha seguinte, precisamos

) : (2.14)

expandir (A + &3, ) até terceira ordem,

2

&+ 0(&3),

&3=0

(A + &3, pie)

0 1
SO(A + 537 “k’> - SO()‘a :UJk) + a%p()\ + 53, ,Ulg) 53:053 + gwﬁp

(2.15)

e trocar a terceira linha pela sua subtragao pela primeira mais metade da segunda. Com

isto, as trés primeiras linhas ficam

¢ e\ ) oA p) o oA )
&5 Oap(h ) Drp(Apiz) .. Dap(A )| (2.16)
Re(\ ) BRe\pa) .. B\ )
Ao final de todos os limites & — 0,...,&y — 0, (2.11) se torna

P, 1) e(Ap2) oo (A )
N=1 ¢l | BN, Ao\, (N,
0 @ MP(A, 1) WA, p2) . Zo(A, 1) (2.17)
j=1 J! :

O o\ ) 0y (N p2) . Oy (N, )

Antes de tomar os limites p1, ..., uy — 0, note que o(\, pg) = (A — pg). Assim,

seguindo o mesmo raciocinio, mas operando sobre as colunas do determinante, obtemos

© he ... Ol
N-lgj ~N—1 k 0 By ... O
MR LA T A T 219
=1 J' k=1 W :
Nl e ... 3V Yy
Por outro lado, para a expressao de fora do determinante em (2.8),
N N-1 .+ N-1
v a(Ms )b ! k!
ey €00 qyvov-orzgoponp T 2 TT 4
H1§i<j§N d(>\j= )‘i) H1§k<l§N d(#/’caM) j=1 fjH k=1 MEk+1
(2.19)

onde usamos sin(z) ~ = se x — 0 para os produtos no denominador. Substituindo (2.18)
e (2.19) em (2.8), obtemos [25]

N2
Zn(\) = M det Z, Zin = 0N, j,k=1,...,N. (2.20)
5

com a notagao a(A) = a(A,0) (que serd usada em todo o restante do texto).
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2.3 Funcdes de correlacao na fronteira

Nesta Secao, discutiremos duas funcoes de correlacao que definem as probabilidades
na fronteira para o modelo de seis vértices com condi¢ao de contorno do tipo parede de
dominio, reproduzindo os resultados de [57]. A primeira delas, H](\;“), reflete o fato de que,
para esta condigao de contorno, hd um (e somente um) vértice do tipo ¢ na primeira coluna

da rede?. A probabilidade de que esteja posicionado na r-ésima linha é dada por
, 1
HY = 7 U BOAN) ... B @i BOW)pi B(Av—1) ... B 1), (2.21)

em que ¢, p; sdo projetores nos estados ||), e [1), respectivamente, dados por

1 1 1 0
= (1 = o? = (1 z 7 = . 2.22
q1 2( 01)7 b1 2( +01)7 g [0 _1] ( )

A segunda funcao, GS\?), descreve a probabilidade de que entre as linhas r e r 4+ 1, na
primeira coluna, o estado de polarizacao seja para baixo:
, 1
G = 7= (HBOW) - B BO)BOy-1) - BOW ). (2.23)
Uma vez que p; + q¢1 = 1, temos que G%) = H](\}) +...+ H](\}"). Esta recorréncia pode ser

inferida da representacao grafica destas correlagoes, na Figura 11.

—> <+— —> <+—
—> <+— —> <+—
A
T
ZNyHY) =— «—  ZNGY =— “«
Y
—> <+— —> <+—
—_ <— —_ <
- <4 —» B

Figura 11 — Representacao grafica das correlagoes H](\}n) e G%) (r=3, N =05). As setas
em vermelho indicam a posigao dos projetores ¢; (spin-down) e p; (spin-up).
Fonte: elaborada pela autora.

Vamos mostrar que as fungoes H](J) e GE\T,) podem ser escritas em termos de uma
soma envolvendo fungoes de partigdo de subredes de dimensoes (N — 1) x (N — 1).

Em particular, note que GE\J,V) = 1 (2.23), o que nos permite encontrar uma relagao de

2Na realidade, para a condicdo de contorno DWBC h4 um tinico vértice ¢ em cada uma das quatro
fronteiras da rede.
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recorréncia entre Zy e Zy_1, resolvida pela férmula de Izergin-Korepin (2.8). Para isto,

comecaremos por decompor a matriz de monodromia 7;(A;) no produto de dois termos,

T(Aj) = Tia(Aj) T (Ag), (2.24)
em que
A B
Tin(Aj) = Lji(Aj, ) = Ci Di (2.25)
A, B
Ti2(A;) = Lin(Aj, i) - - Lja(Nj, po) = 02 D2 , (2.26)
2 2

onde Ay, By, Ci e Dy dependem de A, e jy, enquanto Ay, By, Cy e Dy dependem de
Aj, fo, ..., puv. Note que as entradas de Tj; e Tjo comutam, uma vez que atuam em espagos

vetoriais disjuntos. Em termos destes operadores,

B()\J) == AQ(}\j)Bl()\]) + BQ(}\j)Dl(}\j), (227)
que vem quando comparamos (2.24)—(2.26) com (1.12). Explicitamente, de (1.6),
0 0
Bl()\j,,ul) = [C O] =C 0'1_7 (228)

em que o; atua nos estados de base do espago H;, fazendo oy |1), = [{), o1 [4); =
Note que (o7)! =0, 1 > 1.

Desejamos calcular o produto B(A,.) ... B(A1) |1). Veja que, usando (2.27), os tinicos

termos nao nulos sao os que levam no maximo um o; . Assim,

1 50,51 ()

7j=1

r

B(A\)...B(A) M) = {Z

=1

Az (A

H B (A )} } 112+

Jj=i+1

+ Ba(Ar) ... Ba(A)D1(Ay) ... D1i(A1) [1) 4 1)

= () I + | TLOOG )| Ba0) - BaOw) 1), (2.29)

em que [f}), = ®4_, 1), e o termo “(x)” envolve apenas os operadores As, B, que

nao atuam em ||),, e Dy, que preserva o estado, visto que Dy(\.) [1); = b(Ar, p1) [1);-

Analogamente,
(BN - B(Aria) = (b, (11, () + ‘71_[1@(%#1) (U B2(An) - - Ba(Arga). (2.30)

Substituindo (2.29) (com r» — r — 1) e (2.30) em (2.21) e usando que p; |}), =
¢1|1); = 0, obtemos

N
HY = ——TTo0,m) T a(h, ) U Ba(Aw) - Bo(Ar))a1 BOA)p1 Ba(Arct) - Ba() 1) -

=1 j=r+1

(2.31)
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De (2.27),
(L an BOA)p 1), = (g [A2(A) Bi(Ar) + Ba(Ar) Di(A)] 1),
e A0, (2:32)
e entao,
Hy = NTHb(A],m) T () (U BoOW) - Ba(rs1) A2(A) By (Art) - Baa) ),
(2.33)

—» <
—> <4+—
—» <
—> <4+—
A
—» <
—> <4—
Y
— <
—> <+—
— <
—> <+—

Figura 12 — Ilustragdo do numerador de (2.33): o produto interno corresponde a subrede
a esquerda do retangulo pontilhado, cujas linhas correspondem as entradas
da matriz de monodromia 7j,. J4 os termos de fora do produto interno sao os
vértices englobados pelo retangulo. Fonte: elaborada pela autora.

Agora, usando as equagoes (1.21) e (1.22), obtemos

AsO0) T Ba0) 1)z = aa0) TLS O A0 T BoO) 1)~
= X g A T M T B i, (230
- = y=
em que
@) = [Tl ) (2.

Das expressoes para f(A, 1) e g(A, 1) em (1.11), vemos que

f )

g A L gA p) = —g(p, ), (2.36)
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e, com isto, podemos passar o primeiro termo de (2.34) para dentro da soma, obtendo

r g0 \)

r—1 r
As(A) TT Bo(Ng) 1)y =D f O ) H FOG ) TT B2(A) 1), - (2.37)
j=1 i=1 T j=1
J#Z J#i
Substituindo em (2.33),

r

N
Hb ],,u1 H a J?H’l Z H )\]’)\ ZN 1[/\27/“] (2'38)
N] 1 j=r+1 i=1 f ;1

em que

Zna i 1] = Uy BaOAw) -+ Bahiz1) Ba(hio1) - .- Ba(M1) 1), (2.39)

Para obter uma expressao similar para G%), lembramos que esta fungao pode ser

escrita como uma soma de H](\lf) e aplicamos isto diretamente a expressao (2.33). Segue que

r . l
oy - S uy
=1

r -1 N
Zn Z IT o0, 1) TT a(As, pa) (Uly Ba(An) - Ba(Ai1) Az(A) Ba(Aic1) - .- Ba(Ar) 1), -
I=175=1 j=Il+1
(2.40)
Tomemos o ultimo termo desta soma, isto é, [ = r. A sua contribuicao é
r—1 N
L1060, ) T a(Njs i) (Uly B2(Aw) - .- Ba(Arg1) Ao (A) Ba(Armi) - Ba(A) [)y =
j=1 j=r+1
r N QQ(AT) r—1
[To(, ) IT alh, m) 50 p11) LT fOy, ) (Hy Ba(An) - - Ba(Arg1) Ba(Ar1) - - - Ba(Ar) 1),
j=1 j=r41 r H1) 21
+ (<>), (2.41)

em que “(<)”, assim como o restante dos termos da soma em (2.40), levam o operador
By (A) — o tnico termo de G%) que nao o contém é o que estd escrito explicitamente em

(2.41). Por outro lado, todos os termos restantes da soma devem dar contribuigoes similares

a esta, apenas trocando A, <+ A;, j =1,...,r — 1. De fato, isto é uma consequéncia direta
da defini¢ao (2.23) pois, dado que os B();) comutam, G%) ¢é simétrica nos paradmetros
A1, ...y A Portanto, G%) pode ser escrita como
r N r
68 = - TT00sm) T o) 3 g2 T F05 00 Zuca ). (242
N j=1 j=r+1 P OF Ml)

J#Z

Fazendo » = N na expressao acima, obtemos uma relacao de recorréncia para a
N e (V) _ ).
funcao de particao (G5’ = 1):
N N

:ch()\j,,ul Z

i—=1 - )\17 ,Ul

H F, ) ZNn=1[Nis ], (2.43)
1751
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que se reduz a (2.7) se \y = g + 0.

Usando a férmula (2.8), podemos colocar as fungoes de correlacao introduzidas
anteriormente em termos de determinantes [56,57]. Para os célculos subsequentes serd
conveniente escrever a razao Zy_1[\; 1]/ Zn, j& que ela aparece nas expressoes (2.38) e
(2.42). Segue que

Zyaip] (DTS dO ) dlp ) detZgy
ZN a(Ai, p1)b(Ni, ) Joki a(Aj, 11)b(Aj, p11) k=2 a(Ai, p)b(Nis ) det Z
(2.44)

em que det Z;;; € o determinante da matriz obtida de Z apds a exclusao da i-ésima linha

e j-ésima coluna.

Substituindo (2.44) em (2.38) e cancelando os fatores em comum, obtemos

(r) ¢ heo d(pa, pur) - i—1 Hg;% (A Ai) H;'V:r—s-l d(Aj; Ai)

Hy' = r (_1)
N A Z T alhy i) TE b0 ) 2= T h0w )

det Z[i;1]7

(2.45)

sendo
e(A, p) = sin(A — u + 2n). (2.46)

Defina
s = L1 e VT A, A) r=1,...,N, (2.47)

HkN:2 b(A, px) ’
Note que y.(\;)) =0sei=r+1,...,N em razao do produto de d(\;, \;) = sin(\; — \;).
Entao, a soma em (2.45) pode ser estendida de r a N. Perceba que, embora y,(\) dependa
dos parametros Aq, ..., Ay, f2, ..., [N, estes podem ser tratados como constantes, sendo
A a unica varidvel que muda em y, ao passarmos de um termo para outro na soma (2.45).
Com isto, podemos transformar esta soma em um determinante de uma matriz N x N, H,
cujas entradas sao

yr()‘j)> k=1,

Hy = (2.48)

Assim,

cIlils (s pux) det H
ngl a()‘j7 ,U/I) H;V:r b<>\j7 /1“1) det Z

HY = (2.49)

Analogamente, substituindo (2.44) em (2.42), G\ admite a seguinte expressdo

o _ [T d(pn, i) det G
N T, a(/\j,m)Hj»V:TH b(\j, py) det Z’

(2.50)
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com as entradas da matriz G dadas por

r A ’ k= 1’ 3 i)
G- zr(A) 50\ = e N T, L d( N,
SO()\j7/~’Lk‘)7 k 7é 17 Hk:l ()\»Mk)

(2.51)

onde, novamente, interpretamos A como a unica variavel de x,.(\).

Como veremos nos proximos capitulos, ambas correlacoes introduzidas nesta Secao
tém utilidade no estudo das curvas articas do modelo [45]. De fato, enquanto Gg\? pode
ser usada para localizar os pontos de contato entre a curva e as fronteiras da rede devido
ao seu comportamento degrau no limite termodinamico, H](\;) terd um papel fundamental
na obtengao explicita das equagoes paramétricas da curva artica e dos pontos de contato

via sua funcao geradora, hy(z), que estudaremos posteriormente.

2.4 A probabilidade de formacao de dominio ferroelétrico

Outra funcao de correlacao usada no estudo da separacao de fases no modelo de
seis vértices com condicao de contorno do tipo parede de dominio é a probabilidade de
formacao de dominio ferroelétrico (ou EFP, como j& mencionamos). Ela é definida como
a probabilidade de que os estados das arestas verticais entre as linhas r e r + 1, nas s
primeiras colunas, sejam ||):

FJ(\;"’S) = ZlN (U BAN) ... BAs1)1@2 - - - gsB(A) B(Ar—1) ... B(A1) 1) - (2.52)

Note que F' ](\}“’1) = G%). Em virtude da regra do gelo, F' ](\}“’S) nos da a probabilidade de que
o canto inferior direito, de dimensoes (N — r) X s, apresente ordenamento ferroelétrico,

com todos os vértices do tipo wy. Veja a Figura 13.

Usando a decomposicao (2.24) para a matriz de monodromia, assim como foi feito
para as correlacoes tratadas na Secao 2.3, obtemos uma relacao de recorréncia entre
FU e FUZY. Uma vez que GV e FU**) diferem pelo ntimero de projetores g; entre
os operadores B(A,) e B(\.41), é facil de ver que ap6s calcularmos o produto interno
no espago Vi, o resultado obtido deve ser andlogo a soma (2.41), porém, com o produto

G2 - .. qs & direita de B(A,11). Assim, os mesmos argumentos de simetria se aplicam aqui, e

portanto
(r,8) c N r o ts1)
Fyx =7 Njom) IT arjim Zb()\ ) H X)) ZNn—1[Ni; ) Fy [Az,m]-
=1 j=r+1 79
' ’ J#Z
(2.53)
(r,5)

Para obter uma representagao para F’”’ em termos de um determinante, vamos

calculd-la diretamente para s = 1,2, 3 e, assim, motivar uma expressao para s qualquer.
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N S 1

t 11t
— <« 1
R
R
—> l <« N

Foror by

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 13 — Probabilidade de formacao de dominio ferroelétrico (EFP). Fonte: elaborada
pela autora.

Como apontado anteriormente, F ](\f’l) = Gg\?). Usando a expressao (2.50) e desenvolvendo

det G pela sua primeira coluna, temos

_ 1 [Tz e, i) al i
(T‘,l) k=2 17 i—1

—1)"" x,(N;) det Zpqy, 2.54
N det ZTT7_; a(Aj, 1) Hé\f:rﬂ b(Aj, 1) ;( ) (Ai) [i31] ( )

), pois basta substituir

que é a prépria expressao (2.42). Com isto, podemos calcular F ](\;,2
(2.54) na férmula de recorréncia (2.53), adaptando para r — r — 1, N — N — 1 devido a

exclusao da primeira linha e a primeira coluna da rede. Fora da soma,

N N
det Z — det Z;,y), H d(py, pg) — H d(pa, pix),
k=2 k=3

T

T N N
[T a(A ) = TT (i pa), I o) — TI 0N, ). (2.55)
j=1 j=1 j=r+1 j=r+1
J#i
Vamos indexar a soma por j. Esta soma deve ser o determinante de uma matriz (N —
1) x (N —1), que é Zj4) com a sua primeira coluna trocada por um vetor de entradas
Z,()\;), independentes de A; e p1. Note que estas fun¢oes podem ser obtidas de z,();) se
a multiplicarmos e dividirmos pelos fatores que levam estes pardmetros. Além disto, as
fungdes 7,();) também devem ter um fator (—1)%U:9),
. L, 1<y,
0j,i) = (2.56)
0, ©>7,
para que, em conjunto com (—1)7~1 que j& estd na soma, tenhamos a alternancia de sinais
correta do determinante. Reunindo estas informagoes,

N

i—1 al ‘—1+0(‘i)b()‘ja:u1)
E (—1) xr()\z) det Z[i;l} — E (—1)] Js er(A]) det Z[i,j;l,Q}' (257)
i=1 j=1 LR}
J#i
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Substituindo (2.55) e (2.57) em (2.54), e esta, por sua vez, em (2.53),

r2 1 TIh d(pn, pu) TIhes d(pa, pr)
N r
det ZTT7_; a(Xj, pa)a(Nj, p2) TS, 1 BNz, p1)b(Ag, )
NN sa( N\, e )b\
% Z Z(_1)1+J+9(371)a( 7M2) ( j7u1)xr()\i)xr(>\j) det Z[i,j;1,2]- (258)
i=1j=1 e(Ai, Aj)
i

. D . -1,2 . 2
Repetindo o raciocinio acima para obter F' ]S,r_l ) a partir de Fy ), temos que

1 [T d(pa, i) TRy (i3, v
det Z[ll H;#z ()‘j7ﬂ2)a(>‘]>ﬂ3) H] =r+1 b<)‘j7ﬂ2)b(>‘jau3)
j+m+9 J,8)+0(m,5)+6(m, 'L) ()‘j7 :U’3)b(/\mu MQ) b<>\j’ Ml)b()‘nw ,ul) >

X Z Z e()\j, Am) e(\;, )\j>e()\i7/\m)

F](\;ﬂ 112 [)‘lnul]

m=1
j];éi m#i,j
X xT(Aj)xr()‘m) det Z[i,j,k;l,Q,S}a (259)
e assim,
Hi;\[:l—f—ld(/"blﬂuk N i+i+m—1+60(3,i)+0(m,j)+0(m.i
(_1)l+]+m + (.771)"" (m7])+ (va)X
det VA l:l_ll ] 1 a<>\j7 H’l) Héy:r—f—l b(>\J7 H’l ;% %1'
G#i ML

a(Ai, p2)a(Ai, pis)a(Aj, t3)b(Aj, 1) b(Am, 111)b(Am, p12)
r( ANz (Ay,) det Zy; g )
e()\j7 Am)e()\l,A])e()\z, >\m) T ( ).CE ( ])x ( ) € [’]71‘31172’3]

(2.60)

Dos resultados acima, inferimos que, para s genérico,

1 - szv I+1 (Mla ,Uk> %

(rs) _
F
N detzlq H; la( ];Ml) ] =r+1 b(/\j,,LLl)

o i )b
5P RIS LSS, QUSTLNTN
1<m<n<s Jm > “Nn

=1 ja2=1 Js=1
Je#j ]975‘7q<q

X H m?” m det Z[Jl :::: Jsilynss]

(2.61)

Pode-se verificar que (2.61) satisfaz a relagao de recorréncia (2.53).
A soma multipla (2.61) pode ser transformada em um determinante. Primeiro,

considere a identidade
exp(£0.)v(A + G)L:o =v(A+ &), (2.62)

em que v(A + &) é uma funcdo analitica qualquer, e A e € sdo varidveis independentes.

Isto pode ser visto expandindo a fungdo exp(£0.) em série, atuando em v(A + €) e,
depois, tomando o limite € — 0. O resultado é justamente a série de Taylor de v(A + &).
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Aplicando (2.12), usando propriedades de determinantes e generalizando (2.62) para o

caso de multiplas variaveis, com

VA&, A+ E) = Joe n A +&n),  (2.63)
' 1§n£[n§s 6()\ + £jm7 A+ f]n) 77£[1
F](\f ) pode ser reescrita como
F](VT,S) _ 1 f[ [ H;CV I+1 (:uh/“f)
det Z =1 ; 1 <)‘J7 Ml) H] =r+1 b()\jv Ml)
)\ my Mn b >\ nsy F'm 2
et F@,. 0 | [ A em t)bAT G pim) Py ,
1gmangs A temAtea) oo 1= mes=0
(2.64)
em que det F(O,,,...,0,) é o operador diferencial
exp(£10,) exp(&10.,) (A + &1 psir) (A + &1, )
ex O, ex O, A+ &a, s A+ &,
etF(O, . ..0.) = P(&20c,) P(&20e.)  P(A+ &2 prst) (A + &2, pn) |
exp(§nd, ) exp(Ende,) ©(A+ &N, pss1) (A + &, i)
(2.65)
2.4.1 Limite homogéneo das correlacoes
Agora, vamos obter F](\}n’s) no limite homogéneo Ay,..., Ay — A, p1,..., uny — 0.

Uma vez que as fungoes Hz(\?) e G%) podem ser obtidas da EFP, obteremos o limite

homogéneo das suas expressoes como casos especiais de F](\f ),

O tratamento de det F(0,,, .. .,

2.2. Segue que

s

Jc,) ¢ andlogo ao que fizemos para det Z na Segao

1 1 © aN s— 1
j  N—s—1 P P P oN-
(1 \(N=8)(N—s=1)/2 Sj+1 Hitst1 | Ya € AP A
det F ~ (1) H i 11 1
7=1 k=1
o1 oN-L 9N~y N2
(2.66)
Ja o limite dos fatores a direita e a esquerda do determinante det F(O,,...,0.,)
sao diretamente obtidos. Usando (1.4), (2.9) e (2.46),
s HN d L, 1 s(2N—-s—1)/2 s—1
H - k=I+1 ( l k) ~ (A ) N mr Huk+1 H /.Lk, (267)
=1 Loy aQg i) TS0 6O ) | [a(N)]b( kot
11 a(X + €my )N + €y ) ~ 10 a(A+ €m)b(A +€,) (2.68)

1<m<n<s

e(N+ €m, A+ €,)

e+ em, A+ €,)

1<m<n<s

¥
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Juntando (2.66)—(2.68), mais (2.18) e substituindo em (2.64), temos que a EFP no limite

homogéneo é dada por [56]

1 e 1 %) . a;\stﬂ(p
(rs) 1 | (N — k?)' Oy +-- O, hy ... a/]\V—sSO )
—det Z [a(\)]rs[b(N)] (N s : :
N L Nt Nty L 92y
a(A + em)b(A + €n) £
ISWEITLSS 6()\ + €m, A+ En) 'n;!_:Il €1=...—=€s=0

Tomando s = 1 em (2.69), obtemos facilmente uma expressao para GE\?), que se

escreve
1 © UG >
1 (N —1)! d Oy ... Ny
FirY — g — _—_ S\ 2.70
v det Z [ O . wdte) - @0
ON=L oVt .. 0N
Por outro lado, HJ(\}“) = GSG) — G%_l) = F](\}ﬂ’l) — Fg_l’l). De (2.70),
1 © O
N—-1
) 1 (N —1)! de O ... Oy a(\)
g — —_ 46— =g (A
Y G Z @ . AL ATV
aEN—l 8ivflg0 o 8§N’3g0
1 ® G Nt
c (N —1)! O Dy ... Nl
__° (A . 2.71
derZ OO - v+a) &
oN-1 (XV_lgo . 3/2\N_3g0

F ]S}" *) estd escrita em termos de um determinante de uma matriz N x N. Usando
alguns aspectos da teoria geral de polindmios ortogonais, expostos no Apéndice A, veremos
que este determinante pode ser reduzido para o de uma matriz s x s [56]. Para comegar,
vamos reescrever (2.69), permutando as colunas do determinante e usando (1.4), (2.46),

de modo que
o _ (=1° L (N = k)
Y det Z [a(N)]eb(N)] )
11 sin(A + €, + ) sin(A + €, — n) ﬁ [sin(e,,)]V " [sin(e, — 27)]"
1<m<n<s SiIl(Em —€p T+ 277) m=1 [Sll’l(}\ +€m — n)]N

~det F(O,,, ..+, 0e,) %

)
€1=...=€5=0

(2.72)

e=0
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sendo
© oV |
det F(d,,,...,0..) = N N R Oa N % | (2.73)
o S . . O T2 Og_l . : 861\57_1
Agora, considere as fungoes
wi(e) = sin(A+n) sine pe(e) = sin(A Fn) sin(e F 2n) (2.74)

sin(A F ) sin(e F 2n)’ sin(2n) sin(A+eFn)
Usando identidades trigonométricas, podemos mostrar que estas func¢oes estao relacionadas

entre si, satisfazendo

1

p(e) = ima (2.75)

e, além disso,

sin(A + € +n)sin(A+e —1n) 1 1
S o R ¢ PR (2P =y P e PR B R
[a(N)Pw_(€) + [BN)]Pwy () = 2a(N)b(A) Aw_(€)w (€). (2.77)
Assim,
FI = (d_etl)Z jﬁl(N — N WVt det F(D,,, .. ., 8., %

% H 1 f[ [w+(€m)]N—r (278)

1<m<n<s P- (€m)pt(€n)[w—(em)wi(€n) — 1] ;72 (Wi (€m) — 1N (1= mea=0

Para reescrevermos os determinantes que aparecem em (2.78) em termos de polino-
mios ortogonais P,(x), precisamos encontrar a fun¢ao peso w(z) para a qual a relagao de

ortogonalidade (A.1) é satisfeita. Impondo
Cp = / z"w(z)dr = 95p(N), (2.79)
de maneira que (Egs. (A.3) e (A.5))

detz = [0[1 ce [Nfl, (280)

det F(O.py ..., 0.) =Ty ... In_s 1 : ’ (2.81)

a funcao peso adequada deve ser

—7x/2 Smh(m?)

w(z) = e d(2), d(x)=¢ Snh(r/2)°

(2.82)
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Substituindo (2.81) em (2.78),

KN—S(ass) KN—S(aes) 1

= (1) s 11 —x
Kn_1(0e) -+ Kn_1(0,) 1<m<n<s P—(€m)p+(€n)[w—(€m)wy(€n) — 1]

o I Al | (2.83)

m=1 [W+(€m) - 1]N €1=...—€s=0

em que
Ko(z) = 20 p (o), (2.84)

E facil de ver que, nesta representacao,

[wi ()M
[wi(e) =1V

[we ()M
[ws () =1

GU) = —Kn_1(0,) HY = Ky_1(0,) (2.85)

e=0

A partir de (2.83), a EFP admite uma representagao de integrais multiplas, que
¢ o ponto de partida para a determinacao das curvas articas no regime desordenado.
Entretanto, para obter esta representacao, é necessario introduzir uma funcao especial

diretamente relacionada com as correlagdes que estudamos até aqui.

2.5 A func3do geradora hy(z)

2.5.1 Representacao integral das correlacoes
Outra quantidade importante relacionada as correlagoes estudadas previamente é

a fungao geradora hy(z), definida formalmente como

N
hy(z) =S HY 2, zeC. (2.86)

r=1

E possivel inverter esta relacio a fim de obter outra representacio para H](\;). De

fato, usando a férmula integral de Cauchy [63], segue que

1 [ h
HY = jé nE) g, (2.87)

27 2"
em que C' ¢ um contorno orientado no sentido anti-horario que envolve apenas a vizinhanca

imediata da origem. Usando a relacao entre H](\;) e G%), podemos obter também uma

representacao integral para esta funcao, a saber

w__ 1 [ ) 5
Gy = 27i jg‘ (z — 1)szZ’ (2.88)
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que é obtida de (2.87) aplicando-se o teorema dos residuos [63], notando que o contorno C'

nao engloba a singularidade em z = 1.

Entretanto, uma representagao integral para F’ ]s}" *) hio é obtida de forma tao direta

como (2.87) e (2.88). De fato, para fazé-lo precisamos usar a identidade [56]

1 (z —1)N-L
§ S —ha(()dz,

27i N

Kn-1(0c)v(w () (2.89)

e=0
em que v(z) é uma fungao analitica em z = 0, e C' é 0 mesmo contorno que em (2.87).
Para aplicar (2.89) a (2.83), vamos passar os produtos a direita do determinante para

dentro dele e atuar com os operadores diferenciais coluna a coluna. No final,

hn—st1(21) hn—sy1(2s)
‘ (21— 1)z (25 = 1)2zp—>H
RGO G N : - X
N 2mi c c ) )
hN(Zl> hN(ZS)
(21 = 1)z (s — 1)z
5 —1)(z — 1
< I G-DGE=Dg, g, (2.90)
1<i<j<s 1 —Zz;
em que z; e Z; se relacionam como w, e w_, isto é, segundo a equacao (2.77),
a’z + bz = (a® + b* — )iz = 2abA 2, (2.91)
com a, b e ¢ fungdes do parametro espectral A\. A (2.91) leva a
tQZi b()\)
e B t= 227 2.92
T ot a(\) (2.92)
Rearranjando as linhas do determinante, podemos reescrever (2.90) como
hy(z1) h (2s)
o EEE: CARE
= (o5) £ 3 L
i) Jo c
hN—s+1(Z1) hN—s+1(Zs)
(21 _ 1)821‘—54—1 (Zs _ 1)52;—8-{-1
5 — 1) (2 — 1
X (2 - )G )dz1 oodzg. (2.93)
1<i<j<s Zizj— 1

Note que se s = 1, recuperamos (2.88) imediatamente.

Como o determinante é antissimétrico com respeito a troca z; <> z; (que equivale a
permutacao de duas colunas), apenas a parte antissimétrica do produto na segunda linha
de (2.93) contribui para as integrais. Esta é dada em termos da fun¢do de parti¢ao do

modelo parcialmente heterogéneo (u1, ..., us — 0) numa rede s x s [56,64],

Gi—1)(z—1) 1 s 1
Asym ] — — (z —2) T] %
21,028 1 <ici<s Zizi — 1 s! 19’1;[353 J i=1 b2zizj — (a® + 0? — %)z + a?
i

1)b(\)

s s—1
s(s—1) .s(s—2) (Zj — ‘|
X a c Zs(A1, .0 As), (2.94)
jl;ll [ cb(A;) '
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lembrando que \; = A + &;, sendo que estes parametros se relacionam implicitamente com

z; segundo
zi = w (&), Zi=w-(&)- (2.95)

E possivel escrever a fungao de particdo Zs(Aq,...,As) como um determinante
cujas entradas sao dadas em termos da func¢ao geradora (2.86). Para chegarmos a isto,

vamos comecar mostrando que, para uma rede N x N com N parametros heterogéneos

(1, ..., uny — 0), é valido o resultado
- Zn(A, . Aw) a(\) V! _
Z e = = - ;= ;
N(ALy - AN) Zn OV 31;[1 0y hnn(ug, .. un),  uy=3(E),
(2.96)
em que Zy(A) é a fungdo de particdo do modelo totalmente homogéneo (2.20) e hy s(u1, . . ., us),
s=1,...,N, é definida como o determinante
ui iy (un) e S v sy (us)
1 w2 (ur — Dy syo(ur) - w3 2(ug — Dhy_opo(us
e T 2 Dhasatin) 0= D)
1<i<j<s Wi — Wi : - :
(wr — 1) hy(w) o (s — 1) hav(us)
(2.97)
sendo ¥(§) a razao
. a(A)b(A +€)
= - 2.98

Tomando apenas os limites p, ..., uy — 0 em Zy({\;}, {1x}) (2.8), seguindo os
métodos da Segao 2.2, e dividindo por Zy(A), temos

p(M) Dnph) e A Np(N)
Zn(s oo ) = — [P TS ! o) D) o B0
N 1yc--3AN) = —
detZ H;V:l[gp()\j)]N [hicicjen d(Aj, Ad) :
P(AN) Oayp(An) - Oy e(An)
1 1 1
1 o) T, 5! O Oy o On |
- Z11;, N - : HSO(AJ),
detZHj:1[80()\j)] H1§i<j§Nd()\j>)\i) : e
8/J\V—1 af\\f—l 3/1\\7—1




Capitulo 2. Fronteira do tipo parede de dominio 33

onde transpusemos a matriz da primeira para a segunda linha de (2.99), e fatoramos ¢(};),
j=1,..., N, que multiplicam cada coluna pela direita. Usando (A.3), (A.5) e (2.84),

N

Ko(a/\l) U KO(a/\N)
: ' : [Le(X):

ZnOvse ) [p(VMD
N, AN) = ;yﬂ[gp()\j)]NHKKjSNd()\j,)\i)

KNfl'(a)\l) KNfl'(a)\N>j
(2.100)

Agora, das equagoes (1.4), (2.9), (2.10) e (2.98), temos que

a(A) [b(kj) b(Ai)] _a(d) sin@p)sin(h; =) [a(M)]?

(Md(Az; A,

b)) [a0y) ~ al)] B s+ m)sin(y + ) a(a(ry)”
(2.101)
e
p(A) [G(A) r
U; = . 2.102
7720 [athy) (2102
Com isso,
1 N [a(x)r“
d/\,)\Z = U; — Uy J > 2.103
1§z‘1<_g[§N ( J ) [¢<>\)]N(N—l)/2 1§i1<_g['§N( J >]1_[1 a()\) ( )
e portanto
~ N a(X)]N_I w1 1
ZnM, .. N) = J J X
v v) jl_[1 la(/\) P(A) 1<i<j<n Uj — Ui
KO(aM) e KO(aAN> N
X : - : ©(A))- (2.104)
Ky-1(dy) - Ky
Agora, considere o caso de uma heterogeneidade, tomando As,..., Ay — X em
Zn(A1,y ..., An). Aplicando novamente o procedimento da Segao 2.2, temos que
A co OV T20(N 1
M N WO e | LT
N o) e RN o
— KN_1(8A1>(IO(A1) (2105)

[d(A, DIV Hp (AN
em que usamos (A.4) e (2.84).

Por outro lado, podemos relacionar diretamente a funcao de particdo com uma
heterogeneidade e a funcao geradora hy. Havendo um vértice ¢ na r-ésima linha da

primeira coluna, todos os vértices acima sao do tipo a e, abaixo, do tipo b, sendo H](\;) a
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probabilidade associada a esta configuragao. Disto, segue que as correlagoes H](\?)(/\l, A), do

modelo parcialmente heterogéneo, e H](\;)()\), do modelo homogéneo, sao relacionadas por

Zn (O, VHE (O, ) = [C;((A;ﬂ _ [bb(al))] v WHE (). (2.106)

Uma vez que 2N | H](\?) = 1, somando os dois lados da equacao (2.106) der =1ar =N,

segue que
200 = 260 [ S0 S v 2.107)

e assim, da definicao (2.86),
(A, \) = mal))r_lmw(gl)]. (2.108)

Aplicando (2.102) e comparando com (2.105), obtemos

1 u; — 1\ N1
SOy (@)60 ):< - ) I (1), (2.109)

0 que nos permite escrever

N Ko(Oy) -+ Ko(Ory) N
Lo R S
= Kn-1(0n,) -+ Ky-1(0s)|""
By (uy) e hi(un)
(=D mtm) o () ) oo
_ 1 . . N : . 2.110

(ul - 1)N—1 ) - (uN - 1)N—1 (i)

Uy Un

Substituindo (2.110) em Zy(Xy,...,Ay) (2.104), fatorando (1/u;)N~! de cada coluna,
obtemos a relagao (2.96). Aplicando este resultado a Zs(\, ..., As), temos

s

j=1 j=1
Z.\) & [z — 1\
_ ZW) (ZJ ) hes(u, ... us),  (2.111)

em que usamos (2.102) para eliminar b(\), b();) em favor de a(\), a();) e u;. Por outro
lado, juntando as relagoes (2.95) e (2.92), podemos obter u; como funcao de z;,

Zj—]_

(12 = 2tA)z; + 17 (2.112)

Uj:—
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e entdo, substituindo em (2.111), (2.94) é reescrita como

(Zi—1)(z—-1)  Z(\ St = 2tA)z; 4+ 1771

Asym — = 2 — 2 X
zl,..).[,zs 1<i<j<s Rikj — 1 slass—1es 1§£[j§8< ’ ) Hf’fl tQZiZj — QtAZZ +1
i#]
X hs(Ur, ..., us). (2.113)

Diretamente da defini¢ao (2.97), o determinante em (2.93) também pode ser colocado em

fungao de hn (21, ..., 25). De fato,

(21— 1)z (zs — 1)zr
: ' : = (s~ H 1) [T (2 —2)x
hy—st1(21) o hn—st1(2s) j=1 1<i<j<s
(Zl _ 1) r—s+1 (zs _ 1)sZ§—s+1

X hns(z1,. .. 2s). (2.114)

Finalmente, substituindo (2.113) e (2.114) em (2.93), obtemos a expressao desejada para
F(" 5)7

F(r,s) _ ( 1 s(s+1) /2Z % % H — QtA)Z] ] -1 y
N s! (27r1 )sas(s= 1)CS c 1<Z<j<s i 2f(z; — 1)
h s y .- s hss yoeey Us
ik <Zl 2 hss(tr “ )dzl odzg. (2.115)

i tQZZZJ 2tAz; + 1

Vale apontar que as formulas (2.88) e (2.115) serdo empregadas posteriormente
na obtencao dos pontos de contato e da porcao I'sg da curva artica mediante analise do
limite assint6tico das integrais via método do ponto de sela [45]. Para tanto, é necessario o

conhecimento do comportamento da funcao geradora hy(z) para N — co.

2.5.2 Limite assintético da funcdo geradora

Como vimos na Subsecao anterior, existe uma relacao entre a fungdo geradora
hn(z) e a fungao de partigdo de um modelo com apenas uma heterogeneidade, Zy (A1, \),
dada pela (2.108). A seguir, veremos como desta relagdo podemos extrair o comportamento

assintético de hy(z) conforme N — oo.

Apenas em termos de \ e £ = &, Zn (2.105) se escreve

Znng) = ZyA8) (VL) [ o))

Zu(N) AN 90(A+5)] Sv©, S =ZY,  (2116)
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sendo Zy = det Z (2.20) e Zy é dado por

e () RPN w(A )
he(N)  Re() - RN (A +€)
=N = : (2.117)
NN R TN o RN R TPe(A +€)
NN Ae(N) e R TFe(N) RTe(A+€)
Igualando (2.116) a (2.108) e resolvendo para hy[¥(£)], temos
e Y R R O I
mB©l = -1 e lg | o8] e ey

Pela expressao (2.118), vé-se que é preciso determinar Sy (£) conforme N — oo
para conhecer o comportamento assintético de hy[¥(€)]. Para isto, considere a identidade
de Sylvester [65]

det B = (Aot Appit,npitn) | det A, n.p€Z, (2.119)
em que A é uma matriz n X n, e as entradas da matriz B sdo dadas por
Bjk = det Api1  ptj—1ptjtl,mptl,pth—lptk+l,n],  Jk=1,...,n—p. (2.120)
Comn=N+1,p=N—-1edetA ==y, temos

1

SN-1

Env  O\En

EN—H = — EN+1EN_1 = ENﬁiEN — (8/\31\[)2. (2121)

= 20

Analogamente, tomando det A = = ~N+1 € aplicando (2.119) novamente,

—_ —_
— —

~ 1 N SN

SN41 =

— ENi1ZN_1 = ZENOAEN — ENOAEN. (2122)

EN—I 8,\EN 8,\EN

Usando (2.121) e (2.122), encontramos uma equacio diferencial para Sy,

Sy = “NHZNLS (2.123)

Entretanto, queremos analisar Sy como funcao de ¢ ao invés de A. Abrindo o determinante

Zn41 como uma soma e tomando derivadas com respeito a A e &, obtém-se

~ ~ 1 |O\Ey Z=n
NEN+1 = OEnt1 + =—
—N-1

—

REN NEn
[(OA\EN)(OAEN) — EnO2EN]

SN-1

O\ENt1 = OcEng +

(2.124)
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Assim,

(9A§N+1 = 85§N+1 — §N+1a)\ 10g<\_iv+1> — ‘§N7 (2125)

SN

onde usamos (2.121)—(2.124). Fazendo N + 1 — N e aplicando (2.123) novamente,

O Sy = §N+1HN+_17;N71 + Sn0y log(_uN ) + Sn_1. (2.126)
=N SN-1

Se& =0, Zx = 1, uma vez que nao haverdo mais heterogeneidades. Disto, deduzimos

de (2.116) que o comportamento de Sy quando ¢ — 0 deve ser da forma

£N71

(2.127)
Por outro lado, Zy é a razao entre Zn(NE) e Zy(A); entao, no limite termodindmico,
deve ser uma fungao exponencial de £ que cresce, no maximo, com N. Com base nisto,
propoe-se

oNo(E)+o(N)

gN(f):W7

(2.128)

em que ¢(£) é uma funcdo a ser determinada a seguir, e o(N) indica termos de ordem
inferior a N. Adicionalmente, o comportamento de =y com N — oo é conhecido [30],
N2 +O(N)

_c 9.129
T (2.129)

[1
2

em que

o(A) =log [M} , V= —Wzn' (2.130)

Substituindo (2.128) e (2.129) em (2.126), obtemos uma equagao diferencial ordinaria para
¢(§),

8£¢(£) — 629(>‘)+¢(§) + 28)\Q<)\> + e*¢’(5)7 (2131)
cuja solucao ¢é dada por

O — Slyns[lyn([’l\/ (‘)\732];{1(7’7’)5]>7 (2.132)

para a qual é necessario usar (2.127) a fim de eliminar a constante de integragao. Finalmente,

obtemos o comportamento assintético de hy[¥(£)] para N — oo,

logha(3(€)] _,[sin(A+€ — ) sinfu() = )] sin(ue)
N—00 N vsin(A —n)sin(§) sinfv( A+ & —n)] |

(2.133)
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3 Fronteira com uma extremidade reflexiva

O modelo de seis vértices com uma fronteira reflexiva (RE) é uma varia¢ao da
condic¢ao de contorno do tipo parede de dominio, definido em uma rede retangular de

dimensoes 2N x N, como representado na Figura 14.

pN o 1

1

—)\1=‘r

)\1:‘7

|
NNV

—)\N:‘r >
)\N —>

—p

Figura 14 — Fronteira do tipo parede de dominio com uma extremidade reflexiva (RE)
para o modelo de seis vértices heterogéneo. Fonte: elaborada pela autora.

Aqui, cabe um comentério a respeito da leitura correta dos vértices em uma rede
como a da Figura 14. Considere a Figura 15. A leitura deve ser comegada da parte inferior
da linha dupla, da esquerda para a direita. Apos a reflexdo na fronteira, o sentido de
leitura na linha se inverte, ou seja, passa a ser da direita para a esquerda, tal que A — —A\.
Outra forma de ler os pesos da linha dupla é “desdobrando-a” no ponto de reflexdao, como

na figura da direita — assim, nao é necessario inverter o sentido da leitura.

luN PN ,Ul
. PN e mo
:) I A N B | I I S
) —» R ‘ T

Figura 15 — Leitura dos pesos. Fonte: elaborada pela autora.
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O desenvolvimento desta parte sera feito de forma analoga ao que foi exposto no
Capitulo 2. Introduziremos a matriz de monodromia de Sklyanin (linha dupla) [60] e
algumas das rela¢oes de comutagao entre as entradas desta matriz, ferramentas necessarias
para a derivagao da funcao de particio do modelo, bem como das fung¢oes de correlacao
da fronteira e a EFP [51]. Assim como no caso DWBC, a funcao de partigao deste modelo
também pode ser escrita em termos de um determinante, o que foi feito por Tsuchiya [27].
Além disso, as correlagoes também admitem representacoes determinantes, que poderao

ser reduzidas com o uso de propriedades de polindémios bi-ortogonais [66].

3.1 Algebra de reflexdo

No contexto de modelos de vértices, o critério de integrabilidade de Yang-Baxter se
baseia na proposicao de que a solugao exata destes modelos esta diretamente relacionada a
comutatividade das respectivas matrizes de transferéncia, T'(\) = try [T (\)], para diferentes

valores dos parametros espectrais:
TO).T()] =0, YA (3.1)

Uma condigao suficiente para que (3.1) seja valida é a existéncia de uma matriz R, invertivel,

que satisfaz a relacdo fundamental (1.8) e a equagdo de Yang-Baxter (1.10).

Sob condigoes periddicas de contorno, a derivada logaritmica da matriz de transfe-
réncia do modelo de seis vértices é proporcional ao Hamiltoniano do modelo XXZ, no caso
de uma cadeia de spins fechada. Com isto, a equagao (3.1), além de permitir encontrar
os autoestados e autovalores do modelo quantico via diagonalizacdo da matriz de transfe-
réncia (o que é feito através do ansatz de Bethe), também fornece infinitas quantidades

conservadas [19].

Também ¢é possivel relacionar cadeias de spins unidimensionais abertas com o
modelo de seis vértices, embora sob diferentes condigoes de contorno — no caso, com
extremidades reflexivas ao invés de periédicas. Neste caso, além dos operadores L (A, 1),
J,k=1,..., N, associados aos pesos estatisticos internos, introduz-se as matrizes IC(i)()\j),
operadores que atuam no espaco horizontal associado a cada linha dupla e que descrevem
as reflexdes nas bordas. Para que a integrabilidade seja preservada na fronteira, estes pesos

devem satisfazer as relagoes de reflexao [60],

Ris(A — i) (N Rz + K (1) = K57 (1) RiaOA + K7 (N Rz — ), (3.2)

Ria(—=X + @) [T ()] Ria (=X — p — 4n)[KS7 (w)]"2 =
= (K (]2 Ria(—A — 1 — ) [T V] Ria(—A + 1), (3.3)
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com t; a transposicao no espaco vetorial indicado e 1 = K®1, Ky = TQK. Adicionalmente,

a matriz R satisfaz

PiaR13(A) Pz = Ria(N), (
[Riz(M)]"*2 = Ria(N), (
Ria(M)Ria(—=A) = o1 (M), (
[Riz(M)]" [Riz(=A — 4n)]" = 02(N), (
em que 01(A), 02(\) sdo fungoes complexas. As relagdes (3.4)—(3.7), em conjunto com o

isomorfismo K () = [K()(=\ — 4n)], podem ser usadas para obter (3.3) através de

(3.2). Importante ressaltar que, daqui em diante, tomaremos R = L, isto é,

as (A, p) 0 0 0

Rip(A£p) =

com a nova parametrizagao

ax(Aj, ) = a(Xj + pu) = sin(X; £ puy, + 21),

b (Aj, ) = b(Aj £ pu) = sin(A; & ), (3.9)

e (Ajs ) = e(A; £ ) = sin(2n),
em que o sinal negativo (positivo) é referente as linhas inferiores (superiores), de parametro
Aj (=A;). Os parametros 1, A; e py, devem estar restritos aos intervalos 0 < n < 7/2, 0 <
A < 7m/2—mn, =\; < pp < Aj, respectivamente, com j,k =1,...,N. Como ¢y = c_ é

constante, denotaremos estes pesos apenas por ¢. Assumiremos () na forma diagonal,

KN = [*”SA) H‘EAJ | (3.10)

Com isto, a solucao da equagao (3.2) é dada por

sin(é £ \)
sin(¢)

Veja a Figura 16 para uma ilustracao destes vértices.

Rke(N) = A<E<T—A (3.11)

A matriz de monodromia de Sklyanin é definida como
Us(N) = TONKT )T (3.12)

j)
.)] , (3.13)
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D D
R

Figura 16 — Representacao dos pesos da fronteira reflexiva, em termos de setas e linhas.

em que
Ti(\) = L (N + ) - Lin(N; + ) (3.14)
_ |A) B(Y) 7 (3.15)
C(A;) D))

¢ proporcional a [T;(—);)]~" em virtude de (3.6). Os operadores A()\), B(\), C(\) e D()\)
atuam no espago )V correspondente a todas as colunas. Usando (3.2)—(3.7), é possivel

mostrar que, para diferentes parametros, a matriz de transferéncia definida por
T(A) = tru KD UMW), (3.16)

comuta para diferentes parametros, isto é, [T(\), T(u)] = 0 [60].

A matriz de monodromia U;();) também satisfaz a equacdo de reflexao (3.2),
Ria(A — p)Uy (A) Rio (A + p)Ua (1) = Us(p) Raa (A + 1)U (A) Riz(A — p)), (3.17)

o que fornece as relagoes de comutacgao entre os operadores de linha dupla A, B, C e D ao

substituirmos (3.13) em (3.17). As mais relevantes para os calculos posteriores sao

BN, B = [CN), C(1)) = 0, (3.18)
A()B() = Z_jjzs'(A)A(m - bc_b;zs(mA(A) - ZBDW), (3.19)
DB = 55 (1 5 ) Bupe) - 5 (1- 5 ) 500Dl -

~ 22 B AN + e (1 - ) BOVA), (3.20)

em que ax = ax (A, p1), bx = b (\, p) para todos os pesos que aparecem nas expressoes
(3.18)—(3.20), e A é dado por (1.3).
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Para encontrar a ac¢ao das entradas da matriz de monodromia no estado de referéncia
do espago vertical |} = ®4_; |1),, vamos substituir (1.12), (3.10) e (3.15) em U (\), obtendo

UK = /f+(/\)A(A)f:1(/\) + "v—(/\)B(A)C:(A) /<~'+(>\)A(>\)l?(>\) + /f—(A)B()\)l?(A) |
Kt (AN)C(AN)AN) + - (AN)DAN)CA) £ (N)CAN)B(A) + k- (A)D(AN)D(N)

(3.21)

Comparando com (3.13) e usando (1.14), (1.15), temos que
AN M) = re(Nag (Na-(A) [1) (3.22)

CA) M) =0, e

D) 1) = (OB 1) + 5= (N (M) () 1) (3.23)
ax(A) = [T ax(X m), 0x(A) = [T b (A, ). (3.24)

k=1 k=1

Para calcular C'(\)B(X) 1), voltamos a relagio fundamental (1.8) e fazemos p =

Ris(2N)Ti(A)Ta(=A) = Ta(=\)Ti(A) Ria(2)). (3.25)
Multiplicando ambos os lados da equagao por [Tz(—A)] 7!,
[To(= ] Ria2A)Ti(A) = Ti(A) Ria(20)[To(=N)] (3.26)
o que implica, gragas & (3.6),
TN RN T (N) = T\ Ria(2N) To(N). (3.27)

Com isto, obtemos relagoes de comutacao entre as entradas de 7 e 7 com mesmo parametro

espectral. A que procuramos é

a(2X)

C(NB(\) = BAC(\) + [AN)AN) — DIND(N)], (3.28)

onde, mais uma vez, empregamos a notacao a(2\) = a4 (2X,0). Finalmente,

D) 1) = [(nm - a(;)mm) 5 (N)O_(A) + C@wmumw ). (3.29)
Definindo
h(\) = —= D(\) = D(\) — h(A\)AN), (3.30)
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a equacao (3.29) pode ser escrita de forma mais compacta,
D) 1) = [5-(A) = BA)r4 (N]6L(A)6- () 1) - (3.31)

Em termos do operador D()), as relaces (3.19) e (3.20) ficam simplificadas:

A()BA) = LA ) BONA) + oA B AN) + fs(\ w)B(w)D(),  (3.32)
DN)B(1) = g1\, )B()D(A) + g2(A\, 1)) BOND (1) + gs(\, 1) BV A(p),  (3.33)
em que
_ a*()‘7u>b+<)‘7:u)
RO = 5705 as )
_ Cb+<>‘7:u) ¢ (A)
PO = =500 e o)~ as o)’
Ja ) = _a+(§, K
_ a—(Avu)a-i-()‘nu) . c?
D) =T 0 o) (1 ai(x,m)’
_ cay (A, ) ? ch(})
L N WA W) (1 a0 ) T e N
— CGQ—()"M) c?
000 =0 (3000 =G5 ) =00+ 2 (1 )

(3.34)

Para encontrar a acao de A(X) e D(X) sobre o estado de Bethe B(\,.) ... B(A1) |f), usamos
as relagoes (3.32) e (3.33) e aplicamos argumentos similares aos que empregamos na
obtengao de (1.21) e (1.25). Segue que

A f[lew ) = BV f[lfm \) ﬁlew )+

+z( DRON LA + 60 >f3<Ai,A>ﬁgl<Ai,Aj>)f[zs(mm

j=1 7=1
J#i

J#z J#
(3.35)

DY IT B 1) = <) TLaaA) TLBO) 1) +

+i(<u 1020020 TTn( ) + 50 >gg<A,Ai>ﬁf1<Aj,Ai>) 11500 )

j=1 j=1
JF

J#Z J#i
(3.36)
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3.2 Funcao de particao e o determinante de Tsuchiya

A funcao de particao do modelo de seis vértices com condicao de contorno reflexiva

¢ dada pelo produto dos operadores B();), conforme a Figura 14, isto é

Zy = (BN .. BOW) 1) (3.38)

Esta funcao de particao também satisfaz a alguns lemas que a determinam unicamente.

Isto foi estabelecido por Tsuchiya [27]. Sao eles:
Lema 3.2.1. Z; = [k (A\)b_ (A, ) + k- (N)by (A, p)].

Lema 3.2.2. Zy depende de cada \; sequndo Zy = e~ 2NN Py (e3).

Lema 3.2.3. Se uy = —\1, vale a sequinte relacao de recorréncia entre Zy e Zn_1:
N— N
ZN L= cb 2)\1 'f+ /\1 H )\hﬂk ()\hﬂkz) H a’—(/\ju )‘l)b-i-(/\ja )\1)ZN—1[)\1§/1N]‘
1 el j=2
(3.39)

Como resultado, a fungao de particao é dada por

e @ (N, ) a— (N, )by (N, )b (N, i)

N = X
N H1§k<j§N a+(>\j, )‘k)b— ()‘j7 Ak) H1§m<n§N b+(ﬂma Mn)b— (Mm Nn)
N N
x [T02A\;) T &= (p) det M, (3.40)
j=1 k=1

sendo que as entradas da matriz M sao

M]k:w()‘p,uk>7 j?k:17"'7N7 w()V/“L): s

em que
&
a,:t()\, l’[’)b:t()‘7 N) .

Para mostrar que Zy dado pela (3.38) satisfaz aos Lemas 3.2.1-3.2.3, podemos empregar

QO:N:(Aa M) =

(3.42)

raciocinio semelhante ao que seguimos ao discutir o determinante de Izergin-Korepin (2.8).
Aqui, vamos mostrar como a férmula determinante de Zy dada pela (3.40) satisfaz a estes
lemas. Comegando pelo Lema 3.2.1, ao fazermos N = 1 na expressao (3.40), vemos que os
fatores do denominador nao aparecem e os do numerador cancelam com os que vem do
determinante, de maneira que Z; = cx_(u)b(2)). Com a parametrizacao (3.9), podemos

reduzir a expressao proposta no Lema a este resultado.

Para provar o Lema 3.2.2, tomaremos 7 = 1 sem perda de generalidade, dado
que Zy é uma fungdo simétrica dos My, ..., \y. Considere a funcio v()\;) = VM Zy.

Queremos mostrar que v(A;) é um polindmio de grau 2N em 2?1, Para nos convencermos
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disto, observamos que Zy, como funcio de e?*!, tem apenas polos simples e estes coincidem
com seus zeros. De fato, parte destes polos sao os de det M, que sao zeros do produto no
numerador de Zy. O restante sao os pontos \; — Ay = Im ou \; + A\ +2n = Im, | € Z,
zeros do denominador; entretanto, nestes pontos det M = 0 pois, nesta situacao, haverao
duas linhas iguais no determinante, ji que sin(z + [r) = £ sin(x), com o sinal positivo
(negativo) se [ par (impar). Portanto, Zy é funcao analitica de e** e, consequentemente,
v(A1) também.

Falta-nos encontrar o grau deste polindémio. Veja que o numerador de (3.40) tem

2@N+DiM - enquanto o denominador €2V 1M e o det M e4M | de maneira que a

ordem e
contribuicdo total de Zy é €2V, Com o fator adicional €2V a ordem mais alta de v(\;)

em e** ¢ 2N, o que nos leva a conclusio de que v(\;) deve ser da forma Py (eZ*).

Por fim, vamos obter a expressao do Lema 3.2.3 a partir de (3.40). Separando os

termos que dependem de A\; e uy dos demais no fator de fora do determinante, temos
NN I 0(20) T K- ()

II = x

=2 k=1 w()‘jv Nk) H2§k<j§N a+()‘j? )‘k)b* (>‘j> )‘k) Hl§m<n§N—1 b+(ﬂma ,Un)b*(/%m Nn>

N c N c N 1 N—-1 1
N o W Wae o o L oo n G
X b(2/\1)1{_(/,LN), (343)

em que usamos as fungoes introduzidas em (3.41) e (3.42) a fim de simplificar a notagao.

Fazendo puy = —A1, as duas tltimas linhas da expressao acima se reduzem a

(_1)Nlb(2)\1)5+()\1)w 1:[ + (A ) a— (A1, p) 1:[2a+()\j>ﬂN)b—()\j7,UN)-

(3.44)

Agora, vamos analisar o termo do determinante. Observe que conforme puy — —\q,
(A1, un) > 1 dado que by(A1, un) — 0. Portanto, neste limite, det M tem a forma

assintotica
det M ~ (=1)Y Ay, pun) det M.y, (3.45)

o que pode ser visto ao desenvolver o determinante pela primeira linha, por exemplo. Por
outro lado, de (3.40),

D5, TR a0, ) a (Ag, )b (N, )b (A, i)

ZN_1|A1; = X
w1 ] H2§k<]§Na+<)‘j>)\k)b*()‘ja)‘k)H1§m<n§N71 by (tmy pn)O— (fams i)
N N-1
X H b<2)\J) H Ii_(,uk) det M[I;N]- (346)
j k=1

Juntando as partes (3.43)—(3.46) e substituindo em (3.40), obtemos a férmula de recorréncia
(3.39).



Capitulo 3. Fronteira com uma extremidade reflexiva 46

3.3 Funcoes de correlacao

A seguir, introduziremos as funcoes de correlacao na fronteira, H](\}") e GE\T,)7 e a EFP,

F](\f ,5)7 para o modelo de seis vértices com condigao de contorno reflexiva. Tais fungoes tém
a mesma interpretacdo e expressoes similares a (2.21), (2.23) e (2.52), respectivamente,
porém, sao definidas em termos dos operadores B(A) da matriz de monodromia U(\).
Assim como no caso da fronteira do tipo parede de dominio, é possivel trabalhar estas
expressoes (usando a algebra de reflexdo discutida na Secdo 3.1) e escrever cada uma delas
como uma recorréncia com a fungao de particio do modelo. Esta Se¢ao compreende parte

dos nossos resultados originais [51].

Sejam
HY = - WBOW) -+ BO- )y BOpKBO-) - BOO ). (347
Gy = le BN - Brs1)anBO)BA—1) ... BOA) 1) (3.48)

as fungoes de correlagao na fronteira esquerda, e

— o UBOW) - BOvit)ay - av-en BODBO-1) - BOD ). (3:49)

a EFP para o modelo de seis vértices com uma extremidade reflexiva. Veja as Figuras 17 e

FyY

18 para uma representagao grafica de cada uma dessas correlagoes.

A fim de calcular os produtos internos (3.47)—(3.49) no espaco vertical Vy, iremos

decompor as matrizes de monodromia 7 e 7 em duas partes:

Ti(Aj) = Tin(A)Tin(A)), () = T\ Tin (), (3.50)

¢

Tin(Aj) = Lin(Aj — pv),

1(A) = Ljn—1(Aj — pv-1) .- Ljn(Aj — ), (3.51)
Tin(Aj) = Lin(\j + i), Aj

1) =LaNj+ ). Lin—ai (N + pv-1). (3.52)

Escrevendo os operadores 7 e T;; como

T
7;

Ar By
Cv Dy

A, By

T =
e, Dy

) 7}1{: = ) (353)

com k =1, N, e substituindo na matriz U(};) (3.12), segue que
UM = Tin )T O)DED M) T O Tin (M) (3.54)

. AN BN Al Bl K4 0 1211 Bl /ZiN éN (3 55)
_CN DN_ _Cl Dl_ i 0 K_ él Dl éN DN ‘
Ay By| [A B [Ay B

_ N N 1 1 VN vN (356)
_CN DN_ Cl Dl_ _CN DN

T () T (). (3.57)
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ZNGY) =

J
NN NIV

J
NN NIV

Figura 17 — Representacao gréafica das correlagoes H](\;) e G%) no caso da fronteira com
uma extremidade reflexiva, com N = 4, r = 2. Em cinza, destacamos os
Unicos vértices permitidos na primeira coluna segundo a regra do gelo. Fonte:
elaborada pela autora.

INFy) =

Figura 18 — Representacao grafica de Fy, ) para o modelo de seis vértices com condigao
de contorno reflexiva, com N =4, r =2, s = 3. Assim como no caso DWBC,
o efeito dos projetores na r-ésima linha é congelar a regiao abaixo deles com
vértices do tipo ws. Fonte: elaborado pela autora.
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em que os operadores Aj, By, C; e D; independem de . Fazendo o produto de matrizes

na equagao (3.56) e igualando a (3.13), obtém-se
B(\) = (Ay Ay + ByCi)By + (AnBi + ByD1) Dy, (3.58)

reforcando que os operadores com indices diferentes comutam. Como By = By =c¢ ONs O
calculo de B(A,)...B(A1) |ft) pode ser feito com base nos mesmos argumentos que levam
a (2.29), resultando em

r—1

1T a— (N, )b (N, )

J=1

BAr—1) ... BOA) M) = () M)y 1)y + Bi(Ar—1) .. Bi(A) 1)

(3.59)

sendo que [1) = 1), [, 1), = @0t 1), e “(%)” envolve apenas operadores que nio
mudam o estado ||) . Atuando py pela esquerda em (3.59),

r—1

pnB(A—1) ... B(A) ) = [H a—(Aj, v )by (Aj, i)

Jj=1

Bi(Ar—1) .. Bi(A) ). (3.60)

Analogamente,

U BAN) .- B(Ars1)an = [ 11 a+(>\j,uN)b(/\j,uN)] (U Bi(An) - .- Bi(Ars1). (3.61)

Jj=r+1

Substituindo (3.60) e (3.61) em HY,

17’1 N

r _ Ha ],HN b+()\],,uN H CL+ ]a,uN)b ()‘jal/JN)X
< (U 5’1<sz> 2 BiArit) (Hy BOY) 1)y Biheoa) - BiM) )y, (3.62)

e entdo, usando (3.58), temos que

Ha Ajy )b (Ngy i) TT @ (g n)o— (g ) (Ul Bi(Aw) -+ Bi(Arsa) %

ZN j=1 j=r+1

X [0 (A, i) AL (Ar) + by (A, i) DA Br(Ar1) - Ba(Ad) () (3.63)

ou ainda, em termos de D;(),) (Eq. (3.30)),

Ha Ajs v )b (Ags o) H at(Aj, un)b—(Ajs ) (U Bi(An) - - Bi(Arg1) X

NJl j=r+1

X (b= (Ars o) + by (A, i )R(A)) AL (M) + 01 (s ) D (A)IBr(Ar1) - - Bi (M) )y -
(3.64)

Vale mencionar que (3.63) poderia ter sido extraida diretamente da Figura 17 — os fatores

de fora do produto interno sdo os pesos da primeira coluna (da esquerda para a direita),
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enquanto que a soma entre colchetes vem das duas possibilidades para preencher a aresta
vertical livre no meio da r-ésima linha dupla. Aplicando os resultados (3.35) e (3.36) e
simplificando, obtém-se a seguinte expressao para H](\}q),

r—1 r

, c
HY = — T a- (N, )by (A, o) H ay (N, )b (N, 1) Y S (X)) Zn—a [N v,

j=1 j=r+1 i=1

(3.65)

em que Sy(A;) = Su1(Ni) + Sua(Ni), sendo

N[O (A ) by (A, pn)R(A)) fo(Nis Ar) + b1 (Ars i) g3 (Ar, M)
SH,I()\1> - X
f1<>‘T7 )‘Z)
X Bi(A H fi(x (3.66)
J#l
SH,Q()\i) _ [(b—(/\ra :U'N) + b+()‘7” /“LN)h()‘T))f?)(/\i? AT) + b+(/\r7 ,uN)g2</\ra Az)} >
gl()\iu )\r)
X Gi(A Hg1 Ais Aj). (3.67)
2
Agora, usando o fato de que GV = Ja HY, segue de (3. 64)
r i—1 N
G = 5= 3 T a- Q)b in) TT Qg )b, a) (4l Bi(Aw) - Ba(Aia) x
i=1j=1 j=it1
X [(b-(Niy pan) + b (N )R AL + by (s ) Da (M) Br (M) - Bu(h) ), -

(3.68)

Apbs passarmos A; (\;) e Dy(\;) na frente de By (A1) ... Bi(\1), usando (3.35) e (3.36), o

ultimo termo desta soma, com ¢ = r, serd dado por

il 1
[H a— J?:uN b—l—()‘jhuN) jll_l a+()‘j7HN)b—<>‘j7/~LN) a—(/\ryﬂN)b+(>\raNN) X
X [(b_(/\r, pn) + b (A, ) h(A)) Bi(Ar) h FiAg, Ar) + b4 (Ary i) G (A H G1(A, Aj) | X
X (U Bi(An) - Bi(Ars1) Bi(Ar1) o Bi(Ad) [)y + (€), (3.69)

com “(<)” uma soma de termos que dependem de B;(A,). O termo escrito explicitamente
em (3.69) é o tnico da soma em (3.68) que independe de B;()\,). Portanto, sendo G%)
simétrica em Aq, ..., A\, gracas a (3.18) e a defini¢ao (3.48), todos os termos restantes tém

essa mesma forma, com A, — \;. Assim,

N
G%)**Ha (g )b (N o) TT @ (g ) o— (X, pov ZSG )Zn 1A il
j=r+1

(3.70)
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sendo S¢()\;) dado por

1
X
a— (g, v )by (i, i)

X | (0= (i, ) + b (Nis o) R(A:)) Br () ﬁ Jr(Aj, A8) 4 b (A, v )G (A H g1(Nis Aj)
(3.71)

Uma férmula de recorréncia entre as fungoes de particaio Zy e Zy_1 pode ser obtida

de (3.70) se r = N, uma vez que GE\],V) = 1. Neste caso,

Zn —CHG Ay v )b (A, pn ZSG D)ZN-1[Nis ] (3.72)

i=1

Vamos separar o primeiro termo desta soma. N6s temos

=c H a—(Aj, i )b (Ag, iv) S (M) Zv—1[A1; ]+

N N
+e ) [T a- O pun)br (N, 1ov) S (o) Zn—1[Nis o], (3.73)
=2 j=1
i
com
S60) = a- (0, )by O\, i) S (A). (3.74)
No ponto pny = —Ay, todos os termos da soma em (3.73) se anulam visto que eles levam o

fator by (A1, puny) = 0. Com isto, recupera-se a formula de recorréncia de Tsuchiya (3.39) a

partir de (3.72).

Por fim, de (3.49) vé-se que F ](VT *) ¢ uma generalizacao de GE\T,) para as s primeiras
colunas (contando da esquerda para a direita). Ao fazermos o produto interno apenas no es-
pago Vy, devemos obter a mesma soma que (3.68), porém com os projetores gn_1 . .. ¢nN—st1
a esquerda de Bi(\;_1). Por definigao, estes projetores nao atuam no espago Vy. Como
F](\f ) também é simétrica nos parametros Ay, ..., \,, 0S mesmos argumentos que usamos
para encontrar o termo geral da soma (3.68) se aplicam aqui. Portanto, a formula de

A (r,s)
recorrencla para FN S€ escreve

N
FyY = —— H a—(Nj, uv)by (Nj, ) TT @ (N, n)o— (A, o) X
j=r+1
X ZSG ZN 1 /\z,,uN]F](\; 118 2 [)\u,U/N] (375)

Nosso objetivo é obter féormulas determinantes para as correlagoes H](\}"), G%) e

F](\,T’S), substituindo a féormula de Tsuchiya (3.40) nas recorréncias (3.65), (3.70) e (3.75),
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respectivamente. Comecemos por escrever a razao entre as fungoes de particdo Zy_1 e Zy,

que, segundo (3.40), é dada por

Zn_1|Ni; pn ] _ (1)t 1 IJ—V[ Y(Aj, p1N) y
ZN 5(2)\‘)’@(#@ ar g (Aar—(Ai)or+ (Ao - (A) 5= ¢
X H ay (A H (toke o )b (MmMN)T'[V’lN}a (3.76)
g B
sendo
N— N—
aq :t H )\ /Lk 51 :t H )\ /Jk (377)

Substituindo (3.76) em (3.65) e cancelando os fatores em comum, encontraremos

H P(Ars i) (— 1)N_1 Hévz_ll b (pnes o )0— (pie, o) y
M ke (pn) det M2y aq (Mg, s )b (Ag, i) TS, - a (A, )by (g, i)
x > (=1)"* N, (X;) det M ny, (3.78)
=1

em que u,(A) = uy1(A) + up2(N), onde

(b-(Ar, i) + by Ars )R )) fo (N Ar) + by (Ars v ) g3(Ars A)]

i) = [ fi(Ar A)

ch2<2x>ai<<§)>61_u HH“* 1} LN, (379)
tyo(\) = [(b(%wnmwm (A ) f3(A A) + b (A T,HN)QQ(AT,A)]
" G

(5-(N) = 54 (VA() »
BN B(2N) — 28a(2\))an (War () L @ V(5

x H a_ (0 )b (0 A)) — 28a (A, A))- (3.80)

Veja que u,(N\;) =0sei=r+1,..., N, devido a presenca do produto HéVZTH sin(A; — A;)
m (3.79) e (3.80). Observe que A; pode ser vista como a Unica variavel de u,()\;) ao
compararmos quaisquer dois termos da soma (3.78). Assim, podemos estendé-la de r até

N e interpreta-la como o determinante de uma matriz desenvolvido pela tltima coluna,

V(A 1) ()N TS by (ks )b (pas, i) det U
fo () T2t as (Mg, on)b— (N, i) TEE i @ (Ag, 1o8) by (g, ) det M

onde U é a matriz cujos elementos sao

HO = (3.81)

My,  k#N,
Up=4 7 jk=1,...,N, (3.82)
ur(/\j>7 k= N.
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Aplicando o mesmo raciocinio a Gg\r,), temos que

an _ c (=DM IS b (e, v )b (pi, p1v)
N k() det MTTS_y a (A, )b (N i) TE g @ (N, i )b (A, o)
X i(—l)”]\’tr()\i) det My, vy, (3.83)
__ ¢ (=DM TS by (i )b (i, o) det T (3.84)
Ko () Ty @ (N v )b— (Ngs fo8) TIS gy @ (g )by Ay o) det M7 2
em que
(V) + ta(N)
)= 00 )b O i) (385)
_ e (N (N ) 0 (N ) (V)] .y ,
tr1<>\) - Cb2(2/\) (51 +(>‘)51,—()‘) jll-l +(>‘Jv A)b ()‘97 )‘)
x H a (A, (3.86)
_ by (A pn) [h-(N) = i (NAN)] Ty Y .
tra(X) = cb(2A)(b(2X) — 2Aa(2))) a1+ (Mg —(A) j:11-1 +(3 Ab-(i, A)
x H a_ (0 A) (b4 (0 A) — 280 (A \)], (3.87)
{Mjk, E#N, |
T = jk=1,...,N. (3.88)
t,(\;), k=N,

Ja a féormula determinante de F ](\f ) ¢ derivada por iteracdo da recorréncia (3.75)
para os primeiros valores de s, analogamente ao caso da fronteira parede de dominio.

) = GN , dado pela (3.83). Para obter F](\f’z), colocamos

Para s = 1, lembremos que F{™
o resultado anterior em (3.75). Para tanto, é necessario adaptar (3.83) para r — r — 1,

N — N — 1, excluindo os parametros \; e uy:

(=D — (—D)V, E_(pun) = k- (tn—1), det M — det My;, 5y, (3.89)
N—1 N—
b (pure, v )b— (g, pin) H (Pkes piv—1)b— (pre, iv—1),
k=1 k=1
N N
IT a- o)l gy pon) = T a- (s pv-1)bs (N, ponv—1),
j=r+1 j=r+1
L 1
as(A;, b_(\;, — a , b_ (N, in—1),
jr{ +( ] /’LN> ( Vi /’LN) a_t'_(AZ‘,ILLN 1)b (A“,LLN 1) H + j /'I’N 1) ( ¥l ILLN 1)

(3.90)
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enquanto que a soma deve ser substituida por

(_1>j+N [ tr,l()‘j) +tr,2(/\j)
a—(Aj, )b (Aj, 1in)
(_1>j+N+9(i,j) [Xl(AiaAjauN7MN—l)tr,l<A >+X2<)\Za)‘j7lu’N7/~LN 1>tr2(>\ )‘| detM”N LN
a—(Aj, pv—1)b(Nj, piv—1)

‘| det M[j;N] —

M= 1=

7j=1
i
(3.91)
em que
1O A fivs iy 1) = [b—(AjaﬂN—l)+b+()\j7lﬁN—1)h()\j)] by (N, pv—1)b- (A, piv—1)
e b (Aj, 1) 4 b (Ag, v )A(A;) a—(Ai, Aj)bi(Niy Aj)
(3.92)
by (Aj, fiv—1) ay(Aj, pv—1)a— (N, pn—1)
Aiy A, S N—1) = J J J , 3.93
X2 Ao 1) = 5 0 ) @ O Ao O M) — 283 O, A (39

sdo as funcoes que precisamos introduzir para remover a dependéncia de t,1();) e
tr2(A;), respectivamente, nos pardmetros A; e puy. Usando (3.89)-(3.91) para compor

(r,2)

Fi) ’1)[)\Z»; i), substituindo na férmula de recorréncia (3.75) para Fjy'” e cancelando os

fatores em comum,

X

pr2) _ ﬁ (=D e [Tty b (s 1) 0= (ptns 115)
N - T
o1 L K- (k) IT;= 1a+(>‘j7#k)b—()\gaﬂk)ng i1 O (g, )b (A, i)
1

N N
2.2 (- )FNIFOENFED 0 (N, iv-1)b- (A 1) det Mg oy 1%
i=1j=

J#

" [tra(Ni) + (N Ixa (N Ay povs pv—1)tr1(Aj) + x2(Ni, Ajy s ev—1)tr2(A5)]
a—(Aj, v—1)be (Aj, pv—1)a—(Ni, )b (Ai, i)

det M

(3.94)
Repetindo os mesmos passos, usamos (3.94) para encontrar F , obtendo
R _ ﬁ [(—1)’““6 T2 b (o 1) (ptm, 1)
N - r
k=N—2 L F- (Mk) Hj:l a—&-()‘j’ Mk)b— ()\]7 ,uk:> H] —r41 - ()‘j7 :uk)b-i-(/\jv :uk)

N N N
? N 0 msJn
detM Z Z Z ( 1)21 1(]+ +Zm<n (-7 2J )det M[J1]2JBN QN 1N]
J1=1 jo=1 J3=1
' 12 1]3#]132

% ﬁ[ m= 12 ( ]z)Hk 1Xm(>‘Jk>/\Jm,uN E+1, MN— k)

a—(Nj;, piv—it1)b+ (Njis N —i41)
3
X T a+Njis v—rr)b—(Njis v—s1)- (3.95)

i<k
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Por inspec¢ao de (3.83), (3.94) e (3.95), inferimos que, para s genérico,

RO T [(‘”"W 15, b (s )b, )
N N swr L A= (i) TTj—y ae (Ng, s b= (N, i) TDZ 1 ac (Ag )by (N, i)
| N N N "
X det M Z Z Z (_1)2’ VitV Y D 0mdn) det My, jo;N—s+1,...,N]
J1=1 j2=1 Jjs=1

J2F#i JsFJq<s
t ( ])Hk 1Xm()\]k7)‘]17:uN E+1, UN— k)
a— ()‘Jn :uN—’H-l)b—l— (/\Ji’ MN—H-I)
X JT av i siv—res1)b—(Njis iy —k1)- (3.96)

i<k

Vale ressaltar que a expressao (3.96) resolve a férmula de recorréncia (3.75).

Fazendo novamente \; = A 4 &; nas fungoes de dentro dos somatérios em (3.96) e
aplicando a identidade (2.62), junto a propriedades de determinantes, chegamos a seguinte

expressao para F ](VT’S):

F(r,s) _ II_V[ [(_1)k+1c H b—i—(uma,uk:)b (,uma,uk) 1
N k=N—s+1 ﬁ-(:uk> ;:1 a+()‘jaﬂk)b—(A37Mk) H] r+1 04— (Aj7/jjk)b+()\j7uk)
detV(Oey, ..., 0.,) | 1
- ar (A + €y PNk +1)b— (A + €, in—p41)
et M {g + N—k+1 N—k+1
s [ et trm (N + ) T 1Xm(>\+eka)\+€i7ﬂN—k+1aﬂN—k)]}
3.97
- z:l_{ [ *()\ + ElaluNferl)bJr()\ + Ei’luN*iJrl) 61:..:68:07 ( )
em que
YA+, ) 0 YA+ &L, unv—s)  exp(&id,) - exp(§10,)
det V(0 . 9.) = V(A& 1) YA+ &, uv—s)  exp(&20.,) exp(&20.,) .
YA +Ev ) - 1/}<>‘+§N’/~LN—S) eXp(fNaes) eXp(fNaEJ
(3.98)

3.3.1 Limite homogéneo

Estamos interessados em obter a funcao de particao do modelo e suas correlagoes no
caso homogéneo. E importante ressaltar que, diferentemente do caso DWBC, estas funcoes
dependem tanto da diferenca como da soma dos pardmetros espectrais para a fronteira
reflexiva — assim, o limite homogéneo neste caso sera entendido como Ay,..., Ay — A,

fis .y oy — o 7 0. Definiremos

)‘j:>\+§j7 e = U+ Wk, j,k‘zl,,N (399)
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Vamos comegar por Zy (3.2). Na situagao em que &i,...,&y — 0, wy,...,wy — 0, 0
determinante det M toma a forma
N—1 j
detM ~ [ le 5“,1 det M, Mjx = 30K (A, ), (3.100)
B L

ao passo que os fatores de fora do determinante se tornam

Tt @ (g i) a— (N, )b (N, i) b— (g i) fag (N, a— (A )by (A, )b (A, )]

[Te<; @+ (Ajy M) T O (s #2n) [a(2N)b(2p) [N VD2 )
HN b(205) Ty #- (par) N 1 1
~ [b(2\) S 3.101
T, by ) T b ()~ POV I 0 (3101)

Logo, no limite homogéneo, a funcao de particao se escreve

[ar (N, p)a_ (N, )by (N, )b (X, )] N
Zn = Ci[—a(Q){éb(Qm#mnmu [D(2X)k— ()] det M, (3.102)

em que Cy = [[[15' 5!

Agora, vamos calcular o limite homogéneo das correlagdes. Assim como no caso da
fronteira parede de dominio, vamos calcular os limites para a EFP e, a partir dela, obter as
funcoes Hj(p e GS\T}) quando s = 1. Para tomarmos estes limites em (3.97), prosseguiremos

como na Subsecao 2.4.1. Temos:

o [ [T b (ttns p11)b— (s 121) R
H r H w]+1
k=N_—s+1 K (k) Hj:l ay (A, pr)o—(Nj, i) H] r+1 @— (Ajs 1) by (N5 i) j=N—s
% IJ_V[ l( 1)]‘3+1 1 ‘|H 2,“ N 8+] (3 103)
e osrn L A= () lac (O )b (A )]V [as (A, )b (A, w)]” | 5=
—s=1 0 N-1¢J
det V(d.,,...,0 ]‘[ J“ 1 %= detV(o,,,...,0.,), (3.104)
7=0 r
sendo
Y aﬁf—s—lz/, 1 1
- ) cer OON-sL de, -+ O
detV(d,,,...,0..) = 5 G v o , (3.105)
aﬁ\\fflw a/]\VflaN—s—lw 8N—1 aN—l
M €s €1
e, por fim,
[T as O\ + €, piv—ir1)b— (A + €5, v —i41)
i<k
ﬁ m=12 trm (A + €) Ty Xm (X + €6, A+ €5, fiv—ir1, v—k)
i1 a_ (A€, in—ip1)by (A + €, fiv—iy1)
— i 5 Zm 12trm(/\+€z)Hk 1Xm<)\+6k7)\+€z‘ay“)
(A + €0y )b (A + €, 1)
1;[ a+ €; ( € )] z:l_ll —()\+€z>ﬂ)b+()\+€i7ﬂ)

(3.106)
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Substituindo (3.100), (3.103), (3.104) e (3.106) em (3.97), obtemos a seguinte

expressao para a EFP no limite homogéneo

(re) _ 1 il c(k—1)! [b(240)]F
S 0\ W b e e e

x det V(0,,,...,0,) {H[a+()\ + €, )b (N 4 €, p)]* "

=1

s 1otem (A €) TS A A+ €
» H lZm_1,2 r,m( + 61) Hk:l Xm( + €k, + €, :u>‘| } ‘ (3107)
=1 a—(A+ €, )b (A + €, 1) 1 ey
Dado que FU'Y = GV, tomando s = 1 em (3.107), segue que
co_ (V-1 ¢ (2] )
M detM R () fas (A )by (0 )N [ag (A, )b (A, )]
1) 35—5—%@ 1
0 S 0,002 Oe
| G 4 tt(A+e)| | (3.108)
: e=0
aﬁ\\fflw ainlai\/—Zl/} 8?7_1
Agora, calculando H ™= G%) — G%fl) usando o resultado anterior, temos
g0 — V=D p) [b(2p)]¥ o
Mo detM k() [ar (A )b (A, )] Has (A, )by (A, )]V
v aliV—s—lw 1
0 s 0\ONT2 Oe
| N R 4 wh+e) | (3.109)
: e=0
Rty o oy
pois
(At ) = a_ (A, wbs (0wt (A + ) — ar (b (L (A +e),  (3.110)

o que pode ser verificado usando as equagoes (3.79), (3.80) e (3.85)—(3.87).

E interessante notar que a funcao (3.107) pode ser reescrita em termos de um
determinante menor, agora usando a teoria de polinémios bi-ortogonais, apresentada no
Apéndice A. Comparando (3.100) e (A.8), cabe a identificacdo

= [ [ oyt ydedy = 830 (), (3.111)

com a fungao peso

1 _
w(z,y) = ie(’\”)““y@ (x 5 y) ® (x ; y) , (3.112)
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em que ®(z) é dado pela (2.82), com respeito a qual as sequéncias { P, ()}, {Qm (1)},
sao ortogonais. Aplicando as relagoes (A.8) e (A.11), obtemos

(rs) N ¢ [b(QU)]k_l
= Lﬂ(u)[a(A,u)b+(A,u)]Nr[a+(A,u)b(ML)]T]

‘;N75(863> VN—5<851) a1
x : {H[a+(>\+Ez‘,,u)b_(/\—kei,,u)]s_i
Vnei(0e) -+ V(@)
s I 1 trm A+ €) T2 Xon (X + €, A+ 6, 1)
X H [ a_(\+ €, k)b+()\+ei,u) ]}61_ —63_0’ (3.113)
com V,, = (n! /J,)P,. J& as funcdes G%) e H](\}”) ficam
n_ b2V ¢
N 0 T O s O )] T Do NG)EAE  (3114)
m_ ¢ [b(2p)]" . )
I T T oy O )=+ s o b OO+ 9] (B119)

Formalmente, podemos definir uma funcao geradora de H ") (3 47) dada pela mesma
expressao que (2.86). Logo, representagoes integrais para H ) e G tem a mesma forma
que (2.87) e (2.88), respectivamente. Entretanto, para o caso da fronteira reflexiva nao foi
possivel encontrar uma identidade andloga a (2.89) que relacionasse esta fungao geradora
hn(z) e os polindmios bi-ortogonais que aparecem nas correlagoes (3.113)—(3.115). Isto
impossibilita a obtencao de uma representagao integral para F) ](\f %) e, consequentemente,
impede a aplicacdo do método da EFP para a obtencao das curvas articas no modelo
de seis vértices com este tipo de fronteira. Para esta finalidade, contudo, ainda podemos
recorrer ao chamado método da tangente, como veremos a seguir. Para isto, é necessario

conhecer o comportamento assintético de hy(z) para o modelo com fronteira reflexiva.

3.3.2 Comportamento assintético de hy(z)

A seguir, estudaremos o comportamento da fungido geradora hy(z) no limite
termodinamico. Para isto, vamos estabelecer uma relagao entre esta funcao e a funcao
de particio de um modelo parcialmente heterogéneo, a exemplo do que foi feito para
a fronteira parede de dominio na Subsecao 2.5.2 [45]. Estes resultados originais foram

apresentados no trabalho [52].

Em primeiro lugar, observe que H](\;) (3.47) pode ser vista como a soma de dois

termos,

AP + DY

H(T) — ’
N ZN

(3.116)
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em que AE\T[) e D%) estao diretamente relacionados a probabilidade de que o vértice do tipo

¢ esta posicionado na porgao superior ou inferior da r-ésima linha dupla, respectivamente.

Graficamente, estas fungoes podem ser representadas como na Figura 19.

Y
N
Y Y
N

Y

Y

Y
N
Y

)

Figura 19 — As funcoes A%) e D%), com N = r = 3. Fonte: elaborada pela autora.

Y
Y

Agora, considere um modelo parcialmente heterogéneo, com parametros espectrais

)\1:...:)\]\7:)\, Mm1 = ... = UN—1 = W, MN:M—l-LU. (3117)
A partir da Figura 19, podemos ver que
AV pw) = [%(A, pw)bo (A g+ w)] e [CL(& p+ Wb (N p+ w)]r
N o CL+()\,M>Z?7<)\,ILL) a’*<)‘7:u)b+(>\7lu’)
b—()‘7u + W) (r)
——— AV (A A1
b_(\, 1) N (A ), (3 8)
DY\ p,w) = [%(A, pw)bo (A p+ w)] e [CL(& p+wbi (N i+ w)]r
N o a+()\7ﬂ>b*<)\7:u) a*<)‘7:u)b+(>\7u)
by(A\, p+ w) ()
_ A A1
by (M, 1) N ( ’/“L)7 (3 9)

em que AV (A, 1) e DV (A, 1) compdem a fungio HY (A, 1) para o modelo homogéneo
(w = 0). Uma vez que S H](J) 1, podemos relacionar os modelos parcialmente e

totalmente homogéneo segundo

ZuOum) = 32 | D a0 4 LD D)

[‘”WW) wﬂ»} - [a—(k,u+w)b+(hu+w)]r

@O0 b (% ) @O0 )b O 1) (3120

No caso especial em que p = 0e A =0 (n = 7/4), podemos ignorar os indices + e a

parametrizacao (3.9) se torna

a(A) = cos(A), b(A) = sin(A), c(A) = 1. (3.121)
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Neste caso, a observagao relevante é que podemos combinar as fungoes Zy(\,w) e
Zn(A, m/2 — w), obtendo
cos(w)Zn (A, w)—sin(w)Zy (A, /2 — w) = cos(2w) Zn(N) x

Ny [al + w0)bp = w) 1V Ta(h — w)b(A + w
7;1 B [ a(A)b(N) ] [ AN

)]H, (3.122)

que pode ser reescrita aplicando-se a definigao (2.86),

aw)Zn(Aw) —bw)Zy(A /2 —w) [G(A +wb(A —w)

a(2w)Zn(N) MESEN ] hnly(w)],  (3.123)

sendo

Y (w) = . (3.124)

De (3.123), vé-se que o comportamento assintético de hy(z) é determinado uma
vez conhecida a razao Zy(\, w)/Zx(A) no limite em que N — co. Usando (3.40) e (3.102),

no caso geral em que p # 0 a razdo entre as fungoes de partigdo se escreve

ZyOupw) _ (N =1k (p+w) [ b(2p) ]N‘l y
ZnA ) )N k() (20 +w)
as (A it w)a (A, g+ )b (A s+ w)b_ (A e+ w) ]

ay (N p)a_ (A, )by (A, )b (A, ) 1 Sn(p,w),  (3.125)

em que

7~—N<>‘a 22 UJ)

W (3.126)

SN(/'L7W> -

com Tx(\, p) = det M (3.100), e

7~—N = detm,

_ XN ), k#£N
|v|]k{A v, k7 Gk=1,.. N (3.127)

ot w), k=N

Vale ressaltar que A é visto apenas como um pardmetro em Sy(p,w). Com a
finalidade de encontrar o limite assint6tico de Sy (i, w), buscaremos uma equagao diferencial
cuja solucao é dada por esta razao de determinantes. Assim como no caso DWBC, o ponto

de partida é aplicar a identidade de Sylvester (2.119) aos determinantes 7y € Tn11. Segue

que
1 62 ™ a)\TN
TN+1 = An — TN+1TN—-1 = TNaiuTN - (a)\TN)(aMTN>, (3.128)
TN-1|0,TN TN
- 1 |O\TN OhT ~ _ _
TN4+1 = —— i N ATN — TN+1TN—-1 = TNa)\TN — TNa)\TN, (3129)
TN-1| TN N
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1

TN-1

TN O3, TN (OZTN)(0uTn) — TN DR, TN
TN-1 .

(3.130)

OuTN+1 = OuTN41 + OTN+1 = OuTN1 +

7~—N @JN

Usando as equagoes (3.128) e (3.129) para eliminar as derivadas em A, bem como a

definigao (3.76), podemos colocar a equagao (3.130) na forma

8,Sx = 0.,Sn + S0, [log (TJTHH — Sy_1. (3.131)
N

Antes de propormos uma férmula para Sy (p,w), note que esta funcao satisfaz a
condicao de contorno
N-1

S(pn) ~ ¢ -

dado que Zn(\, p,w)/Zn(A, 1) — 1 conforme w — 0 (veja (3.125)). Por outro lado, é

sabido que 7y tem comportamento exponencial [28]
TN\, p) = Cye2N T +O) (3.133)

sendo que

() ()
9 smyi| — | sSinf{ —
Ao — ™ il 1 (3.134)

ols) T

Uma vez que os determinantes 7y e Tn diferem apenas por uma coluna, é plausivel que
o comportamento de 7y seja similar ao de (3.133). Portanto, a razdo Sy deve crescer

exponencialmente de acordo

N Upw)+o(N)

Sy (p,w) = N1 (3.135)
Substituindo (3.135) em (3.131), obtemos a equagao diferencial parcial
(0, — 0,) Uty w) 4 40, fF (N, 1) + e H) =, (3.136)
cuja solucao ¢é dada por
M) = 2= MO [ F(N, o+ w) — f(A, ). (3.137)

Finalmente, ao substituir (3.137) em (3.125) e tomar p = 0, n = 7/4, segue que

ZInAw)  ko(w) [a(A+w)a(N —w)b(A + w)b(A —w) N "
Zn(N) [b(w)]2N az(\)b2(\) [g(A\, w)] ™, (3.138)




Capitulo 3. Fronteira com uma extremidade reflexiva 61

para N > 1, sendo

b2 (20)b2 (2w)

! 3.139
T AD(2) — 2wW)D(2X + 2w) (3.139)

g\, w)

Por simplicidade, fagamos o pardmetro da fronteira £ = /2, de maneira que
K+(A) = cos(A). Com isto, ao substituir (3.138) em (3.123) e resolver para hy[y(w)],

obtemos

1 <[a2<w b (w) ) [au—w)b(ﬂw)g(AM s

a(2w) a a(A\)b(\)

o) RNC) A 0)

Para garantir que os pesos de Boltzmann a(\ + w), b(A + w) sejam reais e positivos na

parametrizacao (3.121), os pardmetros A e w estao restritos aos intervalos

0< A< “A<w <A (3.141)

™
_47

Assim, |tan(w)|< 1 e, consequentemente, (b(w)/a(w))* ™+ < 1 quando N >> 1. Portanto,

f@)Vu—wwu+wm0wwN

a2y | a2 (W) (3.142)

hn[y(w)] ~

Tomando o logaritmo de (3.142) e o limite termodindmico desta expressao, obtemos

log hy[y(w)] a*(w)a(A)b(N)
=1 la(/\er)b(/\_w)] . (3.143)

A N



62

4 Curvas articas no regime desordenado

Neste Capitulo, abordaremos a questao da obtencao das curvas articas para o
modelo de seis vértices no regime desordenado, apresentando, em detalhes, dois métodos: o
método da EFP [45] e o método da tangente [46]. Ambos os métodos foram desenvolvidos

para o modelo de seis vértices com fronteira do tipo parede de dominio.

A ideia por tras do método da EFP é bastante intuitiva: visto que a correlacao
F](\f’s) fornece a probabilidade de ter uma regiao ordenada no canto inferior direito da
rede quadrada, no limite termodindmico esta funcao deve valer 1 na regiao congelada e 0
em todo o restante. Assim, as coordenadas da rede nas quais ocorrem o comportamento
degrau da EFP sao as coordenadas da curva que separa esta regiao ordenada do interior
desordenado (denotadas por Ogg e D, respectivamente, na Figura 20). No entanto, fazer
o tratamento da EFP no limite termodinamico e, a partir disto, obter as coordenadas
espaciais onde esta fun¢ao muda de valor é uma tarefa bastante complicada. Para o caso
do modelo de seis vértices com fronteira parede de dominio, isto s6 é possivel gracas a

representagao integral (2.115).

Ja o método da tangente foi motivado pela observacao de que a curva artica do
modelo de seis vértices com fronteira parede de dominio é o envelope de uma familia de
linhas retas, determinada pela funcao geradora da correlacao HJ(J) . Usando a formulagao
do modelo em termos de caminhos (ver Figura 4) e fazendo uma pequena modificagdo na
fronteira, cria-se uma perturbacao na forma de um caminho aleatério direcionado que,
no limite termodindmico, torna-se uma linha reta que tangencia a curva artica. Assim,
uma vez encontrada a equacao dessas retas, determina-se também a expressao analitica da
curva artica. Do ponto de vista da aplicabilidade, o método da tangente ¢ mais abrangente
do que o método da EFP — a principio, pode ser aplicado em qualquer modelo que possa
ser formulado em termos de caminhos na rede que nao se intersectam. De fato, desde sua
introdugdo, o método da tangente foi usado para reproduzir resultados conhecidos e prever
novos, tanto para o modelo de seis vértices sob uma variedade de condi¢ées de contorno

como também para outros modelos (veja por exemplo [67-71]).

No que segue, o limite termodinamico deve ser entendido como a situagao em que o
numero de linhas e colunas da rede tende a infinito ao mesmo tempo em que o espagamento
entre os vértices vai a zero, de modo que a &rea total da rede permanega finita (limite
continuo). Veja as Figuras 20 e 21 para uma ilustracdo das redes com fronteira parede de

dominio e reflexiva neste limite.



Capitulo 4. Curvas drticas no regime desordenado 63

Rw
RE
Osk
Osw A
(0,0) " (1,0) *

Figura 20 — Ilustracao da rede com condicao de contorno do tipo parede de dominio no
regime |A|< 1, no limite termodindmico. Este é um esbogo das curvas de
separagao entre as regides Onw, Ong, Osw e Ogg, que tém ordenamento
ferroelétrico, e a regiao D, desordenada. Os pontos de contato da curva com
as fronteiras superior, inferior, direita e esquerda sdo denotados por k;, com
1= N,S, E, W, respectivamente. A area da rede é escalada para que seja igual
a 1. Fonte: elaborada pela autora.

A curva artica I' do modelo com fronteira DWBC é a unido das curvas
F:FNWUFNEUFSWUFSE, (41)

em que I'; é a curva que separa as regioes O; e D, i = NW, NE,SW,SE. Gracas as
simetrias do sistema, é necessario obter apenas uma delas. Considere os pesos wi, wa, w3,
wy, ws € wg introduzidos na Segao 1. Veja que a reflexdo das setas com respeito a vertical

ou horizontal troca a <> b, pois

Wy 4> Wy, Wy > W3, (4.2)
para reflexao com relacao a vertical, e

wy > Ws3, Wa 4> Wy, (4.3)
com respeito a horizontal. Por outro lado, a reflexao pela diagonal mantém os pesos:

Wy 4> Wa, W3 < Wy. (4.4)

Com isto, se a por¢ao ['sg(§) = (xsg, ysg; &) da curva é descrita pelas coordenadas

paramétricas

rsp = £(§; ), yse = y(& ), § € [0,&, (4.5)
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- \ 65E
O |
SW j\/\

(0,0)

Figura 21 — Ilustragao da rede com uma extremidade reflexiva no regime |A|< 1, no limite
termodinamico, reescalada para um retangulo de dimensoes 2x1. Este esbogo
representa as curvas articas que separam as regides ferroelétricas O NW Osw
e antiferroelétricas O NE, OSE da regiao central desordenada D. s, it =1,t0b
sao os pontos de contato com as fronteiras esquerda, superior e inferior,
respectivamente. Este esboco foi feito com base nos resultados numéricos
de [61]. Na situagao em que a = b, ¢ = 1, espera-se que as regioes Ong e Osp
sejam suprimidas. Fonte: elaborada pela autora.

sendo & = &y(N) tal que

z(0) = kg, y(0) =0, x(&o) = 1, y(6o) = kg, (4.6)

as demais por¢oes da curva sao obtidas desta pelas relacoes

Csw (&) = (wsw,ysw; &) = (1 — (&7 — A),y(§;m — A)), (4.7)
Lye(§) = (zsw, ysw; &) = (2(§m — A), y(§m — A)), (4.8)
Cyw (&) = (zsw, ysw; &) = (1 —2(§A), 1 —y(&N)). (4.9)

Consequentemente, se kg = K, segue que ky = 1 — k. Pela simetria com respeito a
diagonal, ky = kg = Kk, kg = kyw = 1 — k. Logo, para determinar toda a curva e os quatro

pontos de contato, basta encontrar I'sg e K.

Analogamente, a curva artica do modelo com condi¢ao de contorno reflexiva serd a

uniao das curvas

I =Tpyw UTyg UTgw UTgg. (4.10)
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Entretanto, da Figura 10 pode-se ver que nao existem operacoes de simetria que levem os
pesos do lado esquerdo ao direito em virtude dos vértices k. Com isto, se determinarmos,
por exemplo, a curva fNW(w) = (x(w; A, 1), y(w; A, 1)), temos acesso também a porgao

f‘gw(w) = (x(w; A\, 1), 2 — y(w; A, —1)), mas nao ao restante.

4.1 Pontos de contato

Antes de abordar diretamente a questao da obtencao da curvas articas, vamos
determinar a posi¢do dos pontos de contato, seguindo as referéncias [45] e [52] no que diz

respeito as fronteiras DWBC e RE, respectivamente.

A regido Ogp é preenchida por vértices wo (Fig. 3) e, ao passarmos por (z,y) = (1, k),
hé inversao das setas na vertical, sendo a regiao Oy preenchida por vértices wy. Agora,
lembre-se que a funcdo de correlagdo (2.23) é a probabilidade de o estado da aresta na
primeira coluna entre as linhas r e r + 1 seja uma seta para baixo — com isto, no limite

termodinamico, esta funcao admite um comportamento do tipo degrau:

]-7 0 S Ypw < R, N-—r
Gow(y) = Ypw = N
Oa K < Ypw S 17

Ypw € [0, 1]. (4.11)

em que G(y) = lim, 00 Gg\?), com “DW?” indicando as quantidades relativas ao modelo
com condicago DWBC. Para o caso reflexivo, pouca coisa muda: Oy e Ogy sdo, respecti-
vamente, preenchidas por vértices w; e ws, de maneira que o valor assintotico de (3.48)

salta de 0 para 1 no ponto de contato s com a fronteira do lado esquerdo:

I, 0<yre <, 2(N —r
Gre(y) = YRE = (N)’
07 A < YRE S 27

yre € [0,2], (4.12)

sendo “RE” correspondente as func¢oes do modelo com fronteira reflexiva.

O comportamento degrau (4.11), bem como (4.12) podem ser extraidos da repre-
sentagao integral (2.88) via método do ponto de sela, discutido no Apéndice B. Como a
analise dos dois casos é completamente analoga, omitiremos os indices DW, RE no que

segue sempre que for possivel.

Primeiro, colocamos o integrando (2.88) na forma

hy(z)
No(z) _ _*"NA\<) 413
e e (4.13)
entao, nos limites r, N — oo,
log h
9(2) = lim B e (4.14)

N—o0
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sendo y = ypw (¥ = yrr/2) no caso DWBC (RE). Por (B.2), o ponto de sela z, é a solugao

da equacao

l—y d |, loghy(z)
- — | lim ————~= =0. 4.1
20 + dz [Nﬂo N . 0 ( 5>

Note que os unicos resultados relativos ao limite assinético de hy(z) sao (2.133), com
z=7(&) (Eq. (2.98)) no caso DWBC e (3.143), com z = vy(w) (Eq. (3.124)) no caso RE.

Em ambas as situagoes, z ¢é real e positivo, e assim o manteremos na analise a seguir.

Por (B.8), o valor assintético da integral sera

j{ Md ~ | 2T v NoGz0) 0 conforme N — (4.16)
co (z—1)zr o N[ (20)| ‘ o - '

em que Cy é o contorno deformado.

Se zp < 1, ao deformarmos o contorno de integracao C' a fim de passar pelo ponto
de sela, podemos ignorar a singularidade em z = 1. Com isto, a integral sobre Cy e C' sao
iguais, o que leva a G(y) = 0. Contudo, se zy > 1, necessariamente o contorno deformado
envolvera a singularidade z = 1. Neste caso, a integral sobre Cj é (2.88) mais a contribuicao
do polo em z =1, isto é,

jgco(mv@dzzfc(fwv@dz%lwdz:o, N oo,  (417)

z—1)z" z—1)z" z—1)z"

em que C} é um contorno fechado no sentido anti-horario que envolve somente a singulari-

B o B D)

= = —2mi 4.18
z—1)z" o (z—1)z" =1 (z—1)z" i (4.18)

dade em z = 1. Por causa de (4.16), a equagao acima implica
]{ h(z) . _ hy(z)
o (
pois hy(1) = SN, HY = 1. Com isto, G(y) = 1 se z > 1. Portanto, G(y) salta de 0 para

lem zy=1.

Fazendo z = 4(), o ponto de contato da curva com a fronteira no caso DWBC
corresponde a & = 0. Substituindo (2.98) e (2.133) em (4.15) e resolvendo ypw = k, segue
que

_ veotly(A —n)] — cot(A+n)
~ cot(\—n) —cot(X+n)

(4.19)

Ja no caso da fronteira reflexiva, a equagao (4.15) fornece somente o ponto de contato
com a fronteira do lado esquerdo, dada a falta de simetria do modelo. Tomando agora
z = y(w), substituindo (3.124) e (3.143) em (4.15), aplicando em 1 = 7/4 e resolvendo
para yrg = » = », obtemos
cos(A + w) sin(\ — w)

sin(2\) cos(2w)

x=2|1—(1-sin(2)\)tanw) =1 (4.20)

w=0
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4.2 Meétodo da EFP

Nesta Se¢ao, vamos derivar expressoes analiticas para as coordenadas paramétricas
da curva artica do modelo de seis vértices com condicao de contorno parede de dominio,
no regime desordenado, reproduzindo resultados de [45]. Como mencionado acima, F ](\f )
(2.52) se comporta como uma fungao degrau no limite termodinamico, valendo 1 na regiao

ordenada Ogg e 0 em todo o restante da rede:

1, (z,vy) € Ogg, N — N —
lim FU = F(z) = (#.9) €0se,  _N—s y="—"1 z,yel0,1].

r,8,N—00 07 (l’, y> ¢ OSE, N N

(4.21)

Queremos estender a andlise da integral (2.88), feita na Subsecao 4.1, para o caso mais

geral (2.115). O ponto de partida é substituir o integrando por exp[N¥(z1, ..., 2z;)], tal

que
s 1—1 s
NO(z1,...,25) = > > 2log(zj — z) + > [(s — 1) log[(#* — 2tA)z; + 1] — rlog z;—
j=21i=1 j=1
—slog(z; — 1)] +log[hns(21, . .., 25)] + loglhs s (u1, . . ., us)], (4.22)
lembrando que
sin(A —n)
t= ———"2= A= 2n). 4.23
S want cos(2) (1.23)
Derivando (4.22) com respeito a z;, j = 1,..., s, e igualando a zero, obtemos as equagdes
do ponto de sela:
(s = 1)(#* —2tA) & 2 N t2z; — 2tA N 22 s
(t2 — QtA)Z] +1 i=1 i — Zj tQZiZj — QtAZ] +1 tQZiZj — QtAZZ +1 Zj — 1
7]
ro 0 2 —2tA +1 9]
— — 4+ —loglhns(z1,...,25)] — loglhs s(uq, ... ,us)] = 0.
Z; + 0z; oglhws(21 %)) [((t2 —2tA)z; + 1)? | Ou, 0g[hs,s (11 us)

(4.24)

Note que estas equagoes dependem de r e s, que, por sua vez, sao fungoes das coordenadas
da rede (z,y) no limite termodinamico. Conforme mencionado anteriormente, ¢ de (4.24)
que obteremos a curva ['gg, sob a hipotese de que quase todas as raizes se condensam no
mesmo valor — no caso, 1. De acordo com [45], a condensagao de raizes é uma consequéncia

de duas caracteristicas do integrando (2.115):

1. o polo em z =1 é de ordem s em todas as varidveis de integracao z1, ..., 2;

2. o residuo calculado sobre todas as variaveis de integracao no ponto z =1 ¢é 1.
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A afirmacao do item 1 segue diretamente da representacao (2.115) para a EFP. Por
outro lado, para verificarmos o item 2, considere a versao nao simetrizada de F J(\;" '#) , dada

pela (2.90). Eliminando Z; através de (2.92) e usando a definicao (2.97), segue que

QtA Vz; + 1]577 Zi = Zj
Fr _< ) 7{ % J \
o H —1)sitl H 22,2, — 2tAz; + 1

1<i<j<s

X hN,s(Zh ooy 2g)dzy L da. (4.25)

Seja F J(\;G’S) a mesma integral multipla que F J(\f’s), diferindo apenas pelos contornos de

integracao,
(s QtA 577
= (o) o f T2 B
2mi - plale] — 1)sJ I<i<j<s 22,2 — 275AZz + 1
X hN7S(z1, . ,Zs)dzl coodzg, (4.26)
em que C] = —C; é orientado no sentido horédrio e envolve somente as singularidades
2z =1,7=1,...,s. Agora, vamos separar os fatores que levam a varidvel z,, ou seja,
~ - QtA Yz + 1]577
B = ( ) j{ f ” X
N 27i - - Jl_[1 s+l
i — Zj — Zg th(Zla--- )
x dz, ]{ dz,.
1<i<]1_.[<5_1 122,25 — 2tAz; + 1 dz Fsl H D122z — QtAzj +1  2r(z—1) :
(4.27)
Por (2.86) e (2.97), a func@o hy (21, ..., 2s) € um polindmio de grau N — 1 em cada um

de seus argumentos. Portanto, exceto pelo fator (2, — 1)™!, que tem um polo simples em

zs = 1, o integrando na variavel z, é uma funcao analitica. Pelo teorema dos residuos,

s—1
Zj — Zs th(Zl,...,ZS) Zj—l
) d S — 2 h s g e 0oy s—1» 1 .
]{’ gtzzs%‘—%AZﬁrl 2(zs — 1) : mH 2 —2N)z; +1 (=1 %s-1,1)
(4.28)
Veja que, por (2.97), se fizermos z; = 1 em hys(z1,. .., 2s) todos os elementos da tltima

coluna do determinante se anulam, exceto por hy_si1(1) = 1. Logo, ao desenvolver o

determinante pela ultima coluna, obtém-se a recorréncia
hN75(2’1, 7 1) = hN7S_1(Z'1, Ce ,Zs_l). (429)

Com isto,

= (r,s) — QtA ZJ + 1]8 i-1
= f f
N ( 27r1> . . H (zj —1)s7J .

1]1

X
1§¢<]1_'[§s | Pz — 2tAzZ +1
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Repetindo o procedimento para as variaveis z;_1,..., 23, uma a uma, o que resta é
~ 1 hyi(z1)
plrs) _ j’{ : dzy = 1, 4.31
N omi Jor (s —1) (4:31)

de acordo com (4.18).

Agora, vamos supor que parte das raizes das equagoes (4.24) se condensam em z = 1.
Sejam n. e n, sejam o nimero de raizes condensadas e nao condensadas, respectivamente,

tal que

e U1, M L, s~ N = 0. (4.32)
S S

Vamos avaliar cada termo das equagoes (4.24) nas condigoes (4.32). Comegando pelo

somatorio,

> 2 N 2z — 2tA N 2z
Zi — Zj t2ZiZj — QtAZj +1 t22i2}j — QtAZ,L +1

2s N (1 — 2tA)s N st?
L—z  (2—=2tA)z; +1 22, —2tA+1

(4.33)

Em seguida, passamos aos logaritmos. Aplicando sucessivamente a relacao de recorréncia

(4.29), encontraremos

hns(z1, o Zngs Loy 1) = hy o (215 -+, 20 ), (4.34)

que, por sua vez, é explicitamente escrito como

1 T _

hN,nu(Zla"'aZnu) = H H(Zj - 1)nu 1hN(ZJ) X

1<i<j<ng 73— i j=1

( z1 )"“_1 AN—n,+1(21) ( Zn,, )nu_l hN—ny+1(Zn,)

21— 1 hn(z1) Zn, — 1 hn(zn,)

C)has e ()

1 1

(4.35)

Uma vez que N > ny, hy_n,+j/hy ~ 1. Com isto, o determinante é, aproximadamente,
uma razao de polindmios de grau n, — 1 em qualquer uma das variaveis 21, ..., z,,, 0 que
¢ desprezivel no limite s, N — oo (comparado a N). Assim, tomando o logaritmo de (4.35)

e retendo apenas o termo dominante,

log[hnn, (21, - -, Zn)] ~ D _log hn(z)). (4.36)

j=1
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Para avaliar h, ¢(uq, ..., u,, ), vamos buscar uma férmula de recorréncia envolvendo
) Y Y w /)
hns(uq, ..., us0), uma vez que z; = 1 corresponde a u; = 0. Fazendo u; = 0 em (2.97) e

simplificando, obtemos

hN,s(ul, ey Us—1, O) = hN(O)thl,sfl(ula Ce ,us,l). (437)
Consequentemente,
Pos(ut, .. tn,,0,...,0) = [ $hj(0)n, p, (v, .. up,), (4.38)
j=nu+1
o que implica
loghs,s(ut, ... Un,,0,...,0)] = > logh;(0) +loghn,n, (w1, .., un,)l, (4.39)
j=nu+1

cuja derivada com relacao a u; € desprezivel em comparagao a N.

Com as consideragoes acima, ao dividirmos as equagoes (4.24) por N e colocarmos

s = N(1—x),r = N(1—y), obtemos n, equacoes do ponto de sela, idénticas e desacopladas:

l—y 1—a[t?-2At+1 d log h(2)
_ S — 2 =0. 4.4
lt?z —2AL + 1] dz lNLHéo N 0 (4.40)

z z—1

Seja z = 7(§) (2.98). Apds um célculo extenso, no qual aplicamos (2.133), a equagdo acima

se torna

ye(€+A) + (1 —x)p(§ +n) — V() =0, (4.41)

em que
V(&) = cot& — cot(A+ &+ n) — veot(v€) + veotlv( A+ € —n)l, (4.42)

sendo ¢()\) é dado pela (2.10) e v pela (2.130). Vamos definir ¥(€) = yp(€ + \) + (1 —
z)p(€+n) — V(). Para encontrarmos as coordenadas (z,y) sobre a curva I'gg, exigiremos

que £ ¢é tal que
W(E) =V'(§) =0, (4.43)

e resolveremos as equagoes resultantes para x e y. Segue que

0V (Oe(E+AN) = T(E)Iep(§ + V)
P+ N)ep(€+n) — @(§ +1)0ep(E +N)’
y(€) = V(§)ep(§ +n) — O W(E)p(€ +n)
(€ +N)0ep(E+n) — (€ +1m)0ep(E+N)

Note que como V(&) =V (mr — A —n—&) e p(m— ) = @(N), z(§) pode ser obtido de y(&)

e vice-versa através da translacdo & — m — A — n — &. Explicitamente, (4.44) e (4.45) sdo

2(€) = (4.44)

(4.45)
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dados por
o(€) =1— sin?(€) sin?(€ + 2n) sin(A + & — n) sin(A + & + 1)
sin(2n) sin(A — n)[sin(A + £ — n) sin(§) + sin(A + € + 1) sin(€ + 27)]
" sin(A + n) sin(A — ) B vsin[v(\ — n)]sin[v(\ + 2 — n)]
sin?(&) sin(A + & +n)sin(A + & —n) sin?(v€) sin?[v(\ + &€ — n)]

vsin(2€ 4 2A) sin[v(A — n)]

+sin()\ +&+n)sin(A+ & —n)sin(vé) sinfv(A+ & —n)] |’ (4.46)
y(€) = sin(€) sin(€ + 2n) sin®?(\ + &€ — n) sin®(A + € + )
sin(2n) sin(A — n)[sin(A + £ — n) sin(€) + sin(A + € + ) sin(§ + 2n)]
sin(A + n) sin(A — ) vZsin[v(\ — n)]sin[v(\ + 2 — n)] B
sin(&) sin(¢ + 2n) sin®(A + € + 1) sin®(v€) sin*[v(A + & — )]
vsin(2€ + 2n) sin[v(A — n)] (4.47)

~ sin(€) sin(€ + 2n) sin(v€) sin[v(A + € — )] |

Os pontos de contato com os eixos x e y correspondem aos limites £ - 0e & — 7 — X —1n.
De fato, diretamente de (4.46) e (4.47),

limz(§) =1, limy(§) =k, lim z(¢) =1-k, lim y(§)=0. (4.48)

£—0 £—0 E—m—A—n E—m—A—n

4.3 Meétodo da tangente

4.3.1 Fronteira parede de dominio

Agora, vamos apresentar o método da tangente como originalmente formulado, no
trabalho [46]. No que segue, adotaremos a representacao em termos de caminhos para o
modelo de seis vértices, cujas configuragoes permitidas estao ilustradas na Figura 4. Como
consequéncia da regra do gelo, os estados permitidos para o modelo sao caracterizados por
caminhos na rede que nao se intersectam. Estes caminhos sao direcionados, no sentido em
que se seguirmos um deles para a direita ou para cima, nao encontraremos nenhum passo
para a esquerda ou para baixo. E importante notar também que, se adotarmos condicoes
de contorno fixas, todos os caminhos deverao comecar em um lado da rede e terminar em

outro, isto é, nao ha caminhos interrompidos em configuragoes validas.

Em particular, para a fronteira parede de dominio da Figura 10, cada configuracao
valida tem N caminhos que comegam na parte de baixo da rede e terminam do lado direito

da fronteira, como ilustrado na Figura 22.

Agora, facamos uma pequena modificacao na rede, excluindo a sua N-ésima coluna.
Com isto, se quisermos manter os estados das arestas nas fronteiras superior, direita e
inferior, devemos inverter o estado de uma delas na borda esquerda, por conservagao

dos caminhos. Isto esta ilustrado na Figura 23. Assim, as configura¢oes permitidas neste
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Figura 22 — Exemplo de configuracao permitida na representacao de linhas e seu equivalente
em termos de setas. Fonte: elaborada pela autora.

retangulo sao marcadas por N — 1 caminhos que comecam na borda inferior e um que
parte da borda esquerda, todos terminando na fronteira direita. E razodvel esperar que,
no limite termodinamico, a regiao desordenada gerada por N — 1 caminhos é delimitada
pela mesma curva que a regiao gerada por N, sendo que o N-ésimo caminho se torna uma
linha reta que cruza o eixo y em k/N e é tangente a curva de separagao de fases em algum

ponto. O método da tangente é apoiado nesta suposigao [46].

Figura 23 — Rede retangular com fronteira DWBC exceto pela linha espessa na borda
esquerda, na posicao k. Fonte: elaborada pela autora.

Mais geralmente, considere uma rede retangular com N linhas e N + L colunas,
L € N, com a seguinte condi¢ao de contorno: setas saindo por todas as arestas na fronteira
de cima, bem como pela primeira e pelas N — 1 tltimas da fronteira de baixo, e entrando
por todas as demais. Fixemos a origem na interseccao da N-ésima coluna com a primeira
. : . . . .3
linha (contando de baixo para cima). Podemos considerar dois dominios: A,(C), formado
pelas L+ 1 primeiras colunas e N linhas, e A,(Cr), formado pelas N — 1 tltimas colunas, com

k=N —r+ 1. Veja a Figura 24(a) para uma representacao desta condigdo de contorno
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descrita em termos de caminhos. Com tais condigoes de contorno, as configuragoes do

K}S) AK](:)

(b)

Figura 24 — (a) Rede estendida para aplicagao do método da tangente no modelo de seis
vértices com condigao de contorno parede de dominio. (b) Limite continuo da
rede estendida. Fonte: elaborada pela autora.

A () R : . . . N
dominio Afc) sao caracterizadas por um tinico caminho orientado que parte da primeira
aresta vertical da borda inferior e sai por alguma aresta horizontal na divisdao entre os dois
dominios, na posigao k € [1, N]. J& os estados do dominio A,gr) sao os da rede modificada
que mencionamos acima, com N — 1 caminhos que saem da base inferior e chegam a

fronteira direita. Nesta situagao, supoe-se que no limite termodindmico (r, N, L — oo):

1. A regiao desordenada do dominio /N\,(;), determinada por N — 1 caminhos, é delimitada

pela mesma curva artica do que o modelo de seis vértices com fronteira DWBC



Capitulo 4. Curvas drticas no regime desordenado 74

definido em uma rede N x N;

2. O caminho direcionado do dominio /N\,(cl) se torna uma linha reta que cruza o eixo
y em (0,k/N) e o eixo x em (—L/N,0), com respeito a origem O’, e tangencia a
por¢ao I'yy da curva artica em (z,y). A partir deste ponto, espera-se que esta reta
se encurve de acordo com o formato da curva artica, ji que nao pode entrar na regiao

desordenada.

Uma vez que os vértices deste dominio sdo os mesmos que os da regiao Oy, é
plausivel afirmar que esta reta nao muda de inclina¢ao ao cruzar a interface entre os

dominios /~\,(€1) e /K,S).

Esta descrigao estd ilustrada na Figura 24(b). Definindo u = L/N, x = k/N, a equagao

desta reta se escreve

Un(z,y;2) =y — zgz;x —x(2) =0. (4.49)

Variando L, ou seja, u, obtemos uma familia de linhas retas tangentes a mesma porcao da
curva artica. Em outras palavras, a curva I'yy é 0 envelope desta familia de curvas, cujas

coordenadas paramétricas (x(z),y(z)) sdo solugao do sistema de equagdes [72]

d
Uu(2,y;2) =0, g Vulz,y:2) = 0. (4.50)

Assim, para encontrarmos a curva artica, basta determinarmos y/u e x. Para isto, vamos

estudar a funcao de partigao da rede estendida (Fig. 24) no limite termodindmico.

A funcao de particdo da rede estendida é a soma do produto das fungoes de particao

dos domfnios A e A sobre k=1,..., N, isto é,
Y
Tau = 22020 ()
k=1

Lr)  ~ - - f . x(,
em que Z,g Y sio as fungoes de particdo correspondentes aos dominios A,g 2

Primeiro, vamos considerar Z,gl) . Como mencionado acima, as configuragoes deste
dominio sdo definidas pelos possiveis caminhos direcionados com inicio em O = (0,0) e fim
em (L,k — 1), com passos para a direita ou para cima apenas. Assim, para encontrar a
funcao de particao da parte estendida da rede, faremos a contagem dos caminhos levando

em consideragao as diferentes contribuigoes dos pesos de Boltzmann ws, wy e ws, wg (Fig.
4).

Seja £ o nimero de vértices que sao precedidos por um passo a direita e sucedidos
por um passo para cima em um dado caminho g. Chamaremos este tipo de vértice de

canto a direita. Se w é a contribuicao de cada um destes vértices, a contagem ponderada
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dos caminhos que comegam em (0,0) e terminam em (z,y) é dada pela soma

Pu(z,y) => Nz, y; O)wt, N(x,y; () = <§> <‘Z>, (4.52)
>0

em que N (z,y; ) é o ntimero de caminhos entre os pontos (0,0) e (z,y) com ¢ < min{z,y}
cantos & direita. E importante notar que para um dado caminho g : (0,0) = (x,y), o
caminho g obtido do anterior pela adicdo de um passo vertical anterior a origem e um
passo horizontal apés o ponto final tém o mesmo nimero de cantos a direita, ou seja
(g) = €(g).

Por outro lado, ao invés de atribuir um peso w para os cantos a direita, podemos
considerar dois pesos diferentes: wy, para vértices que sao precedidos e sucedidos por passos
na mesma diregao, e wp caso contrario. Sejam s(g) e t(g) o nimero de vértices do tipo
Wi e Wy, respectivamente, em um dado caminho g. Podemos relacionar ¢(g) a estas duas

outras quantidades segundo
s+t=x+y+1, t=20+1, (4.53)

e entao

TN (YY) zty—
PW1,W2(I7y) - Z <€> <€> W1+y 2€W§€+1. (454)

>0

Agora, lembre-se de que, por defini¢ao, a funcdo de particao é dada por

o _ ni+nz, n3+na, ns+ne
Zy =Y wp et (4.55)
{n}
em que {n} = {ny,...,ng} é o conjunto de nimeros dos vértices wy, ..., ws em cada

configuracao, com o vinculo ny+. . .+ng = N(L+1). Lembre-se de que estamos considerando
um modelo simétrico, ou seja, wy = wq, w3z = wy, ws = wg. Da Figura 4, vé-se que o
numero de vértices ws e ws sao, respectivamente, x + y — 2¢ e 20 + 1 em cada caminho g.
Colocando w; em evidéncia na expressao acima e atribuindo wy = w3z /wy, we = ws/wy,

segue que a funcao de particdo Z ,9) é dada por

L kL —1 20+1
200 = DL g <€> ( . > (“’5> , p= (4.56)

>0 ws w1

Por outro lado, Z,gr) é a funcao de particdo de uma rede com N linhas e N — 1
colunas com fronteira do tipo parede de dominio, exceto pela aresta na k-ésima linha da
borda esquerda cujo sentido aponta para fora da rede. Da Figura 23, vemos que esta funcao
de particao pode ser obtida observando que a aresta invertida corresponde justamente a

probabilidade de haver um vértice w3 na interseccdo da N-ésima coluna com a k-ésima
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de uma rede quadrada com condi¢ao de contorno DWBC. Logo, Z,ir) estd diretamente

associada a funcao H](\’f),

(k)
L0 _  ZnHy
. w Fws ws”

(4.57)

em que Zy é a fungao de partigdo do modelo homogéneo com fronteira DWBC (2.20).

Reunindo (4.56) e (4.57) e somando sobre k, obtemos

N
Znp =322
k=1

N
L\ (k-1
—wMZy 33 2 —2At+ 1) HY. (4.58)

imtizo \f ¢
No limite termodindmico, as somas em (4.58) podem ser transformadas em integrais nas
variaveis reais x = k/N e ( = /N, nas quais podemos aplicar o método de Laplace [73].
Considere apenas o termo dentro dos somatorios, e escreva-o na forma exp(NS(x, (;u)). Va-
mos maximizar a fun¢ao S(x, ¢; u), pois é de onde deve vir a contribuigdo mais significativa

do integrando quando N — oco. Explicitamente, S(x, (;u) é dada por

S(x, Gu) = xlog x —2¢log ¢ — (x — ¢)log(x — ¢) +ulogu — (u — () log(u — )+

2 logH](\lfC)
+ (1 — 2¢) logt + Clog ¢ —2At+1)+1\}i_r>rcl>o T (4.59)

em que usamos a aproximacao de Stirling! para tratar os coeficientes binomiais. Segue que

08 Xo ) d |, logHY
— =0 — lo + — | lim =0, 4.60
X |y g(Xo —Go dx [N=ee N (4.60)
’ X0
- — t2 —2At +1
(?38 =0 = log<(X0 C0)2(u CO)) + log [Q—F] = 0. (4.61)
C X0,60 CO t
Resolvendo (4.61) para (y, obtemos
m(xo +u) — /m?(xo +u)? + dxomu 2 —2At+1
G = \/ : m=-————-, (4.62)
2(m —1) t

em que o sinal a frente da raiz quadrada ¢é fixado levando-se em conta que v = 0 implica
(o = 0 (rede quadrada).

Por outro lado, o método de Laplace também pode ser aplicado no estudo assintético

da funcao geradora hy(z). Uma vez que o método aproxima a soma (2.86) funcdo para

1
hn(z) ~ /0 H](\f)ZNXdX ~ Cy exp(log H](\f) + X0 log Z), (4.63)

! Aproximacdo de Stirling: log N!~ Nlog N — N para N > 1.
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em que c¢q é constante com respeito a z, segue que
z— lim ———= = xq, (4.64)

com Yo tal que

+log z = 0. (4.65)

X0

Usando (4.62) e (4.65) em (4.60) e (4.61) para obter xo/u,

2 _2A 1
Xo_xol2) =z | -24i+1) (4.66)
u u(z)  z—1[t?z—-2At+1
Substituindo em (4.49) e dividindo por z,
Y r [t?—-2At+1 d log hy(2)
L — AT 4.67
z z-—1 [t2z—2At+1 dz (Vo N ’ (4.67)

que é similar a equagao (4.40), com as translagoes 1 —z — x, 1 —y — y, 0 que é consistente

com (4.9) pois estamos tratando da porgao I'yy da curva artica.

Nas Figuras 25 e 26, fizemos graficos da curva artica I' (4.1) para diferentes valores
dene A

I'sg —T'sw ----I'ng Iyw ----- I'se Lsw ----I'ne Fyw -----
10 T o T T T 10
08 7 | 0.8
0.6 | 0.6
P 1‘ =
0.4 0.4
02 . ] 0.2 1/
0.0 L e ‘ 0.0 -
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0
i X
(a) 7 = 0.97693, A = 1.631. (b) 7 = 1.25921, A = 1.381.

Figura 25 — Curvas articas para o modelo de seis vértices com DWBC no regime desorde-
nado. Fonte: elaborada pela autora.
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Figura 26 — No ponto especial n = 7/4, A = 7/2, a curva artica é um circulo [44]. Fonte:
elaborada pela autora.

4.3.2 Fronteira com uma extremidade reflexiva

A seguir, adaptaremos o método da tangente a fim de obter a curva artica do
modelo de seis vértices com fronteira reflexiva em A = 0, u = 0. Esta Subsecao compreende

nossos resultados, em parte publicados em [52].

Similar ao caso da fronteira parede de dominio, usaremos a formulacdo do modelo
em termos de linhas (Figuras 4 e 16). Neste caso, as configuragdes permitidas do modelo
em uma rede 2N x N serao representadas por N caminhos que nao se cruzam, com inicio

na borda inferior e fim na borda da direita.

Para a aplicacao do método, considere agora uma rede retangular com N linhas
duplas e N 4+ L colunas, como descrito na Figura 27, sendo L € N. Interpretaremos
esta rede como a justaposicao de dois dominios, A,(:) e A,(cl), k=1,...,2N, de dimensoes
2N x (N —1) e 2N x (L + 1), respectivamente. Como condigao de contorno, colocaremos
linhas espessas na primeira bem como nas (N — 1) tltimas arestas verticais da borda

inferior, e linhas finas para as demais arestas nas fronteiras esquerda e superior.

A analise dos dominios é bastante analoga ao caso anterior: as configuragoes do
dominio A,(cl) sdo os possiveis caminhos com inicio em O = (0,0) e fim na interface com
A,(;) em (L,k —1). J& os estados do dominio A}(;) , por sua vez, possuem N caminhos que
chegam a fronteira direita, sendo que um deles comeca em alguma aresta da interface,
enquanto os N — 1 restantes iniciam-se na borda inferior. Com isto, adaptamos levemente

as suposicoes 1 e 2 da Subsecdo anterior, afirmando

1. Os N — 1 caminhos que partem da borda inferior de AS) dao origem a mesma regiao
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N N NN

0 o’

Figura 27 — Rede estendida para aplicacao do método da tangente no caso da fronteira
com uma extremidade reflexiva. Fonte: elaborada pela autora.

desordenada que uma rede de dimensoes 2N x N com condi¢ao de contorno parede

de dominio com uma extremidade reflexiva.

2. No limite termodinamico, o caminho direcionado de A,(f) da lugar a uma linha reta
que cruza os eixos x e y em (—L/N,0) e (0,k/N > »), respectivamente, e tangencia
a porcao L'y da curva artica em (x,y) (com respeito a O'). A inclinagdo desta reta
¢ constante até o ponto de tangéncia, a partir do qual segue a curva artica até o

ponto de contato superior.

Veja a Figura 28 para um esbocgo destas afirmagoes.

Nesta situagdo, a parte noroeste Iy da curva artica é o envelope da familia de

linhas retas U,(x,y; z) = 0 obtidas pela variacdo de L = uN. Sendo k = 2y N, segue que
2

Udlz,y;2) =y — Xy 2y =0, (4.68)
u

e as coordenadas paramétricas x(z), y(z) sao as solugoes de (4.50). Novamente, o problema
de encontrar a curva artica é reduzido a determinagao de x/u and x, o que é feito via
estudo do comportamento assintético da fungao de particao da rede estendida, Zy 1, dada

por

2N
Iyi =3 2077, (4.69)
k=1
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(7 70) 0 T

Figura 28 — Rede estendida no limite termodindmico (reescalada). Fonte: elaborada pela
autora.

em que Z,S’r) sao as fungoes de particdo dos dominios Ag’r), respectivamente.

No que diz respeito a Z,gr), é facil de ver que se trata da rede original, de dimensoes

2N x N, com condi¢ao de contorno reflexiva apos a exclusao da sua N-ésima coluna, na

qual existe um vértice ¢ na intersegdo com a k-ésima linha (de baixo para cima). Logo,

esta funcao de particdo estd diretamente relacionada com a correlacao H](\;). De fato, da

Figura 19 vé-se que, no caso geral,

0 AT )

S S WA TP G W G WA T PR WA T W) e R
© DY, p)
Aot = GO0 a0 b (o )y O Oyt ATV

com n = N —r + 1. Por outro lado, vamos analisar separadamente os casos a =be a # b

ao tratar a funcao de particdo 2 ,gl).

4321 Casoa=1b

A funcao de particao Z,gl) é, novamente, proporcional ao nimero de maneiras
de se atingir o ponto (L,k — 1) partindo da origem O = (0,0) através de um caminho
direcionado com passos a direita e para cima. Entretanto, diferentemente do caso DWBC, a
contagem ponderada de caminhos neste caso se torna um problema muito mais complicado.
Isso porque ha inversao do sinal do parametro espectral em linhas alternadas, além
de a leitura correta dos vértices (Figura 15) ao longo das linhas substituir a_ — b, e
b_ — a, apds a reflexdo na fronteira direita. Assim, enquanto no caso DWBC podiamos
associar univocamente wi; = wz/w; = b/a e wy = ws/w; = ¢/a, no caso reflexivo temos

wy; = a_ ou by e wy =b_ ou a,, dependendo da linha horizontal. No entanto, no ponto
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especial A =0, pu =0, segue que ax (A, p) — a(A), ba(A, 1) — b(A) e entdo podemos fixar
A = 7/4, o que implica ws/w; = 1 e ws/w; = /2 independente da linha horizontal da
rede. Neste caso, podemos simplesmente usar o resultado (4.56) para a funcao de partigao,

e assim

720 =% (5) (k 2 1> (2N (L1201 0= \}i (4.72)

>0

Agora, especializando (4.70) e (4.71) para p =0, a =0b, ¢ = 1,

Zlgz)Qn = %» ZIS::)anl = %a (4.73)

e entdo, juntando os resultados (4.72) e (4.73) e substituindo em (4.69), obtemos

a L\ [(2n—1\ ,(n- 2n — 2 -
Znp = a?N" ZZG_%@) [( ng )A%V ntl) < ng )DEVN n+1)] 7 (4.74)

n=1£>0

onde mudamos o indice da soma k — n ao separar os termos com k par e impar. Em

termos de H](VN_nH) ,

pW-n+1)

al L\ (2n—1 n
Inp = a2NLZNZZa—2€<€>( ng )H](VN +1) [1 ¢ N ] . (475)

n=1 (>0 2n —1 ZNH](VN%H)

Agora, vamos estudar o limite assintético de (4.75). Transformaremos as somas
acima em integrais nas variaveis x = n/N and ( = {/N, e aplicaremos o método de

Laplace. Segue que

% ZN.L NS(ECu
Ini= iy [ e, (4.76)

sendo

S(x,; G u) = 2xlog 2x — 2¢log(a) — (2x — () log(2x — ¢) + ulogu—

D(an+1)
1- L BN ) (47)

. 1 N—n+1)
— (u—¢)log(u — lim — [ log H' 1 -
(u— () log(u — () + Nl_fgo N (og N + log 2% ZNH](VN—n+1)

Por definigao, Z NH](\}") = A%) + D(NT) e D%) uma vez que ambos 0s termos sao positivos,
o que faz com o que o argumento do logaritmo em (4.77) esteja no intervalo (0, 1). Por
isso, sua contribuigao pode ser desprezada no limite N'— oco. Impondo 95 /0x/|{y,,co1= 0,
0S8 /0| tx0,c03= 0, obtemos

2X0 ] d . 1 (N—n+1)
0=2log | —————| + — lim —logH , 4.78
g lQXO —Go] dxN=eo N oy X=X0 478)
2(2x0 — —
Uzlog[ (2x0 ?;xu CO)], (4.79)
0
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onde usamos a = 1/4/2. Com a finalidade de obter o comportamento assintético de
Hy (V=n+1) , voltaremo-nos para a sua fungao geradora hy(z). No limite termodindmico, ja
vimos que podemos reescrever (2.86) como uma integral da forma

h(z) / Ny, p(y) = lim N log HY ™™ £ (1-y)logz.  (4.80)

N—o0
A contribui¢ao mais significativa para o integrando vem do ponto maximo de p(x). Impondo
P’ (x) = 0, obtemos
d 1 n
I hEéONIOg H(N = log 2. (4.81)

X0

Veja que p”(x) = (d/dx)Qlog HY Y ogo, o sinal da segunda derivada de p(x) é
mesmo que de log H{ N . Como funcao de x, a correlagao HJ(V) assume valores no intervalo
(0,1], e portanto seu logaritmo é uma fungao céncava de x com maximo no ponto de

contato. Consequentemente, p”(yo) < 0 e xo é um ponto de maximo.

Com o resultado (4.81), podemos resolver o sistema de equagoes (4.78)—(4.79),

cujas solugoes sao

() _ 4 2uyz () _ Wz

= = 4.82
CO 1:|:\/57 Xo 1—2” ( 8)

com sinais iguais tomado simultaneamente. Note que devemos escolher o par de solucoes
de forma que (y e xo sejam positivos, o que depende se z > 1 ou nao. Fazendo z = vy(w)
(dado por (3.124) com A = 7/4), segue que z € (0,400) no intervalo w € (—m/4,7/4) com

z =1 em w = 0. Portanto, as solucoes adequadas e seus respectivos intervalos sao

(X((]+)> (§+)> , wE <_7T/4> 0)
(7.7, we@r/ay

Por outro lado, podemos obter a constante o pela derivada do valor assintotico da integral

(X0, Co) = (4.83)

(4.80) com respeito a z. De fato, nesta situacao hy(z) o< eNPX0) e entdo

U(Z) _ dp(XO)

P == Xo=1—2zv(2), (4.84)

em que

d log hn(2)

Substituindo xo/u (4.83) e xo (4.84) em (4.68), chegamos a duas possibilidades para a fun-

(4.85)

¢ao Uy(x,y; z), cada uma correspondendo diferentes envelopes de linhas retas dependendo
do intervalo de z. A fim de obter a por¢ao noroeste da curva &artica, devemos escolher

z < 1, o que nos leva a

Ul yiz) =y — 205 2 21— o(2). (4.86)
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Finalmente, impondo U, = (d/dz)U, = 0 e resolvendo para z(z), y(z), obtemos as

coordenadas paramétricas da curva 'y,

2v/2(1 = 2)*[v(2) + 20'(2)]

= 4.87
o(2) o , (487)
2(1 22(1 -3 422(1 — 2
y(z) = (1+2) +22( 2)v(z) +42%(1 — 2)v (z)’ Le(0.1), (4.88)
142
que, em termos de w, sdo reescritas de forma muito mais intuitiva,
m

r(w) =1 — cos(2w), y(w) =1 —sin(2w), w € (— n O). (4.89)

Como explicado no inicio deste Capitulo, a porcao Dgw é obtida do resultado acima através
das transformagoes pp — —pu, ¢ — x, y — 2 — y em (4.89). Com isto, a curva artica em
A =0, p =0, A\ =m/4 é um semi-circulo centrado em (1,1) com raio unitario. Vale
ressaltar que este resultado é consistente com resultados numéricos obtidos via simulagoes
de Monte Carlo [61] e coincide com a por¢ao oeste da curva artica do modelo de seis vértices

com condicao de contorno DWBC em uma rede quadrada de dimensoes 2N x 2N [45].

4322 Casoa#b

Embora seja interessante a conexao entre a funcao de particdo da parte estendida
da rede e o problema combinatorial de contagem ponderada de caminhos direcionados,
ela nao é essencial para o calculo de Z,S). A seguir, obteremos esta funcao de particao

diretamente, usando o método do espalhamento inverso quéantico discutido na Secao 1.1.

No que segue, voltaremos a utilizar a formulagao do modelo em termos das setas
(Figura 3). Considere o dominio A,gl), ilustrado na Figura 29(a). Suas linhas podem ser

interpretadas como entradas das matrizes de monodromia 7O e '7'(1), definidas como

AD(N) BO)]
O\ = L. _ , - — J J
T (/\]) E],N-FL()\] /“LN-i-L) te ‘CJN()\] /“LN) _C(l)(A]) D(l)()\J)_ ) (490)
3 [A0(\,) BOO)]
W\ = £ (N . , _ J i
THN) = Lin(Aj+ ) - Liner(A + piner) o) Do) (4.91)

no caso de um modelo heterogéneo, sendo que as linhas impares, k = 2n — 1, correspondem
a elementos da matriz 7" (),), enquanto que as linhas pares, k = 2n, correspondem a

elementos da matriz TO(\,), comr =N —n+1,n=1,...,N.

Levando em consideragao a mudanca do sentido da leitura dos vértices apds a
reflexao (Fig. 15), as linhas do dominio A,(Cl) sao corretamente identificadas como na Figura

29(b). Com isto, segue que a fungdo de partigdo para k = 2n e k = 2n — 1 sao escritas
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N+L N
A A A A A
N —» k=2n
— ko —> «—B()\,)
—> k—1—» A(A)
ko — <« kE=2n-1
— E —> <« B(\)
> k—1— D(A\ri1)
1 —
T Y Y Y Y

(a) (b)
Figura 29 — (a) Dominio A,(:), com N =k = L = 4. (b) Interpretagao das linhas da rede

A,(cl) em termos dos elementos das matrizes de monodromia T e 7. Fonte:
elaborada pela autora.

CcOomo

Zy = (0] AW DOW) - - A1) D) AN BA) A1) D(Ar-1) . AA) D (M) [0)

(4.92)
Zsnr = () ACQK)DOW) - A1) DO BA) DA A1) D) - A1) D) [0)
(4.93)
em que os estados |0) e ’6> sao dados por
0) = 14 ... 1), ). 1), (4.94)

Note que nas expressoes (4.92) e (4.93), omitimos o indice “(1)” dos operadores dados
pelas equagoes (4.90) e (4.91). Prosseguiremos assim daqui em diante.

Uma forma de calcular Z3) (Z8) ) comeca trazendo o operador B (M) (B(\)) para

a esquerda a fim de atud-lo sobre o estado ’6>, transformando-o em alguma combinagao
linear de estados que leve |0). Como os operadores A(A) e D()\) preservam o estado
ferromagnético |0), o produto interno restante é computado facilmente. Logo, precisamos

das relacoes de comutacdo entre as entradas de 7O e TO,
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Da relagao fundamental (1.8), com a matriz R dada pela (3.8) (e parametrizagao

(3.9)), obtemos as relagdes

(A, D) = [AN), AG)] = (DY), D] =0, (4.95)
ABO) = 53 =H BOIAGW - 5= BIA) (4.96)
ANBG) = PG B AN — S BOD(), (4.97)
D BO) = ST BOIDG) = 5 B DOY, (1.98)
Dmﬂx>—aQiméwmuy+L&ﬁ:ﬁ&fm]mwwa (199)

lembrando que T (A) oc [T(=A)] 7.
Primeiro, vamos calcular Z$. Por (4.95), é verdade que
N

[TAMN) _H D()\;)

j=r

AQN)DA) - A1) D) AN B(N,) = B(A,).  (4.100)

Para obter B (M) passando pelo produto de operadores D()\j), o raciocinio é andlogo ao
célculo de (1.22). De fato, usando (4.98), chegamos a

[_H D(\;)| B\ = {ﬂlm BO) IT DOy)+
©Y S | TS Beapw 1T bow)
j=r+1 J k?;;l J k:;;rl

(4.101)

Por outro lado, para obtermos a B()) passando pelo produto de A();), temos de usar as
relagoes (4.96) e (4.97). Segue que

1;[ AN | B(\) = [1;[ CW B(\) 1;[ ANj) -
_ i ¢ ﬂ ald; = ) B(A\)D(N) IJ‘V[ Aw).  (4.102)
=l | 0y = x| TS T

Fazendo A = A, em (4.101), podemos passar o termo da primeira linha para dentro do

somatorio, notando que a(A, — A,) = a(0) = ¢. Depois, usando (4.102) para cada termo
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da soma resultante, obtemos

N N y N c b+ ) Sa(h — )
A(N)) D(\;)| B(\,) = / 121 x
31:17» / ].2111 / ]gr a(Ar — ;) 1= a(A + M) kl_I:T, b(Ae — Aj)
k#j
N A c Nooa(\ e+ 2n) 2oalh — )
X B(A AXe) [ D) — ] ]
J)g (e ,}} (e a(A + X)) kzlzlﬂ a(Aj + ) gb()\j—)\k)
o k]
N ~
H AN H D), (4.103)
= =
onde foi preciso usar a relagao
iv: sin?(2n) ﬂ sin(Ap — A\ +2n) sin(2n) "
—sin(A; + N +2n)sin(A, — N +2n) ;= sin(A— ) sin(Aj + A+ 2n)

k£l
" ﬂ sin(A; + A\, + 4n)

ko1 SIL(A; + A +2m)
(4.104)

a fim de escrever (4.103) apenas em termos de somas simples, eliminando a soma dupla

que surge gragas ao segundo termo de (4.102).

Como dito acima, A(X) e D(A) ndo mudam o estado |0). De fato,

AN [0) = [HN a(A—m] 0, Do) = Lgv b<A+uk>] 0. (4105

Ao mesmo tempo, B(\) leva ‘(_)> em uma combinacao linear de estados. Em virtude de
(4.105), os tinicos termos desta combinagao que trardo contribui¢do ndo nula a ZQ(Q quando
substituirmos (4.103) em (4.92) sdo aqueles proporcionais a |0). Por isso, iremos decompor
as matrizes de monodromia 7® e 7O (de forma andloga ao que ja foi feito nas Segoes 2.3
e 3.3 no tratamento das correlagdes), a fim de separar a acdo no espago Vy ., dos demais.

Segue que

B(\) = eDy(N oy, + BiN) Ani (N, (4.106)
B(\) = cAi(Non, . + Bi(N) Dy (N, (4.107)

com By, él, Dy, A operadores que atuam no espaco Vy ® -+ ® Vnir_1, sendo que

N+L-1

o N+L—-1
A0 = | TL a0, D00, = | TL 00— 0. (2109

k=N
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com |0), = @NXETLM) e By, By levam |0), em outro estado. Usando (4.105)—(4.108),

temos que

(0] B0u) TLAG) TLDOW10) = T | “Y ) [T arg — e + )]
j k — Ty IYEUNTTVEY kM k l
’ k=1 k] a(Aj + pnv+r) =y [0 + ) 15 |
(4.109)
(0] BOW T A TTDOW 10 = - TT [ [T are - p)bre + )
’ k] k=1 b()‘j — UN+L) I=N _CL()‘J' — jur) k=1 ]
(4.110)
Finalmente, obtemos a funcao de partigao ZQ(Q,
N+L N N C N b(/\ + )\k)a(/\k - A )
= a(Ag — ) b( Ak + 1 ! !
llz—][\f kl;[l ( )bl )jzr a(Ar — Aj)a(Aj — pn+r) g a(A; + Ar)
N+L ' N , N
y a(\j+m) v c a(\; + A\, +2n) TT a0\ — Mo
= b+ ) a(Ar +A)0(N; = pver) 5 o+ ) S
+L b(\: — L N 1
X (AJ'_ 1)1 I (4.111)
=n AN — ) | = b(A ;)
K
Queremos tomar o limite homogéneo Ay, ..., Ay — A\, pun, ..., unir — i da funcdo

de particao Z§2 e, em seguida, fixar gy = 0. Os limites em i, k = N,..., N + L podem

ser tomados diretamente, e portanto

N N N L
0 L+1 c b(A; + Aw)a(Ae — A) [a(A))]
Doy = a(Ag)b(A _
o e o] Lt e 9
. c Nooa(\ + M+ 2n) [b()\ NE L 1
_(_1)N ﬁ H A /\ Ha )\,j L+1 H b(\ A\
a(Ar + Aj) k=r+1 a(Aj + Ax) = [a( J)] Jlf;?« (Ak i)
J
(4.112)
Ja o limite homogéneo nos Aq,..., Ay deve ser tratado com maior cuidado, devido ao

produto de termos b(A;, — A;) = sin(A\y — A;) no denominador. Considere o termo entre

colchetes em (4.112). Podemos substitui-lo pela fungao

. ¢c b(A; + Na(h = A) ]V [a(M))E
.Aj()\jy)\)— a(/\_/\j) [ a()\j‘l'/\) 1 W—(— ) a()\j—)\)x
¢ faly+A+2m)a =N O]
a(A+ Aj) [ a(Aj +A) ] [a(A;)]E+ (4.113)

como um passo intermediario antes de tomar o limite homogéneo completo. Isto porque
este termo pode ser visto somente como funcao de A;, com A,,..., Ay constantes que
igualaremos a A. Feito isto, a soma (4.112) pode ser escrita de forma bastante compacta,
N N 1
Zin = O A0 [T 55 (4.114)
j=r i;g k J)
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que, por sua vez, ¢ igual ao determinante de uma matriz (N —r+ 1) x (N —r + 1),

AN) Aaer) o AnOw)
N N 1 1 77ZJ2,m()\7“) ¢2,m()\r+1) T 7502,77’L(>\N)
;Aj(/\j) QH# v — ) = nggSN B0 — ) ws,m:()\r) ¢3,m(:)\r+l) 1/}3,m:()\N)
QMn—&—lm(/\'r) ¢m+2,m(/\'r+1) e 77Z)m+2,m()‘N)
(4.115)

em que m =N —7r—1e );,,(\) = [sin(A)]7?[cos(\)]™ 2. O determinante em (4.115)
pode ser encontrado por inspecao direta da soma do lado esquerdo da equagao, calculando-a
diretamente para pequenos valores de r e N com o auxilio de identidades trigonométricas.
Agora, basta que tomemos o limite homogéneo deste determinante seguindo o método da

Secao 2.2. No final, obtemos

A(E) OeAE) - OPTIAY)
2 _ [CL()\)b(]i\)]]Y(LH) wg,ﬁl(f) 8§w2im(5) ag”“w.zm(f) (@116)
Hj:r.]! : : :
wm+2,m(€) afmerQ,m(g) U 321+1¢m+2,m<5> =\
= [a(bNV DI, (4.117)

em que A(§) = A;(&; N), dada pela (4.113).

A obtencao de Z) (4.93) é andloga. Primeiro, calculamos como o operador B(\,)

passa pelo produto de operadores A(\). Usando (4.96),

[_H AN | BN = [_H Z&_ij)) B(\) _H AN+
- ¢ Nooa(\ — ) N
" J:TZ“ b = A) k_HrH b(Aj — Ak) Y k=1;[+1A()\k)'
e P

(4.118)

Adicionalmente, para obter B(\) passando para a esquerda da multiplicacao de b(Aj),

precisamos combinar relages (4.98) e (4.99). Segue que

N o N )\ 4 )\ ) N o
D()\)) D(\j)+
{H [H Fissereseil: W 11 B
N Nooa(he— )|«
+ I B(A D (Ag)-
]:;1@ )\+)\) kzlll b(Ar = A) k:l;[+1
k#j k#j

(4.119)
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Aplicando (4.119) sobre (4.118), mais o resultado

i\f: sin?(2n) ﬁ sin(A\; — Ax +2n) sin(2n) y
— sin(\ + Aj + 2n) sin(A; — A, 4 2n) o sin(\ — A\r)  sin(\j + A\ +27)
y ﬂ sin(Ax + A;)
kmr 1 sin(A\g + A + 2n)
(4.120)
obtemos
N . N c N az()r—i-)\k)—CQ N ()\._/\k)
AN)B(X) | B(A,) = _ ] X
|:J 1;[+1 i J Jz:; a()\j — )\T> kerd1 a()\j —+ )\k)bO\J -+ )\k) ]@J b(/\ — )\k)
j
N N ) N N b)\ +/\k> N a(/\k—)\)
x B(A) || A(x) D(\) + =
’ kl_[r kll-l g:zr;d a()‘y + A klll (A Ak) o2 1 b(Ak — Aj)
k] k#j
<« BOW T AN TT DOw). (1121)
k=r k’?;—]‘rl

Levando em conta (4.109) e (4.110), temos que a fungdo de partigao Z{) | 6 dada

por
0 N+L N c N
280 = T TLatv = v ) |3 Ay~ M)
o I=N k=1 ]z:; a(Aj — A )b(A; — pn+r) kl;[r
y ﬂ CLQ()\j + )\k) - 62 N+ L b()\j - Ml) H 1 X
jmri1 @A+ AR)DON; + Ak) Sy alAy — ) o b(Aj — k)
J
N c al Nob(\ 4+ M) N a() +
53 [T ot -2y J At 2d qrattm))
j=r+1 a(A; + Ar)a(N; — pnvern) (20 ka1 @A+ /\k) =n 0O+ )
lf_V[ 1
X —, (4.122)
k=r+1 b(/\k - )\])
k#j
Fazendo uy = ... = punyyr = 0, a expressao anterior se reduz a

280 = Taonon |35 (g T = 1T i m =

B\
Ty )13 b0y

> ¢ ot 0Oy A ae = A) [a)IF ) 1
ta (auﬁm L Te VY [ij)]L“) =)

k=r+1 k=r+1
k#j

(4.123)
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que, por sua vez, da lugar a

(l B N . N N 1 N N 1
Lyp—1 = k]_;[l[a()‘k)b(/\ )] * ;3J<Aj)g b(/\j _ )\k) +];H e]()\j)kzr—i-l b(>\k )\]) )
k35 k#j
(4.124)
I I O R Er PR R 1O V)
B0 = [ ] o 4129

(4.126)

¢ V(Aj + Na(\ - m] o [ lga(Aj)]L

i A) = FICYEDY a(\; + ) (A

reconhecendo, mais uma vez, A; como a Unica varidvel dentro dos parénteses em (4.123).
Observando a semelhanca entre (4.114) e (4.124), concluimos que Z3) | ¢ a soma de dois

determinantes, a saber

B.(A) - Ba(Aw)
N N 1 _ 1 ,QZ)Q m(/\r) e wQ m()\N)
B\ E— | N—r - ) ,
jz:; J( ])]Ignb<)\j—)\k) ( ) r§j1<_£§N b()\k_)\j> :
’ wm+2,m()\r) e wm+2,m()\N)
(4.127)
Crpr(Ar) o Cn(Aw)
N N 1 1 Vom—1(Ar) o Yom_1(An)
(A TNy rvwmer IR o
j:zr:+1 ( )kzl;rl b(Ak — Aj) r+1§1j_£k§N b(Ak — A;) : :
’ wm—ﬁ-l,m—l()\r) T 77ZJm—i-1,m—l()\N)

(4.128)

Substituindo (4.127) e (4.128) em (4.124) e tomando os limites A, ..., Ay — A, obtemos

a expressao final

B(¢) 0BE) - B
70— [a(A)b(NA)]fﬂHU %@(f) angim@) = 6§”*%,m(€) LV ) x
I1;=, 5! : : - :
wm+2,m (6) afmerQ,m(g) T 8?+1¢m+2,m<5> £=\

(&) 9:C(¢) 0¢"C(€)

¢2,m.—1(§) 651/)2,77‘1—1(5) 85”1/}2,7?1_1(5) (4.129)

wm—l—l,m—l(f) 8£wm+1,m—1(5) agl¢m+1,m—1(€) £=\
= [N NED @), + D5, (4.130)
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com B(§) = B,(&N), C€) = Cj(& ) dados por (4.125) e (4.126), respectivamente.
Especializando para 7 = A = 7/4, as expressoes (4.117) e (4.130) concordam com o

resultado (4.72) para a fungao de partigao, obtido via contagem dos caminhos em [46].

Agora, podemos calcular a fungao de particao da rede completa, dada por (4.69):
juntando os resultados (4.117), (4.130) com (4.70) e (4.71) referentes ao dominio AS),

temos

b )\ NL+1 N " Y
s = OO S oo (o9 4 20, (1131)
NL+1 N (B) ©) A pW—ntl)
_ [a()p(M)] S oW Zy BN |1 4 B + 29 D ¢
Cb()\) — @7(;4) Z H(N n+1)
(4.132)

Para estudar o comportamento assintético de (4.132), transformariamos esta soma
em uma integral na qual aplicariamos o método de Laplace. Espera-se que este integrando
seja dado pela funcao

log ®W) log HY "+

S(x;u) = lim “— 4 lim (4.133)

onde o logaritmo do termo entre colchetes em (4.132) é desprezado quando comparado a

N, uma vez que os determinantes DM, @7(33) e @7(1@_)1 tém a mesma ordem de grandeza e
ZNH](VN7n+1) > DJ(VanJrl)‘

Embora o segundo termo de (4.133) possa ser obtido por (4.81), ainda nos falta o
conhecimento do comportamento do determinante D) (dado por (4.117)) para n, N > 1.
Uma possivel abordagem seria encontrar uma equagao diferencial solucionada por este
determinante usando a identidade de Sylvester (2.119), a exemplo do que foi feito nas
Segoes anteriores e nos trabalhos [28,30,45,52]. Entretanto, diferentemente destes casos,
falta-nos uma condicao de contorno clara para fixar a constante de integracao — o tinico
ponto no qual conhecemos a fungao de particao Zél,z én=mn/4, a =>b, onde esta é dada
por uma soma (Eq. (4.72)). Por isso, o problema de encontrar uma expressao analitica
para a curva artica do modelo de seis vértices com uma extremidade reflexiva no caso

a # b continua em aberto.
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho, dedicamo-nos ao estudo do modelo de seis vértices com condigoes
de contorno do tipo parede de dominio e sua variante com uma extremidade reflexiva.
Focamos, especialmente, na questao da separagdo de fases no regime desordenado. Como
vimos, este fendmeno é causado pela regra do gelo, que induz a formacao de regides
polarizadas na vizinhanca das fronteiras ao escolhermos condi¢es de contorno fixas. No
limite continuo da rede, as regides congeladas tém dimensoes da mesma ordem de grandeza
que a regiao central desordenada, e elas sdo separadas pelas chamadas curvas articas.
Enquanto que as expressoes analiticas para tais curvas no modelo de seis vértices com
condicao de contorno parede de dominio ja haviam sido determinadas para quaisquer
valores dos pardmetros espectrais, como fruto de uma série de trabalhos [44, 45,56, 57],
esta questao ainda estava em aberto para o caso da fronteira reflexiva.

Como ponto de partida, estudamos em detalhe a funcao de particao do modelo
com condicao de contorno DWBC, bem como trés tipos de correlacoes: H](\;), G(NT), que
definem as probabilidades na borda, e F ]s}«,s)7 que é a probabilidade de haver um canto
congelado na rede. A funcdo de particao pode ser escrita em termos de um dos operadores
da matriz de monodromia, bem como na forma do determinante de uma matriz, conhecido

como determinante de Izergin-Korepin [25].

No que diz respeito as correlagoes, é possivel estabelecer formulas de recorréncia
entre elas e a funcdo de particdo do modelo. Usando a férmula de Izergin-Korepin, as
recorréncias dao lugar a representacoes determinantes para estas correlagoes, o que facilita o
calculo analitico do limite homogéneo destas funcoes. Estes determinantes sao de matrizes
N x N, mesma dimensao da rede [56,57]. Por outro lado, estas podem ser trocadas
por matrizes de dimensdes menores com o uso de algumas identidades que envolvem
determinantes e polindomios ortogonais, bastando identificar a fun¢ao peso adequada. Feito
isto, F' ](\f ) passa a ser escrita em termos de um determinante s X s (s < N), enquanto G%)

e H](;"), obtidas de F ](\;"1), sao completamente reduzidas.

A representacao de F) ](VT ) em termos de polindmios ortogonais ¢ til no estudo de
separacao de fases, sobretudo porque pode ser transformada em integrais multiplas no plano
complexo [56]. Esta representagdo, por sua vez, permite que encontremos as coordenadas
paramétricas de uma porg¢ao da curva artica pelo método do ponto de sela — as coordenadas
(x,y) aparecem como constantes nas equagoes do ponto de sela, que sao tratadas, reduzidas
e desacopladas apés a imposicao da condensacao de quase todas as raizes. As demais
porcoes sao obtidas por operagoes de simetria. Um ingrediente fundamental para expressar

as correlagoes em termos de integrais é a funcao geradora de H](\}"), hn(z). Como ela aparece
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nas equagoes do ponto de sela, foi necessario determinar seu comportamento assintético
no limite N — o0, o que foi feito relacionando esta funcao com a funcao de particao
do modelo homogéneo e parcialmente heterogéneo [45]. Vale mencionar que, como passo
intermediario, podemos determinar a posicao dos pontos de contato entre a curva e as
fronteiras pela aplicagdo do método do ponto de sela a representacao integral de G%% que

é um caso especial de FU™,

Boa parte do roteiro descrito acima pode ser adaptado para o modelo com uma
extremidade reflexiva. Contudo, por causa desta fronteira, é necessaria a introducao de
uma outra algebra para tirar proveito da integrabilidade do modelo — enquanto vértices
do volume satisfazem a equacao de Yang-Baxter, os pesos da borda reflexiva satisfazem a

equagao de reflexdo, proposta por Sklyanin [60].

Analogamente ao caso da fronteira parede de dominio, a fungao de particdo pode
ser escrita em termos do determinante de Tsuchiya [27]. Com isto, apés encontrarmos
as féormulas de recorréncia entre as novas correlacoes H](\;), GS\T,) e F ](\f’s) e a funcao de
particao deste modelo, pudemos escrevé-las em termos de determinantes de matrizes
N x N (no caso em que a rede tem dimensoes 2N x N). Tais determinantes sdo reduzidos
com a aplica¢do de propriedades de polindbmios bi-ortogonais [66], uma vez que agora
necessariamente dependem de dois parametros espectrais (diferente do caso DWBC).
Entretanto, nao encontramos uma forma de usar esta representagao para transformar F' J(\; %)
em uma integral miltipla, o que frustra nossa tentativa de aplicar o método da EFP para

obter as curvas articas deste modelo [51].

Felizmente, uma abordagem alternativa para a obtencao analitica das curvas articas
no modelo de seis vértices foi desenvolvida — mais geométrica, vem da observacao de que
(& x,y) =0 (Eq. (4.40)), que vem do método do ponto de sela aplicado a representacio
integral da EFP (2.115), define uma familia de linhas retas com respeito ao pardmetro
&; com isto, ao solucionar o sistema de equagoes U = 85\11 = 0 para x e y, estamos
determinando as coordenadas paramétricas de uma curva que é tangente a todas as linhas
retas desta familia. Assim, se pudéssemos produzir tal conjunto de retas, a curva artica

sairia por consequeéncia.

Para fazer isto, estende-se a rede original e modificam-se as condigoes de contorno,
de modo que possam ser distinguidas duas subredes: uma delas tera fronteira que permita a
emergéncia de uma regiao desordenada com dimensdes similares a da rede original, e outra
na qual a regra do gelo permita apenas um unico caminho direcionado (Figura 4). Neste
ponto, assume-se: 1) a regiao desordenada da primeira subrede é limitada pela mesma
curva artica que a da rede original; 2) o tinico caminho existente na segunda subrede
torna-se uma linha reta no limite continuo, tangente a curva artica da primeira subrede. Os
coeficientes que aparecem na equacao destas retas podem ser encontrados pelo estudo do

comportamento assintético da fungao de particao da rede estendida, e dependem, mais uma
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vez, da fungao geradora hy(z). Reproduzimos os resultados de [46] para a fronteira parede
de dominio e, em seguida, adaptamos o método para o caso da fronteira reflexiva [52]. Em
contraste com o primeiro caso, a contagem ponderada de caminhos no caso reflexivo requer
maior refinamento devido a troca da interpretacao dos vértices apés o ponto de reflexao na
fronteira direita. Contudo, no ponto especial A =0, u =0, X\ = 7/4, os resultados do caso
DWBC podem ser aplicados e a curva artica foi extraida — trata-se de um semi-circulo,

em concordancia com os resultados numéricos [61].

Vale mencionar que os autores de [46] conjecturaram que a férmula (4.67) pudesse
ser diretamente aplicada para o modelo de seis vértices com qualquer condi¢ao de contorno
— a unica quantidade a ser calculada em cada caso seria a fungao hy(z). Comparando (4.67)

e (4.86), vemos que elas sdao, de fato, similares se tomarmos z — /2 na primeira.

Por outro lado, a contagem de caminhos nao é imprescindivel para o calculo da
funcao de particao da rede estendida — isto pode ser feito da maneira mais convencional, ou
seja, interpretando as linhas da rede como elementos da matriz de monodromia e usando
a algebra de Yang-Baxter. Ao fazer isto, vimos que a fungao de partigdo para A # /4,
mais uma vez, é escrita como um determinante — porém, a dificuldade agora é calcular
o comportamento assintotico do mesmo para prosseguir com a aplicacao do método da
tangente. Outro obstaculo para a determinagao da curva no caso geral é a funcao geradora,

que s6 conhecemos em A =0, u =0 (Eq. (3.143)).

Além disso, vale ressaltar que mesmo se conseguissemos obter uma expressao
analitica para a parte oeste da curva, nao existem operacoes de simetria que possam
mapea-la na parte leste, em contato com a fronteira reflexiva. Ao mesmo tempo, nao é
possivel estender a rede em outra dire¢ao de alguma forma que se possa aplicar o método
da tangente diretamente a esta porcao da curva. Isto é uma diferenca marcante do caso
DWBC, no qual a determinacao de uma porcao da curva leva ao conhecimento da curva
completa. Portanto, o problema de obter a curva artica no modelo de seis vértices com
fronteira reflexiva no regime desordenado continua em aberto para valores arbitrarios dos

parametros espectrais.
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A Polinomios ortogonais e bi-ortogonais

Nesta Segao, vamos introduzir os polindémios ortogonais [62] e bi-ortogonais [66] e

expor, sem provar, alguns resultados aplicados no decorrer do texto.

Seja { P, ()}, um conjunto de polindmios em uma varidvel real, sendo P, (z) um
polinémio de grau n. Dizemos que este conjunto é ortogonal com respeito a uma funcao

peso w(z) se
/Pn(:v)Pm(a:)w(x)dx = L0nm, I,, constante, (A.1)

em que a integral estende por toda a reta real e 9, é a delta de Kronecker. Considere,

também, as constantes c¢,,, definidas como
Cp = /x"w(x)dx, n=0,1,.... (A.2)

Os ¢, sdo chamados de momentos. Admitiremos que P,(x) sejam polinémios ménicos, isto

é, o coeficiente de 2™ é 1. Usando (A.1) e (A.2), pode-se verificar que

Cl CQ P C
" = I()Il...fn_l, (A3)
Cn—1 Cp ~** Cop—2
CO Cl PPN Can 1
C1 Cag -+ Cp-1 x
n = 10[1 e [n,QPn,1<£L'>, (A4)
Ch—1 Cn -+ Copn-—3 L
Co C1 '+ Cpn—k—1 1 1
. Z x T Pok(@1) -+ Pooi(ak)
1 2 _k 1 e &
! . = 10]1 c. In—k—l
' P, 1(xy) -+ Pz
(A.5)

Relagoes andlogas a (A.3)—(A.5) sdo validas para os polindmios bi-ortogonais,
que apresentaremos agora. Considere uma segunda sequéncia polinomial, {Q.,(y)}°_,,
y € R. Os conjuntos {P,(z)} e {Qm(y)} sdo ditos bi-ortogonais com respeito a w(z,y) se

satisfazem

/Pn(x)Qm(y)w(x, y)dxdy = Jn6nm, J,, constante. (A.6)
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Os bi-momentos, ¢; j, sao uma generalizacao de (A.2),

Cij = /xiij(q;7 y)dxdy, 1,] = 0,1,....

Assumindo que os @), também sao polindmios moénicos, como P, sao validas

€0,0

C1,0

Cn—1,0

Co,1

C1,1

Cn—1,1

C0,0 Co,1

C1,0 C11

€0,0

C1,0

Cn—1,0

€o,0

C1,0

1

Ch—-1,0 Cn-1,1

Con—1

Cin-1

== J()Jl ‘e Jn—la

Cn—1,n—1

Pn—k(xl)

Pn—l(l‘l)

€o0,1 Co,n—2
C1,1 Cln—2 x
= J(]Jl c. Jn,QPnfl({E),
n—1
Cn—1,1 Ch—1n-2 T
Co,1 Co,m—1
C1,1 Cin—1
= JoJi ... Jn—QQn—l(y)a
Cm—2,0 Cm-21 Cm—2,m—1
m—1
Y Yy
Con—k—1 r -1
Clin—k—1 T e Tk
X == J()Jl...t]n,k,l
n—1 n—1
Cn—1n—k-1 T1 T T

(A.9)

(A.10)

Pn—k(xk)

Pn_l(ZL‘k)

(A.11)
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B Meétodo do ponto de sela

Estamos interessados no célculo de integrais da forma
I(N) = / g(2)eNvR)dz, z =z +1y, (B.1)
c

no limite assintético N — oo, sendo ¢(z) e w(z) sdo fungoes analiticas ou com singularidades
que preservam a convergéncia da integral. A ideia por tras do método do ponto de sela é a
de que, com N grande, a contribui¢do predominante do integrando deve vir dos pontos

estaciondrios de w(z):

dw

—_— = 0. B.2
| (B.2)

=20

zZ =2 tal que

Para calcular a integral (B.1), deforma-se o contorno de integragao C' de modo a
passar pelos pontos de sela, solugoes de (B.2). Nestes pontos, u(z,y) = Re[w(z)] passa por
um extremo local e v(z,y) = Im[w(z)] é aproximadamente constante ao longo do caminho.

Expandindo w(z) em torno de zy, supondo que as n — 1 primeiras derivadas se anulem,

temos que
1 d™w n
w(z) = w(z) + o ZO<Z — 20)", (B.3)

ou ainda, na forma polar,

d"w i6 i0 707" §(G+nb)

i = roe?, Z2—zg=re€ — w(z) = w(z) + — et (B.4)

" n!
20

Separando w(z) nas partes real e imaginaria, e impondo v(z,y) ~ v(xg,yo), obtemos a

relagdo que define a diregdo da curva de inclinagao mais acentuada para u(zx,y):

n 0
O sin(@o+n0) =0 = o=—24P"  p_01,...n—-1  (B5)
n! n n

Para que u(z,y) tenha um méaximo local em z = zy, p deve ser impar. Estes sdo os
caminhos de descida mais acentuada a partir de (g, yo), € sdo dados por
70
)

)
Op = -t (21 + 1)n (B.6)

[ € Z. Se n = 2, apenas a primeira derivada de w(z) se anula e o integrando de (B.1) pode

ser aproximado para

Nror? .
9(2)e™N® & g(z0) exp | Nw(z) + Te‘@l“)” : [=0,1, (B.7)
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sendo que [ deve ser escolhido para preservar o sentido do contorno C.

Deformando o contorno de integracao a fim de passar pelo ponto de sela na direcao
definida por #p, e notando que os limites de integracao em r podem ser tomados de —oo e

oo sem alterar significativamente o valor da integral I(/N) quando N — oo, segue que

1/2 . .
2w i6 im
~ Nw(zo) o 0 - —
I(N) =~ g(z)e le”(z@l] expl > +2(25+1), 1=0,1, (B.8)

e w”(z) = dw/ dz‘ . O estudo do método do ponto de sela em maior generalidade e rigor

pode ser feito através da referéncia [73].
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