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RESUMO

O objetivo deste trabalho € investigar o movimento logico-histérico do conceito de
Continuidade por meio de um Estudo Documental, com vistas & determinacdo das relaces
essenciais que podem se configurar como nexos conceituais. Tendo como pressuposto 0s
aportes teoricos da teoria Historico-Cultural, os nexos conceituais sdo entendidos como a
sintese das relacOes internas e externas de um conceito, cuja determinacdo se concretiza por
meio do movimento logico-historico. Assim, se estabelece como pergunta norteadora: Quais
sdo as relacdes estabelecidas no movimento I6gico-historico do conceito de Continuidade que
podem se configurar como nexos conceituais a partir da realizacdo da Analise Documental em
confluéncia com a Analise Historico-Epistemologica? A metodologia da pesquisa se pauta
nos principios do materialismo histérico-dialético e esta constituida pela realizagdo da Anélise
Documental das pesquisas sobre ensino da Continuidade e a Analise Histdrico-
Epistemologica de fontes historiograficas que abordam aspectos essenciais sobre o
desenvolvimento deste conceito. Os resultados apontam para a determinacdo dos nexos
conceituais nos pares dialéticos Comensuravel-Incomensuravel, Discreto-Continuo, Infinito-
Infinitésimo, Permanéncia-FIluéncia, Pontual-Geral e Rigor-Intuicdo. As reflexdes sobre 0s
resultados indicam a ressignificacdo da estrutura curricular da Continuidade nos &mbitos do
ensino basico e superior. Além disso, discorre também sobre a necessidade de concretizacéo
de uma organizagcdo do ensino da Continuidade que se paute nos nexos conceituais e na
apropriacdo conceitual pelos estudantes.

Palavras-Chave: Continuidade. Logico-Histdrico. Nexos Conceituais. Ensino. Célculo.



ABSTRACT

The aim of this paper is to investigate the logical-historical movement of the concept of
Continuity through a historical-epistemological analysis, with a view to determining the
essential relations that can be configured as conceptual nexus. Assuming the theoretical
contributions of the Historical-Cultural theory, the conceptual nexus are understood as the
synthesis of the internal and external relations of a concept, whose determination is realized
through the logical-historical movement. Thus, it is established as a guiding question: What
are the relations established in the logical-historical movement of the concept of Continuity
that can be configured as conceptual nexus from the realization of a historical-epistemological
analysis? The research methodology is based on the principles of historical-dialectical
materialism and is constituted by the realization of the State of the Art of research on
Continuity teaching and the historical-epistemological analysis of historiographical sources
that address essential aspects on the development of this concept. The results point to the
determination of conceptual connections in the commensurable-incommensurable, discrete-
continuous, infinite-infinitesimal, permanence-fluency, punctual-general and rigor-intuition
dialectical pairs. Reflections on the results indicate the resignification of the curriculum
structure of Continuity in the fields of basic and higher education. In addition, it also
discusses the need for the realization of teaching organization of Continuity based on
conceptual nexus and conceptual appropriation by students.

Keywords: Concept of Continuity. Logical-Historical. Conceptual Nexus. Teaching.
Calculus.
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Apresentacao

Este texto se configura como uma exposicdo das sinteses elaboradas durante o
desenvolvimento da pesquisa de Doutorado que teve como foco a determinacdo dos nexos
conceituais da Continuidade por meio do movimento logico-historico. A pesquisa se
desenvolveu ao longo do periodo de 2016 a 2019, nas dependéncias da Universidade Federal
de Séo Carlos em Sdo Carlos, S&o Paulo.

O processo de investigacdo se consolidou com base na pergunta norteadora: quais sao
as relacdes estabelecidas no movimento légico-histérico do conceito de Continuidade que
podem se configurar como nexos conceituais a partir da realizagdo de uma andlise histérico-
epistemoldgica? Nesse sentido, o objetivo se centrou em investigar o movimento légico-
historico do conceito de Continuidade por meio de uma analise historico-epistemoldgica, com
vistas a determinacdo das relacBes essenciais que podem se configurar como nexos
conceituais.

Para a apresentacdo das analises e reflexGes acerca desta investigacdo, o texto foi
dividido em 6 (seis) secOes. A primeira secdo refere-se aos aspectos introdutérios do trabalho
divididos em contexto de surgimento e construcdo da pesquisa. O objetivo desta secdo €
discorrer sobre os motivos e as condi¢Ges objetivas para a concretizagao desta investigacao.

J& na secdo 2 (dois), discorre-se sobre as bases tedrico-metodoldgicas que sustentam o
movimento l6gico-histérico do conhecimento e a composi¢cdo procedimental da pesquisa. O
objetivo desta secdo € tecer sobre 0 modo como se constitui a relacdo dialética entre o 16gico e
0 histdrico na compreensdo do pensamento humano e sua sintese com a estruturacdo das
acOes de pesquisa.

Na secdo 3 (trés) sdo apresentados e discutidos os resultados do levantamento
bibliografico acerca das pesquisas sobre o ensino da Continuidade. O objetivo deste capitulo é
desvelar as formas como os pesquisadores tém compreendido o ensino de Continuidade e
identificar possiveis relacdes estabelecidas ao desenvolvimento e tratamento pedagdgico deste
conceito, por meio da Andlise Documental de teses, dissertacdes e artigos em ambitos
nacionais e internacionais.

Na quarta secéo, efetiva-se o desenvolvimento da andlise historico-epistemoldgica da
Continuidade por meio da divisdo em periodos historicos. Esta analise se estrutura por meio
de recortes de historiografias (extratos) e apresentagdo de momentos tensionadores

reveladores de necessidades na producdo do conhecimento. O objetivo é identificar atraves
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desta andlise, elementos que apontam para o estabelecimento de relagcBes essenciais no
desenvolvimento da Continuidade.

As reflexdes propostas nas secdes 3 (trés) e 4 (quatro) servem de premissa para o
estabelecimento das relacGes essenciais identificadas como nexos conceituais da Continuidade
na quinta secdo. O objetivo é discorrer sobre 0 modo como estas relagdes se constituem e
interagem entre na si, com vistas a sua abordagem em ambiente educacional.

Por fim, a secdo 6 (seis) se efetiva com a exposicdo de reflexdes sobre o processo de
investigacdo e o apontamento de perspectivas futuras, para a composicao das consideracdes

finais sobre a pesquisa.
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1. Introducgéo

O Célculo remonta sua importancia no desenvolvimento da Matematica desde sua
criagdo durante o século XVII com o estabelecimento das estruturas essenciais para a
compreensdo de fendmenos da realidade. Marcado pelo desenvolvimento significativo do
pensamento cientifico durante os séculos que seguiram, o Célculo passou a ser compreendido
ndo s6 como um conjunto de conhecimentos produzidos em torno da busca por solucdo de
problemas préaticos, mas também como um pilar para o desenvolvimento de diversas areas da
Matematica e Ciéncias Naturais.

Entendido como conhecimento fundamental para o desenvolvimento da ciéncia
moderna (BARUFI, 1999; REIS, 2001; REZENDE, 2003), uma proposta curricular para o
ensino de Calculo so foi constituida no século XVIII, com forte influéncia da cultura
europeia, e, desde entdo, vem sendo marcada pelo embate entre a énfase no formalismo
l6gico-simbdlico, cujo refinamento conceitual exigiu a criacdo da Analise Matematica, e na
aplicabilidade no enfrentamento de problemas cientificos e tecnoldgicos. Dessa forma,
tornou-se um componente essencial no curriculo para a formacao de diferentes profissionais.

O Calculo se efetivou com o acumulo de ferramentas matematicas criadas a partir da
solucdo de problemas que assolaram a comunidade cientifica durante muito tempo como o
controle e previsibilidade de fendmenos em movimento; o enfrentamento de situacbes que
envolviam quantidades infinitamente pequenas ou grandes; a determinagdo conceitual de
agrupamento dos numeros; entre outros (BARUFI, 1999). Dentre estas variadas ferramentas,
0 conceito de Continuidade se insere nesse contexto como um pilar para compreensdo e
construcdo de teorias, como por exemplo, Limite e NUmeros Reais.

Ao longo do desenvolvimento histérico da matematica, as relacbes atribuidas a
Continuidade estiveram ligadas a constituicdo da atividade matematica que envolve a
formalizacdo dos conceitos de numero, infinito e movimento. Entendida como conceito
fundamental para o tratamento de métodos de derivacdo e integracdo, sua abordagem esta
essencialmente relegada as disciplinas de Célculo e Andlise, no &mbito do Ensino Superior.

Apesar de sua importancia, o contexto de seu ensino também revela uma realidade nédo
alentadora tanto para os estudantes, quanto para os professores. O que se pode constatar, em
uma situagdo recorrente desde a primeira metade do século XX, séo os altos indices de
reprovacao e desisténcia nas disciplinas que compde o Calculo, permeados por um sentimento
de insatisfacdo dos estudantes e de preocupagdo dos profissionais de diferentes areas que

necessitam do dominio destes conhecimentos para a realizagdo de seu labor diario (AHN,
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1993; BROLEZZI, 1996; CAVASOTTO, 2010; ESCHER, 2011; BEZERRA, 2015; DONEL,
2015). Nesse contexto, as dificuldades referentes a apropriagdo da Continuidade se
estabelecem também como um impedimento para a aprendizagem dos conceitos a ela
relacionados (COBIANCHI, 2001; DIAS, 2007; ABREU, 2010).

Diante disso, este trabalho busca se pautar nos aportes tedrico-metodoldgicos da
Teoria Historico-Cultural, cuja base se fundamenta no materialismo histérico-dialético e nos
trabalhos de psicélogos soviéticos como Vygotsky (1986 — 1934), Davydov (1930 — 1998),
Leontiev (1903 — 1979), entre outros. Em particular, a educacdo na perspectiva histérico-
cultural é compreendida como processo de apropriacdo dos bens culturais produzidos pela
humanidade ao longo da historia. Nessa compreensdo, o individuo se humaniza em seu acesso
ao que foi produzido pelo homem e em sua capacidade de se apoderar, reproduzir e criar
novas possibilidades na satisfacdo de suas necessidades.

O conhecimento como produto inerentemente humano se torna, nessa perspectiva, um
elemento fundamental para o processo de humanizacdo do individuo, em especial, 0
conhecimento cientifico (MOURA et al, 2010). As instituicbes educacionais cientificas
(escolas, universidades, faculdades, entre outros) carregam a tarefa de permitir ndo sé o
acesso, mas também a formac&o de sujeitos capazes de utilizar o conhecimento cientifico em
favor do desenvolvimento social, econémico, cultural, politico etc. E é nesse ambito que esta
pesquisa busca compreender a Continuidade como produto essencialmente humano, acessivel
a toda comunidade humana, capaz de permitir que o individuo se apodere e o reproduza em
prol do desenvolvimento da humanidade.

Além disso, 0 processo de apropriacdo do conhecimento deve ser conduzido para além
da mera reproducéo de seus elementos aparentes, de maneira mecanizada, mas permitir que o
individuo o utilize como ferramenta de atuacdo em sua realidade, percorrendo processos de
desenvolvimento de sua capacidade psiquica (MOURA, 2000).

Frente as diversas possibilidades que a Teoria Historico-Cultural nos oferece para
trilhar este caminho, neste trabalho voltamos nossos olhares para a histéria do conhecimento
matematico e, em especial, para 0 movimento lgico-histérico® do conceito de Continuidade,
como uma alternativa na constituicdo de uma organizagédo do ensino com vistas ao pleno
desenvolvimento da capacidade psiquica dos individuos.

Porém, antes de nos dedicarmos para a compreensdo das relagdes essenciais da

Continuidade, as proximas subse¢des tratam da apresentacdo do contexto de surgimento e

! Por se tratar de um conceito fundamental em nossa investigacdo, deixaremos para descrevé-lo com
profundidade nas préximas secdes.
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construcdo da pesquisa, evidenciando os motivos e condigdes objetivas que possibilitaram a
organizacéo deste trabalho.

1.1. Contexto de Surgimento da Pesquisa

A constituicdo de um processo investigativo esta, de certa forma, entrelacada com a
historia de vida do pesquisador que o conduz. Em alguma medida, a busca pela objetivacdo de
suas acoes sempre envolve uma tomada de decisdes que seja coerente com suas experiéncias
de vida. Compreender essas questfes permite ndo s6 a contextualizacdo do movimento de
construcdo da pesquisa, esclarecendo os modos como uma investigacdo se consolida, mas
também o conhecimento dos motivos que orientam a escolha das estratégias estabelecidas.

Em particular, os motivos que levaram a elaboracdo deste trabalho estdo diretamente
ligados & minha histéria de formagéo e atuacéo profissional®. Nesse sentido, cabe aqui uma
breve narrativa sobre momentos importantes em meu percurso académico/profissional e suas
implicacdes para a pesquisa.

Advindo de uma cidade interiorana do estado de Goiés, 0 municipio de Ceres, realizei
grande parte de minha trajetoria escolar em uma instituicdo de missdo franciscana que tinha
entre outras finalidades oferecer atividades extracurriculares no decorrer ano letivo, nas quais
sempre me envolvi com intensidade, como gincanas, teatros, festas, atividades civeis e
praticas esportivas. Por essas razdes, aprendi desde cedo a lidar com as pessoas e, mais
importante, a gostar de lidar com elas. Acredito que este sentimento foi decisivo na escolha
por seguir carreira docente anos depois.

Por ter bom relacionamento com colegas e professores e aliado ao bom desempenho
escolar, tive a oportunidade de estudar com bolsa parcial em uma instituicdo privada durante o
Ensino Médio. Nesta época criei um apreco maior pelas disciplinas de Historia, Fisica e
Matematica. Ja nesse momento escolhi o curso de Mateméatica como uma possibilidade para
seguimento na carreira profissional.

Minha formagéo como educador matematico teve inicio em 2007 com a realizagdo da
graduacdo em Matematica no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade Federal
de Goias (IME/UFG), em Goiania. Nesse periodo, 0 ingresso nesta universidade era marcado
pela escolha do préprio estudante pela modalidade, bacharelado ou licenciatura, na qual

almejava cursar. Movido por influéncias externas, optei pela realizagdo do bacharelado.

? Ao longo desta sec&o, optamos pelo uso da primeira pessoa no singular em fungéo do carater descritivo sobre
momentos da vida que conduziram o pesquisador para a constituicdo desta pesquisa. Ao passo que nas demais
secBes serd utilizada a conjugacdo verbal na primeira pessoa do plural por acreditar que 0 movimento de
investigacao é resultado de um processo coletivo de apropriacdo do fendmeno estudado.
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Durante os primeiros anos, minhas experiéncias académicas estiveram voltadas para o
cumprimento de um curriculo préprio da formagéo do bacharel em Matematica.

Assim como muitos estudantes, sobretudo de Matematica, fiz parte de um contingente
estatistico que engloba os alunos com problemas de rendimento nas disciplinas iniciais do
curso, entre elas o Caélculo Diferencial e Integral. Durante esse periodo, também ficou
marcado pela falta de interesse nas aulas; a luta constante contra a desisténcia do curso; a
culpa de ndo corresponder as expectativas de professores e familiares; a auséncia de
perspectivas profissionais em uma futura atuacdo como bacharel; etc. Mesmo diante dessa
realidade, obtive aprovacéao nesta disciplina.

Apesar da seriedade com que tais questfes interferem na satde mental do estudante e
0 numero expressivo de individuos que se encontram nessa mesma situacdo, tudo isso ainda
soa como certa naturalidade nos corredores académicos, reforcando o estigma de que “a
Matematica ¢ para poucos”, ou ainda, “a Matematica ¢ para os fortes”. Mesmo com toda essa
bagagem, insisti pela realizacédo do curso.

No inicio do segundo ano, diante de algumas dificuldades financeiras, tive a
oportunidade de ser contemplado com uma bolsa de carater social, que tinha por finalidade
garantir condicdes basicas de permanéncia nos estudos a alunos provenientes de familias com
baixa renda. Durante o ano de 2008, minhas atividades ficaram restritas ao auxilio
administrativo da secretaria e diretoria do IME/UFG.

Ja no ano seguinte, ainda com a contemplacdo da bolsa social e aliado a melhora de
meu desempenho, minhas acBes voltaram para o atendimento/auxilio de alunos com
dificuldades nas disciplinas de Célculo Diferencial e Integral e Geometria Analitica. Essas
acOes se pautavam em um formato de monitoria, onde pude aprender ainda mais sobre o
Célculo e a lidar com outros alunos e suas dificuldades em se apropriarem dos conceitos
envolvidos nestas disciplinas. Esse momento marcou significativamente minha trajetéria com
0 surgimento de questionamentos que me acompanhariam durante toda a carreira profissional.
Pude conviver e compartilhar sentimentos com colegas e perceber as angustias dos estudantes
em torno da realizacdo destas disciplinas.

Importante ressaltar que essa bolsa continuava com um caréater social, ao passo que as
demais monitorias estavam pautadas no meérito dos estudantes. Em funcdo dos resultados
considerados medianos durante o primeiro ano, ndo estava apto para concorrer a uma vaga no

processo de selecdo de Monitoria. No entanto, com a criagdo de um projeto de
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acompanhamento de estudantes com dificuldades de aprendizagem, as atividades de auxilio
na administragdo do curso foram convertidas em uma espécie de monitoria.

Foi nesse periodo também que tive os primeiros contatos com disciplinas do curso de
licenciatura, em particular Didatica e Politicas Educacionais, com a finalidade de cumprir
carga horéaria obrigatdria®. Durante as primeiras aulas, lembro-me de ficar impressionado com
as discussfes e com a possibilidade de pertencer a um espaco t&o rico, dialogico e diferente
das aulas que havia frequentado até entao.

Houve entdo uma ruptura. Havia ali encontrado condi¢cdes de compreender as
frustragdes com o inicio de minha formacdo e vislumbrar a possibilidade de uma atuacéo
profissional que atendesse as minhas necessidades. Decidi pela mudanca de modalidade e a
escolha pela licenciatura. Apesar de parecer simples essa escolha, tive de enfrentar muitos
preconceitos e julgamentos tanto no ambito familiar, quanto no académico.

No inicio de 2010, fui contemplado com uma bolsa no Programa de Educac¢éo Tutorial
da Licenciatura em Matematica (PETMAT/UFG) e, com a colaboracdo de onze colegas, me
dediquei a realizacdo de acOes voltadas a Educacdo Matematica, com carater de ensino,
pesquisa e extensdo. Além do cumprimento de atividades obrigatérias do curso, as
experiéncias vividas no PETMAT abriram novas perspectivas de atuacdo e o vislumbre de
uma futura pds-graduacéo em Educacdo Matematica.

O momento de conclusdo do curso esteve permeado pelas acBes do estagio
supervisionado e elaboracdo do relatorio final. O estdgio se configurou como espaco
privilegiado para a compreensdo do universo escolar e seus desafios para a carreira docente.
De qualquer forma, o processo de observacdo, intervencdo e reflexdo sobre o trabalho
pedag6gico me despertou o interesse na qualificacdo profissional por meio da realizagdo do
mestrado.

Com o fim da graduacdo, ingressei em 2011 no programa multidisciplinar de Mestrado
em Educacdo em Ciéncias e Matematica da UFG. Passei 0s anos seguintes me dedicando a
realizacdo da pesquisa intitulada Os Indicios de um Processo de Formacdo: a organizagdo do
ensino no Clube de Matematica®. O objetivo se pautou em investigar mudancas significativas
na organizacgdo de ensino de professores de matematica em exercicio, através de uma proposta

de intervencdo pautada no projeto Clube Matematica do IME/UFG. Foi durante esse periodo

¥ para a conclusdo do curso de bacharelado era obrigat6rio o cumprimento de carga horéria em disciplinas tidas
como “optativas” e escolhidas pelos estudantes. Para tanto, as disciplinas do curso de licenciatura, assim como
de outros cursos, contemplavam essa obrigatoriedade.

* SILVA, R. S. Os Indicios de um Processo de Fomag&o: a organizacdo do ensino no Clube de Matemética.
(Dissertagdo) Mestrado em Educacéo em Ciéncias e Matemética. Universidade Federal de Goiés. Goiania, 2013.
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que pude estudar e conhecer os principios da Teoria Historico-Cultural e suas contribuices
para o universo educacional.

A carreira docente teve inicio durante a realizacdo do mestrado, onde pude atuar como
professor de matematica para turmas de Ensino Fundamental e Médio. Nesse tempo adquiri
experiéncia e vivenciei contextos particulares sobre o processo de ensino e aprendizagem da
Matemaética no ensino bésico.

Com a finalizacdo do mestrado, recebi o convite para compor o quadro docente da
Pontificia Universidade Catolica de Goias (PUC/Goias) para o atendimento as disciplinas da
grade curricular de Matemética as turmas dos cursos de Engenharia e Licenciatura
(Matemaética, Fisica e Quimica), em particular, as disciplinas de Célculo Diferencial e
Integral, Geometria Analitica e Algebra Linear.

Durante esse tempo pude entender melhor o contexto que envolve a aprendizagem dos
conceitos de Célculo e as nuances do ensino superior. Nesse novo ambiente foi possivel
perceber os desafios que sdo impostos a pratica educativa e as dificuldades persistentes
vivenciadas pelos estudantes. Apesar de toda minha bagagem, com o acionamento de
estratégias aprendidas ao longo de minha formacdo didatico-pedagégica, as tentativas de
amenizar tais dificuldades ndo passaram de meras tentativas.

Enfim, por mais que entendesse a necessidade de mudangas na condugdo desta
disciplina e me apoiasse em diferentes teorias didatico-pedagdgicas, continuavam presentes 0s
guestionamentos sobre 0 modo como estas disciplinas eram conduzidas. Fatores limitantes
como o engessamento do curriculo, excesso de carga horaria do trabalho docente, quantidade
de alunos em sala de aula, dificuldades dos estudantes em conceitos basicos, entre outros,
contribuiam para que essa questao se perpetuasse.

Em 2014 obtive a aprovacdo em concurso para o cargo de Professor Assistente no
curso de Licenciatura em Matematica da UFG - campus Jatai, onde tenho desempenhado
minhas atividades profissionais. O concurso teve como objetivo a contratacdo de um
profissional que atendesse as demandas da &rea de Matematica, ao ministrar aulas nas
disciplinas introdutérias dos cursos de exatas (Céalculo Diferencial e Integral, Geometria
Analitica, Geometria Euclidiana e outras), e da area de Educacdo Matemética com a
orientacdo de alunos em estagios e suas disciplinas (Didaticas da Matematica, Praticas de
Ensino, Introducéo a Pesquisa em Educacao, entre outras).

Diante desse cenario, meu cotidiano profissional envolve atividades de ensino na

disciplina de Célculo para varios cursos de graduacdo com um contexto permeado por
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elevados indices de reprovacdo e desisténcia; problemas com o nivel de conhecimentos
elementares apresentados pelos estudantes; e a preocupacdo com a formacéao de profissionais
capazes de atenderem as demandas de sua atuacdo profissional, sobretudo no que diz respeito
a formacéo de professores que ensinam matematica.

Portanto, é nesse contexto que se efetivou a necessidade ndo s6 de investigar aspectos
mais intrinsecos acerca do ensino de Célculo, como também de construir novas possibilidades
para superacdo dessa realidade. Mais do que empreender estratégias de ensino ja
consolidadas, esta pesquisa se intenta em abrir novos campos de questionamentos sobre o
desenvolvimento légico-histérico do Célculo e suas possibilidades ao ambiente educacional.

Em particular, como conceito elementar para o Célculo, os esfor¢os desta investigacéo
estardo centrados na andlise do modo como a Continuidade foi desenvolvida ao longo do
tempo, abrangendo a analise de manifestacdes do pensamento em diferentes momentos da
historia, culminando na compreensdo de relagdes essenciais a serem abordadas em sala de
aula.

Assim, na proxima subsecao serdo apresentados alguns momentos importantes sobre a
construcdo da pesquisa com o intuito de dar significado as escolhas realizadas ao longo do

processo.

1.2. A Construcao da Pesquisa

Na constituicdo do fazer cientifico, a pesquisa se instaura como o cerne da atividade
investigativa que o sujeito concretiza na sua busca pela compreensdo dos fendmenos da
realidade objetiva. Nesse sentido, € entendida como um processo que possibilita ao cientista a
identificacdo de caracteristicas mais profundas e significativas em sua comprovacdo com a
manifestagdo na vida pratica (ARAUJO, 2012).

No entanto, ao longo de todo esse processo 0s elementos que compde a estrutura da
investigacdo se modificam ao longo do tempo, ganhando novos sentidos e se adequando as
novas necessidades que surgem no tratamento do fenémeno estudado.

Com vistas a busca de mudancas no ensino de Célculo, a ideia inicial para este
trabalho esteve pautada na analise das possibilidades de uma intervencédo didatico-pedagogica
com base nos principios da Teoria Historico-Cultural. O objetivo era compreender como uma
proposta de organizacdo do ensino assentada nesses principios poderia contribuir (ou nao) ao
processo de apropriacao de conceitos do Calculo.

A questdo da analise de uma intervencdo € legitimada por sua importancia na

compreensdo de aspectos da/sobre/na pratica, mas traz em si uma complexidade que exige o
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reconhecimento dos limites impostos ao pesquisador. Em nosso caso, duas adversidades
foram cruciais para reconsiderar a estrutura do projeto. A primeira diz respeito a0 modo como
0s estudantes se apropriam dos conceitos desenvolvidos nas acdes em sala de aula. Em seu
trabalho, Oliveira (2014) relata dificuldades encontradas na apropriacdo do conceito de
Funcdo por criangas, em uma proposta de organizacdo do ensino pautada na Teoria Histérico-
Cultural, e mostra que tais contratempos podem ser resultados de equivocos cometidos na
elaboracdo das tarefas propostas aos estudantes. No contexto desta pesquisa, isto esteve ligado
ao modo como 0s pesquisadores ndao se atentaram a aspectos importantes ligados ao
movimento l6gico-histérico da Funcéo.

As conclusdes propostas por Oliveira (2014) nos ofereceu elementos suficientes para
entender a importancia de (re)tomar as bases tedrico-metodoldgicas que fundamentam o
movimento l6gico-histdrico. Esta estratégia visava contribuir ndo s6 para o aperfeicoamento
da compreensdo sobre o desenvolvimento histérico dos conceitos, como também no
levantamento de novas questdes sobre a determinacéo dos nexos conceituais”.

Dessa forma, houve o entendimento de que o tempo destinado a realizacdo de uma
intervencdo seria insuficiente para abarcar os processos pautados em 1) analise histérica e
construgdo do movimento Idgico-histérico do Calculo; 2) determinacdo dos nexos
conceituais; 3) elaboracdo de situacbes desencadeadoras da aprendizagem; 4)
desenvolvimento e coleta dos dados sobre o processo de intervencdo; e 5) analise do material
coletado. Certamente, a constituicdo desse processo sem o devido cuidado com as questdes
levantadas por Oliveira (2014) poderiam comprometer 0s objetivos da investigacdo proposta.

J& a segunda questdo, diz respeito ao numero significativamente irrisério de pesquisas
que recorrem a Teoria Historico-Cultural, particularmente, ao movimento l6gico-historico,
como fonte propositiva para o ensino de Calculo. Varios trabalhos apontam as contribuicdes
da perspectiva logico-histérica a aprendizagem da matematica no ensino basico (DIAS, 2007;
DIAS; SAITO, 2009; SOUSA, 2004; 2017; 2018; SOUSA, PANOSSIAN e CEDRO, 2014;
PANOSSIAN, 2008; 2014). A compreensdo dos resultados apontados por esses autores nos
ajudam a tecer estratégias proficuas ao contexto do Ensino Superior.

Nesse contexto, € preciso chamar a atencdo ao trabalho desenvolvido por Abreu
(2010) cujo titulo é Investigando os Conceitos de Limite e Continuidade a partir da
Perspectiva Logico-Historica. Este trabalho € uma monografia apresentada ao Curso de

Matematica da Univeridade Federal de Lavras, como exigéncia obrigatdria para a obtencéo do

> Por se tratar de um conceito fundamental em nossa investigacao, deixaremos para descrevé-lo com
profundidade nas préximas se¢des.
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titulo de Licenciado. A proposta desenvolvida por Abreu (2010) revela o esfor¢o implicado
pela professora em formacdo em compreender a apropriacdo de nexos conceituais dos
conceitos de Limite e Continuidade por estudantes do curso de Calculo.

Em seu trabalho, a autora recorre a pesquisa de Sousa (2004) na compreensdo dos
conceitos sobre o movimento 6gico-historico e as historiografias de Caraca (1958), Guillen
(1987) e Karlson (1961). A partir desse contextos, Abreu (2010) estabelece como nexos
conceituais para o Limite e Continuidade os conceitos de vizinhanga, infinitésimo, infinito,
interdependéncia, movimento (fluéncia), variavel e funcdo e sua abordagem em atividades
pautadas na Atividade Orientadora de Enisno (AOE).

Ap0s a elaboracéo, aplicacdo e andlise das atividades com os estudantes, Abreu (2010)

aponta que

O ensino apoiado na perspectiva logico-historica possibilita aos alunos o
entendimento do conceito em seu cerne. Este entendimento é possivel, pois
os alunos tem a oportunidade de (re)elaborar suas concepgfes sobre o
conceito ao invés de simplesmente decoré-lo. [...] A Educagdo Conceitual
também foi discutida, e concluimos que esta filosofia € uma forma de os
alunos receberem algumas informagdes que o incentive a refletir até formar
um determinado conceito e entender quando e como usa-lo. Com este
método podemos ver que ha um movimento no pensamento dos alunos,
permitindo que eles entendam o conceito de forma significativa. Assim o
aluno consegue aplicar o que estudou em diversas situacGes e ndo caem no
esquecimento, pois quando o processo é entendido se consegue aplica-lo em
qualquer situagdo (ABREU, 2010, p. 57).

A autora nos ajuda, assim, a compreender as possibilidades que o ensino pautado
nessas diretrizes pode oferecer. Ainda que Abreu (2010) apresente elementos que apontam
para a apropriacdo dos conceitos ali desenvolvidos, entendemos que a existéncia de aspectos
importantes, 0s quais necessitam de aprofundamentos tedrico-metodol6gicos, sobretudo no
ambito da determinacdo dos nexos conceituais. Ressaltamos que por se tratar de uma
monografia de conclusdo de curso, o trabalho apresenta reflexdes densas e consistentes,
dignas de pesquisas no ambito da p6s-graduacao.

Os resultados apresentados por Abreu (2010), aliados aos de Oliveira (2014), nos
ajudam a compreender os desafios da conducéo de uma proposta como esta e a necessidade de
se aprofundar os estudos e investigacdes sobre a constituicdo do movimento l6gico-historico
dos conceitos matematicos. Certamente as contribui¢des de Abreu (2010) nos serviu como
ponto de partida para a tomada de decisfes importantes a pesquisa.

Diante desses fatores, é possivel perceber a necessidade do estabelecimento de um

estudo cuidadoso sobre o processo de constituicdo do movimento logico-historico, ao elucidar
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os fundamentos tedrico-metodoldgicos que 0s sustenta, e a possibilidade da determinacdo dos
nexos conceituais da Continuidade com vistas a organizacdo do ensino que possibilite sua
apropriacéo.

Outra questdo fundamental foi a necessidade de superar uma visdo ingénua sobre o
Calculo e fazer um recorte sobre os muitos conceitos por ele abarcados. Isso porque falar
sobre a histéria do Célculo é o mesmo que falar sobre a Historia da Matematica, pois sua
constituicdo envolve a relacdo de confluéncia entre o desenvolvimento, por exemplo, da
Algebra, Geometria, Aritmética, Filosofia, entre outras. Assim, optamos pelo foco sobre a
Continuidade, em funcdo de sua importdncia para o contexto do Caélculo, em alusdo a
elaboracdo de outros conceitos como Limite, NUmeros Reais, Derivadas, Integrais, etc.
(BROLEZZI, 1996; COBIANCHI, 2001; DIAS, 2007; ABREU, 2010; ABREU; ANDRADE,
2010; BACHA; SAITO, 2014).

O processo de construcdo da pesquisa pode ser sintetizado na figura a seguir (Figura
1).

Figura 1- Movimento de Construcdo da Pesquisa

Formacéo Escolar Formacdo Académica Carreira Profissional

v

Organizacdo do Ensino de Célculo

l

Teoria Historico-Cultural

Movimento Logico-Histérico Conceito de Continuidade

| |
v

Determinacao dos Nexos Conceituais da Continuidade

Fonte: Préprio Autor

Nessa nova e atual configuracdo, a pergunta norteadora desta pesquisa se sintetizou
em: Quais sdo as relacBes essenciais estabelecidas no movimento l6gico-histérico do
conceito de Continuidade que podem se configurar como nexos conceituais a partir da
realizacdo da Andlise Documental e da Analise Historico-Epistemoldgica?

Tendo essa problematica como pando de fundo, a tese que se busca defender neste
trabalho se constitui no entendimento de que é por meio do movimento logico-histérico que

se efetiva a determinacgdo dos nexos conceituais da Continuidade como aspecto fundamental
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para sua abordagem em sala de aula, com vistas ao desenvolvimento psiquico dos sujeitos.
Assim, a pesquisa passa a se estruturar a partir da Analise Histérico-Epistemoldgica
(RADFORD, 2011) do conceito de Continuidade com vistas a determinacdo de seus nexos
conceituais.

Para aclararmos o contexto de construcdo e desenvolvimento dessa investigagdo, na

proxima secéo serdo apresentados os elementos tedrico-metodoldgicos da pesquisa.
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2. Aspectos Tedrico-Metodoldgicos da Pesquisa

O desenrolar da vida humana segue seu fluxo continuo de mutabilidade e surgimento
constante de novas necessidades. Com o despertar de novas geracdes, instaura-se também o
desafio de resguardar todo o aparato intelectual e material acumulado, como ponto de partida
para a manutencédo da vida e a produgao de novas descobertas.

Com o advento de uma organizacdo social cada vez mais complexa, as relagdes
estabelecidas entre 0 homem e o mundo exterior se voltam para a necessidade de
determinacéo de previsibilidade, manejo e controle dos mais diversos fenémenos que afetam a
vida humana. Diferentemente das outras espécies, o organismo humano é dotado da
capacidade de inteligibilidade e atuacdo consciente sobre o ambiente, no qual encontra no
pensamento cientifico, em especial no pensamento matematico, uma manifestacdo sistematica
no que diz respeito a uma construcdo coletiva do conhecimento.

O desafio de compreender as adversidades que afligem o desenvolvimento da vida
ganhou forca com a criacdo de ferramentas inteligiveis capazes de fornecer condicGes
favoraveis para a atuacdo humana sobre a natureza. Dentre as distingdes atualmente
estabelecidas sobre as formas de conhecimento, a Matematica carrega uma poténcia
significativamente criadora e criativa para a 0 cumprimento dessa tarefa. A criacdo dos
conceitos de numero, variavel e fungdo, por exemplo, permitiu o estabelecimento de uma
consciéncia e a determinacédo de formas reguladoras da acdo humana.

Esse processo ganha ainda mais notoriedade com a necessidade de perpetuagdo e
transferéncia do que foi produzido aos demais individuos da comunidade humana. Isso
permite ndo sé partilhar a ideia de uma construcéo coletiva do conhecimento, mas também
que reconhecamos a responsabilidade na insercdo das novas geragfes a um mundo
humanamente modificado/construido. Para tal, é necessaria a apropriacdo dos bens
culturalmente produzidos, conduzido por um processo educativo intencional (CEDRO, 2004).

No que diz respeito as novas geracdes, ao se apropriarem da significacdo das
ferramentas ja& produzidas pelas geracdes que as precederam, os individuos passam a
compartilhar de um modo particular de agdo coletiva. Inserem-se assim num movimento
infindavel de compartilhamento e humanizagdo (MOURA, 2000). Assim, o processo de
apropriacéo de tudo o que foi acumulado pela humanidade perpassa, num primeiro momento,
pelo acesso ao contetido e aos instrumentos de comunicagdo que o carregam, e, por fim, pela

adocdo de estratégias de ensino capazes de tornar possivel tal apropriacéao.
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E nesse contexto que a organizagio do ensino se fixa como um componente essencial
para a constituicdo de uma atividade que tem a aprendizagem e o desenvolvimento psiquico
como finalidades. Além disso, é premissa deste trabalho que através de uma analise histérica,
com base no movimento l6gico-historico, se encontra a possibilidade de compreender as
relagdes essenciais dos conceitos a serem abordados em sala de aula. No caso dessa pesquisa,
o0 conceito de Continuidade no contexto do ensino superior.

Portanto, 0 objetivo desta secdo € promover uma sintese sobre as bases tedricas do
movimento l6gico-histérico que estdo pautadas em categorias do materialismo histérico-
dialético, atentando-se para os elementos que, a0 mesmo tempo, se transfiguram em método
de conhecimento. Somado a isso, intenta-se também na conducdo de reflex6es sobre a
conversdo da analise histérica em premissa metodologica para a conducdo da pesquisa, por
meio da determinacdo das relacdes essenciais da Continuidade, ao que denominamos de nexos
conceituais.

As duas proximas subsecdes tratam separadamente de uma abordagem sobre o0s
conceitos de ldgica, enquanto estudo do desenvolvimento do pensamento, e de histéria na
perspectiva marxista, como uma tentativa de estabelecer as relacdes que constituem o par
dialético l6gico-histérico. Por fim, as reflexdes da ultima subsecdo avangam para a discussao
sobre a concretizagdo do movimento l6gico-histérico por meio de andlise histérica da

Continuidade e o processo de determinagdo de seus nexos conceituais.

2.1. A Manifestacdo do Pensamento e a Construcdo Logica do Conhecimento

N&o ha davidas que a forma como o ser humano se relaciona com o mundo externo
perpassa pela conducdo da acdo por meio do pensamento. Apesar do consenso sobre tal
afirmacédo, diversas perspectivas tém se aventurado em explicar como esse pProcesso se
constitui. A adocdo de uma perspectiva em particular certamente exige do pesquisador o
conhecimento das bases conceituais que as constituem.

No que tange o contexto desta pesquisa, 0 pensamento é resultado de um processo de
interacdo dialética entre a inteligibilidade humana e o mundo material. Isso requer o
reconhecimento de uma relacdo de reciprocidade entre o sujeito pensante e o objeto do
pensamento. Mas esta relacdo ndo se constitui de maneira direta e instantanea. Para entendé-
la, torna-se fundamental a compreensdo de que nessa perspectiva 0 pensamento apresenta
duas caracteristicas essenciais: em primeiro lugar, que ele é o processo resultante e
mobilizador de uma atividade préatica e, em segundo, € mediatizado por um sistema de

linguagem coletivamente forjado.
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Essa interacdo dialética entre pensamento-linguagem-atividade se configura como
elemento crucial para essa pesquisa e denota a forma como se compreende a elaboragéo
conceitual da Continuidade. Ou seja, a Continuidade aqui € entendida como uma sintese na
relacdo entre a atividade e o pensamento, mediante o estabelecimento coletivo de uma
linguagem, no caso, a linguagem logico-simbdlica de fundamentacdo da Matematica. Mas
antes de nos debrucarmos sobre a Continuidade, € necessario esclarecer essa relacéo.

No pensamento, uma vez que determinado objeto possui uma imagem refletida na
mente humana, esta imagem passa a compor um quadro de relacdes socialmente estabelecidas
e cristalizadas no consciente, tornando-se um componente ativo na regulagdo da acgéo
(KOPNIN, 1978). Nesse momento, 0 sujeito age conscientemente sobre determinado objeto a
partir das relacdes construidas e assimiladas em seu contexto sociocultural. Esta perspectiva é
fruto de estudos realizados por psic6logos russos e seus sucessores que buscam compreender
fendmenos da vida humana a partir da Teoria Histérico-Cultural, cuja base se concebe nos
trabalhos de Karl Marx (1818-1883).

Assim, estabelecido o lugar de onde falamos, € justamente nesse movimento de
interacdo entre sujeito pensante e realidade objetiva que se concentra a compreensdo dialética
do conceito de trabalho no qual o sujeito, ao se deparar com a realidade objetiva, transforma o
mundo em seu redor através de sua acdo e, a0 mesmo tempo, é transformado por meio da
construcdo de novas estruturas cognitivas que controlam tal acdo, tornando-se um processo
vivo de constantes modificacdes (ANTUNES, 2010). E nesta perspectiva de trabalho em
Marx que o pensamento se constitui. Com sua base na realidade objetiva, no pensamento esta
a interacdo do externo e o interno, do objetivo e o subjetivo, por meio da satisfagcdo
intencional de uma necessidade pratica (LEONTIEV, 1983).

Kopnin (1978) retrata que

0 pensamento, suas formas e leis, sdo resultado da ag&o reciproca material do
sujeito com o objeto, a qual atua sob a forma de pratica. A esséncia do
pensamento pode ser expressa pela formula: atividade do sujeito que
concebe 0 objeto ou a realidade objetiva em determinadas formas. No
pensamento podem-se destacar varios aspectos interligados: 1) o objeto,
dado no pensamento; 2) a atividade do sujeito, dirigida no sentido do objeto;
3) o resultado dessa atividade: as formas do pensamento, sob as quais atua o
objeto (KOPNIN, 1972, p. 38).

E complementa ao discorrer que

enquanto atividade intelectual, o pensamento é, a seguir, um processo com
fim definido. No pensamento o homem se prop8e a determinados fins, que
tem significado objetivo e sdo produto das necessidades praticas. Visando a
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determinados fins, o0 homem coloca e resolve o problema da relacdo da
esséncia do pensamento com a realidade objetiva. Deste modo realiza-se a
verificacdo material dos resultados do pensamento, elucida-se até que ponto
concretizou-se o fim colocado diante do pensamento (KOPNIN, 1978, p.
130).

Apesar de ter uma dindmica essencialmente intelectual (ideal), o pensamento se
constitui a partir de uma atividade pratica, isto é, tem sua base existencial no mundo objetivo.
Qualquer tipo de separacdo do pensamento enquanto atividade intelectual de sua relagdo com
a vida material est4 fadada ao equivoco de se perder a esséncia de sua existéncia.

Ha ainda o outro aspecto fundamental, a linguagem. Na busca de organizagdo das
estruturas psiquicas que coordenam a reflexdo do objeto no pensamento, a imagem assim
refletida ndo permanece estagnada, como em uma fotografia impressa numa folha em branco,
mas se insere num conjunto de relagfes previamente estabelecidas (e em constantes
transformacdes) cujas propriedades sdo interpretadas por categorias culturalmente assimiladas
ao longo da vida em sociedade (KOPNIN, 1978).

Esse aspecto resgata 0 modo como coletivamente o pensamento é constituido pelo
sujeito. Em sua interacdo com o objeto através da atividade préatica, o sujeito se apropria de
um modo culturalmente estabelecido e assimilado ao longo de suas relacdes interpessoais,
compartilhando significados sobre o objeto, que conduz a um modo particular de regulacéo de

sua acédo (Figura 1).

Figura 2 - Interagdo Sujeito-Objeto na Constituicdo do Pensamento

Atividade: Interacdo Individuo — Objeto

Socialmente Mediada Regulagdo das Agdes

Figuras retiradas de:

Fonte: (SILVA, 2013, p. 66)
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Como exemplificado na Figura 1, o individuo pode até se apropriar das caracteristicas
fisicas dos objetos num primeiro momento, como o tamanho, peso, materiais de fabricag&o,
entre outros. Caracteristicas primarias, por assim dizer, que diferenciam (ou aproximam) dois
objetos. No caso da Figura 1, a diferenca entre o martelo e a chave de fenda. No entanto, ao se
apropriar do valor social que cada ferramenta carrega na execugdo de uma atividade préatica
especifica, esse individuo passa a compartilhar de um significado culturalmente estabelecido
e, assim, estabelece diretrizes para a regulacdo de sua acdo. Toma posse de seu lugar em um
coletivo de individuos que usam, entre outras fungdes, o martelo para “martelar” e a chave de
fenda para “parafusar”.

Portanto, 0 pensamento se estabelece em duas categorias essenciais: a partir de uma
atividade prética® em contato com o mundo material e mediado por relagdes culturalmente
assimiladas ao longo da vida. E como essas relacdes se cristalizam na mente do sujeito?

Como aponta Vigotski (2007), o modo como o sujeito se apropria dessas relacfes esta
diretamente mediatizado por um conjunto de signos e instrumentos construidos coletivamente

através da linguagem. Ao corroborar com essa questdo, Kopnin (1972) defende que

0 pensamento ndo pode comecar do nada. Para assimilar teoricamente o
objeto 0 homem precisa ter diante de si esse objeto, estar em interagdo
pratica com ele. Necessita de meios que lhe ajudem a captar o objeto em
formas determinadas. E na qualidade de semelhantes instrumentos que atua a
experiéncia do conhecimento do mundo corroborada com a linguagem
(KOPNIN, 1972, p. 39-40).

Destacamos nossa compreensdo aqui que a linguagem se institui a partir de um
sistema simbdlico organizado coletivamente ao longo do tempo, numa relacdo dialética entre
a comunicacdo (interpsiquico) e a constituicdo do pensamento (intrapsiquico). Esse sistema é
constituido por toda acdo e/ou conjunto de estruturas que permitem a emissdo, receptacdo e
interpretacdo de mensagens entre sujeitos num grupo, sejam através de sons, imagens, signos,

gestos etc. Nesse sentido,

0 processo de pensamento se realiza a base de sinais, via de regra de palavras
e proposi¢des que sdo forma sensorial, material de existéncia do ideal. “O
‘espirito’ carrega desde o inicio a maldi¢do de ser ‘sobrecarregado’ pela
matéria que aqui se manifesta sob a forma de camadas moveis de ar, de sons,
em suma, sob a forma de linguagem” — escreveu K. Marx. Enquanto imagem

® Importante ressaltar que utilizamos o termo “atividade pratica” com referéncia a qualidade da agdo humana
com a realidade objetiva. Com a complexificacdo das relagdes sociais, econémicas e culturais, aos poucos vdo
surgindo novas necessidades e essa atividade pratica se converte também em “atividade intelectual” em alusdo
ao modo como o individuo passa a operar na concretude de objetos mentais, como no caso da atividade cientifica
ou, entdo, da atividade matematica. A estrutura da atividade se mantém a mesma, mas 0 que muda sdo as
relacGes estabelecidas com os diferentes objetos (materiais e mentais).
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cognitiva do objeto, enquanto abstracdo, o ideal realmente existe para outro
homem no processo de comunicacdo entre os homens, logo, existe para o
préprio ser pensante apenas quando atua sob a forma material sensorial; sob
a forma de palavras, proposic¢des. O sujeito pode perceber do mundo exterior
somente aquilo gue atua sobre os 6rgdos do seu sentido; o cérebro humano
pode entrar em interacdo somente com os fendmenos capazes de suscitar
nele as excitagdes correspondentes, i. e., com o material, o sensorial. Por isto
as imagens reais dos objetos assumem na linguagem a sua forma sensorial-
material e deste modo tornam os resultados do pensamento acessiveis, reais
(KOPNIN, 1978, p. 132).

Assim, no processo de comunicagdo, a linguagem permite que os individuos
compartilhem e negociem as formas como subjetivamente o pensamento é elaborado e
convertido em formas reguladoras da agdo humana. Através da criacdo e compartilhamento de
instrumentos inteligiveis de compreensdo do mundo (signos, sinais, imagens, grafias, sons,
etc.) é que se tornam possiveis a concretude do pensamento e sua manifestacdo na pratica. Em
outras palavras, ao passo que a linguagem conduz o processo de apropriagdo do mundo,
mediatizando significados cristalizados pelo individuo ao longo da vida em sociedade, ao
mesmo tempo ela se converte na materializacdo do pensamento, constituindo um meio
essencial de producéo coletiva de conhecimento.

O resultado dessa interacdo entre pensamento e linguagem € a constituicdo do que
entendemos por conhecimento e que se configura em um “processo de criagdo de ideias,
dirigidas a um fim, que refletem com perfeicdo a realidade objetiva sob as formas de sua
atividade [0 pensamento] e que existem como determinado sistema linguistico [linguagem]”
(KOPNIN, 1972, p. 25).

Portanto, na égide de desenvolvimento do pensamento esta o potencial de criacdo do
conhecimento que se converte em traducdes da realidade objetiva por meio da linguagem. No
conhecimento estdo encarnadas ndo sé as representacdes da realidade objetiva pelo
pensamento humano, mas também elementos de praticas culturais acumuladas ao longo do
tempo.

Em guisa de exemplo, ao se deparar com a necessidade de controle de quantidades ou
de medicdo de determinados objetos em diferentes civilizacbes, € possivel estabelecer
relagbes entre instrumentos de linguagem construidos que se aproximam do conceito de
namero. Ao se apropriar deste conhecimento, o sujeito ndo sé assimila um elemento particular
de linguagem, mas principalmente passa a compartilhar de uma forma culturalmente
estabelecida de pensamento e, consequentemente, de regulacéo de sua acéo.

E na constituicdo do conhecimento que se estabelecem categorias e conceitos, cuja

finalidade se instaura na representacdo do mundo material por meio de generalizacGes
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inteligiveis que orientam a a¢do humana. E isso € um aspecto importante, pois € na existéncia
de diferentes formas em como esse processo é conduzido que se firma a diferenciacdo em
pensamento cientifico e rotineiro (KOPNIN, 1978).

Sobre isso, a producdo de conhecimentos socialmente aceitos ao longo do tempo tem
exigido cada vez mais o estabelecimento de caracteristicas de precisdo e veracidade. Tais
caracteristicas estdo ligadas ao modo como os conhecimentos se vinculam a realidade objetiva
e como objetivamente sdo capazes de traduzir as relagdes observadas na pratica. Como modo
inerente a atividade préatica, a producdo de conhecimento também é resultado da vida em
sociedade, mas foi durante o periodo renascentista nos séculos XVI e XVII que ela sofreu
transformacfes em sua forma e conteldo e passa se configurar nos moldes da ciéncia
moderna. A partir disso, o desenvolvimento do pensamento, e consequentemente do
conhecimento, volta-se para a “formagdo de novas teorias ¢ conceitos, com o movimento das
ideais fora dos limites das concepces teoricas anteriores e genéricas, ou seja, com a formagéo
de uma nova qualidade” (KOPNIN, 1978, p. 129).

A determinacdo do conhecimento em sua qualidade de cientifico foi (e ainda €)
matéria de discussdao em diferentes areas. Esse problema ganha notoriedade e forca com a
necessidade de demarcagdo sobre as forcas que regem o “trato cientifico” em compreender
determinado fendbmeno ou objeto da realidade objetiva e, principalmente, pela profundidade
em que se almeja realizar tal empreitada.

Diferentemente do conhecimento rotineiro (cotidiano, espontaneo, senso comum, etc.)
que surge a base de generalizacbes arbitrarias advindas de experiéncias da vida diaria, o
conhecimento cientifico tem por principio a criacdo de meios e instrumentos que comprovem
(ou garantem) com profundidade suas generalizacOes e que estas consigam refletir, o quanto
mais proximo possivel, a realidade objetiva (KOPNIN, 1978).

N&o ha a intencdo aqui de aprofundar nessas questfes, sobretudo no que diz respeito
ao mérito e a existéncia (ou ndo) da hierarquizacdo das diferentes formas de manifestacdo do
pensamento em conhecimento cientifico ou rotineiro. No entanto, a perspectiva deste trabalho
estd na compreensdo de como o conhecimento cientifico, e em particular o conhecimento
matematico, se desenvolve no sentido de conduzir o processo de reflexdo das leis da realidade
objetiva em leis do pensamento através do estabelecimento de categorias, conceitos e
métodos.

Isso traz implicagGes importantes para o contexto do objeto dessa pesquisa, 0 conceito

de Continuidade. Entendido como resultado de um processo de producdo do conhecimento, ao
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se apropriar deste conceito o individuo assimila um conjunto de significados elaborados no
ambito da linguagem l6gico-simbdlica e compartilha uma forma coletiva de regulacdo de sua
acao, pois passa a compreender novos conceitos (ou a ressignificar os ja existentes) a partir
das estruturas mentais advindas com a Continuidade.

Assim se levanta uma questdo importante: Como ter acesso aos diferentes estagios de
manifestacdo do pensamento, desde suas manifestagbes priméarias até as formas mais
aprimoradas? Em nosso caso, como acessarmos os diferentes momentos de manifestacdo do
pensamento na producdo da Continuidade? Sabemos que um caminho possivel na busca por
resposta a estas questdes é por meio da historia.

N& haviamos até aqui ao menos estabelecido qualquer relacdo do
pensamento/conhecimento com a historia. Isto é provocativo. Deixaremos para aprofundar
nesta relacdo nas préximas secdes do capitulo. Antes disso, continuemos nos debrucando
sobre a questdo do conhecimento.

Ao longo do tempo, a compreensdo do desenvolvimento do conhecimento esteve
relegada a parte da filosofia dedicada a Logica. Apesar da existéncia de muitas correntes
I6gicas, pode-se estabelecer, em modo geral, que a logica ¢ “o estudo da estrutura, dos meios
de demonstragéo, do surgimento e evolucdo de uma teoria cientifica” (KOPNIN, 1978, p. 21).

E mais,

a ldgica ndo deve estudar algum pensamento correto, conhecido de anteméo,
mas 0 movimento do conhecimento humano no sentido da verdade,
desmembrando deste formas e leis em cuja observancia o pensamento atinge
a verdade objetiva. E uma vez que o conhecimento aumenta sem cessar,
mudando quantitativa e qualitativamente, o campo do ldgico se enriquece
com um novo conteddo incorporando novos elementos, transformando-se e
reorganizando-se interiormente (KOPNIN, 1978, p. 21).

Em sintese, o fundamento l6gico (aqui trataremos como somente légico) reflete o
movimento do pensamento como resultado do processo de estudo das transformacgdes do

conhecimento. Nas palavras de Kopnin (1978),

uma vez apreendidas, as leis do mundo objetivo se convertem em leis
também do pensamento, e todas as leis do pensamento s&o leis representadas
do mundo objetivo; revelando as leis de desenvolvimento do proprio objeto,
apreendemos também as leis de desenvolvimento do conhecimento e vice-
versa, mediante o estudo do conhecimento e suas leis descobrem-se as leis
do mundo objetivo (KOPNIN, 1978, p. 53).
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Isto é fundamental a esta pesquisa. Ao buscarmos compreender as leis na producédo do
pensamento sobre a Continuidade, intentamos em relacionar com as formas de apreenséo das
leis da realidade objetiva refletidas neste conceito.

No entanto, ha que se ressaltar que diferentes correntes l6gicas conduzem a processos
distintos de determinacéo das leis objetivas. Um exemplo classico é o da légica formal’ que
serviu adequadamente aos problemas da ciéncia moderna, cujos principios de compreensdo do
pensamento nesta corrente estiveram fortemente ligados a producéo de sistemas linguisticos
construidos ao longo dos ultimos séculos (KOPNIN, 1978). Com o aparato simbdlico advindo
da matematica, a légica formal impulsionou o desenvolvimento de teorias revolucionérias ao
cenario das ciéncias naturais, mas em certa medida limitou o processo de ascensdo a
estruturas mais internas de fenémenos da realidade objetiva.

Sobre a légica formal, com referéncia a logica classica pautada nas obras de

Aristételes, Kopnin (1978) discorre que

Ao analisar as formas do pensamento, a al6gica classica acentua sua atencdo
no conteddo formal, ou seja, ela ndo da prioridade ao que essa forma de
pensamento reflete e a maneira como faz. Nas formas de pensamento, ela
estuda o conteldo que permita extrair um novo juizo dos juizos existentes.
Por exemplo, de qualquer juizo geral da forma: “Todo A é B” pode-se
extrair o juizo “C é B”, caso seja estabelecido que C é o objeto dos referidos
juizos; isto estd relacionado com o contetdo formal dos juizos e suas
relacbes. O conteldo formal é material, representa o reflexo das leis
objetivas, das leis mais gerais e mais simples, porém nao esta imediatamente
ligado as propriedades concretas de qualquer objeto determinado, refletido
nesse ou naquele juizo concreto (KOPNIN, 1972, p. 73).

De maneira geral, ao se afastar cada vez mais de problemas de ordem filosofica e
apregoar estruturas rigidas baseadas em sistemas axiomaticos e modelos de deducdo, as
caracteristicas dos objetos e/ou fenbmenos abarcados pela ldgica formal tendem a refletir suas
relacBes mais visiveis e sensiveis a priori. E 0 argumento que sustenta esta questdo € que tais
relacbes sdo passiveis de quantificacdo e reducdo em um sistema simbodlico formal.
Caracteristicas tdo caras e necessarias a ldgica formal.

Voltada para uma direcdo diferente, a ldgica dialética se estabelece em sua
“capacidade de relacionar a objetividade do contetdo dos conceitos e teorias da ciéncia com
sua mutabilidade, instabilidade” (KOPNIN, 1978, p. 82). Com vistas a construcdo da verdade
objetiva, busca se constituir como légica que revela “as leis do conhecimento enguanto

processo de conhecimento pelo pensamento” (ibidem).

’ Referimos ao termo I6gica formal utilizado por Kopnin (1978) em alusdo ao desenvolvimento do pensamento
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Enquanto a ldgica formal se estrutura em sistemas integrados de uma simbologia
generalista e suas relacdes, a ldgica dialética se configura como combinacao entre pensamento
e realidade. Segundo Kopnin (1978),

as formas e leis do pensamento que a dialética como ldgica estuda ndo sdo
mais que as formas e leis do movimento do mundo material, incorporado ao
processo conjunto de trabalho e inserido no campo da atividade humana. O
traco peculiar da atividade do homem e do seu pensamento consiste
justamente na universalidade, i. e., no fato de 0 homem social ser capaz de
transformar qualquer objeto da natureza em objeto e condi¢do de sua
atividade vital e ndo estar atrelado as condigdes biolégicas limitadas da vida
da espécie, como ocorre com o animal. Com isto 0 homem demonstra a sua
universalidade em geral e a universalidade do seu pensamento em particular,
de vez que o pensamento nada mais é que a capacidade desenvolvida de
atuar conscientemente com qualquer objeto, segundo a forma prépria e
medida deste, com base na imagem que com veracidade objetiva o reflete
(1978, p. 81).

E o autor ainda complementa,

E justamente por isso que a dialética revela as leis do movimento dos objetos
e processos, converte-se ainda em método, em logica do avango do
pensamento no sentido do descobrimento da natureza objetiva do objeto,
dirige o processo de pensamento segundo leis objetivas visando a que o
pensamento coincida em contetdo com a realidade objetiva que fora dele se
encontra e, ap0s concretizar-se em termos praticos, leve ao surgimento de
um novo mundo de objetos e relacGes (KOPNIN, 1972, p. 53)

Assim como esta dito, diferentemente da I6gica formal, que parte do principio da
estagnacdo dos fendmenos naturais e sua reproducdo em ambientes controlados capazes de
fornecer todas as informac6es possiveis, a dialética se estabelece na compreensado da realidade
em movimento.

Determinar o I6gico sobre o conhecimento deve percorrer ndo s6 as diferentes etapas
de producdo de suas estruturas formal-simbdlicas, enquanto aspectos externos e finais de seu
estdgio de desenvolvimento, mas também revelar as relacbes (identidade, transicdes,
contradicGes, etc.) entre os conceitos, como reflexos do mundo material em seu devir. Estas
relagOes revelam as essencialidades na constitui¢do do conhecimento. Assim, o que buscamos
é a compreensdo das relagdes essenciais de constituicdo da Continuidade.

Para endossar esta visdo, Caraca (1958) afirma que a realidade objetiva se apresenta a
partir de dois principios essenciais. O primeiro é a lei de Interdependéncia das coisas (objetos,
pessoas e fendbmenos) que estabelece a realidade como um organismo uno e vivo, onde todas

as coisas se comunicam entre si e participam da vida uma das outras. J& a segunda diz respeito
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a lei da Fluéncia, a qual determina que todas as coisas estdo em constante movimento
transformacéo.

Diante disso, como estabelecer formas de compreender e explicar o movimento da
realidade e sua reflexdo no pensamento?

Caraca nos da elementos de como conduzir esta questdo a partir da categoria dialética
da quantidade-qualidade. Na composicéo de seus argumentos, o autor introduz o conceito do
“isolado” (CARACA, 1958, p. 112) que representa um (re)corte bem sucedido da realidade,
certificando-se da presenca de caracteristicas dominantes presentes na realidade objetiva e que
nelas certamente se resguardem as relagfes de interdependéncia j& mencionadas.

Como ja dissemos, assim como acontece na logica formal e, levando em consideracéo
a fluéncia das coisas, qualquer seccdo produzida sobre a realidade esta fadada ao fracasso de
reproduzir a propria realidade, uma vez que se torna impossivel a contencdo de suas
transformacdes e a replicacdo das condicgdes iniciais. No entanto, Caraca (1958) chama a
atengdo para a presenga de “inesperados” apregoados neste processo (CARACA, 1958, p.
114). Os inesperados nada mais sdo que a revelacdo de elementos antes ndo abarcados na
elaboracdo de um isolado, cuja existéncia denuncia a presenca de uma caracteristica
dominante nova.

Isso pode ser um problema a principio. Nos moldes da légica formal, isso certamente
significaria abandonar o recorte realizado, uma vez que ndo oferece condicbes basicas de
replicacdo e controle, ou, na melhor das hipdteses, levaria a criacdo de um novo recorte, agora
com a preservacdo da caracteristica recém-revelada. Mas, para a légica dialética, o inesperado
é 0 modo como ativamente se encontra o processo de fluéncia do fendmeno analisado. Sem
considerar a existéncia de inesperados, é impossivel empreender o processo de compreensdo e

explicacdo da realidade.

Rigorosamente, deveriamos dizer que a cada momento temos um isolado
novo, mas, pelo mesmo acto arbitrario que nos levou ja a recorta-lo do seio
da Realidade (acto justificado pela necessidade e comodidade de estudo),
diremos que o isolado evoluciona e que os diferentes estados observados
correspondem, ndo a isolados novos, mas a diferentes fases de evolugao do
isolado inicial (CARACA, 1958, p. 117).

A evolugéo de um isolado perpassa entdo pela compreensao de suas caracteristicas em
movimento e as relacbes que estdo estabelecidas entre si a cada novo momento. Para
compreender melhor este processo, Caraga (1958) recorre ao principio dialético das leis de
qualidade e quantidade. O conceito de qualidade esta ligado ao “conjunto de relagdes em que

um determinado ser encontra com os outros seres dum agregado” (CARACA, 1958, p. 113).
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Estas relagGes sdo estabelecidas a partir de caracteristicas que podem ser observadas dentro de
um isolado e num determinado contexto historico. Cada caracteristica de determinado ser se
liga a outro, constituindo uma rede de relacbes. Uma vez que é observada uma mudanca em
uma caracteristica existente, ou até mesmo o aparecimento de uma nova caracteristica, é de se

esperar que haja alteracGes nas relagdes antes estabelecidas. Nas palavras do autor,

tomemos um certo isolado de estudo; arrastado na fluéncia de todas as
coisas, ele transforma-se — cada um dos seus componentes devéem a todo o
instante uma coisa nova. Alterando-se constantemente o0s elementos
constitutivos, alteram-se as suas relagGes, isto €, as suas qualidades, e 0
isolado aparece a todo 0 momento com qualidades novas (CARACA, 1958,
p. 117).

Assim, Caraga recorre ao conceito de “quantidade” (CARACA, 1958, p. 115). A
principio esse termo pode conduzir nosso entendimento aproximando do significado atribuido
a palavra nimero, ou melhor, a elementos suscetiveis de contagem. No entanto, a quantidade
aqui é compreendida como um atributo do conceito de qualidade.

Em um determinado isolado, cada relacdo entre os elementos que o constitui recebe
determinac6es ligadas ao conceito de quantidade. Estas determinacdes podem ter carater de
juizo, grandeza, intensidade, entre outros. A quantidade diz respeito as relacbes mais internas
e diretas entre os elementos do isolado. De qualquer forma, o estabelecimento de qualquer
ponderacdo sobre a qualidade de um isolado requer a analise das relagdes concebidas em sua
quantidade.

Segundo Caraca (1958), por vezes uma mudanca ocorrida na quantidade pode chegar a
um nivel significativo de alteracdo que contraria a qualidade estrutural de um isolado,
obrigando a criagdo de uma nova qualidade. Esse processo ¢ chamado de “transformacao da
quantidade em qualidade” (CARACA, 1958, p. 118). Isso significa que mudancas profundas
podem ocorrer no seio das relacdes mais internas de um isolado, trazendo a tona a
importancia de se ater aos elementos da quantidade.

Disso podemos compreender que explicar o movimento l6gico da realidade objetiva
pelo pensamento perpassa pela analise criteriosa das mudancgas ocorridas nas camadas mais
internas de um isolado. Explicar um fenémeno da realidade objetiva é explicar a evolucéo de
um isolado (CARACA, 1958).

No ambito da relacdo quantidade-qualidade, esse processo permite o reconhecimento
de mudangas ocorridas em elementos mais ocultos, cujas relagdes ndo séo relativamente
diretas. No entanto, ao passo que ganha novas configuracGes, o sistema de relacdes se

modifica e 0 que antes era simples, passa a se tornar mais complexo. Nas palavras de Kopnin
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(1978), “a logica do movimento do pensamento tem como uma de suas leis principais a
ascensdo do simples ao complexo, do inferior ao superior, e esse movimento do pensamento
expressa a lei do desenvolvimento dos fendmenos do mundo objetivo” (KOPNIN, 1978, p.
184).

Importante ressaltar que estas transformagdes estdo limitadas as fronteiras impostas
pela propria linguagem, pois tendem a refletir as caracteristicas dos fendmenos da realidade
por meio das representacdes abstratas que foram construidas. O que sdo passiveis de serem
analisadas no ambito do légico sdo as relagdes construidas entre os objetos que lhe sdo
inerentes. Quanto mais profundo se alcangca no &mbito da analise da quantidade, mais
complexo se torna o sistema de rela¢fes construido e mais 0 pensamento se aproxima de uma
representacdo abstrata e fidedigna da realidade. Mas ainda Ihe faltara abarcar questdes cujos
objetos sdo incapazes de exprimir. Nelas estdo expressas as relacGes de casualidades,
contrariedades, desvios, entre outros, em que o aparato simbdlico tende a ocultar (KOPNIN,
1978).

Dessa forma, essas consideracdes sobre as transformacGes da realidade objetiva nos
ajuda a compreender melhor as formas de transformacdo do conhecimento ao longo do tempo.
Isso implica que, na investigacdo das transformacdes I6gicas da Continuidade, é preciso
atentarmos para as mudancas nas relagcdes tanto no ambito mais externo, em alusdo as
manifestacdes da linguagem formal, quanto no &mbito mais interno.

Nesse sentido, enquanto resultado de um processo coletivo, a determinacdo de um
sistema linguistico se constitui ao longo de negociacdo entre individuos com vistas a
construcdo de uma estrutura objetiva para o conhecimento. Este processo envolve o
estabelecimento de normas linguisticas que tendem a padronizar e aproximar as diversas
formas de pensamento. No entanto, aspectos importantes vao se constituindo como obsoletos
e vao dando espaco para novas representacdes. Nesse caminho, ideias sdo descartadas,
reelaboradas ou substituidas. Estruturas, antes fundamentais, caem ao desuso e problemas que
um dia foram pontos de partida cedem lugar para a criacdo de modelos.

Portanto, na Figura 2 apresentada a seguir sintetizamos a estrutura do légico na

constituicdo do conhecimento.
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Figura 3 - Estrutura do Logico na Compreenséo do Pensamento

/ Ativ/i;jade \

Pensamento ; Linguagem
\/
T Inteligibilidade L

Conhecimento

v

Manifestacdo — Linguagem

Objetivacdo Normas Negociacio

Construcdo/Transformacdo do Conhecimento

Fonte: Préprio Autor

Essa estrutura (Figura 2) nos ajuda a compreender o0 modo no qual o conhecimento se
estabelece na relacdo pensamento-linguagem-atividade e aponta para caracteristicas
importantes de acesso a sua construcao (transformacéo) ao longo do tempo.

Em sua forma mais acurada, quanto mais objetivo e abstrato o conhecimento, maior
sua capacidade logica de abarcar os fenbmenos da realidade. Assim, tais questdes sdo
suprimidas e relegadas a historia. E é exatamente aqui que se constituem os limites do l6gico.

Para a apreensdo de aspectos que fogem aos limites da linguagem € preciso o
reconhecimento de uma estrutura que avance ao sistema de abstracdes e abarque a analise das
relagBes que sdo esquecidas ou ocultadas nesse processo. Certamente encontraremos respostas
a estas questdes no ambito do fundamento historico.

Na subsecdo seguinte serdo apresentados o0s principios que sustentam a Visao
materialista da histéria e seu vinculo com a interpretacdo da esséncia dos fenémenos da
realidade objetiva. Veremos que nessa relacdo de complementariedade entre o 16gico e o
historico se constitui o fator fundamental para a compreensdo do movimento do pensamento

e, em especial, do desenvolvimento da Continuidade.

2.2. A Histéria no Desenvolvimento do Conhecimento

Entre as mais distintas cria¢cdes da humanidade, certamente a elaboragcdo de uma ideia

de historia se fixa como um marco para o desenvolvimento do pensamento. Este foi um
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grande passo para a compreensdo e transformacido do mundo. E através da percepcdo de um
processo temporal irreversivel que se tornou possivel ao ser humano o acumulo de
conhecimento sobre a realidade e sobre si.

O reconhecimento da temporalidade presente na construcdo do conhecimento
possibilitou a0 homem néo sé a clareza sobre as mudancas irreversiveis que lhe sdo impostas
em sua interagdo com o mundo, mas também proporcionou condi¢Ges fundamentais para
previsdo e controle sobre os fendmenos da realidade. E é nesse sentido que o conceito de
historia deve ser entendido neste trabalho.

Para esclarecer melhor esta questdo, ao longo desta secdo serdo discutidos os
elementos que sustentam uma visdo materialista de historia e sua relacdo dialética com a
manifestacdo logica do conhecimento. O objetivo é promover algumas reflexdes sobre os
fundamentos do materialismo historico e apresentar argumentos suficientes que conduzem a
complementariedade entre o 16gico e o historico no desenvolvimento do pensamento.

Apesar de ser um termo facilmente reconhecido, o conceito de historia também é tema
de inimeros debates sobre 0s quais se assentam varias concep¢oes e que servem de base para
a sua recorréncia como recurso, seja no ambito da explicacdo de fenbmenos, seja na exortacdo
(ou degeneracdo) de eventos ou personagens passados, entre outros.

Durante o século X1X uma visdo tradicionalista de historia foi amplamente difundida e
contribuiu para o desenvolvimento da ciéncia moderna aos moldes da légica formal (DIAS,
2012). De maneira geral, esta visdo estd pautada no reconhecimento de aspectos que
pressupde o entendimento da neutralidade dos fatos historicos e a sucessdo cronoldgica dos
acontecimentos, cuja evolugdo natural é justificada pela realidade atual.

Esse modo de compreender a histéria tende a tratar os relatos histéricos como
verdadeiros e objetivos, uma vez que refletem uma composicdo cronoldgica de eventos
estudados, cuja estrutura revela com fidedignidade os fatos ocorridos e a assepsia de qualquer
perturbacdo ideoldgica ou tedrica em sua constituicdo (DIAS, 2012). Isso fez com que por um
longo tempo se acreditasse na existéncia de uma histéria universal e idealista, cuja esséncia
esta na possibilidade humana em “ascender”, “descobrir” ou “resgatar” a verdade escondida
em uma entidade metafisica.

Mas foi com o advento dos debates sobre os rumos da ciéncia no final do século XIX,
sobretudo ao longo do século XX, que se tornou possivel a ampliacdo e sistematizacdo de

outras tendéncias historicas. Para aclarar esse movimento, Cardoso (1997) adota uma
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perspectiva macrotedrica e chama a atencdo para o advento, entre outros, de um paradigma
iluminista sobre a historia.

Segundo o autor, a historia em sua perspectiva iluminista concebe como premissa seu
carater racional e cientifico, cuja objetividade estd na elaboracdo de teorias de compreensdo e
explicagdo do mundo. “Trata-se de uma histéria analitica, estrutural [...] e explicativa”
(CARDOSO, 1997, p. 27). Em contraposicdo ao modelo tradicionalista, pode-se levantar

como caracteristicas do paradigma iluminista,

1. O reconhecimento da necessidade de uma sintese global que explique
tanto as articulagGes entre os niveis que fazem da sociedade humana uma
totalidade estruturada quanto as especificidades no desenvolvimento de cada
nivel.

2. A convicgdo de que a consciéncia que os homens de determinada época
tém da sociedade em que vivem ndo coincide com a realidade social da
época em questdo.

3. O respeito pela especificidade histdrica de cada periodo e sociedade (por
exemplo, as leis econdmicas s6 valem, em principio, para o sistema
econémico em fungéo do qual foram elaboradas).

4. A aceitacdo da inexisténcia de fronteiras estritas entre as ciéncias sociais
(sendo a histéria uma delas), se bem que 0 marxismo seja muito mais radical
quanto a unidade delas.

5. A vinculagdo da pesquisa historica com as preocupagfes do presente
(CARDOSO, 1997, p. 31).

Contribuindo nesse cenario, Nobre (2004, p. 532) aponta que esse movimento apregoa

uma histéria que ndo é imutavel, pois, de tempos em tempos, as verdades se
modificam e se atualizam. Coisas que eram assumidas como verdades
absolutas transformam-se em verdades relativas, o que leva historiadores a
realizarem analises criticas em obras escritas no passado, com o intuito de
efetivarem as necessarias corregbes. Esse fato gera um ciclo: com o
aprofundar das investigacdes historicas, novas verdades sdo descobertas,
novas interpretacdes sdo dadas a elas e a escrita da histéria ganha novos
direcionamentos.

Entre as mais diversas escolas que compde esse paradigma, Cardoso aponta a visao
marxista como uma de suas “vertentes mais influentes e prestigiosas” (CARDOSO, 1997, p.
23). Ao que o autor chamou de vertente marxista, entendemos que se vincula propriamente ao
conceito de materialismo histérico que encontra em Marx e Engels (1979) sua forma mais
difundida.

Como o proprio conceito ja denota, a historia na perspectiva marxista carrega em sua
égide a superacdo de uma visdo idealista e se configura como um constructo resultante da

interacdo entre sujeito e realidade objetiva (VIANA, 2007). Esta afirmacédo revela que o
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conceito de historia esta atrelado ao resultado da atividade humana cuja finalidade se orienta
na elaboracdo de uma representacao dos fenémenos da vida pelo pensamento.

Por ser “constructo” e “resultado”, diferente do que pressupde o conceito
tradicionalista, a historia deixa de possuir uma existéncia em si mesma e passa a se manifestar
a partir de uma necessidade humana e de condig¢des sociais concretas. Para 0 materialismo, a
historia se constitui no movimento incessante de producdo de novas necessidades como
resultado da interacdo do homem com o mundo material (MARX e ENGELS, 1979). Assim,
“por historico subentende-se 0 processo de mudanca do objeto, as etapas de surgimento e
desenvolvimento” (KOPNIN, 1978, p. 183).

De maneira analoga, para Viana (2007, p. 62)

a histdria esté indissoluvelmente ligada a ontologia. Por histéria entendemos
0 desenvolvimento temporal irreversivel e por ontologia entendemos a
esséncia de um ser. Toda tentativa de analisar o desenvolvimento temporal
irreversivel, ou seja, a histdria de uma coisa sem analisar, simultaneamente a
esséncia, ou seja, sua esséncia ou sua ontologia, e vice-versa, fatalmente sera
um fracasso. Em outras palavras, toda histéria é ontoldgica e toda ontologia
é historica (p. 62).

O conceito de histdria, portanto, esta diretamente ligado ao conhecimento das
mudancas estruturais que ocorrem em determinado objeto ou fenémeno ao longo do tempo.
Ao tratar da esséncia e ontologia, Viana (2007) resgata o significado da compreensao sobre o
que ocorre nas relacbes mais internas e significativas do que se pretende conhecer.

Partindo de um exemplo sobre andlise da esséncia no processo de mudanca em

diferentes sociedades, Viana (2007) estabelece que

a histéria da humanidade ndo é unilinear e nem Unica, pois ela é a histdria de
diversas formas de sociedades, sendo que umas surgiram independentemente
de outras e desenvolveram também de forma independente. Cada sociedade
possui uma historicidade propria, embora existam elementos comuns. E que
a historia de todas as sociedades humanas é marcada pelo desenvolvimento
temporal irreversivel determinada pela dindmica de sua totalidade
engendrada pelo modo de producéo e reproducdo da vida material dos seus
componentes. Entretanto, cada modo de producdo possui sua dindamica
prépria e é esta que determina a forma de historicidade de uma sociedade
determinada (VIANA, 2007, p. 63).

E ainda complementa ao dizer que “se cada sociedade possui sua historicidade e esta ¢
determinada pelo seu modo de producdo, entdo esta historicidade s6 pode ser compreendida
analisando-se seu modo de producao especifico” (VIANA, 2007, p. 64).

Essa reflexdo denota que para a compreensdo dos eventos estruturais em cada

sociedade é preciso se ater ao modo de producéo e de reproducgéo da vida material perpetrado
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em cada realidade histdrico-concreta. SO assim, compreendidas as relagOes entre as diferentes
formas de intercAmbio material com o mundo, situadas hum contexto sociocultural, é que se
torna possivel a revelacdo da esséncia sobre os processos histdricos ocorridos ao longo do
tempo. E como isso nos ajuda a compreender a questdo da esséncia no desenvolvimento do
conhecimento ao longo do tempo?

Como observado anteriormente, o conhecimento € resultado de um processo de
interacdo entre pensamento e realidade objetiva. Sua constituicdo e manifestacdo estdo
atreladas as condicdes objetivas impostas pelo contexto social no qual o individuo se insere,
seja na determinacdo da linguagem, seja no acesso a instrumentos e recursos, etc. Mas, como
fendmeno inserido nessa realidade, o processo de elaboracgdo e difusdo do conhecimento se
constitui como um aspecto particular de uma totalidade e carrega consigo relacdes basilares
desta. Segundo Viana (2007),

para compreender um aspecto particular das relagdes sociais & preciso
relaciona-lo com sua totalidade, ou seja, com o modo de produgdo e as
formas de regularizacéo das rela¢@es sociais. [...] O estudo do particular deve
reconhecer a ligacdo indissolivel entre ele e a totalidade e com a
determinacgdo fundamental e sua especificidade (VIANA, 2007, p. 122).

Dessa forma, ao se propor o estudo do aspecto histérico do conhecimento, em
particular da Continuidade, em suas modificacdes ao longo do tempo, é importante perceber
que isso perpassa pela compreensao de suas relagdes particulares estabelecidas pelo modo de
producdo e suas formas de reproducdo material, resultantes de sua conex@o com a totalidade.
Diferentemente do que se propde na logica formal, o conhecimento aqui ndo é desinteressado
de questbes sociais e nem livre de perturbacbes ideoldgicas. Pelo contrario, como um
fendmeno imergido numa totalidade, a génese do conhecimento esta no processo de atividade
humana que carrega os tracos de sua coletividade e na revelagdo um modo particular de se
produzir representagdes sobre o mundo. “Em uma anélise historica do passado ja sabemos o
resultado do processo e cabe, portanto, neste caso, descobrir a génese de um modo de
producdo no interior de outro e como das diversas possibilidades postas uma se tornou
predominante vitoriosa” (VIANA, 2007, p. 87).

Em sintese, descobrir a génese de um modo de producdo € compreender a relagédo
existente entre as forcas produtivas e as relagdes de producéo estabelecidas no processo que
se pretende entender. Esta relacdo é precisamente dialética e qualquer separagdo com vistas ao
entendimento de cada uma n&o passard dos limites de uma explicagdo (ANTUNES, 2010).

Aqui reside um aspecto importante para esta pesquisa. 1sso implica que acessar a esséncia no
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desenvolvimento da Continuidade implica em compreender as rela¢cbes de seu modo de
producdo. E como fazemos isso?

No que compete ao conhecimento, as forcas produtivas dizem respeito as condigdes
objetivas e intelectuais do individuo em se deparar com uma questdo em que se almeja
empreender a busca de sua compreensdo ou solucdo. Esse é um aspecto particular e se volta
para questdes sobre capacidades cognitivas e 0s recursos (materiais e inteligiveis) acessiveis
para o cumprimento de tal tarefa.

Ja as relacdes de producdo se voltam para os vinculos estabelecidos entre o sujeito e 0s
problemas a serem respondidos na coletividade. Isso envolve tanto o reconhecimento dos
problemas particulares na producdo do conhecimento em determinada area do conhecimento,
guanto das demandas socioculturais nas quais uma resposta almeja atender. Isso requer o
reconhecimento do aspecto sociocultural no processo de producdo do conhecimento, uma vez
que revelam as condicGes pelas quais um problema ganha legitimidade em ser estudado; um
estudo ganha razoabilidade em ser investido; uma resposta ganha notoriedade em ser
divulgada; entre outros. Estas relacdes revelam os modos pelos quais as forcas produtivas se
constituem e se modificam ao longo do tempo.

Ao se levar em conta 0 modo de producdo da Continuidade, entende-se a importancia
de compreender os saltos pelos quais esse conhecimento vai conquistando ao longo do tempo,
partindo da analise das mudancas na forma e no conteudo da linguagem, e desvelando as
contingéncias que levaram ao alcance de tal resultado. Isso traz implicacGes importantes para
0 contexto metodoldgico da pesquisa. Trataremos disso nas proximas subsecoes.

Assim como acontece na transformacédo da sociedade em sua totalidade, os modos de
producdo tendem a se efetivarem a partir de condicdes particulares na égide das relacdes de
producdo e, consequentemente, das forcas de producdo. Ao longo de uma complexa analise
empreendida por Marx e Engels (1979) sobre o0 modo de producdo capitalista, pode-se
perceber como a reparti¢do do trabalho em diferentes contextos reproduz a divisdo em classes,
enquanto reflexo de sua totalidade.

Ao conceber a analise do modo de producdo como aspecto elementar para a
compreensdo da esséncia no desenvolvimento do conhecimento, é preciso levar em conta as
relagOes estabelecidas em determinado momento historico e suas relagdes com a totalidade.
Isso implica estudar o fendmeno em suas multiplas significacdes com a realidade objetiva.

Ascender a esséncia no desenvolvimento da Continuidade implica, entdo,

compreender 0 modo de producdo em suas multiplas relagdes e transformacdes. E aqui reside
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a necessidade de retornarmos ao ambito da manifestagdo do pensamento por meio do ldgico.
Por se tratar de um produto inteligivel, é através da linguagem e de sua ligagdo com o mundo
material que se efetiva a analise mais profunda e a determinacdo de aspectos internos e
externos do conhecimento (SOUSA, 2004).

Esta relacdo ndo podia ser outra sendo dialética, uma vez que a separacdo dos dois
conceitos se situa somente no ambito da explicacdo e exposi¢do. O logico e o historico se
constituem em suas caracteristicas singulares, mas se complementam na compreensdo da

esséncia sobre os fendmenos da realidade objetiva. Em sintese,

O historico atua como objeto do pensamento, o reflexo do histérico, como
conteido. O pensamento visa a reproducdo do processo histérico real em
toda sua objetividade, complexidade e contrariedade. O l6gico é o meio
através do qual o pensamento realiza essa tarefa, mas é o reflexo do histdrico
em forma teorica, vale dizer, é a reproducdo da esséncia do objeto e da
historia de seu desenvolvimento no sistema de abstrages. O historico é
primario em relacdo ao légico, a logica reflete os principais periodos da
histéria (KOPNIN, 1978, p. 183).

Nesse sentido, o logico se constitui na analise da linguagem na formulacdo de um
sistema que tende a ser legitimamente depurado por meio de abstracGes. Isso certamente
oferece condi¢Bes necessarias para a construcdo e manipulacao de instrumentos (inteligiveis e
concretos) na interagdo entre pensamento e realidade objetiva. Mas tais abstracfes expressam
as relacGes mais externas e acuradas do conhecimento, uma vez que se estruturam nas etapas
finais de seu desenvolvimento. Cabe, assim, a recorréncia ao histérico como fonte

fundamental para a descoberta de relagdes mais essenciais.

O degrau supremo de desenvolvimento do objeto leva implicitos em forma
original, “desnatada”, como se costuma dizer, degraus antecedentes, assim
como a forma superior de movimento da matéria incorpora todos os degraus
inferiores. Isto significa que a reproducdo da esséncia desse ou daquele
fendmeno no pensamento constitui a0 mesmo tempo a descoberta da histdria
desse fendmeno, que a teoria de qualquer objeto ndo pode deixar de ser
também a sua historia. Por isso as definicGes priméarias do objeto, a logica
dos conceitos que 0 expressam constitui ponto de partida no estudo do
processo de formag&o e desenvolvimento de dado objeto (KOPNIN, 1972, p.
185).

No movimento ldgico-historico do conhecimento se encarnam 0s pressupostos de
reflexo do movimento do pensamento, por meio da anélise de suas relacfes mais essenciais.
Enquanto o logico fornece, em forma objetiva, as condigdes suficientes de explorar o

desenvolvimento, o historico oferece o contetido necessario para interpreta-lo.
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Dai a unidade entre o I6gico e o historico ser premissa necessaria para a
compreensao do processo de movimento do pensamento, da criacdo da teoria
cientifica. A base do conhecimento da dialética do histérico e do ldgico
resolve-se o problema da correlagdo entre pensamento individual e o social;
em seu desenvolvimento intelectual individual o homem repete em forma
resumida toda a histéria do pensamento humano. A unidade entre o l6gico e
0 histérico é premissa metodoldgica indispensavel na solucdo de problema
da inter-relagéo do conhecimento e da estrutura do objeto e conhecimento da
historia e seu desenvolvimento (KOPNIN, 1978, p. 186).

Portanto, ao mesmo tempo que a unidade dialética l6gico-historico se configura como
um fundamento tedrico para compreensdo do pensamento, também se estabelece como
principio metodoldgico para propostas que almejam compreender o cerne na producdo do
conhecimento.

Para sintetizar as relacbes no ambito do historico, apresentamos a seguir um

organograma conforme a Figura 3.

Figura 4 - Estrutura do Historico na Compreensdo do Conhecimento
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Fonte: Proprio Autor

A Figura 3 ilustra a estrutura sobre o modo como se concretiza a compreensao das

relacfes essenciais a partir do historico. Frente a isso, podemos sintetizar elementos centrais
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na constituicdo do movimento l6gico-historico da Continuidade, cujo movimento de pesquisa
deve estar atento:

e A percepcdo da Continuidade como um processo resultante da atividade humana e
da representacédo abstrata do pensamento em sua relagédo com a realidade objetiva.

e No ambito do logico, a manifestacdo simbolica e objetiva da Continuidade é
concretizada por meio da transformacdo da quantidade em qualidade, ou seja, em
mudancas nas relacdes do inferior ao superior, do simples ao complexo.

e No ambito do historico estdo envolvidas as inter-relagdes entre as forcas
produtivas e as relacbes de producdo como fonte de acesso a esséncia no
desenvolvimento da Continuidade.

e As transformacdes compreendidas no logico tendem a refletir os saltos na estrutura
da Continuidade, em seu contetdo formal. J& no histérico estdo engendrados os
elementos relativos ao modo de producdo do pensamento, em sua relacdo com a
totalidade.

A partir destes elementos, é possivel perceber a existéncia de aspectos fundamentais
para a efetivacdo de processos investigativos sobre a produgdo do conhecimento e, nesse caso,
da Continuidade. N&o levar em conta tais questdes pode resultar em imprecisbes na
elaboracdo de juizos sobre a esséncia e comprometer 0 encadeamento de situacdes
decorrentes dela.

No que tange a concretizacdo do movimento légico-histérico, um meio pelo qual se
torna possivel efetivar tal empreitada é a Analise Historico-Epistemoldgica do conhecimento
(RADFORD, 2011). Ao mesmo tempo em que serve de acesso a informacgdes importantes ao
desenvolvimento l6gico, podem conduzir a reflexdes sobre 0 momento social e histérico das
mudangas ocorridas em determinado conhecimento.

Para tratar dessas questes com o devido cuidado, na proxima subsecdo serdo
discutidos os aspectos referentes a analise histdrica, no que diz respeito as suas possibilidades
e desafios na efetivacdo do movimento légico-historico, com especial atengdo no conceito de
Continuidade. Para contextualizar, serdo levantados elementos sobre o conhecimento
matematico e os caminhos para a compreensdo do movimento logico-historico enquanto
perspectiva investigativa para o ensino de continuidade, por meio da determinagdo dos nexos

conceituais.

2.3. Analise Historica do Conhecimento e a Determinacdo dos Nexos

Conceituais
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O “voltar-se” para o passado, ou mesmo o “projetar-se” ao futuro, pressupde uma
ideia de historia. O que se entende por essa ideia est4 intimamente ligado a relatos de eventos,
seja no ambito da descri¢do dos fatos, seja na liberdade da fantasia. O que de alguma forma
ndo se coloca em questionamento € que toda historia é essencialmente uma narrativa de
acontecimentos (D'AMBROSIO, 1999; RADFORD, 2011; SAITO, 2015). No entanto, como
ja discutimos anteriormente, diferentes visdes conduzem a processos diferentes em se
debrucar sobre a histdria.

No contexto da Histéria da Matematica ndo é diferente. Ao longo de muito tempo se
acreditou na vertente de uma historia linear e progressista de evolugdo do conhecimento. Com
a atencdo voltada para o presente, essa vertente tende a entender a histéria como pronta e
acabada, cuja a eliminacdo de percalcos ao longo do caminho levaria invariavelmente a atual
conjuntura do conhecimento (RADFORD, 2011; SAITO, 2015).

Esse tipo de visdo do conhecimento se vincula ao aspecto tradicionalista de historia e
sua narrativa privilegia aspectos relativos aos grandes feitos pelos matematicos, como uma
estratégia de legitimar o atual estadgio de desenvolvimento do conhecimento (RADFORD,
2011). Alinhado com o advento da logica formal, essa vertente tem em sua égide uma histéria
panordmica cuja recorréncia se da pela significacdo dos feitos no passado em alusdo ao atual
estagio do conhecimento. No processo de producao historica, a visdo tradicionalista privilegia
aspectos enddgenos da matematica e exclui processos que envolvem debates sociais, politicos,
econdmicos, culturais etc.

Enquanto processo de producdo do conhecimento, essa vertente se consolida a partir
das necessidades histérico-concretas de sua época. Durante o periodo entre os séculos XVI e
XIX, o desenvolvimento do pensamento cientifico moderno se alinha as estruturas formal-
simbolicas, abrindo espaco para uma compreensdo histérica que se ativesse ao pleno
desenvolvimento das ideias matematicas. Dessa forma, a visao tradicionalista ndo so atende as
necessidades de um grupo em determinado momento histérico, como também cumpre bem
com o papel a que foi designada. Disso ndo ha razdes para questionamentos (D'’AMBROSIO,
1999). A grande questdo que se levanta é até que ponto essa vertente contribui para a
compreensdo de aspectos internos na producdo historica da Continuidade?

No que compete ao ambito légico, ao se enveredar pela exaltacdo das grandes
descobertas, a visdo tradicionalista tende a excluir, omitir ou suprimir os percalcos/saltos
realizados ao longo da construcdo dos conceitos. Uma vez que privilegia os niveis avancados

do conhecimento, a descri¢cdo dos estagios antecedentes ndo alcanga qualquer importancia,
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sendo como exemplos de erros técnicos cometidos por matematicos do passado (SAITO,
2015).

Isso, de certa forma, limita o reconhecimento das mudancas conceituais ocorridas na
construcdo teodrica da Continuidade e induz ao entendimento de que tais questdes sdo
insignificantes. Como vimos, 0 acesso as mudangas nas caracteristicas mais internas do
conhecimento € premissa para a compreensdo de seu desenvolvimento enquanto
representacdo da realidade objetiva pelo pensamento.

Ja no ambito histdrico, suprimidas quaisquer relacdes que ndo estdo diretamente
ligadas a construcdo do conhecimento, o objetivo de se aprofundar no modo de producdo fica
comprometido.

Nesse sentido, ha a emergéncia da compreensdo de outras vertentes sobre a Histdria da

Matematica. Essa perspectiva pressupde a superacdo da visdo tradicionalista ao conceber que

a historia da matematica ndo ¢ um mondlito. Existem diferentes historias da
matematica, escritas em diferentres contextos e épocas. Uma histéria da
matematica escrita por matematicos, por exemplo, sera diferente daquele
escrita por filésofos, por sociolégos e por historiadores. Isso porque é
possivel narrar uma histéria por diferentes perspectivas e grande parte do
gue é escrito em histéria depende de quem escreve (SAITO, 2015, p. 21).

Assim, perspectivas atuais sobre a histdria da matematica buscam se orientar a partir
do entendimento sobre a existéncia de diferentes producgdes historiograficas da matematica.
Segundo Saito (2015) o termo historiografia se aproxima do oficio de escrever a historia e

defende que

devemos aqui entender, por historiografia, a “escrita da historia”, e que toda
narrativa da histéria da matematica é historiograficamente orientada. 1sso
significa que as narrativas historicas ndo sdo neutras e sdo influenciadas por
diferentes fatores ligados a formacdo e a concepcdo de ciéncia (isto &, de
conhecimento valido numa época) daquele que as escreve (SAITO, 2015, p.
21/22).

Nesse movimento, o processo investigativo sobre a Histdria da Matemaética se intenta
em compreender o processo de producdo do conhecimento matematico por meio de diferentes
técnicas, conteldos e contextos socioculturais. Isso possibilita a identificagdo de diferentes
fontes historicas e em diferentes espacos, cuja finalidade se encontra na elaboracdo de um
quadro abundante de informacdes sobre o fenémeno a ser estudado.

Nesse movimento, ao que Saito (2015) chamou de (re)construgdo historica, o sentido

da anélise de fontes do passado se inverte, em que
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dessa maneira, procura partir do passado em direcdo ao presente na medida
gue € a partir de um acontecimento do passado que se deve entender o
presente, e ndo ao contrario. Diferentemente das narrativas historicas
tradicionais, a historia da matematica baseada numa historiografia atualizada
“inverte”, por assim dizer, o “sentido” da histdria e¢ estabelece novos
critérios de escrita. Seguindo esses novos critérios historiograficos, o
historiador evita julgar o conhecimento do passado comparando-o com o do
presente. Além disso, na medida em que o conhecimento matematico do
passado ¢ contextualizado “no passado”, o historiador passa a ter acesso ao
seu processo de construcdo (SAITO, 2015, p. 27).

O entendimento da existéncia de diferentes fontes historiogréaficas contribui para
superar a complexa tarefa de ascender a compreensdo da esséncia de um fendémeno. De
qualquer forma, a escolha por uma historiografia deve ser antecedida do entendimento de suas
determinag6es enquanto fonte propositiva para o que se almeja descobrir sobre o fenbmeno

estudado. Ao se aproximar dessas questdes, Viana (2007) ressalta que

para sabermos qual representacdo da histéria é verdadeira, devemos
reconhecer quais sao 0s interesses que estdo por detrds de cada uma dessas
representacdes. SO se pode descobrir isto observando quem s&o os portadores
destas representacGes, ou seja, 0s seres humanos histérico-concretos que as
produzem e, assim, desvendar qual perspectiva produz tal representacéo.
Portanto, € no proprio desenvolvimento histérico da humanidade que
podemos descobrir 0 surgimento e o desenvolvimento da consciéncia da
historia (VIANA, 2007, p. 54).

Nesse sentido, cada representacdo de historia ou vertente historiografica carrega em si
0s pressupostos de uma visdo de totalidade sobre a realidade objetiva. 1sso implica dizer que é
preciso reconhecer os limites de cada fonte analisada, visto que dizem respeito a uma viséo
particular e interessada sobre a histdria, e que ao mesmo tempo a analise de diferentes
historiografias pode ajudar na composi¢do de um quadro geral sobre o fenbmeno estudado, a
partir do preenchimento de lacunas deixadas por outras vertentes.

Em sintese, a analise histérica

busca compreender e analisar o processo de constru¢cdo do conhecimento
considerando o0s conceitos e o conhecimento em seu contexto. Nesse sentido,
mais do que uma analise meramente filosofica, religiosa, cientifica, social,
politica, econémica etc., a histéria da matematica investiga o processo da
construgdo do conhecimento acerca da natureza e das técnicas matematicas
na inter-relacdo de diferentes aspectos em torno do objeto matematico
(SAITO, 2015, p. 33).

E nesse sentido que se torna possivel a concretizacdo do movimento 16gico-histdrico
da Continuidade ao percorrer a anélise minuciosa das informagdes que fontes historiograficas

séo capazes de fornecer.
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As historiografias sdo resultantes de um processo de construcdo do conhecimento
sobre a historia e, portanto, também séo sinteses de uma interacdo entre pensamento e
atividade. Sendo assim, estdo inseridas em um contexto sociocultural e refletem as condicdes
pelas quais estdo subordinadas. Isto ajuda a compreender o modo como foram construidas e o
que se pode esperar a partir de sua analise.

J& as analises historicas sdo constituidas a partir das categorias estabelecidas entre o
I6gico e o historico. Na esfera do l6gico, encontram-se as mudancas ocorridas no sistema
linguistico-simbolico e suas significacdes. Enquanto na esfera do histérico se efetiva a
compreensdo das relagdes sobre o0 modo de producdo do conhecimento.

Na busca de alternativas para a concretizacdo dessas analises, Radford (2011) fornece
elementos que nos ajudam a compor o quadro de estratégias tedrico-metodoldgicas para a
condugdo da pesquisa. Em termos gerais, o autor utiliza o termo “investigagdo historico-
epistemoldgica” (RADFORD, p. 15) para se referir a um modo emergente de abordagem da
historia da matemética em processos educativos em sala de aula.

Ao que estabelece como uma perspectiva didatica historiografica da matematica,

Radford (2011) esclarece que sua visdo

concentra-se na investigacdo de raizes sociais nas quais a atividade
matematica esta embutida e na investigacdo da dimens&o tridatica funcional
dos conceitos, problemas e dos procedimentos da solucdo de problemas.
Uma vez que um conceito ndo pode ser limitado a sua formulagdo verbal
formal, acreditamos que sua natureza pode ser mais bem compreendida nas
relagbes dindmicas que unem o conceito a outros conceitos, aos problemas
aos quais ele se aplica e aos procedimentos de resolugdo que sdo construidos
a fim de resolver esses problemas (RADFORD, 2011, p. 18).

Nesta visao particular, o autor nos fornece elementos que nos ajudam a entender seu
distanciamento de visGes naturalisticas do conhecimento matematico, como a propria l6gica
formal, e estabelece parametros de situar este conhecimento a partir de suas relagdes sociais e
dindmicas. Para ajudar a compreender melhor seu posicionamento, ao referir-se sobre a

algebra, o autor esclarece que

Nossa abordagem historico-epistemoldgica, a compreensdo dos elementos
cognitivos subjacentes a atividade algébrica tem que levar em consideracéao a
dimensdo socio-cultural na qual a atividade esta embutida e com a qual ela
interage — uma interacdo que molda a propria atividade matematica. A
estrutura do pensamento matematico, em geral — e do pensamento algébrico,
em particular — tem que ser esmiucada em seu ambiente social e intelectual e
ndo pode ser verdadeiramente compreendida através da fusdo de fatores
cognitivos e sociais (RADFORD, 2011, p. 19).
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A partir deste trecho, é possivel perceber que ha uma consonancia entre a forma de
conceber o pensamento matematico de Radford (2011) com a visdo de Kopnin (1978), entre
outros. Mais especificamente, essa concepcdo ndo so ressalta a dimensdo sociocultural na
compreensdo dos conceitos, mas enfatiza também o ambito de sua raiz na atividade humana.
E, ao esclarecer que a estrutura do pensamento estd na compreensdo do ambiente social e
intelectual, para além de sua fusdo, se aproxima de uma visao dialética sobre a producdo do
pensamento que estd mediada por uma atividade e inserida num contexto sociocultural.

Essas marcas convergem ao entendimento sobre o pensamento matematico em que,
partindo das ideias de Kopnin (1978), estd intimamente relacionado com a atividade humana e
mediada pela linguagem. Além disso, ao discorrer sobre a relacdo existente entre o papel da
cultura na producdo do conhecimento matematico, Radford (2011) recorre ao conceito de
atividade forjado por Leontiev (1983) para concretizar sua ideia sobre praticas culturais, cuja
estrutura se configura na compreensdo das condi¢fes objetivas nas quais o individuo se
constitui como elemento decisivo para a producdo de seus pensamentos. Nas palavras de
Radford (2011), “concebo pensamento como uma praxis cognitiva. Mais precisamente,
pensamento é uma reflexdo cognitiva do mundo na forma de atividades culturalmente
moldadas no individuo” (RADFORD, 2011, p. 197) e acrescenta que “conceitos tedricos sao
reflexGes que mostram que 0 mundo esta em conformidade aos processos sociais de producdo
de sentido e categorias conceituais culturais disponiveis aos individuos” (ibidem).

O conceito de atividade elaborado por Leontiev (1983) se constitui a partir da
categoria de trabalho de Marx (ANTUNES, 2010) e busca compreender a partir de uma
estrutura psicoldgica, a interacdo dialética entre 0 pensamento, as acGes e as transformacGes

da realidade objetiva. Assim,

A atividade é uma unidade molar ndo aditiva da vida do sujeito corporal e
material. Em um sentido mais especifico, quer dizer, em um nivel
psicologico, esta unidade da vida se vé mediada pelo reflexo psiquico, cuja
fungdo real consiste em que este orienta o0 sujeito no mundo dos objetos
(LEONTIEV, 1983, p. 66, tradugdo nossa).

Dessa forma, pode-se entender a atividade como um modo particular de interpretacéo
das a¢cdes humanas que se concretiza na relacdo entre necessidade, objeto da acéo e condicOes

objetivas.

A atividade do sujeito sempre estd ligada a certa necessidade. Sendo
expressao da caréncia de algo que experimenta o sujeito, a necessidade
provoca sua tendéncia a busca, a qual se manifesta a plasticidade da
atividade: sua semelhanca as propriedades dos objetos independentemente
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dela. Nesta subordinagdo ao objeto, nesta semelhanca consiste a
determinacdo da atividade do homem por parte do mundo externo. Nesse
processo tem lugar “a palpacao” de seu objeto por parte da necessidade, sua
objetivacéo, sua conversdo em motivo concreto da atividade (DAVIDOV,
1988, p. 28, traducdo nossa).

Dessa forma, o entendimento sobre as diferentes formas de conducgdo do pensamento
matematico implica na compreensao de um modo de producdo pautado em elementos de uma
atividade especifica (necessidade, objeto e condi¢bes objetivas) e inserido num contexto
permeado por praticas culturais. Esta visdo remonta a um cenério cuja analise historica do
conceito de Continuidade deve estar munida de estratégias que possibilitem a ascensédo aos

modos de producdo do conhecimento situado temporal e contextualmente.

O que nos sugerimos é que o quadro conceitual matematico, a partir do qual
a ideia se forma e contra o qual o pensamento se instala no ato da invengéo,
faz parte de um conjunto de mais vasto, a saber, aquele da racionalidade
cultural, racionalidade que, para utilizar uma expressao que remonta a Fleck
(1935), define o estilo de pensamento da cultura em questdo. O estilo de
pensamento da cultura fornece os critérios e os modos que determinam, entre
outros, a natureza ontoldgica dos objetos matematicos, o tipo de discurso
cientifico tido como aceitavel, os argumentos reconhecidos como validos e
0s métodos de pesquisa que lhe sdo proprios (Crombie, 1995). O estilo de
pensamento configura, assim, o “aspecto” ou a “forma” do objeto criado
assim como seu “contetdo” (RADFORD, 2011, p. 50).

Para concretizar tais a¢fes, Radford (2011) cria o conceito de “Sistemas Semioticos
Culturais de Significacdes (SSCS®)” (RADFORD, 2011, p. 290) que, de maneira geral, se
resume num sistema simbolico de interpretacdo das relacbes estabelecidas entre atividade,

artefatos e relacdes socioculturais sobre a producao do pensamento em determinada cultura.

A compreensdo do SSCS é uma tarefa importante na investigacdo do tipo de
pensamento matematico de uma cultura. Os SSCSs interagem com
atividades — objetivos, aces, distribuicdo do trabalho, etc. (Leontiev, 1978)
— e com a tecnologia da mediacdo semiotica ( isto é, o territorio do artefato).
Ao fazer isso, 0s SSCSs dao origem, por um lado, as formas de atividade; e,
por outro lado, aos modos especificos de conhecer ou epistemes (Foucault,
1966) (RADFORD, 2011, p. 290).

Assim, por meio do conceito de atividade e da mediacdo dos artefatos, fixa-se a
andlise das interac6es em determinado momento historico que possibilitam a identificacdo de
“problemas interessantes, e destaca 0S métodos, os argumentos, os fatos, etc. que sdo
considerados validos” (RADFORD, 2011, p. 290). Certamente o que se busca aqui € a

compreensdo das caracteristicas fundamentais que sustentam o desenvolvimento da

® Na expressdo original, Semiotic Systems of Cultural Significatio, (RADFORD, 2016).
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Continuidade, consequentemente das representacdes da realidade objetiva pelo pensamento, e
suas relacdes essenciais. Sobre essa questdo, Davydov (1982) discorre que na estrutura de um
conceito se estabelece a relagdo entre 0s nexos internos e externos.

Os nexos externos se voltam para as caracteristicas mais aparentes e visiveis do
conceito. Dizem respeito ao estabelecimento de representacdes da linguagem simbolica e suas
atribuicBes. J& 0s nexos internos carregam as relacbes mais profundas e ocultas, pois estdo
impregnados de histéria (SOUSA, 2017). Assim, 0s nexos conceituais se estabelecem como a
sintese dos nexos internos e externos do conhecimento e refletem suas relacfes essenciais.

Os nexos conceituais estdo diretamente ligados as caracteristicas do objeto do
conhecimento e refletem a representacdo de seu movimento pelo pensamento. Eles carregam a
esséncia do movimento de producdo do conhecimento pela humanidade, permitindo que ao
apreendé-los o individuo ndo s6 memorize regras, métodos, algoritmos ou aplicagdes, mas
também se aproprie de um modo geral de pensamento. Sua divisdo em internos e externos
serve de referéncia para a necessidade de romper com a superficialidade de interpretacdes
sobre os elementos da linguagem e de resgatar a historicidade como elemento fundamental.

O estudo do movimento l6gico-histdrico adquire, assim, sua dimenséo didatica,

Ao reproduzir a criacdo e o desenvolvimento de um conceito, além de
compreender sua necessidade, e as aptiddes humanas nele sintetizadas,
novos aspectos e novas relagfes do movimento do objeto no pensamento séo
descobertos. Desse modo, ao explorar 0 movimento ldgico-histérico do
conceito como investigacao didatica, também contribuimos na aprendizagem
da forma de constru¢do do conhecimento, possibilitando que o individuo
compreenda a inexisténcia de verdades absolutas, concepgdes freqiientes de
estudantes em relagdo & matematica, gerada pelo método de ensino que
aborda somente a l6gica formal (SAITO; DIAS, 2009, p. 11).

Assim, o caminho possivel para a concretizacdo do movimento légico-histérico por
meio da Analise Historico-Epistemoldgica € a construcdo de uma rede de relagcbes essenciais
do conhecimento. Essa forma de conduzir as investigacfes nos fornece um caminho para a
construcdo da metodologia de nossa pesquisa, a0 propormos este tipo de analise do conceito
de Continuidade e a determinagédo de seus nexos conceituais. Para esclarecer melhor, a figura
4 ilustra uma estrutura que sintetiza o que foi discutido até o momento e fornece subsidios

orientadores para as a¢oes de pesquisa.
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Figura 5 - Estrutura para Andlise Histérico-Epistemoldgica
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Fonte: Préprio Autor

Como visto na figura 4, a compreensdo de elementos na investigacdo nos ambitos
I6gico e historico culmina no levantamento de relacGes importantes para o estabelecimento
dos nexos conceituais. No ambito do l6gico se efetivam a analise das transformacdes
simbdlicas, (quantidade-qualidade), enquanto no histérico se consolidam a analise do modo
de Producao.

Portanto, a estratégia adotada para a significacdo da dialética entre o l6gico e o
historico resulta na identificacdo de elementos fundamentais para a investigacdo histérica do
conceito de Continuidade. Para dar significado a isso, apresentaremos na proxima subsecdo a

organizacao metodoldgica da pesquisa.

2.4. O Estabelecimento dos Aspectos Metodologicos

Ao retomar o contexto de surgimento e construgdo desta pesquisa & de suma
importancia ressaltar que 0s motivos que conduzem o0 processo investigativo tem
invariavelmente a sala de aula como ponto de partida e chegada. A busca incessante por

melhorias no ambiente educacional, sobretudo no Ensino Superior, significa tornar todo o
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processo de apropriacdo da cultura humana uma atividade vital e humanizadora. E, em
particular, é por meio do tratamento com o conceito de Continuidade que buscamos
concretizar esse processo.

Frente ao que foi tratado anteriormente, apresentamos como ponto de partida a
problemética de investigagdo: Quais sdo as relacfes estabelecidas no movimento logico-
historico do conceito de Continuidade que podem se configurar como nexos conceituais a
partir da realizacdo da Andlise Documental em confluéncia com a Analise Historico-
Epistemologica?

A partir dessa problematica, o objetivo da pesquisa € investigar o movimento l6gico-
historico do conceito de Continuidade por meio de um Estudo Documental, com vistas a
determinacéo de relacGes essenciais que podem se configurar como nexos conceituais.

A complexidade do objeto (ou fendmeno) de investigacdo proposto revela a
necessidade do emprego da abordagem qualitativa, uma vez que lida com contexto de
“interagdo dindmica retroalimentando-se, reformulando-se constantemente” (TRIVINOS,
2008, p. 137). Optamos aqui pelo termo ‘“abordagem qualitativa” ao concordarmos com
Severino (2007, p. 119) em referéncia aos aspectos mais epistemologicos do que técnicos da
pesquisa.

No que tange os procedimentos metodoldgicos, a pesquisa € constituida pela
realizacdo de um Estudo Documental dividido em Andlise Documental das pesquisas sobre o
ensino da Continuidade e na analise de fontes historiograficas que abordam aspectos
essenciais sobre o desenvolvimento deste conceito. Na primeira parte, desenvolvemos uma
sintese acerca dos trabalhos que tem o ensino da Continuidade como objeto de investigacdo,
por meio da identificacdo de relacfes essenciais apontadas pelos autores. Ja na segunda parte,
analisamos fontes historiograficas da Matematica com vistas a compreensdao das
transformacoes I6gicas e 0 modo de producdo histérica da Continuidade.

Dessa forma, a organizacdo das informacgdes analisadas se constitui a partir da
elaboracdo de uma grade de conceitos fundamentais, no formato de ficha catalogréfica
(Apéndice 3), cujo conteudo permite a construcdo de parametros sobre representacdes logicas,
epistemoldgicas, didaticas, sociais, culturais, entre outros.

As obras historiograficas utilizadas foram:

e Historia de las Matematicas de Konstantin Alekseevich Ribnikov®. Esta obra é um

livro publicado em 1974 sob a autoria do pesquisador soviético Ribnikov. A

® RIBNIKOV, K. Historia de las matematicas. Moscou: Editorial Mir, 1987.
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escolha desse material se deu em funcdo de sua importancia para o contexto da
educacdo soviética durante o século XX ao abordar a Historia da Matemaética a
partir de um viés materialista histérico-dialético;

e The History of the Calculus and Its Conceptual Development™ de Carl Benjamin
Boyer. A opcao por essa obra se concretizou por se tratar de uma historiografia
particular sobre o desenvolvimento do Célculo.

e Histéria da Matematica'’ de Carl Benjamin Boyer. Conforme levantamento
realizado no Capitulo 3, sua escolha se efetivou em funcdo de ser o livro mais
recorrente nas bibliografias basicas dos cursos de Licenciatura em Matemaética de
instituicOes publicas no Estado de Séo Paulo.

e Introdugéo a Histéria da Matematica® de Howard Eves. Assim como o anterior, a
escolha dessa obra se deu em decorréncia de ser o segundo livro mais recorrente
nas bibliografias basicas dos cursos de Licenciatura em Matematica de instituicdes
publicas no Estado de S&o Paulo.

e Conceitos Fundamentais da Matematica de Bento Jesus Caraca™. Diferentemente
das demais historiografias, esta obra com cunho didatico ndo se configura em um
material descritivo sobre a historia da matematica, mas faz uso da histéria para
compreensdo de elementos da matematica. Assim, a escolha se efetiva frente sua
importancia para compreensdo de aspectos ndo abordados nos demais materiais.

e Teses que trazem uma abordagem historiografica da Continuidade. A escolha
destes materiais invoca a necessidade de se compreender relacbes sobre a
Continuidade a partir dos apontamentos pelas pesquisas. Em particular, os
trabalhos:

BROLEZZI, A. C. A Tensdo entre o Discreto e o Continuo na Historia da
Matematica e no Ensino de Matematica. (Tese) Doutorado em Educacdo.

Faculdade de Educacéo. Universidade de S&o Paulo. Séo Paulo, 1996.

COBIANCHI, A. S. Estudos de continuidade e numeros reais: matematica,
descobertas e justificativas de professores. (Tese) Doutorado em Educacdo
Matematica. Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas. Universidade Estadual
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REZENDE, W. M. O Ensino de Calculo: dificuldades de natureza
epistemologica. (Tese) Doutorado em Educacdo. Faculdade de Educacéo.

Universidade de Sdo Paulo. Sdo Paulo, 2003.

As duas etapas de realizacdo da pesquisa se interagem de maneira complementar. Na
Anélise Documental (FIORENTINI e LORENZATO, 2009), estruturada nos moldes do
Estado da Arte (FERREIRA, 2002), se pretende identificar o modo como os pesquisadores
tém compreendido a Continuidade e 0s possiveis apontamentos para 0 Seu contexto
educacional. Acreditamos que isso permite também o reconhecimento de aspectos intrinsecos
ao movimento logico-histérico da Continuidade, pois esta também é uma forma de se
produzir sua historia.

Ja na andlise de fontes historiograficas, o que se propde é a realizacdo da Anélise
Histdrico-Epistemoldgica, conduzida por meio da divisdo em periodos histéricos e da
argumentacdo sobre elementos tensionadores no desenvolvimento da Continuidade. Tais
momentos estdo embasados no conceito de “elementos pedagdgicos tensionadores”
(LANNER DE MOURA, 2003) e refletem as necessidades e condi¢des objetivas na producéo
da Continuidade ao longo da historia.

Para sistematizar nossa argumentacdo, os elementos tensionadores sdo apresentados
por meio de recortes extraidos das historiografias (Extratos), que possibilitam a concretizacéo
da anélise e identificacdo das relagfes essenciais com base nos Sistemas Semi6ticos Cultural
de Significacdo (RADFORD, 2011) e na teoria da atividade (LEONTIEV, 1983).

Ao longo da realizacao das duas etapas, identificamos a interacdo no desenvolvimento
da Continuidade com os conceitos de Incomensuravel, Discreto, Continuo, Infinito (Potencial
e Atual), Infinitésimos, Ordenacdo, Enurabilidade, Acumulacdo, Densidade, Continuidade
(Pontual e Global), Descontinuidade, Indivisiveis, Movimento, Limite, Variavel, Funcéo,
Divisibilidade, NUmeros Racionais, Irracionais e Reais. A partir dai, sintetizamos estas
relacbes com a determinacdo dos nexos conceituais da Continuidade nos pares dialéticos
Comensuravel-Incomensuravel, Discreto-Continuo, Infinito-Infinitésimo, Permanéncia-
Fluéncia, Pontual-Geral e Rigor-Intuicao.

No que compde o quadro explicativo sobre esse processo, oOrganizamos a
argumentacao sobre esta sintese por meio de quatro categorias: Discreto-Continuo (engloba a
relagdo Comensuravel-Incomensuravel), Infinito-Infinitésimo, Permanéncia-Fluéncia e

Pontual-Geral (engloba a relagéo Rigor-Intuigéo).
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Portanto, as reflexfes sobre a base tedrico-metodoldgica do movimento ldgico-
historico surgem a partir da necessidade do estabelecimento das interacdes dialéticas entre
pensamento-linguagem-atividade e resulta no modo de organizacdo desta pesquisa, com a
determinacdo dos nexos conceituais da Continuidade. Nas proximas se¢6es nos dedicaremos a

tratar deste processo com profundidade.
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3. Analise Documental das Pesquisas Sobre o Ensino de Continuidade

Na secdo anterior, discutimos como o conhecimento se consolida a partir da atividade
e da linguagem, fruto da interacdo com o mundo exterior. Dessa forma, as ferramentas
matematicas sdo criadas com vistas a compreensao dos mais variados fendmenos que assolam
a vida humana.

No contexto desta pesquisa, nosso olhar esta voltado para a Continuidade e seus
desdobramentos na compreensdo de situacbes que partem existencialmente da solucdo de
problemas praticos e resultam na construcdo de teorias basilares para o desenvolvimento da
matematica que conhecemos hoje. Fundamentalmente, a formalizacdo da Continuidade serviu
de ancora para a elaboragdo de outros conceitos que revolucionaram o pensamento, como 0s
NUmeros Reais e a teoria do Limite.

Dada sua importancia, parte-se da prerrogativa que as pesquisas sobre o ensino de
Continuidade tendem a revelar apontamentos fundamentais para a apropriagdo do pensamento
matematico pelos estudantes. Para entender melhor esse contexto, o objetivo deste capitulo é
compreender como a Continuidade tem sido entendida no ambito das investigacdes sobre o
ensino de Matematica, em diferentes niveis de ensino, a partir da analise de documentos de
divulgacdo cientifica que abordam tal tematica. A metodologia adotada para 0 cumprimento
desta etapa se pauta na Analise Documental e tem como foco a apreciacdo de dissertacdes,

teses e artigos elaborados em ambitos nacional e internacional.

3.1. A Obtencao dos Trabalhos e a Construcdo do Corpus para Analise

Frente ao contexto histérico de producdo do conhecimento, ha pouco espaco para
duvidas sobre a importancia da abordagem da Continuidade em sala de aula, sobretudo no que
diz respeito ao entendimento pelos estudantes dos conceitos a ela relacionados como
Conjuntos Numéricos, Funcdo, Limite, Derivadas, Integrais, entre outros. No entanto, ha
certas questdes que estdo relacionadas a esse contexto: Como a Continuidade tem sido
abordada em sala de aula, sobretudo no ensino superior? Em que momento o estudante de
graduacdo, em especial o futuro professor de matematica, tem acesso a esse conhecimento?
Como ele tem sido entendido e abordado nas ementas curriculares? O que dizem as pesquisas
no ambito do ensino da matematica que tem a Continuidade como objeto de estudo? Como
elas foram conduzidas e para quais resultados elas apontam? Com base nesses trabalhos, que

elementos podem ser verificados e que contribuem para a determinacdo dos nexos conceituais
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da Continuidade? Em nossa visdo, a busca por respostas a estas questdes perpassa pelo
levantamento bibliografico de trabalhos académicos.

Antes de tratarmos do levantamento, importante ressaltar que Cobianchi (2001)
realizou analogamente essa tarefa e nos ajuda a construir um quadro geral sobre o ensino de
Continuidade na atualidade. Em seu trabalho sobre os estudos de Continuidade e Numeros
Reais, na tentativa de entender como esses conceitos sdo compreendidos no contexto da
educacdo brasileira, Cobianchi (2001) prop6e uma analise de livros didaticos (no ensino
basico e superior) e da producdo cientifica sobre o tema em instituicGes brasileiras, revistas
especializadas e anais de congressos brasileiros. Segundo o autor, até a publicacdo de seu
material, ndo se encontrou materiais que tratavam especificamente de Continuidade e
NuUmeros Reais, 0 que o levou ao levantamento de temas semelhantes.

Em relacdo aos artigos, Cobianchi (2001) apresenta 07 (sete) trabalhos organizados em
temas relacionados as grandezas incomensuraveis e Nimeros Racionais; ensino de Numeros
Reais com contribui¢des de Eudoxo e Dedekind; ensino de Matematica e os paradoxos de
Zendo; definicdo circular de Numeros Reais; abordagens do Calculo a partir de uma
perspectiva historico-pedagdgica; concepcbes de licenciandos sobre os NUmeros Reais;
aprendizagem e representagdo visual mediante o uso de software.

Quanto as teses e dissertacdes, 0 autor apresenta 19 (dezenove) trabalhos que tratam,
entre outras, de tematicas sobre contribuicbes de uma abordagem histérica e/ou
epistemoldgica para o ensino de Matematica; contribuicdes da modelagem no ensino de
Célculo; producdo de significados sobre conceitos do Calculo; analise de discurso de
estudantes e professores de Célculo; e contribuicdes da psicanalise a educacdo matematica.

A partir da analise dos livros didaticos, Cobianchi (2001) conclui que as abordagens
identificadas tendem a valorizar aspectos pedagdgicos que impedem a devida aprendizagem
dos conceitos pelos estudantes, mediante a ocultacdo de elementos sobre a construcdo
historica dos numeros. Apesar de haver algumas exceces, estas ndo passam de tentativas de
exemplificagdo ou sdo pouco utilizadas no curriculo atual.

Tendo o levantamento de Cobianchi (2001) como ponto de partida, dentre as diversas
formas de estruturacdo do levantamento desses trabalhos, optamos pela realizacdo da Analise
Documental sobre a producdo cientifica em torno do tema ensino de Continuidade.
Concordamos com Romanowski e Ens (2006) que este tipo de analise, com base na

sistematizacdo do levantamento bibliografico nos moldes do Estado da Arte, ajuda na



62

identificacio de elementos pertinentes aos pesquisadores dentro de um campo®; no
apontamento de lacunas a serem preenchidas por futuros trabalhos; na disseminagdo de
resultados; e na criacdo de modelos para atuacdo cientifica. No ambito da educacéo, o Estado

da Arte tem como objetivo

compreender como se da a producéo do conhecimento em uma determinada
area de conhecimento em teses de doutorado, dissertacBes de mestrado,
artigos de periddicos e publicacGes. Essas analises possibilitam examinar as
énfases e temas abordados nas pesquisas; os referenciais tedricos que
subsidiaram as investigacbes; a relacdo entre o pesquisador e a pratica
pedagdgica; as sugestdes e proposi¢bes apresentadas pelos pesquisadores; as
contribui¢des da pesquisa para mudanca e inovacdes da pratica pedagogica;
a contribuicdo dos professores/pesquisadores na definicdo das tendéncias do
campo de formacgéo de professores (ROMANOWSKI; ENS, 2006, p. 39).

Assim, as reflexdes propostas por este tipo de sistematizacdo exigem uma analise
acurada das informacdes presentes nos trabalhos levantados, pois tendem a elaboracdo de
sinteses com amplitude e abstracdo consideraveis (FERREIRA, 2002). Como acontece em
outras areas da ciéncia, a exemplo a area da Saude, cujas mudancas em protocolos de conduta
por muitas vezes sdo pautadas em resultados deste tipo de levantamento, o Estado da Arte
pode favorecer um rastreamento do conhecimento ja produzido sobre determinados
fendbmenos no ambito da Educacdo e sua significacdo tende a suscitar informacoes
importantes para realizacdo de futuras pesquisas.

De acordo com Palanch e Freitas (2015) é importante destacar que quaisquer sinteses
realizadas a partir do Estado da Arte devem ser localizadas em ambitos historicos, sociais e
temporais. Suas limita¢6es alcancam as fronteiras impostas pelos pesquisadores, no que dizem
respeito ao corte temporal, aos procedimentos metodoldgicos adotados, aos preceitos tedricos
adotados para elaboragdo das andlises, entre outros.

No contexto desta pesquisa, opta-se pela realizacdo da Analise Documental cujos
principios estdo alicercados na perspectiva do levantamento de informacdes proprio do Estado
da Arte. No entanto, em face do alcance das informacBes pretendidas, as analises se
restringem a compreensao de relacdes essenciais que possibilitam a determinagcdo dos nexos
conceituais presentes nas fontes em questdo. Tais relagOes se efetivam a partir da
identificacdo de elementos sociais, histdricos, epistemologicos, pedagdgicos, entre outros, que

ajudam a compor o movimento logico-histérico do conceito de Continuidade. Dessa forma,

14 Esse tipo de pesquisa ajuda na sintetizacdo de probleméticas recorrentes; principais fontes tedricas; tipos de
metodologias acionadas; e resultados apontados.
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entende-se que apesar de se aproximar de uma perspectiva de Estado da Arte, a Andlise
Documental pretendida se fixa com uma abordagem voltada para elementos distintos.

Assim, nesta pesquisa, 0 processo de Andalise Documental foi dividido em: 1)
planejamento das buscas; 2) levantamento das pesquisas; 3) organizacdo do que foi
encontrado; 4) defini¢do do corpus para a leitura; 5) preenchimento das fichas catalogréficas;
6) organizacdo e comparacdo das informacgdes coletadas e 7) discussdao dos resultados
alcancados.

A primeira fase foi constituida pelo planejamento das buscas a partir da definicdo dos
termos de busca (palavras-chaves ou thesauros), tipos de materiais, bases de dados e periodo
de corte. Para tanto, os termos utilizados foram Continuidade, Matematica e ensino com suas
variacdes e similaridades, além de traducgdes para a lingua inglesa. Também houve o uso de
operadores l0gicos e critérios de busca para a filtragem dos trabalhos em interesse, conforme
regras estabelecidas em cada base de dados. A coleta se baseou na presenca de ambos 0s
termos no titulo, assunto, resumo e palavras-chaves.

Com referéncia ao tipo de material a ser pesquisado, optamos pelos documentos de
divulgacdo cientifica pautados nos formatos de teses, dissertacdes e artigos cientificos
publicados em periddicos indexados. No que tange as teses e dissertacdes, as bases de dados
consultadas foram o Banco de Teses e Dissertagdes da CAPES (Centro de Aperfeicoamento
de Pessoal do Ensino Superior), Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacfes do Ibict
(Instituto Brasileiro de Informacdo em Ciéncia e Tecnologia) e repositérios de programas de
pos-graduacdo em universidades brasileiras, com acesso aos textos completos. A escolha
desse formato se deve em decorréncia da profundidade com que as questdes sdo abordadas
nos relatérios, constituindo uma fonte rica em informacoes.

Ja em relacdo aos artigos, optamos pela busca nas bases Scientific Eletronic Library
Online (Scielo) e Institute of Educacion Sciences (ERIC). Ambas lidam com acervo de
revistas indexadas e com contedos online.

Feito o planejamento, a proxima etapa se configurou no levantamento dos trabalhos e
0 acesso, sempre que possivel, ao texto completo ou mesmo pelo resumo. As buscas iniciais
resultaram em 39 (trinta e nove) trabalhos pelo repositério da Capes, sendo destes 24 (vinte e
quatro) dissertacGes e 15 (quinze) teses; 44 (quarenta e quatro) trabalhos pelo BDTD/Ibict,
sendo destes 32 (trinta e duas) dissertacOes e 12 (doze) teses; 11 (onze) artigos pela Scielo e
25 (vinte e cinco) artigos pela ERIC. Apds o levantamento, passamos pela leitura dos resumos

e identificacdo dos materiais que comporiam o corpus da pesquisa. Importa dizer que nédo



64

houve corte quanto a determinado periodo, pois a quantidade de trabalhos encontrados
favoreceu a leitura e analise do material em tempo hébil.

Durante esta etapa, a leitura dos trabalhos se tornou exaustiva por dois grandes fatores:

1°) A diversidade de significados da palavra continuidade fez com que um grande
volume de trabalhos que néo tratava especificamente do conceito de Continuidade fosse
excluido, apesar da presenca deste termo em alguma secdo do manuscrito (titulo, assunto,
palavras-chave ou resumo). Isso se deve pela referéncia ao verbo continuar e nao
necessariamente ao conceito pretendido.

2°) A similaridade da palavra continuidade com os termos continuo, continua e
continuada. Disso decorre a presenca de um numero significativo de trabalhos que tinham
como tema a formacéo continuada de professores e que se afastavam do foco desta pesquisa.

Assim, para a formacgdo do corpus, optou-se por incluir os materiais que, em alguma
medida, tratavam da realizacdo de procedimentos e reflexfes que envolviam diretamente o
conceito de Continuidade. A partir desses critérios, foram escolhidos 24 (vinte e quatro)
trabalhos divididos em 05 (cinco) dissertacGes, 06 (seis) teses e 13 (treze) artigos cientificos.
O periodo de publicacao desses materiais € de 1999 (mil novecentos e noventa e nove) a 2018
(dois mil e dezoito) que configura a data do trabalho mais antigo encontrado nos bancos
consultados até o mais atual, conforme os Apéndices 01 e 02.

Determinado o conjunto dos trabalhos que atende aos critérios estabelecidos, iniciou-
se 0 processo de leitura e preenchimento das fichas catalograficas (Apéndice 03) que serviu
como instrumento orientador e para a sistematizacdo das informacgdes coletadas. Adaptada a
partir do instrumento de pesquisa utilizado pelo Grupo de Estudo e Pesquisa sobre Formacéo
de Professores de Matematica — GEPFPM (PASSOS et al., 2006), esta ficha permitiu a
obtencdo de informacbes sobre Identificacdo, Aspectos Teodrico-Metodoldgicos e Aspectos
Conceituais, que contribuem para a verificacdo de aspectos significativos entre os diferentes
trabalhos e a possibilidade da realizacdo da Analise Documental.

J& nesse momento, as dificuldades encontradas mostram os desafios desse tipo de
empreitada. Em alguma medida tais dificuldades dizem respeito a contemplacdo de normas
estabelecidas pela ABNT e a diversidade tedrico-metodoldgica do material investigado.

Como ja apontadas por outros autores, (ROMANOWSKI; ENS, 2006; PAGANI;
ALLEVATO, 2014) as limitacOes impostas a esse tipo de levantamento bibliogréafico, entre
outras, estdo ligadas as diferentes diretrizes para a elaboracdo dos resumos. Partindo do

pressuposto que informagBes sobre tema, problematica, objetivos, metodologia, coleta de
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dados, andlise e resultados alcangados sdo efetivamente encontradas no resumo, como
componente obrigatério para publicacdo do trabalho, o pesquisador teria condi¢des favoraveis
para realizar suas ac6es sem muitas dificuldades e em tempo habil. No entanto, o que se pode
verificar é a recorrente auséncia destas informacbes em resumos, 0 que ndo permite a
efetivacdo dessa etapa. I1sso forga o pesquisador a “garimpar” os dados ao longo da leitura dos
textos na integra.

Outro aspecto importante é a lacuna entre o que o pesquisador almeja encontrar de
informacdo sobre determinada questdo e a forma como tal informacdo € abordada nos
materiais investigados. Em guisa de exemplo, foram consultados manuais de metodologia da
pesquisa em Educacdo e Educacdo Matemaética para a elaboragdo da ficha catalogréfica
(SEVERINO, 2007; TRIVINOS, 2008; FIORENTINI; LORENZATO, 2009) e para
determinacdo de possiveis caracteristicas a serem encontradas. Apesar disso, € possivel
encontrar uma riqueza de procedimentos e instrumentos ndo abarcados pela ficha, o que de
alguma forma mostra a pluralidade de métodos acionados nas pesquisas investigadas e a

exigéncia do olhar atento do pesquisador na obtencéo de tais informacdes.

3.2. O que Encontramos nas Pesquisas e Artigos Analisados?

Com o preenchimento das fichas, a organizagdo dos dados se configurou no
agrupamento das informacgdes a partir dos aspectos tedrico-metodoldgicos e conceituais,
aclarando alguns elementos que séo relevantes a este trabalho. No que tange os primeiros
aspectos, optou-se pela organizacdo das informacbes sobre a problematizacdo, objeto de
investigacdo, objetivos, principais teoéricos, procedimentos metodoldgicos, analise e
resultados apontados (Apéndice 04).

Em sintese, todas as teses e dissertacbes adotaram a abordagem qualitativa
(SEVERINO, 2007) como principio de atuacdo investigativa. No que tange o tipo de pesquisa
(FIORENTINI; LORENZATO, 2009), os trabalhos foram agrupados conforme similaridades
em estudo de caso (01), implementacdo e analise de uma proposta de ensino (04), pesquisa

diagndstica (03) e pesquisa documental (03), conforme o quadro a seguir (Quadro 1).

Quadro 1- Informag0es Sobre as Pesquisas Levantadas

Abordagem Tipo de Pesquisa Especificacdes Quantidade
Estudo de Caso Observaga(? e gravagdo de aulas em um 1
curso de Pos-Graduacao
Qualitativa | Implementacdo e Aplicacdo de atividades exploratérias 2
Anélise de uma em curso de Graduacdo

Proposta de Ensino Aplicacdo de atividades em curso de 1
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Formacao Continuada de Professores
Aplicacdo de atividades em Curso de 1
Formacao Tecnoldgica
Andlise de instrumentos de avaliagao 2
Pesquisa diagndstica Observacao de aulas e entrevistas com 1
estudantes
Pesquisa documental A_nélisg de '?O.Cume,”‘.os oficiais, 3
cientificos, materiais didaticos, etc.

Fonte: Proprio autor

A partir do agrupamento apresentado no Quadro 01, pode-se perceber que 08 (oito)
dos 11 (onze) trabalhos analisados tem a sala de aula como contexto de realizagdo da
investigacdo e, entre eles, 05 (cinco) partem para a aplicacdo e analise de atividades com 0s
sujeitos. A nosso ver, isso mostra que existe uma preocupacdo dos pesquisadores em
compreender caracteristicas peculiares no contexto pratico do ensino de Continuidade,
sobretudo no que diz respeito ao desempenho dos estudantes sobre métodos/estratégias de
abordagem deste conceito.

Com relacdo aos principais autores, constatamos uma diversificagdo na adocdo de
linhas tedricas como a Teoria da Cognicdo Corporificada (D1)"; Modelo da Estratégia
Argumentativa (D1); Modelo Tedrico dos Campos Semantico (D1); Pensamento matematico
avancado (D3); Relacdo entre Rigor e Intuicdo (D3); Relacdo entre Imagem Conceitual e
Definicdo Conceitual (D3; T3; T6); Teoria das Situacdes Didaticas (D4); Engenharia Didatica
(D4); Teoria Antropoldgica do Didatico (D5); Teoria da Atividade e Atividade Orientadora de
Ensino (T3); Semidtica de Pierce (T5); Principio da Complementaridade (T5); entre outros.

Diante desta diversidade de teorias acionadas, ha o destaque para a maior recorréncia
(03) ao trabalho de David Tall e Shlomo Vinner (1981) sobre a relacdo entre Imagem
Conceitual e Defini¢cdo Conceitual manifestada por estudantes sobre os conceitos de Funcdo e
Continuidade. Isso nos leva a inferir sobre a existéncia de uma pluralidade tedrica presente
nas pesquisas que, em alguma medida, enriquece o debate sobre o ensino de Continuidade, em
funcdo dos diferentes olhares e estratégias adotadas para compreender determinadas
singularidades sobre este fenémeno. Além disso, amplia-se também o levantamento de

distintas questdes a serem consideradas.

!5 para dar dinamicidade & apresentacdo das informacdes, codificamos as pesquisas analisadas conforme os
quadros em Apéndice 01 e 02. As dissertagdes sdo classificadas em “D” acompanhadas do nimero em ordem
cronoldgica ascendente de acordo com a data de publicagdo (por exemplo, o nimero 1 refere-se a mais antiga e
assim sucessivamente). Da mesma forma, as teses em “T” e os artigos cientificos em “A”, acompanhados de
seus respectivos nimeros em ordem cronolégica.
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Com relagéo aos conceitos abordados nas pesquisas, verificou-se que a grande maioria
dos trabalhos (dez) ndo pautaram suas investigagdes com foco exclusivo na Continuidade
(Quadro 2).

Quadro 2 - Relacéo dos Conceitos Abordados nas Pesquisas

Trabalho Conceito(s) Trabalhado(s)
D1 Continuidade
D2 Funcdo, Limite e Continuidade
D3 Limite e Continuidade
D4 Funcéo, Limite e Continuidade
D5 Limite, Continuidade e Derivada
Tl NUmeros Reais e Continuidade
T2 NUmeros Reais e Continuidade
T3 Reta Real (NUmeros Reais)
T4 Teorema Fundamental do Calculo
T5 Funcdes Integraveis
T6 Limite e Continuidade

Fonte: proprio autor

Podemos observar a partir do Quadro 02, que dos 11 (onze) trabalhos, somente 01
(um) objetivou compreender aspectos ligados exclusivamente a Continuidade (D1). Nos
demais trabalhos, ora explicitam a abordagem da Continuidade atrelada a outros conceitos
(cinco), ora tratam de outros conceitos que exigem a abordagem da Continuidade como
pressuposto para sua investigacao (quatro).

O mesmo pode ser percebido nos conceitos abordados nos artigos analisados,

conforme Quadro 3 a seguir.

Quadro 3 - Relacdo dos Conceitos Abordados nos Artigos

Trabalho Conteudos

Al Limite e Continuidade

A2 Limite, Continuidade e Funcéo

A3 Limite, Continuidade e Funcéo

A4 Completude, Continuidade e NUmeros Reais
A5 Continuidade e Fungéo

A6 Limite, Continuidade e Funcéo

Ab Continuidade e Fungéo

A7 Continuidade e Fungéo

A8 Continuidade e Fungéo
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A9 Continuidade e Infinitesimais

Al10 Limite e Continuidade

All Limite e Continuidade

Al2 Continuidade e Funcdes

Al13 Funcdo, Limite, Continuidade, Derivada e Integral

Fonte: préprio autor

Conforme o Quadro 03, todos os 13 (treze) artigos analisados fazem alusdo da
investigacdo do conceito de Continuidade a partir de sua intrinseca ligacdo com 0s conceitos
de NUmeros Reais, Funcéo, Limite, Derivada, Integral, entre outros.

A nosso ver, hA um movimento de compreensdo da continuidade a partir de dois
ambitos distintos: ontoldgico e pedagdgico. Mais precisamente, em sua abordagem a partir da
construcdo conceitual de NUmeros Reais e do estudo sobre o comportamento das Funcdes,
respectivamente.

Em ambito ontoldgico, a Continuidade é compreendida em alusdo ao desenvolvimento
histérico do pensamento matematico que teve grande importancia para a elaboracdo da teoria
dos NUumeros Reais. Nesse contexto, os autores recorrem ao significado histérico de
superacdo de problemas seculares que envolvem a fundamentacdo da Continuidade para o
desenvolvimento desta teoria.

Ja no ambito pedagdgico, o que se percebe é a énfase no tratamento da Continuidade
como aparato légico-simbolico necessario para o estudo do comportamento de funcdes.
Importante ressaltar que esse tratamento basicamente se estrutura nos trabalhos de Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857), em alusdo ao desenvolvimento da Continuidade. No entanto,
ressaltamos que essa abordagem sobre a Continuidade evoca particularmente um carater mais
técnico e operacional a partir do conceito de Limite, tendo sido amplamente adotada para o
ambito pedagdgico.

Com referéncia aos resultados alcancados, foi possivel perceber uma diversidade de
questdes abarcadas pelos autores. Para sistematizar a apresentacdo destas questdes,
estruturamos os resultados em duas grandes categorias conforme a existéncia da relacdo de

semelhangas entre eles: questdes diagndsticas e questdes propositivas.

As questdes diagndsticas dizem respeito aos resultados alcangados com avaliagGes de
desempenho de estudantes; entrevistas com estudantes e professores; analise de materiais
didaticos, entre outros. Elas apontam para os elementos que nos ajudam a construir um
panorama sobre a atual conjuntura dos desafios a serem superados no ambito do ensino. Em

sintese, dentro dessa categoria, percebe-se o destaque para as dificuldades manifestadas pelos
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estudantes na apropriacdo do conceito de Continuidade e a énfase no formalismo em

abordagens do conceito em sala de aula.
As principais dificuldades encontradas pelos autores (D3, T1, Al, A2, A3, A5, A8,

All, Al12, Al13) dizem respeito a falta de dominio de caracteristicas formalizadas do conceito

pelos estudantes, sobretudo com relagdo a definicdo formal (& e 8)*. Os resultados mostram
que os estudantes tendem a se apropriar de uma visdo intuitiva da Continuidade que, em
muitas das vezes, conduz a uma confusdo conceitual, tornando-se um obstaculo para sua
aprendizagem. Outros aspectos que estiveram presente nos trabalhos, € a auséncia de
manifestacdo de sentidos pelos estudantes sobre a definicdo formal do conceito pelos
estudantes (D1, D3, D5, A6) e o impedimento da aprendizagem de outros conceitos em
funcéo disso (T4, T5).

Houve certa recorréncia também na identificacdo da énfase no rigor formal acerca do
tratamento dado a Continuidade em sala de aula (D1, D3, T1, A2, A10). Segundo os autores,
0 excesso de formalismo tende a valorizar a técnica com base em procedimentos de
demonstracdo, em detrimento da producdo de significados que se aproxima da definigdo
conceitual em si pelos estudantes.

Outras questdes que também aparecerem: a dificuldade de compreensdao da
Continuidade mediante confusdo conceitual entre Continuidade Global e Continuidade
Pontual no estudo de funcdes (A8) e os problemas com as inconsisténcias nas definigdes
apresentadas em materiais didaticos impressos e digitais (A12).

Ja as questdes propositivas fazem referéncia as estratégias acionadas e/ou indicadas
pelos autores como possibilidade de se concretizar as mudancas em sala de aula. Tais

questdes foram agrupadas em necessidade de mudangas nas abordagens da Continuidade em

sala de aula; as Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo (TICs) como facilitadoras do

ensino; e 0 uso da histéria como ponto de partida para o tratamento da Continuidade.

Com referéncias as dificuldades mencionadas anteriormente, os autores apontam para
a necessidade de se promover mudancas nas abordagens acionadas pelos professores em sala
de aula. Essa necessidade engloba a utilizagcdo de abordagens mais intuitivas e que valorizam
0 conhecimento manifestado pelo estudante (D1, D3, A5, A9); a importancia de se trabalhar a
Continuidade a partir da constru¢cdo dos numeros (T1, T2, T3, Al, A2, A8, Al0); a
necessidade de se trabalhar a relagdo entre Infinito Potencial e Infinito Atual como
pressuposto para a aprendizagem da Continuidade (T1, A2); o tratamento de Continuidade

18 Deixaremos para abordar esta questdo com profundidade nos préximos capitulos.
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Pontual mediante a aprendizagem de Descontinuidade Pontual e Continuidade Global (A3,
A4); a preservagdo de uma estrutura hierdrquica na aprendizagem dos conceitos (A13); entre
outros.

Nesse sentido, como forma de concretizar tais mudancas, varios autores recorrem as
TICs como instrumentos capazes de estabelecer a ponte entre o conhecimento prévio dos
estudantes, normalmente pautado em aspectos intuitivos, e o dominio da definicdo formal
(D1, D2, D4, A6, A7, A13). Segundo esses autores, as TICs oferecem ambiente propicio tanto
para a producdo de significados, mediante visualizacdo, interacdo e manipulacdo de
ferramentas computacionais, quanto para o desenvolvimento da capacidade de generalizagéo,
tdo fundamental a compreensdo da defini¢do formal.

Por fim, nesse mesmo movimento, Varios autores recorrem ao uso da histéria como
ponto de partida para se pensar em estratégias de abordagem da continuidade em sala de aula
(T1, T2, T3, T5, Al, A2, A8, A10). Estes autores defendem que é através do reconhecimento
do modo como o pensamento matematico se desenvolveu que se possibilita a compreensao de
aspectos fundamentais para a aprendizagem conceitual da continuidade.

Assim, partindo desse cenario, na proxima secdo objetivamos promover algumas
reflexBes acerca das questdes apresentadas e dar encaminhamentos necessarios para a nossa

pesquisa.

3.3. O que Revelam as Pesquisas e Artigos Analisados?

Com relacdo aos conceitos abordados pelos trabalhos (Quadro 02 e 03), é possivel
perceber que 0 movimento de se trabalhar a Continuidade juntamente com outros conceitos
esta ligado ao modo como historicamente ela foi constituida e sua abordagem nos curriculos
educacionais.

No que tange a construcdo histérica do conceito, deixaremos para aborda-la com
profundidade nos proximos capitulos. Porém, em geral, suas primeiras manifestacGes estdo
ligadas a busca de solucdo de problemas praticos na Antiguidade, mas sua elaboracdo formal
sO se deu em pleno século XIX, frente a necessidade de desenvolvimento de outras teorias,
como as teorias do Limite e dos NUmeros Reais.

Com relagdo aos aspectos educacionais, percebe-se que hd algumas especificidades
em sua abordagem segundo os diferentes niveis de ensino. Na tentativa de esclarecer melhor,
consideraremos tais especificidades a partir dos niveis basico e superior de ensino, em

especial na formacéo de professores de matematica. Para isso, recorreremos as reflexdes de
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Cobianchi (2001) feitas a partir de anélise das pesquisas, livros didaticos e entrevistas com
professores.

Ao tratar do ensino basico, Cobianchi (2001) discorre que ndo ha mengdes do conceito
de Continuidade tanto em curriculos do ensino fundamental e medio, quanto nos livros
didaticos voltados para esse publico. Em contrapartida, percebe que ha uma preocupacédo de
professores e pesquisadores sobre a necessidade de se abordar temas relacionados a
Continuidade nesses niveis de ensino, sobretudo no que diz respeito a compreensao de

conceitos importantes como 0s NUumeros Reais. Em suas palavras,

baseado nas entrevistas que realizamos; em opinides de professores de
Matematica; nos artigos e obras analisadas e estudadas; consideramos que a
construgcdo de um procedimentos de ensino para nimeros reais deva ser
precedida por ideias intuitivas de continuidade. Observamos que estas
nogdes, tdo importantes para o entendimento desse conjunto numérico, nao
existem em nenhuma obra didatica que analisamos (COBIANCHI, 2001, p.
420).

Na tentativa de compreender tais resultados na atualidade, partimos para uma breve
analise do documento da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018).
Segundo este documento, a BNCC

¢ um documento de carater normativo que define o conjunto organico e
progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem
desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacdo Basica, de
modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e
desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional
de Educagdo (PNE). Este documento normativo aplica-se exclusivamente a
educacéo escolar, tal como a define o § 1° do Artigo 1° da Lei de Diretrizes e
Bases da Educacdo Nacional (LDB, Lei n® 9.394/1996)1, e est4 orientado
pelos principios éticos, politicos e estéticos que visam a formagdo humana
integral e a construgdo de uma sociedade justa, democratica e inclusiva,
como fundamentado nas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacgio
Basica (DCN)" (BRASIL, 2018, p. 7).

Criada com o objetivo de ser referéncia didatico-pedagdgica para o ensino basico no
Brasil, a BNCC estabelece também um conjunto de diretrizes para o ensino de Matematica.
Sendo considerada parte fundamental na formacdo escolar dos individuos, o curriculo de
Matematica proposto pela BNCC engloba a articulagcdo entre os campos da Aritmética,

Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade. Tal articulagio

7 BRASIL. Ministério da Educacfo; Secretaria de Educagdo Bésica. Diretrizes Curriculares Nacionais da
Educacdo Basica. Brasilia: MEC, 2013. Disponivel em:
<http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_docman&view=download&alias=13448-
diretrizes-curiculares-nacionais-2013-pdf&Itemid=30192>. Acesso em: 16 out. 2017.
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precisa garantir que os alunos relacionem observacdes empiricas do mundo
real a representacBes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas
representaces a uma atividade matematica (conceitos e propriedades),
fazendo inducdes e conjecturas. Assim, espera-se que eles desenvolvam a
capacidade de identificar oportunidades de utilizacdo da matematica para
resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e resultados para
obter solucBes e interpreta-las segundo os contextos das situacdes. A
deducdo de algumas propriedades e a verificacdo de conjecturas, a partir de
outras, podem ser estimuladas, sobretudo ao final do Ensino Fundamental
(BRASIL, 2018, p. 265).

Conforme este documento, tais diretrizes se pautam em temas cruciais para a
elaboracdo de propostas de ensino de Matematica com vistas a formagdo integral dos
estudantes. No entanto, no que se refere a Continuidade, ndo ha nenhuma mencéo sobre seu
tratamento, seja no ensino fundamental ou médio.

A guisa de exemplo, no tocante tema dos Numeros no ensino fundamental, cujo
aparato conceitual se desenvolve a partir da consideracdo da Continuidade, o documento

discorre que

a unidade tematica Numeros tem como finalidade desenvolver o pensamento
numérico, que implica o conhecimento de maneiras de quantificar atributos
de objetos e de julgar e interpretar argumentos baseados em quantidades. No
processo da construgdo da nocdo de numero, os alunos precisam
desenvolver, entre outras, as ideias de aproximacdo, proporcionalidade,
equivaléncia e ordem, no¢des fundamentais da Matematica. Para essa
construgdo, é importante propor, por meio de situacdes significativas,
sucessivas ampliagdes dos campos numéricos. No estudo desses campos
numeéricos, devem ser enfatizados registros, usos, significados e operacGes
(BRASIL, 2018, p. 267).

E possivel perceber que o documento faz alusdo as ideais de aproximacéo,

equivaléncia e ordem, e usa o termo “entre outras”, deixando espago para a significacdo de

outros elementos conceituais em relacdo a Continuidade. Porém entendemos que isso ndo esta
claro.

Além disso, ressalta também a necessidade de uma abordagem ao que considera
“ampliacdo dos campos numéricos”, apontando para um tratamento da construcao dos
conjuntos numeéricos a partir da ideia de complementariedade. Sobre isso, Cobianchi (2001)

nos chama a atengédo ao perceber que

a grande maioria dos entrevistados introduz didaticamente a questdo dos
nimeros reais e continuidade, usando procedimentos metodoldgicos
semelhantes. Usam a reta numerada, recordando o conjunto dos nimeros
naturais, o dos inteiros, o conjunto dos nimeros racionais, e apresentam 0s
irracionais, pela negacdo dos racionais. Afirmam que o conjunto dos inteiros
contém o dos naturais, o dos racionais contém os anteriores, e finalmente o
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conjunto dos numeros reais engloba todos os conjuntos dos ndmeros
anteriores. Julgamos gue esse procedimento é motivado pela maneira como a
maioria dos livros didaticos trata o0 conjunto dos nameros reais,
procedimento que se transmite para a maneira pedagdgica de como o
professor de Matemética apresenta esse assunto em sala de aula
(COBIANCHI, 2001, p. 427).

E possivel que esse tipo de estratégia adotada para o ensino das relacdes entre 0s
conjuntos numéricos evoca um sentido pedagogico de adaptacao para o estagio de maturidade
cognitiva dos estudantes do ensino fundamental e médio. Porém, concordamos com
Cobianchi (2001) e Dias (2007) que esta estratégia tende a ocultar elementos conceituais
sobre a construcgdo e relacdo entre os conjuntos numéricos, esbogando uma resposta simplista,

porém ineficaz para apropriacdo conceitual dos Numeros Reais, sobretudo da continuidade.

Nas entrevistas, constatamos a concordancia desses professores, que
julgam, para a apresentacdo dessas no¢des de continuidade, poderia ser feita
a juncdo de algumas justificativas fornecidas pelo instrumento de pesquisa,
como a do axioma de exaustdo, os indivisiveis de Cavalieri. Julgamos que se
poderiam usar também alguns paradoxos de Zendo. [...] Entdo, acreditamos
na possibilidade de se fazer um procedimento de ensino para nimeros reais
em que as nocgles intuitivas sejam fornecidas por essas justificativas, ou
outras, aliadas com seus elementos historicos e as técnicas usadas nas
mesmas. Neste procedimento julgamos pertinente 0 uso dos conceitos de
infinidade, ordenacdo, enumerabilidade e densidade; e esse processo
culminaria com uma das justificativas que é a construcdo de Dedekind dos
nimeros reais, que consideramos a mais apropriada para 0s cursos de
licenciatura em Matemaética (COBIANCHI, 2001, p. 427).

Diante disso, no que se refere ao ensino dos NUmeros Reais, como tentativa de superar
a visdo de complementariedade proposto pela BNCC, depreende-se a necessidade de
recorréncia a uma perspectiva histérica sobre a abordagem da continuidade, a partir dos
conceitos a ele relacionados como infinidade, ordenacdo, enumerabilidade e densidade
(COBIANCHI, 2001). Assim, Cobianchi (2001) nos ajuda a melhor compreender essas
relacfes intrinsecas de desenvolvimento dos conceitos sobre a continuidade, apontando para
elementos sobre a determinacdo dos nexos conceituais. Mas, como entendemos estas questdes
no contexto do ensino superior?

A partir de entrevistas, Cobianchi (2001) também concluiu que houve certo
desconhecimento por parte dos professores acerca de elementos historicos na constituicdo da
Continuidade e que, de alguma forma, estava relacionado a sua abordagem nos cursos de
graduacdo e a auséncia de disciplinas dedicadas ao desenvolvimento historico e filosofico

deste conceito.
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Sobre 0 modo como a Continuidade tem sido abordada no ensino superior, Cobianchi
(2001) ressalta que h&d uma tendéncia para a presenca de um excesso de formalismo que
norteia as praticas docentes nas disciplinas que tratam deste conceito, sobretudo ancorados
nos livros de Calculo Diferencial e Integral e Analise Matematica, e a recorréncia da
abordagem da Continuidade a partir dos temas ligados ao Limite e Funcéo Continua.

Para entender melhor esta questdo, fizemos um levantamento das ementas curriculares
presentes no Projeto Pedagogico de Curso (PPC) dos cursos de licenciatura em matematica
em instituicdes publicas do estado de S3o Paulo®®. O objetivo é compreender, a partir da
leitura dos objetivos e da distribui¢cdo curricular, 0 modo como a Continuidade tem sido
abordado ao longo da formac&o inicial de professores de Matematica na contemporaneidade
(Apéndice 5) e comparar com as informacg6es apresentadas por Cobianchi (2001). A escolha
destas instituicOes se deu em funcéo da regionalidade do local de realizacdo desta pesquisa.

De maneira geral, podemos verificar a partir dos documentos analisados que existe
uma organizagdo curricular predominante em todos os cursos, nos quais a Continuidade é
abordada nas disciplinas referentes ao Calculo e & Analise Matematica™®. Isso é corriqueiro, ja
que historicamente a Continuidade se situa no campo dos conceitos relacionados ao Célculo e,
consequentemente, a Analise. No entanto, o que nos interessa € o0 momento e a forma como
tal conceito é desenvolvido no interior destas disciplinas.

A organizaco curricular das disciplinas analisadas referentes ao Calculo® tem como
base a sequéncia didatica de Cauchy-Weierstrass (BARUFI, 1999) cuja distribuicdo pode ser
resumida em: NUmeros Reais, Funcdes Elementares, Limites, Diferenciacdo, Estudo da
Variagdo das FungBes de Uma Varidvel Real, Integracdo, Teorema Fundamental do Célculo,
Séries, e Equacbes Diferenciais Ordinarias. A partir desta distribuicdo, a Continuidade
aparece como aspecto fundamental ora como consequéncia dos estudos sobre o Limite de uma
Funcdo em determinado ponto ou intervalo, ora como estudo de uma qualidade apregoada as
Funcdes Continuas.

Em guisa de exemplo, o curso de licenciatura em matematica da UFSCar (Campus Sao

Carlos) apresenta como objetivo para a disciplina de Célculo Diferencial e Integral A:

'8 Cursos de Licenciatura em Matematica desenvolvidos em Universidade Federal de Sdo Carlos (campi S&o
Carlos e Sorocaba), Universidade Estadual Paulista “JUlio Mesquita Filho” (campi Ilha Solteira, Bauru,
Guaratinguetd, Presidente Prudente, Rio Claro e Rio Preto), Universidade Estadual de Campinas, Universidade
de Séo Paulo (campi Séo Carlos e Séo Paulo) e Universidade Federal do ABC (Campus Santo André).

9 Houve também a recorréncia em menor niimero em disciplinas de Espagos Métricos e Topologia. Ambos com
referéncia de abordagem da continuidade a partir de limites e funcGes continuas.

% Chamamos aqui de “disciplinas relacionadas ao Calculo”, pois ha uma diversidade de organizagdo curricular
em cada instituicdo, segundo suas especificidades.
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Desenvolver os conceitos de continuidade e diferenciabilidade de funcGes de
uma variavel real. Explorar a derivada como recurso de investigacdo das
propriedades de funcBes. Utilizar a interpretacdo de derivada como medida
de movimento nas suas mais variadas aplicacGes. Analisar sua aplicacdo
como taxa de variacdo caracterizando-a como recurso fundamental no estudo
de fenémenos evolutivos. Explorar recursos computacionais algébricos,
numéricos e de visualizacdo em suas aplicacdes ao célculo diferencial de
fungdes de uma variavel (UFSCAR, 2018, p. 98)*.

O que podemos perceber € que ha uma preocupacdo legitima em se trabalhar o
conceito de Continuidade para o estudo do comportamento de Fungdes de uma Varidvel Real.
Essa estratégia evoca a relagdo intrinseca entre Continuidade e Limite, cujo tratamento em

sala de aula pode ser feito de diversas formas®.

A continuidade é descrita e definida para se adequar a diferentes pablicos em
diferentes niveis, incluindo o uso de descricdes intuitivas, definicGes
informais, definicbes formais de limites e a definicdo mais rigorosa de
epsilon-delta. No contexto de um curso introdutério de célculo, e também
em muitos outros recursos comuns, as definicbes usadas para conceitos
relacionados a continuidade sdo definicdes de limites (JAYAKODY;
ZAZKIS, 2015, p. 8, traducdo nossa).

Segundo Jayakody e Zazkis (2015), ao concordarem com Cobianchi (2001), o mais
recorrente € que o primeiro contato dos estudantes com a Continuidade nos cursos de Céalculo
aconteca mediante sua definicdo via Limite, sobretudo no que diz respeito ao estudo da
Continuidade Pontual de fungdes.

Sobre isso, Aparicio e Cantoral (2006) discorrem que

visivelmente, ja nos anos finais do século XVIII a concepgdo sobre
continuidade se notou mais relacionada com a percepcao espacial da nocéo
gréfica da funcéo, isto é, a continuidade era concebida como uma qualidade
de forma. Um objeto era continuo se ndo manifestava interrupgdo alguma;
nesse sentido, uma curva seria caracterizada por meio das conexdes ou
continuidade de sua trajetdria (APARICIO; CANTORAL, 2006, p. 12,
tradugdo nossa)

Dessa forma, Aparicio e Cantoral (2003) ressaltam que

Na maioria dos sistemas escolares, a apresentacdo habitual deste conceito
inicia considerando a definicdo de continuidade pontual de uma funcdo em

' UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS (UFSCAR). Projeto pedagdgico do curso de licenciatura
em matematica. S&o Carlos: UFSCar, 2018. Disponivel em:
<https://www.dm.ufscar.br/graduacao/attachments/article/243/projeto_licenciatura.pdf>. Acesso em: 03 set.
2019.

22 Apesar de ndo se encerrar nestas, em seu trabalho, Alves (2010) sugere a presenca de trés maneiras recorrentes
de abordagem da continuidade com relagdo as fungdes de uma variavel real: a definicdo formal “weirstrassiana”,
a definicdo intuitiva por meio do estudo do Limite em um ponto ou a visualizagdo grafica (geométrica) via
software.
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um ponto interior de um conjunto aberto nos reais. Em seguida, se discutem
ao nivel operativo alguns critérios para decidir a continuidade ou
descontinuidade de uma fungdo em um ponto. Asseguramos que este tipo de
tratamento escolar induz problemas de aprendizagem entre os estudantes.
PressupOe-se que a nogdo de continuidade, em um sentido global, possui um
carater aprioristico no ser humano. As pessoas percebem a mudanca no
estudo de fendmenos reais em termos globais, ndo locais. Tomemos por
exemplo, ao movimento da méo que se desloca de um lado para o outro sem
cessar, imaginamos trajetdrias continuas descrevendo seu movimento, a mao
entdo, recobre todos os pontos intermediarios entre um extremo e 0 outro
sobre sua trajetéria. Como ndo havia de fazé-lo? Da mesma maneira, no
comportamento dos graficos se pensa que estes passam por todos 0s pontos
intermediarios de sua trajetéria (APARICIO; CANTORAL, 2003, p. 341,
tradugédo nossa).

Aparicio e Cantoral (2003) chamam a atencdo que tal organizacdo curricular da
Continuidade pode conduzir a ciladas de ordem pedagdgica, ja que esta visao apresentada aos
estudantes (por muitas das vezes, a primeira) induz a uma valorizacdo da técnica e de sua
aplicabilidade, em detrimento de uma significacdo histdrica. Nesse sentido, Cobianchi (2001)
contribui nessa afirmacdo ao acentuar os problemas de aprendizagem que tal organizacao

pode provocar. Segundo o autor,

ndo podemos esquecer de que para se ter uma definicdo correta de funcéo
continua, é necessario uma definicdo clara de nimeros reais, que possa ser 0
suporte para o fornecimento de numeros reais e intervalos numéricos
necessarios a qualquer analise de continuidade de fungbes. Mas para uma
definicio de nUmeros reais, sdo necessarias nogdes de continuidade
(COBIANCHI, 2001, p. 430).

Em geral, essa organizacdo tende a suprimir relacdes importantes na apropriacdo da
continuidade pelos estudantes, levando a dificuldades e/ou confusdes de compreensdo do
conceito?.

Esse contexto se estende também a organizacdo dos contetdos das disciplinas
analisadas referentes a Analise Matematica. Com o foco na refinacdo formal dos conceitos
trabalhados no Calculo, o que se percebe ainda é a recorréncia de uma abordagem da
continuidade voltada para o estudo de limite e funges continuas.

Ao se deparar com realidade semelhante, Cobianchi (2001) discorre que esse tipo de
organizagao é motivada

talvez por um excesso de formalismo que norteia esses professores, ou

porque as definicbes de limite e de fungdo continua sdo os elementos que
mais se destacam quando se aborda continuidade. Ou talvez por acreditarem

%% Deixaremos para tratar desta questdo com profunidade no Capitulo 4.
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gue ndo exista a necessidade de se incorporar algum elemento novo para o
ensino de continuidade e nimeros reais (COBIANCHI, 2001, p. 430).

Isso pode ser percebido nas ementas dos cursos analisados (Apéndice 04). Com

excecao do curso da USP (campus Séo Carlos) que, diferentemente dos demais, esboga uma

preocupacdo com a formag&o do futuro professor fazendo referéncias a necessidade de relagdo

com a pratica profissional. A disciplina de Andalise para Licenciatura oferecida por esta

instituicdo tem como objetivo

Abordar a analise matemaética e seus aspectos histéricos proporcionando ao
futuro professor conhecer como se estruturou o rigor na area de Matematica,
particularmente no que diz respeito as contribuicdes para a Andlise, e suas
relagbes com a formalizacdo de alguns resultados ensinados nos niveis
Fundamental e Médio (USP, 2017, s/p)**.

Além de se diferenciar pela necessidade de relacionar os conceitos aprendidos com a

pratica profissional, é possivel perceber também que ha certa preocupacdo com referéncia aos

aspectos histdricos. Isso de alguma maneira se aproxima de uma abordagem que tende a

revelar elementos intrinsecos no desenvolvimento dos conceitos. Isso fica mais claro quando

observamos a distribuicdo dos contetidos na ementa.

NUmeros reais: grandezas incomensuraveis. Cortes de Dedekind e os
nameros reais. Propriedades e nimeros irracionais. Aplicacdo a sala de aula
no Ensino Fundamental e Médio. Notas histéricas: teoria de conjuntos,
conjunto de Cantor, paradoxos, linguagem matematica, ndo-enumerabilidade
dos ndmeros reais. Sequéncias e Séries numéricas: Teoremas de
convergéncia de sequéncias e exemplos. Critérios de convergéncia de séries.
Teste da comparagdo, razdo e integral. Notas histdricas: Teorema de
Bolzano-Weierstrass, origem das séries infinitas, divergéncia da série
harmonica. A irracionalidade do ndmero de Euler. Notas historicas:
surgimento do numero de Euler. Func@es, limites e continuidade. Teorema
do Valor Intermediario. Notas historicas: Teorema do Valor Intermediario,
Teorema de Weierstrass, Gauss. O célculo diferencial: a derivada e a
diferencial. Maximos e minimos locais. Teorema do Valor Médio. Notas
historicas: a origem do calculo, Newton e Leibniz. Teoria da integral:
Integrais por somas superiores e inferiores e a Integral de Riemann. Teorema
Fundamental do Célculo. Notas histéricas: quadratura, Arquimedes e a area
do circulo. A irracionalidade de pi. As Praticas como Componentes
Curriculares (PCC) relacionadas as discussdes e leituras realizadas e
articulando os conhecimentos teéricos, compreendem as seguintes atividades
- Anélise de livros didaticos que abordam os conteudos da disciplina para
saber ensinar os conteudos especificos (20h). — Explicitar a estrutura de um
dos componentes da disciplina e refletir sobre como foi sua aprendizagem
(20h); - Elaborar atividades para o ensino envolvendo o conteudo da

** UNIVERSIDADE DE SAO PAULO. Grade Curricular do curso de licenciatura em matemética. S&o Carlos:
USP, 2017. Disponivel em: <
https://uspdigital.usp.br/jupiterweb/listarGradeCurricular?codcg=55&codcur=55030&codhab=300&tipo=N>.

Acesso em: 03 set. 2019.
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discziplina para que outros se apropriem desse contetdo (20h) (USP, 2017,
s/p)®.

Mesmo esbocando uma organizacdo curricular de abordagem da Continuidade
vinculada aos conceitos de Limite e Funcdo, acreditamos que a recorréncia ao
desenvolvimento l6gico-formal a partir de uma perspectiva histérica dos NUmeros Reais
potencializa a abordagem de relag@es intrinsecas a Continuidade, ao invés de suprimi-las. Isso
vai ao encontro dos resultados apontados pelos autores nos materiais analisados sobre a
necessidade de abordagens que recorrem a histdria como possibilidade de mudanca no ensino.

Com relacdo aos cursos de formacdo, em muitos casos, a estratégia utilizada para
contornar essa questdo é a oferta de disciplinas que tem como foco o estudo sobre a historia
da Matematica. Pressupfe-se assim que nestas disciplinas o estudante tem a possibilidade de
acesso ao modo como o conhecimento matematico se desenvolveu ao longo do tempo.

Diante disso, assim como tratado anteriormente nas disciplinas que abordam a
Continuidade, fizemos o levantamento de informagfes para compreender 0 modo como 0s
cursos de Licenciatura em Matemaética das instituicbes ja mencionadas tem organizado o
curriculo sobre o tema historia da matematica. Para isso, buscamos informacdes sobre quais
disciplinas abordam tal tema, além de seus objetivos, conteudo programatico, carga horéria,
periodo sugerido e bibliografia (Apéndice 05).

Do montante de 11 (onze) cursos analisados, 09 (nove) disponibilizam a disciplina
Histdria da Matematica em suas grades curriculares com uma carga horaria média de 60 horas
e, dentre estes, 07 (sete) sdo de carater obrigatdrio. Os cursos das instituicbes Unesp/Campus
Bauru e Unesp/Campus Presidente Prudente ndo apresentaram especificamente uma disciplina
dedicada aos estudos da historia da matematica. O primeiro designa o tratamento histérico do
conhecimento ao longo das demais disciplinas de sua grade. J& o segundo, aborda estas
questdes na disciplina intitulada Fundamentos da Educacdo e Aspectos Histdrico-Filoséficos
da Matematica de 60 horas, cujo objetivo é estudar os conhecimentos histéricos aliados aos
aspectos do ensino de matematica.

Importante ressaltar que, apesar de nem todos dedicarem disciplinas isoladas voltadas
para 0 ensino de aspectos historicos, a nosso ver todos os cursos estdo alinhados com o

relatorio de Diretrizes Nacionais para 0s cursos de Matematica nas modalidades de

> UNIVERSIDADE DE SAO PAULO. Grade Curricular do curso de licenciatura em matematica. S&o Carlos:
USP, 2017. Disponivel em: <
https://uspdigital.usp.br/jupiterweb/listarGradeCurricular?codcg=55&codcur=55030&codhab=300&tipo=N>.
Acesso em: 03 set. 2019.
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Licenciatura e Bacharelado CNE/CES? n°: 1.302/2001 (BRASIL, 2001), que dispde sobre os
contelldos comuns a todos os cursos de licenciatura e incluem a Historia e Filosofia das
Ciéncias e da Matematica.

Em guisa de exemplo, ao analisarmos o PPC do curso de Licenciatura em Matematica
da Unesp/llha Solteira, percebe-se que ha um claro entendimento sobre a importancia do

ensino aliado a historia.

E importante que o aluno tenha uma visdo ndo sé historica, mas também
uma visdo do desenvolvimento e das vérias formas de se fazer matematica.
Pretende-se que, nas disciplinas, faca-se uma apresentacdo da evolucdo das
idéias e conceitos e certamente a disciplina Historia da Matematica tera um
papel preponderante na busca deste objetivo. No entanto, esta abordagem
historica deve ser preocupagdo em todas as disciplinas do curso, sempre com
0 objetivo de despertar no aluno o senso critico face ao desenvolvimento dos
conceitos e mostrando que o conhecimento matematico (e cientifico)
continua sua evolugdo (UNESP, 2008, p. 3).

Apesar de esbocar o entendimento sobre a importancia de uma compreensdo histérica
na formag&o do futuro professor, afirmando que essa viséo deve, inclusive, ser trabalhada em
todas as disciplinas, 0 que se percebe é uma organizacdo curricular que ndo favorece a
implementacao desta visdo na pratica.

Ao nos debrucarmos sobre as grades curriculares dos cursos que oferecem a disciplina
Historia da Matematica, percebemos que todas sugerem a realizacdo desta disciplina pelos
estudantes nos Ultimos semestres. Ou seja, 0 estudante ter4 contato efetivo com uma
abordagem sobre a histéria do conhecimento matematico nos ultimos momentos de sua
formacdo. Com excecdo daquelas disciplinas em que o professor decida por utilizar aspectos
ligados a historia em sua pratica docente. Porém, neste caso, isso fica a cargo do proprio
professor e ndo numa perspectiva curricular.

Isso nos leva a inferir que essa forma de organizacao curricular tende a priorizar uma
relacdo entre ensino e historia da Matematica pautada em aspectos de motivacao,
conscientizacdo, significacdo ou desmistificagdo do conhecimento (MIGUEL, 1993). Isso
certamente contribui na producédo de significados sobre os conhecimentos ja apreendidos (ou
decorados) pelos estudantes, porém tais relagdes ndo oferecem condicOes favoraveis para a
abordagem de aspectos conceituais em momento adequado, como no caso da continuidade

para a apropriagao dos numeros reais. De acordo com Cobianchi (2001), “mais que a auséncia

% Conselho Nacional de Educacao / Camara de Educac&o Superior
? UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA (UNESP). Projeto Pedagégico do Curso de Licenciatura em
Matemética. llha Solteira: Unesp, 2017.
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ou falhas na disciplina de Histéria da Matematica, observamos a auséncia de elementos da
Historia da Matematica junto com o ensino do Calculo e da Analise” (COBIANCHI, 2001, p.
423).

Tais relacbes ficam ainda mais evidentes quando se observa o contetdo programatico
das disciplinas. Como exemplo, o quadro a seguir (Quadro 4) diz respeito as informacGes
coletadas no PPC do curso de licenciatura da UFSCar/Campus Sorocaba sobre a disciplina
Histdria da Matematica. Conforme informagdes apresentadas no Apéndice 05, a disciplina em
questdo é de carater obrigatdrio a licenciatura e o semestre sugerido de realizacdo € o 8°

(oitavo), ou seja, o Ultimo semestre para a concluséo do curso, com carga horaria de 60 horas.

Quadro 4 - Disciplina Historia da Mateméatica da UFSCar/Campus Sorocaba

Objetivo Contelido Programatico

A civilizacdo pré-helénica; origens da
geometria e do conceito de nimero. A
Idade Classica. Génese da Matemaética
dedutiva na Antiga Grécia. O
nascimento do Calculo Integral. O
Renascimento e as raizes da
Matematica atual. Génese do Calculo
Diferencial. A época de Euler. Os
séculos X1X e XX e o desenvolvimento
da Matemética. A axiomatizacdo da
Matematica. Nossa época e topicos da
historia da Matemaética
Contemporanea. Historia da
Matematica no Brasil.

Fonte: UFSCar, 2010%.

Ao final da disciplina o aluno devera
ser capaz de descobrir o como e o
porqué do aparecimento e
desenvolvimento das principais teorias
matematicas. Enfase devera ser dada
sobre as teorias que melhor possam
esclarecer conceitos elementares e
indispensaveis tanto ao professor de
matematica dos Ensinos Fundamental
(Ciclo Final) e Médio, quanto ao futuro
pesquisador em matematica.

O objetivo descrito no documento retrata uma preocupacdo com a producdo de
significados aos conceitos pelos estudantes ao recorrer sobre os termos “como” e “porqué”
sobre o surgimento e desenvolvimento das “principais” teorias matematicas, sobretudo no que
diz respeito aos conceitos “elementares e fundamentais” aos futuros professores e
pesquisadores em Matematica. 1sso reforca nosso entendimento sobre a énfase num caréater de
significacdo e desmistificacdo do conhecimento matematico por meio do uso da histéria no
ensino.

Além disso, o contetdo programético € dividido no estudo de teorias matematicas
surgidas e desenvolvidas em periodos histéricos que vao da ldade Antiga aos dias atuais.
Diante disso, é certo dizer que, em face da complexidade sobre o desenvolvimento

matematico ao longo de séculos e da quantidade de horas destinada a realizagdo da disciplina,

® UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS (UFSCar). Projeto Pedagdgico do Curso de Licenciatura
em Matematica. Sorocaba: UFSCAR, 2010.
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ha uma perspectiva generalista de apresentacdo de eventos historicos em cada periodo
mencionado.

O caso da disciplina ofertada pela UFSCar/Sorocaba, assim como o0s demais
apresentados no Apéndice 05, nos ajuda a entender o contexto sobre como se tem
compreendido a relagdo entre ensino e historia da matemaética nos cursos de formagédo de
professores e seus desdobramentos com os resultados apontados pelos trabalhos analisados.

Com relagdo as obras consultadas para realizacdo das disciplinas, focamos no
levantamento de autores citados na bibliografia basica. Importante ressaltar que nédo
conseguimos encontrar estas informagdes nos PPCs de Unesp/Campus Ilha Solteira, Unesp/
Campus Guaratingueta e Unesp/Rio Claro. Nos demais, houve a recorréncia em maior
nimero & obra Histéria da Matematica de Carl Boyer®® (seis) seguida de Introducdo &
Histéria da Matematica de Howard Eves® (trés). N&o nos debrucaremos aqui sobre uma
andlise das obras citadas, 0 que avangaria aos objetivos desta se¢do. No entanto, cabe ressaltar
que ambos os autores buscaram retratar em seus livros aspectos historicos relacionados a
construcdo do conhecimento matematico, ora com uma abordagem com énfase na descricao
de eventos histdricos que contextualizam a producdo do conhecimento (Boyer), ora como
foco na narracdo de situagdes historicas com vistas a aprendizagem da matematica (Eves).

Portanto, o que se pode perceber a partir de uma analise dos PPCs é que existe uma
preocupacdo dos cursos em abordar temas relacionados a histéria da matemaética para a
formacédo de professores. No entanto, assim como descrito por Cobianchi (2001), é necessario
que a organizacdo curricular privilegie o tratamento histérico dos conceitos para além da
producdo de significados pelos estudantes, sobretudo com referéncia a continuidade.

Os resultados das pesquisas e artigos analisados apontam para a necessidade ndo sé de
contextualizacdo da producdo histérica da continuidade, mas também para a valorizacdo de

aspectos conceituais imprescindiveis a sua apropriacdo pelo estudante.

3.3. Alguns Apontamentos sobre as Pesquisas

O objetivo desta secdo foi compreender como o conceito de Continuidade tem sido
entendido no ambito da producdo cientifica sobre o ensino de matemética. Na busca por
contempla-lo, optamos pela realizagdo da Analise Documental sobre as produgdes que

tiveram como foco o ensino de continuidade.

» BOYER, C. Historia da Matemética. Trad. Elza Gomide. Sao Paulo: Edgard Blucher, 1974.
% EVES, H. Introducdo & Historia da Matematica. Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. Unicamp,
1999.
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Em geral, apesar de considerar as singularidades de nosso levantamento, o nimero de
trabalhos analisados (vinte e quatro) revela a necessidade de realizagdo de mais investigagoes
sobre fendmenos de ensino e aprendizagem da Continuidade, por estudantes de diferentes
niveis de ensino. Contudo, a pluralidade de olhares e a riqueza de informacbes que
encontramos nesses trabalhos sugerem que é possivel pensarmos em maneiras mais eficazes
de sua abordagem em sala de aula, como fontes propositivas em melhorias na aprendizagem
dos estudantes.

Ao longo das analises, no que se refere ao ensino, pudemos perceber que a relacéo da
Continuidade com outros conceitos se diferencia nos &mbitos ontoldgico e pedagdgico. Isso €
decorrente do movimento de autores que defendem sua introdugdo ora no trato da
continuidade na construcdo conceitual dos Numeros Reais, ora a partir de sua definicdo
formal via estudo do comportamento das funcfes. A nosso ver, esse embate € proficuo e nos
ajuda a delimitar sobre o que se espera com o ensino de Continuidade, sobretudo na formagéo
de professores.

Também, a partir da andlise dos resultados indicados pelos autores, 0 que se pode
identificar na atualidade é a auséncia de tratamento da Continuidade no ensino basico e, no
que compete ao ensino superior, a dificuldade dos estudantes em se apropriarem do conceito,
aliada ao excesso de formalismo praticado pelos professores. Como forma propositiva, 0s
resultados também apontam para a necessidade de mudangas nesta realidade com a adogéo de
diferentes estratégias, como o uso das TICs e a organizacdo do ensino pautada em elementos
da historia da matematica.

O levantamento de informacGes sobre a BNCC e os PPCs dos cursos de Licenciatura
em Matematica de instituicdes publicas de Sdo Paulo, corrobora com os resultados analisados
sobre a necessidade de se pensar em mudancas sobre a organizacdo educacional em torno da
Continuidade. Percebemos que ainda ha a valorizacdo de uma visdo técnica e formalista deste
conceito na formagé&o do professor.

Portanto, entendemos que ainda ha muitas lacunas a serem preenchidas e descobertas
no que tange a investigacdo sobre o fendmeno do ensino de Continuidade, especialmente no
que concerne a novas alternativas de se promover as mudancas relatadas.

Em nossa visdo, concordamos na recorréncia a historia como prerrogativa para a
organizacdo do ensino, pois esta estratégia ndo so favorece a aprendizagem dos conceitos,
como também permite o desenvolvimento das capacidades psiquicas pelos estudantes. No

entanto, diferentemente das relacfes j& mencionadas entre ensino e historia da matematica, o
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pressuposto de nossa pesquisa se baseia no movimento légico-histérico da Continuidade e a
determinacéo de seus nexos conceituais a serem trabalhados em sala de aula.

Dentre os trabalhos levantados, ressaltamos a tese defendida por Dias (2007) intitulada
Formacédo da Imagem Conceitual da Reta Real: um estudo do desenvolvimento do conceito
na perspectiva l6gico-histdrica. Com o foco na compreensdo de aspectos importantes sobre a
Reta Real, a autora se utiliza do movimento l6gico-histérico do conceito e sua relagdo com a
imagem conceitual manifestado por professores do ensino basico em um curso de formacao.
Entre as relagcdes fundamentais mencionadas pela autora, esta a necessidade de se abordar o
conceito de Continuidade.

Nesse sentido, em sua pesquisa, Dias (2007) retrata que ao abordar questdes
pertinentes a apropriacdo do conceito de Reta Real, exige-se a recorréncia dos conceitos de
Infinito Potencial, Infinito Real (Atual), Densidade e Continuidade. A autora também aponta
que, a partir de suas analises, a manifestacdo do pensamento sobre a Reta Real perpassa pela
compreensdo dialética sobre discreto-denso-continuo, comensuravel-incomensuravel, finito-
infinito, cardinalidade-ordenacao.

Portanto, ao longo deste levantamento bibliografico foi possivel também apreender
relagBes importantes estabelecidas no desenvolvimento histérico da Continuidade com outros
conceitos indicados pelos autores. S&o eles: Incomensuravel, Discreto, Continuo, Infinito
(Potencial e Atual), Infinitésimos, Ordenacdo, Enurabilidade, Acumulacdo, Densidade,
Continuidade (Pontual e Global) e Descontinuidade.

Seriam estes 0s nexos conceituais da continuidade? Até aqui, qualquer resposta a esta
pergunta seria minimamente incipiente. Para nos aprofundarmos nesta questdo, na préxima
secdo nos debrucaremos sobre a Analise Histérico-Epistemolégica do conceito a partir de

obras historiograficas da Matematica.
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4. Analise Historico-Epistemoldgica do Conceito de Continuidade

Como discutido na Segéo 2, no processo de evolugéo, o estabelecimento de uma ideia
sobre a temporalidade dos eventos que assolam a vida humana talvez se configure em um dos
principais saltos sobre a constru¢do de uma consciéncia na relacdo do ser humano com o
mundo material. E certamente tal ideia s6 pdde ser constituida a partir de fendmenos que
despertaram uma necessidade frente a situacGes de interacdo com esse mundo.

Dessa forma, a historia € compreendida a partir de sua relacdo intrinseca com o
proprio processo de humanizagdo. E baseada nessa compreensdo que o individuo se apropria
de conhecimentos culturalmente acumulados ao longo do tempo e estabelece maneiras de
producdo e regulacdo de seus pensamentos. Quando nos debrucamos sobre a histdria da
Matematica e seu potencial para a concretizacdo de acGes pedagdgicas, também € nessa
perspectiva que a interpretamos. Isso significa dizer que é necessario reconhecer que sua
producdo, e certamente sua apropriacdo, envolve relacfes estabelecidas em ambitos sociais,
culturais, cognitivos e histéricos (MORETTI; RADFORD, 2015).

Como vimos secdo 2, ha diferentes formas de estabelecer a relagcdo entre histéria e
ensino de Matematica. O fundamento tedrico desta pesquisa esta assentado no
reconhecimento da dialética entre o l6gico e o histérico da Continuidade (KOPNIN, 1978) a
partir da determinacgé@o de seus nexos conceituais (SOUSA, 2004), ao considerar 0s aspectos
ontogenéticos e filogenéticos de um conceito.

Segundo Radford (2011), a compreensdo destes aspectos deve levar em conta as
formas singulares de producdo do conhecimento inseridas em seus contextos temporais, ou
seja, “para compreender os desenvolvimentos conceituais precisamos colocar o sujeito
conhecedor e toda a atividade matematica em estudo dentro da sua concepc¢do cultural da
Matematica e da ciéncia geral.” (RADFORD, 2011, p.82).

Sendo assim, no que tange o ambiente pedagdgico, historia e ensino devem se
estabelecer a partir de uma relagdo ontofilogenética (MORETTI; RADFORD, 2015), pois a
compreensdo de aspectos intrinsecos ao conhecimento s se efetiva a partir de sua atividade
de producéo e dentro dos limites impostos por seu contexto cultural. Importante dizer que esta
relacdo ndo se concretiza baseada em uma mera reproducao de situac@es historicas em sala de
aula. A agdo de quem organiza o ensino deve voltar-se para o reconhecimento e a
problematizacdo de elementos inerentes a producdo do conhecimento — 0s nexos conceituais —

somente revelados no desenrolar da historia.
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Dessa forma, o0 objetivo desta secdo € apresentar a Analise Histdrico-Epistemoldgica
de materiais historiogréficos da matemaética com vistas a constru¢cdo do movimento l6gico-
historico do conceito de Continuidade e a determinacao de seus nexos conceituais.

Para acessar e conhecer as relacbes mais internas e essenciais na producao histérica da
Continuidade, as analises foram estruturadas segundo o conceito de Sistemas Semidticos
Culturais de Significacdo (SSCS) proposto por Radford (2006; 2011) que tem como
pressuposto a compreensdo da rede de relagdes entre o desenvolvimento epistemoldgico na
historia e as praticas culturais de producdo do conhecimento. Isso implica dizer que na analise
do desenvolvimento histérico da Continuidade, visamos compreender as manifestaces do
pensamento matematico em seu vinculo com a atividade humana (LEONTIEV, 1983),
inseridas num contexto revelador das condi¢Ges objetivas de producdo deste conhecimento
(Figura 01).

Figura 6 - Estrutura de Interacdo dos Sistemas Semidticos de Significacdo Cultural

Sistemas Semioticos de Significacdo Cultural
- concepgdes sobre objetos conceituais
- padrdes sociais de producdo de significados

Dimensdo histérico-cultural

Atividade Territorio
- objeto do Artefato
- aches - signos

- operacdes - objetos, etc.

-divisdo do trabalho

Fonte: (RADFORD, 2006, p. 109, traducdo nossa)

Conforme a Figura 5, a estrutura dos SSSC pressupde a consideracdo de uma rede de
relacbes entre a atividade humana e o territério do conhecimento em si (artefato). Estas
relacfes sdo, em si, dialéticas e se constituem na consideracdo sobre as formas particulares da
atividade e os modos de saber, ou melhor, de producéo do conhecimento.

Para sistematizar o processo de analise, optamos por explorar as manifestacdes da
Continuidade ao longo de periodos histéricos de acordo com a divisao proposta por Ribnikov

(1987). Esta escolha se deu pela proximidade tedrica do autor com esta pesquisa, que tem o
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materialismo histérico dialético como pressuposto para a compreensdo dos fendmenos sobre a

matematica. Segundo o autor,

Na histéria da Matematica podem se distinguir periodos isolados,
diferenciados um do outro por uma série de caracteristicas particulares. A
periodizagdo é necessaria para poder orientar-se com maior facilidade em
toda a riqueza de feitos que apresenta o desenvolvimento histérico da
matematica. Existem muitas tentativas de periodizacdo da histéria da
matematica. A periodizacdo se efetua por paises, por formacgoes
socioecondmicas, por descobrimentos relevantes, 0s quais determinam até
certo ponto o carater do desenvolvimento da matematica, etc. A discussao
sobre as periodizagbes sdo intermindveis. No entanto, segundo nosso
critério, o papel das periodizacGes é puramente auxiliar e se determina pelas
necessidades do objetivo fundamental: o descobrimento das leis do
desenvolvimento objetivo da matemética (RIBNIKOV, 1987, p. 16, traducéo
nossa).

Nesse sentido, com vistas ao descobrimento das leis do desenvolvimento objetivo da
matematica, as subseces da andlise foram divididas em exios teméaticosde acordo com 0s
periodos que englobam a producéo histérica da Continuidade:

e A matematica na Antiguidade — periodo correspondente as primeiras manifestacdes de
um conhecimento matematico estruturado coletivamente.

e O desenvolvimento da matematica elementar® — periodo correspondente &
acumulacdo de métodos préprios de estudo das magnitudes constantes;

e A criacdo da matematica das variaveis — periodo correspondente ao enfrentamento de
problemas que envolvem magnitudes varidveis e a elaboragdo de uma linguagem
propria;

e O inicio da matematica moderna® — periodo correspondente ao desenvolvimento da
matematica enquanto area cientifica como conhecemos atualmente.

Essa sistematizacdo visa identificar em cada um destes periodos os momentos de
producdo do conhecimento, aclarando as relagdes estabelecidas entre o légico e o historico e
os elementos indicadores de nexos conceituais. Assim, recorremos aos elementos pedagdgicos
tensionadores® na histéria proposto por Lanner de Moura (2003). Segundo a autora, o

processo de se debrucar sobre a historia do conceito,

pretende ser um aprofundamento de seu movimento de criacdo na historia
humana buscando encontrar elementos pedagdgicos tensionadores, da

3! Manteremos o termo “clementar” que Ribnikov (1987) utilizou em sua obra ao se referir ao periodo em que se
produz a grande maioria dos conceitos abordados na Educacédo Basica.

%2 Da mesma forma que o anterior, manteremos o termo “moderno” utilizado po Ribnikov (1987) em referéncia a
producdo da Matematica como a entendemos atualmente.

%3 Para contribuir na construcéo do texto, chamaremos somente de “elementos tensionadores”.
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(re)criacdo conceitual em quem ensina e em quem aprende; ao entender que
0 elemento tensionador é determinante para estabelecer uma relagdo
subjetiva do sujeito, com o conceito (LANNER DE MOURA, 2003, p. 2).

No contexto da andlise, a inquiricdo dos elementos tensionadores na historia esta
relacionada a percepc¢do das necessidades, motivagbes e condigcdes objetivas (LEONTIEV,
1983) que conduziram a producdo de determinado conhecimento. Assim, a estrutura dos
argumentos tem como ponto de partida a discussdo sobre elementos tensionadores com base
em recortes feitos nas obras analisadas, nos quais chamaremos de extratos.

Assim, 0 processo de compreensao das relacfes essenciais se efetiva a partir da analise
dos extratos, que sdo fontes reveladoras de elementos tensionadores, em ambitos légico e

historico e com base nos SSCS e na Teoria da Atividade (Figura 6).

Figura 7 - Estrutura para Analise dos Extratos

Extratos
I

Légico | — Elementos Pedagogicos | | Histérico
Tensionadores

- - SSCS
Manifestagdo do : Praticas Culturais
Pensamento
Teoria da Atividade

l

Relagbes Essenciais

Fonte: proprio autor

Dessa forma, na Figura 6 se descreve que a estrutura de analise dos extratos se
concretiza a partir dos elementos tensionadores que sdo reveladores da interacdo entre o
Logico e o Historico para a determinacédo das relagdes essenciais.

As proximas subsec¢des serdo constituidas conforme a divisdo de periodos mencionada
e, por fim, apresentamos a Ultima se¢do com aspectos conclusivos com indicadores sobre 0s
nexos conceituais da Continuidade.

Mas antes, importa-se dizer que ndo se pretende realizar uma producdo historiografica
sobre o desenvolvimento da Continuidade. Em primeiro lugar, acreditamos que ja existem
trabalhos que cumprem com essa tarefa e que se firmam como material de analise para esta
pesquisa, como no caso de Brolezzi (1996), Cobianchi (2001) e Rezende (2003). Em segundo

lugar, o foco da analise estd centrado na identificacdo e discussdo sobre os elementos
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tensionadores presentes em diferentes momentos historicos e que nos ajudam a compreender

as relagdes do desenvolvimento da Continuidade.

4.1. Periodo de Desenvolvimento da Matematica na Antiguidade

As primeiras manifestacGes sobre o desenvolvimento do conceito de Continuidade
datam ainda da Grécia Antiga a partir de problemas que envolvem a incomensurabilidade
(COBIANCHI, 2001). Esse periodo compreende os primérdios do desenvolvimento do
pensamento matematico no trato com magnitudes constantes.

Ao referir-se sobre as magnitudes constantes, Ribnikov (1987) faz alusdo aos
problemas da época voltados para relagdes de logistica, construcfes, agrimensura etc., que
exigiam um aparato matematico mais desenvolvido que os problemas préaticos enfrentados por
filosofos/matematicos que viveram no periodo conhecido como “o nascimento da
matematica” (RIBNIKOV, 1987, p. 16) ou “pré-helénico®” (EVES, 2004, p. 90). O periodo
anterior abarca as manifestacdes do pensamento matematico em sociedades primitivas e o
acumulo de conhecimento que possibilitou a conversdo da matematica em uma ciéncia
independente e com métodos proprios na Antiguidade.

A0 passo que se instaurava a aglomeracdo de pessoas num lugar, fortalecia-se assim o
desenvolvimento de atividades agrarias e cessava a necessidade de longas viagens para a
obtencdo de mantimentos através da caca e pesca. Com isso se constituiram condicoes
favoraveis ao enfrentamento de problemas préaticos e a criacdo de leis gerais do pensamento, e
em particular, do pensamento matematico.

Com uma organizacdo social complexa, a divisdo do trabalho nas civilizacdes pré-
helénicas possibilitou o estabelecimento de fungdes sociais ligadas a producdo do
conhecimento como sacerdotes, escribas e astrélogos. Essa divisdo estava diretamente ligada
as necessidades do desenvolvimento da sociedade a partir do enfrentamento de tarefas ligadas
ao cultivo da terra, controle da producdo agricola, previsdo das mudancas no clima,
construcdo de obras de irrigacdo, entre outras, mas também as questdes politicas, econémicas,
astronémicas, etc. Assim se estabelece uma divisdo sobre os individuos dedicados a uma
atividade mais intelectualizada (distanciada de um labor bragal) e outros ligados a uma
atividade mais préatica (EVES, 2004).

Um exemplo notodrio foi o nivel de complexidade adquirido pelas sociedades da Grécia
Antiga. Dividida em diferentes cidades-estado, a Grécia marcou o0 inicio de uma atividade

% 0O periodo helenistico (323-146 a.C.)corresponde ao periodo de ascensdo da cultura grega (POLITO e SILVA
FILHO, 2013).
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cientifica em funcgdo das relagcdes sociais estabelecidas na época. Seu territorio favoreceu o
desenvolvimento de diferentes atividades ligadas ao comércio, agricultura, navegacdes,
exeército, politica, etc. Baseado numa cultura escravista, 0 modo de producédo esteve pautada
na divisdo em classes detentoras dos meios de producéo e das forcas produtivas.

Passiveis de usufruir um tempo longe de atividades bracais, essa divisdo do trabalho
possibilitou que a classe dominante pudesse se dedicar a tipos especificos de atividades
intelectuais, entre elas, a producdo do pensamento matematico.

Nesse contexto, o Extrato 1 a seguir foi escolhido com vistas a caracterizacdo da
mudanca ocorrida na organizacdo social da Antiga Grécia que possibilitou a efetivacdo de
uma atividade ligada a producdo do conhecimento, em especial da matemaética.

Extrato 1: A divisdo do trabalho e a producéo do conhecimento matematico

Descricdo Elemento Tensionador
Na matematica dessa época os problemas praticos relacionados
com a necessidade de calculos numéricos, medicBes e
construgdes geométricas continuaram tendo um grande papel.
No entanto, o novo era que estes problemas pouco a pouco se | A complexificagdo das relagfes sociais
desprenderam em um campo independente da matematica que | que exigiu a divisdo do trabalho e a
obteve a denominac&o de logistica. A logistica foram atribuidas: | existéncia de pessoas que tinham como
as operagBes com numeros inteiros, a extracdo numérica de | atividade principal dedicada a filosofia,
raizes, o calculo com a ajuda de dispositivos auxiliares, do tipo | matemaética, artes, entre outras,
do d&baco, o célculo de fracfes, a resolucdo numérica de | distanciadas do trabalho bracal.
problemas que conduzem a equacBes de 1° e 2° graus,
problemas praticos de calculo e construtivos da arquitetura,
agrimensura, etc. (RIBNIKOV, 1987, p. 51, tradugio nossa).

Como retratado no Extrato 1, Ribnikov (1987) chama a atencdo para que, apesar de
estarem ligados a problemas de ordem préatica, nesse periodo se inicia um movimento de se
pensar em formas gerais na producdo do pensamento, com a criacdo de um campo
independente da matematica. Segundo Eves (2004), foi em decorréncia dessa divisdo que se
pode pensar na construcdo da ideia dedutiva sobre o que conhecemos hoje por pensamento
matematico.

O destaque para o elemento tensionador do Extrato 1 se efetiva na mudanca provocada
por um comportamento coletivo frente as necessidades impostas por uma nova organizacao
social. Apesar de ainda estarem diretamente ligados a busca de solugdo para problemas
praticos, houve a necessidade de se estabelecer uma atividade especifica voltada para a
producdo de conhecimento. Alem disso, em fungdo de sua intensa atividade comercial e de
sua localizacdo que beneficiava o intercambio cultural, as condi¢Ges objetivas eram

favoraveis para que esse movimento se efetivasse.
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Esse movimento significou um salto na relacdo estabelecida entre sujeito conhecedor e
objeto do conhecimento, pois garantiu a disponibilizacdo de tempo e liberdade para a mente
criativa do ser humano (KOPNIN, 1978). O resultado disso sdo as primeiras manifestacdes do
pensamento baseadas em estruturas dedutivas, mediante raciocinios logicos, e ndo mais
ligadas a explicagdo mitica da realidade (EVES, 2004). Esse tipo de atividade esteva
diretamente vinculado ao ramo da filosofia.

O contexto de surgimento da filosofia grega é marcado por tentativas de superacao de
explicacOes sobre a natureza advindas de ac6es de seres divinos dotados de personalidade (0s
deuses). Assim, o pensamento filosofico grego buscava substituir o mithos (mitolégico) pelo
logos (racional) com pressuposto para compreenséo da realidade (POLITO; SILVA FILHO,
2013).

Segundo Polito e Silva Filho (2013),

Acompanhando as necessidades de rigor e objetividade, regras para a
elaboracdo do discurso, para a correcdo do raciocinio e para a articulagdo
conceitual dos elementos concretos da realidade sensivel foram formuladas.
Assim é que a ldgica e a matematica foram criadas como disciplinas
propriamente ditas, ambas passando por um desenvolvimento Unico entre 0s
gregos. A primeira, como uma disciplina puramente linguistica e conceitual,
teve sua formulacéo plena nas obras de Aristoteles e da escola estoica. Ja a
matematica grega — a qual era constituida quase que inteiramente pela
geometria (euclidiana) e pela aritmética —, foi concebida como paradigma de
correcdo de pensamento e demonstracdo de verdades (POLITO; SILVA
FILHO, 2013, p. 330).

Dessa forma, a atividade de producdo do conhecimento estava relegada a criacdo de
estruturas racionais para a compreensdo dos fenbmenos sobre a natureza, mas também para a
determinacdo dos elementos que os constituia. Entretanto, Polito e Silva Filho (2013)

ressaltam que

apesar da logica e da matematica terem atingido niveis muito elevados de
desenvolvimento entre os gregos, ambas permaneceram, durante a maior
parte do tempo, como disciplinas propedéuticas da filosofia, uma vez que
eram consideradas meros instrumentos para a elaboragdo ulterior do
pensamento filoséfico. Ainda assim, dois sdo 0s motivos pelos quais ndo se
pode subestimar essas aquisi¢cOes. Primeiro, porque na sua base esta o
pressuposto de que a filosofia natural (ou seja, a ciéncia) versa sobre o
universal e 0 necessario, ndo sobre o casual e o contingente. Isso significa
que, para além de mera compilacdo de fatos, sua busca é pelo que é essencial
na natureza. Seu objeto sdo categorias de fenbmenos, ndo fendmenos
isolados. Em segundo lugar, porque o debate e a discussdo racionais — e ndo
0 dogma ou a revelagdo religiosa — passaram a ser a “marca registrada” do
novo “método” inventado pelos gregos. Esse espirito critico seria
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indelevelmente impresso na ciéncia moderna como uma de suas
caracteristicas mais fundamentais (POLITO; SILVA FILHO, 2013, p. 330).

No pensamento grego sdo manifestadas as primeiras tentativas de estabelecimento de
caracteristicas universais para a explicacdo e constituicdo de fendmenos ligados a vida
humana. Tais caracteristicas versam sobre a definicdo de uma estrutura rigida para a
construcdo do pensamento, coma base em principios elementares, e sua aceitacdo (ou
refutacdo) por meio de uma interacdo coletiva. Certamente esse processo marcou O
desenvolvimento futuro da ciéncia moderna.

Essas manifestaces estdo ligadas a duas figuras imprecisas historicamente®, Tales de
Mileto (624-548 a.C. aproximadamente) e Pitdgoras de Samos (580-500 a.C.
aproximadamente) (BOYER, 1974). Dada a importancia da escola pitagérica para a
construcdo do conceito de Continuidade (COBIANCHI, 2001), focaremos nos relatos
historicos sobre o conhecimento atribuido a Pitdgoras e seus precursores.

Sem sombras de davidas, Pitdgoras é uma das figuras (ou celebridades) matematicas
mais intrigantes da histdria. Em partes, isso se deve em decorréncia dos mistérios sobre sua
vida, que envolve lendas e misticismo, mas também no que diz respeito aos segredos da rotina
de sua escola (comunidade, confraria, irmandade, seita, etc.). Além disso, hd também o
famoso teorema que carrega seu nome, o qual estabelece uma relacéo légica entre os lados do
tridngulo retdngulo, tdo recorrente nos curriculos do ensino basico e superior.

Dentre os diversos fundamentos que sustentavam as teorias da escola pitagorica, a
enumerabilidade e ordenacdo do universo ocupavam um local de destaque (BOYER, 1974).
Segundo Eves (2004), “a filosofia pitagérica baseava-se na suposicdo de que a causa Ultima
das varias caracteristicas do homem e da matéria sdo os numeros inteiros” (2004, p. 97).
Nesta visdo, toda explicacdo e constituicdo dos fendmenos que assolam a vida humana eram
expressas através dos nimeros inteiros.

Caraca (1958) nos ajuda a entender melhor esse cenério ao discorrer que, para apoiar
essa ideia,

Teve que, fora da necessaria experimentacdo e verificagdo, procurar uma
estrutura da matéria idéntica a estrutura numérica. Tal procura parece ter
cristalizado na afirmacdo seguinte: que a matéria era formada por
corplsculos cosmicos, de extensdo ndo nula, embora pequena, os quais,
reunidos em certa quantidade e ordem, produziam os corpos; cada um de tais
corpusculos — monadas — era assimilado & unidade numérica e, assim, 0s

% Segundo Boyer (1974) o termo impreciso se refere & auséncia (ou perda) de documentos que atestem a
veracidade sobre a histéria desses individuos.
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corpos de formavam por quantidade e arranjo das mdnadas como 0s nimeros
se formam por quantidade e arranjo das unidades (CARACA, 1958, p. 72).

Para os pitagoricos, 0s numeros inteiros ndo significavam somente instrumentos de
quantificacdo, mas também estavam dotados de uma capacidade abstrata de interpretacdo da
vida humana.

Importante ressaltar que, segundo Boyer (1974), apesar da significacdo desses feitos
pelos pitagoricos na histdria da matematica, a sociedade grega da época era reconhecida por
sua capacidade de intercambio comercial, realizacdo de construcdes terrenas e maritimas, e
apregoavam relacdes com os numeros baseados em suas atividades praticas. “Atividades
numericas desse nivel [advindas da atividade pratica] ndo mereciam a atencao dos fildsofos e
registros de aritmética pratica ndo apareciam nas bibliotecas dos estudiosos” (BOYER, 1974,
p. 42). Nesse sentido, pode-se dizer que a atividade de producdo do conhecimento pelos
pitagoricos estava relegada a sua motivacdo em buscar respostas para os fenbmenos sobre o
universo por meio de generalizaces inteligiveis.

Um aspecto importante que esta presente em ambos 0s pensamentos (pitagérico e
advindos da atividade pratica) é a de que 0s numeros inteiros sdo suficientes para a
manutencdo da vida naquela época. Independente da complexidade em que se atribuia o papel
do nimero na explicacdo de fendmenos, a vida em sociedade estava resguardada sob o poder

dos numeros inteiros em resolver os problemas cotidianos da sociedade grega.

Assim, para os pitagoricos, 0os numeros de significacéo préatica resultavam de
contagem ou de mensuracdo, e eram inteiros ou fragdes racionais. Sem
davida, eles podem ter aprendido a usar simbolos e termos que se referem a
entidades ndo-racionais, mas para eles essas expressdes eram apenas termos
de linguagem. No final, o nimero racional aparecia como a Unica grandeza a
que se podia dar em uso pratico (COBIANCHI, 2001, p. 81).

Nesse contexto, as relacdes estabelecidas entre os individuos na sociedade grega
estavam diretamente influenciadas pela existéncia e manejo das situagdes rotineiras por meio
dos nimeros inteiros e a razdo estabelecida entre eles (Nimero Racional). A grande questdo
gue surge nesse contexto esteve ligada a incapacidade dos gregos em lidar com situacdes em
que tal representacdo numeérica ja ndo conseguia oferecer uma explicagdo logica. Esta questao
esteve ligada & formacdo de uma consciéncia sobre a incomensurabilidade®. O Extrato 2 a

seguir se constitui a partir disso.

% Trataremos aqui como a “formacdo da consciéncia” sobre a incomensurabilidade em substitui¢do do termo
“descoberta”, amplamente difundido (KOSTIUK, 2005). Isso faz alusdo ao nosso posicionamento tedrico em
conceber que o conhecimento é uma constru¢gdo humana advindo de sua interacdo com a atividade prética.
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Extrato 2: A crise sobre a incomensurabilidade

Descricio Elemento Tensionador
Mas que é feito, entdo, da afirmacgdo de que os principios dos
nameros sdo os elementos de todos os seres, que 0 Céu inteiro é
harmonia e nimero? Que valor tem ela, se 0s nimeros ndo
podem dar conta, sequer, desta coisa simples e elementar que é
a razdo dos comprimentos de dois segmentos de reta? Onde esta
0 alcance universal dessa afirmagdo? No dia em que foi
descoberto o fendmeno da incomensurabilidade de segmentos, a
escola pitagdrica estava ferida de morte (CARACA, 1958, p.
74).

A crise nos fundamentos pitagdricos de
enumerabilidade e ordenagdo, frente a
formagcdo da consciéncia sobre 0s
incomensuraveis.

No Extrato 2, a morte na qual se refere Caraca (1958) representa 0 momento de crise
vivida pelos pitagéricos que abalou os alicerces de sua teoria. Basicamente 0s
incomensuraveis retratam situacbes em que se torna impossivel descrevé-las utilizando
Numeros Inteiros e suas razdes (NUmeros Racionais). O modo como, quando e por quem se
deu essa construcdo € incerto. No entanto, sua consideracdo revela muito sobre o0 modo de
producdo do conhecimento naquela época e a abertura para a elaboracdo de conceitos
fundamentais e predecessores da Continuidade.

Uma das mais difundidas argumentacGes sobre a existéncia dos incomensuraveis esta
voltado para a relacdo entre os lados e a hipotenusa de um triangulo retadngulo a partir da
aplicacéo do teorema de Pitagoras, tradicionalmente vinculada a Aristteles®’. Apesar do nivel
complexo de abstracdo envolvido nestas argumentacdes, dificilmente foram os pitagdricos
que as desenvolveram (BOYER, 1974). No entanto, elas nos ajudam a compreender o nivel de
desestruturacdo provocado as bases teoricas dos pitagéricos.

Segundo Caraca (1958), essa perturbacdo foi profunda a escola pitagorica, pois lhe
atingia ndo somente na refutabilidade de seus argumentos légicos, no que se refere a certeza
da mensuracdo de qualquer objeto via nimeros inteiros, mas também em ordem filoséfica, no
gue compete 0 questionamento da existéncia das monadas. Ao concordar com isso, Eves
(2004) retrata que

[a incomensurabilidade,] pois ndo s6 parecia perturbar a suposi¢do basica da
escola [pitagorica], de que tudo dependia dos numeros inteiros, como
também porque a definicdo de proporcdo, assumindo como comensuravel
duas grandezas quaisquer similares, fazia que todas as proposic@es da teoria
pitagorica das proporc¢des se limitassem a grandezas comensuraveis (EVES,
2004, p. 107).

Assim, a incomensurabilidade aqui é entendida como resultado de um processo de producéo do conhecimento
sobre situaces praticas vividas na época.

37 \er Caraca (1958, p. 73), Boyer, (1974, p. 54), Brolezzi (1996, p. 18), Cobianchi ( 2001, p. 84) e Eves (2004,
p. 105).
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Dessa forma, o elemento tensionador vislumbrado no Extrato 2 faz referéncia a esse
momento de crise vivido pelos pitagéricos com a evidenciacdo da incomensurabilidade e a
necessidade de superar a inconsisténcia em suas bases l6gico-argumentativas.

Além das questdes de ordem ldgica e filosofica, Brolezzi (1996) também chama a
atencdo para o aspecto revelador sobre a relagdo entre os nimeros e a atividade humana

manifestada nesse movimento, especificamente no que compete as acdes de contar e o medir.

A crise dos incomensuraveis marca assim o inicio claro de uma visdo
dicotdmica entre a contagem e a medida, entre o discreto e o continuo. E
mostra claramente que a ideia de numero é composta tanto de referéncias a
contagem quanto de referéncias a medida (BROLEZZI, 1996).

As aspiracOes sobre a formulagdo de um pensamento abstrato, como a prépria ideia de
enumerabilidade dos pitagoricos, estavam diretamente relacionadas as necessidades de
contagem (quantificacdo) e medicGes. E € nesse contexto que se inicia a formacdo da
consciéncia sobre a distingdo entre o discreto e o continuo. Para esclarecer a relacdo entre

estes conceitos, Brolezzi (1996) discorre que

existem, como sabemos, certas grandezas chamadas contaveis, que séo
objeto de contagem, como o numero de livros em uma prateleira. Outro tipo
de grandezas é formado por aquelas quantidades que sdo passiveis de
medida, como a largura desta folha de papel em que escrevo, ou 0 peso de
uma caneta. O primeiro tipo de grandezas é chamado discreto. Grandezas
discretas sdo as que se prestam a contagem. J& o segundo tipo é chamado
continuo, e se refere as medidas (BROLEZZI, 1996, p. 1).

Nesse contexto, ndo compete aos gregos desta época a distingdo entre discreto e
continuo. Essa relacdo s6 se efetivara séculos depois com o desenvolvimento de um aparato
mais complexo que envolve relagdes de divisibilidade e a compreensdo do movimento. No

entanto,

depois da confrontacdo entre comensuravel/incomensuravel, surgiu com
forgca a indagacdo a respeito de outras formas de realidade dual, também
importantes para a formacdo do pensamento grego: a contraposi¢do
divisivel/indivisivel, presente nas discussdes acerca da natureza e
possibilidade do movimento, e as nog¢les de espago/tempo (BROLEZZI,
1996, p. 20).

Ao tratar dessas formas de realidade dual, Brolezzi (1996) faz referéncia ao problemas
envolvendo a nocdo de divisibilidade, ou melhor, do questionamento da exsisténcia dos
indivisiveis. Nesse sentido, também envolta de uma imprecisdo historica, a primeira
manifestagdo sobre os indivisiveis é atribuida a Democrito de Abdera (460-370 a.C.).

Segundo Rybnikov (1987) “Demdcrito considerava que todos os corpos estavam constituidos
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de pequenos &tomos, as magnitudes primarias. Os corpos se diferenciam entre si pela forma,
posicdo e método de unido dos atomos que os compde” (RIBNIKOV, 1987, p. 74, tradugéo
nossa).

Na teoria de Demdcrito, a ideia de que a realidade é constituida a partir de dois
aspectos elementares: o 4&tomo e o vazio. Tudo passa a ser explicado, entdo, na relagdo de
composicéo entre eles. Os atomos, assim, se configuravam em estruturas indivisiveis e muito
pequenas. E assim como na escola pitagodrica, todo fendmeno era constituido de estruturas
infinitamente pequenas e indivisiveis (COBIANCHI, 2001).

Concordamos com Brolezzi (1996) que

a importancia de Democrito para nosso assunto esta no fato de ter sido,
aparentemente, o primeiro a falar de infinitesimais, e a considerar a
possibilidade de trabalhar com o infinitamente pequeno a fim de recompor o
todo, como no caso de utilizar 1aminas circulares infinitamente finas para
calcular o volume de cilindros e cones (BROLEZZI, 1996, p. 22).

N&o é certo que exista relacdo entre as ménadas dos pitagoricos e a teoria atomistica
de Demdcrito, ou que a segunda tenha sido baseada na primeira. Mas ambas nos ajudam a
entender o modo como a atividade matematica estava sendo desenvolvida nessa época.
Acompanhado por uma ideia de enumerabilidade, ordenacdo, indivisiveis e intuitivamente de
infinitesimais, esse tipo de pensamento contribuiu por muito tempo de maneira satisfatdria
para descricdo e explicacdo dos fendmenos da vida humana (BOYER, 1974). O
questionamento sobre sua capacidade logica viria anos depois pela escola filosofica surgida

em Elea, na Grécia Antiga. O Extrato 3 a seguir se constitui a partir desse contexto.

Extrato 3: A crise sobre os indivisiveis
Descricio Elemento Tensionador

A teoria dos infinitesimais de Demdcrito e seus seguidores foi
combatida duramente por outra escola filoséfica, nascida em
Eléa (Magna Grécia), pelo influxo das ideias de Parménides. A | A critica aos fundamentos da teoria
doutrina eleatica chamava a atencdo para 0s paradoxos e | atomistica, sobretudo no que compete a
contradicBes existentes na concep¢do do mundo fisico como | existéncia dos infinitésimos e do
composto por particulas infinitamente pequenas e indivisiveis. | movimento.

Propunha, em substituicdo, considerar a imutabilidade e unidade
essencial do mundo fisico (BROLEZZI, 1996, p. 22)

As ideias filosoficas da teoria atomistica foram assoladas por duras criticas pela escola
eleatica, sobretudo com referéncia as figuras de Parménides (aproximadamente 530-460 a.C.)
e seu discipulo Zendo ( aproximadamente 495-425 a.C.). Baseados numa corrente filoséfica

que pressupunha os seres como unidade indivisivel e estatica, os eleaticos combateram as
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ideias atomisticas sobre a existéncia da multiplicidade e, sobretudo, do movimento. Essas

criticas se pautavam na perspectiva de que

a ideia de [existéncia dos] infinitésimos é totalmente absurda, pois se
possuem algum comprimento, entdo uma quantidade infinita deles ira
compor uma reta de comprimento infinito; e se ndo tém nenhum
comprimento, entdo uma quantidade infinita deles tampouco tera
comprimento algum. Além disso, dira também: aquilo que acrescentado a
outro ndo o faz maior, e subtraido de outro ndo o faz menor, é simplesmente
nada (BROLEZZI, 1996, p. 22).

Essa postura filoséfica estava inserida numa corrente de pensamento que se baseava
no principio que todo conhecimento se constituia como resultado de um método racional,

abastado dos sentidos sensoriais. Assim,

0os membros da escola eleatica foram os primeiros de uma longa tradicdo
racionalista que, desde Platdo até os nossos dias (passando por Descartes,
Kant e Hegel), ndo sé negaria status de conhecimento (ou, no minimo,
seguranca irrestrita) aos dados brutos obtidos por via sensorial, como
também sustentaria a tese de que conhecer consiste em revelar as estruturas
profundas que se encontram veladas pelas aparéncias fenoménicas. Essa tese
é bastante moderna, e integra o que se conhece hoje como realismo cientifico
(POLITO; SILVA FILHO, 2013, p. 345).

A forma como os eleatas expunham seus questionamentos marcou profundamente a
historia do pensamento matematico, especialmente no que compete aos paradoxos de Zendo
sobre 0 movimento. Os mais famosos sdo os paradoxos da Dicotomia, de Aquiles, da Flecha e
do Estadio (BOYER, 1974).

Esses paradoxos®® tinham como foco o questionamento sobre as teorias atomisticas
que, assim como Demdcrito e os pitagoricos, pressupunham que espaco e tempo eram
constituidos por estruturas infinitamente pequenas e indivisiveis, como ponto e instantes
respectivamente. Segundo Brolezzi (1996), mesmo distante de sugerir alguma intuicdo sobre
o0 conceito de Continuidade, Zendo revelou que “espaco ¢ tempo possuem a propriedade da
Continuidade, e esses paradoxos deixam a descoberto as dificuldades de se imaginar ou intuir
os fendmenos associados & Continuidade” (BROLEZZI, 1996, p. 22).

A Dicotomia e o Aquiles argumentam que o movimento é impossivel sob a
hipotese de subdivisibilidade indefinida do espaco e tempo; a Flecha e o
Estadio, de outro lado, argumentam que também é impossivel, sob a
hipo6tese contraria — de que a subdivisibilidade do tempo e espago termina
em indivisiveis (BOYER, 1974, p. 55).

% para mais informac6es ver Boyer (1974, p. 55), Rybnikov (1987, p. 75), Brolezzi (1996, p. 23) e Cobianchi
(2001, p. 96).
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Os paradoxos revelam ndo s6 a incapacidade de argumentagdo l6gica das teorias
atomisticas em explicar o movimento a partir de uma nocéo intuitiva sobre os infinitésimos,
mas também as inten¢des de Zendo em argumentar que toda mudanca € ilusoria.

E sobre esse contexto que Polito e Silva Filho (2013) afirmam que os paradoxos
“expressavam a deficiéncia da matematica grega para lidar com o problema do continuo e do
infinito. Tais deficiéncias s6 seriam definitivamente sanadas com o advento do célculo
infinitesimal” (POLITO; SILVA FILHO, 2013, p. 345).

De acordo com Eves (2004),

J& se deram muitas explicagdes para os paradoxos de Zendo. Por outro lado,
ndo é dificil mostrar que eles desafiam as seguintes crencas da intui¢éo
comum: de que a soma de um namero infinito de quantidades positivas é
infinitamente grande, mesmo que cada uma delas seja extremamente
pequena (Xi2; € = o) e de que a soma de um ndmero finito ou infinito de
guantidade de dimenséo zero é zero (n X 0 = 0 e 0 X 0 = 0). Qualquer que
tenha sido a motivagdo dos paradoxos, o fato € que eles excluiram os
inifinitésimos da geometria demonstrativa grega (EVES, 2004, p. 418).

Assim sendo, a crise provocada pelos paradoxos de Zendo revelam caracteristicas
importantes sobre a construcdo do pensamento matematico na Grécia Antiga. A busca por
respostas a estes imbroglios atravessou séculos e s6 conseguiu encontrar uma base sustentavel
com a futura defini¢do de relagdes entre Discreto e Continuo (BROLEZZI, 1996) e Infinito
Potencial e Atual®® (COBIANCHI, 2001).

No entanto, apds a difusdo das ideias propostas pelos elatas, o que se viu foi a
incapacidade dos gregos em lidarem com os problemas que envolviam concepgdes de infinito,
sobretudo dos infinitésimos. Brolezzi (1996) descreve que esse periodo foi marcado pelo
“Horror ao Infinito” (BROLEZZI, 1996, p. 23). Isso remete ao posicionamento dos fil6sofos
gregos que, frente a essa incapacidade, optam por uma espécie de fuga ao tratamento l6gico
do Infinito.

O Extrato 4 a seguir é estabelecido com referéncia a saida adotada pelos

filésofos/matematicos gregos para lidarem com esse contexto.

% Deixaremos para nos aprofundar sobre tais conceitos no préximo capitulo.
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Extrato 4: A saida pela criagdo do método de exaustdo

Descricio Elemento Tensionador
Nessa Matematica grega, o conceito de curva estava limitado a
reta, circunferéncias e conicas. Nela aconteceu a fuga de tudo
que estivesse relacionado com concepgcfes quantitativas e
dinamicas; particularmente do conceito de infinito, ndo porque
se banisse da filosofia esse conceito, mas porque se renunciou
abordar um estudo quantitativo do infinito, e se passou a
elimina-lo sistematicamente dos raciocinios matematicos. E da
Matematica grega veio um método de raciocinio, o “método de
exaustdo” (COBIANCHI, 2001, p. 88).

A saida proposta pelos gregos para a
incapacidade de lidar com as questfes dos
incomensuraveis e infinitésimos: a criacdo
do método de exaustao.

A busca por respostas aos obstaculos levantados pelos eleaticos se configurou na
elaboracdo teorica de formulagcdo do pensamento sobre a razdo/propor¢do e a relacdo entre
figuras curvas e retilineas (BOYER, 1974). Sobre esse contexto, ressaltam-se os feitos de
Eudoxo de Cnido (390-330 a.C.).

Advindo da escola platdnica, Eudoxo compartilhava das ideias sobre a transcendéncia
da realidade e a busca de uma esséncia sobre os fendbmenos da natureza. Essa esséncia ndo se
alcancava com base nos sentidos, mas a partir do pensamento racional. Assim, a contribuigédo
de Eudoxo para o desenvolvimento do pensamento matemaético grego se baseia na retomada
dos principios de ordenacdo do mundo, advindos da escola pitagorica, mas com um
tratamento qualitativo dos fenbmenos, em que o numero passa a dar lugar a figura (forma)
(COBIANCHI, 2001).

Eudoxo se inseria no movimento de separacdo (por vezes até substituicdo) da
Aritmética e Geometria. Basicamente esse movimento se efetiva em estratégias de se evitar a
“resolugdo de problemas aritméticos ou algébricos lidando diretamente com grandezas
continuas, isto é, realizando todas as operacGes sem necessidade de referéncia direta a
numeros e suas representagdes” (BROLEZZI, 1996, p. 24).

Em exemplo disso estd o problema relacionado a teoria da proporcdo de dois

segmentos difundida pelos pitagoricos.

Quatro quantidades estdo em proporcao, a: b = c: d, se as duas razdes a: b e
c:d tem a mesma subtracdo mutua; isto é, se em cada razdo, a quantidade
menor cabe um igual nimero [inteiro] de vezes na maior e o resto em cada
caso cabe um igual ndmero inteiro de vezes na menor e 0 NOVO resto no
precedente 0 mesmo ndmero inteiro de vezes e assim por diante (BOYER,
1974, p. 66).

Como vimos, esta forma de se compreender a proporcdo, baseada em procedimentos

sucessivos indefinidamente, foi duramente criticado pelos eleatas. Sua estruturacdo l6gica ja
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ndo conseguia se sustentar, frente aos problemas relacionados a significacdo tanto dos
incomensuraveis, quanto dos infinitésimos.
Assim, a saida proposta por Eudoxo para a questdo da razdo foi o estabelecimento de

uma definicdo que contornasse tais problemas.

Diz-se que grandezas estdo na mesma razdo, a primeira para a segunda e a
terceira para a quarta, quando equimultilplos quaisquer sdo tomados da
primeira e da terceira e equimdltiplos quaisquer da terceira e da quarta, 0s
primeiros equimultiplos sdo ambos maiores que, ou ambos iguais a, ou
ambos menores que, os Ultimos equimualtiplos considerados em ordem
correspondente® (BOYER, 1974, p. 66).

De maneira geral, a definicdo de razdo proposta pro Eudoxo evita os imbrdglios ja
mencionados e permite que 0s gregos conduzam o enfrentamento de problemas que envolvem
grandezas continuas. Isso s6 pbde ser concretizado pelo tratamento geométrico dado as
grandezas, evitando qualquer relagdo com o campo numérico.

Outro grande salto para o desenvolvimento matematico da época diz respeito a busca
de solucdo para problemas que envolvem a relacdo entre curvas e segmentos de retas, seja
para o calculo da area, volume e/ou comprimento de arcos.

Segundo Eves (2004), uma das primeiras manifestacdes sobre tentativas de quadratura
do circulo foi atribuida a Antifon, o Sofista (aproximadamente 470-420 a.C.). Segundo o
autor, Antifon teria se antecipado sobre a ideia de que por “sucessivas duplicagdes de lados de
um poligono regular inscrito num circulo, a diferenca entre o circulo e o poligono ao fim
exaurir-se-ia” (EVES, 2004, p. 418). A critica ao método de Antifon se efetiva novamente na
dificuldade em estabelecer uma defini¢do sobre a nocéao de infinitas sucessdes e subdivisoes.

Contudo, imputa-se a Eudoxo o desenvolvimento do principio l6gico de superacdo
desses problemas. Assim como fez no caso da razao, a estratégia adotada foi a de estabelecer
a relacdo entre duas grandezas geométricas. A esse principio se apregoa o termo método de

exaustdo. Sua definicdo pode ser compreendida em:

Se de uma grandeza qualquer subtrair-se um aparte ndo menor que sua
metade, do restante subtrair-se também uma parte ndo menor que sua
metade, e assim por diante, se chegara por fim a uma grandeza menor que
qualquer outra predeterminada da mesma espécie (EVES, 2004, p. 419)

0 Considera-se “a/b = c/d se, e somente se, dados inteiros quaisquer m e n sempre que ma < nb,
entdo mc < nd; ou se ma = nb, entdo mc = nd; ou se ma > nb, entdo mc > nd” (BOYER, 1974,
p. 66).
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Com essa definigdo, Eudoxo extrai qualquer mencdo aos infinitesimais e estabelece
uma relagdo entre grandezas que permite alcancar uma grandeza de mesma espécie tao
pequena quanto se queira. Aos dias de hoje, o método de exaustdo demonstra uma
complexidade significativa sobre conceitos préprios do Célculo. Tal contribuicdo significou
um momento de revolucdo para o pensamento matematico e estabeleceu o germe para a futura
passagem ao limite e a elaboracio do conceito de integral (RIBNIKOV, 1987).

O meétodo de exaustdo foi um instrumento eficaz para o tratamento de problemas que
envolviam o célculo de areas de figuras, volume de corpos, comprimento de curvas, busca do
célculo de tangentes de curvas, entre outros (RIBNIKOV, 1987). Porém foi Arquimedes de
Siracusa (287-212 a.C.) com quem o método ganhou novas significagdes.

Diante das contribuicGes de Arquimedes para o desenvolvimento da matematica, a
Quadratura da Parabola possui uma posicao de destaque. Em sintese, Arquimedes fez uso do
método de exaustdo para demonstrar que a area de uma superficie parabdlica é quatro tergos
da 4rea do triangulo tendo a mesma base e mesma altura*’. A riqueza e profundidade desta
conclusdo s6 podem ser percebidas baseadas num panorama histérico sobre o
desenvolvimento l6gico-historico de outros conceitos, entre elas o de Integral.

Em seu método, Arquimedes considera que a superficie da parabola é constituida por
retas. Segundo Brolezzi (1996),

ndo sabemos se considerava que haveria infinitos segmentos de retas
compondo a area de uma figura. Parece que considerava-os como
indivisiveis, pois chegava a muitos resultados pelo método da balanga,
usando o principio do nivelamento como quem estivesse pesando
mecanicamente uma colecdo de Iaminas finas ou de fitas de algum material
pesado (BROLEZZI, 1996, p. 28).

Como mencionado, Arquimedes ndo foi o primeiro a buscar promover o
engquadramento de curvas. No entanto, foi o primeiro a conseguir estabelecer relacbes que
sobreviveram as incoeréncias de origem ldgica, apontadas pelos eledtas. Uma figura que se
sobressaiu ao longo da historia no que tange as contribuicdes ao universo da matematica. Por
muitos, é considerado o maior matematico da Antiguidade (BROLEZZI, 1996).

Portanto, o modo de organizacdo social na Grécia Antiga possibilitou o
desenvolvimento da matematica elementar como resultado de uma atividade intelectual
voltada para uma compreensdo universal da realidade (CARACA, 1958). Ao longo de uma

série de embates filosoficos, o contexto de producdo do conhecimento ficou marcado por essa

" Para mais informagdes ver Boyer (1974, p. 95), Rybnikov (1987, p. 76), Brolezzi (1996, p. 28).
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cisdo entre Aritmética e Geometria, com o abandono do estudo quantitativo (numérico) dos
fendmenos e o refugio nas percepcgdes qualitativas (geométrico), além da exclusédo de tudo o
que envolvesse a dinamicidade das coisas (movimento), sobretudo das questdes relativas ao
infinito, via método de exaustdo (CARACA, 1958).

Segundo Caraga (1958),

Estas caracteristicas vao manter-se durante quase duas dezenas de séculos na
Europa. O seu reinado sO devia terminar quando uma sociedade nova,
dominada por uma classe nova, portadora de interesses e problemas novos,
impusesse a Filosofia e & Ciéncia um rumo diferente (CARACA, 1958, p.
197).

Assim, a superacdo desse modo de compreensdo da realidade se efetiva frente ao
surgimento de novas necessidades de ordem social e cultural. Nesse novo contexto, a
producdo do conhecimento é marcada pela ressignificacdo das teorias gregas e a construcdo

de teorias sobre o Infinito e 0 Movimento.

4.2. Periodo de Desenvolvimento da Mateméatica Elementar

O periodo posterior ao desenvolvimento da matematica helenistica é marcado por
mudancas de ordem social, politica e econdmica, em consequéncia de uma série de invasdes
sobre o vasto territorio correspondente a Grécia Antiga, sobretudo advindas do Império
Romano®, no qual uma nova organizagdo politica foi imposta. Durante esse periodo, a
divisdo do trabalho ainda manteve-se ligada a agricultura, comércio e com forte manutencéo
do trabalho escravo. Nesse processo, a estrutura social grega foi dando espago para novas
formas de organizacéo, sobretudo com a difusdo do cristianismo. Esse periodo (séc. V — XV)
ficou conhecido como Idade Média e se caracteriza, entre outros aspectos, pelo poder da
igreja catélica sobre a Europa e uma organizacéo social pautada no Feudalismo

O que antes servia de espago privilegiado para a producdo do conhecimento, agora
enfrenta os obstaculos impostos por uma dominacdo intelectual advinda dos dogmas da
religido. Durante esse periodo, segundo Eves (2004), com referéncia a producdo do
conhecimento, “o pensamento criativo cedeu lugar a compilagdes e comentérios” (2004, p.
191). Alguns fatores contribuiram para esse cenario e estdo ligados a devastacdo populacional
provocada por epidemias e guerras.

No que tange ao desenvolvimento do conceito de Continuidade, 0 que se pode destacar

foi a ampla difusédo e aplicacdo dos trabalhos de Arquimedes e o desenvolvimento do

*2 Perfodo aproximadamente 31-476 d.C.
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pensamento algébrico em civilizagdes arabes (BROLEZZI, 1996). Em funcéo dos objetivos
tracados para nossas analises, daremos foco para as descricdes sobre as manifestaches
matematicas no proximo perfodo, o Renascimento®.

O advento de uma nova fase para a producdo da Continuidade foi resultado de
mudancas sociais e politicas, impulsionadas pelo surgimento de necessidades ligadas ao modo
de producdo capitalista, dando inicio ao periodo do Renascimento. O Extrato 5 a seguir se

efetiva a partir desse contexto.

Extrato 5: Necessidades advindas do modo de producéo capitalista

Descricio Elemento Tensionador
Para uma nova ascensdo da ciéncia matematica foi necessaria
uma nova ascensao das forgas produtivas da sociedade humana.
Na Europa e na regido da bacia do Mediterraneo, este novo
principio em ascensdo apareceu somente muitos séculos depois,
comegando com a época do chamado Renascimento, época final
do Feudalismo e comeco do desenvolvimento do modo de
producéo capitalista. Ademais, uma das fontes mais importantes
de novas ideias matemdticas foi a assimilacdo da heranca
classica dos matemédticos da Grécia Antiga, Euclides,
Arquimedes e outros (RIBNIKOV, 1987, p. 106, tradugéo
nossa).

Mudancas em ambitos sociais, politicos e
econdmicos que provocaram 0 surgimento
de novas necessidades e a busca por sua
satisfacdo através da ressignificagdo das
bases do pensamento advindo da escola
grega cléssica.

Esse periodo de transicdo do Feudalismo Europeu para o Renascimento ficou marcado
pela intensificacdo de relacdes comercias e o crescimento populacional nas cidades,
impulsionados pela fuga do campo e pela busca de melhores condic¢des de vida (EVES, 2004).
Um dos grandes marcos dessa época foi a utilizacdo de um sistema monetario em detrimento
das antigas relagdes de escambo.

Tais fatores, aliados ao fim da escraviddo e a exploracdo maritima de novas rotas
comerciais, provocaram 0 surgimento de necessidades na producdo do conhecimento
matematico frente ao enfrentamento de novos problemas. Assim, o elemento tensionador
destacado no Extrato 5 revela esse momento histérico no surgimento de novas necessidades e
a ineficiéncia da matematica da escola grega classica em lidar com tais problemas. Sobre isso,
Ribnikov (1987) discorre que

As ciéncias naturais, em geral, se desenvolveram em uma atmosfera de
mudangas tempestuosas, relacionadas em sua base econdmica com a
decomposicdo que comecgava da sociedade feudal e o estabelecimento das
relagBes burguesas capitalistas. As mudancas transcorriam na industria, de
onde surgiam as manufaturas com a divisdo do trabalho caracteristica pra
elas e a introducdo de méaquinas e aperfeicoamentos técnicos. Em um
desenvolvimento ndo visto anteriormente, comecaram a obter as relagdes

* 0 periodo do Renascimento corresponde aproximadamente ao inicio do século XIV e final do século XVI.
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comerciais e a navegacdo, acompanhadas pelos grandes descobrimentos
geograficos. Na ordem politica, as mudancas fundamentais consistiam que o
poder e as influéncias da nobreza feudal foram quebrados em funcéo da
pressdo do poder real e com o apoio dos cidaddos, e que se formaram
grandes monarquias, em esséncias nacionais. Finalmente, o florescimento da
cultura e da arte na Italia, Franca e outros paises, a invencdo da imprensa
(em meados do século XV) determinou um nivel totalmente novo de
exigéncias intelectuais e das ocupacdes de um grupo cada vez mais extenso
de individuos (RIBNIKOV, 1987, p. 127, traduc&o nossa).

Em acordo com essa visdo, Cobianchi (2001) ressalta que

O desenvolvimento dessa sociedade favoreceu o aparecimento de uma nova
mentalidade, motivada pelas necessidades de um cotidiano que pouco a
pouco vai se tornando mais complexo com novas exigéncias; mostrando a
ineficiéncia do filosofo tradicional, embasado no platdnico-aristotélico, para
guem a verdade estd no pensamento e nos seus quadros l6gicos. Surgiu a
necessidade de um filésofo novo para quem a verdade deveria primeiro ser
descoberta na Natureza, pela observagdo experimentacdo e somente mais
tarde, elaborada no pensamento. E colocou-se uma questdo, se a verdade
deveria ser para a razdo ou para a experiéncia; sendo que para atingir o
conhecimento verdadeiro, razdo e experiéncia opdem-se a principio como
dois caminhos contrarios para atingir esse fim (COBIANCHI, 2001, p. 118).

Nesse contexto, o enfrentamento dos problemas que assolavam o inicio do
desenvolvimento de uma sociedade capitalista exigiu o questionamento das bases filosoficas
sobre 0 pensamento na época. Ao longo dos proximos séculos, o continente europeu viveria a
“Era das Exploragdes” (EVES, 2004, p. 334) marcada por momentos de intensa
comercializacdo, conquistas, anexagdo e colonizacdo de outros territérios. Esse processo
exigiu o desenvolvimento de um aparato tecnoldgico capaz de sustentar cada um desses
momentos. O conhecimento, assim, esteve voltado para a realizacdo de previsdes climaticas,
abastecimento das cidades, grandes deslocamentos de producdo agricola, localizacdo em
aguas desconhecidas (astronomia), producdo de armamentos, entre outros. Isso exigiu que o
pensamento humano se afastasse cada vez mais dos limites impostos pela escola grega
(principio da razdo) e se aproximasse de uma visdo mais proxima da experiéncia (principio da
experimentacdo) (BOYER, 1974).

Importante destacar que essa incursdo sobre a base racionalista grega é fruto de uma
série de mudancas sociais e culturais vivenciados nesse periodo. Com a intensificacdo das
relacOes entre diferentes regides, foi inevitdvel também o intercdmbio cultural europeu com
diversas civilizagdes, por meio das rotas comerciais estabelecidas com impérios arabes e a
colonizacdo de uma diversidade de outros povos. Esse processo de internacionalizacao

possibilitou a criacdo de um ambiente favordvel ao acesso a diferentes modos de se
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compreender os fendmenos da realidade. Outro aspecto que também contribuiu para esse
contexto foi a Reforma Protestante, a qual desafiou as limitagcdes impostas pelo catolicismo e
enfraqueceu o poder da igreja sobre a determinacao da verdade (EVES, 2004).

Esse periodo de intensas mudancas culturais permitiu novamente certa abertura para a

producdo do conhecimento matematico.

Os problemas que surgiram devido a necessidade da navegagdo, que
proporcionou grandes descobertas, levaram a uma investigacdo cada vez
mais cuidadosa do movimento dos astros exigindo um estudo quantitativo
mais rigoroso do movimento, que permitisse medir e prever. Assim, diante
de uma exigéncia nova, estava uma insuficiéncia antiga que a blogueava,
sendo uma barreira que deveria ser derrubada, e que se convertia em uma
evolugdo necessaria (COBIANCHI, 2001, p. 118).

Dessa forma, Cobianchi (2001) nos ajuda a entender as mudangas intrinsecas
realizadas na producdo da matematica. Novos problemas e novas necessidades exigiram o
desenvolvimento de estruturas que garantissem nao so a possibilidade em prever e medir, mas
também em compreender fendmenos ligados ao movimento. Como ja abordado na secdo
anterior, estes sdo conceitos importantes que acompanharam a producdo do conhecimento na
Grécia Antiga.

E aqui reside um aspecto fundamental que impulsionara a producdo matematica dessa
época. A construcdo de uma base sobre os pensamentos da escola grega classica, mas com
certa liberdade (ou ousadia) de se absterem do rigor l6gico tdo profundo e necessario para 0s
filésofos desta escola (EVES, 2004).

Assim, no desenvolvimento da Continuidade, uma das principais manifestacdes do
pensamento esta ligada a (re)significacdo do Infinito/Infinitésimos a partir dos trabalhos de
Simon Stevin (1548-1620), Galileu Galilei (1564-1642), Johannes Kepler (1571-1630) e
Bonaventura Cavalieri (1598-1647)*. Esses trabalhos alimentam a compreenséo de como a
busca por solucdo de problemas da época, como a questdo do centro de gravidade de figuras
por Stevin, da vasta construcao de instrumentos de medida por Galilei e da medida do volume
dos barris de Kepler®, exigiu a utilizacdo do método de exaustao difundido por Arquimedes,
mas com um novo tratamento dado as infinidades, tdo evitadas pelo pensamento grego. Em
especial, o Extrato 6 se consolida a partir da produgéo de Cavalieri sobre a teoria dos

indivisiveis.

* Com vistas ao cumprimento dos objetivos propostos a este capitulo, daremos destaque as contribuicdes de
Cavalieri. Para mais informagdes ver Boyer (1974, p. 236).
* Para mais informagdes ver Boyer (1974), Rybnikov (1987), Rezende (2003) e Eves (2004).
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Extrato 6: A producéo do conhecimento sobre os infinitésimos

Descrigcdo

Elemento Tensionador

[O argumento de Cavalieri se baseava em] que uma area pode
ser pensada como sendo formada de segmentos ou
“indivisiveis” e que um volume pode ser considerado como
composto de areas que sdo volumes indivisiveis ou quase-
atdbmicos. Embora Cavalieri na época ndo pudesse té-lo
percebido, ele seguiu as pegadas realmente muito respeitaveis,
pois esse é exatamente o tipo de raciocinio que Arquimedes
usou em O Método, entdo perdido. Mas Cavalieri, ao contrario
de Arquimedes, ndo hesitava perante as deficiéncias I6gicas nas
bases de tais processos (BOYER, 1974, p. 241).

A producdo do conhecimento sobre os
indivisiveis de Cavalieri frente a
necessidade de lidar com a questdo dos
infinitésimos.

O método dos indivisiveis proposto por Cavalieri nos ajuda a melhor compreender o

modo de producdo do conhecimento em sua época. Esse método pode ser resumido a partir de

dois principios*:

1. Se duas porgdes planas séo tais que toda reta secante a elas e paralela a
uma reta dada determina nas por¢des de segmentos de reta cuja razdo é
constante, entdo a razdo entre as areas dessas por¢0es € a mesma constante.
2. Se dois solidos sdo tais que todo plano secante a eles e paralelo a um
plano dado determina nos solidos sec¢des cuja razdo é constante, entdo a
razdo entre os volumes desses s6lidos é a mesma constante (EVES, 2004, p.
426).

O conceito de indivisivel, embora tenha sido classificado como “prolixo e pouco

claro” (EVES, 2004, p. 425), demonstra uma postura epistémica de referéncia a teoria

atomistica de Demacrito e ao método de exaustdo de Arquimedes, mas também aliado ao

descrédito dado ao rigor sobre as incoeréncias logicas de se considerar estruturas

infinitamente pequenas. Segundo Ribnikov (1987),

0 método dos indivisiveis foi pensado para a determinacéo das medidas das
figuras planas e corpos. Tanto as figuras como 0s corpos se representavam
como compostos de elementos, 0s quais tinham dimensdo em uma unidade a
menos. Assim, as figuras contam de segmentos de retas tragadas
paralelamente a certa reta diretriz denominada reguladora. Estes seguimentos
figurados eram infinitos. Estavam compreendidos entre duas tangentes que
tinham o nome de pares. As tangentes eram paralelas a reguladora; como
reguladora pode tomar-se uma delas (RIBNIKOV, 1987, p. 177, traducio
nossa).

Assim, desconsiderando as incongruéncias logicas sobre a questdo dos infinitésimos,

Cavalieri estabeleceu uma relacdo geométrica entre dois elementos distintos, como figuras e

solidos, limitando-se a compreensdo da razdo entre os indivisiveis que 0s compde

*® Principios de Cavalieri (EVES, 2004, p. 426).
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(RIBNIKOV, 1987). Esta relacdo se baseava numa correspondéncia um a um dos indivisiveis
que constituem tais elementos (BOYER, 1974).

A esséncia da geometria dos indivisiveis de Cavalieri pode ser formulada
assim: as figuras planas e os corpos se relacionam entre si com todos 0s seus
indivisiveis tomados em conjunto; se os indivisiveis se encontram em uma
mesma relacdo um com o outro, entdo a relacdo entre as areas das figuras
correspondentes (ou os volumes dos corpos) é igual a essa relagdo
(RIBNIKOV, 1987, p. 177).

Esse método proposto por Cavalieri trouxe significativo desenvolvimento da
matematica para época, pois possibilitou que uma série de problemas até entdo ndo passiveis
de solucdo, mediante o pensamento grego, fosse resolvida. Cavalieri fez parte de um
movimento de producdo do pensamento que ndo tinha como intengdo o aprofundamento sobre
as questdes logicas que sustentavam as teorias gregas, mas sim de se abster das fronteiras
epistémicas que impediam o desenvolvimento de novas ideias (COBIANCHI, 2001). Em
sintese, tal método carrega o germe da futura elaboragdo da teoria sobre o conceito de Integral
Definida.

Os indivisiveis de Cavalieri se inserem num movimento de abertura para a elaboracédo
de teorias matematicas que ousaram avancar aos limites impostos pela rigidez ldgica
estabelecida na Grécia Antiga. Isso revela o modo particular de efetivacdo da atividade
matematica da época vinculada as exigéncias de uma realidade em transformacao.

Importante destacar que, embora os indivisiveis tenham ganhado ampla notoriedade
com Cavalieri, ndo foi ele o primeiro a aborda-los. Sobre isso, Cobianchi (2001) discorre que
Galilei e Kepler “foram os primeiros a abandonar a estrutura de demonstrac¢ao introduzida por
Arquimedes em troca do uso dos indivisiveis. Galileu usou a nocdo de indivisiveis no
desenvolvimento dos principios da cinematica, no estudo do movimento” (COBIANCHI,
2001, p. 127) e destaca que “esses personagens, ao contrario dos antigos matematicos gregos,
ndo analisaram a estrutura do ‘continuum’, cada um deles somente inventou alguns calculos
baseados no atomismo e 0 usaram para resolver problemas” (ibidem).

Assim, o estabelecimento de uma base mais sélida sobre os infinitésimos também
permitiu que problemas relacionados ao movimento fossem finalmente enfrentados. Para
tratar dessa questdo, o Extrato 7 a seguir se configura a partir da elaboracdo do pensamento

matematico sobre o movimento.
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Extrato 7: A compreensdo matematica de movimento
Descricio Elemento Tensionador

A descoberta e a re-significacdo da fisica aristotélica nesse
periodo ir4 provocar, sem dulvida, sensiveis mudancas na
producdo do conhecimento matematico. Foi o0 que aconteceu:
para dar conta dos novos modelos e interpretacbes dos
fendmenos fisicos, a matematica precisara se despojar, de modo
paulatino, de sua caracteristica estatica, finita e rigorosa herdada
dos antigos. (REZENDE, 2003, p. 123).

O desenvolvimento do pensamento a partir
do estabelecimento da relagdo entre a
Geometria e a Algebra, e construgio de
uma teoria de explicacdo do movimento.

Como dito anteriormente, por muito tempo a visao de estaticismo se consolidou como
a principal forma de se compreender a realidade. Com base nos principios advindos da escola
eledtica, pautados nas ideias de unicidade e invariabilidade do mundo, aliados ao
conservadorismo da doutrina cristd, o que se viu foi o dominio da Geometria no
enfrentamento dos problemas. Assim, o elemento tensionador do Extrato 7 se constitui a
partir do momento de aproximacdo do pensamento geométrico e os métodos algébricos, que
possibilitou um tratamento adequado para a dinamicidade dos fenémenos. Segundo Rezende
(2003),

0s conceitos de movimento ndo exerceram papel preponderante na estrutura
formal da matematica grega. Apesar da frustrada tentativa de Platdo e do
caso isolado do método de tangentes de Arquimedes, o conceito de
movimento e, conseqlientemente, o de variabilidade e funcionalidade, se
desenvolveram, ainda que de modo incipiente, através da filosofia. E é na
filosofia que ela permanecera incubada até que se consiga o ingrediente
fundamental para resgata-la para o ambiente matematico. O ingrediente de
que falamos depende diretamente de um processo de “libertacdo” do
pensamento algébrico do contexto geométrico (REZENDE, 2003, p. 114).

Tal forca revolucionaria pode ser compreendida com mudancas no espirito cientifico,
cuja égide esteve também voltada para a criacdo de leis gerais de explicacdo e previsdo dos
fendmenos da realidade. 1sso se efetivou a partir da valorizagdo de principios algébricos nos
trabalhos de Francois Viéte (1540-1603) e, posteriormente, com René Descartes (1596-1650),
Pierre de Fermat (1607-1665), John Wallis (1616-1703), entre outros. Em especial, daremos
destaque para as contribui¢cbes de Descartes e Fermat na construcdo de uma geometria
algébrica, ou melhor, do que conhecemos atualmente por Geometria Analitica.

As primeiras manifestacdes sobre o tratamento de estruturas varidveis sdo atribuidas
aos gedmetras gregos. Para eles, “uma varidvel correspondia ao comprimento de um
segmento, o produto de duas variaveis a area de algum retangulo e o produto de trés variaveis
ao volume de algum paralelepipedo retangulo” (EVES, 2004, p. 384). Assim, havia certa

limitacdo quanto & amplitude dos problemas que esse tipo de estratégia ajudava a enfrentar. O
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salto para a superacdo desta limitacdo veio com mudancas na forma de considerar tais
variaveis.

Nesse contexto, ha o devido destaque para os trabalhos de Descartes. Impulsionado
pelo espirito revolucionario da época, Descartes parte para a utilizagdo de estruturas
algébricas em conjunto com métodos ja consagrados pela Geometria (EVES, 2004). Em
exemplo, ao tratar das questdes sobre a compreensdo algébrica de area e volume, Descartes
passa a considerar o produto de dois segmentos (ou mais) como um segmento também, ou
seja, se considerarmos x como uma unidade de segmento, o produto xx (ou x2) também sera
um segmento e ndo mais como a area do retangulo cuja base e altura sdo x. 1sso permitiu que
Descartes trabalhasse com certa flexibilidade, dando liberdade ao pensamento que ndo mais
precisava de se voltar para a limitacdo figurativa dos instrumentos geométricos (BOYER,

1974). Em linhas gerais, a estratégia criada por Descartes se baseava em que

para resolver qualquer problema, é necessario inicialmente considera-lo
como se estivesse resolvido e designar tudo com letras, tanto os dados
quanto as linhas pesquisadas. Depois, ndo fazendo nenhuma diferenca entre
os dados e as linhas pesquisadas, é necessario advertir a relagdo entre elas
para obter duas expressGes para uma mesma magnitude; isto conduz a uma
equacdo, a qual serve para a resolugdo do problema, ja que pode se igualar
uma expressao a outra. Demonstra-se que todos os problemas geomeétricos,
que se resolvem mediante régua e compasso, se reduzem a resolucdo de
equacOes de grau ndo superior ao 2°. As regras gerais de sua geometria
analitica, Descartes ndo as expde detalhadamente em forma global, e sim as
demonstra em resolugéo de problemas dificeis (RIBNIKOV, 1987, p. 158).

Assim sendo, 0 método desenvolvido por Descartes possibilitou que houvesse o estudo
algébrico de estruturas geométricas que descrevem o movimento de fendmenos, como no caso
de deslocamento de objetos. Esse tipo de problema ja havia despertado o interesse de
Cavalieri, Galilei e Viéte, mas foi com Descartes que projeta um método capaz de transpor as
barreiras impostas ao desenvolvimento do pensamento.

Porém, ao mesmo tempo em que os trabalhos de Descartes apontavam para a criacao
da geometria algébrica, outro matematico que se destacou nessa mesma época foi Pierre de
Fermat. Concomitantemente, Fermat se dedicou a construcdo de uma relacdo entre 0s
conceitos geométricos e algébricos no enfrentamento de problemas sobre o movimento.

O devido destaque sobre os trabalhos de Fermat estd na adocdo de estratégias que
fazem alusdo aos infinitésimos, a partir da ideia do estudo da vizinhancga de um determinado
ponto de m&ximo ou minimo, em problemas que envolvem otimizagdo (EVES, 2004). Para

exemplificar,
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Para curvas polinomiais da forma y = f(x) ele notou de um modo muito
engenhoso para achar pontos em que a funcdo assume um maximo ou um
minimo. Ele comparou o valor de f(x) num ponto com valor f(x + E) num
ponto vizinho. Em geral esses valores sdo bem diferentes, mas num alto ou
num baixo da curva lisa a variacdo serd quase imperceptivel. Portanto para
achar os pontos de maximo e de minimo Fermat igualava f(x) e f(x + E),
percebendo que os valores, embora ndo exatamente iguais, sdo quase iguais.
Quanto menor o intervalo E entre os dois pontos mais perto chega a pseudo-
equacdo de ser uma verdadeia equacdo; por isso Fermat, depois de dividir
tudo por E fazia E = 0. Os resultados Ihe davam as abscissas dos pontos de
maximo e de minimo do polindmio (BOYER, 1974, p. 255).

Em termos de notagdo da atualidade, o que Fermat propés é uma interpretacdo
algébrica embrionéria da diferenciacdo e o método de se determinar pontos de maximo e

minimo através da equacéo limquw = 0. No entanto, o0 método de Fermat ndo

esclarecia que a condigdo f(x) = 0 é necessaria, mas ndo suficiente, para a determinacdo de
maximo ou minimo e ndo era capaz de distinguir se o valor estabelecido era de maximo ou de

minimo (EVES, 2004). Sobre os infinitésimos, Rezende (2003) ressalta que

a primeira grande diferenga, provocada pela introducdo do simbolismo
algébrico na geometria, ocorre no proprio conceito de infinitesimal.
Enguanto quantidades infinitesimais estiveram associadas, ao longo da
histéria, a linhas ou superficies indivisiveis, ou mesmo nimeros
infinitamente pequenos, com Fermat, as quantidades infinitesimais passam a
ser uma “constante indeterminada”, representada em geral pela letra “E”, e
gue assume um papel mais préximo do nosso conceito de variavel
(REZENDE, 2003, p. 166).

Outro aspecto atribuido a Descartes e Fermat foi a elaboracdo de métodos de
representacdo grafica através de coordenadas*’. 1sso permitiu o tratamento de problemas que
antes ndo puderam ser resolvidos mediante a utilizacdo de instrumentos geométricos, como a
régua e o compasso (EVES, 2004). Segundo Boyer (BOYER, 1974), tratado como o principio
fundamental da geometria analitica, para Fermat “sempre que numa equagao final encontram-
se duas quantidades incognitas, temos um lugar, a extremidade de uma delas descrevendo
uma linha, reta ou curva” (BOYER, 1974, p. 253).

Portanto, a partir dos trabalhos de Fermat, é possivel perceber que o conceito de
indivisivel e de quantidades infinitamente pequenas ‘“retornam ao cenario matematico,
tornando, pouco a pouco, 0s processos infinitos um instrumento normal da matematica da

época: ¢ a geometria euclidiana caminhando na diregdo da invengao do Calculo” (REZENDE,

*T A construgéo de um sistema de coordenadas para fins de representacio gréfica ja havia sido mencionado nos
trabalhos de Apoldnio de Tiana (aproximadamente 15-100) e Nicole Oresme (1323-1382). Mas no caso de
Descartes e Fermat, as coordenadas ndo sdo frutos de situacfes relacionados a vida pratica, mas como uma
aplicacdo algébrica a problemas de carater geométrico.
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2003, p. 123). Além disso, ajuda-nos a compreender a estreita relacdo entre a nogdo de

infinitésimos e de movimento no processo de producdo da Continuidade.

Isso explica porqué o Calculo, nos estagios iniciais do seu desenvolvimento,
estava cercado com conceitos de geometria do movimento, e com
explicacOes de indivisiveis e infinitamente pequenos; pois estas ideias eram
sugeridas pela intuicdo e experiéncia ingénuas de continuidade (BOYER,
1949, p. 11).

Importante também dizer que durante o Renascimento, as primeiras exposi¢des sobre a
consideragdo do movimento podem ser atribuidas a Galilei e Kepler em seus trabalhos sobre a
queda de corpos ¢ a disposi¢ao dos planetas, respectivamente. No entanto, “a virada na inter-
relacdo da algebra e da geometria e a penetracdo mutua de seus métodos com ajuda do
método de coordenadas representou na matematica um fenémeno revolucionario”
(RYBNIKOV, 1987, p. 163, traducdo nossa).

Portanto, o periodo de desenvolvimento de uma matematica elementar contemplou
significativas mudancas na producdo do conhecimento matematico. A elaboracdo da
geometria analitica significara um grande propulsor para a criagdo do Célculo, sobretudo de
desenvolvimento do conceito de Continuidade, num periodo de desenvolvimento da

matematica das variaveis.

4.3. Periodo de Desenvolvimento da Matematica das Variaveis

O desenvolvimento do pensamento matematico que se pautasse na consideracao da
variabilidade dos fendmenos pode também ser compreendido como o periodo de criagdo da
analise infinitesimal. O elemento propulsor para a elaboracdo de teorias sobre 0 movimento
foi o0 estabelecimento da relacdo entre os métodos integrais e diferenciais ao longo do século
XVII.

Isso se deu em relacdo ao acumulo de conhecimentos produzidos nos séculos
anteriores que podem ser sintetizados na aproximacao entre as teorias algébricas e os métodos
geométricos; na consideracdo de estruturas intuitivas sobre varidveis; a criacdo de métodos de
coordenadas; a assimilacdo de ideias infinitesimais; e a acumulacdo de métodos de resolucao
de problemas que envolvem quadraturas, curvaturas, otimizacdo, célculo de tangentes, entre
outros (RIBNIKOV, 1987).

O Extrato 7 a seguir foi elaborado com referéncia ao contexto de producdo de

necessidades para a construcdo da andlise infinitesimal e do movimento.
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Extrato 7: Os métodos infinitesimais na producao do pensamento

Descricio Elemento Tensionador
As causas que motivaram este processo [a criacdo da analise
infinitesimal] foram em primeiro lugar as exigéncias da
mecanica, a astronomia e a fisica. Estas ciéncias ndo somente
projetavam a matematica as exigéncias da resolucdo de uma ou
outra classe de problemas. Elas enriqueciam suas
representacdes acerca das magnitudes continuas e movimentos
continuos, acerca da esséncia e forma das dependéncias
funcionais. Em uma estreita interacdo da matematica e as
ciéncias préximas se elaboraram os métodos infinitesimais que
sd0 a base da matematica das varidveis (RYBNIKOV, 1987, p.
167, traducdo nossa).

A elaboracdo de métodos infinitesimais
sobre a producdo do pensamento
matematico e no enfrentamento de
problemas que envolvem o movimento.

O que se pode perceber a partir do Extrato 7 é a exemplificacdo de necessidades
impostas a producdo do pensamento em pleno século XVII. Apds o periodo renascentista, o
que se viu foi a existéncia de uma efervescéncia na matematica com a elaboragdo de teorias
gue avangassem ao que, até entdo, havia sido acumulado, sobretudo no que diz respeito a
consideracdo dos fenémenos em movimento. Com vistas a elaboracéo teorias gerais sobre 0s
fendmenos, instaura-se assim um clima favoravel ao tratamento de varidveis e magnitudes
continuas.

O modo como se desenvolveram os conhecimentos sobre tais fendmenos pode ser
dividido a partir dos métodos aos quais se propuseram a analisar, 0S integrais e 0S
diferenciaveis. Em sintese, esta divisdo vai se consolidar como uma revolucao na producédo do
pensamento matematico sobre os infinitesimais, com a futura criacdo do Calculo.

Os métodos integrais dizem respeito ao agrupamento das solucfes aos problemas que
envolvem o célculo de volumes, areas, comprimento de curvas, centros de gravidades, entre
outros. Assim como ja discutido em secbes anteriores, estes métodos tém suas raizes no
método de exaustdo de Eudoxo e Arquimedes, e ganha um robusto tratamento I6gico com
Kepler, Galilei, Cavalieri, entre outros (RIBNIKOV, 1987). Ja os métodos diferenciaveis se
voltam para a busca de solucéo de problemas que envolvem a determinacgéo de retas tangentes
as curvas, de maximos e minimos de func6es e das condicBes de existéncia de multiplas raizes
de equac0es algébricas (COBIANCHI, 2001), que ganham impulso a partir dos trabalhos de
Descartes e Fermat.

As raizes dos metodos integrais e diferenciaveis envolvem a busca por solugdes a
problemas diferentes. No entanto, o grande salto no desenvolvimento da analise infinitesimal
foi o estabelecimento da relacdo de inversibilidade entre estes métodos. A construcdo desta
relacdo é fruto de uma série de situagdes em que é recorrente ser atribuida a busca de solugbes

para problemas inversos as tangentes.
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Os problemas inversos as tangentes surgiram como resultado das exigéncias
da pratica. Por exemplo, os navegantes, jA na época dos grandes
descobrimentos geograficos, prestaram atencdo a curva do curso verdadeiro
constante do navio, quer dizer a loxodromia. Esta é uma curva cujas
tangentes interceptam os meridianos, tracados nos pontos de tangéncia, sob
um angulo constante. Diferentes problemas inversos sobre tangentes foram
propostos também em Optica geométrica e em cinematica (RIBNIKOV,
1987, p. 186, tradugédo nossa).

Em esséncia, o0 ponto de encontro entre esses métodos estd na investigacdo sobre os
infinitesimais na busca de compreender fen6menos da realidade (REZENDE, 2003). Seja no
estabelecimento da quadratura de uma curva ou na definicdo da tangente de uma trajetéria, o
elemento pulsante presente em ambos € a forma como se estabelece o entendimento sobre o0s
infinitésimos. Ora entendido como entidade continua, ora definido como uma sucesséo
discreta, isso resultara em diferentes abordagens na criagdo do Calculo. Em particular, na
producdo da teoria das fluxdes de Isaac Newton (1643-1727) e do calculo de diferenciveis de
Gottfried Leibniz (1646-1716).

O Extrato 8 a seguir foi construido com vistas a significacdo do contexto de criacdo do

Célculo e a relacdo entre diferencial e integral.

Extrato 8: A criacdo do Calculo

Descricdo Elemento Tensionador
O desenvolvimento dos calculos matematicos carrega um
carter dialético expressado claramente. No dominio dos
calculos ja existente transcorre o processo de acumulagdo de
premissas, elementos e partes componentes do novo Célculo. A
continuagdo alcanga 0 momento quando ocorre a virada no
método. Surgem trabalhos matematicos, nos quais os feitos
acumulados em um dominio dado se reconsideram desde um
novo ponto de vista Unico. O centro da atencdo passa dos
esforcos por resolver problemas independentes ao préprio
método ou grupo de métodos, os quais se formulam
explicitamente, se aperfeicoam e se aplicam. O campo de
aplicacao do Célculo surgido de tal maneira, como regra, resulta
mais amplo que o campo de origem. Os trabalhos de I. Newton
e G. W. Leibniz sobre a anélise infinitesimal refletem
precisamente este ponto de virada na historia da Andlise
Matematica (RYBNIKQOV, 1987, p. 189, traducdo nossa).

O aprofundamento da analise infinitesimal
com a criagdo do Calculo a partir dos
trabalhos de Newton e Leibniz.

O aprofundamento sobre a analise infinitesimal promoveu mudancas consideraveis
sobre as formas de producdo do conhecimento matematico. Assim como abordado no Extrato
8, 0 que antes se pautava no acumulo de solugdes para problemas préaticos, agora os esforcos
passam a se concentrar na criacao de leis gerais sobre os fenébmenos e métodos. 1sso permitiu
um estudo acurado sobre a relagéo estabelecida entre integrais e diferenciaveis e que resultou

na criagdo do Célculo. Segundo Rezende (2003),
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H& de se ressaltar o importante papel que tiveram as quantidades
infinitesimais nesse empreendimento de construcdo do Célculo Diferencial e
Integral: os infinitésimos se constituiram, a partir de entdo, como a fonte de
“inspiracdo” e o ponto de partida das investigagoes e produgdes de todos os
matematicos que se aventuravam pelo dominio do Célculo. Assim, o Célculo
Diferencial e Integral, antes se tornar o que € hoje, precisou ser antes
“Calculo Infinitesimal” (REZENDE, 2003, p. 184).

Essas consideragdes sobre os infinitesimais revelam o momento importante vivido
pelos matematicos no século XVII. O destaque para as producdes desse periodo se volta para
os trabalhos de Newton e Leibniz. Em certa medida, durante esse periodo, Newton e Leibniz
desenvolvem suas teorias no estabelecimento da inversabilidade entre os métodos integrais e
diferenciaveis, que futuramente se configurard como o cerne do Célculo. Porém, as formas
pelas quais se alcangam tal resultado definem a diferenca crucial nos modos de entendimento
sobre os infinitésimos.

Newton tinha sua atividade cientifica voltada os estudos sobre a fisica, a mecénica, a
astronomia e a matematica. Com uma visao generalista sobre os fendbmenos, passou grande
parte de sua vida dedicada a criacdo de leis gerais de interpretacdo da realidade como a
elaboracdo das leis fundamentais da mecénica clédssica, da gravitacdo universal e de
decomposicdo da luz (EVES, 2004). Tendo o movimento como cerne em suas teorias,

considerou a velocidade como componente basilar em seu método das fluxdes.

No método das fluxbes se estudam as magnitudes varidveis, introduzidas
como abstracdo das diferentes formas do movimento mecénico continuo.
Denominam-se fluentes. Todos os fluentes sdo varidveis dependentes e tem
um argumento comum, o tempo. Mais precisamente, se trata da abstracdo
matematica anadloga ao tempo, certa magnitude independente imaginaria
abstrata que flui uniformemente e com a que se relacionam todos os fluentes
(RYBNIKQV, 1987, p. 191, tradugdo nossa).

O método se baseia na ideia de movimento continuo e, ao longo de suas obras,
Newton foi descartando as mengdes sobre a existéncia de estruturas infinitesimais. Segundo
Boyer (1949), Newton se negou a considerar o0 movimento constituido de quantidades
infinitamente pequenas e, ao invés disso, propds o entendimento de movimento a partir de

elementos continuos ou fluxdes de quantidades.

A fluxdo de Newton é uma velocidade finita, e ndo uma quantidade
infinitamente pequena. Para Newton, as variaveis eram todas consideradas
como quantidades fluentes. Newton constréi o Célculo utilizando conceitos
mecanicos, cinematicos, para expressar as variaveis, 0 que seria, em
linguagem de hoje, considera-las em funcéo do tempo (BROLEZZI, 1996, p.
30).
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Newton constrdi sua teoria percorrendo o caminho de consideracdo da cinematica que
tem suas raizes em Platdo e Arquimedes, e posteriormente nos trabalhos de Galileu, Cavalieri,
John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1667) (REZENDE, 2003). De acordo com
Eves (2004),

Newton considerou dois tipos de problemas. No primeiro, dada uma relagéo
ligando alguns fluentes, pretende-se estabelecer uma relagdo envolvendo
esses fluentes e seus fluxos, [...] isso é equivalente, como € claro, a
diferenciagdo. No segundo, dada uma relagéo entre alguns fluentes e seus
fluxos, pretende-se achar uma relacdo envolvendo somente os fluentes.
Trata-se do problema inverso, que equivale a resolver uma equagdo
diferencial (EVES, 2004, p. 439).

Assim, Newton consegue encontrar a relacdo de inversibilidade entre integrais e
diferencidveis a partir do enfrentamento destes problemas e com uso de seu método das

fluxdes. Além disso, seu método foi eficaz na

determinacdo de maximos e minimos, tangentes as curvas, curvaturas de
curvas, pontos de inflexdo e convexidade e concavidade de curvas; aplicou-o
também a muitas quadraturas e retificagbes de curvas. Demonstrou
habilidade extraordinaria na integracdo de algumas equagdes diferenciais
(EVES, 2004, p. 440).

Ja em relacdo a Leibniz, o método de interpretacdo dos fenbmenos se pautava no
estaticismo dos fenémenos. Enquanto Newton forjou sua teoria evitando os infinitésimos,
Leibniz desenvolveu seu estudo considerando a variabilidade constituida por uma sequéncia
de valores infinitamente proximos (BOYER, 1974). Isso remete as teorias atomisticas
precedentes com base nos trabalhos de Demdcrito, depois em Kepler, Fermat, Blaise Pascal
(1623-1662) e Christiaan Huygens (1629-1695)®.

Em sua andlise infinitesimal, Leibniz teceu sua teoria baseada no conceito de
diferencial, ou melhor, em diferencas infinitamente pequenas. Para ele, a significacdo de
variavel envolve a consideracdo de valores infinitamente pequenos e préximos sendo
percorridos em sequéncia. Nesse sentido, a diferencial de uma varidvel se consolida na
diferenca entre dois elementos consecutivos em uma sequéncia de valores infinitamente
préximos (BROLEZZI, 1996).

Diferentemente de Newton, Leibniz se dedicou ao trabalho arduo de construcéo légica

de suas teorias. Tinha acentuado respeito ao rigor em seus argumentos e isso se constituiria

*® Importante dizer que Galileu, Cavalieri e Barrow eram familiarizados com teorias tanto cinematicas, quanto
atomisticas. Além disso, Newton também teve influéncias dos trabalhos de Fermat, Pascal e Huygens
(REZENDE, 2003).
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como uma das principias caracteristicas de seus trabalhos. Em especial, Leibniz dedicou boa

parte de sua obra na andlise infinitesimal.

Os germes das novas matematicas se conservam na velha. Esta Ultima é
necessario estuda-la, selecionar e propor problemas, os quais se relacionam
com a elaboracdo de processos infinitos e com os que a algebra pode operar,
criar novos algoritmos. A estes algoritmos é necessario dar, sempre que
possivel, um simbolismo aperfeigcoado que reflete a esséncia dos conceitos e
operacdes. A eleicdo do simbolismo, Leibniz dava uma enorme importancia.
Ele indicava que era necessario eleger designacdes cdmodas para 0s
descobrimentos, ou seja, é necessario que as denominacdes brevemente
expressem a esséncia das coisas. Entdo se simplifica o trabalho da mente. O
significado operativo dos novos algoritmos cresce se eles sdo mecanizados.
Tais eram, em fundamento, as diretrizes iniciais de Leibniz. Elas
determinaram a direcéo e o carater se suas atividades matematicas, as quais
conduzem ao descobrimento do Calculo Diferencial e Integral
(RYBNIKQV, 1987, p. 199, tradugdo nossa).

Essa necessidade de se ater ao simbolismo formal e légico permitiu que Leibniz se

impulsionasse a consideracdo dos infinitésimos no cerne de sua teoria. Além disso, pdde

opera-los a partir do conceito de diferencial no enfrentamento de problemas que envolviam

tracados de tangentes as curvas.

Em termos gerais e utilizando uma linguagem atual, podemos exemplificar o método

de Leibniz na obtencdo da tangente a curva em um dado ponto (x,, y,) (Figura 03). Em cada

ponto (x,y) da curva obtém-se o triangulo dx, dy e ds, em que se estabelece dx como a

diferencial dos valores na abcissa, dy a diferencial das ordenadas e ds a diferencial do arco s.

Prolongando-se o segmento ds infinitamente pequeno, obtém-se a reta tangente a curva em

(X0, Yo)-

Figura 8 - Triangulo Caracteristico de Leibniz no Calculo de Tangentes a Curva

Y

Yo

y=1»£x

Fonte: (BROLEZZI, 1996, p. 32)
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O exemplo da Figura 03 nos ajuda a entender o modo como Leibniz conduz seus
pensamentos sobre o enfrentamento de problemas que exigem a determinacéo da reta tangente
a uma determinada curva. Esse tipo de operacdo com os infinitésimos, melhor dizendo, com
os diferenciais, permitiu que Leibniz expandisse seu método para a resolucdo de problemas de
curvatura a partir da soma dos diferenciais. Dessa maneira, sem antes conhecer os trabalhos
de Newton, “Leibniz, percebendo esta situagdo, enunciou a proposi¢ao de que a resolucéo de
problemas inversos de tangentes, totalmente ou em sua maior parte, podem se reduzir a
quadraturas” (RIBNIKOV, 1987, p. 200).

Em alguma medida, Newton e Leibniz construiram as bases para criacdo do Calculo,
estabelecendo de maneira particular o tratamento da andlise infinitesimal e a relacdo de
inversibilidade entre integrais e diferenciaveis. Para além dessa realizacdo que 0s une,
também nos interessa 0 destaque para suas significativas diferencas. Enquanto Newton
percorria a consideragdo de infinitésimos via continuo, a importancia dada ao rigor simbdlico

levou Leibniz a considera-los via discreto.

A visdo discreta de Leibniz e a visdo continua de Newton foram ambas
igualmente Uteis para compor o cendrio para o Calculo que estava nascendo.
As preocupacOes metafisicas de Newton e Leibniz levaram ambos a tentar
esclarecer a natureza do "ser" das varidveis e dos fenémenos relacionados a
elas. Essas explicagdes iniciais serviram para dar sustentacdo a esse periodo
inicial do Calculo, até que a matematica evoluisse mais para poder
ultrapassar a visdo dicotdmica entre o discreto e o continuo (BROLEZZI,
1996, p. 32).

Portanto, o periodo correspondente a criacdo da matematica das variaveis envolve a
construcdo de métodos em se compreender a realidade e sua dinamicidade. Resguardadas as
diferentes formas de conducdo do pensamento, o salto em relacdo as teorias precedentes se
configura a partir do tratamento dos infinitesimais e significarda um importante pilar para a
futura elaboracdo dos conceitos de Funcdo, Limite e NUimeros Reais. Consequentemente,
também se aprofundam as questdes de desenvolvimento da Continuidade.

A proxima secdo se efetiva no periodo que sucede o desenvolvimento da matematica
das variaveis, com o surgimento de uma matematica mais proxima de como a conhecemos

hoje.

4.4. Periodo de Surgimento da Matematica Moderna

Ao longo do século XVII houve a intensificacdo da atividade matematica na Europa,

mediante as exigéncias de uma sociedade em transformacdo. Vimos que a busca pela
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resolucdo de problemas préaticos ligados & expansdo econdmica impulsionou a producdo do
conhecimento. Ja nos séculos XVIII e XIX, essa transformacdo se transfigura na
complexificagdo do modo de producéo advinda do capitalismo industrial (RIBNIKOV, 1987).

O capitalismo industrial estabeleceu mudancas nos ambitos econémico, cultural,
politico e, sobretudo, cientifico. Nesta nova etapa, a divisdo do trabalho se acirra e a
consolidacdo de grandes centros urbanos exige cada vez mais da producdo cientifica como
eixo fundamental para o desenvolvimento social. Isso produziu também um progresso
significativo da matematica com referéncia a problemas relacionados ao abastecimento e
modernizacdo das industrias; construcdes civis e militares; navegacoes; entre outros.

Outro aspecto que também trouxe mudancas significativas no seio da ciéncia foi a
criacdo de agremiacdes instrucionais subsidiadas pelo Estado, as Academias de Ciéncia. Esse
movimento inaugurou de forma institucionalizada a divisdo do trabalho, no qual passa a
estabelecer a atividade cientifica (aliada ao ensino) como uma atividade vital para a
preservacio e desenvolvimento da sociedade (RIBNIKOV, 1987). O resultado foi a criagdo de
grandes centros de desenvolvimento cientifico na Europa, permitindo cada vez mais o
intercdmbio intelectual sobre as producfes, mediante investimentos estatais em pessoas que
tem como atividade principal o desenvolvimento cientifico e seu ensino.

Esse clima de atividade cientifica que se instaura traz relevantes aspectos sobre a
producdo do pensamento matematico. Como vimos, no século XVII se péde conduzir o
pensamento para o acimulo de métodos elaborados ao longo de séculos e o estabelecimento
de relacdes fundamentais com a criacdo do Calculo. J& nos séculos seguintes, a atividade
matematica passa a se estabelecer cada vez mais com objetivos em si mesma, mediante a
busca pela formalizacgdo rigorosa de seus conceitos em seu estabelecimento como um campo
cientifico particular.

O Extrato 9 a seguir se efetiva sobre a descricdo na producdo de necessidades em

mudancas na atividade matematica.

Extrato 9: Necessidade de mudangas na atividade matematica

Descricdo Elemento Tensionador
O calculo, apoiado pela Geometria Analitica, foi o maior
instrumento matematico descoberto no século XVII. Ele se
mostrou notavelmente poderoso e eficiente para atacar
problemas inexpugnéveis em tempos anteriores. Foi suaamplae | A formalizagdo rigorosa dos conceitos
surpreendente  aplicabilidade que atraiu o grosso dos | frente a superacdo do dominio da
matematicos da época, resultando dai uma profusdo de artigos | aplicabilidade e intuicéo.
pouco preocupados com o estado bastante insatisfatorio dos
fundamentos do assunto. Os processos empregados eram
frequentemente justificados com o argumento de que eles
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funcionavam. E sd perto do século XVIII, quando muitos
absurdos e contradi¢bes tinham-se insinuado na matematica,
sentiu-se que era essencial examinar as bases da andlise para
dar-lhes uma fundamentacdo ldégica rigorosa. O cuidadoso
esforco que se seguiu, visando a fundamentacéo, foi uma reacédo
ao emprego descontrolado da intuicdo e do formalismo do
século anterior. A tarefa se mostrou dificil, ocupando, em suas
varias ramificacBes, a maior parte dos cem anos seguintes.
Como consequéncia desse empreendimento, verificou-se um
trabalho e igualmente cuidadoso com os fundamentos de todos
os ramos da matematica, bem como o refinamento de muitos
conceitos importantes (EVES, 2004, p. 462).

O Extrato 9 retrata a descricdo de Eves (2004) sobre o modo como o pensamento
matematico se desenvolve ao longo do seculo XVII e comeca a ganhar novos rumos durante o
século XVIII. A revolucao advinda da recém-criada analise infinitesimal e sua aplicabilidade
em diversas situa¢fes ocasionou também sua difusdo por toda Europa e paises do Ocidente.
Ao passo que expandem os problemas abarcados em seu método, também se impregna certa

negligéncia com os fundamentos 1dgicos. Sobre isso, Ribnikov (1987) discorre que

através de um trabalho enérgico em diferentes ramos das ciéncias exatas,
cresceu rapidamente o nimero de problemas solucionaveis pelo método, até
entdo novo, da analise infinitesimal. Reafirmou-se a convic¢do de que as
equac0es diferenciais refletiam, se ndo todas, a0 menos as mais importantes,
as leis da natureza. A resolugdo de equagdes diferenciais se considerava por
muitos cientificos como um método universal do conhecimento. Sem ddvida,
este potente arsenal de métodos levava em seus fundamentos uma
contradicdo ndo resolvida entre 0s crescentes éxitos praticos e a
inconsequéncia légica, a ndo fundamentagdo dos procedimentos e operacoes
com as magnitudes infinitesimais e particularmente na ndo fundamentagéo
de sua eliminagdo (RIBNIKOV, 1987, p. 209, tradugéo nossa).

Esse acirramento entre a aplicabilidade e a fundamentacdo ldgica significara em
motivacdo para divisdes significativas no tratamento da matematica. Por um lado, estdo
aqueles que se dedicaram na ampliacdo dos problemas que podem ser atacados pelo método,
entre eles a construcdo de uma série de equacdes diferenciais cabiveis de serem solucionadas,
como aponta Ribnikov (1987). Por outro lado, estdo os matematicos que implicaram seus
esforcos na formalizacdo l6gica de conceitos basilares que comeca pelo Célculo, mas alcanca
também a Geometria, Aritmética e Algebra. Esse segundo movimento ganha certa
notoriedade em nossos estudos, pois é atraves dele que se desencadeara a revisdo do conceito
de infinitesimal e a formalizagdo da Continuidade.

Dentre os matematicos que se dedicaram a esse movimento, é preciso destacar 0s
trabalhos de Leonhard Euler (1707-1783) como os principais tratados sobre a formalizagédo da

analise infinitesimal. Segundo Rezende (2003), “a maioria dos seus predecessores considerou
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o célculo diferencial tendo ligacdo estrita com a geometria, mas Euler fez do tema uma teoria
formal de fung¢des que ndo precisava recorrer a digramas ou a concepgdes geométricas”
(REZENDE, 2003, p. 227).

Euler se dedicou a formalizacdo de uma série de conceitos em diferentes campos da
matematica e também se destacou pelo cuidado rigoroso no emprego de uma linguagem

simbdlica consistente para notagdes, por vezes utilizada inclusive nos dias atuais, como 0 uso

de f(x) para fungdes, X para somatorio, i para a unidade imaginaria v—1, entre outros
(EVES, 2004). Além do emprego de notacBGes, importa-nos que Euler construiu novo

significado para as funcdes.

Muitos de seus antecessores consideraram o calculo diferencial vinculado a
geometria, mas Euler o transformou em uma teoria formal de funcGes que
ndo precisava se voltar para diagramas ou concepgles geométricas. Leibniz
fez mencdo ao uso da funcdo simbdlica®® em nosso sentido, e se gabou de
que seu método infinitesimal ndo se limitava as funcGes algébricas, como era
o de Descartes, mas também era aplicavel aos logaritmos e exponenciais. No
entanto, Euler foi o primeiro matematico a dar destaque ao conceito de
funcdo e a fazer um estudo e classificagdo sistematicos de todas as fungdes
elementares, juntamente com seus diferenciais e integrais (BOYER, 1949, p.
243, traducéo nossa).

Inserido no contexto de valorizagcdo dos processos de formalizagédo, Euler se volta para
os métodos de diferenciais e das fluxdes e passa a considera-los como métodos gerais do
pensamento. Em seus trabalhos, a Funcdo passa a se firmar como o conceito central da
Anélise. Segundo Boyer (1974) a Fungdo “fora prenunciada pela latitude das formas
medieval, e estava implicita na geometria analitica de Fermat e Descartes, bem como no
Calculo de Newton e Leibniz” (BOYER, 1974, p. 327). No entanto, o autor também ressalta

gue o conceito de Funcédo

significava para Euler ndo tanto uma quantidade concebida como dependente
de variaveis, e sim como uma expressao analitica formada por constantes e
variaveis que poderiam ser representadas por simbolos simples. A
funcionalidade era uma questdo de representacdo formal, em vez do
reconhecimento conceitual de um relacionamento. O desenvolvimento quase
automatico do calculo durante o século XVIII foi em grande parte o
resultado dessa visdo formalista, a qual a notacdo de Leibniz foi tdo
notavelmente bem adaptada (BOYER, 1949, p. 243, traducéo nossa).

De qualquer forma, dos trabalhos de Euler resulta que a principal dificuldade no

desenvolvimento da analise infinitesimal era a necessidade de se estabelecer uma ideia sobre a

* O termo original “word function” traduzimos para fungio simbélico com relagio ao emprego de um
simbolismo algébrico ao conceito de funcéo.
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relacdo de correspondéncia entre as variaveis. Conforme afirma Ribnikov (1987) “Euler
escreveu que toda a andlise infinitesimal gira em torno das magnitudes variaveis e suas
fungdes” (RIBNIKOV, 1987, p. 219).

Os trabalhos de Euler introduziram uma abertura fundamental para o desenvolvimento
do Célculo e da Andlise, mas estavam limitados ao estudo de um numero particular de
funcbes bem comportadas, ou seja, aquelas que apresentam as mesmas propriedades de
expressdes analiticas (COBIANCHI, 2001; REZENDE, 2003). O avanc¢o sobre esta questdo
se efetivara futuramente com a cria¢éo dos conceitos de Limite e Continuidade.

No que tange os infinitésimos, Euler estabeleceu que uma quantidade infinitamente
pequena (ou evanescente) era simplesmente algo que, em sua esséncia, € nulo (BOYER,
1949). Apesar de se aproximar de uma ideia sobre o Limite (quantidade que tende a zero),
para Euler ndo haveria certa aproximacdo, e sim a consideracdo absoluta do valor zero. Por
exemplo, os diferenciais sdo em sua esséncia zero, 0 que garantiria sua aplicabilidade em
problemas nos quais eram investidos. Essa visdo de Euler sobre os infinitésimos foi
fortemente criticada.

Contemporaneo de Euler, Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) teve mais
aceitabilidade com suas obras sobre os infinitésimos. Baseado nos trabalhos de Newton,
D’Alembert interpretou a expressdo “primeira e ultima razdo” de uma quantidade, atribuida a
Newton, ndo literalmente, mas em termos de um limite (BOYER, 1949). Segundo Rezende
(2003),

D’ Alembert foi, na verdade, o primeiro matematico a dar uma defini¢do para
esta operacdo: ele chamou uma quantidade de limite da outra se a segunda
pode aproximar-se da primeira indefinidamente, ou entdo, que a diferenca
entre elas é absolutamente indeterminavel. [...] Ele afirmou, entretanto, que a
guantidade variavel nunca coincide, ou é igual, ao seu limite (REZENDE,
2003, p. 230).

Assim, para D’Alembert os infinitésimos ndo podem ser considerados como uma
quantidade fixa em um estégio localizado entre algo substancialmente positivo e zero, ou seja,
entre a existéncia e a inexisténcia. Para ele, se uma quantidade existe, ela simplesmente nao
deixa de existir em dado momento. O infinitamente pequeno € algo que deve ser
compreendido em termos do Limite (BOYER, 1949).

Também se destacaram suas consideracdes sobre o infinito. Assim como a ideia sobre
0S infinitésimos, “D’Alembert afirmou que a nog¢do de infinito é apenas uma abreviagdo
conveniente para a interpretacdo em termos de limites e que o seu significado esta associado

tao somente a ideia de ‘indefinidamente grande’” (REZENDE, 2003, p. 231). No entanto, sua



121

ideia estava voltada mais para uma interpretacdo geomeétrica do que aritmética. D’ Alembert
relegava a filosofia a tarefa de supor a existéncia do Infinito Atual.

Ao longo do século XIX as contribui¢cdes de Euler e D’ Almbert penetrardao de forma
significativa no desenvolvimento do Calculo e da Analise, sobretudo na construcdo de
conceitos basilares como a Continuidade, em especial, na elaboragéo de teorias sobre Limite,
Continuidade e Diferenciagdo. O Extrato 10 a seguir se constitui no contexto sobre Limites.

Extrato 10: Necessidades na elaboracdo de uma teoria sobre limites

Descricéo Elemento Tensionador
[As] definicBes do conceito de limite e dos conceitos com ele
relacionados podem servir somente para explicacdo,
interpretagdo e finalmente justificagdo da validez dos resultados
da anélise infinitesimal. [...] Mas para a introducdo na analise
das consideraces sobre o limite [...] teve que se superar grandes
dificuldades relativas a: necessidade de determinar a existéncia
dos limites; a auséncia de um algoritmo do calculo de limites; a
auséncia da expressdo matematica dos limites que permitia
operar com eles e o simbolismo correspondente (RYBNIKOV,
1987, p. 359, tradugdo nossa).

A formalizacdo no tratamento dos
infinitésimos/infinito por meio de uma
teoria sobre Limites.

Durante o século XIX, assim como descrito nas contribui¢cdes de Euler e D’ Alembert,
0 impasse sobre o tratamento dos infinitésimos ainda se efetivava como um problema de
ordem ldgica a ser enfrentado. No Extrato 10 pode se verificar que, apesar de haver definicGes
sobre o conceito de Limite, estas ainda careciam de um tratamento formal. Dessa forma, o
elemento tensionador presente neste extrato diz respeito as necessidades de avanco no
desenvolvimento do pensamento matematico por meio da elaboracédo formal de Limite.

Algumas das principais obras que se intentaram em formalizar um tratamento 16gico
para o Limite sdo de autoria do matematico Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). A base da
teoria desenvolvida por Cauchy estd na compreensdo dos infinitésimos. Enquanto muitos de
seus predecessores enxergavam o0s infinitésimos como ndmeros fixos extremamente
pequenos, Cauchy os definiu a partir do conceito de Variavel Dependente, por meio da ideia
de Limite (COBIANCHI, 2001). Sua definicdo para Limite se aproxima da proposta por
D’Alembert e pode ser entendida como “quando os valores sucessivos atribuidos a uma
variavel aproximam-se indefinidamente de um valor fixado por uma diferenca dele tdo
pequena quanto se queira, este Ultimo € entdo chamado o limite de todos os outros” (BARON;
BOS, 1985 apud REZENDE, 2003, p. 242).

Cauchy, ao invés de evitar trabalhar com a nogéo de infinitesimais, busca considera-

los a partir de uma base aritmética rigorosa. Em suas colocagfes, o infinitesimal ndo é um
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ndmero constante e nem possui um valor nulo (zero), mas uma varidvel cuja aproximagéo

tende ao zero. Nesse sentido, os infinitésimos podem ser definidos como

[...] quando os valores numéricos sucessivos de uma variavel diminuem
indefinidamente de modo a tornarem-se menores que qualquer numero dado,
dizemos que a varidvel se torna "infinitamente pequena” ou uma quantidade
infinitamente pequena. O limite de tal quantidade é zero (BARON; BOS,
1985 apud REZENDE, 2003, p. 242).

Dessa forma, enquanto os matematicos de outrora se dedicaram no entendimento dos
infinitésimos como uma entidade metafisica, 0 modo estabelecido por Cauchy para superar o
problema milenar de estabelecimento formal deste conceito foi trata-lo aritmeticamente a
partir do conceito de Limite. Conforme Cobianchi (2001), o Limite se estabelecia como
referéncia ao uso das desigualdades. Para exemplificar, Cobianchi (2001) apresenta a
demonstracdo do teorema: se, por um aumento de valores de x, a diferenca f(x + 1) — f(x)
f(x)

converge para certo limite k, a fracao —_- Converge a0 mesmo tempo para 0 mesmo limite.

Dado um valor ¢, tdo pequeno quanto se queira, k um valor finito, pode-se
encontrar um namero h tal que se x > h, entdo k—e < f(x+ 1) — f(x) <
k+¢e. Como cada uma das diferencas f(h+i)—f(h+i—1) para i=

1,2,...,n satisfaz a desigualdade, assim como suas médias aritméticas

f(h+n—3_f(h). Disso resulta que f(hm—i_f(h) =k+oaemque —e<a<eou

colocando x = h + n, entdo f(x))(:% = k + a. Mas entdo, f(x) = f(h) + (x —
h)(k+ a) ou % = &:) + (1 - g) (k+a). Como h é fixado, Cauchy

. . f .
conclui gue como x Se torna maior, % aproximak+aemque —e < a<e.

Como ¢ arbitrario, € sustenta a conclusdo do teorema (COBIANCHI, 2001,
p. 159).

Nesse sentido, o salto para o desenvolvimento da andlise infinitesimal se constitui a
partir do tratamento dado as estruturas infinitesimais com base na teoria dos limites.
Importante ressaltar que isso s6 foi possivel em decorréncia do anseio de se buscar a
formalizacdo dos conceitos fundamentais do Célculo, tdo marcado pela liberdade e intuicdo
nos séculos anteriores, e da compreensao basilar de Variavel.

Feito isso, um novo campo de investigagdo se abre para o desenvolvimento dos
conhecimentos do Calculo e da Analise, sobretudo com relacdo ao conceito de Continuidade.
Uma vez determinada a teoria dos limites, Cauchy também estabelece uma estrutura formal
para a defini¢cdo de Continuidade das fungdes. De acordo com Rybnikov (1987), para Cauchy

a Continuidade de uma Fungao é compreendida como “a existéncia da correspondéncia de um
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incremento infinitesimal da fungdo a um incremento infinitesimal do argumento”

(RIBNIKOV, 1987, p. 363, traducio nossa).

A funcdo f(x) sera, entre dois valores fixados da variavel x, uma funcéo
continua destas variaveis se para cada valor de x entre estes limites, o valor
numérico (absoluto) da diferenca f(x + a) — f(x) decresce indefinidamente
com a. Em outras palavras, a funcdo f(x) continuard continua em relagédo a
X, entre dois valores dados se, entre estes valores, um incremento
infinitamente pequeno de uma varidvel sempre produz um incremento
infinitamente pequeno da funcdo dessa variavel (COBIANCHI, 2001, p.
160).

Em face da conceituacdo sobre o Limite, Cauchy constrdi sua visdo sobre a
Continuidade das funcdes baseada na ideia de significacdo dos infinitésimos e sua
constituicdo via incrementos na relacdo entre Variavel e Fungdo. Isso permitiu 0 avango no
estudo do comportamento das fungdes, sobretudo no que diz respeito a diferenciabilidade. No
entanto, Cobianchi (2001) chama a atencdo para que

Apesar de todo esse avango no conceito de funcdo e na ideia de fungédo
continua, ainda faltava a formalizagcdo do conjunto numérico, o conjunto dos
nameros reais, essencial para o fornecimento dos conjuntos a serem
trabalhados e aplicados por essas funcdes, direcionados as mdaltiplas
aplicacOes desse importante conceito, no cotidiano de todas as sociedades
(COBIANCHI, 2001, p. 161).

Quando se refere a formalizacdo do conjunto numérico, Cobianchi (2001) faz alusao
as dificuldades de ordem conceitual da teoria de Cauchy em lidar com expressfes do tipo
“aproximar indefinidamente, tdo pequeno quanto se queira, Ultima razdo de incrementos
infinitamente pequenos” (BOYER, 1974, p. 411). Isso porque Cauchy relacionava os limites
(mesmo aqueles ligados as séries e sequéncias) aos numeros racionais e chegou até a
considerar a existéncia dos irracionais. A grande questdo que se resguarda neste contexto é a
fragilidade imbuida em sua teoria sobre a garantia de existéncia do Limite, o que futuramente
exigiria a formalizacdo da Continuidade em termos de Conjunto Numeérico.

Os éxitos de Cauchy com a definicdo de Limite como a base de sua teoria, incluindo
suas fragilidades, efervesceram ainda mais a producdo do conhecimento sobre o Célculo e a
Analise em pleno século XIX. Como efeito desse processo para a significacdo do
desenvolvimento da Continuidade, outro matematico que se destacou foi Karl Weierstrass
(1815-1897) ao propor sua teoria estatica do conceito de Variavel. Tendo como fator
motivacional a aritmetizacdo da andlise, Weierstrass criticou os trabalhos de Cauchy que se

referenciavam na nocdo de movimento continuo das fungdes, cuja Variavel se aproxima de
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um determinado Limite. Em substituicdo, Weierstrass propds a compreensdo da Variavel
como uma expressdo genérica (em forma de letra) que designa qualquer numero de uma
colecdo de valores numéricos (BOYER, 1949).

Para Weierstrass, um conjunto continuo pode ser definido como “se para qualquer
valor x, do conjunto e para qualquer sequéncia de numeros positivos 6&;,3d,, 03, ..., Oy,
entretanto pequenos, existem nos intervalos (x, — 8;,xo + &; ) outros [elementos] do
conjunto, este [conjunto] é [entdo] chamado continuo” (REZENDE, 2003, p. 251). Em
sintese, a mudanca estabelecida por Weierstrass elimina qualquer mencao aos infinitesimais

por meio de seu simbolismo.

Na teoria de limites de Weierstrass o conceito de limite ndo esté associado a
qualquer ideia de movimento continuo, mas, ao contrario, é definido a partir
de uma relacdo logica entre duas desigualdades. O seu conceito de variavel
nado representa uma passagem progressiva através de todos os valores de um
intervalo, mas a suposi¢do disjuntiva de qualquer um dos valores do
intervalo. Portanto, ndo faz sentido perguntar na teoria de limites de
Weierstrass “se uma variavel alcanca, ou ndo, o seu valor limite”, mesmo
porque a questdo que se coloca agora ¢ “se o limite de uma fung¢ao €, ou nao,
igual a L”. O conceito de limite de Weierstrass ndo envolve a ideia de
aproximagao, mas é tdo somente um estado de coisas estaticas (REZENDE,
2003, p. 252).

Como dito, essa forma de lidar com o conceito de Limite se insere num movimento de
formalizacdo e aritmetizacdo da Analise. As consideracfes de Weierstrass abriram as portas
para a producdo de novas necessidades sobre a construcdo dos conjuntos numéricos e,
consequentemente, da Continuidade. Em particular, estas culminaram na realizacdo dos
trabalhos de Georg Cantor (1845-1918) e Richard Dedekind (1831-1916). Nesse sentido, o
Extrato 11 a seguir se consolida na consideracdo das necessidades que levaram ao

aprofundamento da Continuidade e na criacdo dos NUmeros Reais.

Extrato 11: O aprofundamento na construcdo da Continuidade e a criagdo dos Nimeros Reais
Descricio Elemento Tensionador

A fundamentacdo dos conceitos da Analise trouxe de volta,
entdo, os problemas de Zendo com respeito aos conceitos de
infinito e continuidade. Para muitos matematicos esses dois
conceitos eram - assim como a propria operacdo de limite foi | A formalizagio do  conceito  de
um dia — conceitos metafisicos, e se encontravam além da | Continuidade e a criagdo dos NUmeros
definicdo matematica. Por tal razdo, suas defini¢des eram muito | Reais com Dedekind.
mais objeto da Filosofia do que da Matematica. Mais uma vez,
os matematicos estavam enganados... (REZENDE, 2003, p.
253).
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Durante a segunda metade do século XIX, inseridos num movimento de aritmetizagdo
da Andlise, pode-se dizer que a grande motivacdo na elaboracdo de uma teoria sobre os
conjuntos se consolidou na definicdo de uma colecdo de agregados numéricos infinitos e
continuos que nao se pautavam na ideia de Limite. Segundo Rezende (2003), “pode-se
afirmar que a construcdo do conjunto dos Numeros Reais de modo independente da nogao de
limite foi, a0 mesmo tempo, a substancia ¢ a fonte de inspiragdo desse empreendimento”
(REZENDE, 2003, p. 254).

Dessa forma, assim como expressado no Extrato 11, o modo como se conduziram as
estratégias de determinagdo da Continuidade se pautou na retomada de problemas ldgicos
percebidos ainda nos paradoxos de Zendo. Tais problemas revelam as dificuldades em lidar
com as questdes do infinito (e infinitésimos). Ao longo da histdria, € possivel perceber varias
menc¢des sobre o tratamento da Continuidade, sobretudo com referéncia a percepcdes

sensiveis da realidade. Segundo Caraca (1958),

O problema da continuidade é dos mais importantes da Ciéncia e dos que
mais tem sido estudados e debatidos em todos os tempos. Todos nés temos
uma nog&o intuitiva da continuidade como a de uma varia¢do que se faz por
gradacOes insensiveis. Quer seja 0 movimento de um automdvel sobre uma
estrada, oposto a0 movimento que teria sobre a estrada um canguru; quer
seja a variacdo de comprimento de uma barra metalica com a temperatura,
oposta & variagdo que se obteria cortando ou soldando bocados a barra, em
gualquer fendmeno a respeito do qual falemos de continuidade, entendemos
sempre variagdes por graus insensiveis (CARACA, 1958, p. 57).

Assim, somente inseridos num processo de afastamento destas percepcdes sensiveis
que se possibilitou a construcdo de argumentos formais devidamente aceitos sobre a
Continuidade. E esse processo teve como ponto de partida o reconhecimento da Continuidade
presente na reta (geométrica) a partir dos trabalhos de Dedekind.

Em alguma medida, a saida proposta por Dedekind foi encontrar uma base sélida pra
se discutir continuidade e estabelecer uma relacdo de correspondéncia com 0s campos
numeéricos. Esta base era a reta e estava resguardada na Geometria (COBIANCHI, 2001).
Segundo Dedekind (apud CARACA, 1958)

[...] n6s atribuimos a reta a qualidade de ser completa, sem lacunas, ou seja,
continua. Mas esta continuidade, em que consiste? A resposta a esta
pergunta deve compreender em si tudo, e somente ela permitira desenvolver
em bases cientificas o estudo de todos os campos continuos. Naturalmente,
ndo se consegue nada quando, para explicar a continuidade, se fala, de um
modo vago, de uma conexdo ininterrupta nas suas partes mais pequenas; o
que se procura é formular uma propriedade caracteristica e precisa da
continuidade que possa servir de base a dedugdes verdadeiras e proprias. [...]
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[Assim] verificou-se que todo ponto da reta determina uma decomposic¢ao da
mesma em duas partes, de tal natureza que todo ponto de uma delas esta a
esquerda de todo ponto da outra. Ora, eu vejo a esséncia da continuidade na
inversdo desta propriedade e, portanto, no principio seguinte: se uma
reparticdo de todos os pontos da reta em duas classes € de tal natureza que
todo ponto de uma das classes estd a esquerda de todo os pontos da outra,
entdo existe um e um so6 ponto pelo qual é produzida esta reparticéo de todos
0s pontos em duas classes, ou esta decomposicdo da reta em duas partes.
Como ja disse, creio ndo errar admitindo que toda gente reconhecera
imediatamente a exatiddo do principio enunciado. [...] A propriedade da reta
expressa por este principio ndo é mais que um axioma, e é sob a forma deste
axioma que pensamos a continuidade da reta, que reconhecemos a reta a sua
continuidade (DEDEKIND apud CARACA, 1958, p. 59).

Ao assumir este principio de continuidade da reta, Dedekind parte para a aplicacdo de
procedimentos que visam a correspondéncia entre o conjunto dos nimeros racionais € a reta.
Sobre isso, Cobianchi (2001) ressalta que para a realizacdo de tais procedimentos, carecia-se
de uma definicdo acurada sobre as ideias de infinidade, ordenacéo e densidade de conjuntos.
E acrescenta que

finalmente tentou estabelecer uma correspondéncia entre o conjunto dos
nlmeros racionais R e 0s pontos de uma reta L, verificando a ndo
correspondéncia biunivoca entre esses dois conjuntos, isto é, a existéncia de
lacunas no conjunto dos numeros racionais (COBIANCHI, 2001, p. 175).

Sobre as ideias de estabelecimento da infinidade de um conjunto, Dedekind propde a
demonstracdo que a reta é constituida por infinitos pontos. Em sintese, seu argumento esta
respaldado no processo de divisdes sucessivas de segmentos da reta (cortes), conduzindo o
raciocinio para a determinacéo de infinitos pontos que compde a reta e de infinitos pontos que
compde qualquer de seus segmentos. Segundo Caraca, o0 postulado da continuidade de
Dedekind pode ser entendido como “todo corte da reta ¢ produzido por um ponto dela, isto €,
qualquer que seja o corte (4, B) existe sempre um ponto da reta que separa as duas classes
(A) e (B)” (CARACA, 1958, p. 60).

O processo de determinacdo da infinidade de um conjunto pode ser compreendido
como: Considere dois pontos quaisquer A e B pertencentes a reta r e que determinam o
segmento AB. Por sucessivos cortes determinamos que o ponto A, divide o segmento AB ao
meio, 0 ponto A, divide o segmento A;B ao meio, 0 ponto A5 divide o segmento 4,B ao
meio, continuamente. Assim, essa divisdo se repete infinitamente e tem-se sobre o segmento

AB uma infinidade de pontos A;, A,, A3, ..., A,, ... . Portanto, se AB € infinito, entdo r também
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0 6°° (COBIANCH]I, 2001). Usando esse raciocinio e estabelecendo a correspondéncia com a
reta, Dedekind chega a conclusdo sobre a infinidade do conjunto dos racionais.

Ja em relacdo a ideia de ordenacdo, Dedekind estabelece a partir de seus cortes, a
existéncia de um elemento que divide o conjunto em classes que estdo a esquerda e a direita
deste elemento. Uma forma de interpretar pode ser compreendida como: Considere dois
pontos quaisquer A e B pertencentes a reta r, diz-se que A precede B se estiver a sua
esquerda. Pelo critério de transitividade, temos que se A precede B e B precede C, entdo A
precede C. Logo o conjunto que satisfaz o critério de transitividade € chamado de conjunto
ordenado. Ao estabelecer a relagdo com os racionais, Dedekind designa que dados dois
racionais quaisquer r e s, tem-se que r precede s, se r < s. Diz-se que se s precede um
terceiro racional t com s < t, entdo pelo critério de transitividade, r precede t comr < s < t.
Portanto, o conjunto dos numeros racionais € ordenado (COBIANCHI, 2001).

No que se refere a densidade, Dedekind se baseia no argumento geométrico de que,
supondo que o ponto de uma reta ndo tem dimensdes, dados dois pontos quaisquer A e B
pertencentes a reta r, existe sempre uma infinidade de pontos entre eles, por mais proximos
que A e B estejam um do outro (CARACA, 1958). Assim, “todo conjunto em que entre dois
dos seus elementos quaisquer exista uma infinidade de elementos do mesmo conjunto, chama-
se conjunto denso” (COBIANCHI, 2001, p. 177). Para compreender a densidade do conjunto
dos racionais, analogamente ao método de Dedekind, podemos proceder da seguinte forma:
Considere r e s racionais quaisquer tal que r < 's. Seja t = r — s, com t racional, ja que a
diferenga entre dois racionais também é um racional. Considere agora o0 nimero r; = r + t,
com t; < t. Logo, r < r; < s. Assim, ao realizar tal procedimento sucessivamente, obtém-se

uma infinidade de ndmeros racionais r;, tantos quanto forem os numeros t; < t. Como t é

racional, temos que t = % com m e n inteiros e n ndo nulo. Seja p um namero natural, logo

% < % Como existem infinitos nimeros naturais p, podemos dizer que existem também

infinitos t, < t. Portanto, o conjunto dos ndmeros racionais € um conjunto denso
(COBIANCHI, 2001).

O préximo passo para a significacdo da relacdo entre a reta e o conjunto dos nimeros
racionais se efetivou no estabelecimento da correspondéncia biunivoca entre os elementos
deste conjunto e os pontos da reta. Para isso, Dedekind buscou a correspondéncia entre 0s

racionais e os pontos da reta (R — L). Podemos entendé-la a partir de: Considere o nimero

*0 para mais informagdes , ver Cobianchi (2001, p. 175).
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racional r = % com m e n inteiros. Sobre a reta s, tomemos arbitrariamente 0s pontos O e A,

com A a direita de 0, e 0 segmento OA como unidade. Divide-se OA em n partes e toma-se, a
partir de 0, o ponto B na m-ésima parte. Logo, o nimero r corresponde ao segmento OB.
Como OB é Unico, logo esta estabelecida a correspondéncia univoca (R —» L) (COBIANCHI,
2001).

Para a designacdo da relagcdo inversa, ou seja, a correspondéncia da reta com 0s
nameros racionais (L — R), podemos entendé-la a partir das seguintes afirmacdes: Considere
0s pontos arbritarios O e A da reta, com A a direita de 0, e o segmento 0OA como unidad .

Devemos encontrar o ponto B tal que a medida do segmento OB em relagdo a OA,

, - m ., - - - z AP X
CorreSponda ao ndmero racional r = Unico, com m e n Inteiros. Porém, se OB ¢

n
incomensuravel em relagdo a OA, entdo ndo existe o racional r que estebeleca a relagdo de
correspondéncia L — R. Portanto, ndo biunivicidade entre a reta e o conjunto dos nimeros
racionais (COBIANCHI, 2001).

Assim, Dedekind encontra argumentos l6gicos para atestar sobre a existéncia de
lacunas no conjunto dos ndmeros racionais, em face da ndo correspondéncia com uma
infinidade de pontos da reta. Esse feito alcanca um nivel de revoluacdo significativa na
producdo do pensamento matematico, pois apresenta de forma légica o problema que assolava
a humanidade desde a Grécia antiga sobre a existéncia (ou ndo) dos incomensuraveis.

Importante ressaltar que o conceito de densidade ja havia sido considerado por Galileu
e Leibniz. Para eles, a Continuidade de um conjunto estava em sua qualidade de denso, uma
vez que estava garantida a existéncia de infinitos pontos entre dois qualquer do mesmo
conjunto. No entanto, em seu método, Dedekind constréi argumentos que mostram que 0
conjunto de numeros racionais apesar de denso, possui lacunas de correspondéncia com a reta,
ou seja, era descontinuo. Segundo Boyer (1974), “os nimeros racionais tem essa propriedade
[da densidade], no entanto n&o formam um continuum” (BOYER, 1974, p. 410).

Assim, a saida proposta por Dedekind a necessidade de estabelecimento da
biunivicidade entre um conjunto numérico e a reta, ou seja, no estabeleciemnto rigoroso da
continiuidade, é a construcdo de um novo conjunto que satisfizesse tal relagdo. Esse novo
conjunto € constituido a partir da extensao da estrutura dos racionais para a formacdo de um
continuum, com a significacdo da existéncia de nimeros irracionais. A esse continuum se

designa como o conjunto dos NUmeros Reais.
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Expresso aritmeticamente, isso significa que para toda divisdo dos nimeros
racionais em duas classes A e B tais que todo nimero da primeira classe, 4,
é menor gue todo nimero da segunda classe, B, existe um e um s6 ndmero
real que produz esse Schnitt, ou corte de Dedekind. Se A tem um maior
nimero, ou se B contém um menor nimero, o corte define um ndmero
racional; mas se 4 ndo tem maior elemento e B ndo tem um menor, entdo o
corte define um namero irracional (BOYER, 1974, p. 410).

Dessa forma, Dedekind estabelece uma forma de se conceber os nimeros irracionais
como uma estrutura gerada a partir da necessidade de se construir o continuum dos NUmeros
Reais. Além disso, possibilitou a formalizacdo da Continuidade tanto para 0s conjuntos
numéricos, quanto para a linearidade da reta geométrica. O resultado disso foi a libertacdo da
aritmética para a formalizacdo em sua terminologia do Limite, o avango da Geometria
Analitica na interpretacdo de fendmenos geométricos por meio da analise aritmética e a
autonomia da andlise infinitesimal sobre os conceitos geométricos intuitivos.

Portanto, a formalizacdo do conceito de Continuidade por Dedekind esteve
diretamente ligada a superagdo dos problemas de aritmetizacdo da analise infinitesimal.
Considerando que foi Cauchy quem esbogou as primeiras manifestacbes formalizadas deste
conceito, certamente foi com Dedekind que a Continuidade alcancou seu aperfeicoamento.

E nesse contexto de necessidade da formalizacdo dos conceitos da anélise
infinitesimal, sobretudo com a elaboragdo rigorosa dos conceitos de Funcdo, Limite e
Ndmeros Reais, que se pdde construir uma definicéo solida sobre o conceito de Continuidade.
A sustentacdo deste conceito estd nas ideias sobre o tratamento de estruturas do pensamento

ligados a atividade matematica.

4.5. Alguns Apontamentos Sobre as Historiografias

Como discutido, o processo histérico de desenvolvimento do conceito de
Continuidade esta relacionado também ao desenvolvimento de uma série de conceitos
fundamentais para a consolidacdo de como entendemos a matematica na atualidade, em
especial os campos do Célculo e da Analise. Esse processo envolve o debate sobre temas de
complexidade significativa que assolaram a humanidade por séculos, como a existéncia e
potencialidade de grandezas infinitamente grandes e pequenas. Isso porque somente no seio
do simbolismo l6gico da filosofia e da matematica que se torna possivel a aceitacdo de ideias
téo distantes de nossos sentidos.

A perspectiva de conducdo desta analise percorreu um vasto periodo historico e a
compreensdo de aspectos historicos tdo profundos sobre a producdo do conhecimento se

consolidou como um desafio. A estrutura da Analise Historico-Epistemoldgica a partir dos
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trabalhos de Radford (2011) permite que nos atentemos para caracteristicas importantes no
processo de producdo do conhecimento, em particular, nos elementos que apontam para a
efetivacdo da atividade matematica na busca por satisfacdo de necessidades particulares e
inseridas numa rede de significacao cultural.

Para tanto, a divisdo em periodos baseada em Ribnikov (1987) nos ajudou a
compreender aspectos histdricos importantes sobre a producdo da Continuidade, aclarando
semelhancas nas condic¢des objetivas em cada momento historico.

No periodo de desenvolvimento da matematica na Antiguidade foi possivel perceber
como a construcao de teorias sobre a realidade esteve ligada a busca de solugdo de problemas
da vida prética e as mudangas na organizagdo social, com o surgimento de uma atividade
intelectual voltada para filosofia, matematica, artes, etc. Em especial, nesse periodo € marcado
pela ado¢do da enumerabilidade como tentativa de explicacdo da realidade com os Pitagoricos
e pelas crises na compreensdo dos incomensuraveis e dos infinitésimos.

O periodo seguinte, relativo ao desenvolvimento da matemaética elementar, envolve
mudancas significativas em ambito social, cultural, econémico, politico, etc. que compreende
0 contexto da Europa Medieval e Renascimento. Nesse momento, a atividade matematica
voltou-se para a (re)significagdo dos conhecimentos acumulados ao longo dos séculos
anteriores e o esfor¢co em atender as demandas do nascimento de uma sociedade capitalista.
Aqui aparecem necessidades ligadas a novos entendimentos sobre os infinitésimos e de novas
interpretacdes do movimento, com o devido destaque para 0 germe de criacdo da Geometria
Analitica com Fermat e Descartes.

J& no periodo de formacdo de uma matematica das varidveis, 0 que se percebe é o
aprofundamento das questfes sobre 0 movimento com o destaque para a criagcdo do Calculo
Diferencial e Integral com Newton e Leibniz. Esse periodo tem como aspecto central a
construcdo de uma teoria que relaciona os métodos integrais e diferenciaveis, que possuem
em sua égide o inicio de desenvolvimento da andlise infinitesimal. Estes feitos
revolucionaram o universo da matematica e serviram de combustivel para a construcdo de
uma matematica moderna, ou melhor, mais proxima dos dias atuais.

O periodo de construcdo da matematica moderna se consolida a partir do acirramento
das relacbes de uma sociedade capitalista com a revolucao industrial. Nesse contexto, o que se
percebe € o estabelecimento de uma complexa organizacao social e econdémica que exige cada
vez mais do progresso da ciéncia como elemento fundamental para o progresso capitalista.

Assim, a atividade de producdo matematica se modifica e passa a se estabelecer como fim em
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si mesma, estabelecendo condi¢fes objetivas favordveis para o desenvolvimento da anélise
infinitesimal. Neste periodo o esfor¢o coletivo se volta para a formalizagdo dos diversos
campos da matematica, com o objetivo de superar os desvios (ou incongruéncias) causados
pelo pensamento intuitivo das teorias anteriores. O resultado foi a construcdo formal de
conceitos elementares como Funcdo, Limite, NUmeros Reais e, entre eles, a Continuidade.

Portanto, a efetivagdo de uma andlise historico-epistemoldgica da Continuidade
envolveu uma complexa significacdo de séculos de producdo intelectual que tem em sua
esséncia uma rede de aprofundamento e definicdes de outros conceitos a ela relacionados.
Isso nos fornece elementos indicativos necessarios para o estabelecimento dos nexos
conceituais a serem abordados em sala de aula.

Antes de nos atermos sobre 0s nexos, é importante ressaltar que o destaque dos
extratos a partir das obras historiograficas analisadas contribuiram para a revelacdo de
elementos tensionadores importantes para a composicao da analise. Como dito no inicio desta
secdo, tais elementos se constituiram como fontes reveladoras das necessidades na producéo
do conhecimento. Certamente servem como ponto de partida tanto para a determinacdo dos
nexos conceitos, como também para a elaboracdo de situacBes desencadeadoras da
aprendizagem na organizagdo do ensino.

Também foi dito anteriormente que a intencdo deste capitulo ndo se configurava na
elaboracdo de uma perspectiva historiografica. Apesar de, em muitos momentos, nos
aproximarmos de narrativas historicas, retomamos o objetivo deste capitulo cujo foco esta
centrado na identificacdo de relacBes essenciais no desenvolvimento da Continuidade que
apontam para a determinacgao dos nexos conceituais.

Como resultado dessa analise, pdde-se perceber que as relagbes essenciais no
desenvolvimento da Continuidade apontam para 0s seguintes nexos conceituais, divididos em
pares dialéticos: comensuravel/incomensuravel, continuo/discreto, infinito/infinitésimos,
permanéncia/variabilidade, pontual-geral e rigor-intui¢cdo. Dessa forma, no capitulo a seguir
discutiremos com certa profundidade os elementos resultantes da andlise realizada e que

compde cada um destes nexos apontados.
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5. A Determinacgéo dos Nexos Conceituais do Conceito de Continuidade

Como discutido nas sec¢Bes anteriores, o processo de analise historica de determinado
conceito, com vistas a compreensao do movimento logico-histérico, tem como finalidade a
obtencdo de informacdes sobre as relacbes essenciais que o constitui. Tais relacBes sdo
resultado da atividade humana na producéo do conhecimento que se efetiva, de uma forma ou
de outra, na interpretacédo, explicacdo e previsao de fendmenos da realidade.

Ao longo da jornada histérica de desenvolvimento do conceito de Continuidade,
pudemos perceber como 0 conhecimento humano se constitui e se transforma com base no
enfrentamento de questbes proprias em cada contexto particular. Esse processo se consolida a
partir da busca incessante da satisfacdo de necessidades que, por sua vez, se modificam ao
longo do tempo. O surgimento de novas organizagdes sociais implicou em transformacdes
culturais, econémicas, politicas e, consequentemente, nas formas de conducao do pensamento.

A elaboragdo do conceito da Continuidade foi resultado de séculos de transformagéo
do pensamento matematico cuja origem se encontra no enfrentamento de problemas praticos
da vida cotidiana e culmina em sua definicdo abstrata, como resultado do processo de
formalizacdo no campo do simbolismo l6gico. A consideracdo disso é de suma importancia
para a construcdo tanto de um entendimento materialista sobre a matemaética, quanto para a
organizacdo do ensino e a apropriacdo dos conceitos pelos estudantes. Em nosso caso, esta
apropriacdo da continuidade esta alicercada nos principios de uma educacdo humanizadora
(MOURA, 2000) para o tratamento didatico-pedagdgico de suas relacdes essenciais, ou seja,
de seus nexos conceituais.

O processo de Anélise Histdrico-Epistemoldgica, por meio da significacdo dos
elementos tensionadores extraidos das obras historiogréficas™, aliado ao levantamento de

I°? revelou a existéncia de

questdes apontadas pelos pesquisadores na Analise Documenta
relacbes entre uma série conceitos no desenvolvimento da Continuidade. Como ja
mencionados anteriormente, a partir das pesquisas foram levantados os seguintes conceitos:
Incomensuravel, Discreto, Continuo, Infinito (Potencial e Atual), Infinitésimos, Ordenacéo,
Enumerabilidade, Acumulacdo, Densidade, Continuidade (Pontual e Global) e
Descontinuidades. A partir da analise historica, a estes podem ser somados 0s conceitos de

Indivisiveis, Movimento, Limite, Varidvel, Funcdo, Divisibilidade, NUmeros Racionais,

> Ver Capitulo 3 deste trabalho.
*2 Ver Capitulo 2 deste trabalho.
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Irracionais e Reais. Isso, em alguma medida, retrata a importancia e a complexidade de se
lidar com a Continuidade.

Frente a esse conjunto de conceitos que da sustentacdo epistemoldgica a Continuidade,
0 objetivo desta secdo é conduzir as reflexdes sobre as relacGes essenciais que os conectam
por meio da determinacdo dos nexos conceituais. A partir disso, as relagdes que puderam ser
identificadas como nexos conceituais se configuram nos pares dialéticos comensuravel-
incomensuravel, discreto-continuo, infinito-infinitésimo, permanéncia-fluéncia, pontual-geral
e rigor-intuicdo. Juntas, estas relagdes compde um quadro das essencialidades na producéao da
Continuidade.

Para compor a reflexdo sobre esses nexos conceituais, nas proximas subsecOes
sintetizamos tais relaces em quatro categorias: Continuo-Discreto, Infinito-Infinitésimos,
Permanéncia-Fluéncia e Pontual-Geral. Isso porque entendemos que na composicdo da
categoria continuo-discreto se efetiva também o tratamento da relagdo comensuravel-
incomensuravel, assim também na categoria pontual-geral que engloba rigor-intuicdo. A

sistematizacdo destas categorias pode ser ilustrada por meio da Figura 1 a seguir.

Figura 9 - Sistematizacao na Determinagao dos Nexos Conceituais

NUmero Infinito Movimento
| [
Comensuravel Incomensuravel
Discreto Continuo Infinitésimo |<€ Infinito Permanéncia Fluéncia
Indivlisivel Denslidade Variavel
Numero Real Limite Fungdo
Rigor Intuicdo
Geral Pontual

Fonte: proprio autor
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Na Figura 1 se representa o modo como as diferentes relages identificadas nas
anélises compdem um quadro de interacdo na construcdo do conceito de Continuidade.
Importante ressaltar que esta representacdo € meramente ilustrativa e ndo consegue abarcar a
complexidade envolvida nestas relacBes, uma vez que elas se constituem em constante
interacdo, mediante a significacdo do contexto histdrico. No entanto, ajuda-nos a exemplificar
a forma em como se estrutura 0s nexos conceituais.

Para essa divisdo em categorias, levou-se em consideracdo a construcao historica dos
conceitos, tendo como ponto de partida os problemas que envolveram as questdes sobre
namero, infinito e movimento. A partir deles se pode estabelecer uma complexa rede que
definird o movimento I6gico-histérico da Continuidade. Tais categorias servem de referéncia
para destacarmos 0s cernes na determinacdo dos nexos conceituais, porém é importante
ressaltar que ndo existem fronteiras entre elas, ou seja, elas também se encontram em um
constante movimento dialético.

Em particular, a primeira categoria se efetiva com base no par dialético discreto-
continuo e engloba relagcbes importantes sobre os conceitos de Incomensurabilidade,
Indivisiveis, Enumerabilidade, Ordenacdo, Numeros Racionais, Irracionais e Reais. Isso
desencadeou uma série de construcdes tedricas que envolvem a criacdo do Célculo com
Newton e Leibniz, e que culminou em significativas contribuicGes para a construcdo dos
Ndmeros Reais com Dedekind.

A segunda categoria diz respeito as questdes relacionadas ao par dialético infinito-
infinitésimo cuja origem se consolida nas estratégias em lidar com as questdes sobre o
infinitamente grande e/ou pequeno. Essa categoria estd intimamente ligada com a anterior,
porém envolve um embate histérico entre concepcdes filosoficas e matematicas que
resultaram na elaboracédo da teoria sobre o Limite e os NUmeros Reais.

Ja a terceira categoria diz respeito ao par dialético permanéncia-fluéncia que envolve
as questdes sobre a significacdo do embate sobre 0 movimento ao longo da histéria e sua
importancia para a elaboracdo do Calculo, em especial, na constru¢cdo dos conceitos de
Variavel e Funcéo.

Por fim, a ultima categoria se configura a partir do par dialético pontual-geral que faz
referéncia aos problemas de ambito didatico-pedagdgico. Estes problemas remetem ao
dominio da abordagem sobre a Continuidade a partir dos trabalhos de Cauchy no ensino de
Célculo e as consequentes dificuldades em sua apropriacdo pelos estudantes relacionadas a

questdo do rigor-inutigéo.
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5.1. O Par Dialético Continuo-Discreto

Pode-se dizer que as primeiras manifestacbes do pensamento matematico estavam
ligadas ao quantificar (contar) e ao medir (RIBNIKOV, 1987). A simplicidade dessa
afirmacéo ressalta o entendimento sobre como a matematica ¢ fruto da atividade na interacdo
homem-mundo objetivo. Certamente ¢ impossivel dizer “como”, “quando” e “onde” surgiram
tais manifestacfes, mas as tentativas mais coerentes e aceitas se voltam para as civilizagoes
primitivas.

De maneira geral, o contar e o medir sdo atividades humanas produzidas na busca por
satisfacdo de necessidades ligadas aos mais variados aspectos da vida e se voltam para a
significacdo de grandezas discretas e continuas, respectivamente. Segundo Brolezzi (1996),

existem, como sabemos, certas grandezas chamadas contaveis, que séo
objeto de contagem, como o nimero de livros em uma prateleira. Outro tipo
de grandezas é formado por aquelas quantidades que sdo passiveis de
medida, como a largura desta folha de papel em que escrevo, ou 0 peso de
uma caneta. O primeiro tipo de grandezas é chamado discreto. Grandezas
discretas sdo as que se prestam a contagem. J& o segundo tipo é chamado
continuo, e se refere as medidas (BROLEZZI, 1996, p. 1).

A discretude dos numeros se baseia nas ideias da atividade de contagem que se
configura na sucessao e acumulacdo (colecdo) de objetos, pessoas, etc. J& com relacdo a
concepcao de continuo, tem-se na atividade da comparacdo o cerne de sua constituicdo
(BROLEZZI, 1996). Essa distin¢do entre grandezas revela as formas particulares de producéo
do pensamento baseadas em problemas praticos da vida cotidiana e foi na Antiga Grécia que
essa divisdo ganhou certa notoriedade.

Como abordado na secdo anterior, em particular no Extrato 1, as condi¢fes objetivas
na Grécia Antiga eram favoraveis para a conducdo do pensamento sobre a realidade e foi com
a escola pitagdrica que se tornaram fecundas as ideias sobre enumerabilidade e ordenacgéo
para a interpretacdo/explicacdo dos fenémenos.

A concepc¢do grega sobre numero, com referéncia as ideias de Aristételes, se baseava
na acumulacdo de unidades indivisiveis como representacdo das coisas na realidade objetiva.
Dessa forma, a unidade correspondia a determinado objeto, pessoa ou coisa concreta, na qual
ndo se podia dividir sem que perca sua essencialidade (ARMELLA; WALDEGG, 1995). A
divisibilidade do numero se encerrava com a obtencdo de sua unidade. Os nUmeros se
configuravam, assim, como instrumentos proprios para a contagem, ou seja, eram discretos.

Ja com relacdo a medicdo, no d&mbito do continuo, os fendbmenos eram entendidos

como magnitudes. Distancias, areas e volumes eram vistos como magnitudes e
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compreendidos com base numa ideia geométrica de segmentos. Diferente das representactes
numericas, 0s segmentos eram constituidos por um conjunto de elementos abstratos
ordenados e passiveis de divisibilidade ad infinitum. Um exemplo foi a reta geométrica
definida por Euclides que estava dotada da capacidade de se prolongar indefinidamente
(infinitamente) e sua divisibilidade envolvia a obtencdo de segmentos t&o pequenos quanto se
queira (BOYER, 1949).

A grande crise veio com a elaboracdo de ideias sobre a existéncia da
incomensurabilidade (Extrato 2) e estava diretamente ligada a questdo da divisibilidade.

Segundo Armella e Waldegg (1995), esta questdo pode ser entendida como

se ¢ possivel encontrar uma magnitude finita que “mega” (ou melhor, que
divida exatamente) de modo simultdneo a duas magnitudes dadas, estas duas
s8o consideradas comensuraveis. Se, pelo contrario, a busca desta “unidade
de magnitude” nos conduz a tomar magnitudes cada vez menores em
processo de divisdo potencialmente infinito, as magnitudes sdo
incomensuraveis. No primeiro caso, quando as magnitudes sdo
comensuraveis,, as razdes entre elas tem um comportamento analogo ao das
razGes numéricas. Em consequéncia, podem ser tratadas como estas Gltimas.
[...] Do contrério, ndo ha vinculagdo possivel entre magnitude e nimero
(ARMELLA; WALDEGG, 1995, p. 17, tradugdo nossa).

Essa crise marca o inicio de uma revolucdo na producdo do pensamento matematico
por dois grandes motivos: 1) a exposicdo da insuficiéncia da relacdo entre numeros e
magnitudes em explicar determinados fenémenos da realidade, os incomensuraveis, e 2) a
cisdo no tratamento numérico entre o discreto e o continuo (RIBNIKOV, 1987). De acordo
com Limini (1994),

a matematica tedrica grega separou o dominio da aritmética do dominio da
geometria devido a existéncia de magnitudes incomensuraveis, cuja razao
ndo era possivel expressar mediante uma razdo numérica. No terreno da
filosofia, Aristoteles assumiu esta divisdo estabelecendo uma diferenga entre
as quantidades continuas, como as magnitudes geométricas, e as quantidades
discretas, como os nimeros da aritmética (LIMINI, 1994, p. 25, traducdo
nossa).

A ciséo entre continuo e discreto, ou melhor, entre Geometria e Aritmética, marcou o
desenvolvimento do pensamento matematico. Em especial, a crise provocada pelos
incomensuraveis também gerou ruidos sobre a existéncia de estruturas infinitamente pequenas
(Extrato 3). Segundo Boyer (1949),

se nao houver um segmento finito tdo pequeno que a diagonal e o lado
possam ser expressos em termos dele, ndo havera uma moénada ou unidade
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de tal natureza que um numero indefinido deles seja necesséario para a
diagonal e para o lado do quadrado? (BOYER, 1949, p. 20, traducéo nossa).

Esse tipo de questionamento afligiu a teoria atomistica de Demdcrito e ganhou grandes
proporcdes com os paradoxos de Zendo sobre a existéncia dos indivisiveis e a impossibilidade
do movimento. O cerne das ideias de Zen&o se configura nessa incapacidade de relacionar os
dominios do discreto e do continuo. O resultado disso se perdurara por séculos e culminaré na
elaboracdo do Calculo.

Como ja mencionado no capitulo anterior (Extrato 8), Newton ira propor sua teoria
por meio da ideia de fluxdes, cujo principio se efetiva em representacdes do continuo. Ja

Leibniz dara um tratamento formal a questdo dos diferenciais, via discreto.

Os dois caminhos percorridos por Newton e Leibniz se encontraram em um
mesmo ponto, o Calculo. Consequentemente, o Célculo é o “reino” onde
interagem de modo especial o discreto e o continuo. Para chegar a uma
melhor definicdo do Calculo, foi necessario elaborar a teoria sobre o
continuo, e tentar compreender a natureza da reta real. O Célculo ira se
apoiar assim sobre 0s nimeros reais, e sobre a ideia de limite (BROLEZZI,
1996, p. 33).

Os diferentes métodos propostos por Newton e Leibniz se efetivam na construcdo da
inversibilidade entre integrais e diferencidveis. Esta relacdo denota na ressignificacdo entre
continuo e discreto e passa, assim, a se tornar um aspecto fundamental para a construcdo do
Célculo e, em especial, da Continuidade. Nessa constru¢do, o dominio numérico comeca a se
encontrar com o dominio geométrico, em que se supde que seja possivel estabelecer uma
correspondéncia entre niameros e magnitudes (ARMELLA; WALDEGG, 1995).

Na teoria de Newton sobre as fluxdes, as quantidades continuas em constante
movimento poderiam ser reconhecidas como produtos, quocientes, raizes, retangulos,
quadrados, cubos, lados do quadrado ou do cudo, etc., e convergiam para a ideia de nimero
(discreto). J& em Leibniz, as ideias sobre os diferenciais se relacionavam com aplicacdes
geomeétricas, sobretudo no enfrentamento de problemas da Mecanica (LIMINI, 1994). No
entanto, apesar dos diferentes métodos expandirem essas ideias, Newton e Leibniz
compreendiam estas relacdes somente em nivel operatério. O tratamento formal sobre a
construcdo de uma base logica para a relagdo continuo-discreto sé se concretizou com 0s
trabalhos de Dedekind.

Como vimos, na elaboracéo da teoria sobre os Numeros Reais (Extrato 11), Dedekind

desenvolve a expansdo dos numeros racionais, com a devida formalizacdo dos
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incomensuraveis (irracionais), mediante a consideracdo da caracteristica continua da reta

geométrica.

N&o ha davidas que a reta é, como disse Dedekind, modelo irrevogavel do
continuo. Na linha resultam plausiveis, e incluem evidentes, muitos dos
conceitos ou das operacdes logicas relacionadas a continuidade. Enquanto a
linha sempre foi tratada como um dominio continuo, para construir um
dominio numérico continuo é necessario ampliar o conjunto dos naturais e
racionais (com 0s que se podem representar operacdes concretas, como Sao 0
contar e o medir) e definir os nimeros irracionais, objetos que séo resultado
de uma operacdo formal. A variacdo continua na reta resulta, portanto, mais
clara quando se aplica ao campo aritmético, no que é preciso transpor 0s
nimeros decimais finitos, com base nos quais somente é possivel construir
sucessdes discretas de numeros. Na linha, ademais, os principios de
continuidade sdo plausiveis, a diferenca do que sucede no terreno aritmético
(LIMINI, 1994, p. 25, traducdo nossa).

Nesse contexto, Dedekind assume como principio basilar de sua teoria, a compreensdo
aristotélica sobre a continuidade da reta no campo da geometria e passa a estabelecer
correspondéncia com 0 campo numérico. Sua estratégia se pautou na elabora¢do de um
continuo numérico pautado em propriedades e opera¢des do continuo geométrico. No entanto,
ha certa diferenca nos fundamentos nos quais se constréi a reta analitica® em relacdo a reta
geométrica presentes nos trabalhos de Aristoteles e Euclides.

A construcdo da reta analitica por Dedekind se estabelece a partir do conceito de
Continuidade no qual se assenta dois grandes pilares: 1) de que a reta é formada por pontos e
2) o processo de divisibilidade sucessiva que se realiza sobre ela leva também a obtencdo de
pontos. Isso revela aspectos importantes sobre a compreensdo da Continuidade da reta
analitica, uma vez que este conceito na teoria aristotélica era reconhecido a partir da
propriedade de sucessivas divisdes da reta geométrica, no qual implicava em sua subdivisdo
em segmentos. Isso significa dizer que, uma vez que a Continuidade da reta geométrica se
configura em seu processo infindavel de subdivisdes, o resultado de uma divisdo de um
segmento da reta s6 pode ser compreendido como um novo segmento (também passivel de
subdivisbes) (BOYER, 1949).

A ideia aristotélica de reta coincide com a que se maneja nos Elementos de
Euclides. Apesar de que a definicdo de linha reta que aparece nesta obre ser
bastante obscura, € plausivel pensar que a reta euclidiana como semelhante a
aristotélica a partir da forma em que Euclides opera esse objeto geométrico:
igual a do filésofo, é uma “reta sintética”, ou seja, ndo atdmica, subdivisivel

>3 Assim como proposto por Limini (1994), chamaremos de reta analitica a construgao tedrica de Dedekind sobre
a reta para diferenciar do termo reta geométrica da escola grega.



139

potencialmente ao infinito e delimitada em seus extremos por seus pontos
(LIMINI, 1994, p. 29, traducdo nossa).

Diante disso, a reta analitica proposta por Dedekind se diferencia potencialmente do
conceito de reta geométrica em aluséo a sua constituicao por estruturas indivisiveis, 0s pontos.
Vimos ao longo de nossa analise histdrica que as teorias sobre o dominio do discreto se
pautaram particularmente com base na existéncia e operacdes de indivisiveis. 1sso mostra
como a superacdo da cisdo entre o continuo e o discreto se consolidava no amago da
construcdo tedrica proposta por Dedekind em sua concepgéo sobre a Continuidade.

O modo como Dedekind se dedicou para superar os problemas de tratamento discreto
do continuo (ou vice-versa), tdo explorados por Zendo, se configurou com a criagdo de seus
cortes. Enquanto o argumento da escola grega sobre o continuo se configurava na sucessao
potencialmente infinita de divisibilidade da reta geométrica, Dedekind elabora sua ideia sobre
0s cortes cuja esséncia se consolida na divisdo da reta em segmentos distintos a partir de
determinado ponto (indivisivel).

E nesta visdo sobre a reta analitica que Dedekind produz o salto sobre a determinagio
da relacdo de correspondéncia entre 0s campos geométricos e aritméticos, ou melhor, entre
magnitudes continuas e discretas, para a elaboracao formal do conceito de Continuidade e, em
consequéncia, dos Numeros Reais.

Em sintese, é possivel perceber que a construcédo historica da relacdo continuo-discreto
tem em sua égide no par dialético comensuravel-incomensuravel. A perturbacdo provocada
pela incerteza sobre a potencialidade dos numeros racionais em lidar com fenémenos
incomensuraveis provoca a necessidade na producdo do pensamento ao longo de séculos
sobre a ressignificacdo da relacdo continuo-discreto. Ou seja, “a crise dos incomensuraveis,
gue marca o surgimento dos ndmeros irracionais, nada mais € que a explosdao da tensdo
acumulada entre o discreto e o continuo no mundo grego” (BROLEZZI, 1996, p. 46).

Dessa forma, o estabelecimento das relacbes comensurdvel-incomensuravel e
continuo-discreto se consolida como nexos conceituais para a apropriacdo da Continuidade,
uma vez que juntas produzem uma rede de significados l6gicos e historicos fundamentais a
sua constituicdo. Mas ndo estdo sozinhas. Dando seguimento, na préxima secdo serdo

apresentados os argumentos que compde a consideracdo do par dialético infinito-infinitésimo.

5.2. O Par Dialético Infinito-Infinitésimo

Ao longo de toda essa jornada histérica, vimos que no desenvolvimento da

Continuidade o problema sobre a significacdo do infinito se perdurou por muitos séculos.
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Suas primeiras manifestacdes também estiveram atreladas as questdes sobre a existéncia dos
incomensuraveis e do movimento. A grande dificuldade na producdo de conhecimentos sobre
o infinitamente grande e pequeno esta relacionada a exigéncia de uma atitude epistémica de
afastamento dos aspectos sensoriais da realidade. A superacdo desta dificuldade sé foi
possivel com o desenvolvimento de um aparato l6gico-simbdlico acurado na criagdo da
andlise infinitesimal.

Na secdo anterior, pdde-se perceber que a crise provocada pelos incomensuraveis
(Extrato 2) trouxe consigo uma série de questdes ldgicas sobre a capacidade grega de lidar
com sucessivas divisibilidades no dominio do discreto e do continuo. Com seus paradoxos,
Zendo expos as fragilidades em se conceber ideias sobre os infinitesimais a partir de uma base
intuicionista. Assim, a saida promulgada por boa parte dos filésofos gregos foi a evitacdo de
algum tratamento ao infinito, entre eles Aristdteles. Dizemos boa parte, pois assim como
Demacrito e sua teoria sobre os indivisiveis, houve aqueles que elaboraram suas percepgdes
com base na ideia de infinitésimos.

Importante ressaltar que a producdo do pensamento sobre o infinito teve como
principio bases filosoficas de interpretacdo da realidade. Para Aristoteles, a compreensdo de
infinito estava ligada a algo indeterminado (ilimitado), mas ndo necessariamente como um
objeto matemaético. De acordo com Moreno e Waldegg (1991), a partir de uma analise

gramatical, a concepcao grega sobre o infinito pairava sobre as seguintes significacoes:

1. Como substantivo, aparecendo apenas em relatos dos tipos mitoldgico,
teoldgico ou metafisico: "Infinito™ pertence ao reino dos deuses.

2. Como adjetivo que descreve um substantivo, é usado apenas quando este
possui as caracteristicas de um absoluto, como o Universo, o Ser, 0 espaco
ou o tempo. Aristoteles somente usa essa forma ao negar sua existéncia real
(fisica), uma vez que o conceito abraga uma infinidade real que a filosofia
aristotélica realista ndo permite.

3. Como advérbio, é usado para qualificar a¢bes (mentais), como, por
exemplo, estender, subdividir, continuar, adicionar, aproximar etc. Esse uso
do infinito tem a ver com o que chamamos infinito potencial, ou seja,
guando o processo em questdo pode ser continuado indefinidamente
(MORENO; WALDEGG, 1991, p. 212, tradugdo nossa).

No que tange o campo da matematica grega, sO se concebia a ideia de infinito
vinculada a ideia de processo (advérbio), ja que sua compreensdao como substantivo ou
adjetivo excluia a existéncia concreta de objetos infinitos. Inserido nesse contexto, Aristételes
reconhecia a existéncia do infinito frente a necessidade de se operar com a sucessdo (ou
divisibilidade) indefinida de grandezas. Esta forma de conceber o infinito foi denominada
como Infinito Potencial. Sobre isso, Radice (apud COBIANCHI, 2001) retrata que
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infinito potencial, para uma sucessdo de elementos, é a possibilidade de ir
sempre mais longe, sem que haja um elemento Gltimo. [...] Um infinito em
ato, portanto, e ndo apenas uma poténcia é uma infinidade realizada, e ndo
apenas nao completavel; esgotada e ndo unicamente inesgotavel. Uma
sucessao infinita discreta, sempre reconduzivel a repeti¢do infinita de “mais
outro”, constitui um objetivo mental de todo o repouso (RADICE apud
COBIANCHI, 2001, p. 91).

Essa forma de conceitualizacdo do infinito traz implicagbes importantes para a
producdo do pensamento matematico. Apesar de reconhecer a necessidade de se considerar o
Infinito Potencial, os gregos negavam a existéncia de formas sobre o Infinito Atual. Isso
caracterizara as formas de conducdo do pensamento que culminara na elaboracdo do método
de exaustdo por Eudoxo e Arquimedes (Extrato 4) e, como consequéncia, no desenvolvimento
das estruturas basilares do Célculo. No entanto, uma solida explica¢do para a existéncia do
infinito atual so se estabeleceu com 0 movimento de formalizacdo da andlise infinitesimal em
pleno século XIX (MORENO; WALDEGG, 1991).

Pensar sobre a possibilidade de operar com Infinito Potencial levou ao
desenvolvimento de procedimentos de quadratura de curvas, célculo de comprimento, dera e
volume, entre outros, e configurou-se como cerne ne criacdo de métodos integrais e
diferenciais. Essa concepc¢do do infinito esta assentada na forma de concebé-lo como
“resultado de um processo iterativo mediante 0 qual se gera um nimero especifico em cada
passo” (LIMINI, 1994, p. 27, tradugdo nossa). Isso permitiu o avango ao entendimento sobre
processos de prolongamento indefinido e divisibilidade sucessivas, ou seja, na aceitacdo de
expressdes como “tdo grande ou tdo pequeno quanto se queira”.

Importante aqui ressaltar que esse tipo de compreensdo sobre o infinito possibilitou
que D’Alembert e Cauchy elaborassem suas ideias na constru¢do do Limite (Extrato 10). Tais
ideias buscam evidenciar ndo somente a formalizacdo de estruturas infinitesimais, como
também objetifica-las a fim de promover operacdes sobre elas. Retomando o que ja foi
comentado no capitulo anterior, Cauchy constroi sua teoria sobre o Limite com base no
conceito de Variavel e percorrendo a sucessdo numérica a ela atribuida. No caso dos
infinitesimais, estes sdo entendidos como uma sucessdo de valores que diminuem
indefinidamente, ao se tornarem menores que qualquer nimero dado, cujo limite tende a zero
(REZENDE, 2003).

Essa atitude epistémica frente ao Infinito Potencial na elaboragdo do Limite também
pode ser percebida com a definicdo de Continuidade proposta por Cauchy. Os principios pelos
quais se elabora a conceitualizacdo da Continuidade de uma funcao f(x) em relacdo a x estdo

pautados na andlise do comportamento desta funcdo a partir de incrementos infinitamente
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pequenos. Em outras palavras, diz que f(x) é continua em relacdo a x se, para cada valor de
x, 0 valor numérico da diferenca f(x + @) — f(x) decresce indefinidamente com «a
(COBIANCHI, 2001).

Sem ddavidas, o modo como Cauchy desenvolveu sua conceitualizagdo sobre a
Continuidade envolve um nivel complexo de elaboracdo légica e permitiu um tratamento
eficaz para os infinitésimos e o estudo do comportamento das funcdes. Porém, como
percebemos ao longo da histéria, a visdo sobre a Continuidade careceria ainda de um
refinamento formal, o qual s6 foi possivel com a significacdo do infinto atual, a partir da
criacdo dos NUmeros Reais (Extrato 11).

Em sua teoria, Dedekind elabora uma viséo particular sobre a nocéo de infinito a partir
da extensdo do conjunto dos Numeros Racionais. Ao considerar tal conjunto como infinito em
extensdo, Dedekind ndo rompe com a concepcdo de Infinito Potencial. Mas o grande salto
esta na consideracgdo de infinito no interior do conjunto (MORENO; WALDEGG, 1991). Essa
forma de conceber o Infinito Atual pressupde uma mudanca conceitual em relacdo ao Infinito

Potencial. De acordo com Limini (1994),

a conceitualizacdo do infinito atual se sustenta em instrumentos
cognoscitivos diferentes daqueles sobre os quais descansa a aceitacdo do
infinito potencial. [...] Em geral, a aceitagdo de processos potencialmente
infinitos se apoiam na possibilidade de reiteirar um processo que se aplica
cada vez a objetos particulares, 0 que encontra sustentagcdo na hipotese de
prolongamento indefinido do tempo; enquanto que a conceitualizagdo do
infinito atual estd embasada em operacGes atemporais, ou melhor, nas que
estdo excluidas toda alusdo a processos que se exprimem de acordo com uma
ordem cronoldgica. A atualizagdo do infinito foi moldada a partir da
postulagdo de novos entes matematicos; isto ndo se apresenta nos processos
potencialmente infinitos, os que de certa forma podem considerar-se como
operagdes “encerradas” em um dominio dado (LIMINL 1994, p. 27,
traducao nossa).

A autora ainda complementa que

no caso do infinito por extensdo, a suposicdo da atualidade leva aos
conjuntos infinitos, entes especialmente distintos aos elementos que o0s
conformam. A atualizacdo dos processos infinitos que se ddo ao “interior do
continuo” (como os de subdivisao, os de convergéncia de sucessoes infinitas
de niimeros ou pontos, etc.) resultam na “constru¢do” de um ente distinto
aqueles sobre os que se aplica o processo (LIMINI, 1994, p. 27, traducdo
nossa).

A criacdo do Infinito Atual permitiu que Dedekind ndo sé superasse os problemas
provocados pelos paradoxos de Zendo, como também preparasse o terreno para a elaboracdo

da correspondéncia biunivoca entre a reta e 0 conjunto dos NUumeros Reais, ou melhor, para a
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formalizagdo da Continuidade. Assim, € a partir da consideracdo das relagGes intrinsecas ao
infinito atual que se produz a sustentacdo dos conceitos de infinidade, ordenacdo e densidade
do conjunto numérico por Dedekind.

A consideracdo dessa relacdo entre Infinito Potencial e Atual revela 0 modo como a
producdo do conhecimento se transformou ao longo de séculos, na tentativa de lidar com
problemas que afligiram (e ainda afligem) a inteligibilidade humana. Isso porque a complexa
formulacdo da ideia de Infinito Atual exige um nivel de afastamento consideravel de
percepcoes intuicionistas da realidade. E somente no seio do formalismo I6gico-simbdlico da
andlise infinitesimal que se é possivel compreender as relacbes estabelecidas entre o par
dialético infinito-infinitésimo. Isso traz implicages significativas para o &mbito educacional.

Importante ressaltar que a dialética na interacdo infinito-infinitésimo se configura a
partir do modo como a producdo do conhecimento sobre o infinitamente grande (infinito)
promoveu transformagdes na concepcdo do infinitamente pequeno (infinitésimo) e vice-versa.
Essa interagdo é fruto da busca incessante de respostas sobre problemas que envolvem a
extensdo do universo. No que tange o desenvolvimento da Continuidade, em particular, essa
relacdo também esta diretamente vinculada ao par dialético continuo-discreto, uma vez que se
exprime no contexto de correspondéncia entre elementos da reta e do campo numérico. Isso
pode ser evidenciado a partir do conceito de densidade por Dedekind. Ao se propor entender
que por densidade se estabelece a garantia da existéncia de infinitos pontos entre dois pontos
quaisquer de um conjunto, Dedekind traduz seu posicionamento epistémico de univaléncia
dos pares infinito-infinitésimo e continuo-discreto na formalizacdo da Continuidade.

De qualquer forma, ha ainda elementos a serem considerados na constituicdo da
Continuidade. Em particular, na forma como a busca de explicagbes sobre o movimento
implica na consideracdo do par dialético permanéncia-fluéncia, abordado na préxima

subsecdo.

5.3. O Par Dialético Permanéncia-Fluéncia

Um dos grandes pilares no desenvolvimento da Continuidade se assenta sobre a ideia
de movimento. Ou melhor, sobre o imbrdglio em se compreender a fluéncia (ou permanéncia)
dos fendbmenos da realidade. Em nossa descri¢cdo historica, vimos que essa questdo se
constituiu como elemento basilar para as teorias da escola eleatica, cujos fundamentos se
configuravam na ideia de unidade e invariabilidade do mundo.

A impossibilidade do movimento advinda de Parménides, Zendo e Seus SUCESSOres,

estava pautada em dois principios importantes. O primeiro diz respeito ao entendimento de
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que toda mudanca pressupde a anulagdo da existéncia, ou seja, uma coisa que muda passa a
ser 0 que ndo é. Logo, deixa de existir para se tornar algo que ainda ndo existe. J& a segunda
faz alusdo a negacdo da existéncia de espacgo vazio, ja que a consideracdo do vazio pressupde
entendé-lo como um lugar onde existe o que ndo é, ou melhor, onde ndo existe a coisa em si.
(POLITO; SILVA FILHO, 2013). O cerne desta visdo é o conceito de permanéncia
(invariabilidade) que resguarda em todas as coisas sua identidade inviolavel. A realidade
objetiva, assim, deveria ser pensada como um organismo uno e invariavel. Segundo Caraca
(1958),

O pensamento grego dominante aparece invadido pelo horror da
transformacé&o, e dai resulta o horror ao movimento, do material, do sensivel,
do manual. O homem de elite, rejeita 0 manual, 0 mecénico, e exalta o bem e
a virtude, de cuja procura faz o fim méaximo do homem (CARAGCA, 1958, p.
189).

Como ja mencionado no capitulo anterior (Extrato 3), essa forma de compreensdo do
mundo atingiu de maneira contundente as bases logicas de teorias atomisticas e designou 0s
rumos de producdo do pensamento matematico. Os paradoxos de Zendo revelaram a
incapacidade de lidar com a questdo do movimento pautando-se em ideias intuitivas sobre os
infinitesimais. A crise provocada por tais ideias se perdurou por séculos e uma representacao
definitiva sobre 0 movimento s6 se tornou possivel como resultado de um afastamento das
amarras ldgicas advindas do pensamento grego (Extrato 5).

Vimos que novas formas de organizacdo social, com o advento de uma sociedade
capitalista, exigiram uma nova postura frente ao desenvolvimento cientifico. Em particular, o
horror ao movimento foi dando espaco para significacBes sobre a relacdo entre razdo e
experiéncia na elaboracdo do conhecimento, cuja atitude epistémica se consolida também na
percepcédo sensorial e apreensdo das mudancas ocorridas na realidade. Frente a esse contexto,
a producdo do pensamento sobre 0 movimento se desenvolvera com base em duas
perspectivas: a retomada de ideias sobre enurabilidade e ordenacdo, préprias da escola
pitagorica, e o aperfeicoamento de estruturas algébricas na interpretacdo de fenémenos da
realidade (Extrato 7).

As primeiras manifestacdes sobre um tratamento matematico da variabilidade podem
ser percebidas ainda na Grécia Antiga, cuja significacdo envolvia a dificuldade grega em lidar
com o discreto e o continuo, em que o conceito de Variavel era identificado ora como
demonstracbes geométricas de problemas intrinsecamente algebricos, ora como

representacdes de magnitudes continuas. Somente com os trabalhos de Viete e com o
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desenvolvimento da algebra, € que se pOde libertar o conceito de Variavel do contexto
geométrico e este passasse a ser concebido como uma extensdo algebrica de um nimero
desconhecido (REZENDE, 2003). Segundo Caraca (1958), essa forma de compreensdo da

variavel trouxe significativas mudancas para a producdo do pensamento.

O numero é, em Ultima analise, 0 que constitui a substancia do conceito de
varidvel e, portanto, de funcdo; o papel primacial que esta passa a
representar na Ciéncia traz como consequéncia, 0 nimero para a primeira
plana da explicacéo cientifica; daqui resulta o primado do nimero sobre a
figura e, consequentemente, o fim da separacdo da Aritmética e da
Geometria em compartimentos estanques (CARACA, 1958, p. 204).

O conceito de Variével resultara, entdo, na criagdo da Geometria Analitica, com base
nos trabalhos de Fermat e Descartes, enquanto uma estratégia de enfrentamento de problemas
que envolvem o estudo das curvas mediante o0 uso de métodos algébricos. As designacdes de
interpretacdo dos fendmenos em movimento passaram, portanto, a se configurar dentro de
uma relacdo entre modelos geométricos e métodos algébricos de representacdo, estabelecendo
uma ligacdo intrinseca entre as curvas e as equacdes (BOYER, 1949). Nesse sentido, “a
equacdo de uma curva passa a se estabelecer como uma relacdo de interdependéncia entre as
variaveis” (REZENDE, 2003, p. 291).

Diante disso, a forma como se constrdi a representacdo matematica do movimento esta
diretamente ligada as transformac@es na relacdo estabelecida entre os dominios do continuo e
o discreto. Somente com a ressignificacdo entre a Geometria (reino do continuo) e a
Aritmética (reino do discreto), e com o auxilio do pensamento abstrato algébrico, é que se
pdde aprimorar o conceito de Varidvel e, consequentemente, criar o de Funcdo. Sobre o
ultimo, foi Leibniz, a partir dos trabalhos de Bernoulli, quem passou a estabelecer a Fungdo
como relacdo de interdependéncia entre as variaveis.

Essa ideia de Funcdo se perdurara com a construcdo do Caélculo por Leibniz e Newton,
e foi através dos trabalhos de Euler que esta passa a ser concebida como cerne para 0
desenvolvimento do Caélculo (Extrato 9). Para o contexto de nossa analise, isso traz
implicacdes importantissimas na compreensdao do par dialético permanéncia-fluéncia. As
transformacoes historicas dos conceitos de Varidvel e Funcdo conduziram para a consideragdo
do movimento como aspecto central no desenvolvimento do Célculo e, consequentemente, da
Continuidade.

E nesse contexto que Cauchy, com vistas & fundamentacio dos conceitos do Célculo,
ird desenvolver sua teoria acerca do Limite e da Continuidade de uma Funcdo (Extrato 10).

Conforme ja mencionado no capitulo anterior, a Continuidade proposta por Cauchy traz
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implicagGes importantes para a compreensdo do Célculo no que se refere ao estudo do
comportamento das fungGes. Como dito anteriormente, o tratamento acurado das bases
formais da Continuidade so se efetivaria anos depois com a construcao dos Numeros Reais e 0
estabelecimento de uma teoria sobre 0s conjuntos numeéricos.

De acordo com Rezende (2003),

A insercdo da nogdo de conjunto na matematica, a interpretacdo do conceito
de funcdo e da nogdo de infinito neste novo contexto, possibilitara a
Weierstrass desenvolver sua teoria estatica de variavel. Nesse sentido, a
variavel "x" é simplesmente uma letra designando qualquer nimero de uma
colecdo de valores numéricos. Esse contexto €, com efeito, o contexto da
Andlise (REZENDE, 2003, p. 295).

E com a construcdo das ideias sobre conjunto numérico que a Variavel alcanca sua
significacdo como uma expressao genérica vinculada a uma colecdo de numeros. Essa
construcdo concedeu certa liberdade para a compreensao da Variavel, uma vez que passa a ser
dotada da capacidade de se realizar operacgdes préprias no dominio discreto.

Portanto, o par dialético permanéncia-fluéncia se configura como elemento crucial
para a compreensdo das transformacbes do pensamento na tentativa de estabelecer
representacfes sobre o movimento dos fendmenos na realidade objetiva. Somado as
construcOes teodricas sobre o Numero e o Infinito, o embate sobre a consideragdo do
Movimento envolveu o esforco de inimeros personagens ao longo de séculos de producédo
matematica e desencadeou a elaboracdo dos conceitos fundamentais a formalizacdo da
Continuidade.

O conceito de Variavel em si carrega a necessidade humana de se considerar 0s
fendmenos em seu devir. A dificuldade advinda da escola grega em se formular ideias sobre
variabilidade é fruto do impasse da determinacéo de relacBes entre continuo e discreto e entre
infinito e infinitésimo. Somente com o limiar de ressignificacdo destas relacdes, aliado ao
desenvolvimento de um aparato simbolico da algebra, é que foi possivel construir uma

representacdo formal sobre variabilidade.

O carécter contraditério do conceito — a varidvel é e ndo é cada um dos
elementos do conjunto — deu origem a que a sua introdugdo na Ciéncia seja
relativamente recente. Pelo seu carater essencial — sintese do ser e ndo ser —
ela sai fora daquele quadro de ideias que quer ver na Realidade uma
permanéncia e irrompe ligada & corrente de pensamento que, expressa ou
tacitamente, vé na fluéncia a primeira das suas caracteristicas (CARACA,
1958, p. 128).



147

Esse entendimento sobre a Variavel também agrega significados sobre a elaboragéo do
conceito de Fungdo. Segundo Caraca (1958), a relacdo de interdependéncia entre as variaveis
se constitui como representacao das leis objetivadas por meio de expressdes analiticas. Assim,
“o conceito de fungdo permite estabelecer uma correspondéncia entre as leis matematicas e as
leis geométricas, entre as expressdes analiticas e os lugares geométricos (conjuntos de todos
os pontos que gozam de uma mesma propriedade)” (CARACA, 1958, p. 139).

O resultado desse processo pode ser percebido no modo como a Continuidade passou
a ser entendida como aspecto fundamental para o estudo de uma funcéo, ou seja, para a
compreensdo dos fendmenos em movimento. A relagdo entre Funcdo e Continuidade traz
implicagbes importantes para o ambiente pedagogico e serd abordada com profundida na

préxima secao.

5.4. O Par Dialético Pontual-Geral

Durante as sec¢Oes anteriores deste capitulo, pudemos perceber que historicamente o
conceito de Continuidade € resultado da producdo do pensamento sobre questfes que estavam
ligadas a fendbmenos que envolvem a conceitualizacdo de Numero, Infinito e Movimento. De
certa forma, as categorias analisadas até aqui estdo intimamente ligadas uma nas outras, uma
vez que ha entre elas uma interacdo dialética que une (e separa a0 mesmo tempo) 0s
objetos/cernes que as constituem.

No entanto, nesta subsecdo nos proporemos a analisar relacbes que também estéo
pautadas no desenvolvimento histérico da Continuidade, mas que sdo evidenciadas
particularmente no ambito pedagdgico. O objetivo aqui é identificar o modo como se estrutura
0 par dialético pontual-geral na constituicdo da Continuidade e seus reflexos para a
abordagem deste conceito em sala de aula. Além disso, refletiremos como esta relacdo
também esté diretamente ligada ao embate epistémico entre rigor-intuicéo.

Conforme ja abordado na secdo 3 (trés), ao se tratar da abordagem da Continuidade
em ambito pedagogico, percebe-se, em geral, a auséncia de seu tratamento no ensino basico e
a énfase em temas ligados a Continuidade Pontual de uma Fun¢do em disciplinas de Célculo.
Isso implica dizer que ha uma valorizagdo no ensino de técnicas e operagbes com a
Continuidade via Limite, no qual relega uma abordagem global da Continuidade as
disciplinas de Anélise. Além disso, nesse contexto, Aparacio e Cantoral (2003) chamam a
atencdo também para a pouca significacdo dada a analise das descontinuidades. Estas relaces

podem ser exemplificadas a seguir (Figura 9).
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Continuidade

Continuidade Continuidade Descontinuidade

Pontual (CP) 5 Global (CG) 5 Pontual (DP)
lim £(x) = f(a) Tabl > R Negacdo Légica
x—-a f:la,b] de CP

Figura 9: Estrutura de Ensino da Continuidade
Fonte: (APARICIO; CANTORAL, 2003, p. 342)

A ideia de Continuidade Pontual esta assentada, sobretudo, na definicdo elaborada por
Cauchy em alus&o ao estudo do comportamento de fun¢des. Como mencionado no Capitulo 3,
essa forma de se compreender a Continuidade traz em si a significacdo do conceito de Limite
e sua potencialidade na investigacdo de aproximacdes infinitesimais de uma variavel numa
vizinhanca de determinado ponto (lim,,, f(x) = f(a)). Consequentemente, a
Descontinuidade Pontual é atribuida a qualquer situacdo que foge aos critérios estabelecidos
na definicdo de Continuidade Pontual. Ja com relacdo a Continuidade Global, esta diz respeito
ao modo como a Continuidade é formalizada com base na conceitualizagdo proposta por
Dedekind (f: [a, b] = R).

No decorrer da secdo 3 (trés), mostramos que a estrutura curricular de cursos de
Licenciatura em Matematica de instituicGes publicas do estado de Sdo Paulo tende a priorizar
o tratamento da Continuidade Pontual em disciplinas de Calculo e Anélise. Segundo Aparicio
e Cantoral (2003), esse tipo de proposta curricular conduz a apropriacdo de elementos
técnicos e operatorios da Continuidade a partir de uma analise infinitesimal no entorno de um

ponto, via Limite.

Em muitos livros universitarios atuais se apresenta de forma habitual
primeiro a definicdo de continuidade de uma funcdo em um ponto relativa a
um ponto interior de um conjunto, em geral, aberto. Apds este conceito se
passa regularmente a conservacdao da continuidade pontual ao operar com
fungdes continuas, e geralmente se apresentam condigdes necessarias,
condigdes suficientes e condigdes necessérias e suficientes para assegurar a
continuidade. Caso contrario, tem-se a ndo continuidade em um ponto ou
descontinuidade da funcdo nesse ponto. Pode-se dizer que varios autores
escolhem algumas das caracterizagbes como definicdo de continuidade,
embora a mais frequente seja a relacionada ao limite, como tal ou em termos
de epsilon-delta (PINEDA, 2012, p. 29, traducéo nossa).
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O resultado disso é a desencadeamento de problemas conceituais sobre a percepcao
conceitual da Continuidade (VASQUEZ et al, 2000; COBIANCHI, 2001; APARICIO;
CANTORAL, 2003; PINEDA, 2012). Como exemplo, esses problemas estdo relacionados a
dificuldade na producédo de significados sobre a Continuidade por estudantes, que conduz a
interpretacdes sobre a suficiéncia dos critérios estabelecidos na Continuidade Pontual para
uma generalizagdo conceitual. Segundo Pineda (2012),

A continuidade global é apresentada [assim] como um subproduto obtido a
partir da afirmagdo de continuidade em cada um dos pontos de um
subconjunto em que € definido ou de todos os R. Isto é, uma funcdo é
continua em um conjunto, se e somente se for continua, em cada um dos
pontos do conjunto (PINEDA, 2012, p. 29, tradugdo nossa).

Esse tipo de interpretacdo conduz a dificuldades na producéo de sentidos sobre a
Continuidade Global. Mas, afinal, onde se pretende chegar com essa afirmacédo? Em nosso
entendimento, o ponto central desta questdo estd no consideracdo do par dialético pontual-
geral.

Essa interacdo entre o pontual e o geral estd no amago da construcdo histéria da
matematica. A interagdo entre atividade préatica e producdo do pensamento se efetiva na busca
pela satisfacdo de necessidades pontuais, ou seja, na solucdo de problemas particulares. No
entanto, é através de tentativas de generalizacdo de determinadas caracteristicas destas
solucBes que a matematica se desenvolveu. Em sintese, a interacdo pontual-geral se efetiva
por meio da relacéo singular-particular-universal (OLIVEIRA, 2005).

Essa relacdo tem como fundamento a compreensdo dialética da sintese de
determinacdo que carrega o singular da universalidade, ou entdo, o universal na singularidade.
Dentro desta visdo, o singular pode ser entendido como um conjunto de caracteristicas
préprias de um evento, objeto ou individuo que esté inserido num contexto histérico-cultural.
Ja o universal pode ser entendido como um aglomerado de caracteristicas que definem um
grupo de singularidades. Dessa forma, a dialética singular-particular-universal se constitui na
“compreensao de como a singularidade se constr6i na universalidade e, ao mesmo tempo e do
mesmo modo, como a universalidade se concretiza na singularidade, tendo a particularidade
como mediag¢ao” (OLIVEIRA, 2005, p. 26).

Para descrever tal relagdo, Oliveira (2005) discorre que

Engels em A dialética da Natureza (1979, p.182-183) utiliza 0 exemplo do
atrito que produz calor, ao fazer uma detalhada interpretacdo materialista da
teoria do juizo em Hegel, na qual a relacdo singular-particular-universal é
um elemento central. Trata-se dos juizos feitos por um determinado sujeito
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sobre a producdo do calor obtido através do atrito. Este calor é o produto
imediato adquirido, por esse sujeito, nessa sua acao de atritar. Acumulando
experiéncias semelhantes, esse sujeito emite o juizo desse ato singular: “o
atrito gera calor”. Com a continuidade das experiéncias, 0 juizo é
reelaborado num nivel de maior amplitude do que o ato singular que deu
origem ao primeiro juizo, pois se refere ndo mais ao ato do atrito grando
calor, mas ao fato de que uma forma particular de movimento (0 mecénico)
pode transformar-se, em determinadas circunstancias (no caso, o atrito), em
uma outra forma de movimento (no caso, o calor). Com a continuidade de
sua agdo e o0 aumento cada vez maior de sua complexificacdo, o sujeito passa
a deduzir, considerando os juizos anteriores, um terceiro juizo de amplitude
ainda maior, amplitude essa que, no caso em questdes seria denominada
universal. Assim, o terceiro juizo reza que toda forma de movimento esta
apta