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“[...] Imagination is more important than knowledge.

For knowledge is limited,

whereas imagination embraces the entire world,
stimulating progress, giving birth to evolution.

It is, strictly speaking, a real factor in scientific research.”

(Albert Einstein)






RESUMO

MASCARIN, ISIS F. Distribuicoes discretas zero-modificadas para modelar dados de con-
tagem zeros faltantes. 2020. 139 p. Dissertagao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinsti-
tucional de P6s-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacao,
Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

A andlise de dados de contagem ocupa um importante lugar dentro da estatistica aplicada, uma
vez que muitos problemas reais sdo expressos em termos de enumeracdes. Frequentemente,
conjuntos de dados de contagem apresentam discrepéancias na frequéncia da observacao zero,
que pode ser alta ou baixa, e assim refere-se ao conjunto de dados como zero-inflacionado ou
zero-deflacionado, respectivamente. Além disso, existem situacdes onde a observacio zero nao
ocorre nos conjuntos de dados e, muitas vezes, modelos zero-truncados sao inadequadamente
considerados, visto que hd uma probabilidade positiva (e ndo nula) para ocorréncia de tal evento,
embora este nio tenha ocorrido. Esta dissertacdo tem como objetivo principal apresentar o
procedimento de estimag¢do dos parametros das distribui¢des zero-modificadas em situacdes em
que a frequéncia da observacgado zero nos conjuntos de dados € nula e a probabilidade de ocorréncia
de tal valor € positiva (zero-deflacionada). A metodologia proposta considera a estimacao de
zeros faltantes no conjunto de dados formado apenas pelas observagdes positivas, tal que o
conjunto de dados aumentados (adicionando-se os zeros estimados) pode ser explicado por uma
distribuicdo tradicional. Métodos dos momentos e da maxima verossimilhanga sdo considerados
para o procedimento de estimac¢do por meio do algoritmo de estimacao-maximizacdo. Estudos de
simulagdo e com dados artificiais sdo utilizados para avaliacao das propriedades dos estimadores
e estimativas obtidas. Conjuntos de dados reais que apresentam diferentes casos de zero-

modificacio também sdo analisados.

Palavras-chave: distribuicoes zero-modificadas; dados zero-deflacionados; zeros faltantes;

estimador de médxima verossimilhanca; algoritmo EM.






ABSTRACT

MASCARIN, ISIS F. Zero-modified discrete distributions for modeling missing zeros count
data. 2020. 139 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2020.

The analysis of count data takes an important place in applied statistics, since many real problems
are expressed in terms of counts. Frequently, count data sets have discrepancies in the frequency
of the zero observation, which may be high or low, and in these cases the set is referred as zero-
inflated or zero-deflated, respectively. Besides, there are situations where the zero observation
does not occur in the data set, and often zero-truncated models are inadequately considered, since
there is a positive probability (and not a null one) for such event, although it has not occurred.
The main aim of this dissertation is to present the procedure for parameter estimation of the
zero-modified distributions in situations where the frequency of zero observation in the data set is
zero and the occurrence probability of this same value is positive (zero-deflated). The proposed
methodology considers the estimation of missing zeros in the data set consisting only of positive
observations, such that the increased data set (with the estimated zeros included) can be explained
by a traditional distribution. Moments and maximum likelihood methods are considered for the
estimation procedure using the estimation-maximization algorithm. Simulation and artificial
data studies are used to evaluate the properties of the estimators and estimates obtained. Real

data sets with different cases of zero-modification are also analyzed.

Keywords: zero-modified distributions, zero-deflated data, missing zeros, maximum likelihood

estimator, EM algorithm.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Conjuntos de observacdes que apresentam-se como contagens sdo bastante comuns em
problemas estatisticos aplicados a diversas dreas da ci€ncia, fazendo-se necessario uma anélise
adequada, por meio de distribuicdes discretas, das informagdes que estes dados podem fornecer.
A adocio de modelos, por exemplo a distribuicio Poisson — descrita primeiramente em Poisson
(1837) como caso limite da distribui¢do Binomial — para analisar dados de contagens, inclui
desde trabalhos mais antigos até técnicas mais recentes, como pode ser visto em trabalhos como
Richardson (1944), King (1989), Frome (1983) e Robinson, McCarthy e Smyth (2010).

Apesar de muito popular na andlise de dados de contagem, o modelo Poisson pode nao ter
o melhor ajuste devido a sua suposi¢do de igualdade entre média e variancia, caracteristica que é
bastante restritiva e facilmente violada. Neste caso, o modelo Binomial Negativo, por exemplo,
permite mais flexibilidade na acomodagdo da variabilidade e é frequentemente utilizado como
alternativa (JIANG et al., 2017). Os trabalhos de Paul e Plackett (1978), Gardner, Mulvey e Shaw
(1995) e Lawless (1987) sdo exemplos de estudos sobre inferéncia utilizando misturas Poisson,
especialmente representadas pela Binomial Negativa, de forma a acomodar sobredispersao (isto

€, quando observa-se variabilidade maior que a média).

Com o reconhecimento de certas particularidades dos dados, uma ampla classe de
distribui¢cdes pode ser derivada a partir de séries de poténcias, proporcionando a existéncia de
outras familias de distribui¢cdes de probabilidade discretas tais como a familia de distribui¢cdes
Série de Poténcia (PS)! e modificagdes desta (ver Gupta (1974), Consul (1990) e Consul e

Famoye (2006)), podendo ser aplicadas em diversos casos (ver também Joshi (1975)).

Uma caracteristica importante, verificada em diversos conjuntos de dados, € a discre-
pancia na frequéncia da observagdo k, em que k =0, 1,2,.... Em situacdes em que a frequéncia
dos valores observados em uma amostra € diferente da esperada pela distribui¢do tradicional

assumida para a modelagem dos dados, recomenda-se utilizar distribui¢cdes k-modificadas, que

' Do inglés Power Series.
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sdo capazes de alterar as probabilidades — principalmente da observacdo k (CARVALHO,
2017). Para divergéncia na frequéncia da observacdo zero (isto €, para k = 0), a situagdo €
denominada zero-modificada e é de interesse deste trabalho. Quando assume-se probabilidade
alta de zero comparada a distribui¢do original, tem-se o caso de conjunto de dados de contagem
zero-inflacionado; ao remover-se a probabilidade de ocorréncia de zero, define-se o modelo
zero-truncado; e no caso em que tal probabilidade € baixa, observa-se o caso zero-deflacionado.
A discrepancia que ocorre na classe de contagem de zero pode decorrer, segundo Dietz e Bohning

(2000), das seguintes situagdes:

1. Nem todos os membros da populagdo de estudo sdo afetados pelo processo, o que causa

zero-inflagdo devido a resposta zero de membros nao afetados.

2. Certos problemas inevitdveis decorrentes do processo de amostragem levam a uma chance
aumentada ou diminuida de membros de zero-contagem da populacio serem selecionados

na amostra, o que causa zero-inflacdo ou zero-deflacio, respectivamente.

3. Um caso extremo da situacdo anterior, quando nao hd nenhuma chance de conseguir uma
observagao zero na amostra, que neste caso € truncada em zero, e cuja distribuicao dos

dados amostrais € uma distribui¢io positiva.

4. Uma combinacdo dos casos 1 e 3, em que se tem uma subpopulagdo gerando dados
que possuem distribuicao positiva, enquanto a populacdo complementar nio € afetada,

fornecendo observagdes de contagem zero.

Casos de zero-modificacio na distribui¢do Poisson, por exemplo, foram abordados em
trabalhos como o de McKendrick (1926), Umbach (1981) e de Xie e Aickin (1997), no que diz res-
peito principalmente as situacdes zero-truncadas; por Lambert (1992) no caso zero-inflacionado
e de forma mais geral por Dietz e Bohning (2000). Em Concei¢do (2013) € apresentada a familia
de distribuicdes Série de Poténcia Zero-Modificada (ZMPS)? que inclui um pardmetro de modi-
ficacdo das probabilidades em relagdo a uma PS tradicional, principalmente da probabilidade
da observagdo zero, a qual apresenta como casos particulares as distribui¢cdes Série de Potén-
cia Zero-Inflacionada (ZIPS)3, Série de Poténcia Zero-Truncada (ZTPS)* e Série de Poténcia
Zero-Deflacionada (ZDPS)°.

Zeros em excesso frequentemente sdo considerados como uma causa de sobredispersao.
Modelos hurdle (ou com barreira), cuja proposta inicial foi feita por Cragg (1971), foram
desenvolvidos para lidar com dados zero-inflacionados que apresentam subdispersdo (variancia
menor que a média) ou sobredispersdo. Capazes de tratar alta ocorréncia de zero nos dados, sdo

modelos com duas partes, que combinam os zeros gerados de uma distribuicao com resposta

Do inglés: Zero-Modified Power Series.
Do inglés: Zero-Inflated Power Series.
Do inglés: Zero-Truncated Power Series.

2
3
4
> Do inglés: Zero-Deflated Power Series.
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bindria (zero ou nao zero) com as observagdes positivas geradas por uma segunda distribui¢cao
zero-truncada (CAMERON; TRIVEDI, 1998).

Dados de contagem que contém sobredispersdo e excesso de zeros foram analisados nos
diferentes trabalhos de Gurmu e Trivedi (1996), Mullahy (1986) e Dalrymple, Hudson e Ford
(2003), considerando os modelos Poisson e Binomial Negativo e incluindo suas versoes hurdle.
Entre outras propostas que exploram modificagdes em distribui¢cdes de contagem tradicionais
de forma a permitir que as probabilidades de realizagdes zero e ndo-zero sejam diferentes das
esperadas pelas respectivas distribui¢des tradicionais, e capazes inclusive de modelar dados que
apresentam sobre- ou subdispersao, podem ser citados Chin e Quddus (2003), Hu, Pavlicova e
Nunes (2011) e Coly et al. (2016).

Em particular, existem situacdes em que a observac¢ao zero nao ocorre nos conjuntos de
dados. Na situacdo em que ha uma probabilidade positiva (e ndo nula) para ocorréncia de tal
observacao e esta ndo ocorreu, a suposi¢do de modelos zero-truncados € inadequada. Trabalhar

tal cenario € o foco deste trabalho.

1.1 Motivacao

H4 diversos cendrios em que o conjunto de observagdes considerado constitui-se de
dados de contagem. A ndo observacao de zeros, quando este € um valor possivel, pode ocorrer,
por exemplo, em virtude de problemas de amostragem, tais quais variabilidade e/ou instabilidade
dos dados ao longo do processo de amostragem, ou ainda inveracidade e incompletude das
observacdes registradas; ou em consequéncia de erros ndo amostrais, que podem decorrer de
ndo observacdo por dificuldades de cobertura ou coleta (BOLFARINE; BUSSAB, 2005). Outras
situagdes que podem motivar a discrepancia nas classes de contagem de zeros sao descritas em
Dietz e Bohning (2000).

O trabalho de Li, Zhang e Wang (2019) propde um método computacional de aprendizado
de mdquina para classificagdo de imagens e contém uma aplicacdo que pode ser usada para
exemplificar o caso em que a frequéncia de zero € nula devido a um erro de classificacao.
Os autores apresentam amostras cujas imagens foram classificadas erroneamente segundo as
caracteristicas (rotulos) utilizadas. Na Figura 1, as contagens das espécies representadas pelas
caixas em azul foram positivas devido ao erro de classificacdo do algoritmo; na verdade as
frequéncias observadas sdo zero, pois os passaros pertencem as espécies representadas nas caixas
em vermelho da figura. Assim, pode-se concluir a partir da Figura 1 que o conjunto de dados
que consiste nas contagens de espécies de pdssaros teve apenas frequéncias positivas, € 0 zero

ndo apareceu na amostra devido a um erro de classificagao.
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Figura 1 — Amostras de classificacdo incorreta de imagens de pdssaros, cujo algoritmo considera apenas
caracteristicas em nivel de espécie. Nesta figura, as imagens nas caixas azuis sdo imagens
classificadas incorretamente, e os rétulos previstos dessas imagens (em caixas azuis) sao
fornecidos por uma amostra (imagens em caixas vermelhas) nas linhas correspondentes.

Brewer blackbird

Nighthawk

Henslow sparrow Fox sparrow

Fonte: Adaptada de Li, Zhang e Wang (2019).

A adocgdo de procedimentos de estimag@o em que a probabilidade de zero € considerada
inadequadamente como nula, quando esta € positiva, pode gerar estimativas viesadas ou tenden-
ciosas, subestimando ou superestimando sistematicamente o parametro de interesse. Quando
aplicados a problemas préticos, tal informacao equivocada pode levar a decisdes com impactos
negativos (ver, por exemplo, Volo (2004), Kelly e Haidet (2007) e Rossi e Martins (2010)).

Como exemplo de aplicac@o para o procedimento desenvolvido neste trabalho, pode-se
considerar uma pesquisa cujo interesse € registrar a frequéncia de observacgdo de certa espécie de
animal em uma regido especifica. E preciso levar em consideracio na andlise dos dados também
a probabilidade positiva de auséncia desta espécie, pois ainda que seja registrada somente
sua presenca, hd a possibilidade, entre outros, de migracdes sazonais ou captura. A estimagao
adequada dos parametros da distribuicdo de probabilidade permite fazer inferéncias corretas,
por exemplo, sobre o nimero médio de exemplares da espécie em toda a regido em diferentes

estacdes, ou a identificacdo de espécies tnicas em habitats particulares (veja Risely (2018)).

Outra situagdo a ser considerada se refere ao processo de contagem da frequéncia
de acidentes em determinado trecho de rodovia. Tal como colocado por Shankar, Milton e
Mannering (1997), existe a preocupagdo na distin¢do de trechos que sdo realmente seguros
(aproximadamente zero acidentes) daqueles que s@o perigosos mas ocorre o registro de zero

acidentes observados durante o periodo em consideracdo que da origem a amostra, cuja andlise
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por meio de distribui¢des usuais pode produzir estimativas viesadas. Em uma amostra na qual
somente ha registros de frequéncias maiores que zero acidentes para o trecho de rodovia em
questdo, levar em consideracdo a probabilidade de ndo ocorréncia de acidentes na correta
modelagem do problema contribui, por exemplo, na predicao da frequéncia de acidentes, que
pode ser incorporada em medidas tomadas por parte do sistema de gerenciamento de seguranca.
Além disso, o “zero-acidente” pode ser consequéncia da severidade — pequenos acidentes
podem sequer ser relatados. Por outro lado, apenas observagdes positivas de acidentes pode
ocorrer por ndo ser levado em consideracao o nivel de gravidade e qualquer ocorréncia seja
registrada. Ha também a possibilidade de “quase acidentes” que possam indicar um risco do
trecho da estrada, embora nenhum acidente tenha sido verificado; ou seja, o “zero-acidente”
pode ser verdadeiramente sua ndo ocorréncia ou um acidente considerado de pouca gravidade ou
apenas um “quase-acidente”. Assim, a correta modelagem de zero-deflagc@o, especialmente em
um conjunto que consiste apenas de observagdes positivas, permite inferéncias adequadas para

esta situacao.

Pode-se citar também o trabalho de Heijden er al. (2003), que trata do problema de
estimacao do tamanho de uma populacdo de interesse com base apenas em dados zero-truncados.
E mencionada na referéncia a aplicacdo que busca estimar a populacio de imigrantes ilegais
em certo pais com base nos registros policiais, que contém informagdes sobre aqueles que
foram apreendidos pela policia. Os dados sdo incompletos, pois 0os imigrantes ilegais que
nunca foram apreendidos nio sao registrados. O mesmo ocorre com a populacdo que sofre
de determinada doenga, para a qual a estimacgdo € feita com base nos registros de pacientes
que consultaram médicos. Outro exemplo € o que busca estimar o nimero de pesquisadores
trabalhando em determinada drea levando-se em conta o nimero de publicagdes ou patentes; ou
ainda a estimacdo do nimero de clientes potenciais de uma rede de hotéis segundo o registro
de reservas de clientes. Em todas as aplicacdes descritas, uma observacao zero nao pode ser
registrada devido a natureza da coleta dos dados e sdo, desta forma, zero-truncados. Porém, a
probabilidade da observagdo zero € positiva no contexto geral. Nestes casos, considerar modelos
inadequados pode levar a subestimacao do verdadeiro tamanho populacional. Outros trabalhos
que discutem sobre o tema sdo, por exemplo, Puza et al. (2008), Bohning e Heijden (2009) e
Heijden, Cruyff e Bohning (2014).

H4 diversos outros exemplos que podem ser considerados em que a proposta deste
trabalho se faz pertinente, buscando informar de maneira adequada a probabilidade de ocorréncia
de zero a partir de um conjunto no qual este valor ndo foi observado, mas poderia ser. A andlise
adequada para esta situagcao permite que as inferéncias realizadas sejam apropriadas nos contextos

praticos.
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1.2 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo apresentar o procedimento de estimacio dos parametros
das distribui¢des zero-modificadas em situagdes em que a frequéncia de observagdes zero nos
conjuntos de dados é nula e a probabilidade de ocorréncia de tal valor € positiva (situagao
zero-deflacionada). A Figura 2 sumariza o procedimento de modelagem em dados de contagem

e destaca o caso de interesse deste trabalho.

Figura 2 — Sumdrio de procedimentos para modelagem de dados de contagem.

Dados de Contagem J

Interesse: W
Zeros Amostrais J

l

Distribui¢@o Distribui¢do Distribui¢do -
.. Nao
Zero- Série de Zero- Observado
Inflacionada Poténcia Deflacionada
Distribuigao P(Y=0)>0 Distribui¢ado
Zero- Zero-
Truncada? Deflacionada
Estimar ng, tal
Distribuicao que Y, ~ PS
ZMPS
v
Obter [i e
¢ da PS

Fonte: Elaborada pelo autor.

Foram considerados métodos classicos para o procedimento de estimagdo dos parametros
da distribuicdo ajustada, tais como o algoritmo Estimacio-Maximizag¢do (EM), utilizando
distribui¢des zero-modificadas adequadas para cada caso analisado. O contetdo inclui o estudo
das familias de distribuicoes PS e ZMPS, cuja definicdo se d4 por modificar, principalmente,
a probabilidade de ocorréncia de zero das distribuices PS tradicionais (CONCEICAO, 2013;
CONCEICAO et al., 2017). Além disso, é apresentada sua versdo hurdle, a partir da qual
foram desenvolvidos os cdlculos para obten¢do dos estimadores de maxima verossimilhanca dos

parametros da distribuicio ZMPS.

Buscando avaliar a eficicia do procedimento de estimacgdo a partir do algoritmo EM,

conjuntos de dados contendo observacdes zeros disponiveis na literatura também foram conside-

® Do inglés: Estimation-Maximization.



1.2. Objetivo 31

rados. Assim, € possivel comparar a(s) estimativa(s) do(s) parametro(s), bem como o tipo de

zero-modificacio existente nos conjuntos de dados.

A estrutura do trabalho € tal qual a relacionada a seguir. No Capitulo 2, lista-se notagdes
e defini¢cdes preliminares da familia de distribui¢des PS, e que sdo utilizadas ao longo do
trabalho; descri¢ao sobre o modelo zero-modificado proposto por Concei¢ao (2013) (veja também
Conceicgao et al. (2017)) também € apresentada, bem como a versao hurdle da distribuicio ZMPS,
suas caracteristicas e aspectos inferenciais via procedimentos de mixima verossimilhanga e
método dos momentos. O Capitulo 3 destaca aspectos sobre a distribuicdo ZDPS e o caso
de interesse deste trabalho, além de metodologia de estimacdo de médxima verossimilhanga
dos parametros deste modelo utilizando o algoritmo EM. Estudos de simulac¢io considerando
as distribui¢cdes Poisson, Binomial e Geométrica, e aplicacdo em conjuntos de dados reais
sao apresentados, respectivamente, nos Capitulos 4 e 5. Por fim, no Capitulo 6, sdo feitas
as consideracdes quanto a metodologia desenvolvida neste trabalho bem como as conclusdes
obtidas.

A implementa¢do computacional dos c6digos empregados para a realiza¢do do estudo
aqui apresentado foi feita utilizando-se o Software R (R Core Team, 2017). Alguns c6digos com-
putacionais foram executados em um computador pessoal com processador Intel(R) Core(TM)
15-5200U CPU @ 2,20GHz com dois nicleos e 8GB de RAM e sistema operacional Windows
10 de 64 bits. Os demais codigos foram executados com o auxilio dos recursos de HPC dispo-
nibilizados pela STI da USP, via Cluster Aguia constituido por 128 servidores fisicos com 20
nicleos e 512 GB de RAM, processador Intel(R) Xeon(R) CPU E7- 2870 @ 2,40GHz e um
Filesystem com 256 TB para arquivos tempordrios (HPC-STI-USP, 2019). A principal motivagdo
para uso deste ultimo recurso foi a possibilidade de execucao de varios cddigos em paralelo.
Dada a natureza dos cédigos, ndo foram verificadas diferencas significativas entre os tempos de

execucdo para aqueles executadas no computador pessoal e aqueles executadas no Cluster.
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CAPITULO

CONCEITOS E NOTACOES PRELIMINARES

2.1 Distribuicoes da Familia PS

A classe de distribui¢des PS € uma ampla classe de distribuicdes discretas, construidas a
partir de uma série de poténcia, e inclui diversas das distribui¢des mais comuns (JOHNSON;

KEMP; KOTZ, 2005). Defini¢des e algumas caracteristicas sdo introduzidas a seguir.

Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo PS com pardmetro de média 4t > 0 e

parametro de dispersdo ¢ > 0. A funcdo massa de probabilidade de Y € definida por:

aly,¢)g(u,¢)
flu,0)

”pS(Y§H»¢): yef%a (21)
cujo suporte % é o subconjunto dos inteiros {s,s+ 1,s+2,...}, com s > 0; a(y,¢) é uma

funcdo positiva, e f(1,9) e g(u, @) sdo fungdes positivas finitas e duas vezes diferencidveis,

com f(1£,0) = ¥ a(y,0)g(u,#)” (CORDEIRO; ANDRADE; CASTRO, 2009). A Tabela
ye s
1 apresenta as funcdes a(y, ), f(u,0) e g(u,¢) para algumas distribuicdes da familia PS,

cujo suporte se inicia em zero, a saber: distribui¢des Poisson (P), Poisson Generalizada (GP)',
Geométrica (G), Binomial (B), Binomial Negativa (NB)? e Binomial Negativa Generalizada
(GNB)*.

A média e a variincia de uma varidvel aleatéria Y com distribuicao PS sdo dadas por:

_ S(u,9)g(1,9)
f(u,9)g' (1. 9)

E(Y)=pu V(Y)=0>= (2.2)

em que f’ e g’ referem-se as derivadas das fun¢des com relagdo a i (GUPTA, 1974).

Do inglés: Generalized Poisson.
Do inglés: Negative Binomial.
Do inglés: Generalized Negative Binomial.

2
3
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Tabela 1 — Distribui¢des da familia PS cujo suporte se inicia em zero.

PS  Distribuigao a(y,9) fu,9) 8(1,9) &N
P Poisson % et u 1 {0,1,...}
y—1 _ - -
GP  Poisson Generalizada % et (1) % {0,1,...}
G Geométrica 1 1+pu ﬁ {0,1,...}
m
B Binomial (';) (ﬁ) m“f“ {0,1,...,m}
. . . (¢+ -9

NB Binomial Negativa y<!r(¢y)) (u%) ““T(p {0,1,...}

GN Binomial = Negativa VI (¢y+Vv) ¢—1+y - 1 o1+ -t 0.1
Generalizada YIT(py—y+v+1) O+ oty \ oty {0.1,..}

Fonte: Conceicao (2013).

Pode-se obter os momentos populacionais de ordem r (r > 1) para uma varidvel aleatéria
Y com distribuicdo PS fazendo-se:

m(" Zy s L, 0)

— Z ra (yaq))g(.ua(])) )

2.3
Y (w0) *)

Ressalta-se que o momento populacional de ordem 1 é mg) =E(Y)=pu.

Para obter os momentos recorrentes de ordem r+ 1 (GUPTA, 1974), pode-se reescrever
a equagao (2.3) como:

=Y ya(y,¢)s(u,0).
y=0

Diferenciando com respeito a U, segue que:

f(u, ¢) my +f Zy a(y, o ’(P)]y—lg/(u’(z))
= r+l yg/(“a(z)).
y;)y a0 9)8(, 0)" 0 5y
ou ainda,
s(u,9) o,
g1, 9) {f (1, @)m + (s, } Zy a(y,¢)g(i, )" (2.4)

Ao multiplicar e dividir o segundo termo da equag@o (2.4) por f(u, @), tem-se que:

g(.u* ¢) _ - r la(y7¢)g(ua¢)y .
S {7/, 0)mD) + fla o) }—ygow SEEL fu.0):

isto €,

- y
{7 oy s st gyml()} = Ly L DAEEE,
y=0 )
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ou seja, «
r K, / (r) 1(r)
]E(Y +1)_ ( ) 7(])) { pS ‘I‘f(,u,(]))mps}
s e 9) g’( ,¢) >

Usando-se as equagdes (2.2), pode-se reescrever os momentos recorrentes de ordem r+ 1

para uma varidvel Y com distribuicdao PS como:

mi ) = um) + &%y

A versdo zero-truncada da distribui¢do PS apresentada pela equacgdo (2.1), definida como
distribui¢ao ZTPS (CONCEICAO, 2013; CONCEICAO etal.,2017), é dada por:

PS(y u’ ) {1_ ( )}

Tyrps (Vi 1L, 0) = =7, (010, 0)
_a(.9)g(u.9)
“Fuwo)-a.gyt 1O
_aly,9)g(u, )
o fue) - =100,
em que I(y) é a funcdo indicadora tal que
)= 70 (2.6)

0, caso contrario.

Nota-se que a distribui¢do ZTPS acarreta em probabilidade nula quando y = 0.

A média e a variancia da varidvel aleatdria ¥ com distribui¢cao ZTPS sdo dadas por:

. I
e _1 - nps(O;.ua ¢)
I, 9)g(u, ¢

T8 (W, 0)(f(1,9) — 1)
.y f(u,9)
f(‘LL,¢))—1
) s (w9 o) [ (F(1.9))
%orrs = g 0) F1,9) 1) {f 0= i) (f(u,¢)(f(u,¢)—1))}
o (s e)
‘f(u,¢)—1(f(“’¢) “f(u,m—l)'

No cendrio de poucos ou muitos zeros na amostra (situacdes zero-deflacionada e zero-
inflacionada, respectivamente), o uso da distribuicdao PS tradicional ndo é apropriado. Neste
contexto, distribui¢des discretas mais gerais tém sido propostas. Concei¢do (2013) (ver também
Conceicao et al. (2017)) propds a familia de distribuigcdes ZMPS, que € uma ampla familia de

distribui¢des e bastante flexivel, a qual serd apresentada a seguir.
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2.2 Distribuicoes da Familia ZMPS

Ha situacdes em que a frequéncia observada de zeros em uma amostra ¢ muito diferente
(alta ou baixa) da esperada ao considerar uma distribui¢ao discreta tradicional para explicar o
comportamento destes dados. Quando o conjunto de dados apresenta alta (baixa) frequéncia de
zero, este € dito ser zero-inflacionado (zero-deflacionado) e na situagdo em que o conjunto de
dados ndo contém a observacao zero, este pode ser zero-truncado ou até mesmo zero-deflacionado.
Em tais situacdes, recomenda-se a utilizacdo das distribui¢des zero-modificadas, capazes de
produzir uma andlise mais refinada das observagdes e explicar corretamente a ocorréncia de zero.
Em outras palavras, a familia de distribuicdes ZMPS € capaz de acomodar de forma adequada
dados de contagem com qualquer tipo de zero-modificagao (ver Concei¢ao (2013); Conceigao et

al. (2017)). Sua defini¢do e caracteristicas sdo apresentadas a seguir.

Considere Y uma varidvel aleatoria definida nos inteiros nao negativos, cuja distribui¢ao
pertence a familia de distribui¢cdes ZMPS, com modificacio principalmente na probabilidade de

zero da distribuicdo PS tradicional. Entdo Y tem fung@o massa de probabilidade definida por:

Tws Vsl 0, p) = (1= p)I(y) + prs (v, 9),  y€E .,

em que o suporte <% € o subconjunto dos inteiros {0, 1,2,...}, p é o parAmetro de modificagdo

das probabilidades da distribuicdo PS tradicional, satisfazendo a restri¢dao

e I(y) é a funcdo indicadora tal qual definida pela equagdo (2.6).

A principal diferenca entre a distribuicio ZMPS e uma distribuicao de mistura tradi-
cional reside no fato de que o pardmetro p pode assumir valores maiores que 1 na distribui¢ao
ZMPS. Além disso, a ZMPS apresenta flexibilidade, dado que diferentes valores de p resultam
em diferentes distribuicdes, ao levar-se em consideracdo a proporcao de zeros “faltantes” ou

“adicionais’:
nZMPS(O;:ua(pap) - EPS(O;‘U,(D) :1 _p+pnps(o’uu7¢> - ﬂPS(O;‘LL,(P)
:(l_p)(l_ﬂps(O;.uv‘P))- 2.7

A partir da equacao (2.7), para os possiveis valores de p, tem-se as seguintes situacoes:

e p=0:m7,,,(0;u,¢,p) =1, eentdo xw,, . (v; 14,9, p) é uma distribui¢do degenerada no

ZMPS
ponto com toda a massa no Z€10,

e 0<p<Il:(1—p)(1—my(0;u,0))>0,eentdox,,,.(y; 4,9, p) é uma distribuicao ZIPS;



2.2. Distribui¢oes da Familia ZMPS 37

e p=1m,,,0;u,¢,p) =7, (0;1,9), e entdo 7,,,,(y; 1,9, p) é uma distribuicdo PS
usual;

e l<p< W: (1-p)(1—m,(O;u,9)) <0, eentdo 7,,,,,(y; 4,9, p) é uma distri-
bui¢do ZDPS;

W: 7,001, 0,p) =0, eentdo 7,,,.(v; U, 9, p) é uma distribuicdo ZTPS.

*P= 1=y (

A Figura 3 ilustra os valores assumidos por p para diferentes valores de y considerando
as distribuicdes ZMP, ZMGP, ZMG, ZMB, ZMNB e ZMGNB?, destacando os subconjuntos do
espaco paramétrico em que as distribui¢des zero-deflacionada e zero-inflacionada estao definidas.
Verifica-se que a medida em que o valor do pardmetro i aumenta, o valor do parametro de
modificacdo p diminui. Ou seja, para valores grandes de y o limite superior de p se aproxima de
1 — que é a sua PS associada (CONCEICAO, 2013).

Ressalta-se que, ao serem considerados outros valores para os parametros, principalmente
para as distribui¢cdes que possuem também o parametro de dispersdo ¢, tem-se diferentes
comportamentos do limite superior de p. Assim, no caso de uma distribui¢do ZDPS a escolha do
valor do parametro p requer certo cuidado, devendo-se respeitar seu limite superior — isto €, no

caso da zero-deflacdo, 1 < p < m.
PS A\

Um resultado que merece destaque e que nao foi apresentado por Conceicao et al. (2017)

€ a Proposicao 1 a seguir.

Proposicao 1. Considere a distribui¢do ZMPS e sua distribui¢ao PS associada. Para todo y € 7,
as probabilidades 7,,,,.(v; 4,9, p) e T, (y; 4, @) satisfazem as seguintes propriedades:

(a) Se m,,,,.(v;i,9,p) é zero-inflacionada (isto €, 0 < p < 1), entdo 7, (y; 1, 9,p) >
EPs(y;.uv(P) somente paray =0e EZMPS(y;u7¢7p) < nps(y;.uv(])) para todo y # 0.

z

(b) Se m,,,.(v;1,0,p) é zero-deflacionada (isto é, 1 <p <1/ (1—m,(0;u,9))), entdo

Tynips Vi, 0, p) < T (vs 1, @) somente paray =0 e 7, (Vs 1L, @, p) > T (v 1, @) para
todo y # 0.

4 As siglas das distribuicdes da familia PS (ver Tabela 1) acrescenta-se ZM para indicar que trata-se da
familia ZMPS, mais geral.
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Figura 3 — Espaco paramétrico de p em fungdo do pardmetro pt para algumas distribui¢des da familia
ZMPS. As regides indicadas por \\\\ denotam valores de p em que se tem a distribuigdo ZIPS;
e as indicadas por |||| representam valores de p em que a distribui¢do é a ZDPS.
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Fonte: Conceicao (2013).
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Demonstragcdo. Considere a diferenca entre as probabilidades:

TCZMPs(y;.ua(pap) _nps(y;uvq)) = (1 —P)I(y) +p7tps(y;“7¢) _ﬂps(y;,u«,(P)
= (1=p{I0y) — w5 (y; 11, 9) }. (2.8)

Por meio da equagdo (2.8), demonstrar-se que:

(a) Sem,,,,s(y; 1,9, p) é zero-inflacionada (isto &, 0 < p < 1), entdo para y = 0 tem-se

”ZMPS<O§.U>¢>17) - EPS(O;an)) >0= 77:2MPS<O§N>¢7P) > ﬂ’-PS(O;‘u“7¢)'

Por outro lado, para todo y # 0,
nZMPS(y;nu“?¢7P) - ”ps(y;u,fl)) <0= nZMPS<y;»l'L7¢7p) < ﬁps(y;,ll,d)).

(b) Se m,,,,s(y; 1,9, p) é zero-deflacionada (isto é, 1 < p < 1/(1 —m,;(0; i, ¢))), entdo para

y =0 tem-se

Typs (O3 10,0, p) — (0510, 9) < 0= 1,0 (0; 10,0, p) < T, (0511, 9).

Por outro lado, para todo y # 0,
Tyips (Vs 0, 0) — T (s 0, 0) > 0= 7T, (Vi 1, 0, p) > T (V3 1, 0).
[

A Figura 4 permite verificar visualmente a Proposi¢ado 1, ilustrando o comportamento da
funcdo massa de probabilidade de algumas distribui¢des da familia ZMPS (ZMP, ZMG, ZMB e
ZMNB) para diferentes valores do parametro u e valores de p que caracterizam a distribui¢ao
como zero-inflacionada, tradicional e zero-deflacionada, respectivamente. Verifica-se que no caso
de zero-inflacdo (p = 0.7), as probabilidades calculadas com as distribui¢des ZMPS sdo maiores
que as calculadas com as respectivas distribui¢des PS tradicionais somente para o valor zero e
menores para os demais valores; no caso de zero-deflacdo (p = 1.2), a menor probabilidade das
distribuigdes ZMPS em relacdo as calculadas com as respectivas distribui¢des PS tradicionais
ocorre somente em zero, apresentando probabilidades maiores para os demais valores. Além
disso, nota-se que quanto menor o valor do parametro u, maior a probabilidade de zero, em

qualquer situacao.
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Figura 4 — Comportamento de algumas distribuicdes da familia ZMPS para diferentes valores dos para-
metros p e L.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.2.1 Caracterizacao da Distribuicao ZMPS

Para a classe ZMPS, as relacdes que caracterizam essa familia de distribuicdes em termos
da distribuicdo PS tradicional sdo listadas na Tabela 2. A demonstracdo de cada resultado pode

ser encontrada em Conceicao (2013) e Conceicao et al. (2017).

Tabela 2 — Caracteristicas da distribui¢do ZMPS.

Caracteristica Funcio

Funcéo de Distribui¢ao F, (k) =1—p(1—F,(k))
Fungio Geradora de Probabilidade G ups(2) =1—p(1 —Gh(2))
Func¢do Caracteristica Ops(t) =1—p(1—@,(1))
Fungio Geradora de Momentos ML,,ps(t) =1—p(1 =M, (1))
r-ésimo Momento Populacional mg&m = me(Jg)

Média s = PU

Variancia Gzszs =po?+(1—p)u?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Cita-se neste trabalho também as rela¢des entre a fun¢do geradora de momentos (M, ..)

e a funcdo geradora de probabilidade (G,,,,), € entre a func¢do geradora de cumulantes (‘¥,,,,.¢) €

a funcdo geradora de momentos, dadas respectivamente por:

MZMPS(I)_E( zy) GZMPS(et) € lPZMPS(t):10g(MIzzvnvs<t)):log(l_p(l_l\/ﬂ}’s(t)))-

Além disso, o r-ésimo cumulante da classe ZMPS € obtido a partir do célculo da r-ésima
derivada de ¥

wps (1) € fazendo-se 1 = 0.

A Tabela 3 apresenta as variancias das distribui¢des da familia PS e ZMPS.

Tabela 3 — Variancias das distribuicdes PS cujo suporte se inicia em zero e das ZMPS correspondentes.

PS  Distribuicio o’ O2yips

P Poisson u pull+p(1—p)]

GP  Poisson Generalizada (14 ¢u)? pu[(1+ou)>+u(1—p))

G  Geométrica p(l+u) puf(1+p)+pu(l—p)]

B Binomial p(1—£2) pu[(1-E8)Y+u(1-p)]

NB Binomial Negativa u (1 + %) pu Kl + %) +u(l— p)}

ONB Gorraiaga (%) (14558 [ (1%) (145572 )

Fonte: Conceicdo (2013).
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Destaca-se que para uma varidvel aleatéria Y com distribuicio ZMPS, tem-se que os

momentos populacionais de ordem r (r > 1) obtidos por
mgaps = E(Yr) = Z yrﬂ’.ZMPS (y’ ‘u’7 ¢))
y=0

= pmy).
podem ser utilizados para obter os momentos recorrentes de ordem r + 1. Assim, usando-se a
equacao (2.5), os momentos recorrentes de ordem r+ 1 de uma varidvel ¥ com distribui¢io
ZMPS sao dados por:
mTHD) = 1) {m<1>m<r> N g(ﬂ_ﬂ(;)imm}

ZMPS PS

2.2.1.1 Indice de Dispersio

Zeros em excesso frequentemente sdo considerados como uma causa de sobredispersao
(isto €, situacdo em que a variancia excede a média dos dados). Na verdade, a abundancia de zeros
reduz a média de um conjunto de observagdes, causando inflacdo do indice de dispersdo, o que
resulta em chance maior de sobredispersdo, mas ndo necessariamente garante que o conjunto €
realmente sobredisperso. Assim, € preciso considerar distribuigdes flexiveis capazes ndo somente
de lidar com excesso de zeros, mas também identificar os cendrios de sobre ou subdispersao
(SELLERS; RAIM, 2016).

O indice de dispersdo € uma medida comumente utilizada para quantificar o quanto os
dados estao dispersos ou concentrados em comparagdo a um modelo estatistico tradicional, e é

dado por:

10 = 433
em que se /(Y) = 0, diz-se que ndo hd dispersdo no conjunto de observagdes; no caso em que
[(Y) = 1, os dados satisfazem a suposicdo de equidispersdo; e se [(Y) < 1 ou I(Y) > 1, fala-se
na situacao de subdispersao ou sobredispersao dos dados, respectivamente.

O indice de dispersdao de uma varidvel aleatéria Y com distribuicdo ZMPS € dado por:

62
I _ ZMPS
ZMPS
Mzups

2

(e}
= —+u(l-p
i u( )

= Iy —|—u(1 _p)a

em que /,; € o indice de dispersdo para dados de uma distribui¢do PS tradicional e o termo

w1 (1 — p) representa subdispersdo ou sobredispersdo causada por modificagdo na frequéncia de
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zeros, relativamente a distribui¢do PS tradicional associada. Quando /1, > 1 (ou < 1), os dados

exibem sobredispersdo (ou subdispersao).

Para os diferentes valores que o pardmetro de modificacdo p assume, pode-se analisar o
indice de dispersdo com respeito a inflacao ou deflagdo de zero nos dados, e assim, as distribuicdes
ZMPS pode levar em consideracdo subdispersao ou sobredispersdo além daquela causada por
inflacdo ou deflac@o de zero. A Tabela 4 relaciona os casos da distribui¢do PS e as relacdes de

seu indice de dispersdo comparado ao da classe ZMPS.

Tabela 4 — Relagdo entre p e I(Y) para as distribui¢des ZMPS e PS associada.

Distribuicao PS Parametro de modificacao Indice de dispersio
Zero-deflacionada 1<p<(1-m(0;u,¢))"! Lyps < pg
Padrao p=1 Lyyips = g
Zero-inflacionada 0<p<l Lps > I

Fonte: Adaptada de Conceicdo (2013).

A Figura 5 apresenta os graficos com o comportamento de 7, para diferentes valores
de we pentre [0,1/(1—m,,,,(0;1,¢))] das distribuigdes ZMP, ZMGP, ZMG, ZMB, ZMNB
e ZMGNB da familia ZMPS, destacando os subconjuntos do espaco paramétrico em que as

distribuicdes zero-deflacionada e zero-inflacionada estdao definidas.

Verifica-se que, apenas para a distribuicio ZMP, subdispersdo implica zero-deflacao,
assim como sobredispersao implica zero-inflagdo. Para os valores de parametros considerados,
no caso da distribuicio ZMNB ha situagdes nas quais tem-se sobredispersdo e zero-deflacao
concomitantemente, algo que se repete também com as distribui¢oes ZMGP, ZMG e ZMGNB. Na
distribui¢do ZMB, ha subdispersdo para as situacdes que caracterizam zero-deflacdo e também

para situacdes de zero-inflagdo.

2.2.2 Versao Hurdle da Distribuicao ZMPS

Modelos hurdle foram desenvolvidos para lidar com dados zero-inflacionados que apre-
sentam subdispersao ou sobredispersdo. Capazes de tratar alta ocorréncia de zero nos dados,
diferem de um modelo zero-inflacionado na maneira como interpretam e analisam as obser-
vacoes zero (HU; PAVLICOVA; NUNES, 2011). A versao hurdle de uma distribui¢do € uma
forma de abordar dados de contagem utilizando um modelo com duas partes. A primeira parte
é responsavel por modelar as observagdes zero e a segunda parte € responsdvel por modelar
as observacao positivas (y > 0). Apesar da semelhanca entre os modelos hurdle e os mode-
los zero-inflacionados, estes ultimos sdo apresentados na literatura com a suposicao de que
as observacoes zero siao provenientes de dois processos. O primeiro gera apenas observagdes
zero com certa probabilidade 7;, os chamados “zeros amostrais” (decorrentes do processo de
amostragem); o segundo processo, por sua vez, fornece contagens zero com probabilidade 1 — 7;
(“zeros estruturais”) (KASSAHUN et al., 2014).
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Figura 5 — Indice de dispersdo em funcio do parimetro p para algumas distribuicdes da familia ZMPS.

Nos gréficos, — representa p ~ 0, — — —denotap=1e---indicap=1/1—m,, (O; i, ).
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Considerando a parametrizacdo @ = p(1 — m,,(0; i, ¢)), a distribui¢do ZMPS pode ser

representada como uma distribui¢io hurdle, com funcdo massa de probabilidade dada por:

nZMPS(y;.LL=¢=w) =(1-o)I(y)+ wnZTPs(y;uv(p):y € N, (2.9

em que 0 < o < 1 e esta versdo serd denotada por ZMPS(u, ¢, ). Para mais detalhes ver
Conceicdo (2013) e Conceicgao et al. (2017).

Desta forma, nota-se que a probabilidade de Y =0 ¢ 1 — @ e a probabilidade de ocorréncia

de uma observagdo y, y > 0, € 07, (y; U5 9).

A distribuicdo ZMPS expressa como distribui¢ao hurdle contém a distribuicao ZTPS
como um de seus componentes e pode ser interpretada como a uniao do processo que produz
observacdes positivas provenientes de uma distribui¢gdo ZTPS e de outro que produz apenas

observacdes zero.

Uma vez que p = TO&)H‘P)

uma varidvel aleatéria ¥ com fun¢do massa de probabilidade dada pela equacao (2.9) sdo,

, obtém-se diretamente que a média e a variancia de

respectivamente,

_ ol ad _ oo’ +p?) B 2
ILLZMPS - 1_nps(0;u7¢) - a)uZTPS € c;ZMPS - 1_ nps(o;ug(p) (wNZTPS) *

Similarmente, diferentes valores de @ resultam em diferentes modificacdes na frequéncia

de zero da distribui¢io ZMPS em sua versdo hurdle, ao levar-se em consideracio que
oraes (01,9, @0) — T (03 14, 9) = 1 — @ — 7, (05 1, 9). (2.10)

Assim, para os possiveis valores de ® (@ € [0; 1]) na equacdo (2.10), tem-se as seguintes

situagoes:

e w=0:7,,,(0;u,¢,w)=1,eentdo 7, (y; 4,9, ®) ¢ uma distribuicdo degenerada no

ponto com toda a massa no Z€10;

O<w<1l-mO;u,9):1—0w—m,(0;u,9) >0, eentdo 7, (y; i, ¢, ®) é uma distri-
buicao ZIPS;

ow=1-m,0u0¢)r,,,0un¢ o) =mr,(0;uae)), e entio x,, . (v;U,¢,0) ¢ uma
distribui¢do PS usual;

1-7m,,(O;u,9) <w<1:1—0w—m,(0;u,9) <0, eentdo 7,,,,(y; i, ¢, ®) é uma distri-
buicao ZDPS;

e w=1:7,,(0;u,¢,w)=0,eentdo x

ZMPS

(y; 1,9, ®) é uma distribui¢do ZTPS.
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2.2.3 Inferéncia

Como ferramenta importante para a anélise de um conjunto de observagdes, a inferéncia
estatistica permite interpretar resultados apropriadamente, bem como obter deducdes, a partir de

uma amostra, sobre uma populacdo de interesse.

Em um conjunto de observacdes em que o zero ndo ocorre, mas ha possibilidade deste
valor ocorrer no experimento em estudo, utilizar o procedimento de estima¢do de méaxima
verossimilhanca diretamente para a distribuicdo ZMPS levaria a estimativas equivocadas, visto

que se deve assumir uma distribui¢do ZDPS (e ndo uma ZTPS), pois P(Y =0) > 0.

Os procedimentos de estimagdo por meio de método dos momentos e de maxima ve-
rossimilhanca para os parametros das distribui¢cdes da familia ZMPS sdo descritos a seguir.
Comentarios sobre o caso particular de interesse desse trabalho serdao destacados a fim de apontar

o problema existente em torno destes procedimentos de estimagdo considerados.

Para isso, seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo ZMPS. Considere a amostra
aleatéria Y = (Y1,Y2,...,Y,), que consiste de n realizacdes independentes e identicamente
distribuidas de Y e y = (y1,...,y,) um vetor de observagdes associado a y. Considera-se & =
(y,n,n;) o vetor de informagdes de y, em que n € o nliimero total de observagdes na amostra e 7

o numero de observacdes jemy, j=0,1,....

Para a distribuicdo ZMPS parametrizada em p, a funcdo de verossimilhanga associada

ao vetor y é dada por:

N

L(u,0.p:2) =] 1{(1 = p)Ii) + pTns (yis 14, 9) }
i=1

s |l

{(1= P+ P (0:11,0) 10 (pyg iz, ) 100 |

i=1

(o]

(1= p(1 =, (0:11,9)))" [ T{ (P (ji1t, 9))" -

Jj=1

O logaritmo natural da fun¢do de verossimilhanga € dada por:

U, 9,p;7) = nolog(1 — p(1—m,5 (0 11,9))) + Y njlog(pmyg (s 1, 9)), (2.11)
j=1

que reescrita com as fungdes a(y, ¢), f(u1,9) e g(u,¢), é expressa como:

(1, ¢,p;7) = nglog (1 —p%) n i]njlog (pa(]'}‘tf’()j’(g):(l))J) |
; = 7
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Por sua vez, para a ZMPS(u, ¢, ), a equacio de verossimilhanca é dada por:
W, 0,0;9) H{ (1= 0)X(yi) + 07, (vis 4, 9) }

:H{(l_w)l(yl ZTPs(yl"u ¢))1 Iyl)}
“ore (P we) ) e

e, por sua vez, o logaritmo natural da fung¢do de verossimilhanca L(u, ¢, ®; Z) é dado por:

o5 (J3 1, 9) )
- TCPS(O;:"’L? ¢)

i njlog(m,s(j;14,9)) — (n—no)log(l — 7,5 (0; 11, 9))+

(u,¢,0;2) =nplog(1 — @)+ (n—np) log(® +Zn]10g(l

+n010g(1 — )+ (n—np)log(w); (2.13)
isto €,
L, 0,0;2) =1 (1,9;:7) + (0, P), (2.14)
em que
G, 0:2) =Y njlog(myg(ji i, 9)) — (n—no)log(1 — 7, (0; 1, 9)) (2.15)
j=1
c

bH(w;2) =nplog(l — ) + (n—np)log(w). (2.16)

Assim, ao considerar-se a equagdo (2.13), verifica-se que a parametrizacdo em ® é mais
vantajosa, pois observa-se que @ ¢ ortogonal a 1 e ¢ (dado que ¢, (®; Z) ndo possui termos que
sao funcdo dos demais parametros), possibilitando a estimacao independente de @ com relagdo a
ueao.

A seguir sdo apresentados dois procedimentos de estimacao dos paradmetros: método dos

momentos e maxima verossimilhanca.

2.2.3.1 Meétodo dos Momentos

Pode-se obter estimadores para os parametros de uma distribuicdo ZMPS através do
método dos momentos, que relaciona os momentos populacionais a0os momentos amostrais

correspondentes.

Seja Y uma varidvel aleatdria com distribuicdo ZMPS. Seu r-ésimo momento amostral
(r > 1), denotado por M (’>, ¢ definido por:

SI'—‘
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(r) i (r)
Igualando-se 0 momento populacional m} . a seu respectivo momento amostral M""/,
obtém-se estimadores para os parametros da distribuicio ZMPS por meio do método dos

momentos:

mD) = pm) = m(»

ZMPS PS

ZMPS

m® = pm® = MO,

ZMPS PS

Assim, a solucdo do seguinte sistema de equagdes fornece os estimadores de momentos

U, a e p para os parametros da distribui¢io ZMPS:

pu——ZY

ni=1

p{n? +62}— ZY2

| PH {u2+0'2}+p0 {2u [% (62)] } __y Y3,

ni=1

em que 62 é uma fungio de i e ¢ como apresentado na Tabela 3.

O estimador de momentos para o parametro @ pode ser obtido por meio da relacdo
p = 177:—(0‘[1(1)) isto é’6:ﬁ<1_EPS(O’ﬁ7¢>)

2.2.3.2 Procedimento de Maxima Verossimilhanca

No procedimento de estimagdo de maxima verossimilhancga, o objetivo consiste em
estimar os parametros do modelo mais plausiveis de terem fornecido o conjunto de dados

observados.

Com a primeira derivada do logaritmo natural da fun¢@o de verossimilhanca em relagdo
a cada pardmetro, define-se o vetor escore U. Para a funcéo (i, ¢, p; Z) expressa pela equagio

(2.11), os elementos do vetor escore sd@o dados por:

(W, 9,p;7) _ —no(1 = 7(0;4,9)) | (n—no)
dp 1—p(1—7,5(0; 11, 9)) p
_ —no(f(m,9)—1) +(n—no).
f(u,0)—p(f(p,¢)—1) p

Up —

. OUB.9.7:9) _ nop (3 Tps (0 1,0)) = 1 (a‘l o5 (J3 M, ¢>)
o ou T p(1— 7 (0:0,9)) T (i 11, )
=— ) op n—n
N (aul elf * BRI 0)] "

)
(2 ot )Z

Jj=1
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oM.9.5i7)_ " 0P (3570,5(0:11,0)) - = 1 (s (js10.9))
a(b (1 ps(o u, ¢ —1 (J u, ¢)

an(gd, log(a(.9)) + log(s 4. m).

Up =

Para obter o estimador de mdxima verossimilhanca (EMV) para cada um dos parametros,
iguala-se o vetor escore U = (U, Uy, U¢)T a zero. Apenas o parametro p possui forma explicita,

dada por:

(2.17)

Ressalta-se que, para a situacdo em que o conjunto de dados ndo contém observagdes

zero (ng = 0), tem-se que a estimativa de méxima verossimilhanca do parametro de modificacdo

pé:

ply) =

que consiste no limitante superior do espaco paramétrico de p, indicando que o comportamento
dos dados pode ser explicado por uma distribui¢do ZTPS, cuja probabilidade de ocorréncia de
zero € nula. Porém, tal fato pode ndo ser verdade — a probabilidade de ocorréncia de zero pode
ser positiva, embora tal valor ndo tenha ocorrido na amostra em questao —, e o objetivo deste

trabalho € tratar adequadamente esta situacao.

As estimativas para i e ¢ podem ser obtidas utilizando-se p. Assim, obtém-se que o

vetor escore

U= (ij[.l ) UV(P)T
com elementos

o~ (n-m) (7s(0:11,0)) L (s iz, 0))
v I—EPS(O;H,q)) j=1 ﬂps(j;uv¢)

N e
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_ (1=n0) (57 (0:11.0)) wnj(,% (JN¢)>

R N (TR +j:1 s(iu
—— (g toetriuen) |20 ] ( log (s ¢>))§jnj+
+Zn,( log(a m))). (2.19)

Entdo, as estimativas numéricas para [l e ¢ podem ser obtidas por meio da resolugdo
das equacgdes 17“ =0e 17¢ = 0. As equacdes (2.18) e (2.19) podem ser simplificadas por
(CONCEICAO, 2013):

5o W9
=Y e -1

18to €,

5t — M (2.20)

7 (Fhew0) S| & ni(Falio)
(””0){ TR T G Yy oo @2

emque y = Z y; € a média das observacdes positivas do vetor y.

i=1

n—ngp

Considerando-se a parametrizagdo em ®, o procedimento de estimagdo por maxima
verossimilhanca utiliza a equacao (2.13). Para obter os EM Vs dos pardmetros o, 1 e ¢, calcula-se

vetor escore U = (Ug, Uy, U¢)T, cujos elementos sdao dados por:

862(60;9) _ —ho n—ngp_

Vo = oo  l-o ®

U :(9[1(H,¢;.@) _ (n—no) (%EPS(O;"L’Q))) n i nj (%nps(j;uaﬁb))
g 8;4 1_7rps(0;.u7¢) j=1 nPS(j;.uv(p)

_ (aa“ log(f (1, ¢))> [(nf_(zog(ff))] -

d
(8u toets ) Z i
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M (u,0;2) (n—no) (%NPS(O;AU’7¢>> > 1j (%EPS<].;“7¢)>

Up = a0 B 1 -7, (0;u,9) +j:1 s (s 15 @)
B 0 (n—no)f(1,0)
B (Mlog(f(“"”))) { Fl.9)—1 %
(aa¢ log(g(K, ¢))) j;jnj—f—j;nj <%log(a(j7¢))) ,

emque {1 (U, 9;2) e lr(w; Z) sdo dadas, respectivamente, pelas equagdes (2.15) e (2.16).

Igualando-se cada um dos elementos do vetor U a zero, verifica-se que somente o

estimador do pardmetro @ possui equagado explicita, dada por:

n—ny

o)

(2.22)
n
Novamente, destaca-se que para o caso em que o nimero de observacdes zero no conjunto
de dados € igual a zero (ny = 0), tem-se que a estimativa de maxima verossimilhanc¢a do parametro
wé
o=1,

e, mais uma vez tem-se como estimativa o limite superior do pardmero ®, indicando uma
distribuicao ZTPS.

Para obter as estimativas de médxima verossimilhanca de i e ¢, procedimentos numéricos

deverdo ser considerados para a resolugdo do sistema de equagdes:

() [0 (Soino) o

- (g5 toetrtmon ) [ O (D togtate00)) X st

+ Zn,( log(a(J, ¢))) =0 (2.24)

Como as equagdes (2.23) e (2.24) sdo iguais as equacdes (2.18) e (2.19) quando igualadas
a zero, as estimativas de maxima verossimilhanca de u e ¢ das distribuicdes ZMPS(u, ¢, w)

podem ser obtidas, da mesma forma, por meio das equagdes (2.20) e (2.21).

Assim, com as estimativas de @, u e ¢, denotadas respectivamente por @(y), 1(y) e

(z; (y), pode-se obter a estimativa do parimetro p por meio da relagdo:

N o(y)
P (0090
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Ainda sobre o procedimento de estimacao dos pardmetros da distribui¢ao ZMPS, poderia
ser considerada uma abordagem bayesiana. Por ndo ser o enfoque do trabalho, este procedimento
ndo serd aprofundado; todavia no Apéndice A é apresentada uma breve descricdo deste procedi-
mento de estimagdo, que pode ser bastante eficiente por permitir incorporar algum conhecimento

(informagdo, opinido) que um especialista tem (a priori) sobre os parametros.
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CAPITULO

UM CASO ESPECIAL DA DISTRIBUICAO
ZDPS

Em um conjunto de observacdes em que o zero ndo ocorre, € preciso ter cuidado ao
assumir a distribuicdo ZMPS como adequada para explicar o comportamento dos dados. Quando
ha possibilidade do zero ocorrer no experimento em estudo, embora ndo tenha sido observado,
deve-se assumir uma distribuicdo ZDPS, pois a probabilidade de zero neste caso € positiva (e
nao nula). Utilizar o procedimento de estimagao de méxima verossimilhanga diretamente para
a distribuicdo ZMPS nessa situagdo particular levaria a estimativas equivocadas, uma vez que,
devido ao fato de ter-se que o niimero de zeros observados € igual a zero, ng = 0, a estimativa
para o parametro p (ou ®; equagdes (2.17) e (2.22)) seria equivalente a seu limitante superior,
indicando que o conjunto de dados é proveniente de uma distribuicao ZTPS, o que na prética

ndo condiz com a verdade.

A fim de realizar o procedimento de estimacdo dos pardmetros corretamente para a
situagdo em que os dados de contagem a serem analisados correspondem a um conjunto que
contém apenas observagdes positivas € com probabilidade de ocorréncia de zero ndo nula,
adota-se o algoritmo EM, capaz de lidar com os “zeros faltantes” para obter estimativas mais

fidedignas.

3.1 Distribuicao ZMPS versus ZTPS

Conjuntos de dados que ndo contém a observagdo zero podem ser distinguidos entre
zero-deflacionado e zero-truncado por meio da avaliagdo do pesquisador sobre a probabilidade
de ocorréncia de tal observacdo: baixa ou nula, respectivamente. Dada uma varidvel aleatéria Y
com distribui¢do ZMPS em que P(Y = 0) = 0 (conhecida), o conjunto de dados obtidos a partir
de n realiza¢cdes independentes de Y pode ser visto como proveniente de uma distribuicao ZTPS;

por outro lado, quando P(Y = 0) > 0 no experimento em estudo, embora o zero ndo tenha sido
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observado na amostra, deve-se assumir uma distribuicao ZDPS. Ressalta-se que tanto a ZTPS

quanto a ZDPS sio casos particulares da distribuicdo ZMPS.

Amostras de dados de contagem zero-truncadas podem ocorrer devido a escolha do
esquema amostral empregado; em casos no qual critério de elegibilidade para a amostra é ao
menos uma ocorréncia do evento, ndo se tem zeros registrados (GROGGER; CARSON, 1991).
Situagdes praticas nas quais nao ha a observagao zero dentre os dados de contagem sdo frequentes
em estudos de ecologia que envolvem a abundancia de espécies em determinada regido, cendrio
em que a contagem de espécies € sempre maior que zero (ARRABAL; SILVA; BANDEIRA,
2014). Aplicagdes nas dreas de trafego e transporte também sio naturais, ao considerar-se, por
exemplo, nimero de pessoas dentro de veiculos em trechos de rodovia (a0 menos um ocupante
estard no veiculo) ou no caso de um conjunto de dados que consiste no nimero de acidentes
em secdo de rodovia, coletados a partir de registros de ocorréncias. Chowdhury et al. (2016)
exemplifica citando dados de seguranca rodovidria na Gra-Bretanha!, cujos arquivos contém
informacdes detalhadas sobre acidentes ocorridos nas rodovias estaduais, incluindo o niimero de
feridos, tipo de veiculos envolvidos e outros dados, mas em que somente acidentes que envolvem

feridos sdo reportados, gerando assim dados zero-truncados.

Como colocado por Concei¢ao (2013), quando o parametro u da distribuicdo ZMPS
(ou PS associada) é grande (em relagdo ao valor mdximo do espago paramétrico restrito de
p correspondente a cada distribuigdo ZDPS), a probabilidade de ocorréncia de zero da PS €
pequena. Consequentemente, dependendo do valor atribuido ao pardmetro de modificagcdo p
(e também ao parametro de dispersao ¢, quando a distribui¢do o contém), a distribuicao zero-
deflacionada pode gerar conjuntos de dados com poucas observacdes zero ou até nenhuma. Nestas
situagOes tornam-se mais dificil explicar corretamente o caso particular da distribuicdo ZMPS.
Contudo, estimativas erroneas dos parametros i e p sdo refletidas também nas probabilidades

das observagdes positivas.

Contextualizando formalmente esta situagdo, suponha Y uma varidvel aleatéria com
distribuicdo ZMPS e y = (y1,...,yn) 0 conjunto de observagdes provenientes de n realiza¢des
independentes de Y. Nota-se que n também denota o nimero total de observa¢des na amostra.

J’_

Define-se ainda nj, j = 0,1,..., o nimero de observacdes j e n™ o niimero total de observagdes

positivas em y, tal que n* = Y nj =n—no.
j=1
Definindo y™ o vetor que contém apenas observacdes positivas de y, é razodvel supor
que y© é um vetor de observacdes provenientes de n' realiza¢des independentes da varidvel

aleatoria Y+ que tem distribui¢io ZTPS com fung¢@o massa de probabilidade dada por:

T,y i,
Tyrps (V5 14, @) = AT T=1,2,.... (3.1)

B 1— ﬂPS(O;/.L,(P)’

! Disponiveis on-line em <https://data.gov.uk/dataset/cb7ae6f0-4be6-4935-9277-47e5ce24al 1/
road-safety-data>.
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A funcio de verossimilhanga associada ao vetor y* é dada por:

nt -+
L(u,¢;y") :H{ 1”_'°i£fs<o“u¢<;> }

i=1

1 oo
(1 - 7'L'PS(();,LL, (p))rﬁ j=1

o (Js 1, @)

e a funcao log-verossimilhanca é:

[e5S)

U, ¢3y") = ) njlog(my(jsp, 9)) —n' log(1 — m,s (0 11, ).
j=1

Ao derivar a fun¢ao log-verossimilhanca com relacdo aos parametros, obtém-se que o

vetor escore U = (U, U(; )T tem elementos

L 0l(u,e5yT) nt (%ﬂps(o;uﬁ)) o 1 (%EPS(J.;.“7¢)>.

U, = = + - ; 3.2
£ ou RN R Y gy 32

po oy " (Gms@n0) oo (Fimsime)
¢ ¢ 1 -7, (0, 0) =1 s (J5 1L, 9) .

Nota-se que as equagdes (3.2) e (3.3) coincidem com as equagdes (2.18) e (2.19), uma
vez que n = n — ng, permitindo concluir que os EMVs dos parAmetros u e ¢ da distribui¢do
ZTPS sao iguais aos obtidos para os parametros da distribuicdo ZMPS ao serem consideradas

apenas as observagdes positivas de y.

3.2 Distribuicao ZDPS versus PS: Estimacao via Algo-
ritmo EM

Em problemas reais existem situacdes em que conjuntos de dados de contagem ndo
contém observacoes zeros, apesar da probabilidade positiva desta observagao. Para estas situacdes,
€ razodvel afirmar que estes conjuntos de dados sao provenientes de uma distribui¢do zero-

modificada (mais especificamente, zero-deflacionada).

Ja é conhecido que, no procedimento de maxima verossimilhanga, estimar os parametros
U e ¢ da distribuicdo ZMPS € equivalente a estimar os parametros i e ¢ da distribuicdo ZTPS
associada, considerando apenas as observagdes positivas. Com as estimativas destes pardmetros,
€ possivel obter a estimativa do parametro p (ver equacdo 2.17), o qual informa o tipo de

zero-modificacdo presentes nos dados.

Por outro lado, na situacdo em que um determinado conjunto de dados nao contém

observacdes zero, ny = 0, tem-se que y = y . Isso permite afirmar que y é proveniente de uma
0
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distribui¢do ZTPS, o que ndo € verdade, j4 que a observacao zero tem uma probabilidade positiva.
Essa afirmacgdo pode ser mais facilmente compreendida ao obter-se a estimativa de maxima
verossimilhanca de p (equacdo 2.17) e verificar que esta resultard no seu limite superior, recaindo
sobre o seu caso particular, a distribui¢io ZTPS. Na verdade, y = y™ é proveniente de uma
distribuicdo ZDPS, uma vez que P(Y =0) > 0.

Para contornar este problema, parte-se da ideia de que o particular conjunto de dados é
incompleto (devido a algum problema do processo de amostragem ou limitagdes do processo de
observacgdo) e, desta forma, € introduzida uma varidvel latente com o objetivo de tornar os dados
completos (aumentados), tal que a suposicao de uma distribuicdo PS padrao seja adequada para
explicar o comportamento do conjunto de dados aumentados. Assim, os EMVs dos parametros

da distribuicao suposta serdo obtidos via algoritmo EM.

O algoritmo EM foi proposto por (DEMPSTER et al., 1977) como um método iterativo
para encontrar as estimativas de méxima verossimilhanc¢a dos parametros de uma distribui¢do para
um conjunto de observagdes na presencga de dados “faltantes” ou “incompletos”. Cada iteragao
do algoritmo consiste em dois passos: o passo E e o passo M. No passo E, os dados faltantes sdo
estimados segundo os dados observados, utilizando-se esperanc¢a condicional. No passo M, a
funcdo de verossimilhanga é maximizada sob a hipétese de que os dados faltantes sdo conhecidos.
A convergéncia € garantida pelo fato de que o algoritmo tem verossimilhanga crescente em cada
iteracdo (DEMPSTER et al., 1977). O algoritmo EM possui extensdes, diversas aplicacdes e
variagdes, podendo ser estendido aos procedimentos de estimacdo de maxima verossimilhanca

penalizada e do maximo a posteriori (para mais detalhes, veja McLachlan e Krishnan (2008)).

Contextualizando o problema de interesse deste trabalho, considera-se o vetor de ob-
servacdes provenientes de realizacdes independentes da varidvel aleatéria Y com distribui¢ao

T 0 nimero total de ob-

ZMPS, o qual contém apenas observacdes positivas. Denotando por n
servacdes (todas positivas), representa-se o vetor de observacgdes por y© = (yf“, e 7)’,T+)’ em
que y;r >0,Vi=1,...,n". Desta forma, a suposicio ja feita da distribui¢io ZMPS para os
dados é equivalente a suposicio de que y* € um vetor de observacdes de provenientes de n™
realiza¢des independentes da varidvel aleatéria Y com distribui¢do ZTPS, cuja fun¢do massa

de probabilidade € dada pela equacdo (3.1).

Como y™ tem zeros “faltantes”, é preciso completd-lo de forma a obter o vetor de dados
aumentado (completo). Para isso, considera-se Ny uma varidvel aleatoria latente ou auxiliar com
distribui¢cdo NB, que representa a contagem de zeros “faltantes” (fracassos) e denotada por um
vetor ng-dimensional, até a ocorréncia do vetor n" -dimensional de observagdes positivas em y*
(ou seja, nt sucessos); desta forma, obtém-se o vetor de dados aumentados (y+,0, .., 0).

no

Assim, tem-se que No|y™ tem distribui¢do condicional NB(n",1 — 7,.(0; 11, 9)), cuja
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funcdo massa de probabilidade é dada por:

[(ng+nt)

FortF 1y (1 s 01 0" (R (O ), mo= 0.1,

T(Noly ™51, 0) =

e ndmero esperado de observagdes zero

+ .
]E +; _ n TCPS(OMu?(p) .
N 00 = T 0, 0)

Entao, tem-se:

Y+ ~ ZTPS(.“')‘P)?
]V()|y+ ~ NB(H+,1—7[PS(O;H,¢)).

Uma vez que y* é o vetor de dados incompletos e ng € tratado como um dado faltante,
define-se y, = (y™, 0[,,0]) o vetor de dados aumentados (completos), proveniente de realizacdes
independentes da varidvel aleatéria Y, com distribuicdo PS. Ressalta-se que y, é composto pelo
vetor y* de dimensdo n* e pelo vetor de “zeros faltantes” com dimensdo n (a ser estimada);

logo, a dimensdo de y, é n =n"t + ny, cuja estimativa é dada por n = n* + ny.

Assim, a fun¢fio de verossimilhanga completa associadaay, = (y* O[no]) ¢ dada por:

Ll 030 =T T{ 707 s, )

i=1

ZI;[{ ya,u¢}
= (74 0u¢"”ﬁ{<ps1u¢)>nj},

j=1

cuja funcdo log-verossimilhanca é

€a(u,¢;ya) =nplog (n.PS(O;‘uﬂ ¢)) + Z njlog (nps(j;u7¢))-
=1

Logo, o algoritmo EM primeiro encontra o valor esperado da fun¢do log-verossimilhanca
dos dados aumentados com relacdo as observacdes faltantes (Ny), condicionada aos valores

observados e a estimativa atual do(s) parametro(s) (Passo E). Assim, define-se:
O 9IE D, 64) = E|lu(u,:y,)ly:A%,6%Y]

= ﬁolog(nps<o;u,¢>)+anlog(nps(j;u,¢>),
J=1
A(k_l i k—l ~ . . . A
em que U € ¢) sdo as estimativas atuais dos pardmetros para calcular a esperanca

E[No|yt,a*=1, %=1,
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Em seguida, a funcdo Q(u,¢|*1, ¢* =) deve ser maximizada para obter valores

atuais ,u ¢ (Passo M), dados por

que leva a seguinte solucdo analitica para ﬁ(k):

nt
J’_
2 _
l/j(k) _ = i _ n+y+
nt +ng n“'—i-l/’l\()7

nt

+
L
’:;+ ¢ a média amostral dos dados observados, y™.

em que y© =

O passo M, por sua vez, pode ser simplificado obtendo-se a solu¢do da equacao

)

% (ﬁ(k)vq)’u(kil)?(l)(kil)) = ﬁ()%log(n},s(o,ﬁ(k),q)))—i—

d .
%anlog (7,5 (j; 1%, 9)) = 0. (3.4)

Logo, a estimativa g/b\ (k) pode ser obtida resolvendo-se iterativamente a seguinte equagao:
ntvt

i { g oe (£@%.00) ~% S toe (8.0)) |~ oy { S oetation -
£

A estimativa de n € obtida da seguinte forma:

1— nps(O;ﬁa (P)
O procedimento de estimacdo dos parametros via algoritmo EM pode ser resumido, neste

caso, por:

1. Dado o vetor de observagdes positivas y© = (y{,y3,...,y2); k=1;

2. Obter as estimativas de u e ¢ a partir dos respectivos estimadores de momentos [l e (5 e

fazer it =1 e (p (]) (condigdo inicial);
3. Dados u(k_l e =1 calcular g = E[No|y™, i*~1, 9*~1)] (Passo E);
4. Obter i® ¢ ) que maximizam a funcdo o, ¢|u*=1 %=1y (Passo M);

5. Fazer k = k+ 1 e repetir 2 e 3 até a convergéncia; isto é, até que a diferenca entre as
estimativas dos passos kK — 1 e k seja menor que um erro pré-estabelecido (geralmente

muito pequeno).
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CAPITULO

ESTUDO COM DADOS SIMULADOS

Para avaliar o desempenho do procedimento de estimagao de parametros das distribui¢des
da familia ZMPS e também da probabilidade estimada para a ocorréncia de zeros na situagao par-
ticular tratada neste trabalho, foram realizados estudos de simulacdo e com dados artificialmente

gerados, apresentados a seguir.

4.1 Estudo de Simulacao

O estudo de simulacdo foi realizado considerando-se as distribuicdes ZMP, ZMG e
ZMB (apenas as distribui¢des biparamétricas, uma vez que m € assumido conhecido). Para cada
distribui¢do, o procedimento utilizado consistiu na geragdo de N amostras de tamanho nt (isto &,
sem observacdes zero) para cada distribui¢do, com diferentes valores para o pardmetro de média
Wu.

Para cada particular amostra gerada, o método iterativo de estimagao via algoritmo EM
apresentado anteriormente foi considerado, estimando o valor esperado de zeros (71y) que deveria
ter ocorrido na amostra y* para que o conjunto de dados aumentados y, = (y™, O[,’,[O]) pudesse
ser explicado pela distribuicdo PS tradicional e, a partir dessa suposi¢@o, obteve-se a estimativa
do pardmetro . Como critério de parada para o algoritmo foi estabelecido um erro de 1074;
isto €, o algoritmo itera até que a diferenca entre as estimativas atual e do passo anterior seja
menor que o erro. Apds a convergéncia, tem-se a estimativa do parametro u e esta é utilizada
para estimar a probabilidade de zero da respectiva distribui¢do PS. Assim, ao final do processo
de simulacdo das N amostras geradas, tem-se um vetor N—dimensional das estimativas de U e,

consequentemente, outro vetor N—dimensional de estimativas de probabilidades de zero.

Esses vetores de estimativas foram utilizados para avaliar numericamente o desempenho
dos estimadores com o método de estimagao proposto. As medidas consideradas foram: o vicio

e a raiz quadrada da razdo entre erro quadratico médio e variancia. Tais medidas foram obtidas
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por meio de estimativas de Monte Carlo do erro quadréatico médio, varidncia e vicio, denotadas

respectivamente por EQM(0), Var(0) e Z(0), e calculadas utilizando-se as seguintes equagdes:

R 1 N R 1 N N 1 N
EOM(0)=—Y (6;—6)% Var(6)=——Y (6,—0)* #(0)=—-Y (6,—0);
Nl.; N-1%~ Nl.;
em que
_ 1 &
0=— eia
N':

i=1

sendo 6 = {11,907}

Além da avaliacdo dos estimadores, um procedimento de reamostragem do tipo bootstrap
nao paramétrico (BNP) (EFRON, 1979) foi realizado, considerando B réplicas para cada um
dos N conjuntos, com o objetivo de obter intervalos bootstrap com um nivel de confianga de
95%. Segundo Efron (1990), para os célculos de vicio e variancia sdo necessarias entre 50 e 200
réplicas, e para a obtencao de intervalos de confianca € preciso algo entre 1000 e 2000 réplicas
para se ter suficiente acurdcia; porém, se 0s custos computacionais nao fossem problema, o
numero ideal de réplicas seria infinito. Assim, neste trabalho, foram realizadas B = 5000 réplicas

de forma a garantir o desempenho adequado do método.

Os intervalos de confianca obtidos foram utilizados para a obten¢do da probabilidade
de cobertura (denotado por PC, que € a razdo entre a quantidade de vezes em que o verdadeiro
valor do parametro pertence aos intervalos bootstrap e o nimero de replicacdes); o valor da PC é
apresentado neste trabalho multiplicado por 100 para direta comparagdo com o valor nominal de
95%.

Para estimadores nao viciados espera-se que, assintoticamente, a raiz da razao entre o
erro quadratico médio e a variancia se aproxime de 1 e o vicio se aproxime de zero. Ja para a

probabilidade de cobertura € desejado que se aproxime do valor nominal estabelecido.

No estudo apresentado a seguir, foram considerados N = 500 conjuntos de dados de
tamanhos n™ = 15, 25, 50, 100 e 200, de forma a avaliar o desempenho do método para amostras
pequenas e seus comportamentos assintéticos. Os valores considerados para y foram 0,5, 1 e

1,5, e o parametro m da distribui¢do Binomial foi fixado em m = 10.

Como condi¢do inicial para o algoritmo EM, foram consideradas para cada amostra
estimativas de 1 obtidas pelo método dos momentos. As equacdes para as distribuicdes ZMPS

consideradas neste estudo sao apresentadas na Tabela 5.

Para esse estudo de simulag@o foram considerados dois cendrios para a geragdao dos con-
juntos de dados da distribui¢des zero-modificadas: Cendrio 1, dados gerados de uma distribui¢ao
zero-modificada com p = 1 (tradicional); Cendrio 2: dados gerados de uma distribuicdo zero-
modificada com 1 < p < 1/(1 —7,,(0;14,¢)) (zero-deflacionada). Esses dois cendrios foram
necessdarios devido ao fato de que, além das diferencas nas probabilidade da observacgao zero,

existem também diferencas nas probabilidades das observacdes positivas de cada cendrio.
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Tabela 5 — Estimadores pelo Método dos Momentos das Distribuicdes ZMPS consideradas.

PS Distribuicio i P
2
PR7 (Z Yi)
P Poisson e = L
Y n( IREEDY n)
i=0 i=0 l:()2
¥ v (2 v
G  Geométrica — | [ 5 1 2— =0
¥, n( ¥ v2- Y,)
i=0 i=0 i=0 4
)E Y7 1 (f Yi)
B Binomial —— | =~ | -1 Z T
i= i=0 ' i=0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Cenario 1: Dados Gerados de uma Distribuicao PS

Neste estudo as N amostras de tamanho n* foram geradas da respectiva distribui¢io PS
(isto é, da distribuicio ZMPS com parametro p = 1). Ressalta-se que cada observag¢do amostral
foi gerada uma a uma da distribuicdo PS, descartando os zeros gerados, até que a amostra tivesse
as n" observacdes positivas.

A Tabela 6 apresenta o desempenho dos estimadores do parametro (t e da probabilidade
de zero da distribui¢do Poisson. Observa-se que as colunas com as medidas de \/@ para os
estimadores [ e 7, (0; 1) apresentam valores bastante proximos ou mesmo iguais a 1,00, assim
como baixos valores do vicio. Assim, verifica-se que os estimadores sdo assintoticamente nao
viciados. As PC’s, por sua vez, estdo em geral bastante proximas ao valor nominal de 95% para
tamanhos amostrais maiores que 50. Ressalta-se que, mesmo para as amostras de tamanho 15
e 25, o desempenho dos estimadores foi satisfatorio, apesar dos percentuais abaixo do nivel
nominal da probabilidade de cobertura.

O desempenho dos estimadores do parametro t e da probabilidade de zero da distribuig¢do

EQOM
Var

apresentam valores bastante proximos ou mesmo iguais a 1,00, e também apresentam valores

Geométrica € apresentado na Tabela 7. As medidas de para os estimadores U e 7 (0; 11)
baixos do vicio, principalmente quando o tamanho da amostra é acrescido, indicando que os
estimadores sdo assintoticamente ndo viciados. Observa-se também que as PC’s estdo proximas

ao valor nominal e os valores das medidas também melhoram para tamanhos amostrais maiores.
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Tabela 6 — Medidas de desempenho dos estimadores de y e da probabilidade de zero para a distribui¢do
Poisson.

u 7, (03 1)

it R s | e [ m(ow) | (B2 @ | pC
0,5 0,999 | 0,006 | 88,800 | 0,607 | 1,009 | 0,021 | 88,800
15 | 1,0| 1.001 |-0,021|91.400 | 0368 | 1022 | 0,026 | 91,400
1,5] 1,002 | 0,030 | 92200 | 0223 | 1,005 | 0010 | 92,200
0,5 0,999 | 0,006 | 89,800 | 0,607 | 1,006 | 0,014 | 89,800
25 [ 1,0 | 1,002 | -0017 | 92,000 | 0368 | 1016 |0.017 | 92,000
1,5] 0999 |-0,006 | 91,400 | 0223 | 1012 | 0011 | 91,400
0,5 1,010 | 0,019 | 90,800 | 0.607 | 1,021 | 0,017 | 90,800
50 | 1,0 | 1,000 | -0,008 | 94400 | 0368 | 1,008 |0.009 | 94.400
1,5 | 1,000 | -0,010 | 93,600 | 0223 | 1,010 | 0,007 | 93,600
0,5 0,999 | 0,001 | 93,200 | 0,607 | 1,001 | 0,003 | 93,200
100 | 1,0 | 1,001 |-0,008 | 93,600 | 0368 | 1,007 | 0,006 | 93,600
1,5] 0999 | 0,000 | 93.600 | 0223 | 1,002 | 0,002 | 93,600
0,5 1,000 | -0,003 | 94,600 | 0,607 | 1,002 | 0,003 | 94,600
200 [ 1,0 | 0999 | 0,001 | 94,800 | 0.368 | 1,001 | 0,002 | 94,800
1,5 | 0,999 | 0,000 | 95400 | 0223 | 1,000 | 0,001 | 95400

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 7 — Medidas de desempenho dos estimadores de i e da probabilidade de zero para a distribui¢io
Geométrica.

0 7 (03 [1)

nt | u \/ EoM ) oz PC | m (O;u) \/ EoM | oz PC
0,5] 0,999 | 0,003 | 90,600 | 0,667 1,006 | 0,011 | 90,600
15 | 1,0 0,999 | -0,008 | 87,800 | 0,500 1,018 | 0,018 | 87,800
1,5] 0,999 | 0,002 | 88,400 | 0,400 1,017 | 0,016 | 88,400
0,5] 0,999 | -0,005 | 91,800 | 0,500 1,009 | 0,011 | 91,800
25 11,0 | 1,002 | 0,022 | 90,600 | 0,500 1,001 | 0,005 | 90,600
1,5 | 1,000 | 0,014 | 92,200 | 0,400 1,006 | 0,007 | 92,200
0,5] 0,999 |-0,001 | 91,400 | 0,667 1,003 | 0,005 | 91,400
50 | 1,0 | 1,001 | 0,013 | 93,800 | 0,500 1,000 | 0,002 | 93,800
1,5 | 1,001 | 0,019 | 92,000 | 0,400 1,000 | 0,002 | 92,000
0,5 | 1,002 | 0,007 | 93,200 | 0,667 0,999 | -0,001 | 93,200
100 | 1,0 | 0,999 | 0,002 | 94,200 | 0,500 1,001 | 0,002 | 94,200
1,5] 0,999 | 0,003 | 94,000 | 0,400 1,001 | 0,002 | 94,000
0,5 0,999 | 0,000 | 94,600 | 0,667 1,000 | 0,001 | 94,600
200 | 1,0 | 1,000 | -0,003 | 95,600 | 0,500 1,002 | 0,002 | 95,600
1,5] 0,999 | 0,002 | 94,400 | 0,400 1,000 | 0,001 | 94,400

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Tabela 8 apresenta os valores das medidas de desempenho dos estimadores obtidas

para o parametro U e probabilidade de zero da distribui¢cdo Binomial. Para este estudo, também

EQOM
Var

7, (0; ﬁ) Ja para A, os valores obtidos foram baixos. Mais uma vez, tem-se que os estimadores

pode-se notar que as colunas com tém nimeros préximos ou ainda iguais a 1,00 para [I e

sao assintoticamente nao viciados. Além disso, tem-se que as PC’s apresentam-se proximas a
95%, principalmente quando o tamanho amostral aumenta.

Tabela 8 — Medidas de desempenho dos estimadores de i e da probabilidade de zero para a distribui¢io
Binomial.

U 7, (0 1)
nt | u \/ koM oz PC | m,(O;u) \/ EoM 2 PC

0,5] 0,999 | 0,001 | 86,400 | 0,599 1,005 | 0,017 | 86,400
15 | 1,0 | 1,000 |-0,011 | 86,600 | 0,349 1,017 | 0,028 | 86,600
1,5 1,000 | 0,014 | 90,200 | 0,197 1,009 | 0,013 | 90,200
0,5| 1,000 |-0,007 | 87,200 | 0,599 1,007 | 0,016 | 87,200
25 | 1,0 | 0,999 | -0,005 | 92,000 | 0,349 1,009 | 0,014 | 92,000
1,5 1,000 |-0,010 | 90,400 | 0,197 1,014 | 0,012 | 90,400
0,5 | 1,001 |-0,009 | 91,200 | 0,599 1,007 | 0,011 | 91,200
50 | 1,0 | 1,001 |-0,010 | 91,200 | 0,349 1,009 | 0,011 | 91,200
1,5] 0,999 |-0,003 | 93,200 | 0,197 1,006 | 0,005 | 93,200
0,5] 0,999 | -0,001 | 93,800 | 0,599 1,001 | 0,004 | 94,800
100 | 1,0 | 0,999 | 0,003 | 94,400 | 0,349 1,000 | 0,002 | 94,400
1,5 ] 1,000 |-0,005 | 94,000 | 0,197 1,005 | 0,004 | 94,000
0,5 | 1,000 |-0,003 | 94,400 | 0,599 1,002 | 0,003 | 94,400
200 | 1,0 | 1,003 | 0,007 | 95,600 | 0,349 1,000 | -0,001 | 95,600
1,5] 0,999 | 0,001 | 94,600 | 0,197 1,000 | 0,001 | 94,600

Fonte: Elaborada pelo autor.

Cenario 2: Dados Gerados de uma Distribuicao ZDPS

Neste estudo as N amostras de tamanho n* foram geradas da respectiva distribui¢do
ZDPS (isto é, com pardmetro 1 < p < 1/(1—m,,(0; i, ¢))). O pardmetro p utilizado foi escolhido
de tal forma a impactar em 95% de redugdo na probabilidade de zero em relacdo a distribui¢do
PS tradicional. Vale ressaltar que outro percentual de reducao poderia ser considerado, contudo
este alto valor aborda um caso extremo de zero-deflacdo ja que o valor de p serd préximo do seu
limite superior. A Tabela 9 apresenta os valores dos pardmetros das distribui¢des ZMPS (mais

especificamente ZDPS) utilizados para geragdo dos dados neste estudo.
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Tabela 9 — Valores dos pardmetros da distribuicdo ZDPS utilizados para a geracdo dos conjuntos de dados.

P
m ZDB

ZDP | ZDG (m = 10)
0,5 | 2,46 | 2,90 2,42
1,0 | 1,55 | 1,95 1,51
1,5 1,27 | 1,63 1,23
Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 10 apresenta o desempenho dos estimadores do pardmetro 1 e da probabilidade
de zero da distribuicdo Poisson a partir da andlise de dados provenientes de uma distribui¢io
ZDP. Observa-se comportamento similar ao verificado anteriormente para a distribui¢do Poisson
(tradicional), em que as colunas com as medidas de 4/ EVQle para os estimadores [l e 7, (0; 1)
apresentam valores bastante préximos ou mesmo iguais a 1,00, assim como baixos valores do
vicio. As medidas da tabela melhoram conforme o aumento do tamanho das amostras; assim,
verifica-se que os estimadores sdo assintoticamente nao viciados. As PC’s, por sua vez, estdo em
geral bastante proximas ao valor nominal de 95%. Ressalta-se novamente que, para os conjuntos
de menor tamanho amostral apresentados (15 e 25), o desempenho dos estimadores segundo as
medidas propostas também foi razoavel, apresentando valores de 4/ % bastante proximos de
1, bem como valores de vicio préximos de zero e PC’s apenas um pouco mais baixas que o valor
nominal. Este comportamento € verificado para as demais situacdes (distribuicoes tradicionais e

deflacionadas) apresentadas neste estudo.

J4 a Tabela 11 apresenta o desempenho dos estimadores de pt e da probabilidade de zero
da distribuicdo Geométrica a partir da andlise de dados provenientes de uma distribuicdo ZDG.
As medidas de E‘QT]:I para os estimadores [ e 7, (0; 1) apresentam valores bastante proximos
ou mesmo iguais a 1,00, e também valores baixos do vicio. Observa-se também que as PC’s
estdo proximas ao valor nominal considerado (de 95%). Os valores das medidas de avaliacdo dos
estimadores melhoram conforme o tamanho das amostras aumenta, indicando que os estimadores

sdo assintoticamente ndo viciados, bem como ha melhora das probabilidades de cobertura.
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Tabela 10 — Medidas de desempenho dos estimadores de u e da probabilidade de zero da distribui¢do
Poisson a partir de dados zero-deflacionados.

i 7, (05 1)
nt o R @ | pe [ m(o) | (B2 @ | pC
0,5 1,000 | 0,013 | 87,200 | 0,607 | 1,013 | 0,025 | 87,200
15 | 1,0 | 1,000 | -0,014 | 89,400 | 0368 | 1,019 | 0,026 | 89,400
1,5 1,000 | 0,014 | 91,600 | 0223 | 1,009 | 0,014 | 91,600
0,5 1,000 | 0,008 | 90,800 | 0,607 | 1,000 | 0,006 | 90,800
25 [ 1,0 | 0999 | -0,005 | 91,800 | 0368 | 1,009 | 0,013 | 91,800
1,5 1,002 |-0,023 | 92,000 | 0223 | 1,022 | 0,015 | 92,000
0,5 1,004 | 0,012 | 93,400 | 0,607 | 1,012 | 0,012 | 93,400
50 | 1,0 | 1,001 | -0,001 | 92200 | 0368 | 1,010 | 0,010 | 92,200
1,5 0,999 | -0,002 | 94,200 | 0223 | 1,005 | 0,005 | 94,200
0,5 0,999 | 0,002 | 93,600 | 0,607 | 1,001 | 0,004 | 93,600
100 | 1,0 | 1,000 | 0,005 | 95200 | 0368 | 0999 | 0,001 | 95200
1,5| 1,000 | -0.006 | 93.000 | 0223 | 1,006 | 0,004 | 93,000
0,5 0,999 | -0,001 | 94200 | 0,607 | 1,000 | 0,002 | 94,200
200 | 1,0 | 0999 | 0,001 | 94400 | 0368 | 1,000 | 0,001 | 94.400
1,5 0,999 | -0,002 | 94,600 | 0223 | 1,002 | 0,002 | 94,600

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 11 — Medidas de desempenho dos estimadores de u e da probabilidade de zero da distribui¢do
Geométrica a partir de dados zero-deflacionados.

u 7 (0; 1)
nt | u \/ EV%;” B PC | m,(0;p) \/ EV%;” PB PC

0,5 | 1,002 | -0,017 | 87,600 | 0,667 1,023 | 0,022 | 87,600
15 | 1,0 | 1,004 | -0,035 | 86,400 | 0,500 1,034 | 0,024 | 86,400
1,5 0,999 | 0,007 | 89,600 | 0,400 1,015 | 0,015 | 89,600
0,5 0,999 | 0,003 | 90,200 | 0,667 1,004 | 0,008 | 90,200
25 | 1,0 ] 0,999 | 0,000 | 91,000 | 0,500 1,008 | 0,010 | 91,000
1,5] 0,999 | -0,009 | 92,600 | 0,400 1,013 | 0,010 | 92,600
0,5 | 1,000 | -0,006 | 90,800 | 0,667 1,008 | 0,007 | 90,800
50 | 1,0 ] 0,999 | -0,002 | 93,400 | 0,500 1,005 | 0,005 | 93,400
1,51 0,999 | 0,001 | 92,800 | 0,400 1,004 | 0,004 | 92,800
0,5 ] 0,999 | -0,001 | 94,800 | 0,667 1,001 | 0,003 | 94,800
100 | 1,0 | 0,999 | 0,000 | 92,600 | 0,500 1,002 | 0,003 | 92,600
1,5 0,999 | 0,002 | 94,200 | 0,400 1,001 | 0,002 | 94,200
0,5 | 1,000 | -0,003 | 96,000 | 0,667 1,003 | 0,002 | 96,000
200 | 1,0 | 1,000 | 0,004 | 94,000 | 0,500 0,999 | 0,000 | 94,000
1,5 0,999 | 0,002 | 94,200 | 0,400 1,000 | 0,001 | 94,200

Fonte: Elaborada pelo autor.
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As medidas de desempenho dos estimadores de u e da probabilidade de zero, bem
como as probabilidades de coberturas, da distribuicdo Binomial obtidas a partir da andlise de

dados provenientes de uma distribuicao ZDB sdo apresentados na Tabela 12. Os resultados sdo

EOM
Var

t€ém ndmeros proximos ou ainda iguais a 1,00. Os valores de # foram baixos. H4 melhora

similares aos apresentados para a distribuicao Binomial (tradicional). As colunas com

das medidas de desempenho conforme o tamanho das amostras € acrescido, apontando que os
estimadores sdo assintoticamente nao viciados. Além disso, as PC’s apresentam-se proximas do
nivel nominal estabelecido de 95%.

Tabela 12 — Medidas de desempenho dos estimadores de i e da probabilidade de zero da distribui¢do
Binomial a partir de dados zero-deflacionados.

U 7, (05 1)
nt | u \/ EoM | o PC | m,(O;u) \/ koM | o PC

0,5 | 1,001 |-0,016 | 85,200 | 0,599 1,015 | 0,028 | 85,200
15 | 1,0 ] 0,999 | -0,001 | 88,800 | 0,349 1,010 | 0,019 | 88,800
1,5] 0,999 |-0,002 | 89,600 | 0,197 1,015 | 0,018 | 89,600
0,5 | 1,000 | -0,008 | 89,000 | 0,599 1,008 | 0,016 | 89,000
25 | 1,0 | 1,000 | -0,009 | 93,000 | 0,349 1,011 | 0,015 | 93,000
1,5 ] 1,002 |-0,022 | 92,800 | 0,197 1,021 | 0,014 | 92,800
0,5] 0,999 | 0,003 | 93,400 | 0,599 1,000 | 0,003 | 93,400
50 | 1,0 | 0,999 | -0,003 | 94,400 | 0,349 1,004 | 0,007 | 94,400
1,5] 0,999 | 0,000 | 95,200 | 0,197 1,003 | 0,004 | 95,200
0,5 | 1,001 |-0,006 | 93,000 | 0,599 1,004 | 0,006 | 93,000
100 | 1,0 | 0,999 | -0,002 | 95,200 | 0,349 1,002 | 0,003 | 95,200
1,5 0,999 | 0,001 | 95,800 | 0,197 1,001 | 0,002 | 95,800
0,5] 0,999 |-0,002 | 95,200 | 0,599 1,001 | 0,002 | 95,200
200 | 1,0 | 0,999 | 0,003 | 95,400 | 0,349 0,999 | 0,000 | 95,400
1,5] 0,999 |-0,003 | 96,200 | 0,197 1,002 | 0,002 | 96,200

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2 Estudo com Dados Artificiais: Aplicacoes

Com o intuito de ilustrar a eficicia do procedimento proposto para a estimagdo do
parametro p da distribuicdo ZMPS e, consequentemente, da probabilidade de zero da PS
associada nas situagdes em que os conjuntos de dados ndo possuem a observagdo zero mas
esta tem probabilidade positiva de ocorrer, foi realizado também um estudo que consiste na
andlise de um conjunto dados artificialmente gerados com cada valor de parametro u e p
considerados no estudo anterior (estudo de simulacdo), bem como para os tamanhos amostrais
n", a fim de comparar as estimativas obtidas com os seus verdadeiros valores. Para este estudo,
foram consideradas as distribui¢cdes ZMP, ZMG e ZMB, considerando também os dois cendrios

descritos anteriormente.

Adicionalmente para o procedimento bootstrap, além de fornecer o intervalo de confianga
a partir de B = 5000 réplicas, as estimativas obtidas com cada amostra bootstrap foram utilizadas
para obtencao de uma estimativa corrigida (ver Lemonte, Simas e Cribari-Neto (2008)), que

consiste em:

em que

sendo 6*(%) a estimativa obtida de cada amostra bootstrap,b=1,...,B;e 0 = {u,0,m}.

Finalmente, as estimativas obtidas para os parametros foram comparadas com os seus
verdadeiros valores, incluindo as estimativas corrigidas, e verificou-se também se os verdadeiros

valores pertencem aos intervalos de confianga bootstrap para i e 7, (0; it ), respectivamente.

Cenario 1: Dados Gerados de uma Distribuicao PS

Para cada valor de u (1 =0,5; 1 e 1,5) € p (p = 1) uma amostra de tamanho n™ (n* =15,
25, 50, 100 e 200) foi gerada de cada distribuicao ZMPS. Ou seja, um conjunto de dados de cada
respectiva distribuicao PS considerada neste estudo. Vale frisar que cada observacdo amostral foi

gerada uma a uma, descartando os zeros gerados, até a obtencdo de nt observacdes positivas.

Na Tabela 13 sdo apresentados os resultados obtidos para a distribui¢do Poisson. Observa-
se que as estimativas sao proximas aos valores verdadeiros (1 e 7, (0; it )), bem como estes valores
verdadeiros pertencem aos intervalos bootstrap com 95% de confianca. As estimativas corrigidas,
calculadas utilizando-se as estimativas obtidas pelo algoritmo EM para as reamostras bootstrap,
foram proximas aquelas resultantes da aplicagdo direta do método. Sao apresentados também
nesta Tabela o valor de ng gerado (e desconsiderado no procedimento de estimagdo, que utiliza
apenas os valores positivos), € a estimativa de ng, a qual possibilitou a boa estimativa de u e,
consequentemente, da probabilidade de zero. Verifica-se que os valores gerados e estimados de ng

foram préximos. Adicionalmente, constata-se que os valores estimados apresentados melhoram
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conforme o aumento do tamanho das amostras; assim, verifica-se que o método produz boas

estimativas.

Tabela 13 — Estimativas de ng, i e da probabilidade de zero da distribuicao Poisson.

ntlu i L [n0p) ]| %OH %08 |
0 (0,0(());‘91?027) 0208 | 0,607 (0,325’;?11{000) 0583 | 15 | 23,538
ol (0,3715(;)217,682) AT 0568 (0,12(3)5502,;686) 0330 | 8 | 8365
L5 | omamaton | 1515 | 0223 | (o113 0qagy | 0206 | 5 | 4289
0 (0,2;)51)?843) 02181 0.607 (0,426?%?794) 0588 | 39 | 37,038
25| 10| o650 1540y | 1995 | 0368 | goia o5y | 0325 | 25 | 12723
b (1,0215?2(,)109) 13| 0223 (0,13&)‘,‘359) 0205 | 10 | 6,825
0> (0,225;‘%%683) 04831 0607 (0,5(())5?1)2,3765) 0.614 1 90 | 80,849
01 (0,7115(;)517,402) Hool | 0,368 (0,24(1)6?4(1)?489) 0341 | 35 | 26,622
1,5 (1’081542009) 1,541 | 0,223 (0’1%&37) 0,208 | 10 | 13,650
0 (0,3(());%?699) 0,501 0,607 (0,4;);?%?737) 0,603 | 122 | 154,638
e (0,785?95204) 09981 0,368 (0,38(’)??)?451) 0,367 | 62 | 58476
. (1,261521?792) 27| 0223 (0,12%1)?283) 0215 | 31| 27,776
0.5 (0’325%7,658) 0,507 | 0,607 (0,5%%?%?692) 0,601 | 326 | 302,643
200 | 1,0 (0,8&?85160) 0,982 | 0,368 (0’3%%?448) 0373 | 106 | 119,801
1,5 A8 1,487 | 0,223 0226 0,225 | 64 | 58551

(1,283; 1,687)

(0,185; 0,277)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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As Figuras 6 - 10 apresentam as andlises gréficas para as amostras geradas (sem o
valor zero) a partir da distribui¢do Poisson, com os diferentes tamanhos amostrais e valores do
parametro U, cujas estimativas foram apresentadas na Tabela 13. Nestas Figuras, os gréficos
apresentados em (a) sdo as distribui¢cdes de frequéncias observada dos conjuntos de dados, nas
quais verificam-se visualmente, dentre outros aspectos, o aumento na amplitude dos dados a
medida em que o valor de y4 aumenta. A escala em degradé em tons de cinza ressalta essa
amplitude, atribuindo uma cor diferente para cada observacio particular da amostra. E possivel
notar também para todos os casos que baixa (alta) amplitude ocasiona maiores (menores)
frequéncias observadas. Ainda considerando estas Figuras, nos graficos em (b), observa-se as
distribui¢des empiricas para o estimador do parametro i, obtidas via BNP, com os percentis de
2,5% e 97,5% em destaque. Essas apresentam-se aproximadamente simétricas para todos os
conjuntos amostrais, com maior concentracao em torno dos valores verdadeiros do parametro
e verifica-se também pouca variabilidade em torno deste. Por sua vez, nos graficos em (c), sdo
comparadas as frequéncias observadas (f;) e as frequéncias esperadas (f,) obtidas a partir da
distribuicdo tradicional ajustada aos valores positivos dos conjuntos. Devido a baixa discrepancia,

tem-se fortes evidéncias da aderéncia da distribui¢ao ajustada aos conjuntos de dados estudados.

Destaca-se que os comportamentos acima descritos sdo observados para todos os conjun-
tos amostrais e valores de parametros apresentados, verificando-se a melhora nas caracteristicas
com o aumento dos tamanhos amostrais, embora para pequenas amostras os resultados tam-
bém sejam satisfatérios. Assim, evidencia-se a adequabilidade da metodologia considerada as

situagdes estudadas.
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Figura 6 — Andlises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 7 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 25 gerados da distribui¢ao
Poisson (ZMP, com p = 1) para diferentes valores de .
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 8 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho n*

Poisson (ZMP, com p = 1) para diferentes valores de .
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 9 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho n = 100 gerados da distribui¢ao

Frequéncia

Poisson (ZMP, com p = 1) para diferentes valores de .
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 10 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 200 gerados da distribui¢ao
Poisson (ZMP, com p = 1) para diferentes valores de U.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os resultados obtidos para a distribuicio Geométrica sdo apresentados na Tabela 14.
Verifica-se que as estimativas sdo proximas dos valores verdadeiros (i e 7, (0; it)) considerados
para geracdo dos dados, assim como estes valores verdadeiros pertencem aos respectivos interva-
los de confianca bootstrap. Similarmente, as estimativas corrigidas (que utilizaram os valores
calculados via aplicacdo do procedimento as réplicas bootstrap) foram proximas aquelas obtidas
via aplicacdo direta algoritmo EM. Além disso, tem-se os valores gerados (e desconsiderados na
estimagdo) e estimados de ng para cada amostra, que contribuiram para a obtencdo de boas esti-
mativas e foram proximos aos gerados. Por fim, nota-se também erros menores nas estimativas

de u e m(0; 1) quando os tamanhos amostrais sdo acrescidos.

Tabela 14 — Estimativas de ng, it e da probabilidade de zero da distribui¢do Geométrica.

nt| H g, [ 7, 00) | m,0;0) [m,(0:m) [ mo [ 7o
- (0,28(’;;‘%7,733) 0470 1 0,667 (0,5%?%?833) 0675 | 38 | 32,144
o (0,4619(;)61?800) 1068 | 0,500 (0,3%‘;‘%4}682) 0469 | 22 | 14,063
b (0,731;;1627400) 1468 | 0400 (0,2821‘;1(())?577) 0392 9 | 10,227
. (0,25(’)?%)(,)760) 020 0067 (0,522’3?50?781) 0,653 | 45 | 48,079
o (0,6(;(’)(;)(;(,)400) HooL | 0,500 (0,4%?(())(,)625) 0494 | 33| 25,000
15 | 0020rana0 | P77 | 0400 | o0t | 0397 | 1s | ese2
03 | 02600750 | 303 | 0957 | (o563 070 | 0000 | 84| 99.999
0 (0,656?81(,)320) 0980 0,300 (0,4251)?595) 0502 | 37 | 51,020
b (0,961(’)?2(,)201) 138 1 0400 (0,3?5?%4,1510) 0,388 | 23 | 32,467
0 (0,34(1)(’)4;‘?)(,)650) 0,491 | 0,667 (0’688?2746) 0,669 | 189 | 204,072
100 | 1,0 (0’75(’)?‘;?320) 1035 | 0500 | 421‘;‘%(”562) 0489 | 105 | 96,153
. (1,121(,)4;‘81(,)870) 1485 0400 (0,34(1)25(())?472) 0400 | 57 | 67567
0 (0,3;)5’?(())(,)610) 05011 0667 (0,631??)?717) 0665 | 370 | 399,977
200 10| 005 1100y | 1005 | 000 | g 455 osagy | 0498 | 184 199,002
LS (1,2315(;?805) 1,502 | 0,400 (0,329?%?447) 0398 | 133 | 132,889

Fonte: Elaborada pelo autor.
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As Figuras 11 - 15 apresentam as andlises graficas para as amostras geradas (sem o valor
zero) a partir da distribuicdo Geométrica, com os diferentes tamanhos amostrais e valores do
parametro U, cujas estimativas foram apresentadas na Tabela 14. Nas Figuras, os graficos em (a)
sdo as distribui¢des de frequéncias para os conjuntos. Com a andlise dos graficos, verifica-se o
aumento da amplitude dos dados 8 medida em que o valor da média aumenta; novamente, degradé
em tons de cinza ressalta a amplitude e observa-se para todos os casos que baixa amplitude
ocasiona em maiores frequéncias observadas bem como alta amplitude ocasiona em menores
frequéncias. Nos graficos apresentados em (b) ainda nestas Figuras, observa-se as distribui¢des
empiricas para o estimador do parametro U, obtidas via BNP, com os percentis de 2,5% e
97,5% em destaque. Verifica-se que ha uma leve assimetria para todos os conjuntos amostrais,
e que ha maior concentracdo das frequéncias em torno dos valores verdadeiros do parametro;
constata-se também pouca variabilidade em torno deste. Por sua vez, nos graficos em (c), as
frequéncias observadas (f;) e esperadas (f,) pela distribui¢@o tradicional ajustada para os valores
positivos dos conjuntos sdo comparadas. Observa-se que as barras f; e f, t€ém alturas proximas,

evidenciando que a suposi¢do da distribuicao foi adequada aos conjuntos de dados estudados.

Mais uma vez, ressalta-se que os comportamentos acima descritos sdo observados para
todos os tamanhos de amostras e valores de parametros considerados neste estudo, verificando-se
a melhora nas caracteristicas para maiores conjuntos amostrais, embora para aqueles de menor
tamanho os resultados também sejam razodveis, corroborando a qualidade da metodologia

considerada neste trabalho.
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Figura 11 — Andlises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n*
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.

ZMG:n*=15,p=1,u=05 ZMG:n"=15,p=1,u=1
T [ T M|
. fo(G) o fo(G)
S 2
® © -
© © -
< - < o
] C ] n
o o I] ] ]
1 i>=2 1 2 3 4 i>=5

14

10

o J

ZMG:n"=15,p=1,u=15

H
f(G)

ﬂb@??ﬂ

i>=6

(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 12 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 25 gerados da distribui¢ao
Geométrica (ZMG, com p = 1) para diferentes valores de L.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 13 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n*™ = 50 gerados da distribui¢ao
= 1) para diferentes valores de U.
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 14 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 100 gerados da distribui¢ao
Geométrica (ZMG, com p = 1) para diferentes valores de L.
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(a) Distribui¢des de frequéncia dos conjuntos gerados.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 15 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™*
Geométrica (ZMG, com p = 1) para diferentes valores de (.
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Tabela 15 apresenta as estimativas obtidas de ngp, u e m,(0; 1) para a distribui¢do
Binomial. Verifica-se que os valores resultantes da aplicagdo do método proposto sao proximos
dos valores verdadeiros (1 e m,(0; 1)) e estes valores verdadeiros pertencem aos respectivos
intervalos bootstrap com 95% de confianca. As estimativas corrigidas (obtidas a partir das
réplicas bootstrap) tiveram resultados proximos aos obtidos pela aplicagdo direta do algoritmo
EM as amostras. Os valores de ng gerados para as amostras e os estimados pelo procedimento
ao considerar-se apenas as observagdes positivas foram préximos. Para maiores tamanhos de
amostra, ha a melhora nas estimativas, corroborando que o método de estimac¢do considerado

produz bons resultados.

Tabela 15 — Estimativas de ng, i e da probabilidade de zero da distribuicdo Binomial, com m = 10.

nt | u e | m(0;p) | m(0;p) | m(0s.) | mo 70
0.5 (0,12&?%)?888) 0,548 | 0,599 (0’383%?865) 0556 | 23 | 20300
15 | 1.0 (0’531{;??683) 1115 | 0349 (0,1253575) 0292 | 5 | 6769
L5 | o3t 2362) | 52| 0197 | g oag 075 | 0161 | 3 | 3685
0 (0,1%?%?843) 0497 | 0.9 (0,4?4’1?(())?841) 0,590 | 45 | 38:446
o (0,4%;;;)31?573) Lo | 0.9 (O,lé(i)i??)il606) 0315 | 14 | 12,521
15| 09752000 | 93| 0197 | ooy | 1 | 10| 5975
0 (0,233?%)?775) 027 099 (0,44(1)6?%?741) 0,578 | 68 | 60,792
50 | 1.0 (0,758???315) 1010 | 0,349 (0’2223‘(‘)?481) 0340 | 38 | 26429
L5 | (isar g1y | 1494 0197 | 0t gy | 0194 | 13 | 12459
05 (0’285"_}%?689) 0492 | 0599 | o 486?%?7 4| 0600 | 120 | 153783
100 10| 0705 1330y | 1958 | 039 | (o0 0azg) | 0323 | 47| 4875
b (1,2ii?23:764) 1,504 1 0,197 (0’124!%?266) 0,194 | 23 | 24,398
0 (0,3;)4’1?(())7,644) 0208 0,999 (0,5?4’1??)4,‘683) 0592 315 292,791
200 19 (O,S?é?gl?m) 09821 0349 (0,28550?426) 0,354 | 8 | 110,171
1> (1,3(;(9)4;‘81?677) 1490 | 0,197 (O,lg(’)f%?m) 0198 | 41 | 49,819

Fonte: Elaborada pelo autor.
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As Figuras 16 - 20 apresentam as andlises graficas para as amostras geradas (sem o
valor zero) a partir da distribuicdo Binomial, com os diferentes tamanhos amostrais e valores do
parametro U, cujas estimativas foram apresentadas na Tabela 15. As distribuicdes de frequéncias
para os conjuntos, ilustradas pelos graficos (a) das Figuras, permitem verificar que hd aumento
na amplitude dos dados conforme o aumento do parametro u, ressaltada pela escala degradé em
tons de cinza. Também € possivel notar que baixa (alta) amplitude ocasiona maiores (menores)
frequéncias observadas em todos os casos. As distribuicdes empiricas para o estimador do
parametro p, obtidas via BNP, com os percentis de 2,5% e 97,5% em destaque, podem ser
observadas nos graficos (b) destas Figuras. Além da constatacdo de uma leve assimetria para
todos os conjuntos amostrais e da verificagdo de maior concentracdo das frequéncias em torno
dos valores verdadeiros do parametro, verifica-se a pouca variabilidade em torno deste. As
frequéncias observadas (f;) e esperadas (f,) obtidas a partir da distribui¢do tradicional ajustada
aos valores positivos dos conjuntos sdo, por sua vez, comparadas nos graficos em (c). Observa-
se que ha pouca diferenca entre as alturas das barras f; e f,, evidenciando boa aderéncia da

distribui¢do aos conjuntos de dados estudados.

Salienta-se que para todos os tamanhos de amostras e valores de pardmetros considerados
neste estudo, os comportamentos acima descritos sdo observados. A melhora nas caracteristicas
para maiores conjuntos amostrais também verifica-se, embora os resultados sejam aceitiveis

ainda para aqueles de menor tamanho, validando as qualidades do método proposto.
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Figura 16 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 15 gerados da distribui¢ao
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(a) Distribui¢des de frequéncia dos conjuntos gerados.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 17 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 25 gerados da distribui¢ao
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Binomial (ZMB, com p = 1) para diferentes valores de L.
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(a) Distribui¢des de frequéncia dos conjuntos gerados.
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.



86 Capitulo 4. Estudo com Dados Simulados

Figura 18 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 50 gerados da distribui¢do
Binomial (ZMB, com p = 1) para diferentes valores de (.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 19 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 100 gerados da distribui¢do
Binomial (ZMB, com p = 1) para diferentes valores de L.
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(a) Distribui¢des de frequéncia dos conjuntos gerados.
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 20 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 200 gerados da distribui¢ao
Binomial (ZMB, com p = 1) para diferentes valores de U.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Cenario 2: Dados Gerados de uma Distribuicao ZDPS

Neste estudo, uma amostra de tamanho n foi gerada da respectiva distribui¢io ZDPS
(isto é, com pardmetro 1 < p < 1/(1 —m,,(0; 1, 9))) considerando-se os diferentes valores de

e p (ver Tabela 9).

Na Tabela 16 sdo apresentados os resultados obtidos a partir da andlise de dados pro-
venientes de uma distribuicdo ZDP. Observa-se que as estimativas sdo préximas aos valores
verdadeiros (i e 7,(0; 1)), bem como estes valores verdadeiros pertencem aos intervalos boots-
trap com 95% de confianca. As estimativas corrigidas, calculadas utilizando-se as estimativas
obtidas pelo algoritmo EM para as reamostras bootstrap, foram préximas aquelas resultantes
da aplicacdo direta do método. Sao apresentados também nesta Tabela o valor de ng gerado
(e desconsiderado no procedimento de estimacao, que utiliza apenas os valores positivos), € a
estimativa de ng, a qual possibilitou a boa estimativa de U e, consequentemente, da probabili-
dade de zero. Verifica-se que os valores gerados e estimados de ng foram bastante diferentes,
evidenciando que o conjunto de dados € zero-deflacionado uma vez que o valor estimado é
superior ao gerado pela distribuicdo ZDP (com cerca de 95% observagdes zero a menos do que o
esperado por uma distribuicdo tradicional). Adicionalmente, constata-se que os valores estimados
apresentados melhoram conforme o aumento do tamanho das amostras; assim, verifica-se que o

método produz boas estimativas.

As Figuras 21 - 25 apresentam as andlises graficas para as amostras geradas (sem o valor
zero) a partir da distribui¢cdo ZDP, com os diferentes tamanhos amostrais e valores do parametro
U, cujas estimativas foram apresentadas na Tabela 16. Nos gréficos apresentados em (a) estdo as
distribuicdes de frequéncias para os conjuntos, nas quais verificam-se visualmente, dentre outros
aspectos, o aumento na amplitude dos dados a medida em que o valor de u aumenta. A escala
em degradé em tons de cinza ressalta essa amplitude, atribuindo uma cor diferente para cada
observacio particular da amostra. E possivel notar também para todos os casos que baixa (alta)
amplitude ocasiona maiores (menores) frequéncias observadas. Ainda nestas Figuras, os graficos
em (b), observa-se as distribuicdes empiricas para o estimador do parametro U, obtidas via
BNP, com os percentis de 2,5% e 97,5% em destaque. Essas apresentam-se aproximadamente
simétricas para todos os conjuntos amostrais, com maior concentracao em torno dos valores
verdadeiros do pardmetro e verifica-se também pouca variabilidade em torno destes. Por sua vez,
os graficos em (c) apresentam as comparacdes entre as frequéncias observadas (f;) e as esperadas
(fe), obtidas a partir da distribuicdo tradicional ajustada aos valores positivos dos conjuntos.
Devido a baixa discrepancia, tem-se evidéncia para a adequabilidade da distribui¢do suposta aos

conjuntos de dados estudados.

Destaca-se que os comportamentos acima descritos sdo observados para todos os conjun-
tos amostrais e valores de parametros apresentados, verificando-se a melhora nas caracteristicas
com o aumento dos tamanhos amostrais, embora para pequenas amostras os resultados também

sejam satisfatdrios. Assim, evidencia-se o bom desempenho do procedimento.



90

Capitulo 4. Estudo com Dados Simulados

Tabela 16 — Estimativas de ng, i e de m,(0; 1) obtidas a partir de dados provenientes da distribui¢do
Poisson Zero-Deflacionada.

nt | ¥ u . |mO;p) | mO0;n) [m0:n.)[no| 7o
0 (0,0(())(’;;‘91?027) 006 0.607 (0,3;’3?11%000) 0584 1 2 | 23,538
ol (0,4913(;)25594) 1038 | 0368 (0,2(%??)?611) 0,340 | 0| 8365
15| os16219m) | 1| 0223 | (o115 oaany | 0205 | 0| 4289
- (0,1;)6?1)?905) 0222 | 0607 (0,4(())4’1??)?856) 0581 | 2| 37,030
25| 10| g50; 1540) | D08 | 0368 | o100y | 0329 | 1| 12723
b (0,961;;12?009) bA9s | 0,223 (0,1;))25%)?380) 0216 1 0 ) 7319
0.3 (0,3(())5’?1)?715) 0,521 | 0,607 (0,4&?%?737) 0,501 | 3 | 74,075
200 (0,6?9?917375) 1007 0368 (0,2%?%?540) 0358 | 1| 29236
1 (1,14:511?882) 1,517 | 0,223 (0’125?3?318) 0216 | 1 | 14,132
- (0,335;‘%{650) 04811 0.607 (0,535?1)?724) 0616 | 2 | 161,694
e (0,84:3(;)81247) H0%0 | 0,568 (0,226??)?430) 0334 | 1| 503889
b (1,211%’;;181?779) Lase | 0229 (0,125%)?296) 0,224 | 0| 29,275
0 (0,38451)?650) 0217 0.607 (0,53&?%?674) 0,595 | 8 | 269,301
20 1 (0,8515’3(;)31?204) 1036 | 0,568 (0,3(())(’)??)?424) 0,354 | 4 | 110,239
L5 | 02 | 0023 0,223 0222 | 4| 57508

(1,297, 1,693)

(0,184; 0,273)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 21 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 15 gerados da distribui¢ao
Poisson (ZDP) para diferentes valores de U.
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 22 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n" = 25 gerados da distribui¢ao
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 23 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n*™ = 50 gerados da distribui¢ao
Poisson (ZDP) para diferentes valores de U.
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 24 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 100 gerados da distribui¢ao
Poisson (ZDP) para diferentes valores de (.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 25 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™*
Poisson (ZDP) para diferentes valores de U.
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Na Tabela 17, que apresenta os resultados obtidos com a andlise de dados provenientes de
uma distribuicdo ZDG, verifica-se que as estimativas sdo proximas dos valores verdadeiros (i e
7. (0; u)) considerados para geragdo dos dados, assim como estes valores verdadeiros pertencem
aos respectivos intervalos de confiancga bootstrap. Similarmente, as estimativas corrigidas (que
utilizaram os valores calculados via aplicacdo do procedimento as réplicas bootstrap) foram
proximas aquelas obtidas via aplicacdo direta aos dados com o algoritmo EM. Além disso, tem-se
que os valores estimados de ny foram bem acima das verdadeiras quantidades geradas desta
observagdo para as amostras, fato extremamente aceitdvel uma vez que, de fato, os dados foram
gerados de uma distribui¢do ZDG. Por fim, nota-se também erros menores nas estimativas de

e 7, (0; 1) quando os tamanhos amostrais aumentam.

As Figuras 26 - 30 apresentam as andlises graficas para as amostras geradas (sem o
valor zero) a partir da distribuicio ZDG, com os diferentes tamanhos amostrais e valores do
parametro U, cujas estimativas encontram-se na Tabela 17. Nas Figuras, os graficos em (a) estao
as distribui¢des de frequéncias para os conjuntos e verifica-se 0 aumento da amplitude dos dados
a medida em que o valor da média aumenta; novamente, degradé em tons de cinza ressalta a
amplitude e observa-se para todos os casos que baixa amplitude ocasiona em maiores frequéncias
observadas bem como alta amplitude ocasiona em menores frequéncias. Ainda considerando
estas Figuras, nos grificos em (b) observa-se as distribui¢cdes empiricas para o estimador do
parametro U, obtidas via BNP, com os percentis de 2,5% e 97, 5% em destaque. Verifica-se que ha
pouca assimetria para todos os conjuntos amostrais € que ha maior concentracao das frequéncias
em torno dos valores verdadeiros do parametro; constata-se também pouca variabilidade em
torno deste. Por sua vez, os graficos em (c) apresentam as comparacdes entre as frequéncias
observadas (f;) e esperadas (f,) pela distribuicdo tradicional ajustada aos valores positivos dos
conjuntos de dados. Observa-se que as barras f; e f, t€m alturas proximas, dando indicios de que
a suposi¢ao da distribuicao € adequada para explicar o comportamento dos conjuntos de dados

estudados.

Mais uma vez, ressalta-se que os comportamentos acima descritos sdo observados para
todos os tamanhos de amostras e valores de parametros considerados neste estudo, verificando-se
a melhora nas caracteristicas para maiores conjuntos amostrais, embora para aqueles de menor
tamanho os resultados também sejam razodveis, corroborando a qualidade da metodologia

considerada.
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Tabela 17 — Estimativas de ng, 1 e de m,(0; 1) obtidas a partir de dados provenientes da distribuigao
Geométrica Zero-Deflacionada.

A K A [ mO0) [ m(0:1) [ 7 (0:8) [no | o
0 (0,1%?31?133) 035 ] 0.607 (O,4g§?5(f882) 0633 | 0 28,124
ol (0,4615(;)617,733) Ho7L | 0,500 (0,3264;1%4,1682) 0470 ) 0 | 14,063
15 | 0735 2467) | 1467 | 040 | ooy | 0393 | 1| 10227
0 (0,2(())(’)?%)(,)880) 0,520 0,667 (0’5;)5?%?833) 0.650 | 0 | 48,079
2510 | 0 conr 1560y | M4 | 0500 | o sgitiias) | 0483 | 2| 24039
b (0,84:(’)?22(,)320) 15201 0400 (0,3(%?%?543) 0387 1 0| 16447
0 (0,23(’)?%)(,)780) 0021 | 0667 (0,525??)?781) 0653 | 3| 96,149
0| 10| 0 as 00y | 057 | 050 | o 3g5 o505 | 04T | 3| 45454
b (1,0(1(,)?22(,)060) 1526 0,400 (0,339?%?500) 0,391 1 0} 32894
- (0,35)(’)?%(,)680) 0,491 0,667 (0’583?2758) 0,668 | 2 | 204,070
100 | 1,0 (0,8116(;)71(,)3 10| 1071|0500 | o 4;);;‘%?552) 0481 | 5 | 93456
b (1,121(’)?11(,)950) L1 0400 (0,3?5%?472) 0395 |5 | 66,225
0 (0,383?(())?630) 03061 0,667 (0,6%??;,1717) 0663 | 5 | 396,024
20110 (0,8515(;)51(,)260) HOs2 ] 000 (0,44(1)5?%?539) 0486 | 8 | 190474
Ls| o 2% 11507 | 0400 0-399 0398 | 5 | 132,889

(1,245; 1,785)

(0,359; 0,445)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 26 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 15 gerados da distribui¢ao
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.

ZMG:n*=15,p=29,1=05 ZMG:n"=15,p=1.95,u=1 ZMG:n"=15,p=1.63,u=15

R M f T4 M f T4 | Bl
. (@) . () . ()
2 o 24 2 o
o © ©
© © ©
< < 4 <«
g gl il | s i i

1 2 i>=3 1 2 3 4 i>=5 1 2 3 4 i>=5

(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 27 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n*™ = 25 gerados da distribui¢ao
Geométrica (ZDG) para diferentes valores de L.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 28 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 50 gerados da distribui¢ao
Geométrica (ZDG) para diferentes valores de (.

ZMG ZMG ZMG
n*=50 n*=50 n*=50
g 1 p=2.9 g p=1.95 g p=1.63
u=0.5 u=1 u=15

20
20

4 < -
| EI EII
o J .-—|:| o J ..-:ll:hzl o .-:ll:ll:h:l
1 2 3 1 2 3 4 5 6 7 8

4 5 1 2 3 4 5 6 9

(a) Distribui¢des de frequéncia dos conjuntos gerados.

ZMG:n*=50,p=2.9,1=0.5 ZMG:n"=50,p=1.95,u=1 ZMG:n"=50,p=1.63,u=15
o
8 — — g - — .
- ' fine N ' s ' ' fave
' - - IC(95%) g - ' s | ' ' - - 1C(95%)
' - ' 5 v '
1 1 1 ] 1
1 1 b= 1 1
8 - ' Ll 8 i 1 1
S ) o ) = ) )
© Ll © S 4 Ll © Ll 1
g ' E e ' g § ’ 1 Ll
& ' 3 ' ] ' '
3 ' 3 ' g o ' '
g \ g \ g 8 \ \
o ' ' ' '
2 ' s | ' ° '
1 3 1 =3 :
l Ll Ll
' ' 8 '
' ' « T
l l l
o L o L o L
T T T 1 T T T T T 1 T T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
Estimativas bootstrap de p Estimativas bootstrap de p Estimativas bootstrap de p

(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.

Fonte: Elaborada pelo autor.



4.2. Estudo com Dados Artificiais: Aplicacées 101

Figura 29 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 100 gerados da distribui¢do
Geométrica (ZDG) para diferentes valores de L.
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(b) Distribui¢cdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap nao paramétrico.
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Figura 30 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 200 gerados da distribui¢ao
Geométrica (ZDG) para diferentes valores de (.
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(b) Distribuicdes empiricas dos estimadores do pardmetro u obtidas via bootstrap ndo paramétrico.
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.
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A Tabela 18 apresenta as estimativas obtidas de ng, it e 7, (0; i) para a distribui¢do ZDB,
com m = 10. Pode-se observar que os valores resultantes da aplicagdo do método proposto sdo
préximos dos valores verdadeiros (1 e m,(0; 1)), e além disso, que estes valores verdadeiros
pertencem aos respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianca. As estimativas corrigidas
(obtidas a partir das réplicas bootstrap) tiveram resultados proximos aos obtidos pela aplicagdo
direta do algoritmo EM as amostras. Os valores de ng gerados para as amostras e os estimados
pelo procedimento ao considerar-se apenas as observacdes positivas foram bastante diferentes,
evidenciando que a estimativa € cerca de 95% maior que o nimero gerado pela amostra deflaci-
onada. Para maiores tamanhos de amostra, hd a melhora nas estimativas, corroborando que o

método de estimagao considerado produz bons resultados.

As Figuras 31 - 35 apresentam as andlises graficas para as amostras geradas (sem o valor
zero) a partir da distribuicdo ZDB, com os diferentes tamanhos amostrais e valores do parametro
U, cujas estimativas encontram-se na Tabela 18. As distribuicdes de frequéncias para os conjuntos,
apresentadas em (a) destas Figuras, permitem verificar que hd aumento na amplitude dos dados
conforme o aumento do parametro U, ressaltada pela escala degradé em tons de cinza. Também
€ possivel notar que baixa (alta) amplitude ocasiona maiores (menores) frequéncias observadas
em todos os casos. As distribui¢des empiricas para o estimador do parametro u, obtidas via
BNP, com os percentis de 2,5% e 97,5% em destaque, podem ser observadas ainda nestas
Figuras, graficos (b). Além da constatacdo de pouca assimetria para todos os conjuntos amostrais
e da verificacdo de maior concentracdo das frequéncias em torno dos valores verdadeiros do
parametro, verifica-se a pouca variabilidade em torno deste. As frequéncias observadas (f;) e
esperadas (f,) pela distribui¢do tradicional ajustada aos valores positivos dos conjuntos sdo, por
sua vez, comparadas nos graficos em (c) destas Figuras. Observa-se que ha pouca diferenca entre
as alturas das barras f; e f,, evidenciando boa aderéncia da distribuicdo aos conjuntos de dados

estudados.

Salienta-se que para todos os tamanhos de amostras e valores de parametros considerados
neste estudo, os comportamentos acima descritos sdo observados. A melhora nas caracteristicas
para maiores conjuntos amostrais também verifica-se, embora os resultados sejam aceitaveis
ainda para aqueles de menor tamanho, validando a qualidade do método considerado neste
trabalho.
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Tabela 18 — Estimativas de ng, 1 e de 7, (0; 1) obtidas a partir de dados provenientes da distribui¢do

Binomial Zero-Deflacionada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 31 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 15 gerados da distribui¢ao
Binomial (ZDB) para diferentes valores de L.
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Figura 32 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n"™ = 25 gerados da distribui¢ao
Binomial (ZDB) para diferentes valores de (.
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Figura 33 — Anélises graficas para os conjuntos de dados de tamanho n™ = 50 gerados da distribui¢ao
Binomial (ZDB) para diferentes valores de L.
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Figura 34 — Anélises gréficas para os conjuntos de dados de tamanho nt = 100 gerados da distribui¢ao
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(c) Distribui¢des de frequéncias observadas e esperadas pela distribui¢do ajustada.
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Figura 35 — Anélises grificas para os conjuntos de dados de tamanho n™*
Binomial (ZDB) para diferentes valores de L.
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Com o conhecimento da eficiéncia do procedimento de estimacdo via algoritmo EM,
verificada através de um estudo de simulagdo e também de um estudo com aplicagdes em
conjuntos de dados gerados artificialmente, a metodologia proposta serd aplicada em conjuntos

de dados reais. Os resultados destas aplicacdes s@o apresentados no Capitulo 5 a seguir.
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CAPITULO

APLICACOES: DADOS REAIS

O método de estimagdo via algoritmo EM apresentado no Capitulo 3 foi aplicado
para estimar as quantidades de interesse a partir do estudo de conjuntos de dados reais. Para
ilustrar essas aplicacdes, foram considerados conjuntos de dados que contém observacgdes zero,
incluindo situac¢des anteriormente estudadas quanto a zero-modificagdo e cujos resultados ja
foram apresentados em outros trabalhos cientificos para fins de comparacdo (Situagdo 1). Além
destes, foi considerada também a andlise de conjuntos que de fato ndao contém zeros dentre suas
observacoes, cuja investigacao sobre a zero-modificacdo (zero-deflacdo, mais especificamente)
foi efetuada neste trabalho (Situacdo 2). A seguir, sdo apresentadas as analises realizadas que
incluem obtencao e comparagdo de estimativas, representacao grafica da distribui¢do empirica
do estimador do parametro u obtida via BNP e comparagdo gréfica das frequéncias observadas
e esperadas para os conjuntos de dados considerados. Ressalta-se que poderiam ser aplicados
ainda testes estatisticos para verificar a aderéncia das distribui¢des propostas aos dados estudados
(como o teste x2 de aderéncia, por exemplo). Porém, tal andlise adicional nio faz parte do escopo
deste trabalho.

Situacao 1: Conjuntos ZMPS com zeros observados

A seguir, sdo apresentadas aplicacdes do procedimento de estimagao proposto a conjuntos
de dados reais que contém zeros dentre suas observagdes, incluindo problemas para os quais é
possivel fazer a comparacdo com resultados quanto a zero-modificacio, obtidos em trabalhos
da literatura (Problemas 1.1 - 1.3) e um problema estudado neste trabalho de forma inédita
(Problema 1.4).
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Problema 1.1: Incidentes de terrorismo internacional nos EUA

Os dados, disponibilizados em Conigliani, Castro e O’Hagan (2000), consistem no
numero mensal de incidentes de terrorismo internacional nos Estados Unidos da América (EUA)
entre os anos de 1968 e 1974. Os impactos do terrorismo internacional sdo de grande interesse e
estudos sobre o tema permitem que as principais institui¢des nacionais possam agir de modo a
prevenir e punir atos terroristas, além de realizar andlises sobre seu funcionamento, financiamento
e organizagao estrutural e estratégica, o que possibilita que o pais tenha aparato institucional

para lidar com a problemdtica.

Este conjunto de dados foi analisado por Bayarri, Berger e Datta (2008), que verificaram
o ajuste do modelo Poisson aos dados como adequado, algo também confirmado por Conceicao
et al. (2017), que consideram um modelo mais geral, o modelo ZMP (cujas estimativas obtidas

para os parametros foram I =0,72 e p = 0,96 — préximo de 1.)

A Tabela 19 apresenta a distribuicio de frequéncia do nimero de incidentes, e inclui as
estatisticas descritivas como as médias amostrais (7 € y1) e desvios-padrdes amostrais (sd(y) e
sd(y™)), calculadas considerando-se o conjunto de dados completos e também o conjunto que

consiste apenas das observagdes positivas.

Tabela 19 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero mensal de incidentes de
terrorismo internacional nos EUA entre 1968 e 1974.

Numero de incidentes | y; [ O 1 2 3 4 |Total | ¥ vyt sd(y) | sd(y™)
Numero de meses fi138 26 8 2 1 75 10,693 | 1,405 | 0,870 | 0,725
Fonte: Adaptada de Conceigdo et al. (2017).

Para a utilizagdo do procedimento de estimagdo proposto, foi considerado apenas o
conjunto de observacdes positivas de tamanho n™ = 37 . As estimativas (incluindo as corrigidas)
e os intervalos de confianca bootstrap ao nivel de 95% para u e w,(0; i) sdo apresentadas na

Tabela 20 a seguir, além da estimativa de ny.

Tabela 20 — Estimativas obtidas para o conjunto de incidentes de terrorismo internacional nos EUA.

il " LT ol [moA)] 7
0,724 b s
37| 0357: 1.100) | %722 | (0.333:0.700) | 0474 | 34.805

Fonte: Elaborada pelo autor.

Verifica-se que a estimativa [i obtida pelo algoritmo EM descrito neste trabalho foi bas-
tante proxima ao valor estimado por Concei¢do et al. (2017), indicando uma média aproximada
abaixo de um incidente mensal no periodo em estudo. Além disso, o nimero estimado de zeros
foi np ~ 35, também préximo ao valor real da amostra, corroborando o fato de que cerca de 50%

dos meses nao tiveram nenhum ataque (nota-se que a probabilidade de zero estimada também ¢
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préxima a esse valor). Assim, € possivel constatar que o procedimento de estimagdo € apropriado
para o conjunto de dados sobre os incidentes de terrorismo por més nos EUA, indicando que
boas inferéncias podem ser obtidas e aplicadas, por exemplo, na tomada de decisdo quanto a

medidas de reducdo, prevengdo e controle de tais ocorréncias indesejadas.

A Figura 36 (a) ilustra graficamente a distribui¢do empirica do estimador do parametro
U, destacando os percentis do intervalo de confianca de 95%. Nota-se que tal distribuicao é
aproximadamente simétrica. A Figura 36 (b) mede visualmente a aderéncia entre a distribui¢do
tedrica especificada (Poisson) e o conjunto de dados amostrais estudado. Pode-se notar que ha
pouca diferenca entre as frequéncias observada e esperada, o que ressalta a adequabilidade da

suposicao.

Figura 36 — (a): Distribui¢do empirica do estimador do parametro [ obtida via bootstrap nao paramétrico.
(b): Distribui¢do de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 1.2: Partidas de futebol entre os times Real Madrid e Bar-

celona

Os dados, extraidos de Conceicao et al. (2016), consistem no nimero de vitérias do
Barcelona que antecederam cada vitdria do Real Madrid entre marco de 1916 a abril de 2014.
Chamado de EI Cldsico (em portugués, O Cléssico), a disputa é considerada o maior clédssico de
futebol de toda Espanha, sendo o confronto entre dois times que foi mais vezes disputado. A
rivalidade transcende os campos de futebol e tem raizes histdricas e politicas entre as regides

que os clubes representam (barcelonas.com, 2019).
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Considerando-se as partidas de futebol disputadas entre os times Barcelona e Real Madrid
no periodo de marco de 1916 a abril de 2014, foram 227 jogos. Destes, 179 partidas resultaram
em vitoria de um time (88 para o Barcelona e 91 para Real Madrid). Levando-se em conta apenas
estes jogos com um time vitorioso, o interesse € a contagem no nimero de vitérias do Barcelona
que antecederam cada vitéria do Real Madrid, sugerindo uma distribuigdo Geométrica. Isto &,
0 “fracasso” e o “sucesso” associados ao ensaio Bernoulli sdo, respectivamente, a vitdria do

Barcelona (ou a derrota do Real Madrid) e a vitéria do Real Madrid (ou derrota do Barcelona).

Este conjunto de dados foi analisado por Conceigdo et al. (2016), que ajustaram o modelo
ZMG aos dados e verificaram a presenca de deflacdo de observacdes zero (cujas estimativas

obtidas foram i = 0,72 e p = 1,40 — ou seja, uma distribuicdo ZDG).

A Tabela 21 apresenta a distribui¢do de frequéncia do nimero de vitérias do Barcelona
que antecederam cada vitéria do Real Madrid nas partidas consideradas, incluindo também as
médias amostrais e desvios-padrdes, calculadas com o conjunto de dados completos (¥ e sd(y))

e também com o conjunto que consiste apenas das observagdes positivas (7 e sd(y™)).

Tabela 21 — Distribui¢do de frequéncia e estatisticas descritivas do ndmero de vitérias do Barcelona que
antecederam cada vitéria do Real Madrid no periodo de marco de 1916 a abril de 2014.

Numero de vitérias | y; | O 1 2 3 4 5| Total | ¥ vyt o[ sd(y) | sd(y™)
Frequéncia fil39 31 11 6 3 1 91 0,967 | 1,692 | 1,140 | 1,020
Fonte: Adaptada de Conceigdo et al. (2016).

Apenas o conjunto de observagdes positivas de tamanho nt = 52 foi considerado e
utilizou-se o procedimento de estimagao proposto para obter as estimativas sobre as quantidades
de interesse. A Tabela 20 apresenta as estimativas (incluindo as corrigidas) e os intervalos
bootstrap com 95% de confianca para u e 7, (0; 1t). Observa-se também nesta tabela a estimativa
de ng, que corresponde a quantidade de observagdes zero que deve ser adicionada ao conjunto de
dados para que a distribuicao Geométrica tradicional explique adequadamente o comportamento
dos dados.

Tabela 22 — Estimativas obtidas para o nimero de vitérias do Barcelona que antecederam cada vitéria do
Real Madrid no periodo de marco de 1916 a abril de 2014.

I’l+ ,u\ ﬁc ﬂG(O’ﬁ) ﬂG(O’ﬁc) ﬁo
0,692 0,591
2| 0423;0981) | "1 | (0.505;0703) | %7 | 11

Fonte: Elaborada pelo autor.

Verifica-se que a estimativa [ obtida pelo algoritmo EM descrito neste trabalho foi
proxima ao valor estimado por Conceicdo et al. (2016), indicando que uma média de aproxi-
madamente O, 7 vitérias do Barcelona antecederam cada vitéria do Real Madrid. Além disso, o

valor estimado de ng, ny ~ 76, é maior do que o valor observado efetivamente no conjunto de
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dados (39 observagdes zero), refor¢cando o fato concluido por Conceicao et al. (2016) sobre a
existéncia de um processo que deflacionou a amostra na observagdo zero (zero-deflagdo). Assim,
supde-se que o time do Barcelona deixou de ser o vitorioso do confronto menos vezes do que o

suposto pela distribui¢ao.

A Figura 37 (a) ilustra graficamente a distribui¢do empirica do estimador do parametro
U, destacando os percentis do intervalo de confianca de 95%. Nota-se que tal distribuicao é
aproximadamente simétrica. A Figura 37 (b) mede visualmente a aderéncia entre a distribui¢do
tedrica especificada (Geométrica) e o conjunto de dados amostrais estudado, destacando ainda as
frequéncias esperadas para a distribui¢ao zero-deflacionada. Pode-se notar que ha pouca diferenca
entre as frequéncias observada e esperada, o que ressalta a adequabilidade da suposi¢do. Destaca-
se que para a observagdo zero, a frequéncia observada € bastante proxima a esperada pela
distribuicdo zero-deflacionada. Ressalta-se que a barra que corresponde a frequéncia de zero
para a distribui¢do Geométrica tradicional ndo € apresentada (havendo em vez disso apenas uma
linha representativa), pois trata-se da frequéncia obtida para o conjunto de dados aumentados,

que € superior as demais (como evidenciado pela estimativa ng).

Figura 37 — (a): Distribui¢do empirica do estimador do parametro Lt obtida via bootstrap ndo paramétrico.
(b): Distribui¢do de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 1.3: Estilo de escrita de um autor

Em estudos que visam caracterizar o estilo de escrita de um autor, toma-se amostras de n
palavras e conta-se o nimero de palavras funcionais (usadas apenas para estabelecer relacdes
entre elementos do discurso) em cada amostra. Os dados aqui utilizados, estdo disponiveis em

» [13 »

Bailey (1990), e consistem no numero de ocorréncias combinadas dos artigos “the”, “a” e “an”

em amostras (ndo sobrepostas) de 5 palavras retiradas do livro de Macaulay (1909), tomadas a
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partir de palavras iniciais de duas linhas escolhidas aleatoriamente de cada uma de 50 piginas do
texto impresso. Assim, m = 5 € o niumero de palavras e Y € o nimero de ocorréncias combinadas
dos artigos “the”, “a” e “an”. Bailey (1990) verificou o ajuste do modelo B aos dados, que
apresentam evidéncias de subdispersdao. O mesmo conjunto de dados foi analisado por Conceic¢do
et al. (2017), que ajustaram o modelo ZMB e concluiram que hd um processo de zero-deflagao
(cujas estimativas obtidas foram I = 0,31 e p = 1,99 — ou seja, uma distribui¢ao ZDB).

A Tabela 23 apresenta a distribui¢do de frequéncia do nimero de ocorréncias combinadas

dos artigos “the”, “a” e “an” na amostra, as médias amostrais (y e ) e desvios-padroes

amostrais (sd(y) e sd(y™)).

Tabela 23 — Distribuicao de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de ocorréncias combinadas

LI TN )

dos artigos “the”, “a” e “an” em amostras de 5 palavras de Macaulay (1909).

Ntmero de ocorréncias | y; | O 1 2| Total | ¥ vyt o sd(y) | sd(y™)
Frequéncia fil45 49 6| 100 | 0,610 | 1,109 | 0,601 | 0,314
Fonte: Adaptada de Conceicdo et al. (2017).

Para aplica¢ao do procedimento de estimacao, foi considerado apenas o conjunto formado
pelas observagdes positivas, de tamanho n™ = 55. As estimativas (incluindo as corrigidas) de
u e m,(0; 1), juntamente com os respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianga sao
apresentadas na Tabela 24. Adicionalmente, observa-se também nesta Tabela a estimativa de ny,
indicando a quantidade de observagdes zero que deve ser adicionada ao conjunto de dados para

que a distribuicdo Binomial tradicional explique adequadamente o comportamento dos dados.

PN T 1]

Tabela 24 — Estimativas obtidas para o nimero de ocorréncias combinadas dos artigos “the”, “a” e “an’
na amostra citada.

’

nt u He 7, (0;10) (0,1, 7o
0,259 0,767
551 0.089: 0.456) | 2% | (0.620: 0,014y | 703 | 180622

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tem-se que a estimativa [l obtida pelo algoritmo EM descrito neste trabalho foi proxima
ao valor estimado por Conceigao et al. (2017) e que np ~ 181 é maior do que o valor observado
efetivamente na amostra (45 observagdes zero), refor¢ando o fato concluido por Conceigao et
al. (2017) sobre a existéncia de um processo que removeu a observagao zero (zero-deflacao).
Assim, observa-se que o autor utiliza-se poucas vezes do uso combinado dos trés artigos a cada
5 palavras — em média, aproximadamente 0,3 vezes. A frequéncia do evento de ndo ocorréncia
foi menor que a estimada segundo o ajuste da distribui¢do (dado que ng € consideravelmente

maior que o nimero de zeros observado), cuja probabilidade € em torno de 0, 8.

A Figura 38 (a) ilustra graficamente a distribui¢cao empirica do estimador do parametro

U, destacando os percentis do intervalo de confianca de 95%. Nota-se que tal distribuicado é
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aproximadamente simétrica. A Figura 38 (b) mede visualmente a aderéncia entre a distribuicao
tedrica especificada (Binomial) e o conjunto de dados amostrais estudado, destacando ainda as
frequéncias esperadas para a distribui¢do zero-deflacionada. Pode-se notar que ha pouca diferenca
entre as frequéncias observada e esperada, o que ressalta a adequabilidade da suposi¢do. Destaca-
se que para a observagdo zero, a frequéncia observada € bastante proxima a esperada pela
distribuicao zero-deflacionada. Novamente, ressalta-se que a barra que corresponde a frequéncia
de zero para a distribui¢do Binomial tradicional ndo € apresentada (havendo em vez disso
apenas uma linha representativa), pois trata-se da frequéncia obtida para o conjunto de dados

aumentados, que é superior as demais (como evidenciado pela estimativa 7).

Figura 38 — (a): Distribuicido empirica do estimador do pardmetro ( obtida via bootstrap nao paramétrico.
(b): Distribui¢do de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 1.4: Variacao do Doélar

Os dados, obtidos em Investing.com (2019), consistem na variacdo mensal do valor do
Ddlar americano em Reais brasileiros, entre julho de 1994 e setembro de 2019. O dodlar € uma
moeda que tem muita credibilidade e € utilizado para efetuar transacdes internacionais, o que
faz com que variagdes em seu valor influenciem pregos de produtos importados e exportados no

mercado interno e afetem diretamente os consumidores do pais.

Quando o valor do ddlar aumenta, € mais vantajoso exportar os produtos de producdo
nacional, além de interessar aos importadores a realizacdo de compras nas industrias brasileiras,
devido a possibilidade de pagar menos pelo produto. Com isso, o consumo dos produtos nacionais

aumenta no exterior; por outro lado aumenta também o valor deles no mercado interno.
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Assim, com o intuito de fazer inferéncias sobre a variacdo do Ddlar, mais especificamente
nas ocorréncias de eventos de queda em seu valor, supde-se que as observacdes sdo decorrentes
de um processo Bernoulli, cujo sucesso € a queda no valor do Délar. A partir desse processo,
define-se uma varidvel aleatéria Y que representa o nimero de meses consecutivos de aumento
na moeda norte-americana (fracasso) até a ocorréncia de uma queda em seu valor (sucesso).
Assim, faz-se a suposi¢do de uma distribuicdo Geométrica para a variavel aleatoria Y. A Tabela
25 apresenta a distribuicao de frequéncia do nimero de meses com aumento do Ddlar que
antecederam cada queda, incluindo também as médias amostrais e desvios-padrdes, calculadas
com o conjunto de dados completos (¥ e sd(y)) e também com o conjunto que consiste apenas

das observagdes positivas (51 e sd(y™)).

Tabela 25 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de meses com varia¢ao positiva
do ddlar até a ocorréncia de uma variagdo negativa, no periodo entre julho de 1994 e setembro
de 2019.

Numerodemeses | y; | 0 1 2 3 4 5 6 7 44| Total | ¥ vyt sd(y) | sd(y™)
Frequéncia fil66 38 8 3 7 5 1 2 1| 131 | 1,374 | 2,769 | 4,073 | 5,457
Fonte: Adaptada de Investing.com (2019).

Apenas o conjunto de observacdes positivas de tamanho n™ = 65 foi considerado e
utilizou-se o procedimento de estimag@o proposto para obter as estimativas sobre as quantidades
de interesse. A Tabela 26 apresenta as estimativas (incluindo as corrigidas) e os intervalos
bootstrap com 95% de confianca para u e 7, (0; 1t). Observa-se também nesta tabela a estimativa
de ng, que corresponde a quantidade de observagdes zero que deve ser adicionada ao conjunto de
dados para que a distribuicio Geométrica tradicional explique adequadamente o comportamento
dos dados.

Tabela 26 — Estimativas obtidas para o ndmero de usudrios de meses com variag@o positiva do délar até a
ocorréncia de uma variagio negativa.

nt ﬁ ﬁC TCG(O;ﬁ> ﬂG(O;ﬁC) no
1,769 0,361
65| (0831:3215) | 77 | 0237:0.546) | 30 | 36739

Fonte: Elaborada pelo autor.

Verifica-se que a estimativa [I obtida pelo algoritmo EM descrito neste trabalho foi de
1,777, indicando que uma média de aproximadamente 2 meses de aumento do Délar antecederam
cada més de queda de seu valor. Além disso, o valor estimado de ng, ny =~ 37, é menor do que o
valor observado de fato no conjunto de dados (66 observacdes zero), indicando a possibilidade
de existéncia de um processo que inflacionou a amostra na observagao zero (zero-inflacio). Além
disso, o valor estimado para o parametro p (utilizando a estimativa de ) foi 0,324 (também um
indicativo de zero-inflacdao). Assim, supde-se que o valor do Délar deixou de sofrer aumentos

mais vezes do que o suposto pela distribuicao.
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A Figura 39 (a) ilustra graficamente a distribui¢cao empirica do estimador do parametro
U, destacando os percentis do intervalo de confianca de 95%. Nota-se que tal distribui¢do é
aproximadamente simétrica. A Figura 39 (b) mede visualmente a aderéncia entre a distribuicao
tedrica especificada (Geométrica) e o conjunto de dados amostrais estudado, destacando ainda as
frequéncias esperadas para a distribui¢do zero-inflacionada. Pode-se notar que hd pouca diferenca
entre as frequéncias observada e esperada, o que ressalta a adequabilidade da suposi¢do. Destaca-
se que para a observagdo zero, a frequéncia observada é bastante proxima a esperada pela
distribuicdo zero-inflacionada. Ressalta-se que a barra correspondente a frequéncia de zero para
a distribuicdo Geométrica tradicional ndo € apresentada (havendo em vez disso apenas uma linha
representativa), pois trata-se da frequéncia obtida para o conjunto de dados aumentados, que €

inferior as demais (como evidenciado pela estimativa 7).

Figura 39 — (a): Distribui¢cdo empirica do estimador do pardmetro  obtida via bootstrap ndo paramétrico.
(b): Distribui¢@o de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Situacao 2: Conjuntos ZMPS sem zeros observados

A seguir, sdo apresentadas aplicacdes do procedimento de estimagao proposto a conjuntos
de dados reais que nao contém zeros dentre suas observagdes, incluindo um problema para o
qual é possivel fazer a comparacdo com resultados obtidos em estudos anteriores (Problema
2.1) e problemas estudados originalmente neste trabalho, no que diz respeito a zero-modificagdo
(Problemas 2.2 e 2.3).
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Problema 2.1: Populacao de usuarios de drogas em Bancoque

Os dados, estudados em Bohning e Heijden (2009), consistem no ndmero de contatos
feitos por usudrios de metanfetamina a clinicas de tratamento em Bancoque, com base nos
registros feitos em todos os 61 centros de saide na regido metropolitana da cidade, entre 1° de
outubro a 31 de dezembro de 2001.

Considerada um problema sério na Tailandia, a metanfetamina em forma de pilula é
a principal droga sintética ilicita em uso no pais (United Nations Office on Drugs and Crime,
2012). Estudos que consideram a populacio dos usudrios sdo usados, por exemplo, para obter
informacodes sobre drogas emergentes e para tomada de decisdes sobre mudancas na legislacao

visando resolver o problema das drogas sintéticas.

Como salientado por Bohning e Heijden (2009), considerando-se ¥ como a varidvel
aleatdria que representa o nimero de contatos que um usudrio de drogas teve com as institui¢cdes
de tratamento, e derivando-se uma lista de usudrios de drogas a partir do registro de todos os
contatos feitos a tais institui¢des, um usudrio s6 € observado se houve um niimero positivo de
contatos com as institui¢cdes de tratamento. Assim, a lista ndo terd a observacdo y = 0, refletindo
portanto, uma varidvel de contagem truncada em zero. Com base na frequéncia das procuras
por tratamento de cada paciente, surge uma distribui¢do de contagem que pode ser ajustada por
meio de um modelo Poisson. Usando esse modelo, uma estimativa para o nimero de usudrios de
drogas ndo observados pode ser construida, obtendo-se, assim, uma estimativa do tamanho da

populacdo de interesse.

A Tabela 27 apresenta a distribui¢do de frequéncia do nlimero usudrios de metanfetamina
com exatamente y; visitas a clinicas de tratamento, bem como a média amostral () e desvio-
padrdo amostral (sd(y™)) para o conjunto de observagdes. Os autores de Bohning e Heijden
(2009) obtiveram, sob a suposi¢io do modelo de contagem Poisson homogéneo' para este
conjunto de dados, a estimativa n = 15325 (com intervalo com 95% de confianca dado por
(13989;16661).

Tabela 27 — Distribui¢do de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de usudrios de metanfetamina
com exatamente y; visitas a clinicas de tratamento.

Nimero de visitas | y; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12| Total | 3" |sd(y™)
Frequéncia fi 3114 163 23 20 9 3 3 3 4 3 1 |3346| 1,128 | 0,664
Fonte: Adaptada de Bohning e Heijden (2009).

As estimativas (incluindo as corrigidas) de u e 7, (0; it), juntamente com os respectivos

intervalos bootstrap com 95% de confianca sdo apresentadas na Tabela 28. Ainda nesta Tabela,
1

Os autores sugerem que sob a suposicdo de heterogeneidade e de um modelo de mistura para os dados
(zero-truncados), um estimador mais robusto a ser utilizado para inferéncias sobre a frequéncia de
zeros e tamanho populacional deve ser o proposto por Zelterman (1988), que € um limitante superior
para a estimativa do tamanho populacional, em vez do EMV simples. As estimativas obtidas segundo
esta abordagem podem ser encontradas no artigo Bohning e Heijden (2009).
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observa-se a estimativa de ng, indicando a quantidade de observacdes zero que deve ser adicio-
nada ao conjunto de dados para que a distribui¢do Poisson tradicional explique adequadamente o
comportamento do conjunto de dados. Pode-se notar que o valor estimado de ng — ny ~ 11976 —
¢ bastante alto, indicando que hd muito mais usudrios de metanfetamina do que aqueles registra-
dos por sua procura por tratamentos em clinicas. Isto é, a estimativa para o total populacional é,
neste caso, n = 15321,250, o que refor¢a a evidéncia de que o conjunto de dados é deflacionado

de zeros.

Tabela 28 — Estimativas obtidas para o ndmero de visitas feitas por usudrios de metanfetamina a clinicas
de tratamento.

n* u He 7, (0; 1) 7, (0; 1) 1o
0,246 0,782
3346 (0.206: 0.290) 0,246 (0748 0.814) 0,781 11975,250

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 40 (a) ilustra graficamente a distribui¢cao empirica do estimador do parametro
U, destacando os percentis do intervalo de confianca de 95%. Nota-se que tal distribuicado é
aproximadamente simétrica. A Figura 40 (b) mede visualmente a aderéncia entre a distribui¢do
tedrica especificada (Poisson) e o conjunto de dados amostrais estudado. Pode-se notar que ha
pouca diferenca entre as frequéncias observada e esperada, o que ressalta a adequabilidade da

suposicao da distribuicao.

Figura 40 — (a): Distribuicdo empirica do estimador do pardmetro pt obtida via bootstrap nao paramétrico.
(b): Distribuicdo de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Problema 2.2: Acidentes em indistrias quimicas

Os dados, extraidos de Reddy e Yarrakula (2016), consistem em registros de acidentes
ocorridos em industrias de processos quimicos no periodo de 1998 a 2015, em 29 paises. O
aumento no nimero desses acidentes e o potencial dos danos € motivo de preocupacdo em
todo o mundo, fazendo-se necessdria a realizacdo de estudos capazes de fornecer informagdes
que permitam conhecer melhor os acidentes passados e aprender li¢cdes sobre eles, de forma a

desenvolver estratégias de prevengdo e mitigacao.

Duas caracteristicas de interesse consideradas pelos autores de Reddy e Yarrakula (2016)
para andlise foram a frequéncia de acidentes e o nimero de pessoas feridas e mortas, em paises
desenvolvidos e em desenvolvimento. Os pesquisadores enfatizam que o nimero de mortes é
consideravelmente menor nos paises desenvolvidos que nos em desenvolvimento, mas o nimero
de feridos € maior no primeiro grupo. Além disso, em geral, as industrias em questdo sao
relutantes em revelar as causas dos acidentes e o nimero de vitimas; assim, devido a condic¢des
politicas, sociais e econdmicas, muitos acidentes ndo foram reportados pelos bancos de dados e

midias internacionais.

As industrias de processos quimicos, segundo Swedish Chemicals Agency (2011), t€m
sua maior produ¢do concentrada em paises da Europa, no Japao e nos EUA — considerados
paises desenvolvidos —, embora haja expressivo crescimento de paises em desenvolvimento
neste cendrio, como a China, por exemplo. A Tabela 29 apresenta as contagens do nimero
de acidentes para o periodo de 1998 a 2015 em 15 paises desenvolvidos e em 14 paises em
desenvolvimento. Ressalta-se a auséncia da observacao zero nos dois conjuntos apresentados. A
Tabela apresenta ainda a média amostral (y*) e desvio-padrio amostral (sd(y™)).

Tabela 29 — Distribuicao de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de acidentes no periodo de
1998 a 2015 em paises desenvolvidos e em paises em desenvolvimento.

Paises yil 1 2 3 5 11 15| Total | y* |sd(y")
Desenvolvidos fil6 6 1 1 - 1 15 2,733 | 3,555
Em desenvolvimento | f; [ 10 1 2 - 1 - 14 2,071 | 2,674

Fonte: Adaptada de Reddy e Yarrakula (2016).

Para cada conjunto de dados (paises desenvolvidos e em desenvolvimento), o procedi-
mento de estimagado foi considerado sob a suposicido de uma distribui¢do Poisson. As estimativas
(incluindo as corrigidas) de it e 7, (0; 1), juntamente com os respectivos intervalos bootstrap com
95% de confianca sdo apresentadas na Tabela 30. Ainda nesta Tabela, observa-se a estimativa de
ng, indicando a quantidade de observacdes zero que deve ser adicionada ao conjunto de dados
para que a distribui¢do Poisson tradicional explique adequadamente o comportamento de cada
conjunto de dados. Para os paises desenvolvidos, pode-se notar o baixo valor estimado de ng,
np =~ 2, indicando que a distribui¢cdo Poisson é adequada para explicar o comportamento dos
dados até mesmo sem a inclusdo das observagdes zero estimadas, uma vez que as estimativas [

e [I. sdo préximas da média amostral y* (que é o EMV de u da distribui¢do Poisson).
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Tabela 30 — Estimativas obtidas para os conjuntos de acidentes quimicos.

Paises nt u Uc 7, (0; L) 7, (0;1.) | no
) 2,512 0,081
Desenvolvidos 15 (0.822: 4.690) 2,587 (0,009: 0.440) 0,026 1,325
) 1,689 0,185
Em desenvolvimento | 14 (0.273: 3.459) 1,771 (0.031: 0.761) 0,087 3,173

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se que a média estimada de acidentes é mais baixa para paises em desenvolvimento
(1,689 contra 2,512 para paises desenvolvidos), possivel reflexo da concentracio da produgao
ser maior no outro grupo de paises. Como destacado também em Reddy e Yarrakula (2016), os
paises em desenvolvimento sofrem da falta de legislacao rigorosa, conscientiza¢ao publica e
mais regulamentos de seguranca, medidas mais consolidadas nos demais paises e que podem
resultar em mais acidentes cujas ocorréncias foram efetivamente registradas — algo que também

pode influenciar na maior média estimada.

As Figuras 41 (a) e 42 (a) ilustram graficamente a distribui¢do empirica do estimador
do pardmetro u, destacando os percentis do intervalo de confianca de 95%, para o conjunto que
consiste do acidentes nos paises desenvolvidos e nos paises em desenvolvimento, respectiva-
mente. Verifica-se que as distribui¢des apresentam leve assimetria. As Figuras 41 (b) e 42 (b)
medem visualmente a aderéncia entre a distribuicdo tedrica especificada (Poisson) e os conjuntos
de dados amostrais estudados. Pode-se notar que ndo hé diferencas muito grandes entre as
frequéncias observada e esperada, apesar dos tamanhos amostrais serem pequenos, o que ressalta

a adequabilidade da suposicdo da distribui¢do.

Figura 41 — (a): Distribui¢do empirica do estimador do parametro Lt obtida via bootstrap ndo paramétrico.
(b): Distribui¢do de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Figura 42 — (a): Distribuicdo empirica do estimador do pardmetro u obtida via bootstrap nao paramétrico.
(b): Distribuicdo de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Pode-se realizar também a anélise dos dados de acidentes em industrias de processos

quimicos no periodo entre 1998 e 2015, considerando-se as observagdes como um tnico conjunto.

A Tabela 31 contém as frequéncias e estatisticas descritivas para esse outro cendrio, mais geral.

Tabela 31 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do ndmero de acidentes no periodo de

1998 a 2015.
Nimero de acidentes | y; | 1 2 3 5 11 15| Total | y*© | sd(y")
Frequéncia fil16 7 3 1 1 1 29 | 2,414 | 3,123

Fonte: Adaptada de Reddy e Yarrakula (2016).

Para esse conjunto de dados, o procedimento de estimacdo foi considerado também sob a

suposi¢do de uma distribui¢do Poisson. As estimativas (incluindo as corrigidas) de p e 7, (0; i),

juntamente com os respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianca sdo apresentadas

na Tabela 32. Ainda nesta Tabela, observa-se a estimativa de ng, indicando a quantidade de

observacdes zero que deve ser adicionada ao conjunto de dados para que a distribui¢do Poisson

tradicional explique adequadamente o comportamento do conjunto de dados. Pode-se notar que

o valor estimado de ng, 1y ~ 4, foi bastante préximo ao obtido levando-se em conta apenas as

observacdes sobre acidentes em paises em desenvolvimento. A média estimada, por sua vez, teve

valor similar ao da média amostral do conjunto unificado, e também mais préximo ao estimado

para o conjunto dos paises desenvolvidos.
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Tabela 32 — Estimativas obtidas para o niimero de acidentes quimicos.

nt [/.L\ 'u\C nP(O;//'I) EP(O;ﬁC) l/’l\()
2,126 0,119
291 0.847:3.550) | 210 | (0.029: 0.420) | 0083 | 3930

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 43 (a) ilustra-se graficamente a distribui¢do empirica do estimador do parame-
tro i, destacando-se os percentis do intervalo de confianca de 95%. Verifica-se que a distribuicio
do estimador € aproximadamente simétrica (mais do que se comparada aquelas obtidas para os
estimadores dos subconjuntos de paises segundo seu desenvolvimento). A Figura 43 (b) mede
visualmente a aderéncia entre a distribuicdo tedrica especificada (Poisson) e o conjunto de dados
amostrais estudado. As diferencas entre as frequéncias observada e esperada sdo menores que
as apresentadas para os subconjuntos, mais uma vez podendo-se supor a adequabilidade da
distribuicdo pressuposta, e levando a presumir que a andlise feita considerando-se o conjunto dos

29 paises permite inferéncias mais adequadas para o cendrio geral.

Figura 43 — (a): Distribuicdo empirica do estimador do pardmetro t obtida via bootstrap nao paramétrico.
(b): Distribui¢do de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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Problema 2.3: Acidentes em industrias petroquimicas na Uniao Euro-
peia

Os dados, apresentados em Nivolianitou, Konstandinidou e Michalis (2006), consistem
no nimero de acidentes por ano que ocorreram em instalagdes petroquimicas e refinarias, entre
os anos de 1985 e 2002, registrados no Sistema Europeu de Notificacdo de Acidentes Graves
(MARS)?.

O MARS foi criado na Unido Europeia (UE) para registrar todos os grandes acidentes
industriais notificados as autoridades da UE pelos estados membros. A andlise estatistica dessas
ocorréncias oferece dados significativos para a compreensdo e prevencao de acidentes quimicos
industriais. Destaca-se que as instalagOes petroquimicas sao caracterizadas por altos niveis de
risco devido a natureza das substancias inflamdveis processadas e da gravidade das consequéncias,
no caso de um acidente grave nesses estabelecimentos, que podem afetar muitas pessoas dentro

e fora das instalagdes, além do ambiente circundante.

A Tabela 33 apresenta a frequéncia do nimero de acidentes por ano em industrias
petroquimicas entre os anos de 1985 e 2002, bem como a média amostral (7*) e desvio-padrdo
amostral (sd(y™)). Nota-se que houve apenas registro de niimeros maiores que zero acidentes.
Os autores de Nivolianitou, Konstandinidou e Michalis (2006) destacam que maiores nimeros
de acidentes reportados nao significa necessariamente maior nimero de ocorréncias; tal fato
pode ser explicado como uma consequéncia de uma maior aceitacdo do MARS, que levou a

notificacdo de quaisquer eventos acidentais considerados pelas autoridades competentes.

Tabela 33 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de acidentes por ano em
industrias petroquimicas no perfodo de 1985 a 2002.

Nimero de acidentes | y; [1 2 3 4 5 6 7 8 9 |Total | y© |sd(y")
Frequéncia fill 3 3 2 2 2 2 2 1 18 | 4,722 | 2,421
Fonte: Adaptada de Nivolianitou, Konstandinidou e Michalis (2006).

Considerando-se a distribuicdo Poisson para este conjunto de dados de contagem, o
procedimento de estimagdo via algoritmo EM apresentado foi aplicado. As estimativas obtidas
(incluindo as corrigidas) de u e 7, (0; i), juntamente com os respectivos intervalos bootstrap

com 95% de confianga e a estimativa de ng sdo apresentadas na Tabela 34.

Verifica-se que o valor estimado para o parametro de média y foi bastante préximo
ao valor da média amostral do conjunto, indicando a adequabilidade da distribui¢do (0 EMV
da Poisson € y). Além disso, a quantidade de zeros estimada foi baixa (com probabilidade
também bastante baixa). Assim, pode-se inferir que o zero-acidente tem reduzida probabilidade
de ocorréncia, e ocorreram, em média, 4,7 acidentes por ano no periodo estudado. Como

ressaltado por Nivolianitou, Konstandinidou e Michalis (2006), o seguimento petroquimico tem

2 Do inglés: European Major Accident Reporting System.
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alta porcentagem de grandes acidentes dentre os demais setores quimico-industriais, indicando
que € preciso investir em medidas para reduzir o nimero de ocorréncias € minimizar suas

consequéncias.

Tabela 34 — Estimativas obtidas para o nimero de acidentes por ano em industrias petroquimicas entre

1985 e 2002.
ot i He T (0:h) |7 (00 | 7o
4,678 0,009
18 | 3563:5.816) | +070 | (0.003; 0.028) | 0008 | 0.169

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 44 (a) ilustra graficamente a distribui¢do empirica do estimador do parametro
U, destacando os percentis do intervalo de confianca de 95%. Nota-se que tal distribuicao é
aproximadamente simétrica. A Figura 44 (b) mede visualmente a aderéncia entre a distribui¢do
tedrica especificada (Poisson) e o conjunto de dados amostrais estudado. Pode-se notar que ha
pouca diferenca entre as frequéncias observada e esperada, mesmo apesar do pequeno tamanho

amostral, o que ressalta a adequabilidade da suposicao.

Figura 44 — (a): Distribuicdo empirica do estimador do pardmetro ( obtida via bootstrap ndo paramétrico.
(b): Distribui¢do de frequéncias observada e esperada para o conjunto de dados considerado.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E PROPOSTAS
FUTURAS

Com o objetivo de explicar adequadamente o comportamento de dados de contagem
principalmente na situacdo em que ndo se observa zeros, mas hd uma probabilidade positiva deste
valor ocorrer, a apresentacao de algumas defini¢des se fez necessdria. Para esta situacdo especifica,
foi apresentado neste trabalho um procedimento de estimacdo dos parametros das distribui¢des
zero-modificadas, que sdo distribuicdes amplas e bastante flexiveis ja que contemplam varias

distribuicdes discretas tradicionais como casos particulares.

Inicialmente, apresentou-se notac¢des e defini¢des preliminares da familia de distribui¢des
PS, que sdo utilizadas ao longo do trabalho. Além disso, foi feita a descri¢ao da familia ZMPS
(incluindo sua versdo hurdle), que foi proposta por Conceicao (2013) como alternativa aos casos
em que ocorre zero-modificacdo no conjunto de dados de contagem. Mais geral, esta distribui¢do
traz em sua forma a modificacdo, principalmente, da probabilidade de ocorréncia de zero e,
consequentemente, das probabilidades de observagdes positivas; tal fato foi evidenciado por meio
de uma proposi¢ao apresentada neste trabalho. Caracteristicas e aspectos inferenciais para os
estimadores dos parametros da distribui¢ado ZMPS via procedimentos de maxima verossimilhanca

e método dos momentos foram desenvolvidos ao longo deste trabalho.

Conjuntos de dados que nao possuem a observacao zero podem ser distinguidos entre
zero-deflacionado e zero-truncado por meio da avaliagdo do pesquisador sobre a probabilidade de
ocorréncia de tal observagdo: baixa ou nula, respectivamente, sendo que dados de contagem zero-
truncadas podem ocorrer devido a escolha do esquema amostral empregado. Para estes casos, a
suposicao de uma distribuicao mais geral, a distribuicdo ZMPS, implicaria em probabilidade
nula para a ocorréncia de zero que em certos problemas praticos nem sempre é verdade. Para
contornar este problema, foi proposto um procedimento de estimacao via algoritmo EM, de
forma a “aumentar” os dados para que uma distribui¢do mais simples, uma distribui¢io discreta

tradicional, explique adequadamente o comportamento, principalmente, dos dados que de fato
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foram observados (observagdes positivas). Assim, foi dado destaque a distribuicio ZDPS e o
caso de interesse deste trabalho, além de metodologia de estimacao de méxima verossimilhanca

dos parametros deste modelo utilizando o algoritmo EM.

Para avaliar o desempenho do procedimento de estimacdo proposto, foi realizado um
estudo de simulag@o e um estudo com conjuntos de dados artificiais, considerando as distribuicdes
Poisson, Binomial e Geométrica, para os quais verificou-se que o procedimento produz boas
estimativas, mesmo para tamanhos amostrais pequenos € os estimadores t€ém o comportamento
assintotico desejado. Além disso, foi possivel verificar que os valores gerados e estimados para a
quantidade de zeros também evidencia se o conjunto de dados € proveniente de uma distribuicdo

tradicional ou zero-modificada.

Para ilustrar a metodologia apresentada neste trabalho, foram consideradas algumas
aplicacdes a conjuntos de dados reais com e sem zeros dentre suas observacdes, incluindo casos
anteriormente analisados por outros autores quanto a zero-modificagdo, para fins de comparagao.
A anélise dos resultados permitiu identificar caracteristicas dos dados quanto aos aspectos de
zero-modificacdo, dentre os quais ressalta-se a verificacdo de zero-inflacdo no Problema que
avalia a variacdo do Ddlar, algo que influencia diretamente o mercado nacional e suas transacdes
internacionais; e a comprovagao da zero-deflagdo constatada por Conceicao et al. (2016) no
que se refere ao ndmero de vitérias do time Barcelona que antecederam cada vitéria de seu
rival classico Real Madrid, cuja avaliacdo das estimativas permite fazer inferéncias sobre o
desempenho de ambas as equipes. Ressalta-se ainda que, por meio da estimagdao do numero
esperado de zeros para conjuntos que nao apresentaram este valor, foi possivel fazer inferéncias
sobre o tamanho populacional, tendo-se verificado, por exemplo, no Problema 2.1 que o nimero
de usudrios de metanfetamina € bastante superior ao nimero daqueles que procuram por clinicas
de tratamento em Bancoque. Assim, dentre as situagdes analisadas, que apresentaram diferentes
tipos de zero-modificacao (incluindo o caso de zero-inflagdo), concluiu-se 0 bom desempenho
do método e sua capacidade de estimar de forma satisfatéria a quantidade de zeros e sua

probabilidade de ocorréncia, além das demais quantidades de interesse.

Como trabalhos futuros, é possivel considerar a aplicagdo e extensdo do método a
distribui¢cdes que além do parametro p apresentam o parametro de dispersao ¢ (como exemplo,
a Binomial Negativa e a Poisson Generalizada); e também a realizacdo um estudo aplicando o
procedimento bayesiano para estimag¢do das quantidades de interesse também no contexto de

dados aumentados.
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APENDICE

PROCEDIMENTO DE ESTIMACAO
BAYESIANO

O procedimento de estimagdo bayesiano permite fazer inferéncias sobre os parametros
com base nas distribuicdes a posteriori marginais, obtidas através da integracdo da distribui¢do a

posteriori conjunta.

Em um conjunto de observacdes em que o zero nao ocorre, mas ha possibilidade deste
valor ocorrer no experimento em estudo, utilizar o procedimento de estima¢cdo de maxima
verossimilhanca diretamente para a distribuicdo ZMPS levaria a estimativas erroneas, visto que
uma distribui¢do ZDPS deveria ser suposta (e ndo uma ZTPS), pois P(Y = 0) > 0. Por outro
lado, o procedimento bayesiano de estimagdo consegue contornar o problema por meio do uso
de informacdo a priori adequada, e este pode ser utilizado inclusive para compara¢do com o0s

resultados obtidos via procedimentos cldssicos de estimagao.

Para simplificacdes’, considere ¥ uma varidvel aleatéria com distribui¢io ZMPS(u, ¢, @)
e vetor de observagdes y = (v, .. .,yn). Jd é conhecido que a fungdo de verossimilhanga associada
ao vetor y € dada pela equacgdo (2.12), que pode ser reescrita utilizando-se a equacao (2.14) da

seguinte forma:

L(k,9, ;) = exp{ti (1, 0: 7) + 2(0; D)} (A1)

Por meio da equacdo (A.1), fica clara a suposi¢ao razodvel de independéncia das distri-
buicdes a priori T(U, @) e m(®) para os pardmetros (U, P) e m, respectivamente. Assim, tem-se

que a distribui¢do a priori conjunta é dada por:

(i, ¢, 0) =, ¢)r(w).

' A parametrizagdo da distribui¢do dada por ZMPS(, ¢, @) permite a suposi¢do de independéncia a

priori dos pardmetros U, e ®.
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A abordagem bayesiana pode entdo ser feita por meio da densidade a posteriori conjunta:
(W, 9,0|7) < LW, ¢, 0; 2)7(1, 9, ),
1sto €,
(1,9, 0|2) <exp{li(u,¢: )+ l(0:2)} (1, 9, 0)

o<exp{l1 (1, 9;7)}exp{la(@; 7)}m(p, §)7(®). (A.2)

Por sua vez, as densidades a posteriori marginais para os parametros sao obtidas por
meio da integracdo de (A.2):

2(u|2) o // 1, 0,0|2)dodw
< [ expli(.0:2)) (1. 0)d0: (A3)

T(P|D) o< // 0, 0|2)dudw;
o / exp{1 (1, 0: 2) (i, §)d; (A4)

n(0]7) o // 1. 0,0|2)dud¢
o< exp{l2(w;2)}n(w). (A.5)
Devido a complexidade da densidade a posteriori 7(i, @, w|2), para resolver as integrais
(A.3) e (A.4), pode-se utilizar técnicas de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC)?. Para

1sso, considera-se as densidades condicionais para os parametros L e ¢ dadas, respectivamente,

por:

n(p|9; D) o< exp{li (U, 9;2)} w(1|9);

n(P|p; D) o< exp{li (1, 9: 7)1 m(9|1).

(A.6)

Inferéncias sobre o parametro @ podem ser feitas diretamente considerando-se a den-
sidade a posteriori marginal 7(®|2). Respeitando-se o espago de varia¢do do pardmetro o,
diversas prioris podem ser consideradas. Por simplificacdo, neste trabalho, opta-se por uma
priori conjugada. Assim, ao considerar a densidade a priori de , 7(®), como uma Beta com
hiperpardmetros a e b (a,b € (0,+)), isto é, @ ~ Beta(a;b), tem-se a densidade a posteriori
dada por:
7T<CO|.@) o wn—no—O—a—I (1 _ (J’))no—l—b—l7

ou seja, W|Z ~ Beta(n —ny+a;nyg+b).

2 OQutra sugestdo é o uso de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC).
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Para a situag@o em que ndo hd observacdes zero no conjunto de dados (ng = 0), ressalta-se
que, ao considerar uma densidade a priori “vaga” para @ (isto é, escolhendo-se os hiperparametros
a=>b =1, tal que V(@) — o) e supor uma funcdo de perda quadritica, o estimador bayesiano
que consiste na média a posteriori serd superestimado, aproximando-se de 1 a medida que
n cresce. Isso implica na subestimacao da probabilidade de zero, que serd aproximadamente
zero. Ao considerar esta abordagem, essa subestimagdo da probabilidade de zero pode ser
contornada com o uso de prioris informativas, que podem ser obtidas, por exemplo, com base no

conhecimento de um especialista.
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