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SUMARIO 7

Resumo

A principal proposta deste trabalho é estudar sobre a metrizabilidade do espaco dos
R-lugares do corpo de fungoes com grau de transcendéncia 1 sobre um corpo realmente
fechado. Especificamente, vamos dar uma condic¢ao sobre o corpo R, necessaria e suficiente
para garantir a metrizabilidade de M(R(X)). No primeiro capitulo do trabalho, damos
alguns resultados basicos sobre valorizagoes, ordens e lugares reais. Em seguida, no Capitulo
2, partimos para uma abordagem direta do problema. Neste capitulo, vamos estudar os

espagos X(R(X)) e M(R(X)) do ponto de vista topoldgico.

Palavras-chave: R-lugares, Metrizabilidade, Corpo Realmente Fechado, Valorizacoes,

Lugares, Corpo Formalmente Real, Ordens
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Abstract

The main purpose of this work is to study about the metrizability of the space of R-places
of a function field, with transcendence degree 1 over a real closed field. Specifically, we are
going to present a necessary and sufficient condition that guarantees the metrizability of
M(R(X)). In the first chapter, we give some preliminaries results on the topics of valuation,
orderings and real places. Then, in Chapter 2, we start with a straightforward approach
to the problem. In this chapter, we will study the X(R(X)) and M (R(X)) spaces from a

topological point of view.

Keywords: R- places, Metrizability, Real Closed Fields, Valuations, Places, Formally
Real Fields, Orderings
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Introducao

Uma das grandes perguntas acerca de um espago topologico, ¢ sem duvida, se ele
pode ser metrizavel. A depender do caso, o Teorema da Metrizagao de Uryshon, é a chave
para este problema. Essa foi a abordagem utilizada pelos autores F.-V. Kuhlmann, M.
Machura e K. Osiak para mostrar que o espago de R- lugares de um corpo de fungoes F
com trdegpF'=1 pode ser metrizavel. Esse resultado deu origem ao artigo Metrizability of
Spaces of R-places of Function Fields of Transcendence Degree 1 Over Real Closed Fields.

A proposta central deste trabalho, é apresentar os resultados que compoem o artigo
mencionado (cuja referéncia ¢ [13]). Frisamos que no artigo original, alguns detalhes das
demonstragoes sao omitidos e aqui tomamos o cuidado de expandi-las. Também vamos
fornecer a teoria basica sobre valorizacoes e lugares, tal como os tépicos de topologia
necessarios para a compreensao do nosso texto.

No artigo trabalhado, os autores apresentam uma condicao necessaria e suficiente
para a metrizabilidade do espago de R-lugares do corpo R(X), representado por M(R(X)).
Ressaltamos que M(R(X)) é dotado da topologia quociente, induzida pela topologia
no espago das ordens de R(X), que serd denotado por X(R(X)). O espago topoldgico
X(R(X)) é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo. Assim, o espago M (R(X)) herda
a compacticidade de X(R(X)). E possivel mostrar que M(R(X)) é Hausdorff. Portanto,
estamos em condigoes de utilizar o Teorema da Metrizagao de Urysohn. Faremos isso,
estudando a celularidade de M (R(X)). Esse é, resumidamente, o método utilizado para
demonstrar tal condigao.

Como acabamos de sugerir, o espaco das ordens de um corpo tera um papel essencial
neste trabalho. Vamos nos ater a estudar a metrizabilidade de M (R(X)), onde R é um
corpo realmente fechado. Isso significa que R possui apenas uma ordem, onde todo elemento
positivo é um quadrado. Em contrapartida, temos que R(X) pode ser ordenado de vérias
maneiras. Um corpo com essa caracteristica diz-se formalmente real. As caracterizagoes
fundamentais dos corpos realmente fechados e dos corpos formalmente reais se devem aos
autores E.Artin e O.Scrheier e serdo apresentadas nas preliminares do nosso trabalho.

A teoria das valorizacoes é por si 86, um topico bastante amplo. Intuitivamente, uma
valorizagao traz informagoes sobre o “tamanho” ou “multiplicidade” dos elementos de um
corpo. As valorizacoes aparecem principalmente atreladas as areas de teoria dos niimeros
e geometria algébrica. A saber, a teoria se popularizou quando matematicos, como Zariski,
se propuseram a resolver o problema das singularidades em corpos de caracteristica zero,
usando fundamentos das valorizacdes. Uma valorizacao sempre da origem a uma funcao
lugar, dessa forma elas estao fortemente presente ao longo do que vamos desenvolver.

Agora facamos uma breve sintese entre os conceitos de ordem, valorizagao e lugares
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reais. Um lugar em um corpo K, nada mais é, do que um homomorfismo entre um anel
de valorizagdo de K e um corpo qualquer. A definicdo de anel de valorizacao aqui, nao é
importante. Apenas enfatizamos que como nossa intuicao sugere, eles estao diretamente
ligados com as valorizagoes. Em um corpo ordenado, existem valorizagoes que sao compa-
tiveis com a ordem. Veremos que isso implica a existéncia de um corpo ordenado F', cuja
ordem ¢ arquimediana. Segundo o Teorema de Holder, existe um isomorfismo entre F' e R.
Sendo assim, para obter um R-lugar, que vamos denotar por A, basta construir um lugar
que assuma valores em F' e através de um isomorfismo, identificar as imagens de A com R.

O desenvolvimento principal do nosso trabalho esta acomodado em dois capitulos.
Inicialmente, no capitulo 1 damos as nogoes basicas sobre valorizagoes e lugares, ordens e
corpos ordenados. Em seguida, nés apresentamos o conceito de ordens e corpos ordenados.
Por fim, nos dedicamos a descrever a compatibilidade entre ordens e como isso atua na
construcao de lugares reais.

O capitulo 2 é um pouco mais técnico, e tem como objetivo principal responder
sobre a metrizabilidade de M (R(X)). Como ja mencionamos, os resultados deste capitulo
fazem parte do artigo [I3]. Também decidimos incluir um Apéndice, onde citamos alguns
resultados de Topologia e fazemos destaque aos espagos topologicos X' (K) e M (K), sendo

K um corpo ordenado.
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Notacoes

Notagao Significado
v valorizacao

0, anel de valorizacao associado a v

m, ideal maximal de O,

K, corpo de residuos de v

& lugar associado ao anel de valorizagao O,
D> unidades de um anel D

F F\ {0}, onde F é um corpo

F? conjunto dos quadrados de um corpo F'

ST F? | somas finitas dos elementos de F™

F conjunto das ordens de F’
A

(P) envoltoério convexo de F' em relacao a uma ordem P

I(P) ideal maximal de A(P)

corpo de residuos da valoriza¢ao natural (valorizagao associada ao anel A(P))

k
M(F) |espaco dos lugares reais de F
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1 Preliminares

Neste capitulo vamos abordar alguns conceitos que serao indispensaveis para a
compreensao deste trabalho. Tais noc¢oes se enquadram nas areas de dlgebra e topologia.
Na parte algébrica, o objetivo sera apresentar os conceitos preliminares sobre valorizacoes,

corpos ordenados e lugares.

1.1 Valorizacoes

Considere R um anel comutativo com unidade e I' um grupo abeliano totalmente
ordenado. Isto é, I' possui uma relagao de ordem total <, tal que para todos a,b,c € I, se
a<bentatoa+c<b+ec

Lembremos que um grupo abeliano totalmente ordenado é sempre livre de torcao,
ou seja, se a € I', sendo a # 0 e n € N é nao nulo, entdao na # 0. Vamos adotar a notacao
', para o conjunto I' U {oo}. Neste caso, assumimos que para todo z € T', x < oo,

T +00=00+2T =00+ 00 = 0Q.

Definicao 1.1.1. Uma wvalorizagao é uma fungao nao constante v : R — 'y, tal que:

i. v(zy) =v(z)+r(y), Vo, y € R.
i. v(z +y) = min{v(z),v(y)}, Vz, y € R.

iii. supp(v) ={z € R|v(x) =00} é um ideal primo de R.

O grupo de valores de v ¢é o subconjunto de I' gerado por
{v(z) |z € Rev(xr)# oo}

Observagao 1.1.2. Se R € um corpo entio a condigio iii. € equivalente a v(zr) = 0o <
= 0.
Passemos agora a verificar algumas propriedades provenientes da definicao de

valorizacao.

Proposicao 1.1.3. Seja v : R — ' uma valorizacao, entao:
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iv. Sev(x)# v(y) entdo v(x +y) = min{v(z),v(y)}.

Demonstragao: Segue-se direto da Defini¢ao [I.1.1] que v(1) = v(1-1) = v(1) + v(1).
Portanto v(1) = 0. Mais ainda,

0=1(1) =v(=1.(=1)) = v(=1) + v(-1) (1.1)

0=v(l)=v(@ast)=v() +vE). (1.2)

De (1.1)) obtemos que —2v(—1) = 0. Como T" ¢ livre de tor¢ao, temos v(—1) = 0. O que
mostra i. Consequentemente v(—x) = v(—1.z) = v(—1) + v(x) = v(z), o que prova o item
#i. Além disso, temos por ((1.2) que —v(z) = v(x™1), portanto i segue. Para mostrar o

item vi, assuma sem perda de generalidade que v(z) < v(y). Suponhamos por absurdo que

v(e +y) > min{v(2), v(y)} = v(z).

Assim,
v(z) =v(z+y—y) > min{v(z+y),vy)} > v).

O que é uma contradigdo. Portanto v(z + y) = min{v(x),v(y)}. 0

1.2 Valorizacoes em Corpos

Nessa secao vamos nos concentrar em valorizacoes definidas em um corpo K.

Comecemos pela definicao de anel de valorizacao.

Definigcao 1.2.1. Um anel de wvaloriza¢cdo em um corpo K ¢é um subanel O tal que
para todo v € K, sex ¢ O entdo 2! € O.

Dado um anel qualquer, para entendermos melhor suas propriedades é comum
estudar os seus ideais. O conjunto das unidades de um anel D sera denotado por D*. O
que podemos falar sobre os ideais de um anel de valorizacdo O7 Lembremos que um anel
local é um anel que possui apenas um ideal maximal. O proximo resultado mostra que

essa é uma caracteristica dos anéis de valorizacao.

Proposicao 1.2.2. Seja O um anel de valorizacio. Entao O é um anel local.

Demonstragao: Vamos considerar o conjunto m = O\ O*. Temos que se x € m, entao
x nao é uma unidade. Portanto, para todo y € O, yx nao pode ser uma unidade. Logo

yx € m. Resta mostrar que (m,+) é um subgrupo de (O, +). Com efeito, sejam z, y € m.
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Sex=y=0entdo r+y € m. Se x # 0 e y # 0, entdo temos que z/y € O ou ¥/z € O.

Vamos assumir que ¢/y € O. Dai
r4+y=y(l+4) €m,
pois
l+2z/ye Oeyem.

Segue-se que m é um ideal de O. Como O \ m contém apenas unidades, qualquer ideal

proprio de O estara contido em m. Portanto m é o tinico ideal maximal de O. 0O

Pela demonstragao da Proposi¢ao [1.2.2] temos que O = O \ m. Note que, a
principio, nao precisamos de uma valorizagao para falar de anéis de valorizagdo, ou o
contréario. Isto é, ainda falta algo que conecte de forma concreta esses dois conceitos. Os

proximos resultados fardo justamente isso.

Lema 1.2.3. Sev: K — I', é uma valorizagio, entio O, = {x € O | v(z) = 0} é um

anel de valorizacdo.

Demonstracao: Suponha que x ¢ O,. Entao v(x) < 0, assim —v(x) > 0. Pelo item 74
da Proposicao [1.1.3] segue que v(z™!) = —v(z) > 0. Logo 7! € O,. Portanto O, ¢ um

anel de valorizagao. 0

O anel O, sera denominado anel de valorizagao associado a v, ou simplesmente

anel de valorizacao de v.
Lema 1.2.4. Seja O, o anel associado a valoriza¢io v. Entao OF ={z € O, | v(z) =0}

em, ={ze€0,|v(x)>0}

Demonstragao: Sabemos que O = {x € O, | 27! € O,}. Se z € O}, em particular

temos que
v(z) > 0.

Como z71 € O, temos que v(z7') = —v(z) > 0. Segue-se que v(x) = 0. Portanto
O C{zxe0,|v(r)=0}
Por outro lado, se v(z) = 0, entdo
v(z™') = —v(x) = 0.

Logo x e 27! estdo em O,. Assim, O = {z € O, | v(z) = 0}. Neste caso, m, = O\ (0,) =
{r €O, |v(z)>0}. 0O

O corpo K, = O, /m, serd denominado corpo de residuos de v.
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Proposicao 1.2.5. Dado um anel de valorizacio O, existe uma valoriza¢do v definida
em K tal que O, = O.

Demonstragao: Considere K* = K \ {0}, grupo multiplicativo de K. Vamos definir I' :=
K* Jox. Como I' é abeliano em relagdo a multiplicagdo, vamos definir tO* +yO* = zyO*.
A relagao

10* > yO* & 2y~ ' € OF (1.3)

determina uma ordem em I', ver [I8], pagina 20. Considere

v: K — TI'y

2O, sex #0, (1.4)
r — v(z)=
oo, sex=0.

Vejamos que v é uma valorizacao. Por construgao temos que o item 7 e 77 da
Definicao sdo satisfeitos. Vamos mostrar ii. Sejam x, y € K. Sabemos que xy~! € O
ou 2ty € O. Suponhamos que zy~* € O. De onde segue-se que zO* > yO*. Como

(z+yy =2y ' +1€0,

temos

v(ry) = (z +y)O* = yO* > min{v(z),v(y)}.

Logo v é uma valorizagdo. Por fim,
O,={zeK|[20* 210"} ={ze K|z 0} =0,
como queriamos demonstrar. 0O
Vejamos agora alguns exemplos de valorizagoes.

Exemplo 1.2.6. Seja R um dominio de integridade. A valoriza¢io que associa a cada

x € R owalor 0 sex #0 e oo se x =0, é chamada de valorizacao trivial.

Exemplo 1.2.7. Fize um primo p. Seja 7 € Q. Podemos escrever § = pm(‘:—,'), tal que s,

t' sao coprimos com p e m € Z. Definimos a valorizac¢ao p-ddica por:
v Q — Zy

s s m, ses#0,
()
t t o0, ses=0.

Temos que O,, = {7 € Q | p{t} em, = pO,,. O corpo de residuos é dado por
K,, = 0,,/pO,,. Pode-se mostrar que K,, = Z/pZ.
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Exemplo 1.2.8. Considere o corpo de fungoes racionais em uma varidvel K(X). Sejam
f(X),p(X) € K[X], onde f(X) é qualquer polinomio e p(X) € K[X]| é um polinémio
irredutivel. Para simplificar a notagdo, vamos omitir a varidvel X. Podemos reescrever
f como f = p”% tal que f,g e p sao coprimos e n € Z. Vamos definir a valorizacio
p(X)-ddica, pondo v,(f) = n, v,(0) = 00 e v, (5) = 1,(f) — vp(g9). Em especial, para

p(X) = X — a, o polinomio [ se tornaria
FX) = am(X —a)" + ama (X —a)™ ' -+ an(X —a)", an #0.

Neste caso, obtemos que o anel de valorizacdo de v, consiste de todas as fungoes que ndo
possuem polo em a. Pode-se mostrar que,
K[X
K, = —]
(X —a)K[X]

12

K.

Nos exemplos, exceto a valorizacao trivial, temos que grupo de valores é Z. Quando
isso acontece, dizemos que a valorizacao é discreta. Enfatizamos que nem todas as
valorizagoes tem essa propriedade. Para mais exemplos de valorizagoes, sugerimos o
Capitulo 4 de [5] e a Secao 6.7 de [10].

O Lema e a Proposicao [1.2.5] sugerem que existe uma funcao entre o conjunto
dos anéis de valorizacao de corpo F' e conjunto das valorizacao de F. Porém, temos que o
mesmo anel de valorizagdo pode estar associado a diferentes valorizagoes. Para solucionar

este problema, vamos definir valorizagdes equivalentes.

Definigao 1.2.9. Duas valorizagoes vy : K — T e vy : K — I'% sdo equivalentes
se existe um isomorfismo ¢ : T' — T? que preserva a ordem, tal que p o vi(a) = va(a)

para todo a € K*.

Proposicao 1.2.10. Sejam vy e vy duas valorizagoes em K. Entdo vy € equivalente a vy

se e somente se O, = O,,.

Demonstracgao: Primeiro suponha que 14 e 15 sao equivalentes. Logo existe um isomor-
fismo ¢ : I'y — 'y tal que vy = p ovy. Para x € K*, temos que vi(x) > 0 se e somente
se vo(x) = 0, pois p(0) = 0 e ¢ preserva a ordem. Logo O,, = O,),.

Reciprocamente, assuma que O,, = O,,. Segue-se que

0=/ o =" /o

como grupos abelianos. Agora considere v : K — 'y, a valorizagao construida a partir
do anel O,, (veja (1.4)). Afirmamos que ambas valorizagoes vy e vy sdo equivalentes a v.
Com efeito, mostremos que v; é equivalente a v, o argumento para v, segue exatamente

as mesmas linhas. Como ker(v;) = O}, temos que I' = I';. Sabemos por (2.4)), que

V1)

20y, 2 yO,, se e somente se ¢ € O,,. Logo, v (%) > 0. Dal, vy(z) — vi(y) > 0, isto é,

v1(x) = v (y). Portanto, vy ~ v, como essa relacao ¢ transitiva temos que vy ~ 5.
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1.3 Lugares e Anéis de Valorizacoes

Definigao 1.3.1. Sejam K e F' corpos. Um lugar de K é um homomorfismo P : O — F,

onde O ¢ um subanel de K, tais que as sequintes propriedades sdo satisfeitas:

i. Sex & O, entior €O ePlx™)=0.

ii. P(x) # 0, para algum x € O.

O conjunto KP = {P(z) | x € K} é um corpo, denominado corpo residual de
P.

Observacao 1.3.2. 1. Podemos considerar P : K — KP,, pondo P(x) = oo se

x & O. Com essa definicao, temos as relacoes:

a. Se P(z) = o0 e P(y) # oo entio P(x +y) = oc.
b. Se P(x) =00 e P(y) # 0 entio P(zy) = occ.
c. Sex #0, entdo P(x) =0 se e somente se P(z™!) = co.

2. E comum encontrar na literatura a notagio aP ao invés de P(a).

Proposicao 1.3.3. O anel O aparecendo na Definicao é um anel de valorizacao,
cujo ideal maximal é m = {x € K | P(x) = 0}.

Demonstracao: Que O é um anel de valorizagao segue do item 7 da Definigao [1.3.1] Além
disso, como m é o nicleo de P, temos que m é um ideal de 0. Mostremos que se um
elemento a € m entdo a é uma unidade. Com efeito, suponha que a € O\mea ¢ O.

Assim, temos P(a™!) = 0o e P(a) # 0. Segue-se que,
1= P(a.a ') = P(a)Pla™") = oo,
o que é uma contradigdo. Logo, a € O \ m implica a! € O. Portanto, m é maximal.

Exemplo 1.3.4. Considere K um corpo e O, um anel de valoriza¢io de K. Temos que a

projecio m, : O, — Ov/m,, € um lugar, que serd chamado lugar associado @ v.
Exemplo 1.3.5. Considere K = Q. O lugar p-ddico é dado por:
m: Q — p% U {0}

mo m septn,
n o0 sep|n.

Note que esse é o lugar associado a v, (veja o Exemplo .
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Exemplo 1.3.6. Considere o corpo K(X). O lugar p(X)-adico, € o lugar associado a

valorizagao p(X)- ddica. Vamos calculd-lo para p(X) = X — a. Considerando o Exemplo

1.2.8, obtemos:
Tox): K(X) —  KU{oo}

f R {gégsex—afg,

g 00 sex—alg.

A Proposigao [1.3.3] e o Exemplo [I.3.4] sugerem que os anéis de valorizagao de um
corpo estao relacionados com os lugares desse corpo. De fato existe uma aplicagdo bijetora
entre as classes de lugares equivalentes e os anéis de valorizagdo de um corpo K. O Exemplo
[1.3.4] mostra que essa aplicagdo é sobrejetiva. Assim, precisamos apenas justificar sua
injetividade. Em outras palavras, precisamos mostrar que lugares que pertencem a mesma

classe, possuem o mesmo anel de valorizacao.

Definicao 1.3.7. Sejam P, e P, dois lugares em K, com corpos de residuos KP; e

K P,, respectivamente. Dizemos que P, é equivalente a P,, se existe um isomorfismo
¢ KP, — KP, tal que Py(a) = ¢ o Py(a) para todo a € KP;.

Proposicao 1.3.8. Se P, e P, sdo dois lugares equivalentes em K, entdo Op, = Op,.

Demonstracao: Basta notar que se P;(z) # oo entdo oo # Py(x) = ¢(Py(a)), sendo ¢ o
isomorfismo mencionado na [I.3.7] O

7 W

Em suma, temos que os conceitos “valorizacao”, “anel de valorizagao” e “lugares”
sao completamente permutaveis. Portanto, quando mencionarmos o lugar associado a v,

deve-se entender que é o lugar construido a partir do anel O,.

Observagao 1.3.9. Seja O um anel de valorizagio ev : K — I'g e P 1 K — K PU{o0}

a valorizacdao e o lugar associado a O. Temos que:

a. P(x) =0 se e somente se x € m se e somente se v(x) > 0.
b. P(x) = oo se e somente se x € O se e somente se v(x) < 0.

c. P(x)#0 e P(x) # oo se e somente se x € O\ m se e somente se v(z) = 0.
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2 Lugares Reais

Apés introduzir valorizagoes e lugares no Capitulo[I] vamos nos dedicar ao principal
topico deste trabalho, lugares reais. Para tanto, precisamos introduzir as nogoes de corpos
reais e corpos realmente fechados. Veremos como podemos obter uma valorizacao, e

consequentemente um lugar, a partir de uma ordem.

2.1 Corpos Ordenados

Historicamente, a axiomatizacdo de um corpo ordenado foi abstraida dos niimeros
reais. Essa teoria comecou a ser desenvolvida por Artin e Schreier em 1920. Nesta secao,
vamos definir o que é uma ordem e caracterizar os corpos ordenados (Teoremas de Artin-

Schreier). As referéncias para este tépico sao [11] e[14].

Definicao 2.1.1. Seja F' um corpo. Uma ordem em F' € uma relagio < satisfazendo:

. < € uma relagdo reflexiva, antissimétrica e transitiva.
1. Ve, ye F,x<youy <z
1. Ve, y, z€ F,r<y=x+2<y+=z.
w. Ve,y, z€ F,xr<yel< 2=z <y
Um corpo F' juntamente com uma relacdo < que verifica i-iv é chamado de corpo

ordenado. O conjunto P = {z € F | 0 < z} serd denominado cone positivo de <.

Considere —P = {—z | x € P}. Note que o conjunto P satisfaz:

1. P+PCP.
2. PPCP.
3. PU-P=F.

4. Pn—P ={0}.

Os quadrados de um corpo desempenham um papel consideravel nos préximos
resultados. E importante fixarmos algumas notacoes antes de prosseguir. Vamos usar F2
para representar o conjunto dos quadrados de F' e F? = F2\ {0}. Enquanto que ¥ F?

representa as somas finitas dos elementos de F?2.
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Observacao 2.1.2. Temos que x> € P, para todo x € F. De fato, se x € P, entdo temos
que > = x.x € P.P C P. Por outro lado, se —x € P, entdo x*> = (—x)> € P.P C P. Pelo

item 1 acima, seque-se que . F?> C P, para todo cone positivo de uma ordem em F.
Seja P C F' qualquer. Se P satisfaz os itens 1-4, entdo temos que:
r{y<<=y—zrekl
P

define uma ordem < em F. Além disso, P é o cone positivo de <.
P P

Um caso especial de ordens, sao aquelas que nao possuem elementos infinitesimais.
Este tipo de ordem recebe o nome de arquimediana. Explicitamente, uma ordem P em

F é arquimediana se para todo z,y € F, existem n,m € N tal que |z| S nly| e |y| S m|z|,

sendo que |z] =x,se ¢ > 0, |x| = —x se x S 0.
P
Exemplos 2.1.3. 1. Q e R sao ordenados (com as ordens usuais).

2. R(X) possui apenas uma ordem tal que X € positivo e menor que todo elemento de

R. Considerando X > 0 e maior que todo elemento de R, obtemos outra ordem para
R(X).

3. Seja f(t) = ant™ + -+ - art + ag € R]t]. Definimos f(t) > 0 se a,, > 0. Note que t > r,
para todo r € R, nesse caso dizemos que t € infinitesimalmente maior sobre R. Por

conta disso, temos que essa ordem ndo € arquimediana.

Em geral, se um corpo admite uma ordem, ele pode admitir varias, como é o caso
do Exemplo 2 acima.

Um corpo F' ¢é dito formalmente real quando —1 nao pode ser escrito como soma
de quadrados de F. Isto ¢, —1 ¢ 3 2. Com isso, fica evidente que corpos de caracteristica
positiva nao sdo corpos formalmente reais. No entanto, ter caracteristica 0 nao define os
corpos formalmente reais. Por exemplo, C nao é formalmente real. Como veremos a seguir,
a principal vantagem de trabalhar com corpos formalmente reais, reside no fato de que

eles sempre podem ser ordenados.

Lema 2.1.4. Seja F um corpo. O conjunto . F? é fechado para a soma e a multiplicacao.
Além disso, se a # 0 e a € Y. F?, entdio % € > F2

Demonstracao: E imediato verificar que 3" F? é fechado para a soma e para a multipli-
cagao. Para demonstrar a ultima afirmagao, considere a = -1 | a?. Dal,

2 2 2 2 2 2
a‘lza(a_1)2: ai+ay+ .-+ :<a1) —i—(ij) +...—|—(CZ) GZFQ.

(a? + a3+ ...+ a2)? a

O

Com Lema [2.1.4] vemos que 3 F?\ 0 é um subgrupo do grupo multiplicativo F*.
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Lema 2.1.5. Seja F um corpo formalmente real e K = F(\/a) para algum a € F. Entdo

K € formalmente real se e somente se —a & 3. F>.

Demonstragao: Suponha que —a € 3 F2. Dai temos que \/52 + (—a) = 0. Dali,

o VE v

a —a

Note que G S K? pelo Lema [2.1.4] Segue-se que K nao é formalmente real.

Assuma que K nao é formalmente real. Assim,

(zi + yl(\/_))2

OM:

1=

zn:(ajl +ay; + Qnyl(\/_))

1=0
Logo,

—1=> i +ay

i=0
e
1l
Yo Vi

Novamente, pelo Lema [2.1.4] temos que —a € 3 F O

Vejamos agora como é possivel construir uma ordem em F', sabendo que —1 ¢ 3" F?.

Teorema 2.1.6. Seja F um corpo. Sdo equivalentes:

i. —1# 3 F?
1i. F pode ser ordenado

iii. Se x1,x9 -+ T, € F e Y 2? =0, entdo x; = 0 para todo i, 1 <i < n.

Demonstracgao: Vamos mostrar que ¢ implica . Considere S C F' tal que,
S+ScCS, 85cS, —1¢8,2*€e S paratodo x € F. (2.1)

Seja F = {S C F | S satisfaz }, ordenado pela inclusao. Note que 3 F? € F, logo
F # (). Considere B uma cadeia de F. Pode-se mostrar que a unido dos elementos de B é
uma cota superior para B. Pelo Lema de Zorn, temos que F possui elemento maximal.
Seja P este elemento. Vamos mostrar que P U —P = F. Com efeito, suponha que existe
x € F\ PU—P. Defina Plz] = {a + bz | a,b € P}. Um calculo simples mostra que
Plz] + P[z] C P[z]. Como 22 € P, para todo x, temos que P[z].P[z] C P[z]. E claro
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que y* € P|x] para todo y € F. Suponha que —1 € P[z]. Entdo existem a,b € P tal que
—1 =a+ bx. Dali,

- —1(b)b12(a +1).

Pelo Lema xr € P, o que é um absurdo. Portanto, temos que Plz] € F e P C P[z].
Mas isso contradiz a maximalidade de P. Logo, P U —P = F. Assim, concluimos que P é
um cone positivo de F', isto é F' pode ser ordenado.
Por outro lado, suponha que P é um cone positivo de F'. Sabemos que 3 F? € P. Como
1=12€ Pe PN—P = {0}, segue-se que —1 € P. Portanto, —1 ¢ 3° F?. Segue-se que
1= 1.
Mostremos agora que i <> . Suponha que 7 nao é valida e que i é valida. Assim, existem
1, Ty ..., x, € K tal que,

ixf = -1

i=1
Dai, ¥ ;22 + 1 =0, o que é uma contradicdo. Logo, iii = 4. A implicagio i = iii ¢ feita

de maneira analoga. 0O

Observacao 2.1.7. Um subconjunto Q) que satisfaz as condigoes de ¢ chamado de

pré-ordem de F.

De acordo com a demonstracao do Teorema [2.1.6, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.8. Seja F' um corpo formalmente real. Se ) é uma pré-ordem de F,

entio Q = (\ P,, onde P, € uma ordem de F.
QCPq

Demonstracio: E claro que Q C Qﬂp P,. Por outro lado, considere a € Qﬂp P,. Seja
C « C «

a & Q. Pode-se mostrar que Q[—a| é uma ordem (seguindo os mesmos passos usados para

mostrar que P[z] é uma ordem, na demonstragao do Teorema [2.1.6). Logo, a Q<[] 0e
a
t t P,.
consequentemente a & 0 QP . 0O

@

Um corpo F ¢ dito realmente fechado se F' é formalmente real e nao admite

extensao algébrica propria que é formalmente real. Temos a seguinte caracterizacao:

Teorema 2.1.9. Seja F um corpo. Sdo equivalentes:

i. F € realmente fechado.

ii. Eriste uma tinica ordem (dada por P = F?) em F e todo polinémio em F[X] com

grau impar possui uma raiz em F.

. i=+—1¢F e K =F(i) € algebricamente fechado.
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Demonstracao: Vamos mostrar que 7 = .

Suponha que a € F e a # z? para todo x € F. Entao F[\/a] = ;2[)_(11
algébrica propria de F. Portanto, F[y/a] ndo é formalmente real. Pelo Lema , —a €
3" F?. Consequentemente, a € — Y. F2. Portanto,

F=YFU-Y F

Logo, " F? é uma ordem em F. Mostremos que 3 F'2 = 2. Note que para isso, é suficiente

é uma extensao

mostrar que 14y? € F? para todo y € F. Suponha que 1+%? nao é um quadrado. Segue-se
(pelo mesmo argumento que acabamos de usar) que —1 — y? € 3 F2. Mas assim, temos
que —1 € 3 F?, o que ¢ um absurdo. Logo, P = F? é uma ordem em F. Note que, caso
exista outra ordem P’ em F, como 3 F? C P’ segue-se que P C P'. Suponha que existe
x € P tal que x € P. Logo, x € P C —P'. Assim, x € PN —P, o que é uma contradigdo.
Portanto F? ¢ a tnica ordem de F.

Vamos mostrar que todo polinémio de grau impar admite raiz em F. Assuma que exista

um polinémio de grau impar que nao admite raiz e tome

2r+1

f(z) = ;) a;z’

um polinémio de grau minimal entre todos os polindomios de grau impar que nao admitem
raiz. Afirmamos que f ¢é irredutivel. De fato, se f(X) = [, fi(X), entdao algum dos
termos f;(X) tem grau impar, logo admite uma raiz a. Dai, f(a) = 0, ¢ temos uma
contradicao. Segue-se que F1X] 6 yuma extensdo propria de F'. Como F' é realmente fechado,

f
essa extensao nao ¢ formalmente real. Assim,

—1=>"h(z) + f(x)g(z), onde deg(h;) < deg(f), para todo i,1 <i < r.
i=1

Note que a soma 3>/_; h?(x) tem grau par, menor ou igual a 4n. Como deg(f(z)) =
2n+ 1, segue-se que g(x) tem grau impar, sendo deg(g(x)) < 2n — 1. Por hip6tese, g possui

uma raiz. Seja « essa raiz. Assim, temos que:

1= Zj: hi(a) + fla)g(e).

—_——— =0
er

Concluimos que F' nao é formalmente real, o que é uma contradi¢cao. Para as outras

implicagoes, veja o Teorema 5, pagina 275 de [11]. 0
Corolario 2.1.10. O corpo dos numeros reais R € realmente fechado.

Demonstracgao: Sabemos que C é algebricamente fechado, portanto R é realmente fechado.

O
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Se I’ é um corpo realmente fechado, define-se (a,b), [a, b], etc. de maneira usual.

Considere F um corpo ordenado por P. Seja FF C K uma extensao de corpos.

Dizemos que K é o fecho real de F se:

i. K é realmente fechado.
ii. K é uma extensao algébrica de F'.
iii. F'N Px = P, onde Pk é a ordem de K.

Lema 2.1.11. Todo corpo formalmente real admite um fecho real.

Demonstracao: A demonstracao é feita aplicando o lema de Zorn. Ela pode ser encontrada

em [14]. O

Uma vez que temos a existéncia de um fecho real, é natural nos questionarmos sobre
sua unicidade. Afirmamos que o fecho real de um corpo é tinico & menos de isomorfismo.
Com o conteudo apresentado nao conseguiriamos demonstrar essa afirmacao, portanto

vamos omiti-la. Ela pode ser encontrada em [16].
Exemplos 2.1.12. 1. R(X) ndo ¢ realmente fechado, pois admite vdrias ordens.
2. Ruy ={q € R| q € algébrico sobre Q} ¢ realmente fechado.

3. O fecho real de R(X)

¢ dado pelas séries de Puiseux com coeficientes em R, que
iremos denotar por SP(R).

). Explicitamente,

SPR) = {iam%:kEZ,qEN,ai G]R}.

i=k

A demonstragio de que SP(R) € um corpo realmente fechado é bastante trabalhosa.
FEla esta feita em detalhes em [I).

2.2 Cortes e Ordens

Nesta se¢ao, vamos mostrar que as ordens de F(X) estao relacionadas com os

cortes de F', onde F' é um corpo ordenado.

Definigao 2.2.1. Seja X um conjunto ordenado. Um corte em X é um par (I,J), [ C X
e J C X. Tal que:

i. I <J,istoé, sexel eyeJ, entiox <y.

i. INJ=40.
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wi. TUJ =X.

Se (I, J) é um corte em um conjunto X, diremos que I é a parte inferior e que J é

a parte superior do corte.

Teorema 2.2.2. Seja F' um corpo ordenado. Eziste uma bijegio entre as ordens de F(X)

e os cortes de F'.

Demonstracao: Se P ¢ uma ordem em F entdao A ={a € F |a < X}teB={acF|

a;X}éumcorteemF.

A:{a€F|a§X}eB:{aEF1aiX} (2.2)

B={a€F|a> X} (2.3)

Reciprocamente, se (A, B) é um corte em F' entao
P={feF(X)|3a€ A3be B;Vce (a,b), f(c) € Fso} (2.4)

¢ uma ordem. De fato, se f,g € P, entdo existem ay, by, a, e b, tais que f((ays,bs)) >0
e g((ag,by)) > 0. Dai, tomando a = max{ays,a,} e b = min{by,b,}, temos que (f +
9)((a,b)) > 0e f.g((a,b)) > 0. Dessa forma, P+ P C P e P.P C P. Além disso, para todo
f € F(X), temos que ou f € Pou —f € P,logo F'= P U—P. Por fim, observemos que
se f(a) > 0 entao —f(a) < 0, logo PN —P = {0}. Portanto, P ¢ uma ordem em F.

O corte em (A, B), definido em (2.2)e sera denominado corte induzido por
P. A ordem em serd chamada de ordem associada ao corte (A, B). Daqui em
diante, estaremos sempre usando esses conceitos.
Em especial, temos que se R é um corpo realmente fechado, entdo cada a € R define dois

cortes

at = ((—o0,dl, (a,00)).

As ordens associadas a estes cortes serdo denotadas por P, e P, respectivamente. Note

que em relagdo a P, temos X —a < 0 e em relagdo a P,;r, X —a > 0.

O conjunto de todas as ordens de um corpo F serd denotado por X (F'). Sejam P, () duas

ordem em F, com cortes associados (Ap, Bp) e (Ag, Bg). A relacao
PjQ<:>APCAQ (25)

define uma ordem em X' (F).
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Podemos definir intervalos em X (F') de forma intuitiva. Por exemplo, intervalo
(P, Q) é composto pelas ordens S tais que Ap C Ag C Ag, onde Ap, Ag, Ag representam
a parte inferior dos cortes associados as ordens P, S e () respectivamente. Através dessa

definigao X' (F'), se torna um espago topoldgico (com a topologia da ordem).

2.3 Valorizacées e Ordens

Os préximos resultados conectam as nogoes de ordens e de valorizagoes.

Definicao 2.3.1. Uma valorizagdo v é dita real quando seu corpo de residuos K, é

formalmente real.

Observacgao 2.3.2. Seja v : F — I'. Perceba que se F' for formalmente real, entdo a
valorizacdo trivial em F é uma valorizagdo real. Seque do Teorema da Representacao de
Baer-Krull (ver [§], Teorema 2.2.5), que a reciproca também € vdlida. Isto €, se K, admite

uma ordem, entao I também pode ser ordenado.

O proximo teorema explora melhor as relagoes entre ordens e os conceitos inerentes

da definicao de valorizacao.

Teorema 2.3.3. Seja P uma ordem de F' e v uma valoriza¢io em F' com grupo de valores

I', sdo equivalentes:

i. 0<a<b=v(a)2v() enT.
it. O, € convexo em relagdo a P.
15, m, € convero em relagcdo a P.

w. 1+m, C P.

Demonstracio: Vamos demonstrar i= 4. E suficiente provar que se 0 < a < b, onde
be O, entao a € O,. Como b € O,, temos v(b) > 0. Por 4, temos v(a) > v(b), logo
aecO,.

Mostremos que ii= 4. Se 0 < a < b e b € m,, entdo temos que b~ ¢ m,. Como
0<b ! <at segue-se por i que a~! € O,. Portanto, a € m,,.

Para mostrar i = v, suponha que a € m, e 1 + a ¢ P. Dal temos que 1+ a < 0. Assim,
como 1 € P, temos 0 < 1 < —a. Por 7, segue-se que 1 € m,, o que ¢ uma contradicao.
Por fim, mostremos que w=- . Assuma que 0 < a < b e v(a) < v(b). Entao, v (g) > 0.
Como v (g) =v (— (2)), segue de v que 1 — 3 > 0. Portanto, 1 > g, ou seja, a > b, o

que é uma contradicao. 0
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Se uma das condig¢oes do Teorema [2.3.3| é valida e portanto todas, dizemos que v é

compativel com P.

Teorema 2.3.4. Seja P € X(F). A familia de F de anéis de valorizagoes de F' compativel

com P formam uma cadeia ordenada pela inclusdo, com menor elemento dado por:

AP)={acF|3IreQ;—r<a<r}.
P P

Demonstragao: Sejam O,0" € F. Assuma que O ¢ O'. Dai, existe a € O\ O. Seja
be O tal que 0 < b. Como O é convexo e a & O, temos que 0 < b < a. Por outro lado,
como O é convexo, temos que b € O. Assim, O’ C O.

Vejamos que A(P) é um anel de valorizacio. E facil ver que A(P) é um anel. Agora,
suponha que b € A(P), b € F. Devemos mostrar que b~! € A(P). Como b € A(P), em
particular temos que b > 1 e consequentemente, 0 < b~! < 1. Portanto, b~! € A(P). Logo,

A(P) é um anel de valorizacao. 0

O anel A(P) é chamado de envoltério convexo de Q em F'.
Sabemos que o ideal maximal de A(P), que serd denotado por I(P), é formado

pelos elementos que nao sao unidades de A(P). Isto é,
I(P)={z € F |7 ¢ A(P)}
={reF|PqeQ-qga’5q
—{weF |30 Ve e Q)
—{weFlll5q ¥ e

Assim, o corpo de residuos A(P)/1(p), ndo contém os elementos infinitesimais do

anel A(P). Com essa observagdo, provamos que:

Lema 2.3.5. Seja P € X(F). O corpo AP)/1(P) é arquimediano.

Neste ponto, esta claro que todo corpo ordenado admite uma valorizacao, cujo
corpo de residuos é arquimediano. A valorizacao associada ao anel A(P) serd chamada de
valorizagao natural de (F, P). O corpo de residuos da valorizagdo natural serd denotado
por k. Isto é, k = A(P)/1(p).

Note que se F' for um corpo arquimediano, entao sua valorizagdo natural serd a valorizagao
trivial. O proximo resultado, é um corolario do Teorema da Representacao de Baer-Krull.

Ele nos da informagoes sobre ordens nao-arquimedianas e as valorizagoes do corpo F'.

Proposicao 2.3.6. O corpo F' admite uma ordem ndo-arquimediana se e somente se

existe uma valorizacdo nao trivial em F', com corpo de residuos formalmente real K.

Demonstracao: Ver Corolario 2.5.6 em [§]. 0
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Observagao 2.3.7. Um grupo I é divisivel, se para todo o € T' e todo n € N, temos que
existe o € T" tal que o = na/. Se v é uma valoriza¢io em um corpo realmente fechado F,
entao I, é divisivel. Dado 6 € T', sempre existe x > 0 tal que v(x) = 6. Sabemos neste
caso que T = y? para algum y. Logo, v(x) = 2uv(y). Isto é, mostramos que todo elemento
de I' é divisivel por 2. Vejamos agora que I também é divisivel por p € N, p primo. De
fato, sabemos que, g(z) = 2P — x possui uma raiz (pois é um polinémio de grau impar).
Assim, temos que pv(zP) = v(zP) = v(z). Dai, escrevendo n como a multiplica¢io de

fatores primos e tomando z € F, tal que z™ = x, obtemos que v(x) = nv(z).

2.4 Lugares Reais

O principal objetivo dessa se¢ao é introduzir o conceito de R-lugares. Posteriormente
vamos dar uma caracterizacao direta de todos os R-lugares de um corpo ordenado. Um

bom conjunto de referéncias para este topico siao os artigos [2], [16], [9] e o livro [15].

Definicao 2.4.1. O lugar P : K — F{oo} ¢ dito real se F'U{oo} é um corpo formal-

mente real.

Pela Observagao [2.3.2], concluimos que um corpo K é real se e somente se admite
um lugar real. Também é possivel mostrar esse resultado de forma direta, veja [16].

Antes de prosseguir, vamos apresentar o Teorema de Holder.

Teorema 2.4.2. Seja ' um grupo abeliano totalmente ordenado e arquimediano. Entao I'

¢ isomorfo a um subgrupo de R.

Demonstragao: Considere r = ™ € Q, onde m,n € Z e m > 0. Sejam a,b € I'. Diremos
que ra < b quando ma < nb. Fixemos um elemento positivo a € I'. Seja b > 0, onde b € I'.

Considere

Sy ={reQ|ra<b}.

Como I' é arquimediano, existe n € N tal que b < na. Portanto o conjunto .5, possui cota

superior. Vamos definir

p: I' — R
sup(Sh), se b >0,
b~ @(b) =1 —sup(S), seb<0,
0, se b= 0.

A demonstracao de que ¢ é um isomorfismo entre I' e um subgrupo de R sera omitida.

Ela pode ser encontrada em [10], Teorema 6.2.5. 0
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Seja F' um corpo ordenado, digamos por P. Pelo Lema [2.3.5] sabemos que A(P)/1(p)
é arquimediano. Pelo Teorema de Holder existe um mergulho ¢ : A(P)/1(p) — R. Considere

o lugar associado ao anel A(P). Isto é,

p: F — AP)/1(pyU{oo}
x+ I(p), sex € A(P),

v s 00, se x & A(P).

Como ¢ é um mergulho, temos que Ap = po p é um lugar que assume valores em R. Todo
lugar com imagem em R sera chamado de R-lugar.
Levando em consideragao a lei de formagao de ¢ (dada em ([2.6))), temos explicitamente
que:

Ap: F— R

sup{r € Q | r <z}, sex e A(P), (2.7)
r — Ap(z) = P
0, se x ¢ A(P).

Temos que se a € P, entdo a > 0, assim se a € A(P), entdo sup{r € Q | r < a} > 0.
P P

Caso contrario, temos Ap(a) = oco. Portando, Ap(a) > 0 para a € P. Temos a definicao,

Definicao 2.4.3. Dizemos que uma ordem P em um corpo F' é assoctada com um lugar

¢ se £(P) > 0.

O préximo Teorema nos da uma caracterizagao dos R- lugares associados a uma
ordem P € X(F).

Teorema 2.4.4. Para P € X(F), A\p € o inico R-lugar de F associado a P.

Demonstragao: Ja sabemos que Ap(P) > 0. Vamos mostrar que qualquer lugar ¢
associado a P é exatamente A\p. Para isso, considere v a valorizacao associada a £. Sabemos
pela Observagao que &(x) # 0 e &(x) # oo se e somente se x € O \ m. Portanto,
precisamos mostrar que

PN (O\m)=¢HR?). (2.8)

Por hipétese, £(P) > 0. Assim, mostramos a inclusio “C” de (2.8). Seja u € £71(R?). Isto
é, 0 < &(u) < oo. Segue-se que u € O\ m. Repare que se u € P, entdo —u € P. Logo
0 < &(—u) = —€(u), uma contradigao. Assim, verificamos (2.§)).

Para mostrar a unicidade, basta verificar que a valorizacao v é equivalente a valorizacao

natural de (F, P). Como ja foi observado, existe um isomorfismo entre o corpo de residuos
AP)/1(p) e R. Logo, £ = Ap. O

Observacao 2.4.5. Os detalhes da demonstracao da unicidade de \p podem ser encon-

trados em [15)], Teorema 2.11, ou no primeiro lema do artigo em [2)].
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Observemos que o Teorema [2.4.4] trata apenas de um tipo especifico de R-lugar do
corpo F'. Ressaltamos que na verdade, todo R-lugar de um corpo formalmente real F' ¢é da
forma Ap para alguma ordem P € X (F'). Vamos adotar a notagao M (F') para o conjunto
de todos os R-lugares de um corpo F'. Pelo que acabamos de afirmar, temos a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.4.6. A aplicagio A : X(F) — M(F) que associa a cada P o R-lugar \p

¢ sobrejetora.

Demonstragao: Ver a Proposi¢ao 9.1 em [15]. 0
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3 Metrizabilidade de M (R(X))

O principal intuito deste capitulo é dar uma condicao suficiente e necessaria para
a metrizabilidade do espago de R-lugares sobre o corpo de fungbes R(X), onde R é um
corpo realmente fechado. Veremos que o critério é relativamente simples. Além disso, em
uma das diregdes, a condicao dada se aplica a M (F'), onde F' é qualquer corpo de fungoes

com grau de transcendéncia 1 sobre R.

3.1 A topologia de M(K)

Considere um corpo ordenado K. Lembremos que X' (K) representa o conjunto
de todas as suas possiveis ordens e M (K) o conjunto dos R- lugares de K. Considere a

topologia em X' (K') que possui como sub-base os conjuntos de Harrison, definidos por
Hg(a) ={P € X(K)|a€ P},ace K

onde K = K \ {0}. Veja o Apéndice para algumas observagoes sobre essa topologia. Foi
mostrado por Knebusch, Rosenberg e Ware em [12], que X' (K) é um espago topolégico

Booleano, isto é, X(K) é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo. A fungao

A X(E) — M(K)

(3.1)
P — )\p

que associa a cada ordem de P de K, o R-lugar induzido por P, é sobrejetiva. Sendo assim,
é natural equipar M (K') com a topologia quociente. Note que, como X' (K) é compacto, e
A é continua e sobrejetiva, temos que M (K') é compacto. J4 a propriedade de ser Hausdorff
geralmente nao ¢ induzida pela topologia quociente. Porém em [I5](Cor. 9.9) foi provado
que de fato M(K) é Hausdorff, essa demonstragao também se encontra no Apéndice.
Por fim, ressaltamos que M (K) pode nao ser totalmente desconexo. No artigo ([3]), foi
mostrado que se K possui uma quantidade finita de ordens, sendo todas arquimedianas,
entdao M (K) é isomorfo a uniao disjunta de circulos. Por exemplo, se K = R, temos que

M(R(X)) é isomorfo & um circulo.

M(R(X)) =

Figura 1 — Um exemplo onde M (K') nao é totalmente desconexo.
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Passemos agora a considerar K = R(X), onde R é um corpo realmente fechado, com
tnica ordem R?. A fim de estudar a metrizabilidade de M (R(X)), precisamos primeiro
caracterizar melhor os abertos de X(R(X)). A préxima proposi¢io mostra que estes
conjuntos podem ver vistos como “intervalos abertos”, os quais provém da relagao de ordem
dada em (2.5). Lembremos que, segundo esta relagdo, temos T € (P, Q) < Ap C Ap C Aq.

Proposicao 3.1.1. A topologia de Harrison e a topologia induzida pela ordem coincidem
em X(R(X)).

Demonstragao: Mostremos que Hp(x) (%) pode ser escrito como a uniao de abertos do

tipo (P, Q), onde P e () sdo ordens. Note que valem as seguintes igualdades:

Hao(l) = {PeX(RX)|LeP)
= {PeX(RX) | hf9) € P)
i Hpx)(f9)-

Se fg(x) < 0 para todo x em R, entdo Hp(x)(fg) = 0. Assuma o contrario e sejam
a;, b;, i = 1,2,....,n as raizes de fg, tais que fg é positivo em (a;,b;). Note que pode
ocorrer a; = —oo e b, = 0o. Temos que para qualquer ¢ € (a;, b;) existem d € (—o0,¢)
e e € [c,00) para os quais fg assume valores positivos em (d,e), em outras palavras
fg € P (e também fg € P;). Além disso, se P € (P, , B;), entdo Ap, C Ap C Ap,
logo como f >0 em(ai,bi), existem d' € Ap e € € Bg tais que f > 0 em (¢, f') (ver
figura |2} . Note que fg € P, , pois o elemento al na parte inferior do corte dado por PJr
qualquer ¢, a; > ¢ > b; no Corte superior de P, também temos que P, < P;". Portanto,

segue-se que

Hpx)(fg) = U (P, B)

Com isso, obtemos que H R(X)(i) ¢ um aberto da topologia induzida pela ordem em
X (R(X)).

Por outro lado, considere o aberto (P, Q) e seja P’ € (P,Q). Devemos primeiro
mostrar que existe f € R(X) tal que P’ € Hp(x)(f). Como P' € (P,Q), temos Ap C Ap C
Ag. Agora tomemos a € Apr , b € Bpr e consideremos o polindémio f(X) = —(X —a)(X —b).

Por construcao, P’ € Hg(x)(f). Assim, temos

(PQ)c U {Hrx(f) | f(X)==(X-a)(X -D)}

a,bEAQ ﬂBp

Para mostrar a inclusdo contraria, sejam s, t € Ag N Bp com s < t, f5)(X) =
—(X —5)(X —t) e P € H(f(sp). Devemos mostrar que P’ € (P,Q). De fato, se P’ €
H(fs) entdo fsy) € P’ e por definigao existem ¢ € Apr e d € Bp tal que fi54(x) >0

para todo = € (¢,d). Como ¢ > a temos Ap C Ap/, e como para qualquer e € Ap/ temos
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ay by

Figura 2 — Um dos casos da demonstragdo da proposigao Nessa figura temos by = co.

Colocamos P € (PJQ,PI;;) e ¢ € (as,bs). A parte inferior e superior do corte em c,

estdo representados na cor verde e vermelho, respectivamente.

e <be Agp, segue-se que Apr C Ag. Logo, Ap C Apr C Ag e dai P’ € (P,Q). Por fim,

concluimos que

(PQ)= U {Hrx(f) | [(X)==(X-a)(X D)}

a,be AgNBp

como queriamos. 0

Mais adiante, vamos precisar saber quando duas ordens de R(X) determinam o
mesmo R-lugar em R(X). A resposta a esse problema vem em termos de valorizagoes.
Vamos portanto fixar algumas notacoes que serdao usadas nos proximos resultados. Seja v

a valorizacao natural de R, com grupo de valores I' e k o corpo de residuos de v.

Considere Py e P, ordens de R(X), com cortes induzidos (Ay, By) e (A, By) em R,
respectivamente. Vamos assumir que P; < P,. Para o que vem adiante, vamos estabelecer
D = B; N A, & as imagens de P; pela fungao e v; = Vg, a valorizacao induzida pelo
R-lugar &;, para i =1, 2.

Definigao 3.1.2. Seja D # () um subconjunto de um corpo ordenado R e v uma valorizagio
em R. Dizemos que D é uma bola com centro em a, se para todo b € D e c € R, se

v(b—a) <v(c—a), entdo c € D.

Proposicao 3.1.3. Sejam D, e Dy bolas tal que Dy N Dy = (). Entdo Dy U Dy nao é uma

bola.
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| ﬂ

Pl BPJ
a t

Figura 3 — Segundo caso da demonstracao da proposigao [3.1.1] Os cortes relacionados a
P’ estao em vermelho e azul. Cada polindomio na figura é usado para concluir
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uma das inclusoes.

Demonstracao: Suponha que D; U Dy é uma bola. Considere a € Dy e b € Dy. Como

Dy N Dy = (), temos que:
via—b)<v(a—d),Vad €D

via—b) <v(b—-10), YV e D,y

Defina ¢ = 2b — a. Segue-se que

vic—=b)=vb—a)=v(a—b) <vb-V)VV € D,.

Logo ¢ & D,. De maneira analoga, temos
=v(2(0b—a))=v(a—0b) <via—d)V e D.

v(c—a)
Logo ¢ € Dy. Portanto ¢ ¢ Dy U Dy. Porém, v(c — a) = v(b — a), o que contradiz o fato de
UJ

D U Dy ser uma bola.

Proposicao 3.1.4. Se D nao ¢ uma bola em relacio a valorizacao natural de R entao

& 7 &



3.1. A topologia de M (K) 39

Demonstragao: Considere a, b€ D =B NAyece R\ D tal que v(c —a) E v(b—a).

Dessa forma, também temos que

v(b—c)

vib—c+a—a)
vib—a+ (a—c))
min{v(b —a),v(a —c)}
v(b—a)

1+ \V

Vamos assumir que a < b, pois se a = b, pela relagao acima temos v(b — a) = 0o o que
implica b = ¢. Como D é convexo devemos ter ¢ < a ou ¢ > b. Vamos assumir ¢ > b (para
¢ < a o argumento é simétrico). Se vy # v, nao ha nada a demonstrar, assim consideremos

vy = vy. Como a,b € By, temos X ; a < b, em particular
1

X —
¢ <0 (3.2)

b—a P

De forma analoga, comoa,beAQeceR\D,a<bP<)X;c. LogoO<b—a}§X—a<
2 2 2

Py
c — a ¢ assim x
—a
>0 3.3
b—a P ( )
Dai,
(X —a)=1(X —a) =2 wn(c—a) =2 wb—a) > wn(X —a)
Portanto,
(X —a) =1(X —a) =wn(c—a) =wnb—a)
Mais ainda,

V(X —a)—wb—a) = 0
& (X —a)+wmb—a)t=0
X —a
< VQ(b—a>:

Por hipétese, também temos que 14 (f:;) = (. Sabemos que se v;(r) = 0, entao &(r) # 0

e &(r) # oo (ver relagdo entre lugares e valorizagdes na Observagao [1.3.9). Segue-se dessa
observacao que Sz(f__;) #0e &()If__;) = 00. Além disso, pelas desigualdades 1 e 1}

concluimos que
X —a X —a
(1) 0<el3=2)
b—a b—a

Logo, & # &, como queriamos demonstrar. 0

Afirmamos que a volta dessa proposicao também é valida no caso em que R é um

corpo realmente fechado. Para demonstrar este resultado vamos precisar de alguns lemas.

Lema 3.1.5. Suponha que a, b e X sao elementos de um corpo ordenado R, com valorizacao
natural v. Se v(X —a) > v(b — a) entdo existem inteiros ny, ng nao nulos, tais que para

ci=a+nib—a)i=1,2,
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<X <c e v(icp —a) =v(ca —a) =v(b—a)

Demonstracao: Como v ()b(_’;‘) > 0, existe ¢ € Q tal que

X —a
—q < <gq.
b—a

Logo existe n € Z tal que

T en+l (3.4)

n <
b—a

Entao,
nb—a) <X —-—a<(n+1)(b—a).

Pondo ¢; =n(b—a)+aecy=(n+1)(b—a)+ a, obtemos de (3.4) que c; < X <y e

vicp,—a)=v(nb—a))=vn)+vb—a) =vb-—a)

vicg—a)=v((n+1)(b—a))=v(n+1)+vb—a)=vb—a)

Logo, v(¢; —a) = v(ce —a) = v(b—a). 0O

Considere S = {v(b—a) |a,be D} e T ={v(c—a)|a € D,c € R\ D} para os

proximos resultados.

Lema 3.1.6. Se D é uma bola e a € D entio S ={v(b—a)|be D} eT ={v(c—a) |
c€ R\ D}.

Demonstragao: Considere S' = {v(b—a) | b € D}, onde a € D esta fixado. Devemos
mostrar que S’ = S. Note que S’ C S. Portanto, basta provar que S C ', isto é, se
b,a’ € D entdao v(b—a') = v(d — a) para algum d € D. Temos,

vib—d)=v((b—d +a)—a) 2 min{v(b—a),v(a—ad)} =min{r(b—a),v(a’ —a)} (3.5)

Logo, v((b—a' +a) —a) > v(b—a) ouv((b—V +a) —a) > v(a —a). Como bt/ € D e
D é uma bola, obtemos que b — a’ + a € D. Finalmente, pondo d = b — a’ + a, vemos por
que v(b—0V) =v(d —a). Como v(d —a) € 5, segue-se que S C 5. Logo S = 5.

Agora mostremos que T = T". Note que T’ C T. Resta mostrar que T C T”, ou seja,
para todo @’ € Dece€ R\ D, existe d € R\ D tal que v(c —a') = v(d — a). Temos que
vic—a') =v((c—d +a)—a). Considere d = ¢ — a’ + a, precisamos mostrar que d € R\ D.

Assuma que isso ndo acontece, isto é, assuma que d € D. Segue-se que,
vic—d)=v(d—a)=v(d—a+d —d)>=min{v(d—d),via—d)}

Portanto, v(d — a') < v(c — d') ou v(a — a') < v(c — d). De qualquer uma dessas
desigualdades, como D é uma bola, obtemos que ¢ € D, o que é uma contradi¢ao. Logo,

de R\Dev(c—d)=v(d—a)eT' Assim T C T', o que completa a demonstragio. o
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Lema 3.1.7. Se D é uma bola entio (T,S) é um corte em I' e para cada a € D,

Téyi(X—a) é S parai=1,2.
Demonstracgao: Primeiro, mostremos que TU S = I'. Tome § € ' e d € R tal que
v(d) = 0. Entédo, colocando ¢ = d + a, temos que v(c — a) = §. Assim, para mostrar que
(T,S) é um corte resta mostrar que 7' < S. Tome ¢ ¢ D e b € D. Se a desigualdade
v(b—a) < v(c—a) fosse valida, entdo como D é uma bola, terfamos ¢ € D, o que contradiz
a hip6tese sobre c. Portanto, v(c — a) < v(b— a), o que implica T' < S.

Agora provemos que T’ I§i vi(X — a) ]§i S. Vamos demonstrar a desigualdade
para vy. Para 1y, a demonstracdo segue os mesmos passos. Suponha por contradi¢ao
que v (X —a) £ S. Logo, existe 5 € S tal que 11(X — a) > (. Pelo Lema m,
existe b € D tal que = v(b — a). Portanto, v1(X —a) > v(b—a) = v1(b— a). Por
outro lado, temos que a,b € By, dai X < a e também X < b. Pelo Lema [3.1.5| existe

Py

ceRtalquec<X<bey(c—a)—y(b—a)ES Porém, c<X1mphcaquec€A1.

Assimc ¢ D o que garante que v(c—a) €T.MasT < Se chegamos em uma contradigao.

Suponha agora que 7' < v1(X — a) ndo aconteca. Portanto, existe 5 € T tal que
11 (X —a) < 8. Usando o Lema [3.1.6], existe c € R\ D tal que = v(c — a). Como

(X —a) <vic—a)=rv(c—a)

temos v1(=%) = 0. Logo existe n € N, n # 0, tal que
e—al _
n
|X — a] P
Assim,

1
| X —al > —|c—al.
P n
Dai, lembrando que X — a P<) 0, obtemos que
1
1
X—-—a<——|c—a| <O.
P n P
Somando a em cada lado da desigualdade anterior, temos
1
X <a——|c—da| <a.
Py n Py

Considere d = a — 1|c — a, assim

X ]§1 d < a.
Como X < d entdo d € By. Por outro lado, como a € As e d < a, temos que d € Asy. Logo
de AN B1 D. Sendo assim, temos v(d —a) € S e

V(d—a)zu<711|c—a|) =v(c—a)eT,
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o que é uma contradicao, pois T' < S. 0

Com estes lemas ja estamos em condi¢ao de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.1.8. Seja R um corpo realmente fechado e v sua valorizacdo natural. Entao

Arx)(P1) = Arx)(P2) se e somente se By N Ay é uma bola em (R, v).

Demonstragdo: A implicacao “=" foi mostrada por contra positiva no Lema[3.1.4] Assim,
precisamos demonstrar que se By N Ay é uma bola, entao Agx)(P1) = Agx)(F). Pelo
Lema [3.1.7] segue-se que v;(X —a) € I, para i = 1,2. Afirmamos que nv;(X —a) ¢ T,
i = 1,2, para todo n € N, n # 0. Com efeito, se ny;(X —a) = § € T', entdo como I' é
divisivel (Observacao , existe ¢’ € I' tal que nd’ = §. Dai

nvi(X —a) =nd’ = n(y;(X —a) — &) =0.

Assim, obtemos v;(X —a) = ¢’ € I', o que é uma contradi¢ao. Portanto, vy (X —a) e
vo(X — a) determinam as valorizagoes vy e vo de maneira unica. De fato, para qualquer
p(X) = Xj_ga; X7, existem ¢;’s tais que p(X) = X7 ¢;(X —a)’. Para i = 1,2, segue-se

que
vi(p(X)) = min{v;(c;(X —a)’) | j=0,1,...,n} (3.6)
= min{v;(¢;) + jui(X —a) | j=0,1,...,n}.
Sabemos que a igualdade em (3.6 ¢ vélida se v;(c;) + jui(X — a) # vi(e) + Wwi(X — a)
para todo j # [. Suponha que isso nao ocorra, ou seja
vi(e;) + jvi(X —a) = vi(e) + (X — a)
=V (C]) +(—-Dy(X —a)=0€T

= (j—Dri(X —a) €T. (3.7)

Como nvy (X —a) € T para n # 0, em (3.7) obtemos 7 = [. Voltando em (3.6)), temos
vi(p(X)) = min{v;(¢;) + jui(X —a) | 7 =0,1,...,n}. (3.8)
Mostremos que v; é equivalente a 5. Considere a fungao

p: Zn(X —a)@®l — Zvn(X —a)@l
(nn (X —a),d) — (nn(X —a),d).

Claramente temos que ¢ é um isomorfismo. Note ainda que ¢ o 1y = v5. Portanto o
diagrama na Figura 4| comuta. O fato de S < 1;(X — a) < T garante que ¢ preserva a
ordem entre Zvy (X —a) @I e Zvy(X —a) @I'. Com essa observagao, concluimos que as

valorizacoes 1 e 15 a0 equivalentes. Como 17 >~ 15, temos que existe um isomorfismo



3.2. M(R(X)) e M(R'(X)) sdo homeomorfos se R' é denso em R 43

Vo

R(X)* Zn(X —a)aT
x 4
Zvy(X —a)@T

Figura 4 — Diagrama da equivaléncia de v; e vs.

R(X)vy U{oo}

\W

R(X)vy U {oo}

Figura 5 — Diagrama da equivaléncia dos lugares & e &;.

entre os corpos de residuos de & e &, que serao denotados por R(X)v; e R(X)vs.

Afirmamos que R(z)v; =k e R(x)vy = k. Vamos demonstrar essa afirmacao para vy, o
mesmo argumento se aplica a 5. Suponha por absurdo que f(X)v; ¢ K. Logo, existe
P(Y) =Y",aY", com deg(p(Y)) > 1 tal que P(&(f(X))) = 0. Dai, &(P(Y)) =0e
portanto vy (P(f(X))) > 0. O que é uma contradi¢do com (3.8)). Como K é um subcorpo
dos reais, segue-se que ¥ ¢ a identidade, assim obtemos que & = &. Em outras palavras

Ar(x)(P1) = Ar(x)(FP2), como querfamos. -

Observagao 3.1.9. Se & ¢ um R-lugar, temos que A\~(§) consiste de no mdrimo duas
ordens. De fato, sejam Py < P, < P3 ordens em R(X), com cortes correspondentes
(A1, By), (Ag, By) e (As, Bs). Note que se A\p, = Ap, = Ap,, entdo A3 N By, Ay N By,
A3 N By sdo bolas. Mais ainda, A3 N By = Ay N By U A3 N By, Temos que essa unido é

disjunta. Porém, pela Proposicao|3.1.5 a uniao disjunta de bolas nao é uma bola.

32 M(R(X)) e M(R'(X)) sdo homeomorfos se R’ é denso em
R

Os resultados dessa se¢ao sao extremamente técnicos. Eles serdo titeis na proxima

secao.
Considere L/K uma extensao de corpos ordenados. Considere as aplicagoes

o: X(L) — X(K)

(3.9)
P — PNK
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61 ML) — M(K)
& — &k

Essas fungoes sao continuas. Também temos que o diagrama abaixo comuta.

(3.10)

x() — ()
o g
H(K) = M(K)

Figura 6 — Diagrama comutativo com as fungoes restricao.

Antes de demonstrar o teorema sobre o homeomorfismo entre M (R(X)) e M (R (X)),

precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.1. Seja R’ C R uma extensdo de corpos realmente fechados. Sao vdlidas:

i. Se P € X(R) possui corte associado (A, B) entao o corte (ANR', BNR') corresponde
a ordem P'= PN R(X).

ii. As fungoes 0 : X(R(X)) — X(R'(X)) e¢p: M(R(X)) — M(R'(X)) sao sobreje-

tivas.

Demonstracgao: Vamos mostrar ¢. Lembremos que a ordem P’ é dada por:
P ={feR(X)|3ac ANR ,3be BNR;Ve e (a,b), f(c) € R.,}.

Note que P’ € PN R'(X). Por outro lado, se f(X) € PN R(X) entdao deve existir
ac€ ANR ebe BN R tal que f(¢) > 0 para todo ¢ € (a,b) em R. Como R’ C R, temos
que f(c¢) > 0 para todo ¢ € (a,b) em R'. Portanto f(X) e P’

Mostremos ii. Seja P’ € X(R'(X)) com corte associado (A’, B') em R'. Considere A =
{a € R|a < B} e B=R\A. Afirmamos que (A, B) é um corte em R. Por construgao
temos que AU B = R. Vamos mostrar que A < B. Se b € B, entao b € A. Logo existe
b € B’ tal que V' < b. Dai, tomando a € A, temos que a < B’ e portanto a < b’ < b.
Segue-se que A < B. Além disso temos que ANR = A'e BN R = B. Se P é a ordem
associada a (A, B) temos pelo item ¢ que P N R'(X) = P'. Portanto ¢ é sobrejetora.

Teorema 3.2.2. Seja R’ C R uma extensdo de corpos realmente fechados. A aplicagio
¢: M(R(X)) — M(R(X)) é um homeomorfismo se e somente se R' é denso em R.

Demonstragao: A aplicacdo ¢ : M(R(X)) — M(R'(X)) ¢ sobrejetiva pelo Lema [3.2.1]

Como o dominio e contradominio de ¢ sao compactos e Hausdorff e ¢ é continua, ¢ é um
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homeomorfismo se e somente se ¢ € injetora. Primeiro vamos assumir que R’ é denso em
R. Considere &, & € M(R(X)) tal que & # &. Sejam Py e P as ordens correspondentes
a & e &. Vamos assumir que P; < P,. Considere (Ay, By), (As, Bs), os cortes associados a
P, e P, respectivamente. Como &; # & temos pelo Teorema que A, N By nao é uma
bola. Portanto existem a,b € Ay N By, a#bece R\ AyN By tal que v(c—a) > v(b—a).
Vamos assumir que ¢ € Ay, os outros casos sao analogos.

Vamos considerar A, = A, N R e B, = A; N R, para i = 1,2. Pela densidade de R’ em R,

existem a', ¥ em (a,b) e ¢ € R com ¢ < ¢, tais que:

vid—a) > v(c—a)
vl —b) > v(c—a)
v(d —c) > vic—a).

Vamos mostrar que v(¢ — a') = v(c — a). Observe que,

v(d—d)=v(d —c+c—a+a—d)
> min{v(c—d),v(a —d),v(c—a)} (3.11)
=v(c—a). (3.12)

Como v(c—a) < min{r(c—c'),v(a—a’)}, temos que vale a igualdade em3.12] Analogamente

para b/,

v —d)=v(l' —=b+b—a+a—d)
> min{v(b—V),v(a—d),v(b—a)} (3.13)

v(b—a). (3.14)

E obtemos que v(b' — a’) = v(b—a).

Para a afirmacao contraria, vamos assumir que R’ nao é denso em R. Entao existem
elementos ¢ < d tais R' N (¢, d) = ). Segue-se que a restri¢ao dos cortes ¢t e d~ a R’ sdo os
mesmos. Considere &+ e £;- os lugares correspondentes aos cortes mencionados. Sabemos
o lugar determinado pelo corte ¢~ também é £.+. Como no maximo 2 ordens podem ser

atribuidas ao mesmo lugar, concluimos que .+ # £;-. Assim obtemos que ¢ ndo é injetiva.

O

3.3 Metrizabilidade de M (R(X))

Esta secao se baseia totalmente em conceitos topolégicos. Incluimos no Apéndice
alguns resultados auxiliares que serao utilizados nas demonstracées. No Apéndice também
consta uma breve sintese sobre as topologias de M(K) e X(K), onde K é um corpo

formalmente real.
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O espaco topoldgico M (K), possui como base uma familia de abertos semelhantes

aos conjuntos de Harrison, que dependem do anel de holomorfia de K.

Definicao 3.3.1. O anel de holomorfia de um corpo formalmente real K € dado por

Hi= () AP)

PeX(K)

T.Y Lam mostrou no Teorema 9.11 em [I5] que uma sub-base para o espago M (K)

¢ dada pelos conjuntos

U(a) ={{ € M(K) | &(a) > 0}, para a € Hy.
Corolario 3.3.2. Se K é um corpo contdvel entao M(K) é metrizavel.

Demonstracgao: De fato, pela definicdo da sub-base de M (K), temos que se K é contavel

entdo a sub-base de M (K) é contavel. Portanto sua base é contavel e assim pelo Corolério

4.1.10| M (K) é metrizavel. O

Nos proximos resultados voltaremos a estudar propriedades do espago topologico
M(R(X)). Usaremos as notagoes usuais: considere R um corpo realmente fechado, v a

valorizacao natural de R, com grupos de valores I' e corpo de residuos k.

Lema 3.3.3. Se N ¢é um subconjunto denso de M(R(X)) entdo AIZL%X)(N) ¢ um subconjunto
denso de X(R(X)).

Demonstragao: Considere um aberto basico de X(R(X)). Como sabemos, podemos
identificar este aberto com o conjunto de todos os cortes cuja a parte superior (ou inferior)

intersecta um intervalo (a,b) C R. Queremos mostrar que este aberto possui um elemento

de /\E(IX)(N). Seja f(X) € R[X], definido por

—4(X — a)(X —b)

X =
f( ) (b _ CL)2
e seja g = lfo. Note que g > 0 apenas no intervalo (a, b). Além disso,
AT
2 (b —a)?
~ —(a—=0b)(b—a)
R CEE
= 1.
Logo
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Afirmamos que U(g) # 0 (lembrando que U(g) = {{ € M(K) | £(g) > 0}). Com efeito,

considere o corte A~ = ((—o0, &), [t 00)). Este corte induz a ordem

Py = {feR(X) 13d € (—oo,a;—b) Ve la;b,oo> Ve e (d,b), f(e) >0}

Como g > 0 em (a, b), temos que g € P, . Seja & o lugar associado a Py, isto é, construido

a partir do anel de valorizagao
APy-)={feRX)|IreQ";—r < f < r}.
P,_ " P,_

Sabemos que £(P4-) > 0. De onde obtemos que £(g) > 0. Logo £ € U(g) e assim U(g) # 0,
como queriamos. Pela densidade de N em M (R(X)), existe £ € NNU(g). Agora considere
Pe AE%X)(@ e seja (A, B) o corte correspondente a P. Como £(g) > 0, segue que g € P.
Sendo assim, existem o' € A e b’ € B tal que para todo ¢ € (d/,V),g(c) > 0. Dai
(a',b") C (a,b). Segue-se que a parte inferior (ou superior) do corte (A, B) intersecta (a,b).
Isto implica que (—o0,a] C A C (—o00,b], logo P € (P,", P,"). Portanto, AE(IX)(N) ¢ denso
em X(R(X)). 0O

A préxima proposigao requer a definigdo de segmento inicial.

Definicao 3.3.4. Seja G um grupo ordenado, e S C G. Dizemos que S é um segmento

inicial (final) de G se para todo x € S ey <z (y = x) temos que y € S.

Proposicao 3.3.5. Para todo corte proprio (A, B) em R, o conjunto v(B—A) = {v(b—a) |
a € Abe B} é um segmento inicial de T.

Demonstracio: Sejay =v(b—a) € v(B— A) e z = v(c) € T tal que z < y, devemos
mostrar que z € v(B — A). Sabemos que se v(c) < v(b—a) entdo ¢ > b — a. Logo ¢ € B,

e também ¢+ a € B. Portanto,
v(c)=v((c+a)—a) ev(B—A)

como queriamos. 0

Proposicao 3.3.6. Suponha que I' e k sao contdveis e que M(R(X)) € metrizdvel. Entdo

R contém um subcorpo denso e contavel.

Demonstragao: Seja P uma ordem com corte associado (A, B). Considere o conjunto
v(B — A) C T'. Seja 7, o elemento maximal, caso exista, de v(B — A). Para cada
v € v(B — A) tal que v # 7, podemos escolher a, € A e b, € B tal que v(by, — a,) = 7.
Considere d € R? tal que v(d) = 7, e escolha ' e ¥ € B tal que v(a’ — V) = 4. Seja
¢ € k2. Entdo existem az € 4, b, € B tal que

v(bs: —az) = ym e & (b(—; ; a5> =C. (3.15)
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Como (A, B) é um corte, para a’ € A temos que
A={dek|d +dc,e Ay, B={eck|d +dc, € B}

é um corte em K,. Note que @’ +0 = a’ € A, logo 0 € A. Além disso, se a + éc, > b,
entdo € € B. Observe que se nio existisse € tal que a + ec, > b terfamos que k possui
um elemento maximo, o que nao acontece. Segue-se que A e B sdo nao vazios. Vamos

considerar,
Ap = {a%by | v E V<B - A) \ {Vm}} U {a&b@ | ce kQ}'

Como k e I sdo contaveis, também temos que Ap é contavel. Como M (R(X)) é compacto,
Hausdorff e metrizavel, temos pelo Corolario (4.1.10) que M (R(X)) é segundo contavel e
portanto separavel. Logo, existe um subconjunto N que é denso e contavel em M(R(X)).
Pelo Lema , temos que /\}}%X)(N ) é denso em X (R(X)). Vamos utilizar este conjunto

para descrever um subcorpo denso e contavel em R. Consideremos

.A = U AP,

-1
PGAR(X)(N)

que também ¢ contavel, ja que ¢ a uniao contavel de conjuntos contaveis. Vamos mostrar
que A também é denso em R. Sejam a,b € R com a < b. Pelo Lema existe uma
ordem P, tal que P,+ < P < P,-. Seja (A, B) o corte correspondente em R a P. Entao
a€ A be B. Sev(b—a) # v, entdo tomamos v € v(B — A), com v(b—a) > v e
colocamos @ = a, e b = by. Entdao v(b—a) =y > v(b—a), o que implica b —a < b — a. Se
v(b— a) = Y, escolhemos ¢ < Er(x) (bjT“) Considere @ = a; e b = bs. Entéo por ,
vemos que b — a < b — a. Assim, como a,a € A e b,b € B, concluimos que a € (a,b) ou
b € (a,b). Portanto, A é denso em R.

Considere agora o corpo k(A) C R. Como A é denso em R, temos que k(A) é
denso em R. Mais ainda, como A é contavel, também temos que k(A) é contavel. Isso

conclui a prova. 0O

Lema 3.3.7. Considere a € R e S um segmento final em I que ndo possui menor elemento.

Entao o conjunto
Uws =1{ € M(R(X)) | ve(X — a) =~ para algum v € S}

¢ aberto em M(R(X)).

Demonstracao: Se I' é o grupo trivial, tal S ndo pode existir. Vamos assumir que I" é

nao trivial. Queremos mostrar que

)\I}%X)(UG,S) = U (Pc;—m Paj—c)a

cER? v(c)ES



3.3. Metrizabilidade de M(R(X)) 49

o que garante o resultado, pois cada (P, ., P,f..) é um aberto em X (R(X)).
Suponha que P € )\E%X)(Ua,s). Entao existe v € S tal que v,(X —a) > . Como S nao
possui menor elemento, existe ¢ € R? tal que v > v(c) € S. Entdo —c § X —a ; c,

portanto a —c < X < a+c. Logo P € (P ., Bl.).

Agora vamos mostrar que

U (Pie Ple) € A (Uas).

cER? v(c)ES

Suponha que P € (P, ., P}.) para algum ¢ € R? e v(c) € S. Note que a —c < X < a+c.
P

a—c) P
De fato, P define o corte ({a € R | a S Xh{beR|Db > X1}) e como P € (P, P/,
segue-se que

(—o00,a—c)C{a€R)|a < X} C (—o0,a+ .
Daia—c§X§a+c. Assim —ch—a;c, logo vp(X —a) < v(c) € S. 0

Usando o Lema [3.3.7 vamos construir duas familias de conjuntos abertos disjuntos,

que nos darao informagoes sobre a celularidade de M (R(X)). Considere os conjuntos
Usy = Uas, = {§ € M(R(X)) | ve(X —a) > 7},

onde S, ={d €T |0 > ~}. Pelo Lema , temos que esses conjuntos sao abertos.

Lema 3.3.8. Considere o, 5 € I tal que v < f < a. Seja {d; | j € J} tal que v(d;) =

e v(d; —dy) > a para todo j # 1. Entio Ussd; 0 N Ustdya =0 se j # 1.

Demonstragao: Explicitamente temos que
Uardjo = {6 € M(R(X)) | ve(X —a—d;) > a}.

Mostremos que esses conjuntos sdo nao vazios. Com efeito, o corte principal ((—oo,a +

dj),la + dj,00)) induz a ordem
P={f€R(X)|3a€ (~o00,a+d;), I [a+d;o0); f(c) € R*}.

Em relacao a P, temos que X —a —d; € P e X — a — d; ¢ infinitesimalmente préximo de
0. Dai, X —a — d; < ao, sendo v(ag) = a. Logo, v(X —a — d;) > a. Portanto, o lugar
associado a v pertence ao conjunto Ua+dj,a.
Se £ € Uayd;a, €ntao

ve(X —a—d;) >a

WV

B (3.16)
Lembrando que v¢(d;) = v(d;) = [3, segue-se que

ve(X —a) =ve(X —a—d; +dj) < min{veg(X —a—d,),v(d;)} (110 B> .

Portanto £ € U, 5. Assim, temos que Uatd;ia C Uay-
Suponha que § € Uytd;,a N Uatao Para j # [. Entao,
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ve(X—a—d;)>aeve (X —a—d)>a.

—_———
=£3(X) =fi(X)
Dai,
o < min{u(fi(X), f;(X)} < ve(h(X) = f5(X)) = v(d; — dp) < a
o que ¢ uma contradigao. Portanto Uyiq;,a N Uatdya = 0 para j # [. O

Lema 3.3.9. Considere a > vy, 8 > v no grupo de valores I'. Se o # 3 entdo Uyig, .o N
Ua+d5,,8 = @

Demonstracao: De modo andlogo a demonstracio do Lema [3.3.8] temos que Upyig, .0 7 0
[§ Uaera,a C Uaﬁ.
Suponha que § € Ugyd,,a N Uayayp Para a, § € I'. Vamos mostrar que nesse caso devemos

ter a = 3. Sabemos que
ve(X —a—dy) >aeve(X —a—dg) > p.

Logo,
v(doy —dg) =ve(X —a—dy— (X —a—dp)) > min{a, 8}

Pela desigualdade * concluimos que v(d,) = v(dg), caso contrario v(d, — dg) = min{a, 5}.

Portanto a = 3. O

A demonstracdo do proximo teorema se resume na aplicagao dos resultados de
topologia que esao apresentados no Apéndice. Sugerimos que antes de prosseguir, o leitor

veja o esquema apresentado na Figura [7}

Teorema 3.3.10. Se é R um corpo realmente fechado que nao admite um subcorpo denso

e contdvel, entao M (R(X)) ndo é metrizdvel.

Demonstracgao: Existem os seguintes casos a serem analisados:

1. T" é contavel e k é incontavel 3. " é incontével e k é contavel
2. T é incontével e k é incontavel 4. T' é contavel e k é contavel
Caso 1:

Sejaa € Re~ eTl. Como o corpo de residuos k C R é incontével, basta tomar b € R, tal
que 8 = v(b) > . Considere o conjunto {d; = jb | j € k\ {0}}. Note que se j # 0, entao

J nao estd no ideal maximal de A(R?). Dai temos que v(j) = 0. Assim,

v(b) = v(j) + v(b) = v(5b).
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Além disso,
v(jib — j2b) = v((j1 — j2)b) = 5.

Assim, para a = 3, o Lema nos garante que

{Usta o | 7 € K\ {0}}

¢ uma familia incontéavel de abertos disjuntos. Pelo Corolario temos que M (R(X))
nao é metrizavel.

Casos 2 e 3:

Note que como T' é incontével, entdo S, = {a | @ >~} também é. Assim, pelo Lema [3.3.9]
a colecao {Ugtd, .o | 7 < a} é uma familia incontavel de abertos disjuntos. Novamente pelo
Corolario M(R(X)) nao é metrizavel.

Caso 4:

Basta usar a Proposicao m 0O

Teorema 3.3.11. Seja R um corpo realmente fechado. Entdo M(R(X)) € metrizdvel se e

somente se R contém um subcorpo denso e contdvel.

Demonstracao: Pelo Teorema [3.3.10] temos que se R nao admite um subcorpo denso e
contével, entao M (R(X)) nao é metrizavel.

Agora suponha que R admite um subcorpo denso e contavel R.. Considere R’ o fecho
real de R. em R. Entdo R’ C R é denso e contével em R. Pelo Corolario [3.3.2] temos
que M(R'(X)) é metrizavel. Sabemos pelo Teorema [3.2.2 que M (R(X)) = M(R'(X)),

portanto M (R(X)) é metrizavel, como queriamos mostrar. 0

Seja F' um corpo de fungoes com grau de transcendéncia 1 sobre R. O proximo
teorema nos mostra que a condi¢ao “possuir um subcorpo denso e contavel” é necesséaria
para garantir que M (F') é metrizavel. Continua sendo um problema em aberto mostrar

que essa condicao também é suficiente.

Considere a funcao (restrigdo),

n: X(F) — X (R(X))

(3.17)
P +— n(P)=PNR(X).

Pelo Teorema 4.9 no artigo [7], temos que 1 é uma aplicagdo aberta.

Teorema 3.3.12. Se M(F) é metrizavel, onde trdegpF' =1 e R é um corpo realmente

fechado, entao R possui um subcorpo denso e contdvel.

Demonstracdo: Como F ¢ formalmente real, existe pelo menos uma ordem de R(X)

que se estende a F. Portanto, existe um conjunto aberto nao vazio em X(F). Seja S
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esse conjunto. Como a fung¢ao é aberta, A = S N R(X) é novamente um conjunto
aberto. Logo, A contém algum intervalo aberto I de ordens. Para cada intervalo aberto
de cortes em R, podemos encontrar b; < by tais que (be, P,,) C I. Dessa forma, para
qualquer a € R tal que by < a < by, temos que P;” e P, se estende a F. Considere,

v = max{v(a — by),v(a — by) }. Vamos mostrar que { = {p- € U, ,. Com efeito, suponha

que v = v(a — b1). Temos que p(X) = X —a < 0ea—by > 0. Note que,

a Pa

—p(X) —(a=b)=-X+b (3.18)

Note que para qualquer X, tal que X > a, temos —X + b; < 0. Segue-se por (3.18) que
—p(X) — (a —b1) < 0. Logo,
Py

0 < —p(X) < (a—by).
Py Py

Portanto, v¢(X — a) > v(a — by) = 7. Isto é, £ € U, . De forma analoga, pode-se mostrar
que {p- € U, para vy = v(a — by).

Assuma que R nao admite um subcorpo denso contavel. Pelos casos 1, 2 e 3 da demonstracao
do Teorema , a familia F composta pelos conjuntos U, , contém incontdveis conjuntos
abertos disjuntos. Como 7 é continua, a pré-imagem de F também contém incontaveis
conjuntos abertos disjuntos. Isso mostra que a celularidade de M (F') é incontével. Logo,
M (F) nao é metrizavel. Falta apenas considerar o caso em que I' e K, sdo contaveis.
Vejamos que neste caso também conseguimos construir os conjuntos U, . Para cada a € I'
e a € K, podemos escolher representantes em R. Considere R’ o menor corpo contendo
tais representantes e Q. Seja Ry o fecho real de R’. Note que Ry é contavel e possui I' como
grupo de valores. Vejamos como encontrar os elementos d; usados no Lema . Como Ry
nao ¢ denso em R, podemos encontrar dy, tal que d; € Ry, mas d; nao esta no fecho de Rj.
Seja ds € R, tal que dy nao estd no fecho do corpo Ry(d;). De forma indutiva, podemos
encontrar dy, ds, ..., d, para todo o < X;. Considere o corpo k(Ry(d,|n < 0)). Fixemos
um valor 7. Seja 5 € I' tal que g > v. Como Ry e R possuem o mesmo grupo de valores,
podemos multiplicar cada d, por um elemento adequado, de forma que todos eles tenham
valor 3. Resta encontrar o como no Lema |3.3.8] Para isso, note que d, nao estd no fecho
de Ro(d,|pn < o), assim existe o, € I" tal que v(d, — ¢) < a,, para todo ¢ € Ry(d,|pn < o).
Como I é contavel, existe a € T', tal que o > «,, para incontaveis o < ¥;. Excluindo todos
os membros d, para os quais a < «,, obtemos uma sequéncia de elementos d; que satisfaz
as hipdteses do Lema m Dessa forma obtemos os conjuntos U, ,. Novamente usando
n é continua, obtemos uma familia de incontéveis abertos disjuntos em M (F'). Portanto

M (F) nao é metrizavel. O
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4 Apéndice

4.1 Resultados Classicos de Topologia

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados classicos de topologia que foram
mencionados no Capitulo 2. Como se tratam de resultados tipicos de um curso basico de
topologia, a grande maioria ndo serd demonstrada. Sugerimos ao leitor o livro [17] para as

demonstragoes.

Topologia Quociente

Definicao 4.1.1. Seja X um espago topoldgico e p : X — A uma aplicacdo sobrejetiva.
A colegio

r={U € A|p Y U) é aberto em X}

¢ uma topologia em Y, denominada topologia quociente induzida por p.

Proposicao 4.1.2. A topologia quociente induzida por p € a topologia mais fina sobre Y

que torna p continua.

Observacao 4.1.3. 1. Considere X um espago topoldgico qualquer, com uma relagdo
de equivaléncia ~. Entao X/ ~ possui a topologia quociente induzida pela proje¢io

7 X — X/ ~, x+—Z.

2. Pela Proposigao se X € compacto e Y possui a topologia quociente induzida

por uma aplicacao p, entao Y € compacto.
2. Em geral, se Y possui a topologia quociente induzida por uma aplicagcdo, definida em

um espaco Hausdorff, Y nao necessariamente é Hausdorff.

Resultados Auxiliares

Proposicao 4.1.4. Sejam X um espagco compacto, Y um espaco Hausdorffe f: X — Y
uma fungdo continua e sobrejetora. Entao f é um homeomorfismo se e somente se f €

mnjetora.

Proposicao 4.1.5. Se X é compacto e f : X — Y € continua e sobrejetiva, entdo Y €

compacto.

Seja Y um espaco topoldgico, temos as seguintes definigoes.
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Definicao 4.1.6. A celularidade de Y € dada por

Cy = sup{| F | | Fé uma familia de conjuntos abertos disjuntos de Y}.

Definicao 4.1.7. A densidade de Y é dada por

Dy =inf{| A|| A € denso em Y}.

Lema 4.1.8. Se Y é um espaco topoldgico entao Cy < Dy .

Demonstracao: Observemos que se A é denso em Y, entao cada aberto de uma familia
F de conjuntos abertos disjuntos de Y, contém pelo menos um elemento de A, ou seja,
| F|<| A|. Logo sup{| F |} <| A4 |. Por outro lado, como essa desigualdade ¢é valida para
todo A, temos sup{| F |} < inf{| A |}. 0O

Fizemos uso do Teorema da metrizacao de Urysohn e portanto vamos enuncia-lo
aqui. Sua demonstragao sera omitida, ja que nao contribui diretamente com o nosso objetivo.
Ela pode ser encontrada em [I7], pagina 215. Lembremos que um espago topoldgico X é

sequndo contdvel quando possui uma base contéavel.

Teorema 4.1.9. Teorema da metrizagdo de Urysohn: Todo espaco reqular Y, se-

gundo contavel é metrizdvel.

Os espacos que sao Hausdorff, compactos e metrizaveis podem ser caracterizados

pela sequinte propriedade:

Corolario 4.1.10. Seja Y um espaco compacto e Hausdorff. Entdo Y ¢é metrizdvel se e

somente se Y ¢é sequndo contdvel.

Demonstracao: Sabemos que todo espago compacto e metrizavel é segundo contével, o
que prova uma das afirmagoes. Para a reciproca, pelo Teorema 32.3 em [17], todo espago
compacto e Hausdorff é normal e portanto regular. Além disso, por hipotese, Y é segundo

contavel, logo pelo Teorema da metrizacao de Urysohn, Y é metrizavel. 0

E imediato ver que todo espaco segundo contavel é também separdvel, isto é, possui
um conjunto denso contavel. Uma consequéncia quase direta de todos os resultados citados

acima é dada no proximo corolario.

Corolario 4.1.11. Se Y é um espago compacto e Hausdorff, tal que Cy € incontdvel,

entao Y nao ¢ metrizdvel.

Demonstragao: Basta notar que se Cy é incontavel entdo Y nao é segundo contével (pois
nao é separavel) e pelo Corolario [4.1.10, ¥ nao é metrizéavel. O

De forma pratica, podemos resumir os tultimos resultados no seguinte esquema:
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‘Y compacto e Hausdorff ‘

Y possui um

Y é metrizével| = [Y é 2° contével | = subconjunto

denso e contédvel

Cy é incontavel

4

Y NAO possui
= | um subconjunto | = ‘Y nao é metrizével‘

denso e contdvel

Figura 7 — Esquema dos resultados auxiliares.

A topologia de X' (K)

Vamos expor aqui alguns resultados sobre o espaco das ordens de um corpo F.
Em primeiro lugar, ressaltamos que a topologia de Harrison no espago das ordens X (F')
estd relacionada aos anéis de Witt de um corpo (veja [4]). Porém, vamos apresentar uma
maneira mais direta de se obter essa topologia. A principal referéncia do que vem a seguir
é a segao 6 do capitulo 8 do livro [14].
Vamos assumir que F' é um corpo formalmente real. Seja {—1, 1}F o conjunto das fungoes
f:F — {=1,1}. Note que cada ordem P em X(F) pode ser associada & uma funcio
fp e {~1,1}F onde fp(a) =1sea > Oe fp(a) =—1sea S 0. Isso mostra que X (F)
estd “mergulhado” em {—1,1}F.
Vamos dar a {—1,1} a topologia discreta. Podemos pensar em {—1, 1} como sendo o

produto

H {_17 1}'

acF

Dessa forma, podemos considerar em {—1, 1}F a topologia produto. Segue-se que
X (F) é um espaco topolégico, cujos abertos sdo da forma A N X (F), onde A é um aberto
de {—1, 1}F (com a topologia produto). Esta é por defini¢ao, a topologia de Harrison em
X(F).

Explicitamente, temos que
Hoe={f: F— {11} [ fla) =}, a € F, e € {~1,1}
6 um aberto sub-bésico de {—1,1}". Temos que,

Hoge={f:F—{-1,1}| f(—=a) =} = {~1,1}F \ H,..
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Isto ¢, o complementar de H,. também ¢é aberto. Portanto, os abertos da sub-
bésicos da topologia de Harrison sao ao mesmo tempo abertos e fechados. Neste ponto,

vale observar que
H(a) = H, NX(F)={P¢c X(F)|ac PVYac F},

formam uma sub-base para a topologia em X (F'). Note que podemos tomar ¢ = 1, pois
H(—a) = H,_;. E claro que H(1) = X(F) e H(—1) = 0.

Algumas propriedades topoldgicas de {—1, 1}F , aparecem de forma natural. Observe
que, pelo Teorema de Tychonoff, {—1, 1}F ¢ compacto. Além disso, temos que {—1, 1}F
¢ Hausdorff. Outra caracteristica topolégica é dada pelo Teorema 6.5 em [19], onde é
provado que {—1, 1}F ¢é totalmente desconexo. Levando em consideragao a topologia de

Harrison em X (F') e as observagoes que acabamos de fazer, é possivel provar que

Teorema 4.1.12. O espago X(F) com a topologia de Harrison é um espago topoldgico

Booleano.

A demonstracao é feita, mostrando que X (F’) é um subconjunto fechado de {—1, 1}F ,

veja o Teorema 6.3 de [14].

E natural nos perguntar sobre quais outros espacos Booleanos podem ser visto
como o espago das ordens de algum corpo. A resposta é: todos! A saber, no artigo [4]

encontramos o resultado (Teorema 5),

Teorema 4.1.13. Todo espaco Booleano X é homeomorfo ao espago X (F') para algum

corpo formalmente real F.

A topologia de M (F)

Novamente consideremos F' um corpo realmente fechado. Utilizaremos (M (F), 7)
para indicar o espaco M (K) com a topologia quotiente, induzida pela topologia de Harrisson
em X (R). Nosso objetivo nessa segao, é dar uma justificativa sobre como ela surgiu. Como
referéncia, utilizamos o Capitulo 9 em [I5]. Fica implicito que as demonstragoes podem

ser encontradas na referéncia indicada.

Comecemos por estudar as fungées do espago topolégico M (F).

Teorema 4.1.14. Para qualquer a € F, a aplicagio e, : M(F) — Ry, Ap — Ap(a) é

continua em M (F).

Relembremos que o anel de holomorfia de F' é dado por:
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Hr= [) A(P).

PEX(F)
O préximo lema serd util na demonstracao de que (M (F), ) é Hausdorff.

Lema 4.1.15. Sejam &, & € M(F). Se & # &, entdo existe a € Hp tal que e, (&) #
ea(&2)-

Teorema 4.1.16. (M(F),7) é Hausdorff.

Demonstragao: Sejam & # & em M(F). Considere a € Hp tal que e,(&1) # eq(&2).
Agora, tomemos [; e I intervalos abertos disjuntos, que contém e,(&1) e e,(&2). Pelo
Teorema [4.1.14] e;1(I;) é aberto. O mesmo vale para e; !(I5). Segue-se também que estes
abertos sao disjuntos. Portanto, (M (F'), ) é Hausdorff. 0

Corolario 4.1.17. A fung¢io \ : X(F) — M (F) é uma aplicagao fechada.

Com esses resultados pode-se mostrar que:

Teorema 4.1.18. A topologia T em M (F) coincide com a topologia menos fina 7' na qual
todas as fungoes {e, : M(F) — Ry, | a € Hp} sdo continuas.

Uma subbase para esta topologia € dado pelos conjuntos
Ula) ={§ € M(F) | &(a) >0}, para a € Hp.

Note que diferente dos conjuntos de Harrison H(a), ndo temos que U(a) é aberto
e fechado. Com efeito, o complementar de U(a) é o conjunto {£ € M(F) | £(a) < 0}. A
principio, esse conjunto pode inclusive nao ser aberto. Como ja mencionado, também nao
temos evidéncias de que M (F') seja totalmente desconexo. Por exemplo, M (R) possui
apenas um ponto e M(R(X)) é homeomorfo & um circulo, logo sio espacos conexos. B
claro que com a topologia quociente, M (F') é compacto.

Analogamente ao Teorema [4.1.13] gostarfamos de saber quais espagos X, compactos
e Hausdorff, podem ser vistos como o espago de R-lugares para algum corpo formalmente
real R. Em outras palavras, dado X compacto e Hausdorff, existe R formalmente real,
tal que M(R) = X? Ainda nao existe resposta para essa pergunta. Alguns resultados a

respeito deste topico podem ser encontrados em [6].
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