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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma decomposicao atomica via atémos radias

p
rad

Hardy radial H? ,(R™) = H?(R") N S/,,(R™). Tal decomposigao atomica nos
diz quese f € H? ,(R") C H?

rad rad

para distribuigdes em um subespago H? ,(R™), para 0 < p < 1 do espago de
(R™) entao f possui uma decomposic¢ao atomica
e os atomos da sua decomposicao sao radiais.

Este trabalho é uma extensao de um teorema publicado por R. R. Coifman
e G. Weiss em [7] no qual os autores apresentam uma decomposigao atémica
para fungoes radiais f € H'(R™) no qual os dtomos dessa decomposi¢ao sao
funcoes radiais.

A decomposicao atomica que tratamos aqui neste trabalho nos fornece
informacoes sobre a radialidade dos atomos para 0 < p < 1. Especificamente,
definimos um espaco de Hardy radial maximal e demonstramos uma

decomposicao atomica para este espaco via atomos radiais.




Abstract

One presents in this work an atomic decomposition via radial atoms for
distributions on subspace H? ,(R") for 0 < p < 1, of Hardy radial spaces

H? (R") = H?(R") N S],4(R™). Such atomic decomposition tell us that, if
f e H (R") C H?

rad P o(R™), then f has an atomic decomposition and the

atoms of its decomposition are radials.

This work extends a theorem proved by R. R. Coifman and G. Weiss [7] in
which the authors give a radial atomic decomposition for radial functions in
H'(R™) where the atoms of such decomposition are radial functions.

The decomposition that we present here give us similar about the atoms
radiallity for 0 < p < 1. Specifically we define a maximal radial Hardy space

and we prove an atomic decomposition for this spaces via radial atoms.




Sumario

(1__Preliminares| 16
[1.1 Notacoes e definicoes basicas|. . . . . . . . ... ... ... ... 16
1.2 Espacosde Hardy|. . . . . . . ... ... ... ... ....... 22
(1.3 Decomposicao de Whitney| . . . . . . . ... ... ... ... .. 33
[1.4  Funcoes e distribuicoes radiaig| . . . . . . . . ... ... ... .. 37
(1.5 Espacos de Hardy radial segundo R. R. Coifman e G. Weiss| . . 45

2 O Espaco #, ,(R") 46
[2.1 Resultados prelimmares| . . .. ... ... ... ... ...... 46
[2.2  Decomposicao radial de Whitney| . . . . . ... ... ... ... 49
[2.3  Construcao da particao da unidade associada a conjuntos radiais| 54
[2.4 Definicao e propriedades de H, ,(R™)| . . . . ... ... ... .. 56

[3 Decomposicao Radial de Calderon-Zygmund| 63
[3.1  Decomposicao radial de Calderon-Zygmund| . . .. ... .. .. 63
(3.2 Demonstracao docaso 0 <p< Z5| - . . . .. ... ... 76

4 Atomos Radiais e Decomposicao Atémica de #” (R")| 89
M1 HY (R")NL,.(R") édenso em H: (R™)| . .. ......... 89
U2 Atomosradiaid . . .. .. ... 100
[4.3  Decomposicao atomica radial . . . . . ... ... 103
[4.4  Particoes de anéis em R que preservam medidal . . . . . . . .. 114
4.5 Caracterizagao do espago H, ,(R") segundo R. R. Coifman e G. |

[ Weissl. . . . . o 119




0.0

[4.6 Perguntas abertas|. . . . . . ... ... ... ... L.

[A Formula Faa di Bruno e aplicacoes|

[Referencias Bibliograficas|




Introducao

A teoria classica dos espagos de Hardy tem origem no inicio do século
XX com o estudo sobre a caracterizacao de valores de fronteira de funcoes
holomorfas F' : D — C no disco unitario D, em uma variavel complexa. Em

1915, G. H. Hardy no artigo [14] estudou o comportamento de fungdes da forma

2 ‘ 1/p
up(F;T’)i(/ |F<re“)|pdt) L 0<p<oo
0

no qual 0 < r < 1 e investigou propriedades como o principio do modulo
méaximo. Em 1923, F. Riesz no artigo [19] motivado pela propriedade que

o, (F; 1) € uma fungao crescente com respeito a r considerou o conjunto
HP(D) = {F :D — C holomorfa : sup ||, (F;7)|lrrjo,2x) < oo} :
0<r<1

cuja a notagao utilizada H? foi dada em homenagem a Hardy, e investigou a

existéncia do valor de fronteira da funcao
RT it
f(e )—l%Re{F(re )} (1)

em quase todo ponto t € [0,27). Observe que a fungao F pode ser reconstruida

a partir de f pela integral de Poisson

F(re") = /0 ’ P(e"D)f(e?)db, (2)
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no qual P. é o nicleo de Poisson que satisfaz fo% P.(e!dn = 1. Fixado
1 < p < oo, Riesz demonstrou que para cada f(e”) € LP([0,27)) a férmula
define F' € H?(D) e p,(F;r) < Apl|f(€”)||Lr(o,27) uniformemente para
0 <r < 1,sendo A, > 0independente de f, além disso, o limite em ([1) pode ser
estendido em norma para LP(]0,27)). Dessa forma, cada f(e") € L?([0,2n))
é identificada como o valor de fronteira da parte real de fungdes em H?(ID) no
sentido de .

Os espagos de Hardy, nas décadas subsequentes, evoluiram para outras
caracterizagoes como HP(RZ) associado ao semi-plano superior RZ, H?(R)
associado a reta, além de outras extensoes como HP(X) para espagos X do
tipo homogéneo desenvolvida por R. R. Coifman e G. Weiss em [7]. Para um
maior aprofundamento dos espacos cldssicos de Hardy citamos [9).

Em meados do século XX, com o desenvolvimento da Teoria de Calderén-
Zygmund em Andlise Harmonica (iniciado no artigo [5]), os espagos de Hardy
tiveram um novo protagonismo. No célebre artigo de C. Fefferman e E. M.
Stein [I1] de 1972, uma extensao dos espagos de Hardy no espago euclidiano R"
é apresentada. Nesse artigo, o espago de Hardy em R™, denotado por HP(R"),
é definido via fungoes (familias) maximais que haviam sido apresentadas de
maneira preliminar no artigo [4] de Burkholder, Gundy e Silverstein publicado
em 1971. Conforme a definicio apresentada em [11] dizemos que uma
distribuicao temperada f € S’(R"™) pertence ao espago HP(RR"™) quando existe
¢ € S(R") com [p, ¢(z)dz # 0 tal que

M, f(z) = sup (e % f)(x)] € LP(R™),

no qual ¢ (z) =t "t *z). Além disso || f||m» = || My f||L» define em HP(R™)
uma p-norma (também chamada de quasi-norma) quando 0 < p < 1 e uma
norma quando 1 < p < 0o, que induz uma métrica tornando o espago completo.
Como consequéncia da definicao podemos concluir, por exemplo, que os espacos
HP(R™) equivalem os espagos de Lebesgue LP(R") quando 1 < p < oo e que
H'(R™) é um subespago préprio de L'(R") (veja [22]). Os espagos de Hardy
HP(R™) sao considerados 6timos substitutos dos espagos de Lebesgue LP(R™),

uma vez que estes espagos coincidem para 1 < p < oo com suas normas sendo
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equivalentes e o espaco dual de HP(R") para 0 < p < 1, ndo é trivialmente
nulo.

Como destacado na definigao, os elementos dos espagos de Hardy HP(R™)
sao distribuicoes temperadas para p < 1 e fungoes 1 < p < oo. C.
Fefferman, no artigo [10] de 1971, demonstrou uma importante propriedade
dos espacos de Hardy na reta quando p = 1, a saber: o dual do espago
de Hardy H'(R) é identificado com o espaco BMO(R), conhecido como o
espaco de F. John e L. Nirenberg das func¢oes de oscilagao média limitada,
apresentado no cldssico artigo [16]. Na demonstracao dessa surpreendente
identificagao, de maneira implicita, C. Fefferman propos uma decomposicao
do espaco H'(R) em elementos mais simples, que no futuro dariam origem a
fungoes especiais denominada dtomos. Em 1974 no artigo [0], R. R. Coifman
apresenta um teorema de decomposi¢ao para H'(R) denominado por teorema
de decomposicao atomica que é estendido por R. Latter para o espago HP(R"),
para 0 < p < 1 no artigo [I7] de 1978. Dizemos que uma fung¢ao mensuravel a
é um H? atomo ou simplesmente um (p, co)-atomo quando
(¢) a possui suporte contido numa bola B = B(xg,r);

(i4) [lall o rmy < |B]~7;

(1) a satisfaz condi¢bes de momento

/na(x):po‘dx:(), Vel <N, = Ln(%— 1>J

O teorema de decomposicao atomica provado por Latter afirma que dada f €
HP(R™) existe uma familia de (p, 0o0)-dtomos {a;}’~, e escalares {\;}°2, (reais
ou complexos) tais que f = >3, Aja; em norma HP(R") (e também em

distribuigao) e além do mais || f||g» é comparavel a

inf{(iuﬂp); L f= i%‘%},

no qual o infimo é tomado sobre todas as decomposicoes atomicas de f.

O teorema anterior possui uma vasta lista de aplicagoes (veja [22] para
algumas delas) no qual podemos ilustrar como exemplo uma aplicagao sobre
a limitagdo de operadores lineares 7' : S'(R") — S’(R™) em HP(R"™). Seja T’

10
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um operador linear continuo em S’'(R™). Se T' é limitado uniformemente sobre
(p, 00)-dtomos, entao 1" ¢é limitado em HP(R™). De fato, se f € H?(R") entao
f=2>"721Aja; em HP(R™) no qual {a;}32; é uma sequéncia de (p, o0)-dtomos
e {\}52; C P(IN) uma sequéncia de escalares (reais ou complexos). Usando
o fato de T ser um operador linear, temos T(Z;V:l Aja;) = Zjvzl AT (aj),
e sendo {T (Z;V Aja;)}¥-; uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico
completo HP(R"), existe ¢ € HP(R™) tal que T(Zj.v:l Aja;) — g quando
N — oo. Segue pela continuidade do operador 7' e pela unicidade do limite
que T(Z;V:l Aja;) = Tf quando N — oo. Consequentemente temos 7" um
operador limitado em HP(RR™). A reciproca deste resultado também é valida,
ou seja, se T for um operador linear continuo e limitado em HP(R™), entao T’
¢ uniformemente limitado em (p, 0o)-atomos. Isto decorre imediatamente do
fato que os (p, co)-dtomos sao uniformemente limitados em H?(R™).

Vimos anteriormente que os espacos de Hardy coincidem com os espacos
de Lebesgue quando p > 1 e que algumas propriedades sobre os espacos de
Lebesgue podem ser transferidas para os espacos HP(R™). Como exemplo
podemos citar os operadores de Calderén-Zygmund (veja [22]) que sao
limitados em LP(R™) para p > 1 (em geral nao sao limitados em L'(R"))
e limitados em HP(R™) para algum py < p < 1. Um exemplo para ilustrar
o comentdrio anterior é o operador Transformada de Riesz R; definido pelo
multiplicador Ej\u(f) = (&/I¢7Ha(€), para j = 1,...,n que é limitado em
LP(R™) para p > 1 e em H'(R"), mas nao ¢ limitado em L'(R™).

Outras caracterizagoes dos espacos de Hardy HP(R™) sao conhecidas
no qual citamos defini¢oes via fungoes maximais (grande fungdo maximal
My e fungao nao tangencial M7), férmula da drea de Lusin, além de
caracterizagoes via teoremas de decomposicao atémica e molecular. Uma
interessante caracterizagao apresentada dos espagos HP(RR") foi recentemente
obtida por A. Bonami, J. Feuto e S. Grellier em [2] para fungoes f € L}, (R™)
associada a familias de funcoes no espaco de Sobolev W14(RR™) para ¢ > n.
A caracterizagao obtida pelos autores em [2] é a caracterizagdo a qual nos
inspiramos para definir um espaco do tipo Hardy radial que apresentamos

nesta tese, vamos descrever tal caracterizagao.

11
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Considere f € L} (R")N HP(R"), z € R" e seja

loc

M,f(x) = sup
YEFZ

fy)v(y)dy|,

R

no qual F¢ é o conjunto das fungoes 1 € WH4(R"™) suportadas em alguma bola

B(z,r) satisfazendo

_1
1 llzoqeny + IVl oqny < B, 7)| 5.

Em [2] os autores demonstram que

M fllrny = [ £l zr @),

no qual 25 <p<le 5 < ”T“ — 110. Em particular o resultado é valido para
q = o0.

Considere agora uma distribuicdo temperada radial f € HP(R"™). O
teorema da decomposi¢cao atomica enunciado anteriormente nao nos fornece
nenhuma garantia que os atomos que compoem a decomposicao f = E;}il Aja;
em HP(R") sejam atomos radiais. Entdo, podemos formular o seguinte
problema: dada f € S/ ,(R™) N HP(R™) é possivel escolher os atomos radiais
na decomposicao anterior? Qual deveria ser a nocao natural de atomos
radiais? Vamos considerar inicialmente o caso p = 1, para refletir sobre tais
questionamentos. Suponhamos inicialmente que f seja radial e f € H'(R™).
Segue pelo teorema da decomposicao atomica e da convergéncia em norma

HY(R™) — LY(R") que
fle) =Y XNaj(x)
j=1
em quase todo ponto. Considere a mudanca de coordenadas esféricas, dada

por # = rw, no qual w € S"! e r = |z|, além disso como f é radial podemos

escrever f(x) = f°(|x|). Logo,

S§n—1 S§n—1 n—1

fO(T)|Sn_1| _ fo(r)de = f(rQ)dH = Z )\J/S aj(re)dQ.

12
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Os autores R. R. Coifman e G. Weiss em [7] definiram a funcao

Ao(r) = /S alrt) o

e em seguida estenderam a funcao A° radialmente, isto é, A(x) = A°(|z|) para
x € R™. Também, provaram que a fungao A satisfaz as seguintes condigoes:
(i) supp A C A, g, no qual A, g C R é um anel;

(44) || Al oo (rn) < €n | Ar,r|t, nO qual ¢, é uma constante que depende somente
da dimensao n;

) A(x)dx = 0.

NaR;rova apresentada pelos autores, a condicao (i7) estd parcialmente
demonstrada, pois os argumentos apresentados por eles requer uma analise
adicional (uma ressalva na argumentagao é apresentada pelos autores é dada
na pégina [1.5). Inspirados pela defini¢do acima de R. R. Coifman e G. Weiss
em [7] definimos o conceito de dtomo radial da seguinte forma: uma funcao
a € L*®(R™) é um atomo radial para 0 < p < 1 se satisfaz as seguintes
condicoes:

(1)* A funcao a é radial;

i1)* supp a C A, g, no qual A, g C R™ é um anel;

(

v 1
(@2)" [|all Lo rny < |Arg|"7;
(iv)*

a(z) |z|l*l dz = 0, para todo |a| < Ln(i — 1)J

Mo]tRY\L/ados pelo resultado apresentado em [7] que nos diz que, se f é uma
distribuicao radial em H'(R™), entao f tem uma decomposicao atémica no qual
seus atomos sao fungoes radiais, surge o seguinte questionamento: é possivel se
obter uma decomposigao atomica para distribuigoes radiais em HP(R™) para
0 < p < 1 no qual os dtomos sejam radiais satisfazendo (1)* — (iv)*?

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma versao do teorema da
decomposi¢ao atomica (vide o Teorema para distribuicoes radiais em
espacos de Hardy, no qual as propriedades dos atomos definidos nos itens
(1)* — (iv)* possam ser satisfeitas em algum sentido para fungoes radiais.

Os seguintes conceitos e resultados foram obtidos:

e Uma versao radial do teorema de decomposicao de Caldéron-Zygmund;

13
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e Um conceito sobre atomos radiais;
e Decomposicao atomica radial para distribuicoes radiais;
e Uma extensao e comentarios do Coroldrio 2.27 apresentado em [7].

Existem também caracterizagoes dos espacos de Hardy por outros espagos
funcionais, como por exemplo a caraterizagdo dos espacos HP(R™) com os
espacos de Lizorkin-Triebel homogéneo F0,(R"), isto é HP(R") = F°,(R")
(veja [24]-[25]). Em [2I] os autores W. Sickel e L. Skrzypczak provaram
um teorema de decomposicao atomica para distribuicoes radiais no espacgo de
Lizorkin-Triebel e consequentemente para os espagos HP’s, porém os atomos
por eles obtidos nao sao necessariamente radiais.

As técnicas utilizadas para definirmos os espacos de Hardy radial e os
resultados obtidos nesta tese sao mais simples para serem utilizadas em
aplicagoes e mais naturais do que as apresentadas nos espacos de Lizorkin-
Triebel, pois as técnicas utilizadas resgatam a maneira como os espacos de
Hardy foram originalmente definidos via fun¢oes maximais.

Este texto estd dividido em quatro capitulos e um apéndice. O primeiro
capitulo e o apéndice podem ser lidos separadamente, pois no Capitulo 1
tratamos apenas de pré-requisitos os quais nos auxiliam na compreensao dos
demais capitulos e no apéndice apresentamos uma aplicacao das férmulas de
Faa di Bruno (veja [1] e []]). Esta aplicacdo nos auxilia nas demonstragoes dos
teoremas que abordamos no texto.

No Capitulo 1, apresentamos todos os pré-requisitos e notacoes como por
exemplo: teorema de caracterizacao maximal, definicao dos espacos de Hardy
HP(R™), definigdo de atomos e o teorema da decomposi¢ao atémica para os
espacos de Hardy. Além disso, apresentamos o conceito de distribuigoes radiais
e teoremas de caracterizacao para distribuicoes radiais.

Ja no Capitulo 2, construimos uma partigdo da unidade radial (suporte
radial, mais precisamente o suporte é um anel em R™), definimos os espagos
de Hardy radial H? ,(R"), para 0 < p < 1, demonstramos que H? (R™) é um

rad rad

subespago fechado do espago das distribuigoes radiais e que H? ,(R™) é um

espago métrico completo.

14



0.0

Um dos resultados centrais deste texto trata-se de uma versao radial do
teorema da decomposi¢ao de Calderén-Zygmund (vide [22], pdgina para
distribuigoes pertencentes ao espago H? (R™)N L}, (R™), para0 < p < 1. Esta
versao radial do teorema da decomposicao de Calderén-Zygmund enunciamos
e demonstramos no Capitulo 3. A versao radial da decomposigao de Calderén-
Zygmund nos impulsiona a definir &tomos radiais.

Por fim, no Capitulo 4 demonstramos teoremas de densidades, como por
exemplo que o espago de Hardy radial H},,(R") é denso em H” ,(R™), para
0 < p < 1. Utilizando os resultados obtidos até entao é possivel concluir que o
espago H? (R") N Lj,.(R™) é denso em H? ,(R™) para 0 < p < 1. Definimos
o conceito de atomo radial e demonstramos que o espacos de Hardy radiais

HP

(R™) possuem decomposicao atomica radial, para 0 < p < 1. Finalmente,

rad
demonstramos que o espaco de Hardy radial H?_,(R™) é um subespaco préprio
de H? (R") = H*(R")N S/ ,4,(R™) para 0 < p < 1. Quando p = 1, temos

Hrad(Rn) Hl

~aq(R™) e a demonstragao deste caso foi inicialmente apresentada

por R. R. Coifman e G. Weiss em [7], como mencionado anteriormente.

15



CAPITULO

1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar o espaco de Hardy em R" o qual foi
introduzido no ano de 1971 pelos autores E. M. Stein e G. Weiss em [23].
Além desta referéncia, estaremos usando a caracterizacao do espaco de Hardy
apresentada por E. M. Stein em [22], sendo esta a principal referéncia que sera
usada no texto.

Algumas propriedades que os espacos de Hardy possuem serao apenas
enunciadas, para mais propriedades e suas respectivas demonstragoes vide a
referéncia E. M. Stein [22].

1.1 Notacoes e definicoes basicas

Seja o € R”. Definimos a bola aberta em R" de centro zq e raio r > 0 por
B(zg,r) ={z € R" : |z — x| < r},

no qual | - | denota a norma euclidiana em R™.

Definimos a fun¢ao parte inteira |-] : R — R por

|z] = max{m € Z :m < x}.

16



1.1 Notagoes e definigoes bésicas

Analogamente, definimos a fun¢a [-] : R — R por
[z] = min{m € Z : x < m}.

Denotaremos por C(R"™) o espago das fungoes ¢ : R" — C continuas,
C>(R™) o espago das fungoes ¢ : R" — C infinitamente diferencidveis (também
chamado de fungoes suaves) e C2°(R") o espago das fungoes suaves ¢ : R" — C

com suporte compacto.

Definigao 1.1.1 Considere o espago formado por todas as fungoes p € C(R")

que satisfazem

lim |p(z)| =0. (1.1)

|z| =400

Esse espaco € chamado de espaco das fungoes continuas que se anulam no
infinito e serd denotado por Co(R™). Em simbolos, temos de (1.1)) que, dado
e > 0, existe um compacto K C R™ tal que |p(z)| < €, para todo x ¢ K.

Em Cy(R"™) a topologia considerada é a topologia induzida pela norma

N(p) = sup,cgn @(2)].

Definicao 1.1.2 Sejam €2 C R™ um aberto e 1 < p < oo. Definimos o

espago LP () como sendo o espago das (classes de equivaléncia de) funcgoes

mensuraveis em ) tal que [ |f|P dx < oo, isto €,
Q

LP(Q) ={f : Q@ — C mensurdveis : / | f|P dx < oo}
Q
O espago LP(Q)) é um espago vetorial no qual o funcional

ooy = ( [ 1rva)’

define uma norma em LP(2).

Quando p = 0o 0 espago L>(Q) € definido como sendo o espaco das fungoes

17



1.1 Notagoes e definigoes bésicas

mensurdveis limitadas, isto €,
L>(Q2) = {f : Q@ — Cmensurdveis : ess sgp |f] < oo}
O espago L*°(Q) € um espago vetorial no qual o funcional
| fll oo (@) = ess Slslzp £
define uma norma em L ().

Para um melhor entendimento dos teoremas que apresentaremos no
decorrer do texto é necessario apresentarmos algumas defini¢oes e resultados

prévios.

Definigao 1.1.3 (U-Algebra) Sejam X # 0, P(X) o conjuntos das partes
de X e A C P(X) ndo vazio. Dizemos que A é uma dlgebra se:
(i) Se £1,&,... &€ A=} & € A;
(1) SeE e A= &E° € A.
Além disso, se A satisfaz
() (&1, C A= U2 & € A

dizemos que A é uma o-dlgebra.

Defini¢ao 1.1.4 Uma medida positiva em I € uma fungao p : M — [0, +00]
que satisfaz as sequintes condicoes:

() p(®) = 0;

(i) Se {&;}52, € uma sequéncia arbitrdria disjunta de conjuntos em M, entdo

M(Q@) = :

[e.e]

p(&;)-

Se ao invés de (ii) a fungao p satisfazer

(13)* &1, &, ..., E € M disjuntos, entdo

18



1.1 Notagoes e definigoes bésicas

dizemos que p € medida finitamente aditiva.

Seja X # () e M uma o-dlgebra em X. Ao par (X,9) damos o
nome de espaco mensurdvel e os elementos de 91 sao chamados de conjuntos
mensurdveis. Se p @ M — [0, +00] é uma medida, entao a terna (X, 9, pu) é

chamado de espaco medida.

Definigao 1.1.5 (Medida com Sinal) Seja (X, ) um espaco mensurdvel.

Uma medida com sinal em (X,9M) € uma fun¢dio
v:M—[—o0,+00) ou v:IM— (—o0,+x]

que satisfaz as sequintes condigoes:
(1) v(0) = 0;
(4) Se {&;}32, C M disjuntos, entdo

V( D Sj) = iy(é'j).

J=1

Defini¢ao 1.1.6 (Mutuamente Singular) Dizemos que duas medidas com

sinal i e v em (X, M) sao mutuamente singulares e denotaremos este fato por
v L p se exvistem A,B € M tal que ANB =0, AUB =X, u(A) =0 e
v(B) = 0.

Definigao 1.1.7 Dizemos que (X, 0, p) é o-finito se:
(4) Ezistir uma cole¢do {&;}52, C M tal que ju(E;) < oo para todo j € N;
(i) X = U2, E;.
Definicao 1.1.8 (Medida Complexa) Uma medida complexa no espago de
medida (X, M) € uma fung¢ao v : M — C que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) v(0) = 0;
(43) Se {E;}52, C M € uma sequéncia de conjuntos disjuntos, entdao
j=1 j=1

no qual a série converge absolutamente.
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1.1 Notagoes e definigoes bésicas

Definigao 1.1.9 A dlgebra de Borel Bx de um espago métrico (ou topoldgico)
¢ a o-dlgebra gerada pelos conjuntos abertos em X (ou, equivalentemente, pelos
fechados em X ). Os conjuntos pertencentes a Bx sdo chamados conjuntos de
Borel de X ou, simplesmente, borelianos de X .

Uma medida de Borel é uma medida definida sobre os borelianos de R™.

Definigao 1.1.10 (Medida Regular) Uma medida de Borel j definida em
R™ € reqular se satisfaz as sequintes condigoes:

(1) u(K) < oo, para todo compacto KK C R™;

(1) u(€) = sup{u(K) : K C € compacto};

(173) (&) = sup{p(Uf) : U D & aberto}.

Definicao 1.1.11 (Absolutamente Continua) Seja v uwma medida com
sinal e p uma medida positiva em (X,9M). Dizemos que v é absolutamente
continua em rela¢io a p e denotada por v < p. Se u(€) = 0 para todo
E €M, entio v(E) = 0.

Definicao 1.1.12 Seja p uma medida de Lebesque em R™ e definimos a
medida o,_1 sobre a esfera S*™' da sequinte forma: Se A C S"! no qual A é
um conjunto de Borel, seja Ao conjunto dos pontos r-u no qual 0 <r <1 e
u € A. Definimos

on-1(A) =npu(A).
Além disso, se f € uma funcao Borel mensurdvel e nao negativa, temos
f(z) do = / e [ ) dow 1 (0).
R» 0 sn-1

Observacao 1.1.1 Por simplicidade de notag¢ao, denotaremos apenas por o
a medida sobre a esfera S*~'. Para mais propriedades sobre a medida o,_;
vide W. Rudin [20)]. Além disso, para nao sobrecarregarmos as notagoes, por

muitas vezes denotaremos por |S" Y = o(S"71).

Teorema 1.1.1 (Representacao de Riesz) Se U : Cy(R") — C € um

funcional linear continuo, entdo W pode ser representado por uma unica medida
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1.1 Notagoes e definigoes bésicas

i de Borel complexa e regular, isto €,

U(p) = / o(x)du, Y e Co(R").

Demonstragao. Vide W. Rudin [20], Teorema 6.19, pdgina 130. [

Teorema 1.1.2 (Lebesgue-Radon-Nykodym) Sejam v uma medida com
sinal e o-finita em (X,9M), e p uma medida positiva o-finita em (X,9N).
Entao, existem tinicas X\ e p medidas com sinal em (X,9M) satisfazendo as
sequintes condicoes:
(i) v=A+p;
(13) A L
(i) p < p.

Além disso, existe uma funcao f: X — R a qual é p-integravel estendida,

tal que dp = fdu e f € unica pu-q.t.p.
Demonstragao. Vide G. B. Folland [12], Teorema 3.8, pagina 90. [ |

Definigao 1.1.13 (Espago de Schwartz) Definimos o espago de Schwartz

das fungoes suaves que decaem rapidamente no infinito por

S(R") = {p € C*(R") : sup [2°0"p(x)| < cap, Vo, € Ng}.
zeR"™
Em S(R™) definimos a seminorma Py p(p) = supegn |220°p(x)|, para
todo o, f € IN}. Esta seminorma induz uma topologia S(R™) a qual o torna

um espaco de Fréchet.

Observacao 1.1.2 A topologia gerada pelas seminormas P.p pode ser

consultada em L. Hormander [15].

Definicao 1.1.14 O espaco dos funcionais lineares continuos via a topologia
fraca definidos em CX®(R™) e S(R™) serao denotados respectivamente por
D'(R™) e S'(R™). Os espacos D'(R™) e S'(R™) recebem o nome de “espago
das distribuicoes” e “espaco das distribuicoes temperadas”, respectivamente.
Se f € D'(R™) e p € C*(R™), denotaremos a ag¢do da distribuicao f sobre
a fungao ¢ por (f,¢). E analogamente, denotaremos a a¢ao da distribui¢ao

temperada f sobre a fun¢ao ¢ € S(R™) por (f, p).
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1.1 Notagoes e definigoes bésicas

Definigao 1.1.15 (Convolugao) Sejam f € L}, (R") e g € C(R™) sendo que

loc

f ou g tenham suporte compacto. Definimos a convolucao de f por g como

(fxg)@) = | fy)gly—x)dy.
Rn
De modo mais geral temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.1.16 Se f € D'(R") e ¢ € C*(R") denotaremos por f * ¢ a

funcao

frp(a) = ([, ¢x)

sendo ¢.(y) = @(x —y). Dizemos que f * @ € a convolugdo da distribuicio f
pela funcgao .

Definigao 1.1.17 Sejam f,g : A — R funcoes e R™ D A # (). Diremos

que f € compardvel com g e denotaremos por f = g se existirem constantes

C1,C5 > 0 tais que
Crg(x) < f(z) < Cog(z), VYzeA

Denotaremos por f(z) < g(z) quando f(x) < Cg(x) para todo x € A e C >0

uma constante indepentende de x € A.

1.2 Espacos de Hardy

Nesta se¢@o apresentaremos os espagos de Hardy HP(R™) para 0 < p < 1
e algumas propriedades e aplicacoes associadas a eles. Os espagos de Hardy
aqui tratados sdo os mesmos da referéncia E. M. Stein [22], assim como suas

respectivas propriedades.

Definigao 1.2.1 (Distribuigao Limitada) Seja f € S'(R™). Dizemos que
f € uma distribuicdo limitada, se para toda ¢ € S(R™), tem-se fxp € L>®(R").

Definicao 1.2.2 Seja ¢ € S(R"™) uma fungdo suportada na bola unitdria
B(0,1) tal que [, ¢(x)dx =1. Para f € S'(R") definimos a fungao maximal
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1.2 Espacos de Hardy

M., f associada a funcao ¢ por
M, f(z) = sup (f x )(a)],
>

no qual gi(x) = (%),

Definigao 1.2.3 Fizado N € IN definimos uma subcole¢io Fy C S(R™) por
F=Fn={peSMR"): Pasly) <1, la],|5] < N}.

Definimos a grande fungdo maximal de f € S'(R") associada a colegao F
por

Mz f(x) = sup M, f(x).

peF

Se f é uma distribui¢ao temperada e ¢ € S(R™), a convolugao f * ¢ é uma
funcio bem definida e de classe C*°(R"). Denotando por R o semi-plano
superior composto de todos os pontos (z,t) € R"™ tais que z € R" et >0, o

nicleo de Poisson de RTFI ¢ definido por

c 1 x
Pla)=— " ¢  P)= —P(—),
(L4 [eP)™ AR
no qual ¢, é uma constante a qual depende somente da dimensao n. Quando f
é uma distribuicao limitada, definimos u(z,t) = f* P;(x) como sendo a integral
de Poisson de f definida no semi-plano superior.

A funcao maximal nao-tangencial de u é definida por

u'(z) = sup |u(y,t)].
lz—y|<t
Os espacgos de Hardy podem ser caracterizados de diferentes formas, como

mostra o teorema a seguir (veja E. M. Stein [22] na pagina 91).

Teorema 1.2.1 (Caracterizagao Maximal) Seja 0 < p < oo. Entao, para
f e S(R™) as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) Eziste o € S(R") com [g, ¢(x)dx # 0 tal que M, f € LP(R");

(i1) Ewxiste uma colegio F tal que Mxf € LP(R");
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1.2 Espacos de Hardy

(#4i) A distribuicao f € limitada e u*(x) = supj,_, <, |(f * P:)(y)| € LP(R"), no

qual P € o nicleo de Poisson.

Uma quarta condi¢ao pode ser incluida ao Teorema [I.2.1] que consiste em
trocar “existe” por “para toda” na condicao (7). De fato, suponha que (i) seja
vélida para alguma ¢; € S(R"). Seja ¢ € S(R™) com integral nao nula. Dada

f € 8'(R™), vamos mostrar que
M,f e LP(R").

Desde que (i) = (i), existe, portanto, Fy tal que Mz, f € LP(R™). Tomemos
e > 0 suficientemente pequeno de modo que ep € Fy. Assim, para todo

r € R", temos
eM,f(z) = e sup [(f x o) (@)| = Mep f(2) < M, f(2),

implicando em M, f € LP(R"™).
Uma distribuigdo temperada f pertence ao espago de Hardy HP(R"), se
f cumpre qualquer uma das condigoes do Teorema [1.2.1. Mais precisamente,

definimos o espaco de Hardy da seguinte forma.

Definigao 1.2.4 (Espago de Hardy) Seja 0 < p < oco. Uma distribuicao
temperada f € S'(R™) pertence ao espaco de Hardy HP(R™) se, e somente, se
M,f € LP(R"), isto é€,

[f | zzr ey = ([ Mg fl] Logrny < 00
Em notagao de conjuntos
HP(R") ={f e S (R"): M,f € LP(R")}.
Quando 0 < p < 1 o funcional || - ||grmwnr) : HP(R™) — R, é uma p-norma,
isto é, se f,g € HP(R™), entao
(2) | fllareny = 0 <= f = 0 no sentido das distribui¢oes, isto é, (f,¢) = 0

para toda ¢ € S(R");
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1.2 Espacos de Hardy

(@) I fllar @y = (ALl e ey, YA € R;
(@) 11f + 9y < I 5wy + 190 )

Por simplicidade diremos que || - ||g»r) é uma norma em HP(R™).
Afirmamos que a norma em HP(R") é invariante por translagdo. De fato,
definindo T}, (p)(z) = ¢(x + h), temos

My (Tha)(x) = sup |Th(a) * ()]

t>0

= sup |Tn(a * ¢1)(z)|

t>0

= sup [a * ¢y (x + h)|

t>0
— M, (a)(x + ).
Disto, decorre que
ITh(@)l[ v gy = [ Mip(Tha)l Lormy = [|Mp (@) || Loany = llall o an).

Para 0 < p < 1, o espago HP(R™) é um espago métrico completo munido

da métrica

( )_ ||f gHHp ]Rn) vfager(Rn)

Uma outra propriedade que os espagos HP(R™) possuem ¢é que, se f; — 0
em HP(R"), entdao f; — 0 em S’(R"), isto ¢, a topologia de HP(R") é mais
fina do que em S'(R").

Observacao 1.2.1 Uma propriedade interessante que relaciona os espagos
HP(R™) e os espagos LP(R™) € que HP(R™) = LP(R"™) para p > 1. Além do
mais H'(R™) C L'(R™) e a inclusio vale em norma. A demonstragao deste

fato pode ser consultada em E. M. Stein [22] na pdgina 112.

Os espacos de Hardy sao inicialmente definidos para distribuicoes
temperadas S’(R™), porém o préximo teorema nos diz que os espacos de Hardy

também podem ser definidos sobre o espago de distribuigoes D'(R™).

Teorema 1.2.2 Seja f € D/'(R") wma distribuicio (nao necessariamente
temperada) e ¢ € CP(R") com [g.¢(x)dz # 0. Se M,f € LP(R") para
p >0, entao f € S'(R™) e consequentemente f € HP(R™).

25



1.2 Espacos de Hardy

Demonstracao. Vide a referéncia A. Uchiyama [20]. n

A seguir iremos apresentar uma outra caracterizacao dos espagos de Hardy

HP(R™), e esta caracterizagao é de grande relevancia para este texto.
Sejam f € D'(B(z,7)) e N € Ny. Para todo r > 0 definimos

Mr,Nf(x) = sup ’<f7 @)’7 (12)
peCy (B(a,"))
0<r'<r

no qual o supremo em (|1.2)) é tomado na classe de func¢oes definida por
v (B) = {p € C2(B(x,r)) : [0%| <r 7%l Vo] < N}

Observe que, se ¢ € Co%y(B), entao t"p(tB) € C2y(tB) para todo t > 0.
Quando r = oo denotaremos a funcao maximal em ((1.2)) por My v f(2).
Uma observagdo importante em E. M. Stein [22], pdgina 99 é que,

assumindo N grande o suficiente (dependendo somente de p e n), uma
distribuigao f € S'(R™) pertence a H?(R™) se, e somente, se M yf € LP(R™).

De fato, seja ¢ € C°(R™), supp ¢ C B(0,1), ¢ = 0 e [p, @(z)dr = 1.
Note que

Mof(x) = sup|f  pu()| = sup[{f, il =)l (1.3)
Se definirmos ¥y (y) =t "¢((x — y)/t), temos que

supp ¢y C B(z,t) e [[0%] < Catiniw-

Definindo a funcao IZt =c iy noqual ¢ = max|q|< ~{ca}, temos claramente
que 1, € Cv(B(z,t)). Portanto, assumindo My, v f € LP(R™) temos por (1.3

que

Myf(r) K cMoonf(z) qtpazeR” (1.4)
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1.2 Espacos de Hardy

e consequentemente

| Moy flzrmry < ¢ Moo fllLrmny < 00.

Portanto, f € HP(R").

Reciprocamente, seja ¢ € C%(B(z,7)). Definindo ¢(y) = r"p(x — ry),
temos ¢ € CXy(B(0,1)) e [|0°¢]|z~mn) < 1. Consequentemente, temos
Pas(@) < 1, para todo |al, || < N, no qual N indexa a familia Fy da grande
funcao maximal Mz, f € LP(R™). Portanto, como ¢ € Fy, ¢ € Coy(B(x,1))

(S

o) = ~3(2Y) = 6o )

temos
(f0) ={f,or(x =) = [+ o, (x) < Mzf(z). (1.5)

Segue de que Monf(z) < Mgzf(z) qtp. = € R" e
consequentemente || Moo v fllzemr) < || f| 5r@mn) < 00.

A seguir, apresentaremos uma outra forma de definir os espacos de Hardy
HP(R") para ;27 < p < 1 desde que f € Lj,(R"). A caracterizacio é obtida

por A. Bonami, J. Feuto e S. Grellier em [2].

Seja g > n. Fixe x € R", definimos a familia FZ como sendo o conjunto das

fungoes ¢ € W4(R™) com suporte em alguma bola B(z,r) as quais satisfazem

1

[Pl aqany + IVl Lomny < [Blz,7)|

no qual % + & = 1. Desde que g > n, o teorema de Sobolev nos garante que

as fungoes testes sao limitadas.
Para f € L] (R") e x € R" definimos

loc

M, f(x) = sup

peFy

() f(x)do).

Rn

Lema 1.2.1 Seja f € L}, (R"™).
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1.2 Espacos de Hardy

(1) Existe uma constante C' > 0 independente de f tal que

M,f < CMsf, qtp.ozeR™

1 n

n
P <p<l1 < _1
(i1) Para T <P e —1
HquHLP(R") ~ ||fHHP(IR”)-
Demonstracao. Vide a referéncia A. Bonami, J. Feuto e S. Grellier [2]. R

O exemplo apresentado a seguir é de uma funcao a qual pertence ao espago
de Hardy H'(R).
Exemplo 1.2.1 Seja a: R — R uma funcdo definida por
1, sexel03];
a(z) =49 -1, sexe (3,1];

0, caso contrdrio.

Note que, a fungao a cumpre as sequintes propriedades:
(i) supp a C [0,1];
(12) [|allpem) < 1;
(#77) [a(z)dz =0.
A funcao a € um caso particular de uma classe de funcoes especiais

denominadas “atomo” a qual iremos definir a sequir.

Definicao 1.2.5 (Atomo) Sejam 0 < p < 1 eq € [1,00] N (p,00]. Uma
funcao a € LI(R™) é chamada de (p,q)-dtomo se satisfaz as sequintes
condicoes:

(1) supp a C B(xo,7), para algum xo € R™ e r > 0;

(i4) lla]| agrey < [ Blao,r)] 7

(131) / a(x)z®dr =0, Va € Ny com |af < Ln(l - I)J
R" P
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1.2 Espacos de Hardy

Afirmamos que, todo (p, 00)-atomo é um (p, ¢)-atomo para g > 1. De fato,
seja a um (p, 00)-dtomo, entao

1 1

lall o) < (/B( )|a(:v)|qu)>q < (1B, #1) " = |B(zo, )|

Q=

1
P,

Teorema 1.2.3 Os (p, 00)-dtomos sao uniformemente limitados em HP(R™),

isto €, existe ¢ = c(n,p) > 0 tal que

T /R (Mya(2)de < c, (1.6)

no qual ¢ > 0 € independente de qualquer (p,o0)-dtomo.

Demonstragao. Seja ¢ € C°(R™) tal que supp ¢ C B(0,1) fan x)dx = 1.
Suponhamos que a seja um (p, 0o)-atomo e supp a C B = B(xg, ). Usando o
fato de que a norma || - || g»(rn) ¢ invariante por translagao, podemos supormos

que B = B(0,r) e consideremos B* = B(0,2r). Para demonstrarmos (|1.6]

basta estimarmos uniformemente I; e I, abaixo

g ey = /B (My(a)(@))da + / (M, (a)(x)\dz = I, + I,

(B*)¢

Note que
. 1
O e )@ < ol < o
P
(oo} n C
) o0 < PP o
n p

B
Vamos estimar a integral /;. Com efeito, por (i), temos

/*(Mg,(a)(x))pda: < / %'dx . (1.7)

*

Em (1.7) o argumento usado para se obter a estimativa é valido para todo
0<p< L

Para estimarmos I, vamos supor inicialmente que ;%5 < p < 1. Neste
caso, tal condicao implica que

ognLl—1J<1
P
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1.2 Espacos de Hardy

e, portanto, se a € INj tal que |of < nL% — 1/, entdo a = 0, isto é, se

nL—i-l < p < 1, entdo os (p, 00)-dtomos possuem momentos nulos, ou seja,

/ a(z)dx = 0. (1.8)
Seja x € (B*)¢, entao |z| > 2r. Consequentemente,
1
slel <o —yl <t Vy e BNsupp gir ). (1.9)

Por (1.8)), temos

1 -y
e =g [ oo (7 )y
B
1 T —1y z
= Ba(y) [90( ; ) —@(;)] dy.
Segue, pela desigualdade do valor médio e ([1.9)), que
1 r—y x
< — — =
a0 @l < [l (T72) ¢ (5) oo

C
< a d
< o [ lat)lnldy
cr
<

= tn+1|B|%—1

cr
<

B

Logo,

/ (Mya(x))Pde < |B|1—P/ || P g
(B*)e (B*)e

cr > —p(n n—
< —|B|1—P/ P p(n+1)+ Ydp
2r

—n(l— —p(n+1)+n
< Cpp 1P (1=p) p.—p(n+1)

= Cpp < 0.
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1.2 Espacos de Hardy

Portanto,
/(B (Mal@)ds < oy (1.10)

Combinando ([1.7) com ([1.10)) temos (L.6]), desde que ;25 < p < 1.

Agora, suponhamos <p< Ty eN,= Ln(% —1)]. Pela expansao

n
n+Np+1 +Np

de Taylor com resto integral, temos

¢i(z —y) = Pn,(y) + Rn,(y),

no qual

Entao,
c |y|Np+1

Usando a condicao de momento de a, temos

ra@) = [ loue ) = Py latw) o

= /( o Ry, (y)a(y) dy.
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1.2 Espacos de Hardy

Logo, pela condigao de controle da norma || - |[zem») do dtomo a e (1.11),

obtemos
(o1 a)(2)] < / Ry, (0)lla(y)]| dy

C|y|Np+1
< / Y Ity dy

c rNetl

S )
tn+Np+1 | Bl
c rNetl

T Jafrett Bl

devido a (|1.9)). Disto segue que

/ (Mya(x))Pda < ¢y rMrtP=nii=r) / || 7PN+
(Br)e (B*)e

< Cnp r(Np+1)p—n(1—p)/ p—p(n+Np+1)+n—1dp
2

).
T

= Cnyp p(Np+)p—n(l=p) ,.—p(n+Np+1)+n

).

= Cpp < 00

e, portanto
/ (Mya(x))Pdr < cpp. (1.12)
(B*)*

Combinando (1.7) com ([1.12)) temos (|1.6) para n++p+1 < p < #Np e,
consequentemente temos (|1.6)) para todo 0 < p < 1. [ |

A seguir listaremos algumas propriedades que os (p, 00)-adtomos possuem.

As demonstracoes de tais propriedades podem ser encontradas na referéncia
E. M. Stein [22].

Teorema 1.2.4 Seja © o conjunto formado pelas combinagoes lineares finitas
de (p, 00)-dtomos. Entdo, © é denso em HP(R™).

O Teorema segue do seguinte resultado.
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1.2 Espacos de Hardy

Teorema 1.2.5 (Decomposicao Atomica) Se f € HP(R"), entdo existe
uma sequéncia {a;}32, de (p,o00)-dtomos e uma sequéncia de escalares (reais

ou complezos) {\;}32, C (P(IN) tais que

f:Z)\jaj, em HP(R").

Jj=1
Além disso,

e}

Il ~ it { (S IP) £ = iw - (1.13)

j=1
o infimo em (1.13)) é tomado sobre todas as decomposi¢oes atomicas de f.

A reciproca do teorema da decomposicao atomica também ¢é vilida e

¢é apresentada a seguir.

Teorema 1.2.6 Sejam 0 < p < 1, {)\}2; C P(N) uma sequéncia de
escalares (reais ou compleros) e {a;}52, uma sequéncia de (p,o0)-dtomos.
Entao, a série z;’il Aja; converge para uma distribuicao f € HP(R™) no

sentido das distribuicoes. Além disso,

o0

Pl < cint {(SSI0P)7 £ = 3" e )
j=1

J=1

1.3 Decomposicao de Whitney

A partir de agora, F' C R" denotard um conjunto fechado nao vazio e (2
o seu complementar. Por cubos em R"™ entenderemos cubos fechados cujas
as faces sao paralelas aos planos coordenados. Dizemos que dois cubos sao
“disjuntos” se seus interiores forem dois a dois disjuntos.

Denotaremos o diametro de um cubo ) C R™ por

diam(Q) = sup{|lz — y[| : 7,y € Q}
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1.3 Decomposicao de Whitney

e por
d(Q,F):lnf{Hx—yHxEQ,yEF}

a distancia entre (Q a F. Além disso,
d(z, F) = inf{|lz —y[| : y € F'}

denotarad a distancia de um ponto x € R™ a F. Por fim, denotaremos o lado
de um cubo @ por £(Q).

Teorema 1.3.1 (Decomposicao de Whitney) Seja FF' ¢ R" fechado.

—=

Entao, existe uma cole¢io de cubos V = {Qi, Qs, ...} com interiores dois

a dois disjuntos tais que:
(i) Q= F°=U;en Qi

(i1) Existem constantes Cy,Cy > 0 satisfazendo
C'ldz'am(Qj) < d(Qj, F) < OgdZCLm(QJ)

Demonstracao. Considere todas as n-uplas com coordenadas inteiras. Estas
definem cubos unitarios cujos os vertices sao n-uplas com coordenadas inteiras.
A este conjunto denotemos por M,. Dado k € Z, definamos My, = 27FIN,.
Note que, cada cubo de 91 da origem a 2" cubos de My 1. Além disso, os
cubos de 9, tem comprimento de aresta 27% e diametro 27%,/n.

Definamos para cada k € Z as camadas {2 por
W={reRY:C27F <d(z,F) <C27"1},

no qual ¢ > 0 é uma constante a qual serd escolhida no decorrer da

demonstracao. Entao, decorre da definicao de €2 que

Q:UQk.
k

Considere a seguinte familia de cubo
SOIU{Qemk5QﬂQk7£®}
k
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1.3 Decomposicao de Whitney

e consequentemente, afirmamos que:
(1) diam(Q) < d(Q, F) < 4diam(Q), VQ € Fo;
1) Ugegy @ =

De fato, mostremos inicialmente (i). Dado @ € Fo, temos por definigdo
que Q € M e QN # 0. Logo, existe x € @Q tal que

C27% <d(x, F) < C27F,
Tomando C' = 24/n, obtemos que
d(Q,F) <d(x,F) < C27"! =4.27F/n = 4diam(Q).

Seja y — d(y, F) a funcao que a cada y € R" calcula a distancia de y
a F. A fungdo y — d(y, F') é continua, entao possui um valor méximo e

minimo sobre (), uma vez que ) é compacto. Deste modo, existe y € () tal
que d(y, F') = d(Q, F).

Portanto,
Logo,

d(Q, F) =d(y, F)
>d(z, F)—27"/n
> 2y/n27F —27%/n
=n27*k
= diam(Q),

o que prova ().
Vejamos a demonstracao de (i7). Seja x € €2, entao pelo fato de que
UrQ = €, existe k € Z tal que x € (). Como a malha gerada pelos cubos de

My é uma cobertura para R", em particular, também é uma cobertura para
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1.3 Decomposicao de Whitney

Q, portanto z € ) para algum @) € Fy. Assim, mostrando que

ac |J e

Q€EBo

Seja x € @, para algum Q € §y. Entao, existe k € Z tal que Q € My, e
existe y € Q N Q. Note que, pelo item (i) temos

2v/n27F "t = /n27% = diam(Q) < d(Q, F) < d(x, F).
Por outro lado,

d(z, F) < d(z,y) + d(y, F)

< \/ﬁz—k + 2\/52—k+1
= 5v/n27*
<2%vn27*

= 2y/n2-(F-DF1,
Portanto,
d(z,F) € [2\/52*(1%1)’2\/52*(14:71)4&] C (2\/527(“2)72\/527(1@71)“].

Observando que

k+2
U 9 ={zeR":2vn2 " < d(z, F) < 2y/n2- ¥},

j=k—1

o que mostra x € §);, para algum j = k — 1,k,...,k 4+ 2. Logo, x € Q,
concluindo o item (7).

A construcao acima nao garante que os cubos tenham interiores dois a dois
disjuntos, pois os cubos da malha 9, contém os cubos da malha 9%, para
todo k € Z. Observe ainda que, se @)1 € My, e Q2 € My, nao disjuntos, entao
um contém o outro. Por exemplo, se ()1 C ()9, entao é porque ky < k;. Para
contornarmos este problema, vamos proceder do seguinte modo: dado @ € Fo,
existe um tnico cubo Q' tal que Q C Q' ou Q' NQ = 0, isto é, Q' é um cubo
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1.3 Decomposicao de Whitney

maximal e ainda estd na familia e satisfaz as condigoes (i) e (i) do enunciado
do teorema.
Para escolhermos os cubos maximais que satisfazem as condigoes (7) e (7),

basta usarmos o axioma da escolha para obtermos tais cubos. ]

Observagao 1.3.1 Se existir uma cole¢ao V = {Q1, Qa, ...} como a descrita

no Teoremal|l.3.1|, entao L oy

k

1S 0(Qy)

desde que, os cubos Q; e Qj se interceptam somente na fronteira.
De fato,

<4

Vnl(Q;) < dist(Q;, F) < dist(Qj, Q) + dist(Qx, F) < 0+ 4v/nl(Qk).

1.4  Funcoes e distribuicoes radiais

Apresentaremos nesta secao o conceito de fungoes radiais e de distribuicoes
radiais. Os resultados apresentados nesta secao, sao adaptagoes dos resultados
e conceitos publicados por L. Grafakos e G. Teschl em [13].

A transformada de Fourier de uma aplicagao ® € L'(R", C) é definida pela

convergencia da integral oscilatéria

d(&) = /n () e ™Sy,

Se a fungao & é radial, isto é, ®(zx) = ¢(|z|) no qual ¢ : R — R é
uma funcao par, entao a transformada de Fourier de ® ¢é radial. Para ver
a demonstracao deste resultado veja E. M. Stein e G. Weiss [23] nas paginas
155 a 170.

Definigao 1.4.1 Definimos por O(n) o espaco formado por todas as

transformacoes lineares A : R™ — R"™ as quais sao ortogonais, isto €,
|A(2)] = [x].

Definicao 1.4.2 Uma funcio ¢ € S(R") ¢é dita radial, se para toda
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14 Funcgoes e distribuigoes radiais

transformacao ortogonal A € O(n) tivermos que

p=poA
Denotaremos o espago de todas as funcoes ¢ € S(R™) radiais por Syqq(R™).

E claro que quando n = 1 temos

Srad(R) = {p € S(R) : p(z) = p(—2)},

em outras palavras, as funcoes Schwartz radiais em R sao as fungoes pares de

Schwartz.

Definigao 1.4.3 Uma distribuicio f € S'(R"™) € dita radial, se para toda

transformagao ortogonal A € O(n) tivermos que

(fro)=(fipoA), VeoeSR").

Denotaremos por S!,,(R™) o espago de todas as distribui¢oes temperadas em
R™ radiais.
Analogamente, uma distribuicio f € D'(R™) é dita radial, se para toda

transformagao ortogonal A € O(n) tivermos que

(fi) ={fivoA), VYyeCZR").

/

' a(R™) o espago de todas as distribuicoes em R™ radiais.

Denotaremos por D

Observacao 1.4.1 Denotaremos por CZ.,4(R™) o espago formados pelas
funcgoes ¢ € C(R™) e radias.
Seja m > 1. Existe um homomorfismo natural C*(R") — C2,,(R)

c,rad

definido por

.1
p(x) — °(r) = 1571 Jouos p(rd) do.

E claro que o homomorfismo estd bem definido, pois ¢° € Coaa(R). No
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14 Funcgoes e distribuigoes radiais

caso n = 1, temos

o) = $°(z) = 5 (ola) + o))

o)

C’md(]R) podemos definir uma funcao

Reciprocamente, dada uma funcao ¢ € C
radial em C°(R") pela aplicacao

crad(R) — Cha(R")

c,rad c,rad

p(r) — 09(x) = p(|]).

Além disso, a aplicacao ¢ + ¢ é claramente um homomorfismo entre os
espacos C25,.4(R) e CZ5,,4(R™).

A composiciao ¢ — ©° — (¢°)9 = " d4 origem a um homomorfismo
entre os espagos C2°(R") e C5,4(R"). Um outro fato que podemos observar é
que, ¢ é radial se, e somente, se ¢ = ",

Outra propriedade interessante é que, se @, 9 € S,uq(R"), entdao a

convolugao ¢ * 1 também é radial. De fato, se A € O(n), entao

(o 0)(An) = [ plpvias - y)dy
— [ e - Ay dy
— [ ewite - ATy dy
.
_ / SV — 2)|det Al dz
~ [ et
= (g ¥)(@)

Também temos que f € S/ ,(R") e ¢ € S,ua(R"), entdo f * ¢ também é
radial. De fato, se A € O(n), entao
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14 Funcgoes e distribuigoes radiais

no qual @(y) = ¢(—y) e usamos o fato de que ¢ é radial (portanto ¢ é radial)
para escrevermos ¢4, (y) = @(y — Ax) = p(Aly — z) = @, (ATy).
Os argumentos acima continuam validos para f € D, , e ¢ € C_,(R™).

c,rad

’

Proposigao 1.4.1 Se f € D,,,(R") e ¢ € C*(R"), entdo

rad

(fro) = (f, ™).

Demonstracao. Inicialmente vamos supor que f € Cg‘;ad(Rn). Entao, se
¢ € C(R™), usando mudanga de variavel esférica juntamente com o fato de

que f(z) = f°(|z|), obtemos

o= [ 1@et)

= fe(r) / o(rf) dor™tdr
0 Sn-1
+o0

=1 e ar

— [ 5@ ) e
= (f.(¢")°)
= (f, ™).

No caso em que f é uma distribuicao radial, seja ¢ € ij’fnad(]R”) tal que

Jgn ¥(x) dz = 1. Entdo, usando o caso feito anteriormente e o Teorema 4.1.4

em [15], temos

<f7 §0> = ll_{no<f * e, §0> = ll_r)%<f * e, @md> = <f7 Sprad>'
]

Observacao 1.4.2 Note que, uma distribuicao radial é determinada exclu-

sivamente por sua agdo em funcoes p € C5,4(R™). Além disso, dada uma

distribuicao f, podemos definir uma distribuicao radial fr¢ € 'D;ad(]R”) por

(f, 0y = (f, ™).
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14 Funcgoes e distribuigoes radiais

Proposigao 1.4.2 Se f € L] (R") e radial, entdo

loc

(fro) = IS"7H(fo,°(r)r"™), Ve € Cluu(R").

Demonstragao. Suponhamos que f(z) = f°(|z|) para f° : [0,00) — C.

Entao, usando coordenadas esféricas

{f, ) = f(x)go(a:) dx

Sn 1|/ fo o n_ld’l“

|Sn 1| foﬁcp ( ) " 1>7 vsoeccrad(IRn>

como queriamos demonstrar. [ |

A Proposicao nos diz que dada uma fungao L}, (R") a qual é radial,
podemos encontrar uma funcao par em R, a qual sua acao sobre a funcao
r"~1y° é determinada pela acdo da funcao f sobre a funcao ¢.

Sejan € IN e definamos R,, = 1" 'C2%,4(R.) 0 espaco das fungoes da forma
r"Lp(r), no qual ¢ € C°(Ry) e é par. Este espaco ¢ munido pela topologia
induzida de C°(R™) e o dual de R,, denotaremos por R,.

Sempre é possivel construirmos distribuicoes radiais em R™ comecando com
distribuigoes em R/,. De fato, dada f° € R) e ¢ € C:°(R") podemos definir

uma distribuicao radial f por

(fro) = [S" {2, 9 (r)r™ .

A reciproca deste fato também é vélida e a apresentaremos a seguir, mas

antes é necessario o seguinte lema.

Lema 1.4.1 Seja f € (R). Entao, existe uma funcao g € C*(R) tal que

Tad

f(z) =g(z?), VzecR.
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14 Funcgoes e distribuigoes radiais

Além disso, para todo t > 0

g™ ()] < cp sup [fCP(s)]. (1.15)
0<s<VE

Demonstragao. Pelo teorema de Whitney em [27], existe g € C*°(R) tal que

ft) =g

Para demonstrarmos (|1.15)), basta usarmos o teorema de Taylor com resto

integral, para obtermos

g(k)<t2) _ —2k+1 2k ' 2 2\ k—1 f(%)(s)

_ o—2k 2k ' 2 kflf(zk)(St)
=2 k(k)/o(l—s) st. (1.16)

Em particular,

g (0) _ f*9(0)
o (k) (1.17)
desde que
-2 2k ' 2 —1f(2k)(3t) _ F(k)f‘(%) -
2 k< . )/o“‘“’“ C R YT Vi

Segue de (|1.16]) que

t
9 9(E)] < Bt / (# - > sup |7 (s)]ds

0<s<t

0<s<t

< Cr t—2k+l t2k 1 sup ‘f (S)’

0<s<t

= ¢ sup [f(s)].

0<s<t
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14 Funcgoes e distribuigoes radiais

Portanto, fazendo a mudanca de varidvel t> = w obtemos (1.15). ]

Proposigao 1.4.3 A aplicacio R, — C=,, definida por o(r)r" =t s o© é um

c,rad

homeomorfismo e para toda distribui¢do radial f € D, ,(R"™) podemos definir
f° e R por

(fop(r)r"y = N 1|(f , ).

Demonstragao. Seja f € D, ,(R"), entdao para cada compacto K C R",

rad

existem um inteiro m e uma constante C' > 0 tais que

(£, )] <C Y sup [0%(x)], ¢ € CZ(R"), supp ¢ C K.

_ z€R"”

Para demonstrarmos esta proposicao ¢ suficiente provarmos que

ap [ee) < Y sup () )|

n
veR o<tm<a(jal+n) "0

Vamos considerar inicialmente r = |z| < 1. Usando o Lema para
o(t) = g(t*) temos

8
0% ()] CaZ|9 )| |o|*
B
<ca Y lgW (|2
k=0
8
Cazck sup [ (s)].

0<s<r

Precisamos fazer uso da desigualdade

[p(s)] < sup
0<t<s

(2)" | (1.18)

A desigualdade em (|1.18) decorre da aplicagdo do teorema fundamental do
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14 Funcgoes e distribuigoes radiais

calculo M vezes na identidade

M (s = (1) ( " ) ( " ) ()" e

a qual é valida desde que M > m.
Aplicando (T.18) para ¢*)(s) temos

oM (s)] < sup
0<t<s

CARGERI) (1.20)

Usando a desigualdade em para sMp®F)(s) com M = 2|3| +n —1
e m = 2k temos que |p®¥)(s)| é pontualmente limitada por uma soma de
derivadas dos termos s"19(s), pois as poténcias de s que sao diferente de n—1
podemos estimar por 1 desde que s < 1. Disto segue que, sup,. | (s)]
é controlada por uma quantidade finita de somas de derivadas da funcao
s"o(s).

Suponhamos agora que |z| > 1. Pelo Corolario temos

|a|

Cha
0@ (l2)] < D 1e® ()l
k=0

’x“a\fk’

e tomando M = |a| +n — 1 temos

|al

sup [0%(p(|]))] < Cazsulf{SM’(p(k)(SN} (1.21)

|z|>1 k=1 5=

"lo(s) vezes

a qual é controlada por uma soma finita de derivadas da funcao s
poténcias de s, mas como supp ¢ C K podemos limitar os s’s com poténcias
diferente de n — 1 por uma constante e este fato decorre de ([1.19)).

Por fim, note que a aplicacao o(r)r"~! — ¢ é uma funcdo bijetora a

qual a sua inversa ¢ s o(r)r"!

é continua. Para a prova da continuidade
da funcio ¢(r)r" ! = ¢© basta combinar (1.21)) com o argumento prévio da

estimativa do caso |z| < 1. [

44



1.5 Espacos de Hardy radial segundo R. R. Coifman e G. Weiss

1.5 Espacos de Hardy radial segundo R. R. Coifman e G.
Weiss

Nesta secao temos como objetivo central apresentarmos os espacos de Hardy

radial segundo R. R. Coifman e G. Weiss.

Definigao 1.5.1 Definimos o espaco de Hardy radiais HY ;(R™) como sendo
o subespago de HP(R™) o qual é formado por todas as distribui¢oes radiais em
HP(R™), isto é, H? ,(R™) = HP(R") NS, 4(R™).

Considere um conjunto de seminormas sobre o espaco das funcoes radiais

no espago de Schwartz Frqq = Fnraa 1o qual N € Ny, dado por
Firad = {¢ € Sraa(R") : Paple) < 1ol [B] < N} C Fi.

Definimos a grande fun¢ao mazximal (radial) de uma distribui¢ao temperada

f €S ,(R") associada a familia Fy raa por

M]'—N,radf(x) = sup Mgof<x) (1.22)

SDGJ:N,rad

A funcao Mgz, .. f definida em (1.22) é radial, pois M, f é radial para cada

© € Fnrad €, além disso,

|(f o) (Az)| = [(f * i) (2)] < Mo f(2) S My, ,0f (),

para toda ¢ € Fraan € A€ O(n).
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CAPITULO

2

O Espaco ’Hf LB

O objetivo inicial deste capitulo é apresentarmos uma particao da
unidade radial e na sequéncia definirmos um espaco de Hardy radial maximal.
Antes de iniciarmos a contrucao da particao da unidade radial, vamos
apresentar algumas definicoes e notacoes as quais serao usadas no decorrer

da construgao.

2.1 Resultados preliminares

Definicao 2.1.1 Seja 0 < r < R < 00. Definimos como sendo um anel aberto

em R™ o conjunto
A p={zeR":r <|z| < R}

e definimos o tamanho do anel A, g como sendo o nimero ((A, r) = R—r > 0.

Analogamente, definimos o anel fechado como sendo

Ap={zeR":r <|z| <R}
e defintmos o tamanho do anelﬁrﬁ como sendo o numero E(XﬁR) =R-—r>0.

Defini¢ao 2.1.2 (Centro do anel) Seja A.r C R™ um anel. Definimos
como centro do anel A, g a esfera Sy~ centrada na origem e de raio § = %.

Quando v € Sg‘_l diremos que x pertence ao centro do anel A, g.
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Observagao 2.1.1 Se B(0, R) é uma bola em R™ podemos identificd-la com
o anel Ay r. Disto decorre que para este caso em especial, anéis podem ser

interpretado como bolas. A partir de agora, nao faremos distin¢do entre a bola

B(0,R) e o anel Ap .

R+r
R—r

constante fixa. Considere AY, o anel de mesmo centro de que A, p porém

Seja A, p um anel genérico (aberto ou fechado) e seja 1 < v < uma

dilatado na proporc¢ao v, isto é,

R(1 — 1 R(1 1—
A?R:{HUG]R": (L=v)+r( JrI/)<|x|< (L+v)+r( y>}.
, 5 :
Note que, se v > gj temos A , = B(0, W)

A seguir apresentaremos uma relagao entre a medida do anel A, p e seu
tamanho ¢(A, g).

Lema 2.1.1 Se A, g € um anel (aberto ou fechado), entdo |A, g| 2 ((Arr)".

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponhamos que n > 1. Note

n—1 f n—1 |Sn—1’ n n
de=|[S""'| [ p"dp=——R"—1".
AT,R T n

Basta mostrar que R" —r™ > (R — r)". Para isto, defina a funcao

que

1
é <§,+oo> SR
dada por ¢(t) = (t —1)" + 1 — t". Note que

¢ (t) =n(t—1)""t —nt" 1.

Assim, como ¢/(t) < 0, para todo ¢ > % temos que ¢ é decrescente. Entao,
¢(1) = ¢(£) o que conclui R" —r™ = (R —r)". .

Lema 2.1.2 Seja v > 1 uma constante fixada. Seja

Ap={reR":r<|z| <R}
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um anel e

Rl—-v)+r(1+v)
2

Z}R:{xGRnr R(1+1/)+7“(1—1/)}

< x| <

o anel de mesmo centro que A, g, porém dilatado na propor¢ao v. Entdao
AL < V" Al

Demonstracgao. Usando coordenadas esféricas podemos escrever

R"\ {0} = {(p.©) € Ry xS"'} (2.1)

no qual p = |z| e © = é—‘ Seja (A, r) a projec@o na coordenada radial da

decomposicao em coordenadas esféricas de A, r dada por (2.1)), isto é,

m(A.r) = {p € (0,00) : (p,O) € A, r para algum (para todo) © € S" '}
= (r, R).
Analogamente,

Y Rl1—-v)+r(1+v) R14+v)+r(l—v)
m(47) = 2 ’ 2 )

Por uma simplicidade de notagao, denotaremos por I, g = m (A, g) a projecao

na coordenada radial de A,r e IV = m(Ap) a projecio na primeira

coordenada radial de A7 5.

B ¢ o centro do intervalo I,z e v = £~ é o raio do

intervalo I, g, entao podemos escrever o intervalo I, como sendo

Note que, ¢ =

wr=(c—vv,ct+vv).
Seja f :[1,00) — R uma funcao definida por

f@0)=(c+dv)" —(c—=Dv)".
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Note que,
|A, r| = cn(R" — ")

| A7 Rl = enllc +v0)" = (c —vv)"].
Pela definicao da funcao f, temos
|A, r| = cn(R" — 1) = e f(1), (2.2)

. |sn—1
no qual ¢, = % Por outro lado,

f@0)=(c+dv)" —(c—=Dv)"
n[(< To(E L)
= [(19+U> (0 o) |
Coan (1
=(3)
no qual g(w) = (cw + v)" — (cw — v)". Note que, g é uma funcdo crescente,

assim temos g(5) < g(1), pois ¥ > 1. Portanto, segue de (2.2) e do fato de
que g(1) = f(1) a estimativa

A7 Rl = enf(v)

2.2  Decomposicao radial de Whitney

Nesta secao vamos apresentar uma versao do Teorema |1.3.1| para conjuntos

fechados e radiais.

Definicao 2.2.1 Um conjunto 2 C R™ € dito radial, se Q) satisfaz a sequinte
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2.2 Decomposicao radial de Whitney

propriedade:
reQ=yeQ, VyeR"com |z|=y|

Como uma consequéncia da Definigao temos a seguinte propriedade.

Lema 2.2.1 Um conjunto Q C R"™ € radial se, e somente, se Q¢ =R"\ Q é

radial.

Demonstragao. Seja x € ¢ e y € R™ tal que |z| = |y|. Se y ¢ Q°, entao
y € Qe como € é radial e |z| = |y|, temos que x € Q 0 que é uma contradicao.

A reciproca segue de modo analago. ]

Observacao 2.2.1 Diremos que dois anéis sao disjuntos se seus interiores
forem disjuntos.

Dado um conjunto X, denotaremos por X o seu interior.

Teorema 2.2.1 (Decomposicao radial de Whitney) Seja F C R" um
congunto fechado e radial. Entao, existe uma cole¢ao de anéis fechados { Ax}32 4
no qual Ay = A, r, para sequéncias de nimeros reais nao negativos {ri}s,
e {Rp}2, com ry < Ry, tal que:

(7) folj NAy =0, para j # k;

(i1) Q = F© = U, Ay

(2i1) Para todo k € IN o tamanho ((Ay) € compardvel com a distancia de Ay a

F. Além disso, existem constantes ¢ e C' estritamente positivas tais que
cl(Ay) < d(F, Ar) < CU(Ag).

Demonstracao. Pelo Lema temos que F' = ¢ é um conjunto aberto e

radial. Usando coordenadas esféricas podemos escrever

R"\ {0} = {(p,0) € Ry xS" '} (2.3)

no qual p = |z| e © = £. Note que,

|| "

(p,0) € F (ou)) <= (p,®") € F (ouf),ve € S" .
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2.2 Decomposicao radial de Whitney

Denote por F; e €); as respectivas projecoes na coordenada radial da
decomposicao em coordenadas esféricas de F' e ) dada por ({2.3)), isto é,

Fy ={pec(0,00):(p,O) € F para algum (e assim para todo) © € S" '}

e analogamente para €2;. Usando temos que F} é um conjunto fechado em
[0,00), €1 é um conjunto aberto em [0,00) e £y = [0,00) \ F. Entao, usando
o} Teorema para {21, temos que existe uma colegao de intervalos (os quais
sao cubos em R) {/;}7°, denotados por I, = [ry, Ry satisfazendo as seguintes
condigoes:

() 1,01 =0, j # k:

(17)" Qy = U Iy;

(791)" Para todo k € IN, ¢(1I},) = Ry —r é comparavel com a distancia de [, até

Fy. Além disso, existem constantes positivas ¢ e C' tais que

Definamos Ay, = A, g, isto é, Ay é o anel associado ao intervalo I,, g, .
Note que, /olj NA,=0sek # j, pois caso contrério, existiria z € Ap N fij no
qual z 2 (p,0) com p € (0,00) e © € S" ! tal que p € I; NI, # 0 o que é
absurdo por (i)’

Seja z € (1, pela identificacao temos que z = (p, O©) para algum p € 4
e ©® € S". Por (i) existe ky € N tal que p € I, e consequentemente z € Ay, .
Agora, suponha que z € U2, Ay, entao existe kg € IN tal que z € Ay,. Mas,
pela identificagdo z = (p,©) com p € Q; e © € S*! temos que p ¢ Fj e
consequentemente (p, ©) ¢ F' o que implica em (p,0) € [ = (.

Finalmente, como ((I) = ((Ay) e d(F, I,) = d(F, Ax) temos por (iii)" que

cU(Ay) < d(F, A) < CU(A).
Uma demonstracao alternativa para o Teorema é a seguinte:

Demonstragao. A demonstracao alternativa para o Teorema [2.2.1], consiste

em “repetir” demonstragao do Teorema da seguinte forma:
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2.2 Decomposicao radial de Whitney

Consideremos 9y como sendo todas as 1-uplas com coordenadas em IN,
isto define intervalos I = [k, k + 1] de tamanho 1.

Dado j € Z, definindo 9M; = 299, temos que, os elementos de M, sao
intervalos I;j, = [27k,27(k + 1)]. Assim, de modo andlago a demonstragao do
Teorema |1.3.1} obtemos uma familia § C Z x IN tal que a familia de intervalos
{Ik}j.wyes satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema [I.3.1}

Por fim, para obtermos a demonstragao do Teorema basta

considerarmos a familia de anéis {4} )z definidos por
Ajp={zeR": 27k < |z| <2 (k+1)}.
|

Observacgao 2.2.2 Seque da demonstracao acima, que podemos considerar os
anéis do Teorema como sendo os anéis da familia {A;1}r)es

Observacao 2.2.3 A partir de agora, iremos denotar a projecdo na
coordenada radial da decomposi¢ao em coordenadas esféricas em (2.3)) de um

anel A, g por mi(Anr) = (1, R).

Observacao 2.2.4 Sejam F = {I;;}(jres & familia de intervalos maximais
obtida pela projecao dos anéis {A;;}(jrez do Teorema e I7, o intervalo
de mesmo centro que I;;, porém dilatado na propor¢ao v* > 1 com v*

suficientemente préximo de 1, isto é,
= k27N 1=, 2k + 277 (1 4+ 0Y).

Denotemos esta familia por F* = {I7; }(jr)ecg. Afirmamos que, existe v* > 1
tal que, se [7, € F* entao I7, intercepta no méaximo outros dois intervalos
da familia F*. De fato, sejam [y, I}, ,, I;, x, € F fixados, no qual I, € o
intervalo & esquerda de I satisfazendo I, x, N I;x # 0 ¢ I;, 1, ¢ o intervalo a
direita de I;; satisfazendo I, N I; # 0. Vamos escolher v* de forma que
o ponto final de I7, seja menor que o ponto médio do intervalo a direita e o

ponto inicial de [, seja maior que o ponto médio do intervalo a esquerda. De
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2.2 Decomposicao radial de Whitney

fato, devido escolha dos intervalos temos
20k 4+ 1) =2k e 2(k+1)= 2"k, (2.4)
Sejam mg e m; os pontos médios de I, . e I, x, respectivamente, isto é,

my = 2jtk3t + 2jt71,
my = sk 4 29571,

Entao, precisamos encontrar v* suficientemente proximo de 1 de forma que

Wik + 201 < V4 2711 — 1)
2k + 2711 + v*) < 25k, + 2071,

Segue pela primeira igualdade em ([2.4)) que

. . . 1
20ty + 201 = 20 (kt + 5)
=2t (ky + 1) — 2071
=20f — 271,

Agora, vamos escolher v* de forma que

—20t= 1 < 21711 — %),

Pela Observagao [I.3.1] temos

1 < 2t
Z X 2_J X
Dai,
: 27~1
R
Portanto, basta escolher v* de forma que
1
—— < (1=v"
(<=,
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2.2 Decomposicao radial de Whitney

isto é,

0 < e Ut < o
—— < -V v —.
4 4

Analogamente, pela segunda igualdade em ([2.4) temos
kg + 2007 = 20 (k4 1) + 2771,
Precisamos escolher v* tal que
207 (v — 1) < 2071,

Pela Observacao [1.3.1], temos

Js
L2y
4 =2

Entao, escolhendo v* tal que (v* — 1) < }1, isto é, v* < % temos

, 271 4
2]71(V* — 1) < T < 2Js— 1,

Portanto, escolhendo 1 < v* < % temos que o intervalo I7, intercepta no

méximo outros dois intervalos da familia F*, para todo (j, k) € §.

2.3 Construcao da particao da unidade associada a

conjuntos radiais

Sejam v e v* constantes suficientementes préoximas de 1 e satisfazendo
l<v<vh,

Seja I C R um intervalo. FEntao, definimos os intervalos [ e I* como
sendo os intervalos abertos I = I e I* = v*] , isto é, os intervalos IeI*sio
intervalos com o mesmo centro que I porém dilatados na proporcao v e v*
respectivamente.

Seja I; = [27k,27(k + 1)], k € N e j € Z fixados. Consideremos A; o

anel gerado pelo intervalo I;, isto ¢é,
Ajp={zeR": 27k < |z| <2 (k+1)}.
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2.3 Construgao da particao da unidade associada a conjuntos radiais

Sejam jik e I7, os intervalos de mesmo centro que [, porém dilatados na
proporcao v e v* respectivamente e consideremos /L;k e A;}k os anéis gerado
por esses intervalos.
Vamos construir fungoes ®;; que satisfazem as seguintes condicoes:
i) supp ®,x C Ajk;
i1) ;4 é radial;
i) @i =1 em Ajy;
1) (|07 k]| oo (rmy < cal(27)71.

(
(
(
(

De fato, seja ¢ € C2°(R) ndo-negativa, 0 < o <1, p=1lem [ =[-1 1]¢
supp ¢ C I. Denote por z;; = 27k + 291 o centro de I;;, = [27k,27(k +1)] e
note que, o seu tamanho é £([;;) = 2. Definamos

. [ Tig—w
pip(w) = 90<]2—]>
Temos que @; ¢ identicamente 1 em I, e supp ¢, C Ek Além disso,
Haqlu@j,kHLm(R) < Ca(2j)_la Vi e No.
Finalmente, se definirmos ®;x(x) = ¢;i(|z]), com z € R", afirmamos

que ®,; é a fungdo procurada. As condigoes (i) — (#i7) sdo imediatas. A
demonstracao de (iv) segue do Coroldrio [A.0.1]

A construgao da fungao @, pode ser feita para todos os pares (j, k) € §
os quais os anéis fechados A;; associados a estes pares decompoem o 2 do
Teorema[2.2.1] Podemos considerar os anéis dessa forma devido ao que foi feito
na Observcao [2.2.2] Dessa forma é possivel contruir uma familia de funcoes
{®; 1} (j,k)ez associada a familia de anéis {A; 1} (j.x) ez € satisfazendo as condicoes
() — (iv).

O proximo resultado apresenta uma particao da unidade radial associada

a familia {A;r}res-

Teorema 2.3.1 Seja {A;}res @ familia de anéis que decompoem o Q do
Teorema m Entio, existe uma familia de funcoes {n;k}jres satisfazendo
as sequintes condigoes:

(2)* supp njr C ﬁM C A%y
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2.3 Construgao da particao da unidade associada a conjuntos radiais

(i9)* m;x € radial;
(i50)° 3, 13 (x) = 1,V € O;
(0)* [|0“Nj k] Lo (mr) < ca(27)™ el Vo e INg.

Demonstracgao. Seja $) = ij ®; 1, no qual as ®,;’s definidas acima. Note

que se x € 1, entdo $ > 1. Agora, para cada (j, k) € § definamos n;,(x) =
@,k(

o8

Agora, temos como objetivo introduzir o espago H? ,(R™) para p > 0. Mais

. Claramente 7, cumpre as condigoes (7)* — (iv)* [

adiante, mostraremos que este espaco possui uma decomposi¢ao atomica cujo

os atomos sao funcgoes radiais.

2.4 Definicao e propriedades de H. ,(R™)

Vamos introduzir nesta se¢ao uma familia de funcoes que darao origem a
uma funcao maximal radial. A construcao dessa familia assim como a funcao
maximal radial é baseada na construcao apresentada por A. Bonami, J. Feuto
e S. Grellier em [2].

Definicao 2.4.1 Seja 7 € R" dado. Definimos C3y ,.q4(T0) como sendo a

familia das fungoes ¢’s cumprindo as sequintes condicoes:

R+r .
2 )

(i) supp » C A,r, no qual Tg € S}~ com § =
(ZZ> Tad(Rn)

(122) ¢ € Brimn)(0,1), isto €, [[ol|p1mny < 1;
(1) [|0%¢| Lo (rr) < ca £(Arr) "1, V]a| < N.

Em notacao de conjuntos

CoNrad(T0) = {p € C0a(R™) N Brigrny(0,1) = supp ¢ C Ay g, 20 € S”_l e
10%¢|| 2 (rr) < Ca £(Arg) "1, V]| < N}

Exemplo 2.4.1 Seja xy € R™\ {0} fizado. Sempre € possivel encontrar uma
familia de fungoes {®;}: C Cy aa(T0), para todo 0 <t < |xl.

De fato, seja p € C°(I) sendo I = (—3,3) com 0 < ¢ < 1 e considere a
fungio ®(x) = o(|zo| — |x]), que é radial. Definindo ®,(z) = tgo(lxo‘ =1y que

56



2.4 Defini¢ao e propriedades de H?_,(R™)

é radial, temos para todo 0 < t < |xo| vale

131 ey = /R 1®,(2)] de

lzo|+% 1 _
Loyt gy

= 15" t t

|zo|— %

1 lzol+%
< |S"_1|¥/ rLdr
|

:c0|7%

) n—1 lzo|+%
< |Sn—1|( |'T0D / d?“
|

t 350\*%

< 2" S |2
Além disso, como
& : n 13 t
supp@tCAt:{xER :|x0|—§< 2| < |$0|+§},
temos para x € Ay que |z| > |xo| — % e sendo t < |xo| seque que

(2.5)

DO | o+

t
o] > fool — 5 >

Reproduzindo o Coroldrio para a fun¢ao ®, e combinando com (12.5))

temos

ax Ca
0%®y(2)| < Fitlal”

Agora, se definirmos

, o
¢, = —1 ftl 10
c 2n=L|Sn=1 |z |7
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2.4 Defini¢ao e propriedades de H?_,(R™)

temos que || Pyl rny < 1 e

09|

cgnflygnlexo‘nfl

|aa@t| -
Ca,n

Can
tlal+n”

Assim, a familia {®+}o<i<|zo] C Coy raalT0)-

Defini¢ao 2.4.2 Definimos a grande fungdo maximal de f € D, ,(R")

rad

associada a familia CX% ,.q4(x) por

Myf(x)=sup [(f, )], (2.6)

@ECCO,ON,rad (:L')

no qual o supremo em (2.6)) € tomado sobre todos os anéis que contém o suporte

de ¢ e x pertencente ao centro do anel.

A fungio em (2.6) é radial, pois a familia CZ%,.4(-) €é invariante por

transformacoes ortogonais

Myf(Az) = sup  [(fip))= sup  [(f,¢)| = Myf(z), VAeO(n)

cpecé),ol\l,'rad(Az) @GCE,ON,Tad(‘r)

Proposicao 2.4.1 A grande grande fun¢ao mazimal My f € semicontinua

inferiormente.

Demonstragao. Para demonstrarmos que a fungao My f é semicontinua

inferiormente, vamos mostrar que, dado A > 0 o conjunto
Q={z eR": Myf(zx) > A}

é aberto. De fato, seja xo € 2, entao My f(xo) > A. Dado ¢ = % para k € IN,

existe p € C%y ,qa(T0) tal que

M f ) < )+ 2.7
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2.4 Defini¢ao e propriedades de H?_,(R™)

esupp ¢ C A, r para algum anel A, r. Como x, € Sg‘_l esendom(A,r) = IR

)

a projecao na primeira coordenada esférica do anel A, g, temos

I.r = (|zo| — p, |z0] + p),

no qual p > 0 é o raio do intervalo I, i e |zo| seu centro.

Vamos mostrar que B(xg, p) C §2. Com efeito, se y € B(zo, p) definamos
A={zeR":[y| —2p < |z <yl +2p}.

Note que, A, g C A, pois I, g C I no qual I = m(A). Consequentemente,
supp ¢ C A e como ((A) = 4p temos

1 1
é(AhR)n—Hod - Cag(]hR)n—HOd

107l < ca = Gal(A)

e assim ¢ € C2Yy ,4q(y). Portanto, fazendo k — +o0 em ([2.7) temos

My f(y) > A

o que mostra que y € {2 e isto implica em €2 ser um conjunto aberto. |

p
rad

Definigao 2.4.3 Definimos o espago HY (R™) para 0 < p < oo como sendo

/

radR") ={f €D

rad

(R") : Myf € LP(R")}. (2.8)

rad

Em H? ,(R™), 0 < p < oo, consideraremos a p-norma dada por

[/l

rad

@) = M fllLe@n)-

E claro que || - [3# (mny 86 é uma norma no sentido usual se p > 1. Porém,
como || - |lyz mny € subaditiva, podemos definir em H;,,(R") para 0 < p < 1

a métrica

p(f:9) = If = 9ll5e ey fr9 € Higg(RY).

Afirmamos que, D, ,(R™) é um subespago fechado de D'(R™). De fato,

rad

seja {fj}52, C D,q(R") tal que f; — f em Dy, 4(R") quando j — +oc. Além

rad
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2.4 Defini¢ao e propriedades de H?_,(R™)

disso, temos (f;, poA) = (fj, ¢), paratoda ¢ € C2°(R™) e para toda A € O(n).
Entao, usando o fato de que p o A € C(RR") temos

(f;po0A) = lim (f;,poA)

= lim
Jj—+oo Jj—+o00

(fi,0) = (f, )

p
rad

Teorema 2.4.1 O espago HE (R™) é um espago métrico completo.

p

Demonstragao. E claro que H, .4

(R™) é um espago métrico, pois satisfaz as
seguintes condicoes:
(1) p(f,9) =0=f=g, V[ geH (R
(i) p(f.9) = p(g, f), Y [.g € H.u(R");
(i) p(f,9) < p(f,h) +p(h,g), Y f,g,h € Hpy(R).

Sejam {f;}52, C Hp4(R™) uma sequéncia de Cauchy e ¢ € C°(R") com
supp ¢ C B(z,r). Vamos mostrar que {f;}32, é uma sequéncia de Cauchy em
D!, (R"),

Pela Proposicao temos que

(fro) = (f, ™). (2.9)

Além disso, ¢ é radial, é de classe C* e
supp " CA={y e R": || — 7 < |y| < |z| +r}.

Afirmamos que, existe 0 < & = £(¢"*) tal que e € Y ,.qq4(). De fato,

tome
1 1 1

0<e< L
maxa|<n {1|0%¢" | oo () } maxja<n {€(A)' 1} [A]

Devido a essa escolha de ¢ temos que [e0%¢™| < ¢, £(A)™" 1ol e

/ e (z)| dr < 1.

Pelo fato anterior, temos

s = Sl = I = fi oo™ < SMa(fy = i) (2.10)
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2.4 Defini¢ao e propriedades de H?_,(R™)

Seja K C R™ um compacto. Segue de (2.10) que

Ui~ Fop)l < p|K| [ Mu(s; = p@yaa
(My(fs — fo)@)Pda

N

6p|K| R”

< p(f]?fk)

— 0 ik — .

Portanto, a sequéncia {f;}32, é uma sequéncia de Cauchy em D, ;(R")
e sendo D!, ,(R") subespago fechado de D'(R"™), existe f € D, ,(R") tal que

fi = fem D, ,(R"). Agora, vamos mostrar que f € H” (R™). De fato, sem
perda de generalidade, podemos supor que

p(fis1, fj) <277

Como f; — f em D._,(R") obtemos

[(f = i 0 ‘Z frr1 = frs ) ‘ ZMN frr1 = fi) (). (2.11)

Usando o fato da norma em H%_,(R") ser subaditiva temos em (2.11)) que

1 = Fillhe gy S D Wfwwt = fullh gy S D278 <290 (212)
k=j k=j
Portanto, segue de (2.12)) que f = (f — f;) + f; € HE 4(R™). [
Proposicao 2.4.2 Se {f;}32, C H7,,(R") e [|fillwr ) — 0, entdo f; — 0
em D! _,(R").

Demonstragao. Seja ¢ € C°(B(z,r)). Entao, pela Proposigao [1.4.1} temos

<fj7 ()0> = <fj7 Sorad>7

pois as fis sdo radiais. Procedendo de maneira andloga a demonstragao do
Teorema [2.4.1], temos que
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2.4 Defini¢ao e propriedades de H?_,(R™)

(i, o)lP < (M fj(x)) du. (2.13)

e | K| Jgn

Fazendo j — 400 em (2.13)) temos que [(fj,¢)| — 0, ou seja, f; — 0 em

D;ad (Rn) : [ |
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CAPITULO

3

Decomposicao Radial de

Calderén-Zygmund

Apresentaremos neste capitulo um teorema de decomposicao radial
baseado no cléssico teorema de decomposicao de Calderén-Zygmund que pode

ser consultado em E. M. Stein [22] na pégina 101.

3.1 Decomposicao radial de Calderén-Zygmund
Teorema 3.1.1 (Decomposigao radial de C-Z) Sejam 0 < A\, 0 <p < 1
e fel (R"YNH (R™). Entdo, existe uma decomposicao f = g+b na qual

rad
b= Z(j,k)e% bjk € g sao funcoes radiais, e uma cole¢ao de anéis { A}, }(jres

satisfazendo as sequintes condicoes:

1. |g(z)] < e ¢tp. x € R™;

2. supp bjp C A%, e

/H(MNbM(:E))pdx,S/A (M f(z))Pdx;

*
gk

5. Uimes A5 = {2 € R" : My f(z) > a} e a colegd~0 {45 omes tem

a propriedade da intersegcao limitada, isto é, existe N > 0 tal que para
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

cada j e k ambos firados tem-se:

Vo e Q= #{A;, €§:v€ A} <N.

s

Demonstragao. Suponhamos inicialmente que 5 < p < 1. Sejam f €
L (R NHE (R™) e A > 0. Definamos

Q={z eR": Myf(x) > I}

Como ) é aberto e radial, pois My f é semicontinua inferiormente e radial,
temos pelo Teoremaque existe uma colecao de anéis fechados {A4; 1} r)es
tal que @ = Ugrnezdjr. Note que, dado z € ) temos que z pertence no
méximo em N = 2 anéis da familia {45 1} (jk)es isto decorre da Observagao
Disto segue que, a familia § tem a propriedade da intersecao limitada.

Portanto, o item 3. esta demonstrado. Além disso, segue pela propriedade da
j
temos = € A, para algum (s,t) € § no qual A, é um dos anéis que A;k

intersegao limitada que = U(; x)egAj 4, pois se z € Aj, para algum (j, k) € §
intercepta devido a propriedade da intersecao limitada.
Seja {n;k}(jkyeg como no Teorema isto é,
(2)* supp 1,k C gj,k C A%
(i1)* m;x € radial;
(@2)" 2 mik(@) =1,V €
()" 10 nill ) < al®) ¥, Va € Ny

Definamos

f(@)njn(x) do
Cjk = JR” e ijg = (f - Cj,k)nj,k' (31)
[ mala)da

Claramente, temos que supp b; C A%, b ¢ radial e [, bjx(2)dr = 0.
Além disso, se v € A7, existe N € N tal que > ik D, 1(z) < N pela propriedade

64



3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

da interse¢ao limitada. Entao,

() B
njx(x)de > / njk(x) dr = = dy > 2
/A;’k ’ A A 22 Pin(T) 2
Portanto,
/ nik(x)de = clAjr] = c {27 (k + 1)" — 27"k} > ¢,27", (3.2)
J.k
n—1
no qual ¢, = | ‘ Note que,
f=TIxa+ [xo
= (X mr) + Fxer
=Y (F—cipdmin+ D ciamin + fxoe
= Z bj,k + g,
no qual
9= Z ik + fxae (3.3)

Afirmamos que |g(z)| < cA q.t.p. = € R™. De fato, seja xg € 0f2 tal que
d(Aj g, 02) = d(A;, xo), pois 02 é fechado. Segue do Teorema que

d( A%, w0) < d(Ajg, o) < AL(Ajp) = 2772 m U(AL,).
Seja mi(Aj,) =I5, isto &,

J

L= (2k+2711—v"), 2k + 27 (1 +v%))
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

o~
T~
4
~—
+

=~
+

Figura 3.1: Ij’ik - j;k

e definamos I, como sendo o intervalo de centro |zo| e de raio 7, = 224 o,
oI+,
7,k

* T 1 *
Claramente, I7, C I;x, pois se r € I5; temos |r — x| < —

|7 = lzoll < [ = zju] + [[zo] — ;]
_ ) )
2 2
< L(I5) + d(Ljk, |ol)
< Vr 4 202

+ (I, [xol)

= 7

Tj.k

Seja A o anel associado ao intervalo ;. Definindo ¥, = —————
175kl 21 ()

temos que, supp U, C /Aljvk, |Vl Lmny = 1 e por (3.2)) obtemos

107 el ey = 111111 2 oy 11011l £ (1)
< 1 1
S Cangin (95)lal
< ca,n(Qj)_”_M
< Capl(Ay )Nl

) )
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

Logo, U; i € C2% aq(0) para zo € 0Q. Como f € L, (R") podemos definir
ik = (f; W) Além disso, segue do fato que W € C3%y ,.q4(70) € da definicio

de My f que

lcinl = |10 W) | < M f(zo) < A, (3.4)

uma vez que xg € 0.

Agora, se x € ) segue da defini¢ao de g em (3.3) que
g(x) = ciunin(z)
e, portanto segue de (3.4) que

|—‘chk77jk ‘ Z|C]k|77gk

Vejamos agora o caso em que = € §2°. Neste caso, segue de (3.3) que

f(x) =g(x). Sejam [ = (— 2,2)690 € Cx(I), ¢° > 0 tal que ngo Ydr = 1.
Se definirmos a funcdo ¢f(w) = T¢° > temos que 9% p?(w) = 7o 8’“
e supp ¢y C (—%,L). Além disso, ¢¢ — dy quando t — 0*.

Definamos para cada xy € ¢ fixado, xg # 0 a funcao
;10\x0]—\x| _ o
@(2) = o (F) = (ool o), 0 <t < |,
Assim, temos que supp ¢, C A; ,, no qual
. n t t
Apzy = {x e R": |zo| — 5 < |z| < |zo| + 5}

e l(Aty,) =t. Afirmamos que

||8 (I)tHLOO(]R" E(At iﬂo) 1—|a|7 O<t< |ZL'0| (35)

De fato, reproduzindo o Corolario do apéndice para ®; e combinando
com o fato que |z > |zo] — § > £ obtemos (3.5)).
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

Seja zy € Q° e g # 0. Como f € L} (R") é radial, pela Proposicao [1.4.2)
temos
(f, @) = [S"(F(r), ¢ (|zo| — 7))
=157 [ gt yeitlanl = vyt dr
R

= [S"2|(fo * ) (|zo)),

no qual fo(r) = fo(r)r"~. Fazendo ¢t — 0F obtemos

L, ) = 8" (G, )
= (8" fo(|ol)
= [S"7H |wol" ! fO(l2z0])
— |Sn—1| ‘-’Eoln_lf@?O)-
. Py(x)

Definindo @, (z) = Bl 1eT] para 0 < t < |zg| temos por (3.5) que

a T Cn, o Cn,a

Pela definicao de ®, e assumindo que 0 < t < |zg| temos que

~ 1 wol+3 1 lzo| — 7
d e — Y e B, P
/n| (ol dr = / ()

lzol—%

o] + £y / Ll -
< —pl—— ) d
( 3|$0‘ ) t tSO( t "
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

Segue de (3.6 e pelos fatos demonstrados anteriormente que a familia de

fungoes {Cft}0<t<|xo| C C3N raa(o). Portanto,

1
)n,1|8n,1’ ‘(fv (I)t>|

MNf<x0) |<f7 >| = (3’$0‘

e fazendo t — 07, obtemos

| f(zo)| < 3" "My f(0) < cac,

no qual ¢, = 31,
Para demonstrarmos 2. é suficiente demonstrarmos que, existem constantes

positivas ¢ e ¢y as quais dependem apenas da dimensao n e de p tais que:

(1) Mybjr(x) < et My f(x), x € Aj;

y 2
(i1) Mnbjr(z) < 2 Aw! A%yl x ¢ Afy,

Vamos assumir que as estimativas (i) e (i7) estejam ambas demonstradas.

Entao,

/n(Mij7k(ZE))pde‘: /* (MNb%k({L‘))pdl‘jL/( ) )C(Mij7k(£L‘))pdl'. (37)

Vamos estimar a segunda parcela do lado direito de (3.7). Com efeito,

assumindo (i7) e combinando com o Lema temos

/ (Muby ()P < EAP|AT P2 / ! dr
(AXL)e

(A*k)c I’ - xj’k‘p(n—i_l)

AP|A% | 1
7.k
Il ANV _ - 4
2|A*k| 1 p)( 4 /B(02J'—1 wye [z [P !
P’ *

A A
b 2] n—1 p(n+1)+n—1
(2_]71)( ( |S |/*2j L dT

2¢P|S™ 1] i p(n+1)>/ Ky
x

< (s
<(

2cP |S§n—1 n p(n+1) Y
sl ) [ Mgy,
.k

S

<2

DO

c

~

p(n+1)
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

o que implica em

/ (M, u(2) Pl < e, / (Mo () dz. (3.9)
(4%,)° A

*
gk

Segue de (3.7]) combinado com (i) e (3.8) que

/ n<Mij,k(x))pde‘ < Cnyp / (My f(2)) da.

*
Aj,k

Inicialmente vamos demonstrar (i). Fixe x € Aj; e seja ¢ € Cy,4a(7)
com supp ¢ C A sendo A um anel e x € Sg"l, no qual Sg“l é o centro do anel

A. Entao, pelas defini¢oes apresentadas de b, e ¢, em (3.1) temos

(b, ) < [, 0]+ Knjcin, 9)]- (3.9)

Vamos estimar cada uma das parcelas em (3.9). Com efeito, usando o fato
que |¢jk] <A< My f(x) temos que a segunda parcela a direita de (3.9) pode
ser estimada por

[(MjCirs 0] = l¢iel (s )]
/ P(Y)nix(y) dy(
Rn

< Al o /R o) dy

<A

Para estimarmos a primeira parcela a direita da desigualdade (3.9)), iremos
0AT )

definamos A como sendo o anel de centro z e tamanho 30(A}),), desta forma
temos que A}, C Ae l(A) = 0(AS )

supor inicialmente que ¢(A) > d(A,x, Q°) >

e que r € A. Para este caso
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

Agora, para |a| < N, temos

) = Y Con @) ()
1Bl+1vI=lal
<c Z cp ey (27)71Plp(A)N
B+ vI=lel
<cepe Z (V*>n+h\(Qj)f\ﬂlg(A;k)fnflvl
Bl+1yI=lel
< cey ey Z (V*)n+lvl+\6lg(14;f’k)—\ﬁlg(A;k)—n—lvl
B+ 1yI=lel
< cepeacy E(/Al)_"_ICYI

no qual ¢ = maxjs 1,<nv{Cir}, 5 = [0 njkll o), 1 = maxjgen{cs}, ¢y =
||3A’90||Loo(1an), Cor = maxlvléN{Cw} e cy = (V*)nHal‘

de que supp 1,59 C A, ||njkllLeemny < 1 e [|@|lLmny < 1 obtemos

Além disso, usando o fato

[ aaeto) e <.
o

Isto implica que njrp € CX% qa(x). Portanto, [(n;if, )| S My f(x) desde
que ((A) = d(A;j, Q°).

Caso tenhamos d(A;, Q) > ((A), basta definirmos A o anel contendo z
em seu centro e de tamanho 3¢(A). Desta forma A C A, ¢(A) ~ ((A) e sendo
40(A;j ) = d(Aj, 2°), temos

o)l =| D Caa 0 0a) ()

1Bl+1vI=la

<c Z cp ey (27)71Plg(A)~ N
1B1+171=le

<deec Z 0(A)Blg(A) ==

1Bl+1vI=lal
<12ccie ﬁ(ﬁ)_"““|
S Ay

no qual as constantes ¢, ¢, e ¢ sao tomadas como no caso anterior.
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

Antes de iniciarmos a demonstracdo de (ii) vamos realizar a seguinte
observagao:
Seja p € R;. Definindo a aplicacao X, : R" \ {0} — R" por

i
Xp(x) - mp7

temos que |X,(x)| = p. Considere ¢ € C*(R™) tal que ¥(x) = ¥°(|z|) para
alguma funcao ¢° : Ry — R. Se ¥ : R® — R ¢ uma funcao definida por
U =1 o X,, temos que

W) = (o Xap ) () = 1h(Xay () = (| Xay (2)]) = (o). (3.10)

Segue de (3.10)) que W é constante e, portanto 9*¥ = 0, para qualquer que
seja x € R™\ {0}.
Agora, vamos demonstrar (ii). Fixe z ¢ Aj; e seja ¢ € C2y4q(7) com

supp ¢ C A. Usando a propriedade de que b, tem momento nulo e denotando

Xjh = X, (1), (3.11)

temos

[(bjs )| = bik(y)e(y) dy‘

5 NA

by (9) () — (1))

I
T~ T

* NA
</ FWnie@)(e(y) — ex)r)) dy’
+ lcj, k‘) / N5k (Y) () — o(x5k)) dy‘
= |(f, njn(p — @(Xj,k)m ekl {50 © — (X)) (3.12)

Vamos estimar cada um dos emparelhamentos em (3.12)). Primeiramente
vejamos uma estimativa para o emparelhamento a esquerda de (3.12). De
fato, note que |z| & I3, supp b C gj’k C A3, e assim, temos as seguintes
conclusodes (veja a Figura [3.2):
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

[ .

LZ( Sk ]Z( ) Ij,k
I; ’ I
oy — jh + — 4

( A T

\z(f ) ik /e(i ) Ij7k
ik = — 5 @k + =
Tk ) [J,k‘
ez ;) 7 ez ;) ||
Tjk T T2 ik ’

Figura 3.2: I;; C fjk - [jfk

(1) |x| — % < 27t 4+ 0(A);
(ZZ)* ’LE‘ — Zjk = vt

Segue de (i)* que
U(A) = (2] — zjp) — 277 (3.13)
Por outro lado, de (ii)* temos

—5(—"7’" - xj’k) < -2 L, (3.14)

V*

Combinando (3.13]) com (3.14])) podemos concluir que

* ~ * ~

vt —v vt —v
(] = zn) =

((A) > VYT =CU(AL ). (3.15)

V*

Agora, vamos construir um anel gj,k tal que A}, C XM e E(A\j,k) ~ L(AS )
De fato, seja zo € 0Q tal que d(0S, Ajx) = d(xo, Ajx), a escolha de xq é
possivel, pois 0€) é fechado. Entao pelo Teorema temos

4 . N
d(zo, Aj ) < AU(Aj) = ;5( j,k) = c/( ch)

73



3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

Definindo ﬁj,k como sendo o anel com centro contendo xg e de tamanho
E(A\) = 2(c + 1){(Aj;) no qual ¢ > 0 é uma constante independente de j e k,
temos A%, C Ajx e ((Ajp) = ((A],).

(¥ — (%)r))

A5
I, k” oo ]Rn) <1, combinado com a desigualdade do valor médio, pela definicao

em (3.11)), o Lema [2.1.1] e pelo controle (3.15)), obtemos

Seja v,k = Njk e note que supp ¥ C A] k. Pelo fato de que

i) < 100 ow ey [y] = ] |A7
vri-t
<o 27)"
¢ g(A)nH( )
Cn, 27 1
X Hx‘ _xj,k|n+1 g(A\]’k)na

no qual ¢, = |SZ’_ZI| (2=2)" 1(2(0—1— 1))" € ¢n = =y Portanto,

2u*

] — 2" Cn
=™ < B
C(A k)"

Suponhamos que |a| < N. Segue da desigualdade do valor médio, do fato

de ¢ € C2% qa(7), da definicao em (3.11)), do Lema e do controle em
(13.15)), que

0 () < clAz ™S %raw<y>—aw<xj,k>|
|B]+]vI=la|

1 ¢y — Xl
Seald” D (29181 ¢( A+
Bl 1y1=lel

97 1
—1 * N
<2 viccicacsey 2] — ;" Z 0(A; g )mH1AI+N
Bl+yl=lal
97 1

||(L‘| — [Ej7k|n+1 g(;{j’k)nﬂod

-1 ~
<27 Ve catracacy

1
O(A; )mHlel’

)

S
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

no qual ¢, ¢g, ¢1, ¢, € ¢y sao tomadas como nos casos anteriores e aqui temos,

. N n+a
s = (5" e = maxyn{(z)"} e Ga = (2(Vi + 1)) :
Portanto,
| Y ‘ 1
a7l TR A% < -
_Ij’k‘nJrl

Definindo W, = 1! Yjk, temos

27

n+1
T — Tjk
/ W55 (y)| dy = / %%’Jc(y) dy
||ZL” _xj,k‘n+1 l/*2j_1

S / : 2 (A

gk

\A}krldy

I/* V* n+1
()
2 \v*—v

Portanto, redefinindo ¥, ; e combinando com as conclusoes acima, conclui-se

que V; . € C2% aq(To). Assim, usando a definigao da fungao maximal My f e
o fato de que zo ¢ Q2 temos [(f, U, )| < My f(zo) < A 0 que implica devido a

definicao de ¥, ; em

27

2] = el

[(fs ik — 0% | S A A, (3.16)

Agora, vamos estimar o segundo emparelhamento lado esquerdo de (3.12)).
Usando que ¢(A) 2 ||z| —x; x| mostrado em ([3.15)) juntamente com (3.4)), temos

eiall(mias e = ol <A [ iao)ely) ~ w0l dy

A;,k
<A /Ich —Z(;l)ii’ﬂ r"tdr
*)j—1
Al
<\ 2—j|A;,’k|'

N E o ke

<\
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3.1 Decomposigao radial de Calderén-Zygmund

Portanto,

27
; — ; <SA—F A%, ] 3.17
|<7]],k7 2 @(Xj,k)>| ~ ||ZL’| _ xj,k|n+1| ],k’ ( )

Seguem das estimativas (3.16) e (3.17) que

27
Mij,k(OC) S )‘—’A;,k|7

N [ B ¥ e

como queriamos demonstrar.

= n
3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 5

Assim como mno caso classico, para demonstrarmos o teorema da
decomposicao radial de Calderén-Zygmund para o caso 0 < p < 5 €

necessario melhorarmos a estimativa

Mnbjr(z) S Aw|f4j,k|a x ¢ Al (3.18)
a qual obtemos no caso 5 < p < 1, pois esta nao ¢ suficiente para
demonstrarmos o teorema quando 0 < p < —=—=. Isto serd feito modificando a

n+1"
definicao inicial das fungoes b;;’s de modo que as novas funcoes b;;’s tenham

uma condicao adicional de momento, isto é, as funcoes b;;’s devem cumprir

/ belap(a) dr =0, (3.19)

para todo “polinomio” p(x) = p°(|x|) em que p° é um polinémio em R de grau
menor ou igual a N, = {n (]lo — 1>J . Obteremos a condi¢ao de momentos nulos

em (3.19)) a partir de

/ b5 1 (r)p°(r) r"dr =0,

no qual b;’k(|x|) = b;r(x).
= mn
Antes de apresentarmos a demonstragao para o caso 0 < p < ;15 vamos

apresentar algumas defini¢oes e resultados que nos auxiliarao na demonstracao.
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

Seja {n;r};res a particio da unidade construida no Capitulo 2.
Lembrando que a particao {n;x}jrez satisfaz as seguintes condigoes:
() mie() = n3([]);
(1) supp mjx C A% = {z € R™: Vk+2711—v*) < |x| < 2k+277Y (140},
(7d1) kS n;k(z) =1, para todo x € €;
(iv) |0°0; k]| oo (mry < ca(27) 7121 Além disso,

supp 75, C I7), = = (2k+27711 = v*), 27k + 2771 (1 + vY))
e ((I;) = 2'v*. Denotando por x =7 -w para r = |z] e w € S", temos

|07, (r)| = [958 (r - W)

= ‘ Z ONk(r-w

laf=r

Z 0% (@) ]

laf=

< co(2)77, (3.20)

no qual w® = H?le;lj, a = (a,ag,...,q,) e w = (W1, wo,...,wy,) € S"L
Em adicional, usando o fato de que a familia {A;k}(jk)eg possui a propriedade
da intersegao limitada, temos

/,

ny(@) de > / nya(@) d

7,k Aj,k
.
— ]7k( ) d.ﬁU
Aj,k Z(] k)e]: ¢] k( )
|Ajir|
2
Z Cn (2j)
no qual ¢, = 5" consequentemente, usando o fato de 7, 5, ser radial obtemos
/ n?vk(r)r”_ldr > c(29)™. (3.21)
Tk
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 15
Definindo
-~ _ Uq,k(w)
o) = 2 3:2)
/ n;,k(r)r”_ dr
I*

7,k
temos por (3.22)) combinado com (3.20)) e (3.21]) que

1007 4ll13 < ) e [ )i <A (329

I*
gk

Seja H = LQ([;k,@j,kr”_ldr) o espaco de Hilbert munido pelo produto

interno

(foghw= | Fr)g(r)n®;,(r)rtdr

I;,k
= <fa§7:/\bj,k Tﬂ_l)
= <fa§7’7voj,k>7’"*1dr-

Considere Hy, o subespago de H formado pelos polinomios em R de grau
menor ou igual a N, = Ln(% — 1)J, referente ao espaco Hy, temos a seguinte

proposicao.

Proposicao 3.2.1 Se q € um polinomio em R de grau menor ou igual a N,

entao
10 )l oz, < cal(Lip) Nalln, V€ Ha, (3.24)
Demonstragao. Inicialmente observamos que
r(t) =)t + 2k + 27 (1—v) el < tel=(0,1). (3.25)
Além disso, temos para k > 1 e do fato de r(t) € I}, que
r(t) > (L)t + 2 (1+ %(1 —v) > UL VEe (3.26)
para v* > 1 e suficientemente proximo de 1. Quando k£ = 0 basta definir
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

r(t) = 297 1%(1 + v*) e proceder de modo anélago as contas que serao feitas a
seguir. Combinando ([3.25)) com ([3.26]) obtemos

r(t) =2k -2 1 =) =I5t <r(t), Viel. (3.27)
Definamos a funcao

Bia(0) = (R riulr(0) (3.29

Note que, ¢, € C(I) e que quando o parametro ¢t percorre o intervalo I a
fungao r(t) percorre o intervalo I3, e supp 75, C I;,. Consideremos o espago
de Hilbert H° = L*(I,¢;,t" 'dt). Se HY, € o subespaco de H° formado pelos

polinomios de grau menor ou igual a N, entao

101! Pl Loy < Clo 1Pl 22ty nrarys VD € HY, . (3.29)

O controle em (3.29)) segue do fato que em espagos normados de dimensao
finita a seminorma é controlada pela norma.
Agora, vamos demonstrar (3.24)). De fato, se definirmos

p(t) = q(r(t)) (3.30)
temos da defini¢ao que
O p(t) = £(15,)" 0 (r(1)) (3:31)
e, consequentemente, combinando com obtemos que
10 pll ey = €100} | e - (3.32)

Por outro lado, temos por (3.27) que fazendo a mudanca de variaveis r =
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p <

n+1

r(t), obtemos

/0 p2 (t) ¢j,k<t) t"dt = |(Z]*)n /O qz(r(t)) 77;}{(74(25)) 1t
0 =22

|A | I q2 (T) n_;'),k(r)rn_ldr7
K r

o que implica em

1

P22 (15 im0y < 73 / )0l e(r "_1dr)2. (3.33)
| &l Jr
Combinando a segunda estimativa em (3.23|) com (3.33]) obtemos que

||p||L2(1,w],ktnfldt) < (/ ¢ (r) 7];,?(7“)7””_1%)2. (3.34)
7,k

Finalmente, se combinarmos (3.32), (3.29) e (3.34)) nesta ordem, temos

1011 q ez oy = C(L5) ™M IO Pl oo

< ot UL ) ™MDl L2105 rm- 1)

1

<au (50 [Pl ar)

Jk

= o (L) gl

Portanto,

1011l ooz ) < cra €0L52) ™ Nl

|
Agora temos todos os ingredientes necessarios para obtermos a demon-

N N B
stracao do Teorema m para o caso em que —x— < p <

Demonstragao: Seja B = {eg, e1,..., ey, } uma base ortornormal de Hy,
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

e complete-a a uma base ortonormal de H. Assim, toda u € H se escreve como

u= Z(u, 1)y €.
1=0
Logo, o operador projecao P : D, ,(R™) — Hy, é definido por

rad

Np

Pin()(r) =D (f ennelr). (3.35)

=0

Note que, P;j ¢ uma extensao do operador projecao H — Hy,. Seja ¢,

definido como sendo o tinico polinomio em R tal que
(f*=Span=0, YqgeHy, (3.36)

Agora, estendemos radialmente ¢;(x) = 5, (|z[). Afirmamos que para a

nova funcao
bjs = (f = iw)njk (3.37)
as seguintes estimativas sao validas:

lcjk(@)njk(z)| <cX, qtp.ozeR" (3.38)

IMubjr(z)| < cMnf(z), x€Aj,. (3.39)
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

Vamos demonstrar primeiramente (3.38)). De fato,

¢jk(x) = G (lx])

= [ )P fal) 0 (r)r" dr
<f° P(-, |2]) 1% i) rm-1ar

no qual P(r,|z|) = Zz  er(r)ey(Jz]) é um polinémio em r para cada 2 fixado.

Agora, o objetivo é demonstrarmos que
102 (P )2 1) ey < g €(55) 1, (3.40)

uniformemente em z. Uma vez provado (3.40)), podemos em seguida estender
radialmente P(-,|x|)n°;;, e assim obteremos uma fun¢do a qual pertencerd a
familia C2% ,,4(T) com T a ser escolhido em 0f2 e, consequentemente, vamos

conseguir provar ([3.38)).
Vamos provar (3.40]). Segue da Proposicao que

1811 P (-, |2 )| ooy < ctal(T3) NP, L)) a4
< C|a|€(jj*,k)_|a| Ogllax |€l||Loo (I} Z ||6[||H

< BuglT3) 7

Portanto,

1P (- 2Dl ooy < Cag€L54) 7 (3.41)

Combinando (|3.23]) com (3.41]) junto com a regra de Leibniz obtemos (|3.40)).
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

Agora, estendendo radialmente 1 (y) = P(|yl, |z|)7%:(ly|) temos

10°Y° | oo rr) < Ca z(A;,kr“—la‘ e supp 7 C A%, (3.42)

no qual a estimativa em ¢ uniforme em x. Procedendo de modo analago
ao argumento usado nas paginas [65 a[66] podemos escolher T € 9 e construir
um anel A de modo que A}, C A com T pertencente ao seu centro e ((A) ~
(A3 ). Disto segue que, se T ¢ (2 e usando a Proposicio (L.4.3), existe uma

constante ¢, > 0 independente de j e k tal

el (f,4°)]
Cp MNf(E)
Cp A

|Cj,k(x)77j,k(x) |

NN N

Agora vamos provar (3.39). Para isto, fixe ¥ € A}, e seja ¢ € C2%,4a(T).

s

Entao, pela definicao da funcao b;; dada em (j3.37)) temos

[(jks )| < (o) + [cin, niwe)| = 1 + Lo (3.43)

Vamos estimar cada uma das parcelas em ([3.43)). Para estimarmos I;, basta

observarmos que 7, ¢ € C3% ,.4(%) €, consequentemente,

(fymiee)| < My f(2). (3.44)

Para I, usamos primeiramente (3.38), em seguida o fato de que x € A7, e

obtemos que

[{¢jk Mk} < / e @nr@lle)ldy < en A < caMyf(x),  (3.45)

Aj,k

no qual ¢ > 0 é a constante dada por (3.38) e é independente de j e k.
Combinando ((3.44]), (3.45)) com (3.43]) obtemos

Mpybjp(z) S cMpyf(x), € A, (3.46)
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

Por fim, para a conclusao da demonstracao do teorema no caso 0 < p < =T

basta provarmos que

(2
Hx| j’k‘n+Np+l

[(Mnbjn(z)] < ¢ [ ATkl o & Ajg (3.47)

pois uma vez provado ([3.47) e combinando com (3.46|) obtemos
/ (Mpbj(2))Pde < / (My f(x))Pde.
n ;,k
De fato,

/n(./\/lej’k(x))pdx = /*. (Mij’k(x))deE—l-/ (Mij’k<$))pdﬂi. (348)

(A7 )¢

Vamos estimar a segunda parcela do lado direito de (3.48). Com efeito,

assumindo (3.47) e usando o Lema temos

) 1
) * (Np+1
[ Msba@ris < o p@p s [ s
(A% L) (A3 1) 3k
)\p\A | . 1
J (Nerl) -
p|IQn—1 n p(Np+n+1)
<2(: |S |(v ))\p]A
(N, +n+ 1) —
20P S" 1 n p(Np+n+1
( i ) / N d
QCp|Sn 1| n p(Np+n+1) p
d
< (N, +n+1) ) A MNf “
o que implica em
/ (Mpbj(z))Pde < cnyp/ (M f(z))? de. (3.49)
n A

*
gk
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

Segue de (3.48) combinado com ((3.46)) e (3.49) que

/ (Mnbji(x))Pdr < Ew,/ (Mpy f(x))?dx.
n A;,k

Agora vamos demonstrar (3.47). De fato, sejam x ¢ A%, e ¢ € Cy ,04(7)
com supp ¢ C A, x pertencente ao centro do anel A e p(z) = ¢°(|z|). Seja
Py, o polinomio de Taylor com resto de Lagrange de grau IV, centrado em

da fungao Ry 3 w — ¢°(w), isto é,

1Bl ofn..
(w) = Z &”Tﬁ—W(w — 2;0) % + Ry, 41 (w),

|B|<Np
NS
P

=Pn, ()

/

em que Ry, ;1 € o resto de Lagrange, dado por

anrt00(0,)

(N, + 1)! (w =)™ (3.50)

Ry, 1 (w) =
para algum 6, € [z, w] = tz;, + (1 —t)w para t € [0, 1]. Note que, de ([3.50)

e supondo w € I7, temos

00 Ry, ()] < O, D |05 (0101 (w — )|
181+ hyl=ad

1 i\ Np+1-7]
< O, Z {(A)NpF1+nt|f] (2) !
|Bl+1v|=]e

1 '\ Np+1—|y|-|8
<Cn, Z g(A)NerHn(Q]) o=
|81+ 7=l
(2j)Np+1_‘O‘|

O(A)Npt14n?

< Ch, (3.51)

no qual a constante C'y,, > 0 depende apenas de IV,,. Consequentemente usando
as estimativas em ([3.20)), (3.51)) e fazendo uso do mesmo argumento que prova
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

(3.15), temos que ¢(A) 2 |v — x| com v = |z| e obtemos a estimativa

(2j)Np+1*|a‘

|at] PTG

105 (B, 1 (w)ng i (w))] < O,

(3.52)

no qual Cy, o) > 0 € uma constante independente de j e k. Por outro lado,

(bjks o) = 8" (B 4, 07 (r) 7 71) = IS" ] {5, Py (7‘)7"”_12

:O
= 18" (7, By s — (G R udenctar). (3:59)

|’U _ :Cj,k |n+Np+1

Definindo ((w) = Ry, 1(w)ng,(w) e Y(w) = c((w) @y no qual
¢ > 0 é independente de j e k, obtemos

|01 (w)] < cl(Af,) "1 e supp ¥ C A (3.54)

Escolhendo T € 0f) como feito na pagina [65, podemos construir um anel
A tal que A5, C A com T pertence ao seu centro e £(A) ~ ((A7,). Por fim,
estendendo radialmente 1 (y) = 1 (|y|) e usando a Proposicao temos

. . . (Qj)n—i—Np—i-l
|<f ) RNp+1 77j,k>T"*1dr| = |<f ) ¢>T"*1drl | ntrd+1
v — Tkl

<2j>n+Np+1

= Cn|<fa ¢O>|

]U _ xj7k‘n+Np+1
<2j>n+Np+1

g CnMNf(f)

(Qj)n+Np+1

v — | HNe 1

<cp A

|0 — @[NP

consequentemente,

o o (Qj)Nerl *
|<f ) RNp+1 7]j,k>7“"_1d1“| <6 A |U —_ xj,k:|n+Np+1 |Aj,k" (355)

86



3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

Usando as estimativas (3.38) e (3.52)) otemos

1(c%,, R ° Vpn—1gr| < cp @) | A%, |
7,k Np+177]7k: rn—ldr| X Cn "U — xjk|"+Np+1 gkl

(3.56)

Por fim, combinando ([3.55)) e (3.56|) obtemos a partir de (3.53) que

@yt
H:L.’ — xj7k|n+Np+1

Mpyb; () < cA | Akl o ¢ Al

Observacao 3.2.1 Seja f € H
localmente integrdvel. Entao, valem as sequintes estimativas:

(Z) MijJg(l’) § MNf(x), T e A]k;

P J(R™) uma distribui¢ao nao necessariamente

(2

[l2] = e+t

i) [ Myba)Pdr S [ (Muf)yds

(ZZ) Mij,k(JT) S cA

(2j)17\/p+1

|| — a2 | Vot

(iv) [Mnbjr(x)] < cA Al @ ¢ Ajy

As demonstragoes dos itens (1) — (iv) requer que troquemos algumas
integrais na demonstragao do Teorema[3.1.1] por emparelhamento com fungoes
testes. De fato, se 25

de suporte compacto b = (f — ¢jx)n;k no qual sua agdo em fungoes testes
© € CX(R™) € definida por

<p<1ef uma distribuicao, definimos a distribuicao

<bjk7§0> <f77]k;> Cj,k(ﬁj,k,(P)a

no qual ¢ji = (f,n;6)l175x le(an)' Usando o argumento andlago ao feito nas
pdginas @ a @ temos |c;x| < A. Agora, usando argumentos andlagos aos
usados nas pdginas [69 a [76, obtemos as conclusées (i) — (iit) listadas acima

para a distribuicao bj .
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3.2 Demonstragao do caso 0 < p < 7y

Agora, se 0 <p < 75 definimos
CjJC(x) = <f0’ P(" |I|) ﬁj,krn_l%

no qual P(r,|z|) = Zfi”o el(r)el(|x]) é um polinémio em r para cada x fixado.
Note que o0s e;’s sao os elementos da base B da pdgina[80. Procedendo de modo
andlago ao feito nas pdginas[80 a[87 obtemos (iii) e (iv).
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CAPITULO

4

Atomos Radiais e Decomposicao
A . p
Atoémica de H,_(R")

O objetivo deste capitulo é apresentarmos uma decomposicao atomica

ra(R") para 0 < p < 1 no qual

HP (R™) é o espago de Hardy radial definido no Capitulo 2.

rad

radial para as distribuicoes no espaco H

Antes de apresentarmos os atomos radiais e o teorema de decomposicao
atomica radial em questao introduziremos alguns resultados preliminares.
p n 1 n\ A p n
41 H (R")N L, (R") édenso em H, ,(R")

O objetivo desta segao é demonstrarmos que o espaco H?_ (R™) N L}, (R")
p

P 4(R") para 0 < p < 1. Este resultado nos proporcionard uma

é denso em H
maior facilidade para demonstrarmos o teorema da decomposi¢ao atomica.
Para isto precisaremos do seguinte resultado.

Proposigao 4.1.1 O espago H! ,(R") € denso em HE_,(R"), para 0 < p < 1.

rad rad

Demonstracao. Seja f € HP (R") (ndo necessariamente localmente
integravel). Consideremos b, = (f —c¢;x)n;, como na Observagao |3.2.1, entao
bjr ¢ uma distribuicao com suporte compacto. Assim, o emparelhamento de

bj, com a funcao constante c¢(z) = 1 a qual é C*(RR"), estd bem definido e
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4.1 HP (R™) N L. (R") é denso em H? ,(R™)

consequentemente, obtemos
(bjk,c) = 0. (4.1)

Por (iii) da Observagao m temos que, a série » ., b;x pertence a Hy,,(R"),
pois usando o fato de {A;,k}(ﬂf ez ter a proprledade da intersecao limitada e a

subaditividade da funcao p +— sP temos

HZ j.k W (R CZ”bJ,
¢ Z / M)y

Sc /jkA* (M f(z))Pdx

P (R™)

e [ (Mug@)rds =117y

Portanto, definindo b=}, b; s temos que g = f —b= f — 3., b estd bem
definida e g € H?_,(R™).

Afirmamos que

(A* yrtl

tpo.xzeR”
)+ (o] — apyrtt TSR

./\/lNg(x) < CMNf( XQC +C)\Z A*
7.k
no qual
Q={zeR": Myf(zx) > I}

Consideremos incialmente o caso em que z € 2°. Entao, pela definicao da

distribuicao g temos

Mg < Myf+) Muybis

gk
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4.1 Hmd(IR”) N Lloc(]R”) é denso em ’Hmd(R”)
Para z € Q° temos que ||z| — ;| = é(Ag,k) o
| — 28] = |zl = zjnl | 7] — @]
Jik 9 9
1 *
= 1(||$| — il + L j,k;))' (4.2)

Portanto, combinando o item (ii) com (4.2]) temos

(A5,

+ |z = 2kl

Mug() < et M f(w)xor(w) + cQAZ @)
jk:

Agora, fixemos = € Q. Entao, existe (jo, ko) € § tal que x € Aj x,. Vamos
dividir a particao {A;‘k}jk em duas partes: uma parte em anéis “préximos”
a qual denotaremos por P e uma outra parte em anéis “longes” a qual
denotaremos por L. Por anéis “préximos” entederemos como sendo os anéis
da familia {A%,};res tais que A5, N A%, # 0 e entederemos como anéis

= 0.

Note que, existem apenas dois anéis em P independente de x, tais que

AL

jo,ko

Jo,ko

“longes” como sendo os anéis da familia { A}, }(j ez tais que A5, NAZ =

# 0, pois a colecdo {A], }(jres tem a propriedade da intersecao
hrnltada.

Podemos escrever a funcao g da forma
9= = _bix) =D bk
P L

Para os anéis em L temos por (i7) da Observacao que

K(A* )n+1

[|2] = @+

Mpyb;p(z) S A
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4.1 HP (R™) N L. (R") é denso em H? ,(R™)

a4 ]’“) temos

pois © € Ajox, ¢ z & Aj,. Além disso, como |[x| — z;5| >

consequentemente que ||z| — ;x| 2 (0(AF,) + [|2] — z;4]) e, portanto

A* )n—i—l
My b)) A Gy e = 49

Analisemos agora os anéis em P, para isto escrevemos
f— Z bjr=1Ff— Z ik + Z CikNjk = h+ Z CikMj ks (4.4)
P P P P

em que h = f — > fn;x Afirmamos que Muyn;i(z) < 1. De fato, sejam
P

T € Ajy ko © ¢ € COy paa(). Entdo,

(M), )1 ‘/ k(1Y) (y) dy| < (4.5)
e, como (4.5)) vale para todo ¢ € C% ,.q4(7), temos
Mpyn;e(z) < 1. (4.6)

Usando o fato de que |¢; x| S A na segunda parcela em (4.4)) junto com (4.6]),

temos

(M D cimmn) () < 3 lesal (Mama) (@) < €A, (47)
P P
pois a quantidade de anéis em P os quals tem-se A7, N A7 # () ¢ finita.
Vamos agora refinar a estimativa ([1.7), para isso, se © € Aj ,, temos que
(A
@] = Zjo ko | < (JTO'“O e, consequentemente,
3 ax
U Ao ko) + 112 = Tjoko| < SUAGy 1) (4.8)
e
2 1
(4.9)

< .
Sg(Ajo,ko) E(A;k() k‘o) + ||I| - ij)kO
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4.1 HP (R™)N L, .(R™) é denso em HY (R")

rad rad

Combinando e (4.9) temos

1 3" 3"

< . < .
CAG ) 20U A k) + ] = @)™ 22| — o o™

(4.10)

Aplicando (4.10) em ([£.7) obtemos que

E(Afo,ko)nJrl €<A>ﬁo,k0
(MN gcj‘7k'l7j7k> (LU) < C)\W < Co A\ J

jo,ko " ||I| - $j07k0|”+1'

)n+1

Para finalizarmos a demonstracao da afirmacao, inicialmente devemos estimar
Mpyh(zx). Para isto, seja ¢ € C2%y ,.qa(7), supp ¢ C A sendo = pertencente ao
centro do anel A e tal que [|0%p|| oo mn) < cal(A)10

Suponhamos inicialmente que €(A) < co d(Aj, k. $2°) para algum ¢y > 0.

Note que, se y € A entao

(A
Il = 000 < ol =[]+ ] — g0 < (g + 1) (C2mD) gy

o que implica em y € A7 , . Portanto, A C A4} , e como 1 — Y pnik=0em
A

ke Segue que (h, o) =0 < A

Agora, se ((A) = cod(Ajg ko, %) = col(Aj, k) consideremos xy € S tal que
d(zo, Ajoky) = d(0K, Ajy o). Segue do Teorema [2.2.1] que £(Ajy k) ~ (A, k)
para ¢ = 1,2 desde que A;, i, intercepta Aj; , somente na fronteira.

Vamos estimar cada uma das parcelas
P

Procedendo de modo andlago ao caso feito em (i) do Teorema nas
péginas [69 a [71], temos

E(A* )n+1

Jo,ko
||:L“| — Ljo,ko |n+1 7

MNh(ZL‘) 5 A 5 A x e Ajo,k?O'
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4.1 HP (R™) N L. (R") é denso em H? ,(R™)
Agora, vamos mostrar que Myg € L*(R"™). De fato,
A*k)n—H
Mnyg(x)dr = /\/l x)dr 4+ cA / J: dx
e 99 vl 2 ), T+ el =l

<c) A x) dx

< Jzk’ k‘""/QCMNf()

A Y Al + [ (Maf () (M (@) 7 o
Gk e

< eNQ|+ Al‘p/ (M f(2)Pda < oo,
pois f € Hyq(R") e >, [Ajx] =[] < oo
Por fim, consideremos ; = {z € R" : My f(z) > 2'}. Note que,

ﬂQl ={zr e R": Myf(z) =+o0}.

lez

Entao, usando o fato de My f € H? (R™) temos

rad

1
\Ql\:/g da:<§ ]/\/le( )Pdx =2~ leH (B — 0, (4.13)
l
quando [ — +o00.
Pelo que foi provado anteriormente temos b* = > ik bj . bertence a HY (R™)

e temos que g' = f — b; estd bem definida e pertence a H!_,(R™). Além disso,
usando o fato de { A%, }(jreg ter a propriedade da intersegao limitada e (4.13),
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4.1 HP

rad

(R™) N L}, (R™) é denso em H”,

rad

(R™)

obtemos
“bl||§ifad(R") - /]RH(MNbl(I))de
< [ Mt
gk 7R
<CZ/ (M f(z))Pdz
ik (A5

< C// (My f(z))Pdx
Uj,k(Aé',k)*

=/ / (Mn f(x))Pde — 0
)

quando [ — +o0.
Afirmamos que ¢' — f em H” (R™), quando [ — +oo. De fato,

rad

||gl - f”HzT)ad(R") = || ZblH'Hfad(R") — 07 [ — +oo.
7.k

Portanto, H} ,(R") é denso em H? (R™). [

rad rad

Teorema 4.1.1 H! ,(R™) c L'(R"™).

rad

Demonstragao. Fixe f € H} ,(R™). Seja z € R"\ {0} e definamos

rad

e p———EL

|Sn—1||m|n—1t t

no qual ¢ € C2,4((—3,3)) com [@(z)dr = 1. Note que, B} € Cy ,qq(2)
desde que 0 < t < |z| e a demonstracao desse fato decorre do Coroldrio

Pela definicao da funcao maximal My f temos

(f,®)] < Mnf(z) = . [(f, ®7)| dx < . Myf(x)dr < oo. (4.14)

Segue de @.14) que Fy(z) = (f ®7) pertence ao espago L'(R")
uniformemente em ¢ > 0 e ainda por (4.14]) podemos extrair uma subsequéncia
{F, 152, a qual é limitada, pois {F;};»0 ¢ limitada devido a (4.14f). Pelo

teorema de Banach-Alaoglu (vide [3], Teorema 3.16, pagina 66), existe uma
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4.1 HP

rad

(R™) N L}, (R™) é denso em H”,

rad

(R™)

subsequéncia de {F}, }52, a qual também denotaremos por {F} }32, e uma

medidade de Borel p tal que

lim Fy(7)g(x) dv = /n g(x)du, Ygely(R"). (4.15)

Jj—r+oo R"

Em particular, segue de (4.15) que

lim Fy()¢(x) dr = . o(x)dp, V¢ e Cr(R"). (4.16)

Por outro lado, devemos ressaltar que, se definirmos

o) = ()

|wntt t

||

temos que ®%(w) = (p,")°(w). Consequentemente, pela Proposigao m
obtemos que

Fiy(@) = (£, 7)

1 - _
= e 7 )
1
-

= (i Foe e, ) (),

‘:L-’nfl

(%0, (Ja| =)™

emquefoifo-(eg(r)ir”*16r>0.
Afirmamos que {F} }52, converge para f em D'(R"™). De fato, fixemos

¢ € C°(R™) e combinando as Proposigoes|1.4.1|e[1.4.2|e[l.4.3|respectivamente,
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4.1 HP

rad

(R™) N L}, (R™) é denso em H”,

rad

(R™)

temos que

lim <th,¢> = lim <th7¢Tad>

Jj—+oo Jj—+oo

=[5 lim (Fg, (& () )

o0

= [S"!| lim FY (r)(@ ) (r)r~ dr
j—+oo Jg 7

= |S"_1| lim (fo * Sptj)(r)wmd)o(r) dr
J—+o0 0

= (8" lim (fox@r,) % (¢7)°(0)
= (8" lim_fox gy, * (67)°)(0)
= (8" 1im_(f°, [y, * (¢7)](r))

= [S"H(f°, (¢7)°(r)

= 8", (67 ()
= (f,0")

= (f,9).

Usando a convergéncia de {7}, }32, para f em D'(R") com a igualdade em
(4.16]), segue que f = p em D'(R"™) pela unicidade do limite. Pelo teorema de
Lebesgue-Radon-Nykodyn temos que, existem medidas u, e us tais que

1= fla =+ fls (4.17)

sendo p, < dz e ps L dr e além disso, existe uma tinica h € L*(R") tal que
wa(€) = /h(:v) dx, V& mensuravel. (4.18)
£

Afirmamos que u, = 0. De fato, para provarmos essa afirmacgao, basta

provarmos que

X =0= pu(X)=0, VX mensurdvel. (4.19)
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4.1 HP (R™)N L, .(R™) é denso em HY (R")

rad rad

Seja X um conjunto Lebesgue mensuravel qualquer. Como pus L dx, temos
que existem conjuntos A e B ambos Lebesgue mensuraveis tais que R" = AUB,

ws(B) =0 e |A] = 0. Disto segue que |[X NA| =0, ps(X) = us (X NA) e

() = XA = (XA = [ ) do = (X 0.A),
XNA
Vamos demonstrar (4.19)). De fato, sem perda de generalidade, suponhamos
que p seja uma medida positiva, uma vez que os mesmos argumentos que
faremos a seguir podem ser usados para as variagoes positiva e negativa de p,

ut e pu~ respectivamente. Pelo fato de que p é uma medida regular, temos
w(X) = sup{p(K) : K C X compacto}. (4.20)

Assim, para concluirmos sera suficiente mostrar que, se KC é compacto
com |[K| =0, entao u(K) = 0. De fato, seja L C X compacto e consideremos
{152, € C°(R™) satisfazendo as seguintes condigdes:

(1) 0<Y; <1, VjeN;
(i) 1»; = 1 numa vizinhanca de K, para todo j € IN;
(i13) ¥; — xx, quando j — 4o00. Em particular, pelo teorema da convergéncia

dominada, temos

lim [ 4j(x) dp = p(K).

J=+© JRjn

Segue de (i77) que dado € > 0, existe ko = ko(¢) tal que
u(K) < ] bu(x) du’ Ve, Yk ke (4.21)
Rn
Por (4.15)), temos

lim Fy (2)Yp(z) doe = . Ui () dp. (4.22)

J=+0o Jjn

98



4.1 HP

rad

(R™) N L}, (R™) é denso em H”,

rad

(R™)

Pela convergéncia em (4.22)), temos que, dado € > 0 e fixado k > ko, existe
Jo = Jjo(e, k) tal que

‘ R» Yel2) d#’ S ’/n Fy (2)ve(x) dz| +€, ViZ jo. (4.23)

Combinando (4.21f) com (4.23) temos que

u(K) < ‘/ Fy (2)y(z) da:‘+25, Vi > jo. V= koo (4.24)
Portanto, segue de (4.24])) combinado com (4.14)) que

() < My f(x)(x) de +2e, VEk = k. (4.25)
R'n

Fazendo k — +o00 em (4.25)) e usando o fato de que |K| = 0 temos
w(k) < 2e.

Isto prova que p(K) = 0 e consequentemente mostramos que vale (4.19)).

Logo, para todo £ mensuravel temos

u@%ZM@%ZAh@M%

ou seja, du = hdx. Usando o fato de que f = g em D'(R™) temos que, dada
¢ € C°(R")

(f.6) = () = ¢mw=/h@wwm:ww
.

n

Portanto, f € L'(R™). |

Corolario 4.1.1 O espago HY ,(R™) N L}

rad Le(R) € denso em HY
0<p<l1

rad

(R™), para

Demonstragao. Segue diretamente da Proposigao e do Teorema [4.1.1
|
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4.2 Atomos radiais

4.2 Atomos radiais

Antes de apresentarmos o principal resultado desta tese, vamos introduzir

o conceito de atomo radial.

Definigao 4.2.1 (dtomo radial) Sejam 0 < p < 1 e ¢ € [1,00] N (p, 0].
Uma fungao a € LY(R"™) é chamada de HYL(R™)-dtomo se satisfaz as sequintes
condicoes:

(i) A funcao a € radial;

(i1) supp a C A, sendo A um anel em R" ;
11
(#ii) [lall Lany < [AJ777;
(iv) / a(z) |z]?ldz =0, V]a| <N, = Ln(% - 1)J

Rn

p

P 4(R™)-dtomo ao invés de denotarmos

Quando g = oo denotaremos por H

p7m
rad

por HE>(R™)-dtomo, devido a simplicidade de notagao.

Exemplo 4.2.1 Sejam 0 < p <1, ¢ : R — C uma funcdo nao identicamente
nula, suave e tal que supp ¢ C I = (r,R) e 0 < r < R < oo. Definamos
@ = ") (k-ésima derivada da fungdo @) para algum k > N,+n—1, no qual k
€ um inteiro positivo. Usando o fato de que supp ¢ C I, integracao por partes

e sendo | € IN tal que | < N, temos
1
/ oW (1) Py = / O () Pt
R 0
1
=({l+n-1) / e () P24,
0

Repetindo o processo acima k-vezes e usando os fatos de que supp ¢ C I,
k>N,+n—1el <N, temos

/ a(r)r ™ tdr = 0.
R

Por fim, estendendo radialmente a e definindo

a(x) = a(lz])(all gy | Arrl») 7,
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4.2 Atomos radiais

temos que a € um HY (R™)-dtomo.

Teorema 4.2.1 Sea éum H? ,(R™)-dtomo, entao a € HY ,(R™). Além disso,

lallzr @mny S 1.

Demonstragao. Seja a um HP(R™)-atomo. Entao, existe um anel A tal que
supp a C A.

Sejam %1/* > v > 1 como no Capitulo 2. Vamos mostrar que
/ (Mya(x))? de = / (Mpya(x))? dx +/ (Mpya(x))? dr < oo,
n Av* ( V*)c

independente de a.

Sejam x € A", ¢ € C2% yaa(), supp ¢ C A e z pertencente ao centro do

anel A. Entio
=] awewa
ANA

< lallz=qan) /R o(y)] dy

< lal| Loy
1
<

A"

Portanto, pelo Lema [2.1.2] e para 0 < p < 1 temos

P dr ‘ ) K
| Myatoyyrds < o< 0y (4.26)

Sejam z € (A" ) e p € CCde(m). Procedendo de modo analago ao que
foi feito na paglna.temos que €(A) > ||z| — |z4l|, no qual |z 4] é o centro do
intervalo Iy = m(A) e A o anel tal que x pertence ao centro, supp ¢ C Ae
|0%p] < ¢4 E(//l\)*"*w. Fazendo a expansao de Taylor com resto de Lagrange

para a funcao Ry 3 w — ¢°(w) em torno de |x4], isto é,

lel o T
)= 30 P oyl 4y ),

la|<N, ‘ “
SV
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4.2 Atomos radiais

no qual N, = Ln(% —1)] e Ry,41 ¢ o resto de Lagrange, dado por

aNp-i-l(po(ew)

& (@ el (4.27)

Ry,1(w) =

para algum 6, € [w, |za|] = (1 — t)w + t|za|, para t € [0,1]. Segue de (4.27))

que

|w — Jal ™

|Rn,+1(w)] < en, g(ﬁ)nJerH (4.28)
Combinando a Proposicao [1.4.2{ com (4.28]) obtemos
(@, 0)| = 8" [[{a®(r), @ (r)r"~")]
= [S"7[{a®(r), @ (r)r"™") = {a®, Py, (r)r" )]
= 8" [{a®(r), Ri,41 (r)r" )]
_ Np+1
< |Sn—1|ch / | ( )| |’I" |xA|| Tn_ld’f’
m(4) (At
1 O(A)Ne L 1
<oy, AP (4) (4.29)

INp L |z — [ 4| [P Nt

Elevando a poténcia p a estimativa (4.29)) e usando o Lema temos

/( y*)c(MNa(x))pdx

1
<2” Np—l |A| 1+p£( )(Np—H)p/ dr
(avye ||2] = faa] [N
<2 Npc |Sn 1| ’A| 1+p£( )N,,Jrl)p > r*p(n+Np+1)+n71dr
2i—1p*
Np> n—1 (n+Np+1
(2 Pcn, [SPH () TPt st )|A|—1+p£(A)(Np+1)p_p(n+Np+1)+n
92—p(n+Np+1)+n (H+N +1) n

Np7 n—1 * (n+Np+1)+
<(2 CN, [S" ()Pt prHl)in >| |1+p£(A) (1-p)
A2 RNyt ) tnp(n 4 N, 4 1) —

Npc |Sn 1|( ) p(n+Np+1)+n

<
= <n2 p(n+Np+1)+n( (7’L—|— Np + 1) _

1Al Al
)

< ONp,na
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4.2 Atomos radiais

o que implica em
/(A ) (Mya(z))Pde < Cp. (4.30)

Portanto, todo #H?_ ,(R™)-dtomo pertence a H' (R™) é uniformemente

limitados em H? ,(R") devido a combinado com (4.30)). [
O Teorema “ também ¢é vdlido para HP?(R™)-dtomos, isto é, os

rad
(R™), para 0 < p < 1.

A demonstracao deste fato segue de modo andloga a feita no Teorema [4.2.]

HPT (R™)-dtomos sao uniformemente limitados em H?

rad rad

4.3 Decomposicao atomica radial

Esta secao é devotada ao principal resultado desta tese. A seguir

enunciaremos o teorema de decomposigao atomica radial para f € H? (R™).

Teorema 4.3.1 (Decomposicao atémica radial) Sejam 0 <p < le f €
P a(R™). Entao, existem HE ,(R"™)-dtomos {aj}jx C L®(R") e escalares
{Njk}ie CLP(IN) tais que
f Z )\J’k Aj ks €M Hrad( )

7.k

ZMJM <cllflfe e

Reciprocamente, sejam {A;}32, C (P(IN) uma sequéncia de escalares e

{a;}32, C L®(R") uma sequéncia de H.,;(R™)-dtomos. Entdo a série
2Nt
j=1

converge em HE_,(R™) para uma distribuicao f € HY (R™). Além disso,

o0 1 oo
1l oy S L (DD INP) 72 £ = D0 Nas |, (4.31)
j=1 j=1
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4.3 Decomposicao atomica radial

no qual o infimo em (4.31)) € tomado sobre todas as decomposicoes atomicas
radiais de f.

A demonstragdo do Teorema [£.3.1] por ser longa, serd dividida em trés

teoremas intermedidrios.

Teorema 4.3.2 Sejam 0 <p<1le feH (R")NLL.(R"). Entao, existem
P J(R™)-dtomos {a;x}jr C L®°(R™) e escalares {\ji}jr C ¢P(IN) tais que

f Z )\J,k a’] ks em %rad(IR‘n)

Zl&klp clf e

Demonstragao. Seja f € H? (R") N L},.(R"). Note que, se
Qlﬁ{IGRnIMNf(ZL‘)>2l}, leZ

entdao Q41 C Q) e Uizl = R™. Pelo Teorema temos que f = g' + b’
com b' e g' ambas radiais. Além disso, temos as seguintes propriedades:
(i) & = Uj,k(Aé‘,k)*;
(ii) |¢'| < c2! q.t.p. z € R™
o 1
(i) ¥ = Sypee [ atalalde =0, Via| < [n(5-1)];
(

iv)

Walf oy < ¢ [ (Muf@)Pde
(AL )

Vimos na demonstracao do Teorema 1| que ' — 0 em H? ,(R") quando
[ — +o00. Logo, pela Proposicao m temos que b — 0 em D'(R"), ou seja,
g" — f em D'(R") quando [ — +oco. Além disso, quando [ — —o0 temos
por (ii) que g' — 0 uniformemente e, consequentemente, g/ — 0 em D'(RR")

quando | — —oo (note que, por (ii) temos ¢g' é localmente integravel). Por
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4.3 Decomposicao atomica radial

outro lado,

Sy = Z gl+1 —gl _ g—M+1 —gM+1.

1]<M

Fazendo M — +o0 e combinando com os argumentos anteriores, temos
F=>(g"" =g, em D(R"). (4.32)

Note que €, = Uj7k;<A§',k)*7 Zj,k né',k =lem (Aé‘,k)*’
gl+1 _gl _ f_bl+1 - (f—bl> _ bl _bl+1

e supp (¢! —¢') € Q1 U C Q. Disto segue que, podemos reescrever a

igualdade (4.32)) como

F=Y " =gy

—oo 4,k

= Z Z /\j,k,z(Aj_,ii,z(ng — gl)nj-,k)

1€Z jk

= E Nkl Gk

j7k7l

definindo a;; = /\j_’,i’l(gl+1 — g € Ajra = 021|(A§7k)*|% (no qual ¢ é uma
constante que serd escolhida). Temos as seguintes conclusoes:

(1)* supp a;rs C (AL,)";

- () — gz Z(21+1 4+ 2
) oo < L =] 2 1 2)
c2N(AGp) e e 2(A5,)

_1
< (A5

RS

Em vista dos itens (i)* e (#i)* acima, para concluirmos a demonstragao do
teorema basta mostrar que as funcoes a; ;; possuem momentos nulos o que, nao
necessariamente, acontece. Para resolver a falta de momentos, iremos refinar a
soma tripla acima. Antes de iniciarmos o refinamento dos dtomos é necessario
ressaltarmos que nao faremos distingao entre as funcoes 7;x’s e as projecoes

cjr's das suas partes radiais 77, e ¢, para nao sobrecarregarmos as notagoes
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4.3 Decomposicao atomica radial

que usaremos no decorrer da demonstragao do teorema.

Sejam
77;,1@ (r)

1/1;',;:(7’) = l )
/ njvk(r) " dr
SN

e H = L*((I},)*, ¢} r"~'dr) o espaco de Hilbert munido pelo produto interno

(f,9) = /(Il. . f(T)% j}k(T‘) r"Ldr.

Além disso, de modo andlogo ao caso feito na demonstragao do Teorema [3.1.1]
em (B:23) temos [0} ()] < cral((1])7) 1.

Seja le-’k = P, a projecao usada na demonstracao do Teorema m
na péagina em (3.35). Neste caso tinhamos que ¢, (z) era a extensdo

. . o l - l o
radial de ¢, (|z]) = PL,(f°)(|z]) e, consequentemente, cj;1(|x|) = ijj(f ).
Consideremos Hy, o subespago de H formado pelos polinomios em R de grau
menor ou igual a N, = Ln(% —1)] e Pl - " — Hy, a projecao de H sobre

Hn, a qual ¢ linear e continua. Entao, para cada g € Hy, temos
fo - Pﬁyk(fo) L HNP — <f0 - le',k(fo)a g>'H = 0. (433)

. 1 ;. N . .
Agora, seja Clj.k)(s,p) © UMICO polinomio em R de grau menor ou igual a N, dado

por

iy oy (1) = P = S50, J(r), (4.34)

no qual satisfaz (4.33). Estendendo radialmente o polinomio cl( (s TEOS

D ik cl(jyk)’(si)(x) = 0. De fato, usando o fato de que o operador P}, ¢é
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4.3 Decomposicao atomica radial

idempotente, isto é, 73]; 1 © 73]; = 735  temos

D dimnn = D P = im) ]

Ik 3k
= plit [ it Z 0 k}
=Pl = )]
= PN~ P

— Pl+l(fo) Pl-i—l(f )
= 0.

Além disso, se (1},)* N (I =0, entdo cl(jk)’(s’t) = (0. Com efeito,

Cl(j,k),(s,t) = (f* =0l PG x)elr ) =0,

pois supp nék M supp @Z)l“ = () e, portanto, 17] k 1/)l+1 = 0. Por outro lado, a
familia de anéis {(A% )} k)eg forma uma cobertura para €, e como Q41 C
temos em particular que {(A%,)*}(res também é uma cobertura de Q4.

Assim,
g = g = b i
= Z Ui = D b
, j,k:
= Z — s Z(f Nt
= Z — Z Z s+ Z Z i sty
s,t 7,k st

disto segue que podemos reescrever gt — gt = ik ] s 1o qual

F;,k =(f— Cék)nék - Z(f l+1 775;177; kT Z (G,k),(s,t) 77?;1 (4.35)

st

107



4.3 Decomposicao atomica radial

e por (4.32)) temos
F=22 F (4.36)
l=—00 j,k

Note que, pelo fato de que >, nf;;l =1le feL,.(R") temos

loc

77;‘7k (f - Z f’li?) = W;-,kf — kS X,
s,t

= nj’,k(l - XQH—l)
= 1S Xanes, - (4.37)

Combinando ([4.35) com (4.37) podemos reescrever F]lk, como sendo

I I Lo RS I I
Fl e =i efX@un)e — Gl + Z il + Z C(j,k:),(s,t)nsﬁl' (4.38)

s,t st

Vamos estimar cada uma das parcelas em (4.38). De modo analago ao caso

feito em (3.38)) temos

[l < 2! (4.39)
e, portanto,
A A !
‘ ch,tns,t nj,k < Z |Cs,tns,t nj,k' < c2.
s,t st
Por outro lado, se repetirmos a demonstracao do item 1. do Teorema [3.1.1

temos |f| < 2" em €, o que implica em |1, fx(a.,)| < 2.

Para estimarmos a ultima parcela restante, note que

Cl(j,k),(s,t) - Sfoa P(, ‘IDné',kwi:;lrn_lz _écls—;l? P(? |x|>n§',kwi—;17ﬁ_12' (440)

v~ g

ifl £I2

Vamos estimar inicialmente I,. Com efeito, usando (4.3Y)), o fato de que
a familia de intervalos {(I :l;,t)*}&t tem a propriedade da intersecao limitada

juntamente com as estimativas || P (-, |z])||ze®) < co, |7} xllzem) < ¢ e o
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4.3 Decomposicao atomica radial

Lema 2.1.2] obtemos

(2 PC et < [ 0P el (e

1
< 021/ T”_ldr</ niﬁl(r)rn_ldr>
(It xhHe

s,t
<, 2 r”_ldT|Al;§1 -1
(155" ’
s,t

<, 2h

Para estimarmos a parcela I, basta proceder de modo analago ao caso feito
no Teorema nas paginas 82 ¢ 82l Combinando as estimativas provadas
obtemos que |F} [ < ¢2'. Como f°— P!, (f) L My, e

F]lk =(f - Cék)ﬁék - <Z[(f - Cl;ﬁl)n;',k - Céj,k),(s,t)]ni?)

s,t

temos que [, Fl . (x) |z[*ldz = 0 para todo |a] < N,, pois

/ bl . (r) rlette =t =,
0

no qual bj (1) = (f°(r) — ¢ . (r))n’ x(r). Além disso, por ([4.34) temos

| 100 = () = i o (I ) =

Afirmamos que, se (A},)*N (ALR')* # 0, entdo existe uma constante C' > 0
independente de j, k, s, e ¢ tal que (((A},)*) = C{((AL')*). Com efeito, pelo
Teorema temos que (((AL")") ~ d((ALL)*,Qf,,) e, consequentemente,
O((AEN*) < er d((ALY*,Q¢,,). Pela defini¢io de distancia temos

d((Alsﬁl)*7 lc+1) = inf{d(p, Qchrl) ‘pE (Af:rtl)*}
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4.3 Decomposicao atomica radial

Entao,
d((‘Als—;l)*v lc+1> < d(p, Qlc)a

pois sendo [+ 1 > [ temos Q41 C Q. Agora, como (((AL)*) =~ d((AL,)*, ),
devido ao Teorema [2.2.1} temos que dado € > 0, existe p € (Aék)* tal que

d(p, ) < 2 b((Ajp)") + €.
Assim, dado p € (A55)* N (AL,)* temos

< d(p,p) +d(p, %)
< e L((AL)") +d(p, )
<a E((Aéﬁ*) +c E((Aék)*) +e.

Disto segue que,
C(AS)) S erd(p, %) < CU((A},)) +e, Vpe (A N (A"

Fazendo € — 0T, temos a demonstracao da afirmacao.

Definindo o anel Avék como sendo o anel de mesmo centro que (Aék)* e
de tamanho ¢/((A;)*) no qual ¢ = C~'. Segue desta construgao, que o anel
Zék contém (A% )* e todos os anéis C((ALEH*) tais que (AL n (A # 0.
Portanto, supp F, C A},

Para finalizarmos a demonstragao da decomposi¢ao atomica, note que por

[&.36) temos f = 37 37, Fi, e definindo a;,; = AoeiFly mo qual gy =
l=—00

c2! ]AE k\% vemos que estes sao os atomos procurados.

Por fim, para concluirmos a demonstracao do teorema ¢é necessario
provarmos que » ikl |)\§7k|p < 00 e para isto é necessario o seguinte resultado
(vide G. B. Folland [12], 6.17 e pagina 193).

Se F' é uma fungao mensuravel, entao

Z 2P|{x € R": F(x) > 2'}| gc/ FP(z)dx.

[=—00 "
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4.3 Decomposicao atomica radial

Segue do resultado citado acima e do Lema que

Z |Njeal? = CZ 21p|g§,k‘

Jkil 3okl

< D245
7.kl
o

S D 2P e R") : My f(x) > 2')

S 7::MNf(:v)>pdw

~ 718 ey

Portanto, >, [Ajrl? ||f|| ge) € isto conclui a demonstragao do

teorema. [ |

Teorema 4.3.3 Sejam 0 <p <1 e f € H (R"). Entdo, existem escalares
{Nirtie CPIN) e HE (R™)-dtomos {a;x}jr C L®(R™) tais que

f Z )\]’k a] ks em Hrad( )

7.k

Z|)‘J’€| CHfHHP LB

Demonstracgao. Seja f € HE ,(R™). Pelo Corordrio existe
uma sequéncia {f;}32, em H? (R™) N L, (R") satisfazendo as seguintes
propriedades:
(1) fo=0;
(6 - ] e R0
(@1d) 11fi = e gy < 277 f 50

Por (iii) temos, f Yoico fz+1 fZ Converge uniformemente em H?_,(R").

Aplicando o Teorema para fi11 — f; temos que, existem H?_,(R")-dtomos
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4.3 Decomposicao atomica radial

{al}jn © L¥(R") e escalares {N), ), C (7(IN) tais que

fi+1 o fz - Z A;’ka§’k’ em Hfad(Rn>‘
ik
Segue de (i) e (ii) que,

oo
F=222 Nt
i=0 jk
e disto combinado com (#ii) obtemos
o
ST <O = Fillhs gy <clFIBs
1,5,k i=0

o que conclui a demonstragao do teorema. ]

Teorema 4.3.4 Sejam 0 < p < 1, {N}52, C (P(N) uma sequéncia de

escalares e {a;}52, C L®(R") uma sequéncia de H},,(R")-dtomos. Entdo,

a série
(o)
) Ajay
=1

b o(R™) para uma distribui¢ao f € HE ,(R™). Além disso,

converge em H rad

£ ll3z, ey S im {(i AP) g = i%}.
Jj=1 j=1

Demonstragao. Definamos fy(z) = Z]Ail Aja;(x). Vamos mostrar que,
fu € HP (Rn)

rad
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4.3 Decomposicao atomica radial

De fato, seja z € R” fixo e seja ¢ € CZYy ,qq(7), pelo Teorema e do
fato de 0 < p < 1 temos

M
| fMJ ‘ Z)\G’j7
7j=1

M
Z| aj, o) P12

J=1

<D (Myag (@) al

=1

< Cnp Z A7
j=1

S

.

Disto segue que,
(M fu(z cn,pz AP < o0

Segue da conclusao acima que se M < M entao

M

HfM fMHHP 4(R™) Z |)‘j|p < Q.

j=M+1

Dada ¢ € C°(R"), existe € > 0 tal que ey € C3%,4q(-). Entao,

M

1
[{far, ) — <fM,w>rp<—HfM fitlle oy S 5 2 PP —0,

] =M+1

quando M, M — co. Logo, para cada ¢ € C°(R") a sequéncia {(f;,¥)}52,

¢ uma sequéncia de Cauchy em D, ,(R") e sendo D, ,(R") completo, existe
f < Drad<Rn) tal que f] - f em Drad(Rn)'

Portanto,

f ZA aj em Drad(Rn)7
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4.3 Decomposicao atomica radial

consequentemente f € HY (R™). [

rad

4.4 Particoes de anéis em RR" que preservam medida

Seja A, p ={xr € R": r < |z] < R} C R" e 0 a medida de drea definida
sobre a esfera S"~!. Afirmamos que é possivel dividir o anel A, r em K-partes
com cada uma destas partes possuindo a mesma medida (induzida na esfera) e
com diametros comparaveis. De fato, em [I8] o autor provou que dado K > 1
é possivel encontrar uma particao S = {51, Sy, ..., Sk} da esfera S"~! a qual
cada elemento S; € P é um conjunto fechado e os quais possuem a mesma
medida de drea 0 = 0,,_; (0 como na Definigao [1.1.12)

o)

U(Sl) = #S )

1=1,2,....K (4.41)

no qual #5 = K indica a cardinalidade de S e o(S"!) = g’(—g) Além disso,
cada um dos elementos que compoem a particao da esfera tem fronteira de
area nula, isto é, 0(95;) = 0, para todo | = 1,2,..., K. Em adicional, os
elementos que compoem a particao da esfera S"~! possuem diametro limitado
por C' K 7ﬁ, sendo C' > 0 uma constante independente de S; e K vide [18],

isto é,
diam(S) < C K w1, 1=1,2,...,K. (4.42)

Portanto, uma vez obtida a particio P da esfera S"! projetamos
radialmente cada um dos elementos de S; € P no anel A, . Assim, obtemos
uma partigdo L = {Ly,Ls,...,Lg} de A, r com estas partes possuindo

medidas iguais entre si. Note que

X
Lj: {ZEEAT’R. m ES]'}.

E claro que, para todo [ = 1,2, ..., K tem-se de (4.41) que

R n__ .n n __ ..n
L] = / / o ldpdo — a(LZ)M _ U(SH—I)M' (4.43)
LnS»—1 Jr nK

n
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4.4 Particoes de anéis em IR™ que preservam medida

A ‘

r R

Figura 4.1: Diametro da porgao S

Para melhor ilustrarmos esta particao, vamos considerar primeiramente
o caso em que n = 2. Seja S; um elemento da particaio P da esfera S' e

suponhamos que diam(.S;) seja dado pelo diametro do trapézio como na Figura
[4.1] Escolhendo K € NN tal que

R2—7“2 R2_7,2
0 S K< 25—,
(R—r)? (R—r)?

temos que

R% — 2 B R+r
(R—r)2 R-—7r

K =~

e, consequentemente,

lN R—T B K(AT‘,R)
K R+r R+r’

(4.44)

Note que h = rdiam(S;), em que diam(S;) denota o diametro de S; e
S; € P. Segue de (4.44) e por propriedade da geometria do trapézio (vide a
Figura [4.2)) que

CAR) opa, ). (4.45)

d < (A, h </U(A,
(Arr) + ( ’R>+TR+7~ :

Portanto, por (4.45) segue que a secao do anel A, g estd contida numa bola de

raio 20(A, r).

De modo geral, podemos estender o argumento anterior para todo n > 2.
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4.4 Particoes de anéis em IR™ que preservam medida

Figura 4.2: Diametro do trapézio

De fato, seja S; um elemento da particao P da esfera S"~! e suponhamos que
diam(.S;) seja dado pelo comprimento do segmento ~ : [0, 1] — R"™ no qual os

pontos final e incial (0) e v(1) pertencem a S

diam(.5)) :/0 |7/ ()| dt. (4.46)

Note que, o segmento de reta v projetado sobre uma esfera centrada na origem
e de raio r > 0 nos dara um novo segmento de reta ¢ : [0, 1] — R™ definido por
¢(t) = rvy(t) a qual seu comprimento serd igual ao diametro da projecao de S,

sobre a esfera de raio r. De fato, por (4.46) temos

1 1
1<l = [l = / iy ()| dt = 7 / W (0)]dt = rdiam(S),  (447)

como queriamos demonstrar.
Por outro lado, escolhendo K € IN tal que
R™ — pn R" — pn

oy K< (4.48)

temos que existe uma partigao {S;}5~, da esfera S"~! tal que

o(Sm1)

o(S1) = =4

R" —r">—ni1

e diam(95)) < (m

Segue de (4.48) que projetando radialmente cada S; sobre o anel A, g obtemos
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4.4 Particoes de anéis em IR™ que preservam medida

uma partigao {L;}X, do anel A, g tal que

|Ll| = J(LI)M
_ o8 (R =)
K n

>c(R—7)", [=1,2,...K,

no qual ¢, = U(S;L_l)
Agora, vamos provar que para cada [ = 1,2..., K, existe uma bola

B(z;,20(A.r)) tal que L; C B = B(z;,l(A.r) e x; € L; é o seu centro

de massa. De fato, note que

<R"—r”)—ni1 _ ((R—r)(l?i’"‘1 +rR"‘2+~-+r”—1)>—nl1

(R—r)" (R—nr)"
B R—r
(R 4+ rR"2 4 ... + rnfl)ﬁ
(A R)
= max{R,7}

e, portanto,

. R —r" _ﬁ g(ArP)
diam(S)) < (—) < o) 4.49
fam(5) 5 (R—r)" ~ max{R,r} (4.49)
Denotando por §l a projecao de S; para cada [ = 1,..., K, sobre a esfera
centrada na origem e de raio r > 0 temos por (4.47) e (4.49) que
diam(S)) = rdiam(S) < €(A,.r). (4.50)
Analogamente, denotando por g’l a projecao de Sy paracadal=1,..., K,
sobre a esfera centrada na origem e de raio R > 0 temos
diam(S)) < 0(A,.g). (4.51)

Portanto, combinando (4.50) com (4.51)) e denotando a projegao radial
de S; sobre o anel A, por L; para | = 1,2,...K, obtemos que L; C
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4.4 Particoes de anéis em IR™ que preservam medida

B(x1, 2CL( A, r)).

Teorema 4.4.1 Se f € H
inclusio HE ,(R"™) — H?

rad

P (R™), entao f € H? ,(R"), para 0 <p < 1. A

(R™) € continua.

rad

Demonstragao. Primeiramente, suponhamos que f = a seja um H? (R")-
atomo. Entao, existem 0 < r < R < oo de forma que supp a C A, r e a satisfaz
as propriedades da Definicao m Escolhendo K como em (|4.48]), existem
uma particao {L; }le do anel A, r e uma constante positiva C, independente de

r e R dada por (4.42)), tal que tal que L; C B; = B(x;,2C¢(A, r)) com x; € L,

B -
sendo seu centro de massa e |L;| > % no qual ¢, = 2nC' é independente de r
n

e R. Usando a propriedade (iv) da Defini¢ao de dtomo radial, temos
f 1
= S| a®(r)yrHeldr, v al < Ln(— — 1>J
p
o que implica em
R
/ a®(r)yrm= el gr = 0. (4.52)

Definindo a; = axz, em que xr, é a fungao caracteristica da porcao L;, temos

por (4.52) que

/ x)x dm—/ / " (ro)*drdd
R Ljnsn—1

R
/ a®(r)yr el drag

Ljnsn—1

0.

Além disso,

S I

1 1 1 c
HajHLOOUR") < T = r < T <

1 1 1
Al (KILD)?  Kv|Llr Kb B
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4.4 Particoes de anéis em IR™ que preservam medida

1 1

~ . 1 . -1 ~ o~ ‘
Sejam a; = aj K7 ¢,” e \; = K rcfp. Entdo, a; é um (p, 0o)-dtomo,

K

K
a = Z a; = Z /\j5j (453)
j=1 j=1

e Z]K:1 NP = ¢, < oo. Segue de (4.53) que o H? ,(R")-dtomo a tem
uma decomposi¢ao atomica finita em (p,oo0)-dtomos e, consequentemente,
H’fad(Rn)'
Consideremos agora o caso geral. Se f € HL ,(R"), entdo temos pelo
Teorema [4.3.3 que, existem H%,,(R")-dtomos {a;}; e escalares {\;}; C (P(IN)

tais que

f= Z)\ a;j em HL ,(R").

Pelo caso anterior, temos que, para cada j que A\ja; = A; EkK; 1 Ei ai sendo
~ , K; . N
a; um (p, o0)-atomo e Y 2, aq = ¢y, para todo j € IN. Além disso, segue pelo

Teorema e de (4.53) que

Al llas e gy < Enpl A \pZ|Oé [” < enp |21
Portanto, f € H ,(R™), pois

||f||Hp Ry < Cnp E I\ P < o0 (4.54)
)
J

Além disso, segue de ([{.54) que a inclusao H? ,(R™) — H”

L (R™) é continua.

4.5 Caracterizacao do espaco H (R") segundo R. R.
Coifman e G. Weiss

O resultado enunciado a seguir é devido a R. R. Coifman e G. Weiss
publicado em [7]. Eles afirmam encontrar uma caracterizacao das fungoes

radiais que pertencem a H'(R").
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4.5 Caracterizagao do espago H}a d

(R™) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

Teorema 4.5.1 (Corolario 2.27, [7]) Suponha que f seja uma fungao
definida em [0,00), entio R™ > = — f(|z]) € H'(R") se, e somente se,
[0,00) > 7+ f(r)r"t € HY(R).

Iremos acompanhar os passos da demonstracao da implicacao
R" >z~ f(|z]) € HY(R") = [0,00) 27+ f(r)r" ' € HY(R)  (4.55)

Demonstragao. Suponhamos que f € H} ,(R™). Segue pelo Teoremam
que existem (1,00)-dtomos {a;}32; (ndo necessariamente funcoes radiais) e
{Ai}52, € £1(N) tais que f = Y7, Aja; em H'(R").

Definamos, para cada j € IN

Ay(Ja]) = /g a;(|2|6)d6, =€ R” (4.56)

e afirmamos que A; é um multiplo (independente de j) de um (1, co0)-dtomo
radial no sentido da Definigao

Para mostrarmos esta afirmacao fixemos j € IN e denotamos a = a; e
A = A;. Primeiramente notemos que A possui média zero, pois o mesmo vale

para o (1, c0)-atomo a. De fato,

/ A(z)dx = \S"1|/ A(r)r™tdr
R"
— |s" 1|/ / a(rd) d9> gy
S§n—1
= \S"1|/ / a(rf) r"tdf dr
0o Jsn1

= [S" Y a(z)dz = 0. (4.57)

]Rn
Para mostrarmos a condi¢ao de tamanho, isto é, a condicao (i) dada pela
Definigao dividiremos a demonstragdo nos casos em que 0 € supp a e

0 ¢ supp a. Suponhamos inicialmente que 0 € supp a C B(xg,d) em que
B(zg,d) é a bola dada pela Defini¢ao satisfazendo (7) e (i7). Neste caso,
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4.5 Caracterizagao do espaco H,

(R™) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

Y

Figura 4.3: supp a’ Nsupp a* =0, j # k

o suporte de A(z) estd contido no anel A(0,2d) = B(0,2d) e vale

Sn—l
A < el [ ap a2 B (458)

g1 ~ 7 |B(0,2d)|

Agora, seja B(xg, d) a bola que contém o suporte de a e satisfaz as condigoes
(1) da Defini¢ao e tal que 0 ¢ supp a. Neste caso, considere r a distancia
de B(zg,d) até a origem, { = 2d e R = r + {. Assim o suporte de A esta
contido no anel A, . Agora escolhemos um natural K > C[5]""! e rotacoes
p1, .-, pr (veja a Figura a qual representa este fato em R?) de forma que

os suportes de a' = a o p; sdo conjuntos disjuntos dois a dois. Observamos que
K

Alz) = % S d(jelo)de, e R (4.59)

Sn—1 =1
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(R™) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

A partir dai, obtém-se segundo R. R. Coifman e G. Weiss em [7] a seguinte

estimativa

A@)] < lall ey Z / a0

n~1nsupp al(|z|-)

oS idfn
S K |B(zo,d)| K
n—1
S C(%) = Odri—l
< Cm ()
< cn@. (4.60)

clsm|

n

no qual supp AC A, gpec, =

A desigualdade () acima s6 é possivel se £ = 2d = O(r) (ordem de ) e
nao é valida para ¢ > r. De fato, primeiramente note que, se f = Z;L Bja;
com {f3;}32, C £*(IN) e {a;}32, sdo (1, 00)-atmos, entao podemos redefinir via
translagao e dilatacao os (1, co)-atomos a;’s de modo que, supp a1 C B(x1,d4),
supp as C B(xy,2dy), ..., supp ar C B(zk,kdy) e assim sucessivamente.

Agora, queremos comparar as expressoes

! ! (4.61)
(r+£0)m —rn ¢ frn—1’ ’

Caso ¢ = O(r), pelo teorema binomial, temos que

(r+0)" =" Z( )W " J—EZ( )ﬁﬂ IO (4.62)

7=1

Note que, por (4.61)) e (4.62) temos

= ()0

Jj=1

a qual tende para o infinito quando ¢ — 0o e r permanece limitado, mostrando

que (<) nao vale neste caso.
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4.5 Caracterizagao do espago H}ad(R”) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

r r 4+ 2d

Figura 4.4: Rotagoes simétricas

Para consertarmos o problema acima, basta procedermos da seguinte forma:
Se ¢ < r, entao a demonstracao apesentada por R. R. Coifman e G. Weiss em
[7] é vélida e () se verifica. Caso contrério, basta escolhermos K = 2, isto
é, quando r < { basta fixarmos uma rotacdo p; (a qual é sempre possivel
encontrar) e definirmos e p; = —p;. Note que a' e a® tem suporte disjuntos,

mesmo quando r estd fixado e £ — +oo (veja a Figura[d.4). Assim,

aHLOO R™) Z/ do

n~Insupp at(|z|)
[S*]

= 2[B(w,d)]
2n—1
gn

<( / " ap)” (4.63)

[A(2)] <

|,_. [\:)I)—l

desde que r < /¢, pois
r+0
/ P tdp < (r+ 0" L2

Assim, definindo A = (2@"=2|S*~1)=1 A temos A um HL,,(R")-dtomo.
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(R™) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

Agora, vamos mostrar que f € H! (R"). Com efeito, como provado
anteriormente A ¢ um H! . (R")-dtomo no sentido da Definigao Por
fim, note que dados * € R" e ¢ € C%y,44() temos

(f,0) =
/n
/ /SM (r0) d6 ©°(r)r"dr

2n 2)/ / AO o e 1d7’d9
Sn—1

A28m (A5, o)

Portanto, pelo Teorema [4.3.4] segue que f € H.,,(R").

(R™) — H}
Com efeito, se f € H' ,(R™) temos pelo que foi provado anteriormente que,
existem escalares {)\ 152, C OH(N) e H,,y(R™)-dtomos {A]-}j:1 C L®(R™) tais

que

Agora, vamos mostrar que a inclusao H} (R™) é continua.

rad rad

f= Z/\ A, em H!,(R").

Pelo Teorema [4.2.1| e pelo fato de {XJ}?;I C (*(IN) temos

£ 112z, ) Z Al

< Cn||f||H1(1Rn) < o0,
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4.5 Caracterizacio do espaco H' (R™) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

rad

Portanto, temos que a inclusao H},,

(R™) — H} ,(R™) é continua. |
Uma pergunta que podemos fazer em funcao do Teorema[f.4.1]é a seguinte:
se f € H? ,(R"), entao f € HY ,(R™) para 0 < p < 17

O questionamento anterior ¢ uma pergunta em aberto, entretanto iremos

realizar alguns comentérios e observagoes.

1. Para uma possivel adaptagao dos argumentos de R. R. Coifman e G.Weiss
é necessario resultados sobre empacotamentos de esferas em R", isto €,
se S%71 é uma esfera de raio R > 0 quantas esferas SP~! de raio r > 0

tangenciam S’]{l de modo que as esferas de raio r sejam todas disjuntas?

n = Y _
2. Caso -5 < p < 1, a demostragao seglﬁra como no caso p = 1,

desde que seja possivel escolher K > C[%] # transformagoes ortogonais

l

P1, P2, - -, PK tais que suporte dos atomos a’ = a o p; sejam dois a dois

disjuntos. Note que a condicao de momentos para 25 < p < 1 segue

analago como no caso p = 1.

3. No caso em que 0 < p < 15 os atomos tém condicao de momentos

de ordem |of = Ln(é — 1)] > 1. Procedendo de modo andlago a
demonstracao de R. R. Coifman e G.Weiss em podemos definir
um “4dtomo” radial a partir do (p,o00)-dtomo a. Afirmamos que este
“atomo” radial A obtido via possui momentos radiais de ordem

par nulos, isto é, se 2|vy| < |a], entao

/ A(z)|z|Mdz = 0.

De fato, inicialmente note que,
0eS = 0P =0i+65+---+02=1

e consequentemente |§|¥ = 1. Usando coordenadas esféricas e o fato de
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(R™) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

a ser um (p, 0o)-atomo, temos
A(z)|z|" da :/ / A°(r)r*# =L drdg
R" Sn—l 0

= |S”_1|/ / a(r@)r*r"dr df
0 Jsn

= |S"™! / / a(r)(03 + - - -+ 02)r® " ~tar do
0 Jsn-t

_ s /O h /S )Y

[vI=k

=[Sy ( z ) /S /OOO a(r0)(r6)> " dr db

|a|=k

=[5 ) <2>/Rna(x)x2wx

[v|=k

< Z ) ((r61)2, ..., (r0,)*)"r™ tdr do (&)

=0.

A técnica utilizada para provar que A tem momentos nulos de ordem
par nao é aplicavel quando os momentos sao de ordem impar, pois a
igualdade em () ndo ¢é vélida. Pelo fato da técnica acima nao valer
para momentos de ordem impar e também devido a possibilidade do

teorema de empacotamento de esferas ser falho para K grande, isto é,
n—1

K> (%) » — 4oo quando r > d e p — 0, nos faz acreditar que a

d
inclusao H; ,(R") C H},,(R") ndo seja valida para o caso 0 < p < ;5.

4.6 Perguntas abertas

Algumas perguntas naturais surgem apés a conclusdao do Teorema [£.3.3] e

as listaremos a seguir.

2 /. . ~ ~ . / n
1. E possivel encontrar uma decomposi¢ao atomica para f € D, _,(R"™), no

qual os dtomos sejam (p, ¢)-dtomos radias?

2 7 . o~ A~ . / n
2. E possivel encontrar uma decomposicao atomica para f € D’ ,(R™), no

qual os atomos sejam C>7
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4.6 Perguntas abertas

3. Se 0 < p < 1, qual o espago dual dos espagos de Hardy radial H? ,(R™)?

rad
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APENDICE

A

Formula Faa di Bruno e

aplicacoes

O principal objetivo deste apéndice é apresentar uma aplicacao das
formulas de Faa di Bruno a qual nos é 1til para concluirmos algumas
demonstracoes de resultados que apresentamos no texto. As demonstragoes

das férmulas de Faa di Bruno podem ser encontradas nos artigos [1] e [§].

Teorema A.0.1 Sejam Q2 C RP eU C R™ conjuntos abertos. Sejam f € C(Q2)
eg € C(URP) tal que g(U) C Q e definamos h como sendo a composi¢do
fog=nh. Para todo o € Z'; \ {0}, temos que

(7)™ (97g(x)”

0%h(z) = o" x))a! > Al
( ) g( f)(g( )) ﬁl'él”ﬁl‘ ﬁg'éz”ﬁf‘ ( )
no qual kK = B1+ -+ Py e Sy € 0 conjunto {01,...,0,} de todos os elementos

distintos de 7\ {0} e todos os (B,...,B) € (22 \ {0})6, ¢=1,2,3,..., tais
que

14
a=>[Bé
j=1
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Queremos aplicar a formula Faa di Bruno, dada por (A.1)), no caso especial

em que p = 1 e ) = R, neste caso a férmula Faa di Bruno pode ser simplificada:

Teorema A.0.2 Sejam 2 = R e U C R" conjuntos abertos. Sejam f €
C>(Q2) e g € C®(U) e definamos por h a composi¢io f o g = h. Para todo
a € 7 \ {0}, temos que

. 9o D79E)" (@)
ah(x)zoz!%;f()(g(x))(ﬁl?51!ﬁ2 AT s

no qual k = B1+- -+ B¢ and S, € o conjunto {d1,...,0,} de todos os elementos
distintos de 7.\ {0} e de todos os (B, ...,5) € (Z4\ {0})6, (=1,2,3,...,

tais que
¢
o = Z ﬁj(sj- (Ag)
j=1

Seja ¢ € CX(R) e defina

f@)=¢(bla—1t), abeR, b#0

e
g(z) = |z|, =€ R"\ {0}
Note que
D" fllzeemy < | D%6pl| oo myb"™ = cb", (A.4)
d\~
no qual D" = <d_> = ) desde que z € R.
x

Para obter estimativas para a fungao g, aplicaremos a férmula Faa di Bruno

simplificada dada pelo Teorema [A.0.2]

Lema A.0.1 Para todo o € N™ existe uma constante c, > 0 tal que

[0%g(2)| < calzf 1 (A.5)
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Demonstracao. Primeiramente, observamos que g(z) = fi(g:(z)) em que

x) = Zx?, e fi(t) = ta,

Pela férmula Faa di Bruno, dada por (A.2), obtemos

9% Sz B1 8541:E Be
5= ) O O] g

e como ¢; ¢ um polinémio de grau 2, os tinicos valores de J; que irao contribuir
para a féormula acima na decomposigao descrita em (A.3)) sdo aqueles em que

d; = 2e, ou 0; = eg. Temos

B || (2~ 10eDBe

a | e
[0°9(@)] < o ZC ] 1151151 53,106,154

| (B1+-+Be)—(1611B1++16¢|8¢)

1— 2k|$
CZC" BTx X A

< Calivll_"’“', (A7)

como queriamos demonstrar. ]

Como uma consequéncia, podemos estimar as derivadas de ordem o € IN"
da fungao h(z) = (fog)(x), z € R™\ {0}.

Corolario A.0.1 Seja N € N fizado. Para todo o € N™ existe uma constante
cq > 0 tal que

|al

|0%h( caZb”|x]” ol Yol <N (A.8)
Demonstragao. Pela férmula Faa di Bruno, dada por (A.2)), obtemos

1 B1 ’ Be
e GRG0 S CAZIED) )

'(51!61 ﬁg!d@!ﬁf ’

no qual k = g1 +-- -+ and S, é o conjunto {dy, ..., d} de todos os elementos
distintos de Z7 \ {0} e de todos os (b1, ..., 0) € (Z4 \ {0})6, ¢(=1,2,3,...,
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tais que

)4
j=1

Combinando com o resultado obtido no Lema obtemos

10°h(x)] < ca D |FO (Ja])| || S 10DIB || A100DI
Sa

la|

<o Y179 () al !, (A11)
k=1

em que ¢ = maxigj<{cs; } ¢ finito, pois a quantidade de £’s ¢ finito uma vez
que |a| < N. Além disso, a quantidade de elementos que compoem S, os quais
satisfazem (|A.10]) é limitado por || e isto justifica a estimativa do lado direito

de (A.11)). Usando estimativa em ([A.4]) combinada com a estimativa ({A.11])
obtemos

|al

0%h(z)] < ca D bF|z[*T V]l < N
k=1

131



1]

[9]

Referencias Bibliograficas

E. Bierstone e P. D. Milman. Resolution of singularities in Denjoy-
Carleman classes. Selecta Math. (N.S.), 10(1):1-28, 2004.

A. Bonami, J. Feuto e S. Grellier. Endpoint for the div-curl lemma in
Hardy spaces. Publ. Mat., 54(2):341-358, 2010.

H. Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential

equations. Universitext. Springer, New York, 2011.

D. L. Burkholder, R. F. Gundy e M. L. Silverstein A maximal function
characterization of the class HP. Trans. Amer. Math. Soc., 157:137-153,
1971.

A. P. Calderon e A. Zygmund On the existence of certain singular integrals.

Acta Math., 88:85-139, 1952.

R. R. Coifman. A real variable characterization of H?. Studia Math.,
51:269-274, 1974.

R. R. Coifman e G. Weiss. Extensions of Hardy spaces and their use in
analysis. Bull. Amer. Math. Soc., 83(4):569-645, 1977.

G. M. Constantine e T. H. Savits. A multivariate Faa di Bruno formula
with applications. Trans. Amer. Math. Soc., 348(2):503-520, 1996.

P. L. Duren. Theory of H? spaces. Pure and Applied Mathematics., Vol.
38. Academic Press, New York-London, 1970.

132



[10] C. Fefferman. Characterizations of bounded mean oscillation. Bull. Amer.
Math. Soc., 77:587-588, 1971.

[11] C. Fefferman e E. M. Stein. HP? spaces of several variables. Acta Math.,
129(3-4):137-193, 1972.

[12] G. B. Folland. Real analysis. Pure and Applied Mathematics. John Wiley
Sons, Inc., New York, second edition, 1999. Modern techniques and their

applications, A Wiley-Interscience Publication.

[13] L. Grafakos e G. Teschl. On Fourier transforms of radial functions and

distributions. J. Fourier Anal. Appl., 19(1):167-179, 2013.

[14] G. H. Hardy. The mean value of the modulus of an analytic function.
Proceedings of the London Mathematical Society., s2 14(1):269-277, 1915.

[15] L. Hormander. The analysis of linear partial differential operators
I. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2003., Distribution
theory and Fourier analysis, Reprint of the second (1990) edition [Springer,
Berlin].

[16] F. John e L. Nirenberg. On functions of bounded mean oscillation. Comm.
Pure Appl. Math., 14:415-426, 1961.

[17] R. H. Latter. A characterization of H?(R"™) in terms of atoms. Studia
Math., 62(1):93-101, 1978.

[18] P. Leopardi. A partition of the unit sphere into regions of equal area and
small diameter. Electron. Trans. Numer. Anal., 25:309-327, 2006.

[19] F. Riesz. Sur les valeurs moyennes du module des fonctions harmoniques

et des fonctions analytiques. Szeged Varosi Nyomda es Konyvkiado., 1922.

[20] W. Rudin. Real and complex analysis. McGraw-Hill Book Co., New York,
third edition, 1987.

[21] W. Sickel e L. Skrzypczak. Radial subspaces of Besov and LizorkinTriebel
classes: extended Strauss lemma and compactness of embeddings. J.

Fourier Anal. Appl., 6(6):639-662, 2000.

133



[22] E. M. Stein. Harmonic analysis: real-variable methods, orthogonality,
and oscillatory integrals. wvolume 43 of Princeton Mathematical Series.

Princeton University Press, Princeton, NJ, 1993.

[23] E. M. Stein e G. Weiss. Introduction to Fourier analysis on Euclidean
spaces.  Princeton University Press, Princeton, N.J., 1971. Princeton
Mathematical Series, No. 32.

[24] H. Triebel. Theory of function spaces. wvolume 78 of Monographs in
Mathematics., Birkhauser Verlag, Basel, 1983.

[25] H. Triebel.  Fractals and spectra. wolume 91 of Monographs in
Mathematics., Birkhauser Verlag, Basel, 1997. Related to Fourier analysis

and function spaces.

[26] A. Uchiyama. On the radial maximal function of distributions. Pacific J.
Math., 121(2):467-483, 1986.

[27] H. Whitney. Differentiable even functions. Duke Math. J., 10:159-
160,1943.

134



	Preliminares
	Notações e definições básicas
	Espaços de Hardy
	Decomposição de Whitney
	Funções e distribuições radiais
	Espaços de Hardy radial segundo R. R. Coifman e G. Weiss

	O Espaço Hprad(Rn)
	Resultados preliminares
	Decomposição radial de Whitney
	Construção da partição da unidade associada a conjuntos radiais
	Definição e propriedades de Hprad(Rn)

	Decomposição Radial de Calderón-Zygmund
	Decomposição radial de Calderón-Zygmund
	Demonstração do caso 0<pnn+1

	Átomos Radiais e Decomposição Atômica de Hprad(Rn)
	Hprad(Rn)L1loc(Rn) é denso em Hprad(Rn)
	Átomos radiais
	Decomposição atômica radial
	Partições de anéis em Rn que preservam medida
	Caracterização do espaço H1rad(Rn) segundo R. R. Coifman e G. Weiss
	Perguntas abertas

	Fórmula Faa di Bruno e aplicações
	Referências Bibliográficas

