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Resumo

ASSIS, R. J. C. Percolagao Acessivel. 2020. 41p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica
- Programa Interinstitucional de Pés-Graduagao em Estatitica) - Instituto de Ciéncias

Matematicas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos - SP, 2020.

Consideramos o modelo de percolacao acessivel na arvore n-aria finita de altura h.
O modelo é definido associando-se uma variavel aleatéria continua X, para cada vértice v
da arvore. A principal questao a ser considerada e estudada é a existéncia ou nao de um
caminho de vizinhos mais préximos vg, vy, ...,v,, conectando a raiz com a fronteira da
arvore, de tal modo que X,, < X,, < ... < X, . O evento definido pela existéncia desse
caminho é chamado de percolagao acessivel. Neste trabalho estudamos a probabilidade
do evento de percolacao acessivel quando o valor n ¢ dado por n(h) = a(h)h em que
h é a altura da arvore e a(h) é constante. Os resultados sdo obtidos fazendo h — oo.

Adicionalmente, discutiremos outros resultados recentes na literatura.

Palavras chave: Transicao de Fase, Percolacao Acessivel, Arvore n-dria



Abstract

ASSIS, R. J. C. Accessible Percolation. 2020. 41p. Dissertacdo (Mestrado em Es-
tatistica - Programa Interinstitucional de Pés-Graduagao em Estatitica) - Instituto de
Ciencias Matematicas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos - SP,

2020.

We consider the accessibility percolation model on the n-ary tree height the finite
h. The model is defined by associating a continuous random variable X, for each vertex
v in the tree. The main issue to consider and study is whether or not there is a nearest
neighbor path vy, vy, ..., v,, connecting the root to the tree boundary, such that X, <
Xy, <...<X,,. The event defined by the existence of this path is called the accessible
percolation. In this paper we study the probability of the accessible percolation event.
when n is given by n(h) = a(h)h where h is the height of the tree and a(h) is constant.
Results are obtained by making h — oo. Additionally, we will discuss other recent results

in the literature.

keywords: Phase Transition, Accessible Percolation, n-ary Tree
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Introducao

O modelo de percolagao acessivel em &rvores foi introduzido no artigo [1], ins-
pirado em questoes de Biologia Evolutiva (A questao principal é supor uma populagao
de alguma forma de vida que tenha o mesmo tipo genético (genétipo). Se ocorrer uma
mutacao, é criado um novo genétipo que pode morrer ou substituir o antigo. Desde que
a selecao natural seja suficientemente forte, o ultimo s6 acontece se o novo genétipo ti-
ver maior aptidao). Nesse artigo uma n-arvore de altura h é considerada e uma varidvel
aleatdria absolutamente continua X, é dada e esta associada a cada vértice v, independen-
temente de todo o resto. Uma das principais questoes neste modelo é se existe um caminho
de vizinhos mais préximos vy, va, vs, . . ., v, de tal modo que X,, < X, < X, < ... < X,,.
Esse tipo de caminho é chamado de caminho acessivel. No artigo [1] os autores derivaram
um resultado assintético para a probabilidade de ter pelo menos um caminho acessivel
conectando a raiz com o nivel h de uma &arvore n(h) com n(h) := a(h)h, e a alguma
constante positiva arbitraria. Consequentemente, eles provaram a existéncia de um valor
critico de percolagao para este modelo quando h — oo. De fato, eles mostraram que
a probabilidade de ter pelo menos um caminho acessivel vai para zero para a < a,. e
converge para um nimero positivo para o > «a, com 1/e < a, < 1, onde a, é o valor
critico de percolagao. Mais tarde, este resultado foi complementado no artigo [2], onde
os autores mostraram que essa probabilidade converge para 1 quando « > 1/e. Recente-
mente, um problema relacionado foi analisado no hipercubo Hy = {0,1}", com N € N,
para mais confira os artigos [4, 6]. Sugerimos consultar tambémos artigos [8,9, 10,11, 12]
para questoes relacionadas. No artigo [3], a principal questao estudada é a existéncia
de um caminho acessivel infinito na arvore esfericamente simétrica. Neste modelo para
cada vértice v de uma arvore esfericamente simétrica associa-se uma varidvel aleatéria ab-
solutamente continua X, com distribuigao uniforme (0, 1). Prova-se que para uma dada

funcao de crescimento da arvore existe um valor critico de percolacao.



Nesta dissertagdo vamos descrever os argumentos usados em [1] para a prova
de transicao de fase do modelo. Além disto, vamos discutir problemas relacionados e
problemas em aberto. O capitulo 1 é dedicado para estudarmos um pouco de teoria de
grafos (definigdo, exemplos e propriedades) e conceituarmos arvores e algumas de suas
principais propriedades. No capitulo 2 foi feito um estudo sistemético do artigo [1]. Por

fim, no capitulo 3 foi feita uma discussao sobre [3].



Capitulo 1

Preliminares e notacao de grafos

Neste capitulo veremos o que é um grafo e algumas defini¢oes relacionadas a
grafos. Também veremos o conceito de n-arvore ou arvore n-aria e arvore esfericamente

simétrica.

Definigao 1.1 (Cormen, Leiserson, Rivest, Stein. (2009)). Um grafo orientado finito
G é uma par G = (V, E), onde

1. 'V € um conjunto finito, chamado de conjunto de vértices;

2. E € uma relacao bindria em V', chamado de conjunto de arestas.

Em um grafo nao orientado G = (V, E), E consiste de pares de vértices nao

ordenados. Se E ¢ infinito, dizemos que GG é um grafo infinito.

Observacao 1.1. Os grafos podem ser representados graficamente: Os vértices sao dese-
nhados como circulos e as arestas sao desenhadas como curvas (retas ou ndo) ligando dois

circulos, no caso de grafos orientados, as curvas tem um seta em uma das extremidades.



Exemplo 1.1. O grafo a sequir é um exemplo de grafo orientado com lago (arestas de

um vértice para ele mesmo).

Figura 1.1: grafo orientado com lago

Para este grafo, temos os sequintes conjuntos de vértices e arestas

vV =1{0,1,2,3} ¢ E = {(0,1),(0,2), (1,1), (1,3), (2,2), (2,3)}.

Seja G = (V,E) um grafo. Um caminho de comprimento k£ de um vértice u
até um vértice v’ em G é uma sequéncia vg, v1, Vs, ..., v}, de vértices tal que u = vy, u’ =
vk e (vi_1,v;) € E parai € {1,2,...,k}. Além disso, dizemos que um caminho é simples
se todos os vértices no caminho sao distintos. Por outro lado, um caminho vg, vy, ..., v
forma um ciclo se vy = v} e o caminho contém pelo menos uma aresta. O ciclo é simples
se além disso vy, vs, ..., v sao distintos. Agora, se GG é sem ciclo, entao ele é dito ser
aciclico. Finalmente, G é conexo se cada vértice é acessivel a partir de todos os outros.
Agora, dizemos que se G é conexo aciclico, entdao G é uma arvore. Em outras palavras,

uma arvore 1" é um grafo tal que todo par de vértices de T é unido por um tinico caminho.

Observacao 1.2. Dizemos que uma drvore T € infinita se V e E sao infinitos. Mais
ainda, se T € infinita, entao dizemos que T € localmente finita, se cada vértice v da

drvore tem um numero finito de vizinhos mais proximos em T'.



Exemplo 1.2. A figura abaizo é uma ilustagcao de uma drvore nao-orientada.

® 3 ®9 ® 10 @11 ® 12 ® 13 ® 14 ® 15

Figura 1.2: arvore dos vértices numerados de 1 a 15

J& vimos que uma &arvore é um grafo aciclico conexo nao orientado. Agora, uma

arvore com raiz é uma arvore que tem um vértice de origem denotado por O.

Exemplo 1.3. O grafo da Figura 1.2 é uma drvore com origem (raiz) erxatamente no

vétice de numero 1.

As definicoes que seguem valem para quaisquer grafos. Entretanto, vamos restringi-

las a arvores.

Definigao 1.2. Seja T = (9,€) uma drvore. Um caminho de tamanho n em T € uma
sequéncia de vértices vy, vy, Vs, ..., U, conectados por uma sequéncia de elos €1,€,...,Ep,

tais que £; = (v;_1,v;) para todo i € {1,2,...,n}. Denotamos esse caminho por vy — v,.

Observacao 1.3. No caso da definicao anterior, dizemos que a distancia de vy até v, €

n e denotamos por d(vy, v,) = n.

Defini¢ao 1.3. Seja T' = (0,€) uma drvore. Dizemos que u e v de ¥ sdo vizinhos mais

prézimos se d(u,v) = 1.



Definigao 1.4. Seja T = (9,£) uma drvore. Dizemos que o grau de v, denotado por g(v),

€ o numero de vizinhos mais proximos de v.
Observagao 1.4. Considere o conjunto G, = {u € ¥;d(v,u) = 1}. Entdo, g(v) = |G,|.

Exemplo 1.4. Seja a drvore finita, abaixo.

® 3 ®9 ® 10 @11 o 12

Figura 1.3: arvore dos vértices numerados de 1 a 12

Para esta drvore finita, temos g(i) = 3 se i € {2,3,4,5},9(i) =2 sei € {1,6} e
g(1) =1se1€{7,8,9,10,11,12}.

Agora, vamos definir o que é uma n-arvore e estudar alguns conceitos relacionados

a este tipo de arvore.

Definicao 1.5. Uma n-drvore ou drvore n-drea completa € uma drvore com raiz onde
cada vértice de qualquer nivel estd conectado a n vértices do prorimo nivel, exceto pelos

vértices que estao no ultimo nivel da drvore.

Observagao 1.5. A origem 0 é o nivel 0 da drvore. O nivel de cada vértice da drvore é

wgual a sua distancia em relagao a origem.



Exemplo 1.5. A figura abaizo representa uma n-drvore de raiz w, com n = 2.

w

Figura 1.4: 2-arvore de raiz w

Definicao 1.6. A altura de uma n-drvore é definida como a distancia da raiz até o ultimo
nivel da drvore. Denotamos essa altura por h. Dai, qualquer caminho da raiz ao ultimo

nivel da drvore consiste de h + 1 vértices.

Exemplo 1.6. Considere a Figura 1.4. Neste caso, temos a altura da 2-drvore igual a 3

e que cada caminho da raiz w ao ultimo nivel da drvore consiste de exatamente 4 vértices.

Proposicao 1.1. Seja T' = (9,£) uma drvore n—drea. Entdo, o nimero de vértices do
iltimo nivel de T € igual a n".

Demonstracao. A prova é por inducao sobre h. Com efeito, para h = 1 temos o ultimo
nivel de T' com exatamente n vértices. Agora, suponha valido para h. Devemos mostrar

valido para h + 1. De fato, cada vértice do nivel h estd conectado a n vértices do nivel

h

h + 1. Como, por hipétese de inducao, existem n" vértices no nivel h concluimos que

h

existem n.n* = n"*1 vértices no nivel h + 1.



Observacao 1.6. Cada vértice do ultimo nivel corresponde a um unico caminho partindo
da raiz. Logo, o numero de caminhos partindo da raiz que conectam a algum dos vértices

do wltimo nivel da n—drvore € iqual a n".

Agora, vamos definir o que é uma arvore esfericamente simétrica, sua fungao de

crescimento e um exemplo deste tipo de arvore.

Defini¢ao 1.7. Seja uma drvore infinita, localmente finita, T = (9,§) com raiz 0. Di-
zemos que T € uma drvore esfericamente simétrica se qualquer par de vértices que tem a
mesma distancia da origem, tém o mesmo grau. Em outras palavras, T € uma drvore esfe-
ricamente simétrica se o grau de qualquer vértice v de ¥ depende apenas da sua distancia

da raiz 0.
Observagao 1.7. 1. Por definicdo, para cada v de ¥, temos |v| = d(0,v);

2. Na drvore esfericamente simétrica, com raiz 0, vale que g(v) = f(|v]) + 1,
onde f:= (f(i))i>o € uma sequéncia de inteiros positivos e f é denominada fun¢ao

crescimento de T'.



Exemplo 1.7. Seja a drvore esfericamente simétrica T', abaizo.

0

Figura 1.5: arvore esféricamente simétrica T’

Para esta drvore, temos a fun¢ao de crescimento dada por f(i) = 2,¥i > 0. Logo,

g(v) = f(Jv]) +1=3,Yv € ¥ com v # 0.
Agora, para cada n > 1, seja 971, = {v € J; |v| = n}.
Proposigio 1.2. Seja T uma drvore esfericamente simétrica. Entdo, |0T,| = [y f (i)

Demonstracao. Indugao sobre n. Para n =1 é vélido, pois |071] = f(0). Suponha valido
para n, ou seja, [0T,| = [T;Zy f(i). Logo, |0Tn| = |0T5|-f(n) = (ITi5 f(0))-f(n) =
[Timo £ (D).



Definicao 1.8. Uma drvore esfericamente simétrica infinita cuja funcdao de crescimente
¢ dada por f(i) = i+1,¥i > 0, € dita drvore fatorial. Denotamos por T. a drvore fatorial.

A figura abaizo, € uma representacao da drvore T,.

0
®

Figura 1.6: Uma representacao da arvore 7j, até o nivel 1 =4

Observagao 1.8. Pela proposi¢io 1.2, seque que |01 ,| = 1.2.3..n = nl.

10



Capitulo 2

Modelo de percolacao acessivel em

arvores n-arias

Neste capitulo vamos estudar o modelo de percolacao acessivel na n-arvore. O
modelo consiste em associar uma variavel aleatéria continua X, para cada vértice v da n-
arvore. Consideremos que as variaveis aleatorias continuas X, tem distribuicao uniforme
(0,1). Suporemos, sem perda de generalidade, que para a raiz 0 atribuimos o valor 0.
Vamos estudar sob quais condigoes existe pelo menos um caminho acessivel na n-arvore,
definindo assim a percolagao acessivel. Comecaremos definindo o modelo e posteriormente

estudando o nimero de caminhos acessiveis na n-arvore.

2.1 O modelo

Para este modelo, a cada vértice v da arvore associamos uma variavel aleatoria
X,, tal que essa variavel aleatdria pertence a uma familia de varidveis aleatorias continuas
(Xy)vew 1.1.d. Chamamos modelo de percolagao acessivel o par formado pela drvore T' e a

familia de varidveis aleatérias continuas (X, ),ey-

11



Definicao 2.1. Um caminho de tamanho n, vy, v1, Ve, .....,v, em T € acessivel se

Xy < Xy < Xy, < Xy <o <X,

c.a

Denotamos este evento por vy”— v,

Exemplo 2.1. Seja a drvore 2-drvore T', abaixo.

0

0.30

0.35 0.34

Figura 2.1: realizacao de um modelo de percolacao acessivel na 2-arvore T’

A figura 2.1 € uma realizacdo de um modelo de percolacao acessivel, tal que para
cada v € ¥ associamos X, ~ U(0,1) de uma sequéncia i.i.d. Neste caso, temos que o0s

caminhos 0 — v, 0 — u e 0 — w sao caminhos acessiveis em T'.

12



O proximo resultado nos fornece a probabilidade exata de um caminho de tama-

nho A ser acessivel.

c.a

Proposicao 2.1. Seja um caminho vy, v, ....,vp, na drvore T. Entdo, P(vy"™—="v,) = %
Demonstrag¢ao. Seja um caminho vy, vy, ...., v, na arvore 7', tal que X, esta associado a
v; para todo i € {1,2,....,h}. Vamos facilitar a notacao escrevendo X,, = X;, para todo

i € {1,2,...,h}. Existem h! ordenagdes de X;, Xy, ..., X}, ou seja, ao longo do caminho
podemos organizar os valores atribuidos as variaveis aleatorias, apds uma dada realizacao,
de h! modos. Por exemplo, para uma dada realizacao do modelo de percolacao uma dessas
ordens é X7 < X5 < ... < Xj,. Outra ordem possivel é Xy < X3 < ... < X, < X;. Por
simétria, desde que X1, Xs, ..., X, sdo i.i.d ( independentes e identicamente distribuidas),

todas as possiveis ordenagoes tem a mesma probabibilidade de ocorrer, ou seja, %, entao
c.a

por exemplo, P(Xy < X3 < ... < X < X3) = % Portanto, P(v; ™= vy,) = %

O

Observagao 2.1. Considere um caminho de tamanho h que comega na origem (vy até vy,),

na n—drvore. Como a varidvel aleatoria associada a origem assume o valor 0, seque pela
Cc.a c.a

proposicao 2.1 que IP’(UO"%\U,L) — P(vl/—hvh) - %

2.2 Numero de caminhos acessiveis

Denotamos por N = # de caminhos acessiveis, conectando a origem ao nivel
h, na n-arvore . Nesta secao, computaremos o primeiro e segundo momento da variavel

aleatoria N.

2.2.1 Caélculo do primeiro momento de N(E{N})

Esta secao tem por objetivo computar o primeiro momento da variavel aleatéria

N. Para isto, veremos a proposic¢ao a seguir que nos fornecera o valor da E{N}.
Proposicao 2.2. Seja N dado acima. Entao, o primeiro momento de N é dado por

E{N} = % (2.1)

13



Demonstracao. Vamos definir uma variavel aleatoria indicadora I; para cada caminho,
conectando a origem ao nivel h, da n-arvore com i € {1,2,3,...,n"}. Seja a varidvel

aleatoria
1, se o i-ésimo caminho for acessivel

0, c.c

Por linearidade da esperanca, temos

nh nh nh
1 1 h

E{N}:E{ ]11} ZE{]I} Z]P’ ):;E:”hﬁ:ﬁ

=1 =1

Exemplo 2.2. Considere a Figura 2.1. Para este caso, temos E{N} = 17 = 5 = % =

2.2.2 Calculo do segundo momento de N

Estd secao tem por objetivo encontrar um limitante superior para o segundo

momento da varidvel aleatéria N.

Proposigao 2.3. Seja E{N?} o sequndo momento da varidvel aleatéria N. Entao,

E{N?} < E{N} +E{N}* + Y17} (%) 2.

Demonstracao. Vamos usar as variaveis I; da proposicao 2.2. Ou seja,

1, se o i-ésimo caminho for acessivel

0, c.c

Note que, as varidveis aleatérias I;,i € {1,2,3,...,n"}, sao dependentes e iden-
ticamente distribuidas, tais que E{I;} = E{I,’} = P(I; = 1) = . Agora, considere que

N = Zf:hl I;. Logo,

14



nh

o) = 5{($1))

nh

= iE{HﬁH > E{LL}

ij=1,i%j

nh

~ SEE+ Y B

ij=1,i%j

nh

= E{N}+ ) E{LlL}
ij=1,i#j

Agora, vamos obter uma forma fechada para o correlacionador E{I;I;}. Primei-
ramente, notemos que este correlacionador depende apenas do nimero de vértices que o
1-ésimo e o j-ésimo caminho tem em comum, pois se o i-ésimo e o j-ésimo caminhos nao
possuem vértices em comum, temos E{I;I,} = E{[;}E{L;}, por outro lado se o i-ésimo ¢ o
j-ésimo caminhos compartilham vértices, temos E{I,I;} = E{E{II;/I,}}. Note também
que para quaisquer dois caminhos i e j( com i # j) que compartilham h — k + 1 vértices,
E{LI;} é dado pela probabilidade m; de ambos os caminhos serem acessiveis, ou seja,
E{LL} = PIL =1) = P(I; = 1;I; = 1) = m. Seja x o valor atribuido a X,, onde v
é o vértice de divergéncia dos dois caminhos. Notemos que, estes dois caminhos podem
ser decompostos em trés caminhos menores e independentes, dois de tamanhos k£ e um de

tamanho h — k conectados ao vértice v (veja figura 2.2).

Q@é@@@&@@
O
6) h—k
O

Figura 2.2: A correlagao entre dois caminhos depende apenas do nimero h — k + 1 de
vértices que ambos os caminhos tém em comum.

Considerando v como raiz, todos os vértices que estao mais préximos de v devem
ter um valor atribuido menor que x e todos os vértices mais proximos aos ultimos niveis

da arvore devem ter um valor maior que x. Além disso, todos os valores devem estar
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em ordem crescente nesses caminhos menores. Dai, usando o fato de que as variaveis

aleatérias tem distribui¢ao uniforme (0, 1), concluimos que

'%

L=1L1L=1/X,=2)
. /IP]I_l]I =1/X, = z)f(x)dx

T =

O

= / PX:<Xo<...<Xpp1 <2)Plx < Xp g1 <...< Xh)zdx

_ / [U—F@D?wx

hkl
(h— k—l k!
ph—k—1 (1_1.)14:2
- A h—Fk—1) [ k! }dx

- w—k—1MM)Azﬂklu_@%m
B(h— k, 2k + 1)

(h—k — 1)I(k!)?2
(h—k — 1)!(2k)! 1
(h+ k)! Qh—k—1mmy)

- (Vaem

onde B(z,y) = fol 1=ty = % é uma fungao beta de Euler.

O

Para avaliar a soma sobre a correlacao entre dois caminhos ¢ e j em 7, também
é necessario o nimero m;, de pares de caminhos que possuem h — k + 1 vértices comuns.
Este nimero pode ser avaliado com uma simples combinatéria, considerando que: Para o
primeiro caminho entre os trés na Figura 2.2, digamos o de tamanho k, qualquer vértice
pode ser escolhido, isto é, existem n” possibilidades ( que é o nimero de caminhos da
arvore). O segundo caminho compartilha h — k 4 1 vértices, entao existem n — 1 vértices,
que dista 1 de z em potencial para escolher (se o n-ésimo vértice, também pertence ao
primeiro caminho) e finalmente, pode-se escolher qualquer vértice subsequente até que

k—1

se alcance o ultimo nivel de outro caminho e isso equivale a n*~" possibilidades. Logo,

existem ao todo my = (n—1)n"n*~1 = (n—1)n"**~1 pares diferentes. Consequentemente,
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2.3

nh

E{N’} = E{N}+ > E{II;}

i.j=1,ij

h
k=1

IA
=
—_
=
—
_l’_
VS
= =
N——
e
=B
_I_
g
TN
&=
N———
=
3
+7
=l B
3
e
wn
|
—_
A
—_

Portanto,

E{N?} <E{N} +E{N}+ S <2k> ”M' (2.2)

Probabilidade de existir caminhos acessiveis na
n-arvore

Nesta se¢ao, vamos usar o primeiro e o segundo momento da variavel aleatéria

N para obter informacoes sobre a existéncia de caminhos acessiveis na n-arvore. Vejamos

primeiramente a desigualdade de Cauchy-Schwarz e depois um lema, que relaciona o

primeiro e o segundo momento de uma variavel aleatoria X que assume valores inteiros

{0,1,2,...}.

Lema 2.1 (desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se X e Y sdo varidveis aleatdrias com

seqgundo momento finito, entdo |[E{XY}| < /E{X?}E{Y?}.
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Lema 2.2. Seja X uma varidvel aleatéria que assume apenas valores inteiros {0, 1,2

com sequndo momento finito. Entao vale a inequagao

E(X}>P(X > 1)> E‘{é}} (23

Demonstracao. Por definicao da esperanca, temos

E{X) = ZiP(X — i) > [ZIP(X - i)} —P(X >1) (2.4)

Agora, vamos mostrar que P(X > 1) > %. Com efeito, usando a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, temos E{X} = |[E{X x>} }| < \/E{X?}E{I{x>1;}. Logo,

E{X?}P(X >1) > E{X}?. Consequentemente,

P(X >1) > Egg}. (2.5)

Portanto, a combinagao de (2.4) e (2.5) nos fornece o resultado desejado, ou seja,

E{X}*
E{X} 2 P(X 2 1) 2 gy

]

Como consequéncia imediata do Lema 2.2, concluimos que combinando as desi-

gualdades (2.2) e (2.3), obtemos

E{N)? E{N}*
B(N} 2P(V2 1) 2 gy 2 g s (2.6)

onde
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Vamos tratar o nimero de ramificacoes n como uma funcao de h. J4 que va-
mos distinguir os trés casos de crescimento linear, crescimento mais rapido que linear e

crescimento mais lento que linear, nds escrevemos
n =n(h) = ha(h).

Os trés casos acima correspondem a:

1. a(h) = a = constante (crescimento constante da arvore);
2. a(h) — oo (expansao muito rédpido das laterais); e

3. a(h) — 0 (compressao das laterais).

Além disso, suponhamos que n(h + 1) > n(h). Como E{N} = %, vamos usar a

formula de Stirling

n! ~ 27?71(2)
e

para obter um valor médio para N. Logo,

n(h)" _ [ea(h)]"
Varhhieh  \arh

Pela relagao (2.7), concluimos o seguinte:

E{N} ~

1. E{N} ~0se a(h) > 0oua(h)=a<e?

2. E{N} = oo se a(h) = oo ou alh) =a > e L.

Primeiro, vamos considerar o caso a(h) — 0 para mostrarmos que S(h) cresce

mais lentamente que E{N}. Para isto, vejamos a proposigao a seguir.
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Proposicao 2.4. Sejam S(h) = Z;} (Zkk)% e E{N} = "h—:b Entio, S(h).E{N}™" <0

para h suficientemente grande. Consequentemente, P(N > 1) € assintéticamente equiva-

lente a BE{N}.

Demonstragao. Aplicando a férmula de Stirling em S(h), obtemos (Qkk) < j—%, logo

sw = 3 ()t

= 2k n* : -
= E{N}; (k:) G h—D . hrD) aplicando Stirling
< E{N}g (4n)"
N — Vrk(h+k).(h+k—1)...(h+1)

1— Ih_l

= EMY@(5—)

com z = 7. Dal, S(h)E{N} " < (x)(l_lgﬂ_h;). Logo, para h suficientemente
grande, quando = — 0, concluimos que S(h).E{N} ' < 0. Ou seja, S(h) — 0. Con-
sequentemente, pela desigualdade (2.6), temos limj_, % =1,1.é, P(N > 1) é as-
sintéticamente equivalente a E{N}.

O

Para o caso a(h) — oo é um pouco mais complicado. Semelhantemente ao caso
anterior, mostraremos que S(h) cresce mais lentamente do que E{N}~, o que vai implicar

em P(N > 1) — 1 quando h — oo. Para isto, vamos demonstrar a proposi¢ao seguir.
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Proposicao 2.5. Seja a funcao

£(h) = S(HE{N}, (2.8)
Entao,
Eh 1) < 1;—%’” (2.9)

Demonstragao. Consideremos que n(h + 1) > n(h) e n(h) = ha(h). Portanto,

Eh+1) = S(h+ 1)E{N}h+1—2
- [(h+ 1)1? Z (2/€> [n(h + 1)]htk+

[+ D0 2\ k) (h+ k+1)!
e e
< e Z () % pos () = nh)
- [[(:J)fh)ﬂf[<2h[i(lf§]<};h>zgf>)§+ h+2 g( ) fyﬂ]z:k}
VRS VRV T

(2h 4+ D)n(h)  [n(h)]2+1(h +2)
1 r(h+ 12 (R4 1)2(R)?
— n(h)L@2h+1)  [n(h)]?h(h+2) S(h)}
1 (h+1)r (b 1)? (n(h)h
~ alh)Lh(2h+1) * h(h+2)\ A

)25(h)], pois n(h) = ha(h)
1 r(h+1)2  (h+1)? s

co bhensn T g S WEN ]

1 (h+1)2 (A4 1) ()}

~ a(h) Lh(2h+ 1) h(h+2)€

(1+&(h))

)
+¢(h)
a(h)
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Agora, desde que a(h) — 0o, podemos tomar uma constante fixa C' > 1 e encon-

trar hg tal que a(h) > C,Vh > hg. Dal, teremos

§(h+1) <

Agora, mostraremos por indugao que

—ho
o< LS L 210)
k=1
Ch o +ZZ ?0% - g(c}flo) _'_zli:l% - %4’% > £(h).

Suponha vélido para k, ou seja, {(h) < éhhoho + ZZ ?0 % é verdadeiro. Logo,

S b S ey > Sk 4+ ST & > €(h). Portanto, a desigualdade (2.10) 6

Para k£ = 1, temos

verdadeira.

Notemos que quando h — oo, temos

Portanto, para C' arbitrariarmente grande concluimos que £(h) — 0. Consequentemente,

concluimos pela desigualdade (2.7) que P(N > 1) — 1 quando h — oo.

Teorema 2.2. Suponha que n = n(h) = ha(h). Entao,

0, se a(h) =0,
lim P(N > 1) =
h—o0
1, se a(h) — oc.
Demonstra¢ao. A demonstragao consiste na combinando das proposicoes 2.4 e 2.5. Por-

tanto, o resultado segue.

]

Finalmente, vamos considerar o caso a(h) = « = constante. Usando a forma
recursiva dada por (2.10), provaremos que £(h) < (o — 1)~ com « > 1. Para isto, veja a

proposicao a seguir.
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Proposicao 2.6. Seja {(h+ 1) < 1:(5}5?) Entio, £(h) < (a— 1) com a > 1.

Demonstragao. Inducao sobre h. Suponha vélido para h, ou seja, £(h) < (o — 1)L

Devemos mostrar que £(h+ 1) < (o — 1)~ Com efeito,

Eh+1) < 12(2()]1) < H(aa_ D™ _ ail =(a—1)""

[]

Observagao 2.2. Notemos que limy,_o £(h) < limy_oo(@ — 1)t = (a — 1)71. Ou seja,

&(h) tem limite finito.
Agora, demonstraremos o resultado principal para o caso a(h) = o = constante.

Teorema 2.3 (Nowak e Krug.(2013)). Se n = ah, com a > 0 uma constante, entdo

=0, sea<el,

lim P(N > 1)
h—o0

>1—at, sea>1.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos supor que a < e~ 1. Pela desigualdade (2.6) e a

relacdo (2.7) concluimos que

0> lim P(NV >1) > 0.

h—o00
Logo, limj, oo P(N > 1) = 0. Agora, suponha que a > 1. Pela desigualdade (2.6), obtemos
1 . E{N} +E{N}* + S(h)

AL PN ST S AR E{N}

IN

L 1 S(h)
- hh—{go (E{N} Tl E{N}2>

= 1+ lim £(h).

Como limy 00 &(h) < (v — 1)1, temos limy, oo m <1+ (a—1)"". Conse-

quentemente, limy_ o, P(N > 1) > m = QT_I =1—a L
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Capitulo 3

Discussao

Neste capitulo vamos discutir sobre outros resultados recentes do modelo de per-
colacao. Vamos centralizar a discussao na prova complementar do teorema de Nowak
e Krug, e posteriormente sobre o trabalho recente do modelo de percolagdo na arvore

esfericamente simétrica infinita.

3.1 Discussao

No final do Capitulo 2 enunciamos e provamos o Teorema 2.3. Existe um resultado
importante que completa este teorema. Notemos que, no Teorema 2.3 é razoavel supor
que o limite é uma sequéncia monétona em «. Este fato pode ser verificado da seguinte
forma: sejam duas arvores n-arias de altura h, digamos T3 e T5, associadas ao valores
a1 e (g, respectivamente, com a; < ap. Suponhamos que T} é subarvore de T5. Logo,
todo caminho acessivel em T também o é em Ty. Dai, concluimos que P(N; > 1) <
P(Ny, > 1). Consequentemente, limy, ., P(N; > 1) < limy_o P(Ny > 1). Portanto,
podemos supor o limite como uma sequéncia mondétona em «. Concluimos, devido a
monoticidade da sequéncia formado por esse limite, que deve existir um valor critico
a. € [e71,1], tal que P(N > 1) — 0 para a < a, e limj,_,oo P(N > 1) > 0 para a > ..
Este resultado pode ser encontrado em [2], no teorema de Roberts e Zhao, que diz: Se

n = ah, entdo a, = e~ 1, ie.,

0, sea<el
lim P(N > 1) =
h—o0 _1
1, sea>e .
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Agora, abordaremos alguns resultados mais recentes sobre percolacao acessivel obtidos em
[3]. De acordo com o capitulo 1, uma arvore T' = (¢, &) é dita esfericamente simétrica
se qualquer par de vértices na mesma distancia da origem, tém o mesmo grau. O modelo
consiste em associar uma variavel aleatoria continua X, para cada vértice v da arvore
esfericamente simétrica infinita. Para o modelo em apreco, tomamos as X, como
tendo distribui¢ao uniforme (0,1) (U(0,1)). Agora, para cada n > 1, seja
c.a
OT,, = {v € ¥; Jv| = n} e considere A,, := Ap(T) = U,cop, { O 2w}, Dizemos que N, é
o numero de caminhos acessiveis conectando a origem ao n—ésimo nivel da arvore 7. Ou
c.a

seja, N, = [{v € 9T,,; 0 "= v}|. A definigao a seguir, caracteriza quando hé percolagao

acessivel na arvore esfericamente simétrica.

Defini¢ao 3.1. Dizemos que hd percolag¢ao acessivel na drvore T = (9,§) se o evento

Mo, A, ocorre com probabilidade positiva.

Observacao 3.1. Note que (Ay,)nen € uma sequéncia decrescente de eventos
(Ant1 C An, ¥, Ay NN An), entdo o nosso interesse € estudar

O(T) = PN, An) = limyee P(An).

Definigao 3.2. Seja T\ = (V1,&1) e To = (92,&) duas drvores com comum origem 0.

Nos dizemos que T € sub-drvore de Ty, denotamos Ty < Ty, se 97 C ¥ e & C &s.
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Lema 3.1. Se T} < Ty, entdo 0(Ty) < 0(T5).

Demonstragao. Basta mostrar que todo caminho acessivel conectando 0 a 977, também
c.a
gtia

¢ caminho acessivel conectando 0 a 97T ,,. Com efeito, seja um caminho acessivel 0 v

c.a
g

para algum v € 97} ,. Como, por hipétese, T} < T5, entao 0 v é caminho acessivel

em T5. Veja as arvores T} e Ty, respectivamente:

0 0

v [ ) v

Figura 3.1: arvore T3 Figura 3.2: arvore 75

Notemos que as Figuras 3.1 e 3.2 sao duas arvores, tais que T} é sub-arvore de T5.
c.a

Portanto, como A, (T) = J,cor, { 0 "= v}, temos A, (T1) C A, (T3). Portanto,
P(A,(Th)) < P(A,(Ty)) implicando que lim,, o, P(A,(T1)) < lim,, o P(A,(T3))
implicando que 0(717) < 6(T3).

Observacao 3.2. 0(T') é uma fun¢do ndao-decrescente em T'.
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Proposicao 3.1. Seja a drvore Ty. Entdao, P(A,) < 0 ol —

c.a

Demonstragdo. Note que, A, (T1) = U,eop, { 0 " v}. Portanto,

c.a

PALT) = P(|J {0 < 3 P00}

vedT vEdT
B 1 1 | .
wear, DL (DL (1 n 41

Pela observacao 3.1, temos

OT) = B[ M) = lim Pho) < lim s =
n=1

Ou seja, 0(T)) = 0. Consequentemente, nao hé percolagdo acessivel na arvore fatorial.

Consideremos a arvore esfericamente simétrica T, cuja funcao de crescimento é

dada pela funcdo f(i) = [(i +1)*],¢ > 0, ([( + 1)*] = min{n € N;n > (i + 1)*}) onde

a > 0 é uma constante. Pela observacao 3.2, 0(«) := 6(T,,) é uma fungao nao-decrescente

em « e o valor critico

a. = inf {o;0(c) > 0}

estd bem definido. O teorema a seguir computa o valor exato onde ocorre a transicao de

fase para o modelo de percolacao acessivel em T,,.
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Teorema 3.3 (Coletti, Gava, R.(2018)). Seja T, tal que f(i) = [(i + 1)*],i > 0, onde

a > 0 € uma constante. Entao,

O wvalor critico € dado por a. = 1.

Demonstragao. Se a =1, entao f(i) =i+ 1. Dai, T,, =Ty = T} e ja vimos que §(77) = 0.
Agora, se a < 1, entao f(i) = [(i +1)*] < f(i) =i+ 1. Dai, T, < Ti. Logo, pelo lema
3.1, temos 6(7T,) < 6(T)) = 0. Portanto, 0(T,) = 0 se < 1. Para o > 1, devemos fazer
uma comparacao com o processo de ramificagao com selecao cuja sobrevivéncia implica em
percolacao acessivel em T,,. Para tanto, vamos usar um resultado que pode ser encontrado

em [7], no teorema de Bertacchi, R. e Zucca, que diz: Suponha que > oo -+ < oo,

=0 m;
e que para algum C > 0 existe g : N — [1,00) tal que (m,®/(m,?) < g(n), para
algum n suficientemente grande e lim,,_,, sup(g(n + 1)/g(n)) < C. Entao, o processo
de ramificacao com selegao (PRS) sobrevive com probabilidade positiva. Portanto, Se T’

é esfericamente simétrica com fungao de crescimento f, podemos interpretar m; = f(i),

para todo i > 0 e a condicao
> <
— f(i)
implica percolacao acessivel com probabilidade positiva.

]

Observacao 3.3. Para uma prova mais detalhada dessa sequnda parte do Teorema 3.3

confira [7].
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Conclusao

Neste trabalho fizemos uma estudo detalhado do artigo [1], destacando os princi-
pais conceitos relacionados nesse artigo. Buscamos, em todo tempo, deixar o mais claro
possivel todos os pormenores de cada conceito e resultados que foram abordados, sempre
visando uma melhor compreensao da teoria abordada e suas aplicacoes. Ainda em relagao
ao artigo [1], discutimos um resultado da literatura que se encontra em [2] que completa
o principal resultado obtido no atigo em questao. Sequéncialmente, concluimos com uma
discussao sobre os resultados recentes obtidos em percolagao acessivel tomando por base a
teoria desenvolvida em [3]. Discutimos os principais conceitos e os resultados fundamentais
que foram obtidos em [3]. Vale ressaltar que em [3] foram estabelecidas novas proprieda-
des do modelo de percolacao de acessibilidade em arvores. Contudo, alguns problemas de
percolacao acessivel em drvores permanecem em aberto. Por exemplo, em [3] foi desen-
volvida a teoria em cima de arvores esfericamente simétricas e com funcao de crescimento
especifica, mas ainda é um problema em aberto obter condigoes necessarias e suficientes
para que exista ou nao percolacao acessivel para uma dada fungao de crescimento. E fato
que, existe uma familia inteira de arvores que nao valem os resultados obtidos nos artigos
[1,2,3]. Portanto, é necessario uma busca por novos métodos a serem explorados, que é
muito provével o uso do recursos computacionais (simula¢oes numéricas), com o objetivo

de resolver estas questoes em aberto e que ainda surgirao.
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