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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar equacoes diferenciais parciais parabdlicas nao
autonomas nao classica da forma

% — (t)A% — Au=g(u) + f(t,u;) em (s,+00) x Q
u=0 em (s,400) x OS2
u(t,z) = ¢(t — s, ) te[s—h,s], zeN

onde s € R é o tempo inicial, Q@ C R" (n > 3) um dominio suave limitado, A representando o
operador Laplaciano com respeito as variaveis espaciais. Vamos mostrar resultados de existéncia
de atrator pullback para esse tipo de problema e para a equacao sem o retardo.

Palavras-chaves: semigrupos, processos de evolucao, atratores pullback, problema nao
autonomo, equacao com retardo.






ABSTRACT

Our goal in this work is to study a nonautonomous parabolic differential equation, which
is written as

% — (t)A% — Au=g(u) + f(t,u;) em (s,+00) x Q
u=0 em (s,400) x OS2
u(t,z) = ¢(t — s, ) te[s—h,s], zeN

where s € R is the inicial time, Q C R™ (n > 3) is a smooth bounded domain, A represents the
Laplacian operator with respect to the spatial variables. We are going to show some results
about existence of pullback attractors for this type of problem and for the equation without
delay.

Key-words: semigroups, evolution process, pullback attractors, nonautonomous
problem, equation with delay.
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Introducao

A grande relevancia da Matematica reside no fato de que, além de existir como ciéncia,
com suas teorias e problemas; ela tem a caracteristica impar de penetrar em outros ramos do
conhecimento humano. As raizes de véarias teorias matematicas estao em fendomenos naturais
que impulsionaram o notavel crescimento de grande parte da Matematica. As Equacoes
Diferenciais fazem parte desta Matematica comprometida com o estudo de problemas concretos

Aprofundaremos o estudo das Equacoes Diferenciais Parciais garantindo a existéncia de
solucoes, a unicidade e continuidade em relacao aos seus dados inicias. Além disso, quando
existe localmente a solugao para a equagao, queremos estudar se podemos transforma-la em
uma solucao global. O nosso objetivo é o estudo de um tipo particular de equacoes, as equagoes
diferenciais parciais parabdlicas nao autonomas.

Para isto, comecaremos o estudo de sistemas dinamicos, que é uma familia de parametro
(em geral o tempo) de aplicagoes de um espago abstrato nele mesmo. Geralmente, um sistema
dinamico esta associado a uma equacao diferencial. Quando trabalhamos num sistema dinamico
podemos estudar a dindmica backwards (comportamento do sistema no passado, quando o
parametro é o tempo) e a dinamica forwards (comportamento no futuro, quando o parametro é
o tempo). Nos sistemas de carater autonomo, as dinamicas backwards e forwards tem o mesmo
comportamento, o que pode nao ser verdade nos sistemas nao-autonomos, o qual estamos
interessados em estudar.

Iremos nos aprofundar nas equagoes diferenciais parciais semilineares, envolvendo um
operador ilimitado (que depende explicitamente do tempo t) que seja gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo analitico. Para isso estudaremos o conceito de Semigrupos e Processos que
serao utilizados para a resolucao de equagoes nao autonomas.

Em particular, daremos enfoque a uma equagao do tipo

% — (t)A% —Au=g(u) + f(t,u;) em (s,+00) x Q
u=0 em (s,400) x OS2
u(t,z) = ¢(t — s, x) tel[s—hys], ze

onde s € R o tempo inicial, @ C R" (n > 3) um dominio suave limitado, A representando o
operador Laplaciano com respeito as varidveis espaciais. Suponha g satisfazendo as seguintes
condicoes:

ge C'®), limsup Y <0, |g(a) - g(b)] < cla— bl(L + |alr~" + b

la] =400 @

n+ 2
5 O termo de retardo que depende do tempo f(t, u;) representa, por exemplo,

coml < p<
n —
a influéncia de uma forca externa com algum tipo de retardo, memoria ou caracteristicas

hereditarias.



Um segmento de solugao serd denotado por u; e o valor inicial ¢ € C([—h, 0], L*(2)) tal
que ¢(0) € Hy (). Ou seja, dado h > 0 e a fungao u : [s — h,+00) x Q@ — R, para cada t > s
definimos a aplicagao u; : [—h,0] x Q — R por

u(0,x) = u(t + 0,x), para 6 € [—h,0], z € Q.

Neste sentido, a formulagao abstrata relacionada ao retardo inclui vérios tipos de retardo
de uma forma tunica. Por exemplo, termos do tipo

0

Fi(t,ult — b)), Fa(ult—1(t) e /_th(t,Q,u(tJrH))d&,

com F; (i = 1,2,3) sendo fungdes adequadas e 7 : R — [0, h], podem ser descritas com as
seguintes f; correspondentes, definidas por

0

fl(t7 qb) = Fl(t> ¢(_h))7 f2(ta ¢) = F2(¢(_T(t))) € fS(ta gb) = /h F3(ta 0, ¢<0))d97

com ¢ : [—h,0] = X. X denotando um espago de Banach ou Hilbert em relagao as variaveis
espaciais. No nosso caso de estudo, basta substituir ¢ por ;.

Mais ainda, suponha a fungao v : R — (0, +00) uniformemente continua que satisfaz
0 < <~(t) <7 < oo. A qual representa a variabilidade da viscosidade devido ao tempo,
por exemplo, a temperatura do ambiente externo. Este coeficiente dependendo do tempo que
transforma o nosso problema de natureza autonoma

Deste modo, para o estudo deste sistema dinamico nao autonomo consideramos a teoria
de processos de evolugao e atratores pullback. Primeiro garantimos a existéncia local de solucao
e boa-colocacao do problema usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Em seguida,
conseguimos a existéncia global de solugao e o comportamento das solucoes sao abordadas
no sentido do atrator pullback.

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos a definicao e resultados bésicos sobre a teoria de semigrupo,
sendo baseados em [14]. No Capitulo 2, vamos mostrar a construcao do espago das poténcias
fracionarias.

No Capitulo 3, contém resultados relacionados a atratores globais para problemas
autonomos e ainda, definimos processos de evolucao para estudar os atratores pullback para os
problemas nao autéonomos, baseados em [8]. No Capitulo 4, temos o estudo efetivo da equagao
de difusdo nao cldssica nao auténoma com retardo, seguindo [5].

Por fim, o Capitulo 5, contém a equacao de difusao nao cldssica nao autonoma, mas agora
sem o retardo, com o intuito de comparar com o estudo feito no Capitulo 4, baseado em [15].



Capitulo 1

Semigrupos para problemas autonomos

Neste capitulo, iremos estudar brevemente a teoria de semigrupos. Dando enfoque
na teoria dos semigrupos fortemente continuos e semigrupos analiticos. Utilizamos como
referéncias principais [10], |11] e [14].

1.1 Semigrupos uniformemente continuos para
operadores lineares limitados
Definigao 1. Seja X um espago de Banach. Uma familia a um parametro T(t), 0 <t < oo

de operadores lineares limitados de X em X, é um semigrupo de operadores lineares limitados
em X se:

(1) T(0) =1, sendo I o operador identidade em X ;
(1)) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T(t) : t > 0}, € uniformemente
continuo se

lim || T(t) — I|| = 0.
t—ro0
O operador linear A : D(A) C X — X definido por

D(A) = {x e X : lim LT = 1(@) e:m'ste}

t—o0 t

_ +
e — lim T(t)r —x _d T<t)x
t—o0 t dt

para x € D(A)

=0
¢ o gerador infinitesimal do semigrupo { T(t) : t > 0}.

Note que se { T'(t) : t > 0} é um semigrupo uniformemente continuo, entao
lim ||T'(s) — T'(t)|| = 0.
s—t

Teorema 1.1.1. Um operador linear A € um gerador infinitesimal de wm semigrupo
uniformemente continuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

5



Demonstracdo. Suponha que A seja um operador linear limitado em X e defina

=
I
QH-
S
I
()2
=

n!
n=0

Observe que a série converge em norma para todo ¢ > 0 e defina para cada t, o operador

— (0A4)"
linear limitado T'(t). Temos T(0) = e*4 = g ( '> = [ e queremos calcular T'(t + s), para
n!
n=0

isto utilizaremos o binomio de Newton, sendo

P [
p: kE p—k
t p _ —t p—
(t+s)P = ,; H—F) s

o que implica

o n AN P AP
T(t—i—s):e(ert)A:ZM hmZﬂ

— n! n—so0 p!
- P thgph G th AR gpR (1)
_ P _ 1; p—k
= Hm [ Kl(p — k)] A 7}‘32022 k' (p—k)!
p=0 Lk=0 p=0 k=0

o
tA)"™
Como Z( ) converge absolutamente, entao em |) temos et4es4.  Portanto,

n!
n=0
T(t+s)=T(t)T(s). Temos ainda

o) n oo tnAn %) t?’LATL
o= =[5 :| potce
= |[tA] Z < |tA] Z
0 0
|(tA
< [|t4]] L ,) ” = [[tA|| el = |jeA|| M4 < Jt] || Al eI
n
n=0

Logo,
IT(8) = 11| < [¢] (1Al 14T,

Assim, quando t — 0, temos eIl — 1, consequentemente ||T(t) — I|| — 0 quando ¢ — 0,
ou seja, T(t) uniformemente continuo.



Resta mostrarmos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo. De fato,

= (A

-5 25) -

n=0

- ||4 (Z i - I) H < 4]

n=0
< || AJ [[tA] 14T < Jef A7 eI,

_(tA)"
Z (n+1)!

n=0

Tt)—1 Tt)—1
assim, fazendo ¢t — 0, obtemos ()— — A‘ — 0, ou seja, Pn(%)T = A. Portanto,
_)

{T(t) : t > 0} é um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados em
X e A é seu gerador infinitesimal.

Reciprocamente, suponha que { 7'(t) : ¢ > 0} seja um semigrupo uniformemente continuo
em X. Pela continuidade uniforme de {7'(¢t) : t > 0}, podemos falar em integrabilidade e
aplicando o Teorema temos

li 1
hlg(l)h

t+h
/ T(s)ds=T(0)=1

assim, dado € > 1, existe p > 0 tal que

o]

Pelo Teorema |A.2.13] existe o operador inverso

I- (I —p! /OPT(s)ds> =p! /OPT(s)ds.

p P
Logo, p_l/ T'(s)ds ¢ um operador inversivel, assim / T'(s)ds também sera. Agora,
0 0

%/OPT(S)CLS - ;/OPT(s—l—h)ds—/OpT(s)ds} - [/hphT(s)ds—/OpT(s)ds]
-1 | /h " T(s)ds + /,, " s)ds — /0 " r(s)ds — /h pT(s)ds}
:% :/pp+hT(s)ds— /OhT(s)ds}
logo,
% _ % { /,, " P s)ds - /0 hT(s)ds} ( /0 pT(s)ds) - (1.2)

Fazendo h — 0 em (|1.2)) concluimos

lim % = [T(p) — 1] (/OpT(s)ozs)1 .

h—0

7



Suponha que A seja o limite uniforme de quando h — 0 assim

_ _ +
A = Tim T(h)—1 ~ im T(h) —T(0) _ d T(O)'
h—0 h h—0 h dt

Parat > 0e h > 0, temos

Th+t)=T(t) Th)T(t)—T(t) T(h)—1
= =Tt | ——— 1.3
T(h)—1 .
mas —— —— CONVeIge em nOrma para A, logo (1.3) converge uniformemente para T'(t)A
quando h — 0". T é derivdvel a direita para todo t < 0
drT(t
dt( ) =T(t)A. (1.4)

Para t,h > 0 com 0 < h < t obtemos

T(t—h)—T(t) T(t)—T(t—h) T(h)—1I
—h h T(t—h) (T) ’

Como T é continuamente uniforme, entdo quando h — 0 temos T'(t—h) — T'(t) e também

T(h)—1
% — A, logo
. T(t—h)-=T(t) dT(t)
}lllir(l) ~ =—0 = T(t)A. (1.5)
Portanto, de (1.4)) e temos
dz—it) — AT(t), ¥t > 0,

o -1

provando assim que o operador linear (T'(p) — I) ( / T(s)ds) é o gerador infinitesimal de
0

{T(t) : t >0}.

Observagao 1.1.1. Pela defini¢ao de semigrupos e pelo Teorema temos que { T(t) : t >
0} possui um unico gerador infinitesimal.

Se {T'(t) : t > 0} é uniformemente continuo seu gerador infinitesimal é um operador
linear limitado. A reciproca vale, todo operador linear limitado é um gerador infinitesimal de
um semigrupo uniformemente continuo, a pergunta a se fazer é se esse semigrupo ¢ tnico.

Teorema 1.1.2. Seja {T'(t) : t >0} e {T1(t) : t > 0} semigrupos uniformemente continuos
de operadores lineares limitados. Se

lim% — A= hmw'
t—0 t t—0

Entao T'(t) = Ti(t) para todo t > 0.



A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [14], assim como a prova do
corolério a seguir.

Corolario 1.1.1. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo uniformemente continuo. Entdo,

(a) Emiste uma constante w > 0 tal que |T(t)| < e**;

(b) Eziste um tinico operador linear limitado A tal que T(t) = e'4;

(c) O operador A em (b) é o gerador infinitesimal de { T'(t) : t > 0};
(d) A aplicagiao t — T(t) € diferencidvel em relagao a norma do operador e

dr(t) _
= = AT() = T(1)A.

1.2 Semigrupos de operadores lineares limitados
fortemente continuo

Nessa secao sempre consideraremos X um espaco de Banach.

Defini¢ao 2. Um semigrupo {T(t) : t > 0} de operadores lineares limitados em X é um
semigrupo fortemente continuo se

lim T'(t)x =z, Vo € X.

t—0t

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd chamado
de semigrupo de classe Cy ou simplesmente Cy-semigrupo.

Teorema 1.2.1. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Existem constantes w >0 e M > 1
tal que
|T(t)| < Me**, para 0 <t < oo.

Demonstragao. Primeiro mostraremos que existe n > 0 tal que ||T°(¢)|| é limitado para
0 <t < m Seisso nao fosse verdade, existiria uma sequéncia (t,),en, com ¢, — 0, sendo
t, > 0, para todo n, mas ||T'(t,)|| > n, para todo n € N. Pelo Teorema de Banach-Steinhauss
(A.2.3), | T(t,)z]| nao seria limitado para algum x € X, contradizendo o fato de { T'(¢) : t > 0}

ser fortemente continuo.

Logo, existe uma constante M > 0 tal que ||T'(t)|| < M, para 0 < ¢t < 7. Além disso,
como ||[T(0)|| = ||I|| = 1, entdo M > 1. Considere t > 0, escreva t = nn+ 4§ com n € Z* e
0 <4 < n. Entao,

1T = T (rn + ) = T )T @) < (|7 ) [T O) ] < T )" T ()]
<NT@)" TG < M"M < MvM = Me*

t ) t 1
considerando — = n 4+ —, o que implica em M" < M#». E ainda w = —logM > 0, sendo a
n n

constante procurada, pois
t
1 t = t
Llog M L
Me'm 18 M) — ppelos M — Nraro



Corolario 1.2.1. Se {T(t) : t > 0} € um Cy-semigrupo, entio a aplicacao, (t,x) — T(t)x é
uma fungao continua de [0,+00) X X em X.

Teorema 1.2.2. Seja {T(t) : t > 0} um Cy-semigrupo e seja A o seu gerador infinitesimall.
Entao,

1. Parazr € X,
t+h

1 '
}lllir(l) n T(s)xds = T(t)z;

¢
2. Parax € X, / T(s)xds € D(A) e
0

A ( /0 t T(s)azds) _ Tt —

3. Para x € D(A), T(t)x € D(A) e

dr(t) B ‘
— T= AT (t)x = T(t)Ax;

4. Para x € D(A),
Ttz —T(s)x = / T(1)Azdr = / AT (T)xdr;

5. (Transformada de Laplace) Para Re(\) > w (sendo w do Teorema|1.2.1] ), A € p(A) entdo

A=Atz = /000 e MT(t)adt.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [16].

Corolario 1.2.2. Se A € o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {T(t) : t > 0}, o dominio
de A, denotado por D(A), é denso em X e A é um operador linear fechado.

A demonstracao dos préximos dois teoremas pode ser encontrada em [14].

Teorema 1.2.3. Seja {T'(t) : t > 0} e {T1(t) : t > 0} Cy-semigrupos de operadores lineares
limitados com geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B entao T(t) = Ti(t),
para t > 0.

Se A é um gerador infinitesimal do Cy-semigrupo entao pelo Corolario , (A) = X.
Na verdade temos um resultado mais forte.

Teorema 1.2.4. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo { T'(t) : t > 0}. Se D(A™) é
o dominio de A", entao ﬂD(A”) ¢ denso em X.

n=1

10



1.3 O teorema de Hille-Yosida

Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Pelo Teorema segue que existem constantes
w>0eM>1tal que ||T(t)|| < Me¥t, parat > 0. Sew = 0, entdo o semigrupo { T'(¢) : t > 0}
¢ chamado de uniformemente limitado e, mais ainda, se M = 1 chamamos de Cy-semigrupo de
contracao.

Esta segao sera dedicada para a caracterizagao do gerador infinitesimal dos Cy-semigrupos
de contracao. Condigoes sob o comportamento do resolvente do operador A que sao necessarias
e suficientes para que A seja o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de contragao.

Recordando que se A é o operador linear em X, nao necessariamente limitado, o
conjunto resolvente de A, p(A), é o conjunto de todos os nimeros complexos A para os quais
(M — A) é invertivel, isto é, (Al — A)~! é um operador linear limitado em X. A familia
R(A: A)= (M —A)"' X € p(A), de um operador linear limitado é chamando resolvente de A.

Teorema 1.3.1. (Hille-Yosida) Seja A um operador linear, este serd o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo { T'(t) : t > 0} que satisfaz

1T <e’ e M=1

se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X;
(i) O congunto resolvente de A contém RT e para cada X\ > 0
1

A < )
1RO )] < 2

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [14].

1.4 O teorema de Lumer-Phillips

O teorema de Lumer-Phillips é uma o6tima ferramenta quando estamos querendo encontrar
qual é o operador que é o gerador infinitesimal associado ao Cy-semigrupo.

Definicao 3. Seja X wm espago de Banach real ou complezo com norma || - ||x, e seja
X*={f:X — C(ouR) : f élinear e continua}, isto é, X* é o dual topoldgico de X,
com a norma usual de X*,

1€llx+ = sup{ Re((§, z)); |lzllx <1} = sup [{¢, ).
zeX
lzll<1
A aplicacdo dualidade, J : X — 2%, sendo 2% o conjunto das partes de X*, € uma
fungao definida por
r€ X J(z) ={a" € X*: Re((a",2)) = [lz|%, 2" x- = l|=[l% }-
Temos que J(z) # ), pois como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach, se X é um
espaco vetorial normado. Entao para todo zy € X existe um funcional linear continuo f tal

que
I£llx- = llzollx e (f.zo) = llwol”.
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Defini¢ao 4. Um operador A : D(A) C X — X € dissipativo, se para cada x € D(A) eziste
x* € J(x) tal que
Re((z*, Ax)) < 0.
As demonstragoes dos proximos resultados podem ser consultadas em [14].

Lema 1.4.1. Um operador A : D(A) C X — X € dissipativo se, e somente se,
(A = A)zx|| > A|z||, para todo X >0 e x € D(A).

Teorema 1.4.1. (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) C X — X wum operador linear tal que
D(A) =X

(i) Se A gera um Cy-semigrupo de contragao, entao A é dissipativo;

(i1) Se A € dissipativo e R(A\g — A) = X, para algum Ao > 0. Entdo A gera um Cy-semigrupo
de contracao.

Defini¢ao 5. Seja X um espago de Banach, A : D(A) C X — X wum operador linear com

D(A) = X. O adjunto de A, denotado por A*, é dado pela aplicagao A* : D(A*) C X* — X*

definida por x* — A*x* = f*, para todo x* € D(A*). Sendo o dominio de A* definido por
D(A*) = {a* € X" tais que(z*, Az) = (f*, ), para todo x € D(A) e para alguma f* € X*}.

Corolédrio 1.4.1. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado, densamente definido com A
e A* dissipativos, entao A gera um semigrupo fortemente continuo de contracies.

Teorema 1.4.2. Seja A um operador dissipativo em X.

(i) Se para algum \g > 0 temos R(Aol — A) = X, entdo R(A — A) = X para todo X\ > 0;

(ii) Se A € fechdvel entdo A também é dissipativo;

(11i)) Se D(A) = X entdao A é fechdvel.
Anteriormente vimos que podemos expressar o operador resolvente (A — A)~! em termos
de {T'(t) : t > 0}, isto é,
A=A = / e MT(t)dt
0
sempre que Re(\) seja suficientemente grande. Agora queremos obter { T'(¢) : ¢ > 0} a partir
do operador.

Teorema 1.4.3. Suponha que A € o gerador de um semigrupo fortemente continuo {T(t) :
t >0} C L(X) satisfazendo
IT )] ex) < Me™.

Para qualquer x € D(A?) et >0

1 Y+iN
Tt)z = lim — M\ — A) Lo d)
N—+o00 271 .
y—iN
onde a integral estd sendo calculada ao longo do segmento de reta Re(\) = ~, com v >

1
maz{0,5}. O limite converge uniformemente para e <t < —, onde € > 0.
€

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [6].
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1.5 Operadores setoriais e analiticidade

Defini¢ao 6. Seja A : D(A) € X — X, dizemos que —A é um operador setorial se A é

densamente definido, A € fechado, e para a € R temos o setor ZWP

Z ={AeC: |arg(A—a)| < ¢}, para algum ¢ € (g,w> :

a,p

C p(A) definido por

E existe C > 0 tal que

-4 < 5

ap

Na figura, observe que ), o ¢ ilustrado pela area sombreada.

para todo \ € Z /

Afirmagao: Seja —A setorial, com a = 0, entao A gera um Cp-semigrupo { T'(t) : ¢t > 0}
com ||T'(t)|| < M, considerando no Teorema f=0e~vy> mix{0,8} =0.

De fato, observe que para A a direita do contorno, A € p(A), pela setoriedade de —A.

Sobre o contorno, e*(\ — A)~1 é analitica entao

fe*t(A —A)tdA=0.

N

Vamos mostrar que as integrais nas linhas
horizontais sao iguais a 0, consequentemente,
integrar sobre o segmento em v é o mesmo
que integrar sobre o contorno. Denote este

. O ™=\
contorno por W. Seja p o segmento inferior da —J : , 5
figura e tome = € D(A?), queremos calcular T—¢ Jl
‘fp eM(\— A)~twzd)|. Utilizaremos a seguinte e
—d
mudanga de variavel tan(r — ¢) = ——, que
1 d — N
implica em 0 < K= tan(m — ¢) = N Logo,
d=NK.
Assim,
M — A)lzd)| = ‘/ NP9 —iN)— A) 'z dd
KN
< [ e o - 7 ol a
~KN
y o
C C
< M |lz|| dO < e — L
< [egimas [ ol
oft oft bt

Chamando fx(0)

ot

—, temos — < —
V0?2 + N2 V02 + N2 Vo2 +1

e sabemos que

v ot
/ % 9 < co. Como lim ———— = 0, segue do Teorema da Convergéncia

OO1/02+N2 N—oo ‘/92+N2
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Dominada que

/e)‘t(/\ — A)'wd\ — 0 quando N — +oo.

p
De maneira anédloga, podemos fazer para o segmento da parte superior. Isto posto, temos
1 y+iN
— M — A wd) = / M\ — A xd).
o

2m N

Logo, considerando I' o contorno estendido

T(t)x = = /e/\t()\ —A)'wd\ Va € D(A?).

21 r

Note que a integral / eM(A — A)7'zd)\ em limitados converge, o problema estd no
r

—00 e +oo. Mas, para A grande, temos A = |\ e*® = |\| (cos(£¢) + i sen (+¢)), tome
C
Ky = cos(¢) < 0, entdo ||e*(A—A)7"|| < e K1t Deste modo,

Ry
C
/||eM(A — A)rzd)|| < /eKl’\|t—]d>\| < 00.

r T |)‘|

Portanto, [ (A — A)"'zd\ é um operador linear continuo. Como D(A?) é denso em
r
X vale para todo = € X que
1
T(t)r = — /e”()\ — A lzd\ Vt>0 (1.6)
2mi

Teorema 1.5.1. Seja A: D(A) C X — X um operador com —A sendo um operador setorial,
ou seja, existem a, M e p € (7/2, m), com Y, ={ A€ C : |arg(A—a)| <p+e} C p(A), para
e >0 dado e |[[(A—a)(A— A)7Y| < M, para todo A € Y.

Entao A gera um semigrupo analitico { T'(t) : t > 0} dado por

T(t) i/ M — A)7hdx

= om

sendo, 'y =0 (>_,\{ A€ C : |A—a|] <r}) nosetor {t € C : |arg(t)] < ¢ —7/2}.
Além disso, existe K > 0 tal que ||T(t)|| < Ke™, para todo t > 0 e | AT ()| < Kt~ 'e™,

d
com t >0, de modo que %T(t) = AT(t), ou seja,

T(t) € um operador linear continuo.

dt

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [6].
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Capitulo 2

Poténcias fracionarias

Neste capitulo, queremos estudar a poténcia fracionaria de um operador A, que esta
definido em um espago de Banach, utilizando como referéncia [6]. A nossa motiva¢ao para
a defini¢ao da poténcia vem de que se considerarmos a € C\ (—o0, 0] e v uma curva fechada,
retificavel e simples tal que n(,a) = 1 (sendo 7(7,a) o indice da curva v em torno do ponto
a) com tr(y) C C\ (—o0, 0] temos que

[e%
a® = = A d\

- omi A—a
¥

sendo \* = e ™M onde In()\) é o ramo principal do logaritmo.
Seja A € L(X), isto é, A é um operador linear e continuo, com o(A) C C\ (—o0,0] e 7y

uma curva fechada, retificavel e simples tal que (v, \) = 1, para todo A € 0(A). Definimos

A= L= A tan

- 2mi

Como A é um operador linear e limitado entdo o(A) é um conjunto compacto com

a(A) < [=All, [[A]]]-

Se, considerarmos o caso particular em que o = n € N temos

1 1 -
Ay = — [ A" A= A)Tdr = —— [ X" (A(I = A714)) 7 dA
2mi 2mi 7
1 n—1 -1 4\ 1 1 n—1 _1 -1
=— [ NI -XTA) dh=— NI = XT1A)) T da
21 271 _
IA=R
B B R1 1
sendo R > 2||Al|. Como |[A\T"A|| = [M|||A|| < IR=35< 1, usando o Teorema de Neumann
[A.2.13 temos - -
(T=AHT =) (ANrAy => A4
=0 =0
Logo,
00 n—1 oo
NI = AT = NTIAT =) A Y A A
=0 j=0 j=n+1

15



assim Res(A""1(I — A71)71 0) = A", ou seja,

1 _
— AU (1= A7PA)) THdA = Res(\" (T — A7H 71 0) = A™.
271 B
IAI=R
Mas,
1 1 _
— [ A A=At = — X (T = ATA) T
271 271 _
IAl=R
Portanto, obtemos para todo n € N|
A= Lo At an
©2mi

ou seja, quando a poténcia é n € N, esta coincide com a defini¢ao usada.

2.1 A% quando Re(z) <0

Teorema 2.1.1. Seja Y. = {A € C : |arg(\)| < p} \{N € C : [\ <1}, sendo p € (3, 7) ¢
r>0. Defina ' =0, com ' C p(A) e A um operador linear com ||[A(A — A)_l”g(x) < M,
para todo A\ € I' entao

1
A% = 5 M\ — A)"hdN € L(X), para Re(a) < 0. (2.1)
T
r

Demonstragao. Considere a figura abaixo e seja o € C com Re(a) < 0, temos

@
/ A(A—A)"d) = / (Re™®)*(Rel— A)"ViRe™ df.

TR ¢
Como R < 2||A|| e para A ¢ o(A), temos o ol
A = A)7H = 17 = A7 A) ™\ @A)
P o J =
— LAt
Al r
=" <M R R
A= [[A]l
M

consequentemente, ||(A — A)7!] < o

Assim,

H / (R (e~ )ik i < / ey | fme? — Ay R ao

: u @
s/ |(Re)?| R|€w|Rd9:/ |(Re™)*| M db.
—p —@
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Como, |(Re')*| = Rfe(®e=Im(®)  temos

(%2}
H / (Re)*(Re” — A)~YiRe™ df
—¢

¢ ©
< / ’(Reie)a’ M do = ]\/[/ RIte(@) p=Im(@)f g
B -

)
1

—Im(a) [¢
quando R — 400,

— MRRe(a) —Im(a)p elm(a)go} —50

ja que Re(a) < 0.

Agora, consideremos 'y, =T, ou seja, I'y, = ['g quando R — oo temos

A= L[ e aytan

271 r

Assuma que [[AA — A)7Y|2(X) < M, para todo A € T. Para t € ', com ¢ na parte
inferior de I', é da forma te~* entao

L7 e - M [T |(te7 )"
— [ (te) (te7 — A) T at|| < — [ g,
2m ), 2m ||
Mas, j& sabemos que, |(te=%)?| = tfel@e=Im()? 1ogo
M }(te_'“P) } dt = M tRe(a)—le—Im(a)cp dt
2m ), t 2m ),
— M elm(oc)cp <hm tRe(oc) . 1) — _ M elm(a)cp‘
27 Re(cv) t—00 21 Re(v)

Do mesmo modo, mostramos que para t € I', com a parte superior de I', a integral
converge. Lembrando que esta integral esta convergindo na topologia uniforme dos operadores,
provando assim o desejado. [

Observe que este resultado nos mostra que temos uma classe mais geral de operadores A
para os quais podemos definir as poténcias A*, com Re(z) < 0. Esta classe é a dos operadores
fechados, densamente definidos e com o resolvente contendo C\ > e tais que A(A + A)~! ¢
limitada em C\ ) . Com isto mostramos que se A um operador linear tal que —A gera um
Co-semigrupo {T'(t) : t > 0} com ||T(¢)|| < K, para todo ¢t > 0, entdo podemos definir A*
como em para Re(a) < 0.

Definigao 7. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear
fechado, densamente definido. Dizemos que A : D(A) C X — X € do tipo positivo se:

(a) RT C p(=A);
(b) FEziste M > 1 tal que ||(1+ s)(s+ A)7|| < M, para todo s > 0.

O conjunto dos operadores do tipo positivo é denotado por P(X).

O operador Laplaciano, A é um exemplo de operador do tipo positivo.
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Proposicao 2.1.1. Seja A um operador linear tal que —A gera um Cy-semigrupo { T(t) : t >
0} com ||[T'(t)|| < M. Entao A € do tipo positivo.

A demonstragao desta proposicao é resumida basicamente na aplicacao do Teorema [1.3.1

(Teorema de Hille-Yosida).

Lema 2.1.1. Para todo o, 3 € C com Re(a) <0 e Re(8) < 0 tem-se A*AP = Ao+F,

A demonstracao deste lema pode ser consultada em [6].

Seja 0 < Re(\) < 1, temos —1 < Re(—A) < 0. Estamos interessados em calcular a
poténcia fracionaria de A, com o expoente negativo, —«, sob a curva I que sera definida como
' =T"UT", representada pela figura a seguir.

Assim,

1 1
— “A) YA +A) AN = —
2mi F+< )44 2t )
e

1 1
— “A) T AFA) TN = —
271 F,< ) +4) 2m f
Agora,

L (=A) (A + A)tdA
2mi

A=retf

0<o<2m

o)

(—s)"*(s+A) ds

F+

[e.9]

(—8)"*(s+A) ds.

27
/ (—rew) - (Teie + A) - ire’ do
0

2
/ ‘ (mi(e—w)) —a
0
2
/ ’ (,rei(e—w)) —a

0
2m ’
‘e—a(lnr—i—i(e—ﬂ'))} do
b IL+r
M 2w

TT—Re(a) efm(a)(e—w)dé)

M
—
L+ |ret®|
M
1+7r

<

do

rdf

L+7 J
1—Re(a)

1+7r

r

Me ™aTC 5 0 se r — 0,

27
onde / e~ ™M@ dh = C e lembrando que 0 < Re(a) < 1. Assim,
0

o0

1

211 b

1 6i7ra

Aa

™

6i7rasfa (S+A)_

% [ s (s + A) " ds

o0

1
Vds — —

—iTa ,—Q A 71d
omi | e s s+ A)ds

™
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Logo, para 0 < Re(a) < 1, temos

A = sen(ra) / s (s + A) " ds.
0

(e

Em particular, se A=1e X = C, temos

M/ s(s+1)"ds=1 para 0 < Re(a) < 1.
0

m
Teorema 2.1.2. {A% : Re(z) <0} U{A° =1} ¢ um Cy-semigrupo analitico.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [6].

2.2 A*, quando Re(z) > 0

Como A* é injetora para Re(z) < 0, segue que A* tem inversa sobre a imagem, desta
forma a seguinte defini¢ao é consistente.

Definicao 8. Seja z € C com Re(z) > 0. Defina
A= (A7)
com D(A?) = R(A™?).

Observe que A* : D(A*) C X — X é fechada, injetora, tem inversa limitada. Em geral,
A* ¢ L(X) quando Re(z) > 0.

A seguir, descreveremos algumas propriedades relacionadas ao operador A%, com Re(z) >

Propriedades:

(i) Sejam z,w € C com Re(w) > Re(z) > 0, entdao D(A"Y) C D(A?).
(ii) D(A?) é denso em X, para todo z € C com Re(z) > 0, ou seja, D(A*) = X.
(iii) A*"We = A*A%x = A A%z, sendo Re(z) > 0 e Re(w) > 0, para todo @ € D(A*™).

(iv) Se Re(z) > Re(w) > 0, entao A*™x = A7 A% e A* Yo = A~ A%z, para € D(A") e
x € D(A?), respectivamente.

A demonstracao destas propriedades esta presente em [6].

Proposicao 2.2.1. Suponha m =0,1,2,---, entao
A~ sen(mz) m! N mE s+ AT (2.2)
= : s s s .
s (1=2)2=2)(m—2) )

para 0 < Re(z) <m+ 1.
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2.3 A% quando Re(z) =0

Conhecemos A* para z € C e Re(z) # 0. Vamos definir A* quando Re(z) = 0. Seja
—1 < Re(z) < 1, logo, 0 < Re(z) + 1 < 2, definimos o operador A, da seguinte forma

Ax = M/ s*(s + A)"2Ax ds, Yz € D(A).

w4 0

Observe que o operador A* é fechdvel. Logo, temos a seguinte definicao.
Definigao 9. Seja z € C com Re(z) = 0, definimos A* = (A.)~, sendo que (A,)~ significa A,
isto €, o fecho do operador A.,.

Desta forma, temos para todo z € C, A* é fechado e densamente definido.

Teorema 2.3.1. Seja A € P(X). Entao, A* com z € C ¢é dito ser um operador de poténcia
fraciondria A*, para cada z € C, um operador fechado e densamente definido em X. Se
Re(z) <0, entdo A* € L(X) e é dado pela integral

A= [ ot AT

271 r

onde T' € qualquer curva simples suave por partes em C\R™, percorrendo de ooe™" a 0oe' para
algum ¢ € (0,7) tal que o(—A) fica estritamente a esquerda de I'. Além disso, as sequintes
propriedades sao satisfeitas:

(i) A? coincide com a poténcia usual quando z € Z;
(ii) Para x € D(A), —1 < Re(z) < 1,

sen(7mz)

AP = —/ s*(s + A) 2 Az ds;

Tz o

(i1i) Suponha que
1. x € D(A?*™), comm =0,1,2,--- e mdz{Re(z), Re(w)} < m

ou

2. Re(z), Re(w) e Re(z + w) sao ndo nulos e x € D(A") , sendo u € {z,w,z + w}
satisfaz Re(u) = mdr{Re(z), Re(w), Re(z + w)}

entao,
A Ay = A"

(iv) Para Re(z), Re(w) > 0, temos A*A" = A*+%;

(v) Para 0 < Re(z) < Re(w),
D(AY) <& D(A*) L X,

(vi) Denotemos Lis como sendo o conjunto dos isomorfismos linear.  Assim, A® €
Lis(D(A*t"), D(A")) N Lis(D(A?), X), com Re(z), Re(w) > 0;
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(vii) Dado m =0,1,2,--- a aplica¢do

{z€C: Re(z) <m} — L(D(A™),X)
z — A?

¢ analitica.

A demonstracao destas propriedades esta presente em [6].

Definigao 10. Sejam A € P(X) e z € C com Re(z) > 0. O espago de Banach X? :=
(D(A?),||A%,-||) € chamado espago de poténcia fraciondria associada ao operador A.

Lembrando que como A* é fechado, seu dominio D(A*) dotado da norma D(A?) 5 z —
|A%z||x + ||z||x € RT é um espago de Banach.

Pela limitacao de A™* conseguimos ver que
D(A?) 3z — ||A%z||x € RT
é uma norma equivalente a

D(AZ) > r— HAZI'HX + Hl’“X € RT.
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Capitulo 3

Atratores

Neste capitulo estudaremos atratores globais para semigrupo e a teoria de atratores pullback
para processos de evolugao. Utilizando como referéncias 2], [7] e [9].

3.1 Atratores para semigrupos

Seja X um espago de Banach e {T'(t) : ¢t > 0} um Cy-semigrupo.

O semigrupo {T'(t) : t > 0} é chamado de compacto se T'(t) : X — X é uma aplicagao
compacta para cada t > 0, isto é, dado um subconjunto limitado B de X, T'(B) é pré-compacto,
em outras palavras, T'(B) é compacto no contra-dominio.

O semigrupo {T'(t) : t > 0} é chamado completamente continuo se é compacto e para

cada conjunto limitado B C X e cada t > 0, a uniao U T(s)B é limitado em X.
s€0,t]

Sejam W; e Wy dois subconjuntos de X. Dizemos que Wy é T'(t)-atraido por W se,
d(T(t)Wy, W) — 0 quando t — oo,
sendo, para cada t > 0,
d(T(t)Wy, Wq) :=  sup < inf distx(ws, w1)>
wo €T (t)Wo wiEW,

de maneira geral, o numero d(7(t)Ws, W) mede quanto do conjunto T'(¢)W; esta fora do
conjunto Wj.

Dados quaisquer dois subconjuntos Wi, Wy C X, dizemos que W; absorve W5 sob
{T(t) : t > 0} se, existe um niumero t, > 0 tal que T'(t)Wy C W, para todo t > t.
Note que W, atrai W, se e somente se cada vizinhanca aberta Ny, de W; em X absorve Ws.

Um elemento v € X é chamado ponto de equilibrio para {T(t) : t > 0} se T(t)v = v
para todo t > 0. Estendendo esta nogao, dizemos que o conjunto A C X é {T'(¢)}-invariante

se T(t)A = A, para todo t > 0. Além disso, chamaremos A C X por positivamente invariante
se T(t)A C A, para todo t > 0.

Para qualquer conjunto B C X, os dois conjuntos 7" (B) e w(B) sao definidos por

v'(B):=JTt)B e w(B)=(JT®)B

t>0 s>0t>s
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chamados de orbita positiva e conjunto w-limite de B, respectivamente. Assim, o conjunto
w(B) consiste de todos os pontos v € X para os quais existem nimeros positivos t, — oo e
pontos v, € B com T'(t,)v, — v.

Dado v € X, denotamos S, como o conjunto de todas as fungdes ¢ : (—00,0] — X tal
que ¢(0) =v e T(t)p(s) = ¢(t + s) para qualquer —oo < s < —t < 0. O conjunto S, pode ser
vazio, pode ser composto de apenas um elemento ¢ ou pode consistir em mais de um elemento
0.

Uma érbita negativa passando por um ponto v € X dado, é definido pelo conjunto

75 (0) = | J{o(=0)}

>0
sendo ¢ € S, . Pode ou nao existir uma 6rbita negativa nao vazia.

Para cada ponto v € X, uma 6rbita completa pelo ponto v é qualquer conjunto

Yo(v) == 7" () U, (v)

como ¢ € S, . Como permitimos a orbita negativa ser vazia, notamos que a érbita completa
Y4(v) € invariante se e somente se a componente v, (v) é nao vazia.

Definigao 11. Um atrator global para {T(t) : t > 0} € um conjunto ndo vazio, compacto,
{T'(t)}-invariante, o qual atrai todo subconjunto limitado de X .

Proposicao 3.1.1. Um atrator global, quando existir, é unico e é o subconjunto maximal da
classe dos subconjuntos limitados e invariantes em X.

Demonstracao. Com efeito, sejam A e A; subconjuntos compactos e invariantes no espaco de
fase X e suponha que A e A; atraim todos os subconjuntos limitados de X. Entao, lembrando
que A e Ay sdo limitados, temos

d(A,A) =d(T(t)A, A1) - 0set — 400 e d(A,A) =d(T(t)A1, A) — 0 se t — +o0.

Consequentemente, d(A, A;) = d(A;, A) = 0. Mas, A e A; sdo fechados, logo, A = A;.
Podemos ver também que cada subconjunto limitado invariante de X deve estar contido em
um atrator global. O]

Proposicao 3.1.2. Um atrator global A é o minimal na classe de todos os conjuntos fechados
e limitados B C X o qual atrai conjuntos limitados.

Demonstragao. De fato, consideremos um conjunto qualquer B C X sendo fechado e limitado
o qual atrai todos os subconjuntos limitados de X, argumentando similarmente a Proposicao

3.1.1, obtemos que d(A, B) = 0, j& que A é atrator global. Assim, A4 C B. ]

3.1.1 Existéncia do atrator global

O objetivo desta secao é estabelecer condicoes para garantir a existéncia do atrator global,
para isto, apresentaremos uma classe de semigrupos que possuem a propriedade: para cada
conjunto B C X compacto e invariante, a estabilidade assintética é equivalente a estabilidade
uniformemente assintotica.

As condicoes para a existéncia do atrator estd relacionada com a nocgao de dissipatividade
e a suavidade assintética de {T'(t) : ¢ > 0}.
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Definigao 12. Um semigrupo {T(t) : t > 0} é chamado pontualmente dissipativo se, e
somente se, existe um conjunto B C X nao vazio e limitado que atrai todo ponto de X.

O semigrupo {T(t) : t > 0} é chamado limitado dissipativo se, e somente se, existe um
conjunto B C X nao vazio e limitado que atrai todo subconjunto limitado de X.

Definicao 13. Um semigrupo {T'(t) : t > 0} é chamado assintoticamente suave se, e somente
se, para cada conjunto W C X, nao vazio, limitado, fechado, positivamente invariante contém
um subconjunto C' nao vazio e compacto que atrai W .

Note que, se o semigrupo {7'(t) : ¢t > 0} tem um atrator global A em X, entdo
{T(t) : t > 0} deve ser dissipativo no sentido da Defini¢do [12, Ademais, sob as mesmas
condigbes, {T'(t) : t > 0} é necessariamente assintoticamente suave. De fato, considere
qualquer conjunto W C X nao vazio, fechado e limitado tal que

T(t)W C W para todo t > 0. (3.1)

Certamente, AN W é um subconjunto fechado do conjunto compacto A, entao ANW é
compacto. Mais ainda, como A atrai conjuntos limitados, a condicao (3.1) garante que AN W
é nao vazio e atrai W, logo {T'(t) : t > 0} ¢ assintoticamente suave.

A prova das préximas duas proposi¢oes podem ser encontradas em [16].

Proposicao 3.1.3. Se {T(t) : t > 0} € um Cy-semigrupo em X que possui um atrator global,
entao {T'(t) : t > 0} € dissipativo limitado e assintoticamente suave.

Agora, o nosso interesse é em determinar propriedades importantes dos conjuntos w-
limites de conjuntos limitados no caso em que o semigrupo {7'(t) : t > 0} é assintoticamente
suave.

Proposicao 3.1.4. Seja {T(t) : t > 0} um Cy-semigrupo agindo em X. Suponha que
{T(t) : t > 0} € assintoticamente suave, B € um subconjunto ndo vazio de X e para algum
numero tg > 0, o conjunto

U 7(s)B

s>tp
¢ limitado, entio w(B) € nao vazio, compacto e invariante. Ademais, w(B) atrai B.

Corolario 3.1.1. Seja {T(t) : t > 0} um Cy-semigrupo em X e suponha que {T(t) : t > 0}
tenha um atrator global A. Entdo,

(a) A € a unido dos conjuntos w-limites de todos os conjuntos limitados de X ;
(b) A € a uniao dos conjuntos w-limites de todos os conjuntos compactos de X ;
(c) A € a unido de todas as drbitas limitadas, invariantes e completas que passam porv € X ;

(d) A é a unido de todas as orbitas pré-compactas, invariantes e completas passando por
veX.

A demonstracao deste coroldrio esta presente em [14].

O préximo resultado nos garante condigoes suficientes e necesséarias para a existéncia de
atrator global.
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Teorema 3.1.1. Seja {T(t) : t > 0} um Cy-semigrupo em X. Se {T(t) : t > 0} €
pontualmente dissipativo, assintoticamente suave e mantém orbitas de conjuntos limitados,
sendo limitadas, entao {T(t) : t > 0} tem um atrator global em X.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em dois passos:

1° passo: Primeiro iremos garantir a existéncia de um conjunto limitado © C X de modo
que cada conjunto compacto C' C X, possui uma vizinhanca N¢ tal que N é absorvido por ©.

Por hipdtese, existe um conjunto nao vazio e limitado Wy C X, com W, atraindo os
pontos de X. Seja Ny, uma vizinhanga qualquer limitada de W,. Usando a continuidade de
{T(t) : t >0} e o fato de Ny, absorver pontos de X, concluimos que

Vv € X,37, > 0,3 uma bola aberta Bx (v, ¢,) tal que T'(7,)Bx(v,&,) C Ny, (3.2)

sendo Bx(v,¢€,) a bola aberta de centro v e raio £, em X. Agora, escolha ¢y, > 0 tal que
0:= J T{t)Nw,
2tny,

seja limitado. Pelo que ja sabemos, © ¢é positivamente invariante e absorve pontos de X. Mais
ainda, de (3.2)) temos que

{VveXedt, =1, +tnw, > 0, 3 Bx(v,,) tal que T(¢)Bx(v,e,) C © }. (3.3)

Considere, qualquer subconjunto compacto C C X. Certamente C C U Bx(v,¢&,), mas

velC
pela compacidade de C', temos

CCBx(vl,&,I)U"'UBx(UK,SUK) = NC (34)

para algum K € Ne vy, -+ ,vx € C. De (3.3) e (3.4) obtemos que

K
T(t)C C T(t)Ne = | JT(t)(Bx(vj,€,,)) C © para t > méx {ty,, -+, ty, }.

=1

2° caso: Iremos construir um conjunto compacto e invariante A o qual atrai cada
subconjunto limitado de X. Seja B C X um conjunto limitado, por hipdtese e pela Proposicao
3.1.4] garantimos que w(B) é compacto e atrai B, ou seja,

{ V N vizinhanca de w(B), 3 tg > 0, tal que T'(t)B C Ny parat >tp }. (3.5)

Entretando, como mostrado no 1° passo, existe uma vizinhanca N,y de w(B) que é
absorvida por ©. Por isto e por (3.5)) obtemos

VB C X, Blimitado,375 > 0 tal que T'(t)B C © Vt > 5. (3.6)

Seja A := w(O). Aplicando novamente a Proposigao |3.1.4) obtemos que A é compacto,
invariante e atrai ©. Mais ainda, A atrai conjuntos limitados de X, mas por (3.6) temos que
conjuntos limitados sao absorvidos por O, finalizando a demonstragao. O
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Observagao 3.1.1. (i) Observe que com este resultado anterior, garantimos que quando
temos alguma forma de dissipacao fraca, as orbitas de conjuntos limitados converge
uniformemente para algum conjunto compacto. De fato, € muito mais fdcil obter
estimativas pontuais das trajetorias do que garantir a existéncia de um conjunto
absorvente.

(i1) Como consequéncia do Teorema e da Proposi¢ao concluimos que: {T(t)

t > 0} é um Cy-semigrupo em X e possui um atrator global em X se, e somente se,
{T(t) : t >0} € pontualmente dissipativo e assintoticamente suave.

Em geral, a limitacao das orbitas de conjuntos limitados nao sao mecessdrias para a
existéncia de atrator global, entretanto isto € valido para um grande numero de sistemas
(como por exemplo, semigrupos compactos correspondentes de equagoes setoriais).

Do ponto de vista do Teorema |3.1.1, a hipdtese pode ser enfraquecido, jd que o que de
fato usamos na demonstracao foi a propriedade que

{ VB C X, B limitado, tg > 0, tal que U T(t) é limitado em X } (3.7)

t>tp

Com base nesta observacao, temos

Corolario 3.1.2. Um Cy-semigrupo {T(t) : t > 0} em X possui um atrator global se, e
somente se, {T(t) : t > 0} € pontualmente dissipativo, assintoticamente suave e satisfaz a

condi¢ao (3.7)).

Observacgao 3.1.2. Voltando para a demonstragao do Teorema |3.1.1, note que ao invés de
dissipatividade pontual de {T(t) : t > 0}, podemos assumir uma condi¢ao mais fraca

{ dB C X, Yuy € X, It,, >0, tal que T'(ty,)uo € B } (3.8)

isto €, v (ug) N B # 0, para cada ug € X.

Assim, podemos reescrever o Corolario [3.1.2] como

Corolario 3.1.3. Um Cy-semigrupo em X possui atrator global se, e somente se, ele é

assintoticamente suave e satisfaz as condi¢oes (3.7)) e (3.8)).

3.1.2 Semigrupos compactos

O nosso objetivo é aplicar o Teorema [3.1.1| para o caso em que o semigrupo é compacto,
para isto devemos primeiro provar que os semigrupos compactos sao assintoticamente suaves e

satisfazem (3.7)).

Lema 3.1.1. Se {T'(t) : t > 0} € um Cy-semigrupo compacto em X, entao {T(t) : t > 0} €
assintoticamente suave.

Demonstragio. Utilizando a Defini¢ao[13] consideremos qualquer conjunto B C X sendo B # 0,
fechado, limitado e positivamente invariante. Como v (B) C B e {T(t) : t > 0} é compacto,
o conjunto T'(1)y*(B) é compacto. Mas w(B) é um conjunto fechado contido em T'(1)y+(B).
Logo, w(B) é compacto.
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Também vimos que w(B) C y+(B) C B = B. Assim, resta apenas mostrarmos que
d(T(t)B,w(B)) — 0 se t — +o00. Suponha que isto nao ocorra, ou seja, que existem € > 0 e
t, — oo tal que

d(T(t,)B,w(B)) > e, neN. (3.9)

Entao deve existir uma sequéncia {y,} C B de modo que a sequéncia {T'(t,)y,} nao
possua subsequéncia convergente. Entretanto, todos os elementos da sequéncia {T'(t,)y,}
estao contidos no conjunto compacto 7'(1)y*(B), exceto por uma quantidade finita. Mas isto
contradiz (3.9)).

Assim, aplicando a condicao de Cantor para espacos métricos que diz que a intersecao
de uma familia decrescente de conjuntos compactos e nao vazios, é nao vazia. Concluimos que
w(B) é vazio se B for vazio, o que é um absurdo. Portanto, d(T(t)B,w(B)) — 0set — +oo. [
Corolario 3.1.4. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo em X. Se {T(t) : t > 0} é compacto
e pontualmente dissipativo, entao { T'(t) : t > 0} possui atrator global em X.

Os detalhes desta demonstragdo pode ser encontrada em [16].

s

Observagao 3.1.3. Queremos analisar o caso especial em que o semigrupo { T(t) : t > 0} ¢é
completamente continuo para t > 0, ou seja,

O semigrupo € compacto e para cada conjunto limitado B C X

e cada nimero T > 0 o conjunto U T(t)B € limitado em X (3.10)
te[0,7]

chamaremos estes semigrupos de semigrupos completamente continuos, omitindo a referéncia
explicita da desigualdade t > 0.

Note que a sequnda exigéncia em (3.10) pode ser enfraquecida, ja que para um Cy-

semigrupo compacto, o Coroldrio |3.1.4| implica que a limitacao de U T(t)B por um tunico
tel0,7]

numero T > 0 € equivalente a limitagao de U T(t)B, para todo T > 0.
te[0,7]

Levando em consideracao a continuidade completa, obtemos

Corolario 3.1.5. Se {T'(t) : t > 0} é um Cy-semigrupo em X e se {T(t) : t > 0} é
completamente continuo e pontualemnte dissipativo em X, entdo {T(t) : t > 0} tem um
atrator global A em X.

Observagao 3.1.4. Veja que em ambos os Coroldrios e[3.1.5 a hipdtese de { T'(t) : t > 0}
ser pontualmente dissipativo pode ser substituido por uma condi¢ao mais fraca (3.8)).

3.1.3 Compacidade assintética do semigrupo

Queremos um outro critério para a avaliacao da suavidade assintotica diferente do que ja
definimos anteriormente. Com isto, queremos introduzir a seguinte condicao:

Para qualquer conjunto nao vazio B com a propriedade de que existe
tp > 0 tal que U T'(t)B seja limitado, e cada sequéncia (3.11)

t>tp
{T(tn)v,}, com t,, = 400 e {v,} C B, possui uma subsequéncia convergente

Dizemos que {7T'(t) : t > 0} ¢ assintoticamente compacto em X se (3.11)) ¢ satisfeito.
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Proposigao 3.1.5. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo em X. Entdo, {T(t) : t > 0} €
assintoticamente suave se, e somente se, { T'(t) : t > 0} € assintoticamente compacto.

A demonstracao pode ser consultada em [16].

Agora, apresentaremos o resultado que é utilizado como ferramenta para garantir a
existéncia de atratores. Seja B um conjunto limitado do espaco de Banach X, definimos

|B||x = sup [|b]|x-
beB

Teorema 3.1.2. Seja X um espaco de Banach e {T(t) : t > 0} um Cy-semigrupo definido em
um subconjunto fechado e positivamente invariante M de X. Assuma que podemos escrever,
para qualquer t > 0 e qualquer uw € M

Ttu=Ut)u+V(t)u (3.12)

com U(t) e V(t) sendo aplicacoes de M em X, com a propriedade de que, para qualquer conjunto
limitado B C M, existe 1o(B) > 0 tal que sejam satisfeitas as sequintes condigoes

(i) U(t)B € relativamente compacto para qualquer t > 1o(B);
(i) Para qualquer t > 1o(B),
IV (#)ullx < k(¢ ||Blx), Vu € B

sendo k : (s,r) € [0, +00) X [0, +00) > [0, +00) € uma funcao tal que K(s,r) — 0 quando
s — +o0.

Entao, {T(t) : t > 0} é assintoticamente suave.

Reciprocamente, se um semigrupo {T'(t) : t > 0} admite um atrator global compacto A
em um espaco de Banach X ,entao {T(t) : t > 0} deve ter uma representagao como em (3.12))
com U(t),V (t) satisfazendo (i) e (ii).

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [12].

3.2 Atratores para processos de evolucao

Agora, vamos definir processos de evolucao e estudaremos brevemente a teoria de atratores
pullback, tendo como principais referéncias [4] e [7].

Seja X um espago métrico e d(+,-) : X x X — [0, +00) a sua métrica. Denotemos C(X)
como sendo o conjunto das transformagoes continuas de X nele mesmo.

Definigao 14. Um processo de evolu¢ao em X € uma familia de transformagoes { S(t,s) : t >
s} em C(X) com as sequintes propriedades

(i) S(t,t) =1, para todo t > 0;
(ii) S(t,s) = S(t,7)S(r,s), para todot > T > s;

(iii) {(t,s) ER* : t > s} x X 3 (t,s,x) — S(t,s)r € X € continua.
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Quando X € um espago vetorial normado e S(t,s) € linear para cada (t,s) € {(t,s) €
R? : ¢t > s} diremos que o { S(t,s) : t > s} é um processo de evolugao linear.

Definicao 15. Para um processo de evolugio {S(t,s) : t > s} e um conjunto B C X,
definimos:

(i) Para cada (t,s) € {(t,s) € R* : t > s}, a imagem de B sob S(t,s), é dado por
S(t,s)B :={S(t,s)b; b € B};

(ii) A drbita de B a partir do instante s € R é dada por

v (B) =5t 5)B;

t>s
(iii) A orbita pullback de B no instante t € R € dada por

Ww(B.t) = JS(t s)B.
s<t
Definigao 16. Seja { S(t,s) : t > s} um processo de evolu¢ao. Dado t € R, diremos que
o conjunto B(t) C X atrai-pullback subconjuntos limitados de X no instante t sob a acao de
{S(t,s) : t > s} se, para cada subconjunto limitado D de X

lim disty(S(t,s)D, B(t)) = 0.

O conjunto B(t) absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante t, se eziste
T =T(t,D) <t tal que S(t,s)D C B(t), para todo s < T e para cada subconjunto limitado D
de X.

Uma familia { B(t) : t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X sob a acdo de
{S(t,s) : t > s} se B(t) atrai-pullback subconjuntos limitados de X no instante t sob a a¢ao
de {S(t,s) : t > s}, para cada t € R. Esta mesma familia ird absorver pullback subconjuntos
limitados se X pela agao de { S(t,s) : t > s} se B(t) absorve pullback subconjuntos limitados
de X, para cada t € R.

Se existe uma familia {B(t) :t € R} de conjuntos limitados que atrai-pullback ou absorve
pullback conjuntos limitados diremos que { S(t,s) : t > s} é pullback-limitado dissipativo.

Observe que na definicao apresentada acima, o tempo final é mantido fixo enquanto o
tempo inicial retrocede para —oo. Isto nao é o mesmo que voltar no tempo. A evolugao é
sempre até um instante futuro ¢ a partir de um instante inicial s que tende a —ooc.

A partir destas defini¢bes concluimos que, se um conjunto absorve-pullback conjuntos
limitados no instante ¢, entao ele atrai-pullback conjuntos limitados no instante ¢.

Definicao 17. Seja { B(t) : t € R} uma familia de subconjuntos de X. Diremos que esta
familia é invariante pelo processo de evolugcio { S(t,s) : t > s} se S(t,s)B(s) = B(t), para
todo t > s.

Definigao 18. Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolu¢ao em um espago métrico X.
Diremos que uma familia {A(t) : t € R} de subconjuntos compactos de X é um atrator-
pullback para {S(t,s) : t > s} se é invariante, atrai-pullback subconjuntos limitados de
X e € a familia de conjuntos fechados que ¢ minimal com a propriedade de atrair pullback
subconjuntos limitados, isto €, se outra familia {C(t) : t € R} de conjuntos fechados atrai
pullback subconjuntos limitados de X, entao A(t) C C(t), para todo t € R.
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A exigéncia de minimalidade estd relacionado ao enfraquecimento da propriedade de
invariancia imposta pela natureza nao autonoma dos processos de evolucao juntamente com a
possibilidade dos atratores pullback serem ilimitados em —oo, isto é, permitimos que para todo

t eR, U A(t) seja ilimitado. Podemos excluir esta exigéncia se considerarmos que U A(t) seja
s>t s<t
limitado para todo t € R.

Defini¢ao 19. Uma solugao global £ : Rt — X de um processo de evolugao { S(t,s) : t > s}
¢ chamada de backwards-limitada se existe um T € RY tal que o conjunto {£(t) : t < T} seja
limitado.

Se um processo de evolugao { S(t,s) : ¢ > s} tem um atrator pullback {A(t) : t€ R} e
¢ : Rt — X é uma solugdo backwards-limitada, entao £(t) € A(t), para todo t € RY.

Se {A(t) : t € R} é um atrator pullback para o processo de evolugao { S(t,s) : t > s} e
U A(t) é limitado para todo t € R, entao A(t), para todo t € R*, é dado por

s<t

A(t) = {£&(t); £ : R — X é uma solucado global backwards-limitada para { S(t,s) : t > s}}.

O préximo resultado relaciona atratores pullback de processos de evolucao autonomos
e os atratores globais de semigrupos. Isto mostra que o conceito de atratores globais para
semigrupos ¢ estendido naturalmente para os atratores pullback dos processos.

Teorema 3.2.1. Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo e S(t,s) = T(t — s), t > s o processo
autonomo associado. O semigrupo {T(t) : t > 0} tem um atrator global A se, e somente se,
{S(t,s) : t > s} tem um atrator pullback {A(t) : t € R}. Em qualquer dos casos, A(t) = A,
para todo t € RT.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [7].

3.2.1 Existéncia do atrator-pullback

Nesta secao optamos por omitir a demonstracao de alguns resultados, porém estas podem
ser encontradas em [4], [7] e [§].

Definigao 20. Sejam { S(t,s) : t > s} um processo de evolugao em um espago métrico X e B
um subconjunto de X. O conjunto w-limite pullback de B é definido por

w(B,t) := ﬂ U S(t,s)B.

o<t s<o

Para cada subconjunto B de X, temos

k—o0

S, — —00 e {x}tren em B, tal que y = klim S(t, sk)wy (3.13)
— 00

y € X: existem sequéncias {sk}tren com s < s,Vk € N,
w(B,t) =
Claramente, se {S(t) : t > 0} é um semigrupo e S(t,s) = S(t — s), t > s temos
w(B,t) = ﬂ U S(r)B é independente de t e coincide com a defini¢do do conjunto w-limite

s<0 r<s
de B para semigrupos.
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Lema 3.2.1. Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolugio em um espago métrico X. Se

B C X, entao S(t,s)w(B,s) C w(B,t) parat >s. Se B € tal que w(B,s) é compacto e atrai-

pullback B no instante s, comt > s, entao S(t, s)w(B, s) = w(B,t). Adicionalmente, se w(B, s)

atrai-pullback B no instante s, para cada s < t, B € um conjunto conexo e Uw(B, s) C B,
s<t

entao w(B,t) € conexo.

Teorema 3.2.2. Seja { S(t,s) : t > s} um processo de evolugao em um espago métrico X.
Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) {S(t,s) : t > s} tem um atrator pullback {A(t) : t € R};

(i1) Existe uma familia de conjuntos compactos {K(t) : t € R} que atrai-pullback
subconjuntos limitados de X sob a a¢do de { S(t,s) : t > s}.

Em qualquer dos casos,

A(t) = | J{w(B,t) : B C X, Blimitado} (3.14)

Demonstracao. Se {S(t,s) : t > s} tem um atrator pullback {A(t) : t € R}, cada A(t) é
compacto e atrai-pullback subconjuntos limitados de X.

Para provar a reciproca, primeiro observe que, como consequéncia imediata de ,
temos w(B,t) C K(t), para todo B C X limitado e para todo ¢t > 0. Assim, também temos
que w(B,t) atrai B. De fato, suponha que este nao é o caso, ou seja, que existem £ > 0, uma
sequéncia {s, }nen com s, — —o00 e a sequéncia {x, },eny em B tal que

dist(S(t, sp)xn,w(B,t)) > e, Vn € N.

Como K (t) atrai pullback B no instante ¢, temos

dist(S(t, sp)Tn, K(t)) — 0 se n — 0.

Consequentemente, {S(t, ;)% }neny tem uma subsequéncia convergente para algum xy €
K(t). Segue que zp € w(B,t) e isto nos leva a uma contradi¢do. Do Lema [3.2.1] segue a
invariancia de w(B,t).

Definindo A(t) por (3.14), A(t) é claramente compacto e atrai pullback subconjuntos
limitados de X. A invariancia de A(t) segue da invariancia de cada familia {w(B,t) : t € R }.
De fato, dado zy € A(s), existem x, € w(B,,s) com =, — zp quando n — oo. Entao,
S(t,s)x, = yn € w(Bp,t) e da continuidade de {S(t,s) : t > s} temos S(t,8)z, = y, —
S(t, s)xg, o que implica que S(t,s)zg € A(t). Agora, se yo € A(t), existe y, € w(B,,t) com
Yn — Yo quando n — +o0o0. Da invariancia da familia w(B,,t), existe x, € w(B,,s) com
S(t,s)xn, = yn. Mas cada S(t, s)x, € S(t, s)w(B,,s) C S(t, s).A(s). Como este tltimo conjunto
é compacto e nao depende de n, obtemos

lim S(t, s)x, = yo € S(t, s)A(s).

n—o0

Se ﬁ(t) ¢ fechado e atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢ temos
w(B,t) C A(t), para todo subconjunto limitado B de X. Consequentemente, A(t) C A(t),
para todo t € R. O
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O conceito a seguir € 1util nas aplicacoes para obter a existéncia de atratores pullback sem
ter que exibir uma familia de conjuntos compactos que atrai pullback subconjuntos limitados.

Definigao 21. Um processo de evolugao {S(t,s) : t > s} em um espago métrico X € dito
pullback assintoticamente compacto se, para cada t € R, a sequéncia {sy}ren, com s, < s, para
todo k € N e a sequéncia limitada {xy}reny em X sao tais que

s, — —oo quando k — oo e {S(t,si)xy : k € N} € limitada,

temos que a sequéncia {S(t, si)xk tren possui uma subsequéncia convergente em X .

Se {S(t) : t > 0} é um semigrupo, o processo { S(t —s) : t > s} é pullback
assintoticamente compacto se, e somente se, para cada sequéncia limitada {xj}rey em X,
sequéncia {txtren em R tal que tp — 400 quando k — oo e {S(t, sp)Tk}ren € limitada,
a sequéncia {S(t, sg)Tktreny tem uma subsequéncia convergente. Neste caso, o semigrupo
{S(t) : t >0} é assintoticamente compacto.

Definigao 22. Diremos que um processo de evolugao { S(t,s) : t > s} em um espago métrico
X € pullback limitado se, para cada t € R, ~,(B,t) € limitada sempre que B C X € limitado.

Seja {S(t) : t > 0} é um semigrupo {S(t — s) : t > s} é pullback limitado se, e somente
se, {S(t) : t > 0} é limitado.

Definigao 23. Um processo de evolugao {S(t,s) : t > s} é dito pullback eventualmente
compacto se ele é pullback limitado e existe T > 0 tal que , se B é um subconjunto limitado de
X et €R, entao S(t,t — 7)B é compacto.

Um semigrupo {S(¢) : ¢ > 0} é eventualmente compacto se é limitado e existe ¢, > 0 tal
que S(to)B é compacto, para cada B C X limitado.

Teorema 3.2.3. Se { S(t,s) : t > s} € um processo de evolugao pullback limitado dissipativo
e pullback assintoticamente compacto, entao A(t) dado por

A(t) = | J{w(B,t) : B C X, Blimitado} (3.15)

()7

¢ limitado, atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t, a familia {A(t) : t €
invariante e, se {C(t) : t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X, entao A(t) C
para todo t € R.

R} ¢
ot

Teorema 3.2.4. Se { S(t,s) : t > s} € um processo de evolugao pullback limitado dissipativo
e pullback eventualmente compacto, entao a familia {A(t) : t € R} definida por (3.15))
atrai pullback subconjuntos limitados de X, € invariante, A(t) € relativamente compacto e

se, {B(t) : t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X, entdo A(t) C B(t), para todo
teR.

Observe que os resultados anteriores nao concluem a compacidade da secao A(t) (nem
mesmo em dimensao finita). Isto mostra uma primeira diferenga entre os processos de evolugao
nao autonomos e autonomos. Para obter a compacidade de cada secao teremos que fazer
hipéteses adicionais sobre o processo de evolucao.
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Definigao 24. Um processo de evolugao {S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado
dissipativo se, para cada t € R, existe um subconjunto limitado B(t) de X que absorve pullback
subconjuntos limitados de X mno instante T para cada T < t, isto €, dado qualquer subconjunto
limitado D de X e 1 <'t, existe so(T, D) tal que

S(r,s)D C B(t), Vs < so(7, D).

Note que a familia {B(t) : t € R} da definicdo acima nao precisa ter uniao limitada.

Contudo, podemos escolher de modo que, para cada ¢t € R, U B(s) é limitado.
s<t

Teorema 3.2.5. Se um processo de evolucao { S(t,s) : t > s} € pullback fortemente limitado
dissipativo e pullback assintoticamente compacto, entao {S(t,s) : t > s} tem um atrator
pullback {A(t) : t € R} com a propriedade que U A(s) € limitado, para cada t € R.

s<t

Demonstracao. Se A(t) é dado por , segue do Teorema m que, para cada t € R,
A(t) atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢t e se {B(t) : t € R} atrai
pullback subconjuntos limitados de X entdo A(t) C B(t), para todo t € R. Do fato que
{S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo, existe um subconjunto limitado
B(t) de X que absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante 7, para cada 7 < ¢.
Como w(B(t),t) atrai pullback B(t) no instante ¢ (considerando como um subconjunto limitado
fixo de X)), ele atrai pullback todo subconjunto limitado X no instante t. De fato, é suficiente
provar que, dado um subconjunto limitado D de X, w(D,t) C w(B(t),t). Se zy € w(D,1),
existem sequéncias {sy}ren, com s, < t, para todo k € N, com s;, — —oo quando2 k — oo e
{z}ren C D tal que S(t, s)zr — xo quando k — co.

Como { S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo, dada uma sequéncia
{Tw}nen, com 7, < t, para todo n € N, sendo 7 — —00 se n — 00, existe uma sequéncia
{on}nen, com o, < 7, tal que S(7,,s)D C B(t), para todo s < o,. Dado que sx — —o0
quando K — oo para cada 7, existe K, > n tal que sk, <7, e S(7,, sk, )Tk, € B(t).

Portanto, S(t,sg,)zk, = S(t,7.)S(Tn, Sk, )Tk, € S(t,7,)B(t), o que implica x, €
w(B(t),t). Isto prova que A(t) C w(B(t),t) e como w(B(t),t) C A(t) temos A(t) = w(B(t),1).
Consequentemente, A(t) é compacto. ]

Teorema 3.2.6. Seja { S(t,s) : t > s} um processo pullback fortemente limitado tal que
S(t,s)=T(t,s)+Ul(t,s)

onde, U(-,-) € fortemente compacto e existe uma fung¢ao k : RT x Rt — R com k(-,r) nao-
crescente para cada v > 0 e k(o,r) — 0 se 0 — 00, tal que, para todo s <t ex € X com
Jall <7,

||T(t7 S)JZH < k<t -5, T)-

Entao o processo S(-,-) € pullback fortemente assintoticamente compacto.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [8].
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Capitulo 4

Equacao de difusao nao classica nao
autonoma com retardo

Nosso objetivo é estudar o comportamento assintético, do ponto de vista de atratores
pullback da equagao de difusao nao classica com retardo, dada pela seguinte formulacao

— —Y(t) A= — Au=g(u) + f(t,us) em (s,+00) X

ot ot

U= em (s,+00) x 0N (4.1)
u(t,z) = ¢(t — s, x) te[s—hys], €

sendo s € R o tempo inicial,  C R, n > 3, um dominio suave e limitado, A representando o
operador Laplaciano com respeito as variaveis espaciais, isto é,

n 82

Mais ainda, seja g € C'(R) satisfazendo a condicao de dissipatividade

lim sup 9la) <0, VaeR (4.2)

la]=>+00 @
e a condicao de crescimento
l9(a) — g(b)] < cla—bl(1+ |al*" +[b]"™"), Ya,b € R (4.3)

n+2
n—2"

com 1 < p<

Suponha que a fungao v : R — (0, 00) é uniformemente continua satisfazendo

0<% <~(t) <71 < .

Denotaremos u; como um segmento da solugao (4.1]), ou seja, dado h > 0 e a fungao
w:[s—h,+00) x Q — R, para cada t > s definimos a aplicac¢ao u; : [—h,0] x Q@ — R por

u(0,x) = u(t +0,x), para 6 € [—h,0], z € Q.
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4.1 Existéncia de solucao local

Nesta secao queremos mostrar a existéncia e unicidade de solucao local para mnosso
problema. Denotemos Cj, = C([—h, 0], L*(2)) com a norma

llle, = sup ||9(s)|| 2

s€[—h,0]
assim, dado ¢ € C([—h,T], L*(Q2)), para qualquer ¢ € [0,T] podemos definir

vy = [=h,0] — L3*N)
0 — () = Y(t+0).

Claramente, ¢y € C. Do mesmo modo, podemos definir Cy = C([—h, 0], H}(2)) com a
norma

[len = sup 1665 g

s€[—h,0

Escolhemos um valor inicial ¢ € Cf, tal que ¢(0) € Hj(Q).

Assuma que f : (s,+00) x Oy — L*(Q) é continua em ¢ e localmente Lipschitz em Cj,
ou seja, para todo R > 0 existe uma constante C'(R) > 0 tal que, para qualquer t € R,

1f(t.&) = f(t, 20 < CR)IE = nlley (4.4)

para todo &, € Cy com |[{]|cy, [I7]lcy < R.

Denotaremos o operador A : D(A) — L?(Q2) por A = —A com condigao de fronteira de
Dirichlet. Como o operador A ¢ setorial, entao o operador (A — A)~! estd bem definido para
todo A€ > |, ={A€C: |arg(A+1)] < ¢}, com ¢ € (3, 7). Mais ainda, como 0 € p(A)
temos para M > 0

A = A7 € —— |A| VYA e Z

Assim, como [y(¢)| > 0 e |y(t)| € >, , entdo [y(t)~'[ > 0e[y(t)~'| € >°_, .. Logo,

1L+ A)H = [y Oy (T + (A
= v () T+ (A
= v (O + A (4.5)
= v (@) + AT '
< 1 ( M ) < 1 M _ M
T OO+ T+ L
Considere a equacao
A OATE — A= glu) + Tt
a qual pode ser reescrita como
Ou (I +~()A) " Au = (I +~(t)A) " (g(u) + f(t, ur))- (4.6)

ot
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Deste modo podemos definir os seguintes operadores:
B(t) = (I +~(t)A)~" e A(t)=—AB(t)
e as fungoes

gt,u) = B(t)g(u) e [(t.¢) = B(t)[(t.¢)

para todo t > s e para todo ¢ € Cy. E ainda, reescrever
o(0) = u(0) = u(t +0), com 0 € [—h,0], V¢ € Cy

sendo ¢(0) = u(t).
Seja h : (s,4+00) x Cy — L*(Q2) definida por

h(t,¢) = At)6(0) + g(t, $(0)) + f(¢,9)
para todo t > s e para todo ¢ € Cy. Com isto, podemos reescrever a equagao (4.6) como

du
— = h(t,u).

Observe que o dominio do operador fl( ) nao depende do tempo. De fato, se definirmos
nosso problema em Hj (), entao D(A(t)) = Hy(Q). Este operador é uniformemente limitado
no tempo, pois

(1)) = H S0 | < - @ ama
M M+~ +‘71 ! (47)
- ’Yo (1+70+1> - Yo(yo+ 1)’ vieR.

Como o operador A é setorial podemos definir os espacos de poténcias fracionarias
X* = D(A%), para todo a > 0, munido da norma do grafico.

Novamente como A é um operador setorial e I — (1 + y(t)A)™' € R(\ : A), podemos
comutar o operador com seu resolvente, logo para x € D(A®),

A“A(t)z = A(t)A%z.

Note que a fungao t € R — B(t) € L(H}(Q)) é continua, pois dados quaisquer ¢, s € R,
temos

B(t) — B(s) =
= (L+~(1)A4)~" (1+7( )A)~
=(t)” 1(7(?5) AT (8)_1(7( )T AT
=)™ =(s)” 1](7( )T HA) T ()T T+ AT = (v(s) T+ A) 7Y
=) =) [(v(®) T+ A)T (1—7(8)*1(’7(5)*1 +A)7)]
=) O+ AT = (T +9()A)T) =) T ()T F AT = (THA(s)A) )
=T +y)A) (T =T +~(s)A)7") =
— ()OI + ) A) ) (I = (I +(s)A) 7))
= [I =) v®)] [(T+vO)A)™) (I =T +7(s)A)7)]
= [v(s)v(s) ™t = () ()] [T+ A) ™) (I = (T +~(s)A)7H)]
= [y(s) = vy ()T + () A) T[T = (T +(s)A) 7]
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Assim,

1B(t) = B(s)ll ey, myy = llv(s) = v(O](s) (I + (1) A)™) [T = (I +7(s)A) ] |

= [v(s) = YOIy ()T + 0TI = (1 +7()A) "]
1 M M (4.8)

< t)|— 1+

< hie) =20l (14 )

< Dly(s) = (1)

M H+M
sendo D uma constante positiva dada por D = [0 + )+2 } Pelo fato de ~ ser
Yo(y0 +1)

uniformemente continua e usando (4.8) temos que a aplicagao t — B(t) é continua.

Além disso,

1A() = A()l ey = IAIB() = B(s)]lleeay o)
= [[[v(s) = vl (s) AT + (O A) T (I = (T +(s)A) ) |
= [7(s) = v@Olly(s) HIIAL + B A) I - (1+7() )7 (49)

(
< [y(s) —(

1M 4+ 1 M
m_¢<1+ )

Yo Yo(v0 + 1) Yo +1
1M+70+1(1 M
7

Defina C' = — —>, temos
Yo Yoo +1) o+ 1

1A®#) = Als)ll ey < Clr(t) = (s)]. (4.10)

Com isso, estamos aptos a enunciar e provar o resultado de existéncia local de solugoes
para nosso problema.

Teorema 4.1.1. Para cada ¢ € C'y e sob as hipdteses , e , existe 6 > 0 tal que

existe uma unica solucao para o problema definida no intervalo [s — h,s+ ). Em outras
palavras, existe um funcao u € C([s — h,s + ), H}(Q)) com u(t,s;p) = ¢(t — s), para todo
t € [s — h,s| que satisfaz

u(t,s;¢) = ¢(0) + /t h(r,u,)dr

para todo t € [s,s + 0). Mais ainda, se f é continua em relagdo ao tempo, entio u €
C([s—h,s+0),H}(Q))NC(s,s+0), HI (), isto é, u é uma solugdo forte.

Demonstracdo. A prova é baseada no Principio da Contracao de Banach. Seja ¢ € Cy e T > 0,
o qual serd determinado mais adiante, definimos o seguinte espaco

XJ = {ue Clls — h ), HY(Q) - ult) = 6(t — 5), Vi € [s— hs] e [lullxr <20|6]c,

com ||ulxr = sup [w(o)]| .-
oe|s—h,

Observe que X é um subespaco fechado de C([s — h,T), Hj(Q?)). De fato, considere
{tn}nen sequéncia em Xg tal que u, — v quando n — +o0o0. Em particular, para cada n,
up, € C([s — h,T), HY()), logo {un }nen é uma sequéncia em C([s — h,T), H}(2)).

37



Mais ainda,

| un — um||x$ = . [SUET) [|un(t) — um(t)HHg(Q)
€|s—h,
= sup [Jun(t) — v+ v —un(t)|m@
te[s—h,T)

< sup |fun(t) — vl + sup || Ol < =+ =
up Up(t) — V|| g2 up UV — Up, 1 -+ —=.
te[s—h,T) Ho(6) tels—h,T) Ho (@) 2 2

Existe N € N tal que

£
||un—v||<§, Vn >N com ¢ > 0.

Logo, {u,} é uma sequéncia de Cauchy em C([s — h,T), H}(£2)), o qual é um espago de
Banach, entao u, — z quando n — 400, sendo z € C([s — h,T), H}(Q2)), mas pela unicidade
do limite z = v.

Note que, para t € [s — h, s] e para todo n € N
un(t) = ¢t — s) — v(t)

logo,
v(t) = ot —s), Vte|[s—h,s].

E

Y

+
lollcr = o+ — wallxr < o = wllr + lunllxr < llo = wallr +2l6llen "5° 2lllcs

Assim, [lv]lxr < 2[|¢llc,- Portanto, u, — v quando n — +o00 e v € X7, isto é, X[ ¢

fechado. Assim, Xg ¢ um subconjunto fechado em um espaco de Banach, logo, X;;F ¢ um espago
de Banach.

Defina o operador ® : X — X[

ot —s) ,set €[s—h,s]
D(u)(t) = { 0) +f:h(ra u.)dr set e (s,T).

Primeiro devemos verificar que para todo u € Xg O, O(u) € Xg, isto é, que o operador
® estda bem definido. Com efeito, pela continuidade de ¢ e da aplicagao t € (s,T) — h(t, uy),
obtemos que a aplicagao ®(u)(+) : [s — h, T) — L*(Q) ¢é continua.

Para todo t > s

< 116(0) L2 e / 1A )l e

()03 H¢ b )dr
HE ()
— 16(0) Lz + / (1A )]+ g (O] + 15 1)
=160 g+ [ (IAG O]+ B0 )gCar O]+ 1BC) S ) dr
<1600y + [ (G oy + 1Bt O] + 1B )
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Mas o operador A é limitado uniformemente, ou seja, |A(r)|| < a, para todo r > s.
Sendo a a constante definida em (4.7)). Queremos garantir que § = B o g é localmente Lipschitz
uniformemente em ¢ em H}(Q). De fato, por (4.3)

n+2

lo(w) = a0, 2, = | [ lo) = a0 ]

ni2 (4.11)
2n n
<e| [ Qu=ol @t a4 o) dy
Q
Observe que
nTH
2n_ n B B
[/Q (|u — o (14 |ul~t + |v|p_1)) n+2 d,u] = |||u — o] (1 + Jul~t 4 |v]? 1)||Ln% . (4.12)
1 2 1 -2 1 1
Considere = = = + , — = n e-==1 para que seja satisfeito — = — + —. Aplicando
r 2n 2n qg 2 r p q
a desigualdade de Holder generalizada, em (4.12)) temos
= of (14l + Jolr ™)y < o= vl 0+ f™ ol g (413)

Note que

2 p—1
p—1 p—1)2 p—1)2 =) p—
Hul” M5 = \u! & \u! & = [ull n(p ) (4.14)

podemos fazer o mesmo para v, ou seja,

ol 5 = ||v||”n<,, ) (4.15)

assim, em (|4.13]), utilizando (4.14) e (4.15]) temos a seguinte desigualdade

lu = oIl o, |1+ ul?™ + [0l g < llu— vl 20, (\Q\ ey 017 1>> (4.16)
ey JRICE!
Considere ¢ > 0 dada por ¢ = |—;2| (lembrando que [ < +o0) e utilizando as
desigualdades (4.11)), (4.12)) e (4.16] temos
lo(w) = g0, 2, < 2l = ol e, (1l 40Py ) (@)
JRIGS G
. n n —2n .
Como, por hipdtese p < entao, 1 — — > —— . Deste modo, utilizando as
n—2 2 n(p—1)
imersoes dos espacos de Sobolev, temos
HNQ) < L5 (4.18)

Mais ainda, considere ¢ =

n , , n n
n_z,a351mH(}(Q)<—>Lq, p01s1—§2—g<:>q§ —
2n

n+2

. 1 1
Consequentemente LY — H~(€) sendo — + — =1, onde ¢* =
q g
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Pelo fato de H=' < Litz, existe d > 0 tal que

lg(w) = 9()|a-1@) < dllg(u) = g(V)l, 20,

) . . (4.19)

< defu—of| | an, {1+ lull” sty + 0] s

JIGS)) JRICS))

Observe que
S —n(n — 2) o 2n S 2—n
2 2n 2 2
o que implica
2n

H () < Ln-2. (4.20)

Agora, usando as imersoes (4.18)) e (4.20) na desigualdade (4.19) obtemos

~ —1 —1
lo(w) = gy < dellu = vl ey (1+ lullfgley + Nollptay) -
Considerando ||u||H&(Q) : ||v||H&(Q) < r, temos

lg(w) = g()a-1) < ellu = vlm@

sendo e uma constante positiva dada por e = d¢(1 + r + 7). Isto mostra que g : Hg(Q2) — H™*
é localmente Lipschitz. Como

HYQ) -5 HYQ) 28 mlo)

entdo a fungdo B(t) o g é localmente Lipschitz em H ().

Mais ainda, denote X3 = H}(Q) e X3 = H~' queremos provar que

||B(t)||£(H*1,H5(Q)) < a. (4.21)
De fato, seja u € X*%7
1Bl = [atBwn|| = |aiBmaiaty|
1 M 1
= JAB@)l ey [[A7H| . € T2l
X Yo (70 + 1)

entao
swp [ B(t)ully < a

_1
ueX 2
flull 1 <1

X2

provando (4.21]).

Deste modo, para R = 2||¢||¢,,, existe L,(R) > 0 tal que

I1B(r)g(u(r)lmye) < 1B(r)g(u(r)) = B(r)g(0) + B(r)g(0)|l i«
< ||B )(g(u(r)) = g(O) i) + 1B(r)g(0)llmye)
Ly(B)l[ull () + 1B £ir-1 a2 @) 19(0)]
Lg(R)||ull113(0) + alg(0)].

—~

r
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Por outro lado, temos
1B) |l 222,12 ) < bo, (4.22)

com by > 0. Com efeito, seja X = L*(Q), H}(Q) = Xz eu e X, temos
[B(t)ull 3 = [|A2B(t)ullx.
. . 1
Utilizando a Desigualdade do Momento com a > 0, 5 = 3 e v =1, temos

1 1 1
|AZB(t)ullx < | A"B(t)ullk [AB(t)ull%
1 1 1 1
< c[[BOIX ullx IAB®)[X lull%

pelas estimativas (4.5]) e (4.7))

M 1
5@l <e(-2) ot lulx

[SI

logo,
sup [ B(t)ull,y < bo
HuHX<1
%
onde by = ¢ ( — 1) az. Portanto, ([#.22) ¢ valida.
Yo

Por hipétese, f é localmente Lipschitz e devido a (4.22)), obtemos

1B(r) f(r,w)llmy) < [1Br)(f(r,ur) — f(r,0)) + B(r) f(r, 0)]| g
< 1B gr2 oy 1Lf(rsur) = f(r, 0) | o
+ ||B(¢ )||£(L2(Q HY Q))||f(7° 0) | 2 e2)
< boC(R)|urlley + boll f(r, 0)][ L2

Entao, para todo t > s,
12O o) < 16Oz +a [ ) gy + Ly(R) / ) L e + ala(O)](t — )
) [ Tuleydr +0 [ 1500 erde
< 116(0) 3y + (@ + Lo / a3 ol
+ alg(0)](t — 5) + boC / ol + By / 1, 0) |20

Agora, levando em consideragao que

[urlloy = sup lu(r +0)[m@) < sup |Ju(o)llmye) = llullxr < R
0e[—h,0] c€[s—h,T)

para todo s <r <t < T, segue que
t
19 (w) ()| mp ) < H¢(0)HHgm)JrR(t—S)(a+Lg(R)+boC(R))+alg(0)\(t—8)+bo/ 1F(r, O)l[ L2 @ydr
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para todo t € (s,T).

Se escrevermos 1" = s + ¢, entao

s+9d
1@ (w) (D)l (o) < @l @) + RO(a+ Ly(R) +boC(R)) 4 alg(0)|0 + bo/ 1f (7, 0) || 2y dr
para todo t € (s,T), e tomando d > 0 pequeno o suficiente, obtemos que
1@ (w) () |2 () < 2[|0llcy, VEE (s, T).

Temos a mesma conclusao para t € [s — h, s] e portanto, concluimos que o operador @
esta bem definido.

Agora, usando o Principio da Contragao de Banach, provamos a existéncia de um ponto
fixo para ®(-), o qual serd a solugao para o problema. Para isto, precisamos garantir que ¢ é
uma contracdo. Dados u,v € XI, com lull g2 ), [Vl H30) < R e para todo t € [s, T), temos

90 = S Ol < [ 1405 0) = bt )l
< [ 1A s 1) oo
+ [ IBOY o) = gem) + 7o) = Fr0) g

Usando a limitacao uniforme em relacio ao tempo para os operadores A(t) e B(t) e o fato
de f ser localmente Lipschitz em relagao a segunda varidvel, defina as constantes Ky = a+Ly(R)
e Ky = a. Logo

19(0)(0) — S0 agor < K [ Nulr) = o0 g+ K [ 1Fr0) = £rv00) e
<Ko [ ) = o0)llagodr

+K(R)/ sup |\u(r+9)—v(r+9)HH1

0e[—h,0]
Tomando o supremo em [s,7) com T' = s + §, obtemos

[ (u)(t) = 2(v) ()l mp(e) < Kidllu —vl[xr

—|—K(R)(5<sup ( sup Hu(r—k@)—v(r—i—@)”m >>

re[s,T) \ O€[—h,0]

mas, se u,v € XJ, temos

sup < sup |u(r +0) —v(r +0) | gy ) < supu(r) = o(r)l[mye) < llu—vllxr
rels,T) \ 0€[—h,0] re[s—h,T)

Desta forma,

[ (u)(t) = @) (D)) < Kidllu = vllxr + K(R)d[lu = vl mye):
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1 1
Considerando § = max {m, F(R) }, temos

\@Wﬂﬂ—¢@XWmMn§(Kq%;+KUﬂE%§QHU—MHg_;W—Whg

ou seja, ® estd bem definida e é uma contragao em Xg, o qual é um espago completo. Logo,
garantimos a existéncia local para o problema (4.1)).

Ademais, pelo fato de f ser continua em relacdo ao tempo, aplicando o Teorema 2.9
de [14] temos que se u € C([s — h, s+ 0], H} () NC*((s,s+ ), H}(Q)) entao, u é uma solugio
forte. O]

4.2 Solucao global e familia pullback absorvente

Nesta se¢ao, estamos interessados em garantir a existéncia de uma solucao global, ja que no
Teorema foi provada a existéncia e unicidade local. Ou seja, queremos que a solugao para
o problema seja definida em todo tempo futuro e nao somente em um pequeno intervalo
de tempo. Entretanto, vamos deduzir este resultado depois de obtermos alguma estimativa a
priori desta solucao. Mais ainda, esta estimativa serd 1til para provar a existéncia de conjuntos
absorventes para o processo de evolucao gerado pelo modelo.

Como g € C*(R) e limsup @ < 0, temos que para cada £ > 0, existe uma constante
K. > 0 tal que o
[ stwpude < el + . (4.23)
. Q
/QG(u)dx < ellullfzq) + K- (4.24)

para todo u € L*(Q), com G(r) = / g(0)dh. De fato, aplicando a defini¢do do lim sup, temos
0

v5>o,3M5>o,:vyu\z(5:>¥g(s. (4.25)

Como |u] > 6, entao ug(u) < du?.

Note que, se considerarmos conjuntos limitados, como {u € R : |u| < M;s} C R entdo,
como g é continua, obtemos |ug(u)| < ms.

Deste modo, para todo d > 0, existe ms > 0, tal que para todo u € R
Ug(U) < ms+ (5’&27

integrando em (2, teremos
/g(u)udmﬁ/m5+/6u2:/m5+5/u2§5/\u|2+/m5:5|\uHig(Q)+/m5.
Q Q Q Q Q Q Q Q
Considere / mgsdxr = Ks, logo
Q

memmsww;@+Km
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provando (4.23)).

Agora, para provar , queremos mostrar primeiramente que
G(s) < 8s* + K
para todo s € R. Considere os seguintes casos:
(i) s>0
Se s € [0, Ms], com Ms > 0, entao
lg(s)| < ms, Vs € [0, Ms]

assim

/ g(u)du < / msdz = ms(s — 0) < msgMs < msMs + 05,
0 0

chamando msMs; = Cs, temos / g(u)dx < C5 + §5°.
0

Agora, se s > Mz > 0, entao

/Osg(u)du: /OMag(u)du—i—/]\;g(u)du

usando o fato do intervalo [0, M;] ser limitado e a fun¢do ¢ continua, temos |g(0)| <
mg, V0 € [0, Ms]. Utilizando a definigdo de lim sup dada em (4.25)) e pelo fato de |u| > ¢,
temos g(u) < du, entao

logo

s ds*  OM} §s?
g(u)dugmg—i—?— < mgs+ —.
0
Fazendo ms = Cs e 6 = 5 segue que

/ g(u)du < C; + s>
0

Englobando todos os casos temos

<mgs, seu € [0, M
glu) == < du, seu> Ms (4.26)
> ou, seu < —DMs
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(ii)) s <0
Se s € [—Ms,0], com Ms > 0 entao pela continuidade de g, ela serd limitada, isto é, existe
mg > 0 tal que

|g($)’ < ms, Vs € [_M570]7

assim,

s 0 0
/ g(u)du = / —g(u)du < / msdu = mgs(—s) < msgMs < msgMs + 05>,
0 s s

tomando Cs = msMs, com Ms > 0, temos

/Osg(u)du = /80 —g(u)du = — /SM6 g(u)du + /_(1\45 —g(u)du

mas se u € [—Ms, 0], como g é continua, entdao g é limitada em [—Msj, 0], isto é, existe
mgs > 0
|g<u>| < mg, Vu € [_M570]7

entao

0
—/ g(u)du < msMs

,Mé

e ainda, de (4.26|)
—g(u) < —du, jaque u< —DM;.

Com isso,

—Msg
U2

s —Ms
/ g(u)du < msMs +/ (—ou)du = msM;s + (—65> ‘
0 s

502 2 2
=m5M5+( dM; (53) Js

7N < e+ 25
5 T ) st

)
Se Cs = msMs e d = 2’ temos
/ g(u)du < Cs + §s*, Vs €R.
0

Deste modo, integrando em relacao a €2

/Q</Osg(u)du) do < /QC’(;daﬁt/Qészdx,

66 < Ko+ [ 15 = Ka + sl
Q Q

onde G(s) = [, g(u)du. Concluindo a prova de (4.24).

logo,
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Definimos o funcional de energia L;(y) dado por

1(9) = 5 (Il + Bleliy) =0 [ Gl da

com b > 0e ¢ € Hj(Q). Considere a desigualdade de Poincaré dada por
lullZa@) < A lullfpy, v € Hy(Q)
sendo A\; > 0 o primeiro autovalor de —A. Usando a desigualdade para § > 0

—bd|ullZ2) < —b0A i o

Com isto,
1) = 5 (Il + Bleliye) —b [ Globda
> = (IelBaqey + Ul ey) — b0llaqe) — BE:
> lela + el — BN el oy — b5
> Ul oy — AT gy — DEs:

Tome, 6 = %, logo

b Al 9
Ly(p) > (5 - gr) el @) — bK
ou seja,
b 2
La() 2 el o — by (127

E ainda, para qualquer § > 0
1
1(e) = 5 (Ielee + lelfiye) —b [ Glorda

1 2 b 2
s lele + 5lelye + | G

1 b
2_/\1HQ0H§{3(Q) + 5”%0”?{3(9) + b5H<P||%2(Q) + bKs

IN

IN

b b,
< (5 +3) Wolgm + Sl + b5

entao L b0\ 1 26)
+ +
Ly() < - eIl @) + bEs. (4.28)
2)\1 0

Considere b > 0 e o funcional de energia L(-) aplicado em u(t, s; ¢), sendo esta a solu¢ao

de (4.1]) temos
1
Lu(w) = 5 (Il + Bluliy) o [ Glu)da
Q
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assim, derivando o funcional em relacao ao tempo, obtemos

(1) +0 (5 (g )| -0 (5 ([ ctwar))

1

2

3 |5 (e + 0 (V. V)| = ([ (st ) o)

:%-2<u,%>L2(Q)+2b<Vu,vau> ] b/ﬂ(g ) (4.29)
-

u, 8u> +0 <—Au, @> —b ( @> dx.
ot L2(Q) ot L2(Q) t

J/ N

d

S (Lafw) =

@ (In)

Analisaremos cada elemento de (4.29) separadamente. Em (I), substituindo a equagao

U
em —, temos

ot

0 0
<u, 1AL+ Au+ glu) + £ ut>> — (1) <u A—“> § (o, Aty gy +
at LQ(Q) 8t

+ (u, g(w)) 2y + (s f(E, ) 20

= (t) /UA% dx) +/uAudx
Q 0
+/ng(u) dm—i—/guf(t,ut) dx.

Calculando uma estimativa para cada elemento da igualdade acima, temos

(a) /QuAuda: :—/QVuVudx = ||u||§{é(ﬂ).

(b) / gy de < Ollullae + Ks < A JullZy g + Ko
Q

(c) /Quf(t,ut)d:v

Primeiro, observe que

(u, F(tue)) 2y < (s fE 1)) 20y | < llullz@ [ ( we) |20

mas, aplicando as desigualdades de Young e de Poincaré, temos

1
[ttt de < S ulfy + 51w, Vea > 0

(d) ~(t )/QUA% dx
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Note que integrando por partes e usando as condigoes de fronteira, obtemos

/uA—dx—/VuV

assim

ou ou ou
S0 (Tuvg) sl (vuvi) =10l (Ve )
t/ r2q) t/ 120 t/ 12
ou ou
<yl Vull 2 ||V %7 < vOllullmr ) || =5
@ V5| e, |3 |

aplicando a desigualdade de Young e a limitacao de ~(t), temos

ou

1O el || 57

< €1 2 1
.- M 5”“”1{3(9) o,

oul|? )
)

oty

Agora, levando em consideracao (II), podemos reescrever a equagao (4.1)) como

Au = -2 (t)Ag—t + g(u) + f(t, w).

Substituindo esta expressdo em (II) obtemos
ou 8u ou ou
b< Au, 8t> " b< yn (t)AE—!—g( u) + f(t,u), at> o
ou Ou ou Ou ou
—o(5 ) emm(aZ ) wr(ew. )
ot Ot [ 120 Ot™ Ot [ 120 Ot / 121y

+b<f(t ), 21;>L2(Q)

Assim, estudando cada parcela da igualdade acima, temos

(e) —b ou Ou :—b/ % dr— —b ou||”
ot ot £2(9) o \ Ot ot L2(Q)
ou Ou
f) by(t) ( A—, —
0 tnto) 6t,8t>L2(m
Temos que
Ou Ju ou _ du ou||? ou|?
b ()/Aaad = —by(t /V V—d ——b’y()‘ 5 ) —bo a9
assim,
ou Ou oul|®
i (85 5) <t
ot’ ot L2(Q) ot @
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(8) b<g( ) g?>L2(Q Zb/ﬂg(u)%dm

@) o (s, 8“> )

ot
Note que
du ou ou
(s ) < lo(f. ) | <ol |
L2(Q) L2(Q) L2(9)
pelas desigualdades de Young e de Poincaré, temos
ou g3 ||Ou 2 1
b<f(t,ut),—> <b| —||= + —|ftw)| 2 |, Yes > 0.
at LQ(Q) 2)\1 at Hl(Q) 53 ( )

Usando (a)-(h), podemos reescrever (4.29)) como

d 711 oul? ) 5 )
77 (L) < ==l + 5~ 3, )—||u||Hé(Q)+)\—1||u||Hé(Q)+K5
ou|? ou
+ 2l + 5w e —b\ Ou Ou
. o Oty )
ou bes ou? ou
“‘b/Q (g(u)a> d$+2—)\1 E . 2 3||f(t Ut)HLQ —b/Q (g(u)a) dx

ou seja

M€ 2 1 b 2
( 1 _|_ - -|— K) ||u||Hé(Q) + <¥ + g) ||f(t7ut)||L2(Q)
2
_ + K

e BE
’ 2)\1 Ot Il () ot L2(Q)
’7151 20 + &9 1 b
( 2\ ) leallzg o + (2—52 50 ) I (&)l
2
71 653 au
Ly ves
+ (2 Yo + 2)\1) ‘

ot H
para todo €1, €9, €3, 6 > 0. Tome

+ K57
Q)

Y1 1 )\1 1 2 >\1
b>— = = — =2 - - §="—=
%7 €1 2%, €2 1 €3 1 <70 b% €

Logo,

d 1 8v0b — 872 + b
2 00 < 3o + (s ) ISl + Ky (430)

8

Usando (4.28)), segue que para todo 6 > 0

14 b(A; + 26)
Lifu) € =Sl o + DK,
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entao

N
14+ b()q + 25)

Substituindo a desigualdade (4.31]) em (4.30) temos

d X\ (S%b — 82 + b?) )
— (Lp(u)) < — Lp(u t,u

bA
+( : ~)K5+Kh.
1+ b(A; + 20) :

1
(Lo(u) — bK5) > —§||U||§;g(m~ (4.31)

Denote
A 8vob — 892 4 b?
C, — L CM:(% 71+2>
1+ b(A\; + 26) A (4y0b — 477)

Kb = bOng-i—Kil
8

assim

d y
7 (Ly(u)) < =CyLy(u) + Cx, | (t ) 1720 + Ko

Observe que

d d
(P Ly () = CoeM Lyfu) + ¢ (%@)

< Cpe' Ly(u) 4 ! (—ObLb( )+ Cx I f(3, Ut)”fﬂ + Kb)
= MOy, || f(1, Ut)”%%m + €K,

Integrando entre s e ¢, obtemos
"Td ¢ .
[ [ ] ar < [ (0150l + <) .

Com isso,

. 8
K,
e Ly(u(t)) < €% Ly(¢(0) + Ci, / e fru) |2 (qdr + UZ(GC’” — ). (4.32)

Mais ainda,
t t
[ 1 e = [ 15ru) = £0.0) + £, 0) gy

/ 1F () = 0 By + / £, 0) 22y

< C(R) / et 2oy + / 1, 0) 22 0y dr

M Ly(u(t)) < € Ly(¢(0)) + Cr, C(R) / €[ty | 22y drr+

assim

t i
K,

+Cy, / e F(r,0)|Zaqgydr + 5 (€7 — D).
s b

20



Usando (4.27)), segue que

— DIy (4.33)

b
e Ly (u(t)) > §€Cbt||u||§{3(sz) ESt

deste modo, comparando as desigualdades (4.32)) e (4.33]), obtemos

b
gecthUH?{g(Q) — eMDE O, < DLy (u(t))
6

t
< eC”SLb(QZS(O))“‘CMC(R)/ erTHUTH%z(Q)dT’—l-
t o 9 f(b Oyt Cys
4oy [ VIO gy + G — )

o que implica

b t
§€CthuH§ﬂ%(Q) < ecbtbK%l + e Ly(¢(0)) + CMC(R)/ e |7 gy lr
. (4.34)

t )
K,

+Cy, / e, 0)|Zaqydr + 5 (€5 = eD).
s b

Porém, usando (4.28)) temos para qualquer do > 0

oCbs (Lb(¢(0)) _ &) < 0vs (1 + b(A1 + 20,) H¢(0)H§{3(Q) + bKs, — &) )

2\ Ch

b 2\

K _
GCbS <Lb(§b(0)) — UZ) < ecbs (Ob“QS(O)HiIé(Q) + bK52> .
Utilizando a desigualdade acima em (4.34)), temos

b (A K

t t
+C0O(R) [ ulaaydr + Co [ 50
Seja 6 € [—h, 0] e substituindo ¢ por t + 6 para obter

b - K
e Jult + 0) |3y ) < €@K + e (Coll(0) 13y g + DK, ) + e+
3 0 6 0 Cb

t+60 t+0
O\ C(R) / € |2 dr + C, / £ (. O)| -

ol



Deste modo, multiplicando a desigualdade acima por e=% (-8 € [0, h]), temos

b
Sl + )3 ) < €Wy + @0 (Cyll(0) 3y ) + bE )

K<5 Cypt Oy O(R —Cp0 o Cyr 2 d
+ e + O O(R)e € (0l

t+0
LGy e / £ £ 0) 22 0y dr

g
< O (bmﬁl T 5) € (G0(0) [y + DG,

t+0
+ C,\IC(R)erh/ err]]uTH%g(Q)dr
S

t+0
+ O [ 0,0) gy

Agora, observe que se t > s e § € [—h, s — t], entao
u(t+6)=o(t+60—s).

Cyt

Multiplicamos essa igualdade por ¢! e tomando a norma em H}(€2), obtemos

Mut + 0) |50y = €Mt + 0 = 9) o)
0 0

mas,

et + 0 = 5)| o) < P et + 6 — 5)| 71 )
e|—h,s—

Note que,
~h<0<s—teot—h<t+0<s
assim, t — h < s =t < s+ h, neste caso, et < eColsth),

Desta forma,
sup  e|p(t +0 — 5) || By < sup e g(t + 6 — )i )
0c[—h,s—t] 0c[—h,s—t]
< sup ePEM(0) (17 o) = P I9]IZ,
0€[—h,0] 0

entao,
Dt + 0 — )2y < P12,

(4.35)

(4.36)

Agora, se considerarmos t > s+ he 6 € [s —t,0], entdo s —t < 0 < s <t + 0 e assim

Ch b

3 K\ 3 o
ertHu(t—i—G)Hilé(Q) < sup [E (b[( + >+_ (s+h) <C 16(0 )Hzé(g)-i‘b[(@)

0c[—h,s—t]

b

o2

3 t+6 3 t+60 )
+ 3 ORI [ O gy + 5 e [ 1 O]



Logo, usando (4.36]), (4.37)) e (4.35)), segue que

3 K
Hlelt Ol < mi {€Cb(s+h)"¢ w2, [5 (Z’K*ﬁl e, )

5 €O (G4 6(0) 2y g + DK, )

S W oW

_|_

3 t+-60
#2300 [0 gar |

t+0
. C(R)eC / €Oty 2yl

Como

t40 i+0
sup (/ €C”||ur|lé,{dr+/ ec”llf(hO)llizm)dT) <

0e[s—t,0]

t t
/ O i |13, dr + / £ £(r,0) g
obtemos

b K 5
b i, < e (bK*a + F) + e (Gl + bi,)

t t
Oy C(R)O / €O 4y 23 gyl + iy 4" / £ £, 0) 220y .

S S

Assumindo
bC,

C(R) < 3C,, eCoh

(4.37)

3

bC'MC'(R)erh, temos [ < (. Defina

e chamando =

- t K
at) = %ecb(s-i-h) (Cb|‘¢‘|%1{ + bK52> + %CAlerh/ eC'erf(T’ O)H%%Q)dr—*— %ecbt (Cb + bK/\61> .
s b

Assim
’ t
O, < alt) + / BV |[uy |2, dr
S

aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos
t
Ol < o))+ [ o) ar (139

Agora, estudemos as seguintes integrais:
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3
6/ Cb (s+h) (C ||¢HCH + bK52> t—r)dr _

b°
—Br
35 C’b(S—i-h < |¢||CH +bK52> (G_ﬂ)

t

S

35 s
oCb(s+h) < |¢||CH +bK52>

Bt Bs
X(—ﬁ —w)

— —%ecb(erh) (ébH¢H%H + bK52> +

3 —S
+ Setuten (Gl + b, ) 20

t3 T s
)5 [ sone ([ o) & rar

Para isto, vamos fazer uma mudanca na ordem de integragao e obteremos,

3 ~ —s
< 2l (CbHd)H%H + bK52> Ht=9),

t

//Cﬂvﬂwpwmﬁw—/ /wwréhwmwm@w

/’%T@vaommmwf

)(Mwwwm

QI»—

Desta forma,

t3 r B
5[ sone( [ Ol gr | ar
t

3
< SO0l [ | 0, 0)| g i




Obtemos, através de (a), (b) e (c), a seguinte estimativa
! 3 ¢
5/ OK(T)GB(tir)dT < E v (s+h) (C ||¢HCH +bK52) B(t—s)

3 t
+ 50 e [ O (1, 03

S

3 o [ Ko 1
3 b,
+ e (@ + Cr— 3

Portanto, (4.38)) se reduz a
3
2, < e Ma(t) + Sl (Cyllg|2, +bKs, )

3 i Lo e
+ 20, 0@ / e £, 0) 22 gy (4.39)

452 <£+be1> (0 ! ﬁ)
b —

Assumindo que existe 79 > 0 tal que, para qualquer n € [0, n],

t
/ (1, 0)[2a oyl < o0

—0o0

e ainda, fazendo s — —00, nas seguintes expressoes, obtemos

()
. —opt [ 3 cysin) (A 2 3 Cyh ' Cyr 2
im0 T (G, + b ) + e [ O 0)l eyt
3 o [ Kb
° bRy,
+ be (Ob + A
3 —Cypt Cyrh ! Cyr 2 3 K
=3¢ Oy, e7h _Ooe b ||f(7’,O)HL2(Q)dT+E oA +bKT1
(e) ]
. 3 (K 1 3 (K, 1
lim B [ 22 4K, =B [ 2L +bK,
Jm By <Cb - AG) (Cb—5> & <Cb TR ) <Cb 5>
0 (Co-A)
.3 on e
Jim 5o Sz (Culoli, +bK,) = 0
(8)

t
lim %C’)\le(cbh_(cb_ﬁ)t)/ eCo=Br| £ () O)H%Q(Q)dr = §CA e(Coh—(Co—P)t)
S

S——00 b 1

t
x / e £, 0)| Byl

—00
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Deste modo, utilizando as estimativas (d), (e), (f) e (g) e fazendo s — —oo em (4.39),
obtemos
Jullg,, — U(t) quando s — —o0 (4.40)

sendo, [(t) definida por

3 (K !
I(t) = ; (EL’HKM) (1+ Cf—ﬁ) + bc&l b(h=t) (/ eS| £ (r, 0)[132 )y dr +

t
e | WMWmmmmw)

—00

Observe que a fungao [(t) ndao explode em tempo finito. Portanto, temos a existéncia
global de qualquer solugao u(t,s; ¢) de (4.1)), isto é, para cada ¢ € Cqy, u(t,s;¢) € C([s —
h,+00), H}(2)) no Teorema m E ainda, nas préximas secoes iremos justificar utilizando a

N . 2 S§——00 ~ . PPN .
convergeéncia de ||ul|g,, "~ [(t), que as solucdes para o problema geram um sistema dinamico

nao-autonomo, e que existe uma familia de subconjuntos fechados
{ Be,(0,12(t)) - teR }
a qual atrai pullback subconjuntos limitados de Cy.

Também precisaremos da dependéncia continua dos dados iniciais.

Proposicao 4.2.1. Sob as hipdteses do Teorema qualquer solucao u(t, s; @) de é
continua com respeito aos dados iniciais ¢ € Cy. Mais precisamente, se u', parai = 1,2 sdo as

solugoes correspondentes aos dados iniciais ¢' € Cy, i = 1,2; a sequinte estimativa € satisfeita
1 2 1 2 +Lg(R)+C(R))t
luf = wfllcy < |61 = &2[|cyeltHe )

para todo t € [s,T), sendo R > 0 dado por R = mdz (2||¢'|c,,, 2|0y )-

Demonstracdao. Sejam ', para i = 1,2 as solucdes correspondentes para os dados iniciais
¢" € Cy, i = 1,2 no intervalo [s — h,T) para um fixado T' > s. Entao temos

ww—ﬁwzwm—w@+/hm@wwmﬁw

parat € (s,T).

Levando em consideragao as seguintes hipdteses: que f é continua em ¢ e localmente
Lipschitz na segunda varidvel; a limitacao das funcdes no espaco X2; que || A(t)|| cHI@) Sae
que B(t) o g é localmente Lipschitz em H}(£2), obtemos

lu'(t) = w* ()l g () < 197(0) = ¢*(0) | 3oy + (a+ Ly(R) + C(R)) / [y = uillcpdr

parat € (s —h,T) e R = max {2|é|lcy, 2| 0% ey T

Deste modo, substituindo ¢ por t + 6 com 6 € [—h,0] e tomando o supremo em 6, segue
que

t
lul (t) = w*(t)llcy < 167(0) = ¢*(0)lley + (a + Ly(R) + C(R)) / luy = i, dr
para t € (s,T) e aplicando a Desigualdade de Gronwall, temos

lu' (t) = w?(#)lley < [[61(0) = ¢*(0)[|, e Eo U,
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4.3 Resultados abstratos da teoria de atratores

Vamos relembrar agora alguns resultados abstratos da teoria de atratores pullback, os
quais ja foram abordados no Capitulo 4, porém iremos mudar a notacao para nos adequarmos
a referéncia que esta sendo estudado, [5]. Lembrando que os resultados enunciados a seguir
foram obtidos de [§].

Considere um dado espago métrico (X,dy). Para A e B subconjuntos de X, seja
dist(A, B) a notacao para a semi-distancia de Hausdorff entre A e B definida por

dist(A, B) = sup (inf dx(a, b)) .

acA beB

Definigao 25. Um processo de evolugio em um espago métrico (X,dx) € uma familia de
aplicagoes continuas { S(t,s) : t > s} de X nele mesmo com as sequintes propriedades:

(i) S(t,t) =1, para todo t € R;
(ii) S(t,s) = S(t,7)S(r,s), para todo t > T > s;

(iii) {(t,s) ER? : t > s} x X 5 (t,s8;2) —> S(t,s)x € X € continua.

Denotemos por P(X) a familia de todos os subconjuntos nao vazios de X e considere a
familia de conjuntos nao vazios

Do = {Dy(t) : t € R} C P(X).

Observe que nao foi necessaria qualquer condicao adicional nesses conjuntos, como
compacidade ou limitagao. Seja D uma classe nao vazia de familias parametrizadas no tempo

D={D(t) : t e R} C P(X).

A classe D sera chamada de universo em P(X).

Definigao 26. A famdlia Dy = {Dy(t) : t € R} C P(X) ¢ chamada de pullback D-absorvente
para o processo { S(t,s) : t > s} em X se, para qualquer t € R e qualquer De D, existe um
so(t, D) <t tal que

S(t,s)D(s) C Dyo(t), Vs < so(t, D).

Definigao 27. A familia Ap = {Ap(t) : t € R} é um D-pullback atrator para o processo
{S(t,s) : t > s} em X se:

(i) para qualquer t € R, o conjunto Ap(t) € ndo-vazio e compacto em X ;
(ii) Ap € pullback D-atraido, ou seja,

lim dist(S(t,s)D(s), Ap(t)) =0

S—>—00

para todo DeDete R;

(iii) Ap € invariante, isto €,

S(t, S)AD(S) = .Ap(t) Vs <t.
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A familia Ap ¢é minimal no sequinte sentido, se C = {C(t) : t € R} C P(X) ¢ uma
familia de conjuntos fechados tal que para qualquer D = { D(t) : t e R} € D,

lim distx(S(t,s)D(s),C(t)) = 0,

entio Ap(t) C C(t).

Defini¢ao 28. Dada uma familia parametrizada em relacao ao tempo, D= {D(t) :teR} C
P(X), dizemos que o processo { S(t,s) : t > s} em X é D-assintoticamente compacto se, para
qualquer t € R e qualquer sequéncia {sp}nen C (—00,t] € {n}nen C X limitada, satisfazendo
Sp — —00 € X, € D(sy,), para todo n, a sequéncia {S(t,s,)x,} € relativamente compacta em
X.

Definigao 29. Um processo { S(t,s) : t > s} em X € pullback fortemente limitado, se para
cada t € R e para cada subconjunto limitado D de X,

UUS(S,T)D

s<tT<s
¢ limitado.

Definicao 30. Um processo { S(t,s) : t > s} em X € chamado de pullback D-assintoticamente
compacto se o processo ¢ D-assintoticamente compacto para qualquer D € D.

Denotamos por

w(ﬁo,t) = ﬂ U S(t,7)Do(T)¥ paratodo teR

s<t1<s

a generalizagao natural para o conjunto w-limite no sentido pullback, temos o seguinte resultado
em relacao a existéncia de atratores pullback.

Teorema 4.3.1. Considere o processo { S(t,s) : t > s} em X, um universo D em P(X) e uma
familia Dy = { Dy(t) : t € R} C P(X) a qual é D-pullback absorvente e assuma também que

o processo é pullback Dy-assintoticamente compacto. Entdo, a familia Ap = { Ap(t) : t e R}
definida por
Ap(t) = | Jw(D, )X, teR
DeD

¢ o D-pullback atrator.

4.4 Existéncia do atrator pullback

Devido aos resultados anteriores, poderemos construir um sistema dinamico nao
autonomo. Mais precisamente, iremos construir um processo S : Cy — Cpy associado a (4.1)) e
provaremos a existéncia de um atrator pullback para tal processo.

Assumindo as hipéteses (4.2), (4.3) e (4.4), com f(¢,0) = 0, para todo t € R e suponha
que C(R) satisfaz (4.37)). Para cada ¢ € Cy e s € R, pelo Teorema e pelas estimativas
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da segao de Solugao Global garantimos a existéncia de solugao global u(-, s; ¢) para a equagao
(4.1). Assim, definimos a familia de aplicagoes S(t,s) em Cy por

S(t,s)p = u(-,s;0), Vt > s. (4.41)

De acordo com os resultados anteriores, podemos mostrar que S(-,-) é um processo de
evolugao. De fato, suponha ¢ € Cy e 6 € [—h, 0], devem ser satisfeitas as seguintes condigoes

(i) S(t,t)=1I:
Temos
S(t,1)p(0) = u(0,t;¢) = u(t +0,t;9) = (¢t + 0 — 1) = $(0)
logo, S(t,t)p(0) = ¢(0). Ou seja, S(t,t) = I, desde que ¢(0) # 0.
(i) S(t,r)S(r,s) = S(t,s), para todo t > r > s:

S(t,r) [S(r,8)p(0)] = S(t,7)[up (0, s;0)] = S(t, 7)[u(r + 0, 5;0)] = S(t,r)[¢(r + 6 — s)]
=wu(r+0—s,ro)=ult+r+60—sr,¢)=¢t+r+0—s—r)
=o(t+60—s)=u(t+0,s;¢) =u(0,s;¢) =S(t,s)p(0)

portanto, S(t,r)[S(r,s)p(0)] = S(t,s)o(0). Mas pela unicidade da solugao,
S(t,r)S(r,s) = S(t, s).

(iii) {(t,s) € R*:t > s} x Oy > (t,s,2) —> S(t,s)z € Cy é uma aplicacao continua:
Note que pela dependéncia continua dos dados iniciais, temos que a funcao (¢,s) +—
S(t, s)¢ é continua.

Portanto, S(,-) definido por (4.41)) é um processo de evolugao. Podemos escrever
S(t,s)p(0) = u(0,s;0) = u(t + 0, s; ¢)

=T(t+0,5)¢(0)+ / T(t+6,7)f(r,u,)dr + / T(t+0,7)g(r,u)dr  (4.42)

S S

paratodot > sef € [—h,0], sendo T'(t, s) o processo de evolugao associada a (4.1]) considerando
f=0eg=0.

Nosso universo, neste caso, é o universo D, de todas as familias com uniao limitada, isto
é, a familia {D(t) : t € R} estd em D, se, e somente se, | J{D(t) : t € R} é limitado em Cl.

Levando isto em consideragao, assumindo que f(¢,0) = 0 para todo t € R e pelas
estimativas feitas na Segao de Solucao Global, temos, por (4.40)),

luellz,, "= Ut)

ou seja,
el == [1(1)]M2. (4.43)

Com isto, se definirmos a familia de subconjuntos fechados { B¢, (0, {(t)"/?) : t € R} ela ird
atrair-pullback subconjuntos limitados de C'y. De fato, considere E um subconjunto limitado
de Cy, isto é, E ={¢' € Cy : ||¢]|c,, < e, com e > 0}, assim, temos para t > s

w(-, 5:0") — [I(t)]Y? quando s — —o0
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ou seja,
lim dZStH (Ut(‘, S, (bi)vECH (07 l(t>1/2)) =0

§—>—00

mas, ' .
ut('a S5 ¢Z) - S(tv S>¢l
assim,

lim disty (S(t, s)¢", Bo, (0,1(t)"?)) = 0.

S—>—00
Portanto, {Bc, (0,1(t)"/?):t € R} é um familia de subconjuntos fechados que atrai-
pullback subconjuntos limitados de Cj.

Note que a familia R
BO = {Bo(t) 't € R}

onde By(t) = Be,, (0,1(t)'/?), para todo t € R, é uma familia Dj-absorvente em D, pois como
vale (4.43) entdo, para qualquer t € R, e dado € > 0, existe so(t) < ¢ tal que

|||ut||cH — l(t)1/2| < g, Vs < So(t)
o que implica
lurlley < W)V +e, Vs < so(t)

pela arbitrariedade de e, temos

lucllcn < UE)Y2, Vs < solt).

Obtemos que se ¢ € D, com D um subconjunto limitado de Cy, entao
(-, 5;0) € Bey (0,1(1)?), Vo eD

ou seja,
S(t,s)D C Be,, (0, I(H)Y?), Vs < so(t)
provando que {Eo(t)} ¢ uma familia Dy-absorvente.
teR
Para provar a existéncia de atrator pullback para nosso problema vamos aplicar o Teorema
4.3.1} para isso precisaremos do seguinte resultado como principal ferramenta, cuja prova sera
omitida pois é uma simples adaptagao da prova do Teorema |3.2.6

Teorema 4.4.1. Seja {S(t,s) : t > s} um processo dado em S(t,s) =T(t,s)+Ul(t,s),
com Ul(t,s) compacto e suponha que existe uma fun¢ao ndao crescente k : Rt x RT — R com
k(o,7) — 0 quando 0 — +o0, e para todo s <t ex € Cy com ||z|c, < r, ||T(t,s)]c, <
k(t —s,r). Entao, {S(t,s):t > s} € Dy-pullback assintoticamente compacto.

Proposicao 4.4.1. O processo {S(t,s) : t > s} dado em (4.42) € Dy-pullback fortemente
limitado.

Demonstracao. Precisamos mostrar que para cada t € R e para cada conjunto limitado B do

espaco X,
UUsG.nB (4.44)

s<tT<s

¢é limitado.
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Consideremos assim, B um conjunto limitado, entao existe R > 0 tal que B C

B(0, R). Mas como existe a familia de subconjuntos fechados { B(0, 2 (1))} que atrai pullback
subconjuntos limitados de C'y, temos

ut, s;0)lloy < Ut

entao,

sup { |Ju(t, s;0)|lcy, t € [5,50(t) } < U(t)2
Assim, para cada t,7 € R, com 7 <t temos
S(t,s)B C B(0,(t)"?), VseR,s < 7
isto é,
LSt s)B c B(0,1(t)'?) .
s<r

Mas este resultado é valido para cada 7 < t, entao concluimos que

U SG.nB cB(0,(t)?)

s<t1<s

ou seja, (4.44) é limitado. O

Proposicao 4.4.2. O processo {S(t,s) : t > s} dado em (4.42)) é Dy-pullback assintoticamente
compacto.

Demonstragao. Para isto, queremos que o processo { S(t,s) : t > s} satisfaga as hipdteses do
Teorema |4.4.1], assim por um lado precisamos provar que

t+0 B
T(t+0,s)p(0) + / Tt+0,7)f(r,u)dr

tende a zero exponencialmente em Cy quando s — —oo. Com efeito, T'(¢,s) é a solugao da
equagao (4.1) para f = g = 0. Defina o seguinte funcional de energia para qualquer by > 0

Lan(#) = 5 (o Bacey + bolleligeay ) -

Note que,

1 bo bo
Ly () = 5”90”%2(9) + EHSOH%I&(Q) > 5”@”?{3(9)

1 bo 1 bo
Ly () = 5“90”%2(9) + §H¢||§{3(Q) < 2—>\1HSO||12LI(§(Q) + 5”%0”1%15(9)
logo,

bo 1 b(]
leliiger < Lnle) < (55 + 3 ) Ielign
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Aplicando o funcional de energia em u(t, s; ¢), sendo esta a solugao da equagao homogénea
associada a (4.1)), e derivando em relagao a ¢, temos

) = 5 | 5 () + b0 (o)

1 d d
- 3 [ () 0 (905000
_! 2<u,a—“> 2o <Vu va“>

ou > ou
< ot L2(Q) ot L2(Q)

Substituindo a equacao homogénea e utilizando as desigualdades de Holder e de Poincaré,

(4.45)

temos

ou ou
(maOn +au) =30 (wAG) My

=— ()/VuV——/VuVu

ou
<ma 5 Nl )+2— 5 H(Q)—HUII%(Q)
€ Y1 ||Ou 2
1 2 1
< (02 1) Jullya + o || 5 IRAEEL

Além disso, como

ou ou ou Ou
w005 ) 0 =0T O T)

ou Ou ou Ou
= — _— A— —_—
& < o’ ot >L2(Q) o) < ot’ ot >L2(Q)

ou|? ou||?
< —bo — bovo
875 L2(Q) 825 H}(Q)
obtemos
d €1 o ou oul|?
2L < ( o 1) : Ny gu —b
i ) = (105 1) Wiy + (52 o) | G5 0|5
£1 2 M du
< (715 - 1) el ) + <2 ’V) ' 9t ||
M1 ?
para todo €; > 0. Considere entao €, e by > ——, assim
2000 Yo




Observe que pela escolha de by, temos (

V3

—1) < 0. Seja ¢ > 0 tal que

4boyo
< i 1) Ent3
c=— — 1 ). Entao,
4boo
d 2
5 L (@) < —cllullf ).
Consequentemente,
21
(o) tnl) = ~cluliyo
logo,
d 20/\1
L — L
dt ( bO(u)) — (1 + bo)\l) bO(U’)
Seja,
26)\1
D p—
M1+ boAy)
temos p ( )
d —Lb Uu
— (L < —-D,, L dt —Dj,.
dt ( bo (u)) = A1Hbo (u) g ng(u) = A1
Integrando de s até t, obtemos
S Ly (u
d < — [ Dyd
[ Ly, (u / M
e, portanto
1n<Lb0 (u(t> S5 (b))) - ln(Lbo(u(Sa 3 ¢>)) < _D)q (t - S)'
Disto, segue que,
Ly, (uft S'¢)))
In (# < =Dy, (t—s)
Ly, (¢(0))
ou seja

Lbo (u(t7 53 (b)) < Lbo (¢<O))67D/\1(t78)'

Entao

2 2 - .
lalisg @) < 5 Lo (ult, 550)) < 7 Liy (9(0))e
0 bo

chamando K =

5o Lo (6(0)),

g o

< Ke D)‘l(t S)

mas, neste caso, u é a solucao para o problema homogéneo, assim

172, 8) s e

Tome K, = K% e Dy = =%, para obter

IT(t +6,5) | mio

< Ke DPralt=s)

< K, efDo(t+9 s)

provando que quando s — —oo temos que 7T'(¢, s) tende a zero exponencialmente.
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Agora, considere a equagao (4.1) com g = 0 e f # 0, levando em consideragao que
f(t,0) =0, para todo t > s, entdo a solugao para o problema é dada por

f(t—k@,s):T(t+6’,s)¢>(0)+/t+9 (t+0,7)f(T,u,)dr

Para b; > 0 e ¢ € H} (), defina o seguinte funcional de energia
En(9) = 5 (el + ballelyay) -

Observe que o funcional L;, se comporta como o funcional L, , entao

b 1 b
Heliiger < Ln(e) < (55 + 2 ) Ielign

Assim, substituindo ¢ por u(t, s; ¢) sendo esta a solugdo da equagao (4.1) com g =0 e
derivando em relagao a ¢, obtemos o mesmo que na equacao (4.45) apenas substituindo by por
by.

o _ ou

Agora, substituindo a equacdo em —, temos

ot

0 0
(wr08G + dus fau) :7U<uA£> {80 0y 610 3
L2(Q) L%( Q)

ot
</ VuVe ) /VuVu—k/guf(t w).

ou ou

E, utilizando a expressao —Au = e +7(t)A o + f(t, ut), obtemos

ou ou au 8
Ay, — — = z

ou Ou ou Ou ou
= —b1 <E, E>L2(Q) + blV(t) <AE, E>L2(Q) + b1 <f(t Ut) 6t>

Estudando cada parcela dessa igualdade e usando as desigualdades de Poincaré e de

Young, obtemos

d Y1€1 1 b1
4 (L)) < - 0—7;—%)Hmmm+g +;)wmummm

04! bies\ ||ouw|? ou|?
Ly J1es ) 1% it
+(21 1%+2/\1)‘ Ot || 1 ot

() ’

Y1€1 €2 1 b
< (1-22 - 2 ) e + (o +—)wamM@
2
71 bies ou
+ —b —
(2 e 2>\1) ‘ It || i e
para todo €1,e9,e3 > 0. Considere, 1 = i, g9 = %, €3 = 2\ <% — %) e b > z;

assim

d 1 (yob1 — ~2) + b3
o ) <~ lolgo, + (S 70w

64



Como

-\ 1. 9
segue que
—\i A(y0b1 —77) + 0] 2
— (L < L t 200) -
3 Ol < 1o L+ (U (e )l
4 A2 2
Sejam Cy = 7 312 ) e, = ( E&f)b(l b%) +2)b 1). Podemos reescrever a desigualdade
1 (701 — 71
acima como p
77 (Lo () < =CoLy, (u) + Cou[If (¢, 1) 220y
Note que
d Cot Cot Cot d
pr (€“°" Ly, (u)) = Coe“ Ly, (u) + e %Lbl (u)

< Coe Ly, (u) + et (—CoLy, (u) + C., || £(t, Ut)||%2<9>>

= e, 1 f(t u) 72 (0-

VRS

Integrando de s a t, temos

/st {% (QCOtLbI(U)):| dr < /: (eCOT‘C’,qu(r, ur)\liz(m) dr

logo,
t
e Ly, (u(t)) < €Ly, (¢(0)) + C,, C(R) / e [l |72y dr-

Lembre que
b
Ly, (u(®) = 2 e uly o

e, portanto

b t
éeCOtHuH?{&(Q) < eD'Ly (u(t)) < e Ly, (6(0)) + C’VIC(R)/ eCOTHurH%z(Q)dr,

o que implica

b t
€ iy ) < €7 Lny (6(0)) + Cvlc(R)/ e lur 2y
Note que
s 1 ‘I‘ bl)\l S
e L1y (0(0) < (53 ) 1600 g
. 1+ b\
logo se Cy = ;\1 -, temos

¢ Ly, (6(0)) < Co €@ 6(0) |7
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ou seja
b s " oCor
§eCOtHuH12LIé(Q) < 00 CO”¢<O)H§{3(Q) + C’le(R>/ eCo HurH%2(Q)dT.

Substituindo ¢ por t 4+ 0, com 6 € [—h, 0], temos
b cottro) 2 Cos /A 2 T e 2
2¢ [Ju(t + 9)“1{3(9) <e CO”¢(O)||H3(Q) + Cvlc(R>/S € ||Ur||L2(Q)d7"
agora multiplicando a desigualdade acima por e=%“0 (—0 € [0, h]), temos
b oot 2 Co(s—0) 2 e [ oy 2
3t + )y < € Call o0 gy + Cu R [ e
t+6
< €C°(S+h)éo|’¢(0)||§fg(g) + CMC<R)GCOh/ €COT||Ur||%2(Q)d7"-

Observe que se t > s e 6 € [—h, s — t], entao
u(t+0) =o(t+6—s)

assim,
eyt + ) = ePlp(t + 0 — s)
o que implica
e ult + 0)lI3 ) = € No(t + 0 — )0

Logo

N0l +0 =5l < | sup N+ =9l o)
€[-h,s—

Note que —h <0< s—tst—h<t+60<s deste modot—h <s=1t<s+ h. Neste
caso, et < e (5Th) e portanto

eMult + ) Faey < sup ot +0 — 5)||E o)

0e[—h,s—t]

< sup Dot + 0 = 5)[[7n g
0c[—h,s—t]

< sup eI HO)]Z ) = O],
0€[—h,0]

ou seja
e bt +0 — )| ) < €PESIIZ, -

Agora, se considerarmos t > s+ he 6 € [s —t,0], entdao s —t < 0 < s <t + 6. Logo,

2 5 2 t+6
€CotHu(t+19)H§{6(Q) < , [Sl}llp ; (E eCo(erh)C()HQb(O)H?{é(Q) + b C,YlC<R)eCoh/ eCoT”ur||%2(Q)dT> .
el—n,s— S

Entao
e s 2 4 s
ot ||u(t + 0)”?1,5(9) < max {600( +h)H¢H20H 3 [31}1lp ) {5 Coe ol +h)|’¢(0)|]23(9)
cl—h,s—

2

t+6
L CR)E / eCWnurH%mdr} }
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Segue que
b _ t
51€C°tll7~htll2cH < Coe® 912, + CvlC(R)e%h/ e |l |2, dr.

Assuma que
b1Co

C(R) < 5. eCih
2 ~ 2
e tome oy = EC’OquHZCHeCO(S*h) ef = b—1071C(R)eC°h. Segue que 3 < Cj.
Assim,

t
ﬁwwa§m+/@ﬁwwaw
S

e, aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos

t

t —rB
e
600tHutH%H <o+ 5041/ P gy = a1 + Baleﬂt (— )

s

= o + oqe’t (—e‘tﬁ + e‘sﬁ) = e’

logo,
—ct 2 A . B
lull, < €2 Gy, )
Assim,
2 -
lueliZ,s < 5-Coll g, etel® el o2
1
denotando,
2 . 1/2 Co— B
K= (2 Glolz,e) e an=
by 5
segue que

IT(t+0,5)|c, < Ke®2t=*),

Isto prova que f(t + 0, s) tende a zero exponencialmente quando s — —o0.

Por outro lado, precisamos mostrar que U(t, s)D é compacto, onde U(t,s) : Cy — Cy é
definido por

t+6
(Ut 5)6)(0) = / T(t + 0, 7)i(r, u(r, 5: 6))dr.

Para isto, é suficiente provar que para qualquer subconjunto limitado D C C'y e qualquer
T > s,U(t,s)D é pré-compacto em Cy. Para este fim, utilizaremos o Teorema de Arzeld-Ascoli
como ferramenta, entao devemos checar as seguintes condigoes:

(i) U(t,s)D é limitado, para todo t > s;

(ii) Para cada 6 € [—h,0],

U W(t.5)0)(0)
peD

7

é um subconjunto compacto de H}(£2);
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(iii) O conjunto U(t,s)D deve ser equicontinuo, isto é, para todo £ > 0, existe 6 > 0 tal que
se |6 — 0] <6, entao

[(U(t,8)¢)(61) — (U(t,5)9)(02)] < e
paratodot >se ¢ € D.

A afirmacdo (i) segue das estimativas obtidas na prova da existéncia de um familia
absorvente.

Para provar a afirmacao (ii) usaremos que

2 —-2)—
p < nt e qualquer 7 >0 tal que M <n<l,
n—2 2
e, portanto temos a seguinte cadeia
HY(Q) = Li2(Q) - Lo (Q) — H e H' 24 [l (q). (4.46)

Com efeito, vamos estudar cada uma dessas inclusoes e aplicacoes:
(a) Hy(€) = L

b) Note que utilizando ¢ : H}(Q) — H~! e H}(Q) — L%, temos que se u € L722 entdo
ot 0 0
un-2 € L', Com isso,
(u?) o € LY <= uf € LT,

Queremos determinar para qual p, temos a seguinte cadeia de inclusao

2n
Lt=2p s [P ey H ey H!

mas, LP < H" < H" <« LV assim n — § > — s B s no iy < 20 GQepdo
p* o conjugado de p, isto é,

1 1 1
—+—*:1<:>—
p D p

Logo,
Lwts < H.

Devemos ter ainda

2n 2n
L(7L72)p — Ln+2n’

porém, isto é valido pois,

—Np—
w<n<1©(n—2)p—n<2n<:>(n—2)p§n+2n

(n=2p nt2 _ (n=2p_  (n+2)

2n - 2n 2n - 2n

Logo a cadeia (4.46) estd bem definida. E ainda, como a tltima inclusao é compacta,
provamos o item (ii).
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Finalmente, para provar o item (iii) precisamos estimar,

/ 1T(t—l—@l, 7)g(T, u(T,s,gb))dT—/ 2T(t+6’2, T)g(7, u(T, s; ¢))dr

Suponha 6; < 65, assim

t+6, t+02
/ T(t+ 01,7)g(T,u(T,s;¢))dr —/ T(t+ 0y, 7)g(T,u(T, s;0))dr

/+1(T(t+«91, )= T(t + 05, 7)) (7, u(75¢))d7—/+2 T(t + Op, )5 (7, u(r, 5: 6))dr

t+601

g/ T+ 00, 7) = T(t+00.7)) 5 (Tu(78¢))|d7+/ VT + 0, )57 ulr, 51 0))| dr-

t+01

De (E3),
()] < clul (1+ [ul*™) + g(0) < e (Jul + [ul?) + g(0) < 1 (1+ [ul*™) + g(0).

Mas, provamos anteriormente que
IT(t, s)||c, < Ce™ ) >0

e que g(7,u(7, 5;9)) = B(7)g(u(r, 5;0)), com || B(7)|| < bo. Entao,

t+05

t+05
[ e bt o)l dr < [ Ce s n e (14 fup ) dr

t+0, t+01
eom' 402
C~v a(t+62) (_)
aQ t+6;
—a(t+62) (ea(t+92) _ ea(t+6‘1)>

(1— o) g

quando |0, — ;| — 0, denotando C' = Cc;by(1 + d?~'). Lembrando que u é uma solugio
limitada.

Por outro lado, como o operador fl(t) ¢ limitado uniformemente em relacao ao tempo e
T(t,s) é o processo de evolugao associado a equagao (4.1) com f =0 e g =0, temos

d 3
ET(t T)=At)T(t,T) (4.47)
logo, podemos reescrever (4.47) como

01 /g t+01

T(t+01,7) — T(t+ O, 7) = / (—T(s, T>> dr — / AT, 7)dr

t+0, \0ds t+62

assim,
t+61

|T<t+el,r>—T<t+eg,T>rs/ A@)| Tt 7)ldr < Mt + 6, — ¢ — 6] = M|6: — 6],
t+05
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Obtemos

/t+91
s

(T(t+ 01,7) —T(t+ 09, 7))g(7,u(T, s;0))|dr <

t+61
< M6y — 6] by (c1(1 + ’U|p_1) +9(0))dr

S

t+01
:M1|91—92’/ dT

= M1|91 — 92’(t+ (91 — S) S M2’91 — 92‘

Concluindo que as hipdteses do Teorema de Arzeld-Ascoli estao satisfeitas. Logo U(t, s)

é compacto. Segue do Teorema [4.4.1} que { S(t,s) : t > s} dado em (4.42)) é assintoticamente
compacto. ]

Teorema 4.4.2. O problema (4.1)) admite um atrator pullback.

Demonstracao. Segue das Proposicoes eld.4.2, do fato de existir um familia Dy-absorvente
e do Teorema [4.3.1] O
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Capitulo 5

Equacao de difusao nao classica nao
autonoma

Neste capitulo estamos interessados no estudo de uma equacao de difusao nao classica nao
autonoma, baseado em [15]. Observe que esta equagao é parecida com a presente no Capitulo
4, porém agora nao estamos considerando o retardo.

Este estudo, teve como principal objetivo a comparacao do comportamento assintético do
processo de evolucao associado a equacao com o retardo e sem o retardo. Neste capitulo, por
exemplo, apresentamos a regularidade do atrator pullback para a equagao sem o retardo.

Alguns resultados nao serao demonstrados de maneira detalhada, pois iremos considera-
los provenientes do caso da equagao com o retardo.

Queremos estudar a seguinte equagao

ou ou
i (t)AE —Au= f(u) em Q (5.1)
u=>0 em Of)

sendo s € R o tempo inicial, @ C R" (n > 3) um dominio suave e limitado, A o operador
Laplaciano.

Para a no linearidade f : R — R assumimos que: f € C'(R) satisfazendo a condicao de
dissipatividade
f(s)

limsup ——= <0, Vs e R (5.2)

|s|=4c0 S

e a condicao de crescimento

[f() = f(s) S clt = s|(L+ [t +s|”71), Vs, t €R (5-3)

n+2
n—2"

com 1 < p<
A funcao v : R — (0, 00) é assumida uniformemente continua com

0<v <7(t) <7 <oo, VEER.

5.1 Existéncia de solucao local

Esta segao esta dedicada a prova da boa colocagao do problema (j5.1)), ou seja, para cada
dado inicial, temos a existéncia de uma unica solugao local em H}(€2).
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Defina os operadores
Bt)=(I+~t)A)™" e fl(t) = —AB(t)

sendo, A = —A com condicao de fronteira de Dirichlet e a funcao f(t,u) = B(t)f(u). Podemos
escrever o problema (|5.1)) como

du ~ ~

Denotando, h(t,u) = A(t)u+ f(t,u), temos
du
— = h(t,u).
dt ( 7u)

O dominio do operador fl(t) nao depende do tempo. De fato, se definirmos nosso problema

em H}(Q), entdao D(A(t)) = H}(Q). Este operador é uniformemente limitado em relacao ao
tempo e pode ser escrito como

Aty = — [T — (1 +~(t)A)7"]

para qualquer ¢t € R. Mais ainda, para qualquer o > 0 podemos definir o espago das poténcias
fraciondrias X = D(A®) de A, dotado da norma do grifico. Assim , seja z € D(A®), temos
AYA(t)e = A(t)A%x.

Em seguida, temos a continuidade da fungao R 3 t — B(t) € L(H}(Q)). Para qualquer
t,s e R,
B(t) = B(s) = [y(s) = v(O)]v(s) " (I +v(0)A) ™" [T = (I +(s)A) 7] .

Ainda, seguindo os passos feitos em (4.9)) e (4.10)), temos
1A®#) = A(s)l ez = IAIB(H) = B(s)]l| < Cly(t) = (s)].

A fungdo f : H}(Q) — H~! é Lipschitz em subconjuntos limitados de H}(2). Entao, estd
bem definida a composicao:

i) L a1 %Y gi)

e R x HNQ) 3 (t,u) = f(t,u) = B(t) o f € H}(R) é uma funcdo uniformemente continua em
relagao a ¢ e Lipschitz em subconjuntos limitados de HJ ().

Agora, como A(t) é uniformemente limitado no tempo (provado em (@.7)), entdo A(t) é
continua em relagio a t. Note que, dados u,v € H{ () temos

1A®)u — A(t)oll = [ A (u = o) < [JA@)] [Ju— o]
mas, ||A(t)|| < a, para todo ¢t € R, logo,
|A(t)u — A(t)v|| < allu — ]|, Yu,v € HL(Q)
isto é, A(t) é Lipschitz em H}(Q).

Deste modo, obtemos que h(t,u) é uma funcdo continua em relacdo a ¢t e localmente
Lipschitz em H} (). Considere s € Re T > s, com [s,T] C R e u € Hj(2). Defina o seguinte
operador F : C([s, T], H}(Q)) — C([s, T], Hy(2)) por

F(u(t)) = ug —i—/ h(r,u(r))dr,
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para cada u € C([s,T], H}(Q)) e t € [s,T]. Observe que, dados u,v € C([s,T], H}(2)) e
t € [s,T], temos

| F(u(t)) — F(v(t))]| = |juo + /St h(r,u(r))dr — (uo + /Sth(r,v(r))d'r)
_ /St (h(r,u(r) — h(r, o(r))) dr

= / A(ryu+ f(r,u) — A(r)v — f(r,v)dr]|| .

J& sabemos que existe Cy > 0 tal que || f(r,u) — f(r,v)|| < Cy|ju — v]|. Assim,

[F (u(t) — (())H—/ A(ryu+ f(r,u) = A(ryo — f(r,v) dr

/HA Ml = ol + 1Lf(r,w) = fr, )| dr

< / allu —v|| + Ci||u — v|| dr = (a + Cy)||u — v||(t — s).

Disto, segue que
[ F(u(®) = F@)] < Lllu = v[|(t — ), (5.4)
onde L = a + (. Para n € N* temos

Lt —s)”
n!

[E™ (u(t)) = F*(u(®)]] < [ — o (5.5)

com u,v € C([s,T], H} () e t € [s,T]. De fato, usando indugao, para n = 1 ji estd provado
em ([5.4). Suponha que (5.5 seja satisfeito para n € N, entao devemos mostrar que é vélido

Ln-‘rl (t _ S)n—i—l

" (u(t)) = F™ (o(®))]] < R

[l — vl (5.6)

Assim,

[ (u(t)) = FP (@)l = |1 F (F™(u(t)) — F (F"(v(1))) |
u0+/ h(r, F"(u(r)))dr — (u0+/ h(r, F"(v(r)))dr)

/ <||f1( M (u(r)) + 7 (u(r)) |
+F(r F™(ulr) = fr, F™(u(r )))||>

Ln . _A\n
/ ( (r—s)" ||u—v||—|—C’( oy S)>||u—v||dr

Ln+1 L"“ n+1
||u—v||/ (r—s)"dr = — ) lu— o]
(n+1)!




logo, (5.6)) é véalido. Consequentemente, para cada n € N* temos
L™t —s)"

n!

[E™ (u(t)) = F™ (o)l <

lu =]

com u,v € C([s,T], H}(Q)). Mas, isto mostra que para n suficientemente grande, F" é uma
contragao no espago completo C'([s, t], Hj(2)). Aplicando o Principio de Contragao de Banach,
existe u; € C([s, ], Hy(Q)) tal que

F™(uq(t)) = ui(t).
Assim,
1F (ur () = ua(®)]] = |1 F (F™ (ua(8)) = F™(ua(t))]] = [|[F" (wa (1)) = F™ (ua (1))

L= P () — (0]

n!

= [ (F(wa (1)) = F*(wa (1))]| <

Lt —s)"

- , temos ¢ € (0, 1), logo,

Se q =

[Fuy = < gl[Fuy — | & F(ur(t)) = ua(t)

ou seja, uq(t) é um ponto fixo de F(-). Mais ainda, u1(t) é o inico ponto fixo, pois se existisse
outro ponto fixo, por exemplo, us(t), entao, us(t) deveria ser ponto fixo de F"(+), mas F" possui
apenas um. Logo, o unico ponto fixo de F' é a solucao local do problema (/5.1).

Portanto, para cada valor inicial em H}(€2) e tempo inicial s € R, existe 7 > 0 e uma
tinica solugao u(-, s;ug) € C*([s, s + 7], H}(2)).

5.2 Solucgao global

Seguindo os passos feitos na se¢ao Solugao Global e Familia Pullback Absorvente do
Capitulo 4. Devido a condigao de dissipatividade (5.2)) da f temos que, para cada § > 0 existe
uma constante Cs > 0 tal que

Lﬂ@@ﬂwm@+@eeAGws&wm@+@ (5.7)

para cada u € H}(Q) e G(r) = /T f(6)deo.
0

Defina os funcionais de energia Ly, L : Hy(2) — R , com b > 0, por

1 b 1
L) = lulfay + 3lullge — b [ G e L) = Flulye — [ 6.

Note que, existe uma constante K = K (b) > 0 tal que
b 2
Ly(u) = gHUHHg(Q) - K

para todo u € H} (). De fato, temos
/QG(u) < BllulZaq) + Cs = —b/QG(u) > b6 [u][ 20 — BC.
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Aplicando a desigualdade de Poincaré, obtemos
b [ Gla) 2 0 Tl ~ G
onde \; > 0 é o primeiro autovalor de —A. Assim,

L) = el + 5l =t | Glw)

1
> 5 llullzzo) IIuIIH1 = bA 6l ) — bCs

A
z(§—xjuw%myw@-

A
Tome § = §1 e K = bC), /g, para obter

b b\ 9 3b
Ly(u) > (5 - A—lg) ||U||H3(Q) - K= _||U||H1 @ K
2
> 2l — K

E ainda, para cada r > 0 existe uma constante K, > 0 tal que

Ly(u) < K, HuHH1 + K (5.8)

para todo u € H}(Q) tal que ||u|\H1(Q) < r. Com efeito,

1 b 1 b
Lu(w) = lullay + gy — b [ G < Flull + 3 lulye + | G

2 2 9
< o el + 5l + bollulizq + Csb

1 b bd
< (55 +5+ %) lullye + Cab

1+ b(A\ + 26)
- (22 iy + 06
14+ 0b(A +26
basta tomar K, = i (2/\1 +20) e K = bCy, provando (j5.8).
1
Mais ainda,
d
Z (L —
(L)



0 0
Note que podemos reescrever a equacao (5.1) como —Au = f(u) — 8—12 +(t )Aa—qz, assim

%(Lm)) < Au, ZZL>L2<Q —L(f(u)%) dz
- <f(u)—%+7(t)A%,%>L2(m—/Q (f( )ZZ}L) dx

ou ou Ou ou 8u
- {#0.5), . <a’a>m 20 (355 ) @ / e

du oull? ou _Ou
— | (™ )d —‘— —v(t)<V—,V—> —/(f<> )daz
/Q< dt O || 210 o0 ey S it
oull? (t)‘ oull?
_[|ou WA ‘
Ol 120 Ot || 3 (0
Logo,
d oull? oull?
FIOIEE o O] e

Para b > 0 suficientemente grande, temos

< (1) [ (1l + bl 2 [ 6w)]
i

uuLQ(Q)+b VuVuLg —2b QG )]

ou ou
+o{-A b 9N g
>L2(Q) < "ot >L2(Q) /Q(f(u) 8t> !

)+ 2

l—|
(*

Il
S /:\/\ l\3I>—‘
2P 2P 2P

oul? oul?
= (u, b ’ — ()b ‘ — :
>L2(Q) ot iy )
L ou ou o . . :
Substituindo T y(t )AE—}—AU—{— f(u) no primeiro produto interno da igualdade acima,
temos
8u> < ou
Uy — = (u,y(t)A— —|—Au+f(u)>
< ot/ 120 ot L2(Q)
ou
=(t) { u A@t + (u, AU>L2(Q) + (u, f(u)>L2(Q)
12(2)
ou
= ~(t) <—/VUV—) —/VuVu—i—/uf(u)
Q ot Q Q
logo
d ou ou||? ou
) =20 (T 55 iy + w5 —mo
dt Ot / 120 Ho) = ] ot 0t || g2y
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Mas, aplicando ([5.7]) e a desigualdade de Poincaré, obtemos

Q

e, utilizando a limitagao de y(t) e a desigualdade de Young, respectivamente, com €; > 0, temos

0 0 0
()<Vuv“> < ()<Vuv“> <Vuv“>
ot Ot [ 121 ot LQ(Q
ou oul|®
< IVl g2 Va =N ||u||H3(Q) En .
7151 8u
Nz +.
logo,
d 7151 7 || Ou ? _
a1 (B < T ey + 52 | 5| = ol + O g
oul|® oul|?
+Cs—0 ‘ —
ot Ot || g1 (0
-1 —W) e+ (2 - o) 2] e
2 ! @ T \2e )0t e
A
para €1,0 > 0. Tome g1 = l, =22 e b> - 71 . Defina
270 2 2%
200 — 1
0 1, 1 5
Logo,
d
T (Lp(u)) < —Co||u||?13(§z) +Ch
Para cada r > 0 , temos Ly(u) < K, ||u|| o) T K, logo,
O() KC(]
~Collullyo) < Lo +
, Gy  KGy
Considerando, C' = K e K = K obtemos
d
pr (Lp(u)) < —CLy(u) + K.
Note que
d (e“ Ly(u)) = Ce® Ly(u) + e 4 (Ly(u))
dt a ’ dt "

< Ce Ly(u) — Ce® Ly(u) + e“' K.
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Assim, integrando a desigualdade de s a t, temos

K
e Ly(u) < e“*Ly(ug) + —= (" — ).

C
Mas, como Ly(u) > 9||u||2 — K, entao e“'Ly(u) > ec’téHuH2 — e“'K. Assim
’ N = glPlHj (@) ’ blt) = €2l () -
b 5 K i
2 llullfy ) — €K < @ Ly(uo) + 5 (7 — )
logo,
ctly o ct Cs Koo cs
e gHuHHé(Q) < e"'K 4 e Ly(ug) + rel (e“t —e“?).
Note que,
" Ly(uo) < €*|luo|l3 ) + K e
assim,
cthy o Cs 2 Cs , Ct Ko os
e gﬂuHHé(Q) <e HUOHH(}(Q) + Ke** + "' K + vl (e“r =€)
Portanto,
8 [ oo K K g
||u”ilé(§2) < g eC( t)HuDH?{é(Q) + K + 5 — 560( R . (59)

Fazendo s — —oo em ((5.9) temos
K
lullfpy @) — K + lel

Defina a fungao r(t) por

K
= K —_— =
7(t) + c R

Observe que a fungao r(t) nao explode em tempo finito. Portanto, temos a existéncia
global de qualquer solucao u(t, s;ug) de , isto é, para cada ug € H}(Q), u(t,s;uy) €
C([s, +00), H} (). E ainda,

B o(0, R'?)

é um conjunto fixo pullback fortemente absorvente de conjuntos limitados de H}(€2).

5.3 Existéncia e regularidade do atrator pullback

A garantia da existéncia do atrator pullback e o estudo da sua regularidade serd abordada
nesta secao. Iremos seguir os passos feitos na secao de Existéncia de Atrator Pullback para
a equacao de difusao nao classica nao autonoma com retardo. Para isto, queremos aplicar os

Teoremas [3.2.6] e [3.2.5] respectivamente.

Seja u(t, s;ug) a solugdo global para a equagao . Podemos definir entao o processo
associado a esta equacao dado por :

u(t, s;ug) = S(t, s)ug = T(t, s)ug + U(t, s)ug
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sendo T'(t,s) o processo de evolugao associado a parte linear de (j5.1)) (isto é, quando f = 0)
t
U(t, s)ug :/ T(t,s)f(r,S(r,s)up)dr.

Primeiramente, para que as hipdteses do Teorema (3.2.6| estejam satisfeitas devemos ter
que a solucao u(t, s;ug) da parte linear de (5.1) ( com f = 0) decaia exponencialmente para
zero e que o operador U(t, s) seja compacto.

Com efeito, defina T'(t,s) como sendo a solu¢do da parte linear de (5.1) e o seguinte

funcional de energia
1 b()
Luy (1) = S llullzz0) + 5 lulli o)

com by > 0. Assim, aplicando a desigualdade de Pomcare,

1 b 1 b
Ly(u) = 5”“”%2(9) + 5”“”?{5(9) < 2—)\1||U||fqg(m + §||U||12H3(9)

AT
< 2—)\1+§ [l o)

logo, ~
Ly(w) < Kl 0, (5.10)
1 b
com K = 2—)\1 + —
. . ou ou
Utilizando a igualdade i v(t)Aa— + Au e aplicando as desigualdades de Young e
Holder, respectivamente, temos
d 1[d
4 Enl) = 5 | 5 (1l + il o)

:<u,%> + by < Au, 8u>
ot L2() "ot

ou ou||? ou||?
=\ 2 LA P
L2(Q L2(Q) ( )
8u 9 ou||? ou||?
= —b t)b
(0 (V0. v 8t> Bl o | |, =70 | o
2
Y€1 8u 9 dul? 3u
< = lullf @ n = [l @) — boo — by
2 ot @) o ot @ ot L2(9)
<_ (1 7161)+(% b )‘auz
> - 5 5= — Y% | || 57
2 251 at Hé(Q)
. 00 N 7 .
para todo €; > 0. Considere 1 = ybop>—eCy=(1- , assim
2bo% 470 470bo
d -
7 Ln () < —Collullf @)
De (510)
d N Co
7 (Lo (1) < =Collullfyy ) < — 7 L (w)-
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C d
Considere o = EO’ entao pr (Lpy(u)) < —aLy,(u). Consequentemente,

Integrando de s até ¢, obtemos

portanto
ln(Lbo(u<t7 55 uO))) - 1H(Lbo (U(S, 55 uO))) < —Oé(t - S)

(2 g™ < -ate =

podendo reescrever como

ou seja
Lug (u(t, 550)) < Lyg (tg)e™.

Entao

2 2 —a(t—s
lull ) < 7 Loo(ult, s3u0)) < 5= Ly (ug)e ™)
0 bo bo

2
chamando Ky = b_LbO (up), temos
0

||U||?{5(Q) < Kpe o2,

Como u ¢é a solugao para o problema homogéneo, temos

17t )2y < Kae™ .

Provando que se s — —oo entao T'(t, s) tende a zero exponencialmente.

2 2
Agora, como p < n_—|—2’ podemos escolher s € (1/2,1) tal que p < nt 25
n — n —

e assim, temos

a seguinte cadeia
HYQ) = Li2(Q) L L (Q) = B e 5 28 ml(q).

Logo, o operador U(t, s) é compacto.

Observe que conseguimos escrever o processo { S(t,s) : t > s} associado a como
S(t,s) = T(t,s) + U(t,s), e satisfazendo as hipdteses do Teorema [3.2.6, Logo, aplicando o
Teorema [3.2.5 conclufmos que existe um atrator pullback {A(t) : t € R} em H(£2). Mais
ainda, temos

|J A(t) 6 limitado em H; (). (5.11)
teR

Devido a (5.11)), temos que o atrator pode ser escrito como o conjunto de todas as solugoes
globais limitadas

{A@t): t € R} = {¢: R — H}(Q) : £€é uma solucio global e limitada de (5.1))}.
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Observe que se £ : R — H}(2) é tal que £(t) € A(t), para todo t € R, entao

é(t)IT(tS)é(S)Jr/ T(t,6)f(6.£(6))do

usando o fato de T'(t, s) decair exponencialmente e fazendo s — —oo temos

£(t) = / T(t,0)f(0,£(6))do.

o0

Seja wy = &(s), para s € R fixado e considere
¢
W (t, s)wy := w(t,s;0) = / T(t,0)f(£(0))d6.

Desta forma, observe que w(+, s;0) é solu¢do da seguinte equagao

%%—W@A%%—Awa@@» (5.12)
w(s) =0

Queremos estimar a solu¢do para o problema (5.12) sendo w, pertencente a um
subconjunto limitado de Hj(€2). Denotemos X® = D(A%) como o espago das poténcias
fracionarias relacionadas ao operador A. Considere 0 < ¢ < 1. Observe que a funcao f

leva conjuntos limitados de X 2 em subconjuntos limitados de X =,

De fato, devemos provar que dado B C Hj(f2) um subconjunto limitado, entao f(B) C

X5 6 limitado. Para provar isto, primeiro devemos encontrar p tal que LP — X #, para
que seja valido
1 )l == < el f (u)] e

com ¢ > 0. Note que
1—¢

e x (5) & x5

1 1
sendo — + — = 1. Assim,
p D
Hl*e%LP*@l—s—EZ_E@MSE
&ph < 2n
P =0 —ey
1 1 1 2(1 —
Pelo fato de——i——*:lentao_:_n+ ( 5)‘ Logo,
p D p 2n
2n 1—¢
Lt — X~ (459),
Obtemos,
I (152) < el f @) gy
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Agora, pela condicao de crescimento da f, temos

[f ()] < clul(1+ Jul*™)
assim,

1PN, g < Mlelul O+ el ™D gy

aplicando a desigualdade de Holder generalizada, com

2n 2n n
T = = e e
nt2(l+e) Pon—2 "1 90

1 1 1
e, satisfazendo — = — + —, obtemos
r . p

[eful (1 + ul*~H)]] clulll 2y [T+ Tl 2

Lot = I =
<allul g (120 + w2 ) (5.13)

Note que

-1 b)) " e )00 o
e A s I | Y ATt — Nl -
Q Q i

assim, substituindo esta igualdade em ([5.13)) e pelo fato de que || < +o0, podemos definir
co = |Q| e ¢; = c'/?, obtendo

el -+ ), gy < el oy (s Dl )

J4 sabemos que H((Q) < L+-2. Note que

2 4 —1)(n—2
p<n—+2<:)p—1§ (:)(p )(n )<2
n_

e, para € > 0, temos

n(p—1)

Logo, Hj(Q)) = L2 . Assim,

leful(t+ Tl D e < cresllullmyy (o2 + callullflo)

sendo ¢y, ¢y > 0. Com isto, considere

¢ = max{cicocs, crczeq }

logo,
1P e <& (lullmya + lullfy )
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Como u € B, o qual é um subconjunto limitado de H3 (), entao

fll _zm <K

Lnt2(l+e) —
consequentemente
[f ()] =1ee < cK
X 2

provando que f(B) é um subconjunto limitado de X 2.

Agora, observe que para qualquer ug € X 5

IT(t, )| o3 = HAI?T@,S)UOHX - HA%T@, S)A—C?)A%EUOHX. (5.14)

Utilizando o Teorema [A-2.14] temos

|45 1@ a5 <ot - ) (B (E et (5.15)
L(X)
assim,
—oa(t—s 1te —alt—s
IT(t s)uoll oge < ere™C || A5 wg|| = e fugl] oz
logo,
IT(t, s)uoll  15e < cre™ ) ug|l  1e
Com isso,

IW (2, s)woll ,1ge =

/ T(t,6)f(£(6))dd

< / IOl (50 | 7€) ... ao

X2

t
< / et dh = ge_o‘t (eat - eas) , (5.16)
o

lembrando que pelo fato de f(t,u) = B (t) f(u), f ser uma aplicacdo compacta e & uma solucio

global limitada de (5.1)), temos a limitagao uniforme de H f(e (9))” 1+ - Mais ainda, estamos
X2

denotando c3 = cjcy € ¢ =

Q&

—~

Como £(t) = lim W(t,s), assim segue de (5.16) que
s——00

IOl iz = | i W) < i W)
< lim ¢— ce %) = ¢ < to0.
S——00
Desta forma,
sup { ()] 15 } < +oc. (5.17)
€

consequentemente,
sup (sup {160l 13-} ) < o0
gcuU \teR
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sendo U o conjunto que limita as solugoes globais de (/5.1)).

Considere, €; = min{l,pe}, como p > 1, entdo &1 > e. Queremos estimar
|W(t, S)'LUOHX1+61. Assim, temos dois casos a analisar: &1 = 1 e 1 = pe. Se € = 1, entao
2

para 1y € X! temos
I T(t, s)uol|x1 < ere™ ) ||ug|| x . (5.18)

Desta forma,

W (#, s)wollxr = ‘/ T(t,6)f(£(9))do

X! (5.19)
t
< / IT(t.0)llcoxy |70, do.
Queremos limitar || f(¢ (9))HX1' Podemos escrever
|7@)|| ., = 1BOI©l < 1BOl oy 1) (5.20)
Para v € X!, temos
IBO)ullx: = [[A'BO)u ¢ < [BO)llzex) lullx:
logo
I1BO)l 2ixry < IBO)llgxy < M. (5.21)
Precisamos encontrar p tal que LP — X' = H?, para limitar || f(§)]| y:. Assim,
P H e s o I
P 2
n_4—n
= ——2
p
1 n—4
& - <
p - 2n
o p> 2n
b=y
2n : :
Tome p = I assim existe e, > 0 tal que
IF(Ollxr < e [IF (O], 2z, - (5.22)

Devido a condigao de crescimento de f, temos
[FE] < clél (L+1€77) - (5.23)

com c¢ > 0. Utilizando a estimativa e obtemos
1£()llxr < ez [lelel (1+ €l

2n .

L n—4
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1 1 2
Aplicando a desigualdade de Holder generalizada com — = — + —, onde r = n4 ep
rop  q n—

devemos escolher apropriado para que seja vélido H'*¢ < L¥ | temos

1)l < ez [llelelll

7 ] (5.24)

Determinemos p’ e ¢'. Para que H'*¢ < L devemos ter

1+€_n>_n®,< 2n
o= Ty Tl = n e
, 2n
Tome p' = —————— consequentemente
n—2(1+c¢)

1 1 1 1 n—4 2(1+¢) I e—1

qg r p ¢  2n 2n ¢ n
Logo, substituindo p’ e ¢’ em ([5.24]) temos

-1
1F©llxs < eallell el _z [[1+ 16177
Note que, existe e3 > 0 tal que
€N s < es €l
devido a escolha de p’. Mas, [|€]| ;1. < +00, logo
[[3][——_—t (5.25)

Como [ = e5 < 400, temos

e—1

(R PR :un+</ —>z)
Q
e—1 qp—1 (526)
_1)n n(p—1) P
:e5+ ( 1) ] —€5+||£|| n(p 1) -
Q Te—1
Seja eg = ey ||CHLn_22<?+g) ey e pelas estimativas ((5.25)) e ([5.26]) temos
1FE)l < <65 el 1)) (5.27)
L -1
Mas, temos que
e oy [ (5.28)
pois,
AN I R P Gl
2 n(p—1)

S2p—1)1+¢e)—n(p—1)>2(1—¢)
S242p—2e—np+n>2-—2
&S24+ 2e—n)p+n>2

—~
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lembrando que 0 < e <1 en > 3 entao 26 —n < 0, assim

24n>242e—n)p+n>2

o que implica em 2 + n > 2. Portanto, (5.28]) é satisfeito. Deste modo, existe e; > 0 tal que

€l s < ex €l
porém ||€]| 1+ < +00. Logo, existe eg > 0 tal que
-1
1€1° pen) < es.
L -1
Portanto, se escrevemos K = eg(e5 + eg), temos por (5.29)) que
[F ()l xr < Ky
Substituindo (5.21)) e ((5.30) na desigualdade (5.20]), obtemos
|feon|,, < MK = Ko

Assim,

e1 Ky
Q

t
W (¢, s)wol| x1 < / ere K, dp = (1 — e=ot=9),

Pelo fato de £(t) = lim W(t,s), temos

S——00
1@ x: = || lim W(t,s)|| < lim [W(Z,s)]|x
s——00 X1 s——00
K K
< lim 2 2(1 —eot=9)) = a2z +00,
S§——00 « (01
logo,
sup {[[€(t)][x:} < +oo
teR
assim

amGwﬂWMp0<+w-
Eeld \teR

Portanto, o atrator pullback é limitado em X' = H?(Q) N Hy ().

Agora, se €1 = pe, entdo 1 < 1 e 1 > . Ademais, refazendo os passos (5.14) e

1+eq
para ug € X 2 temos
1Tt S)UOHX%LI < d16_a(t_8)||u0||X1iP,

deste modo

/ T(t,6)f(£(9))dd

W (t, 3)w0||X1+% = s

< /t||T(t,9)||£(X1+%) e —
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Estamos interessados em limitar H fe (8))” Lte, , ASSIM
X 2

Hmwwf?=Mwﬁwhggwquf?ymnwm.

Mas, para u € X3t , temos

1+51

IBO)ull 10 = A7 BOW|| < 1BO) cix el 1500

ou seja

IBOI ¢ 1y S NBOexy < M.
( ) (X)

I4eq

Agora, queremos determinar p, de modo que LP < X 2z = H*1 Assim,

IP —s H1+61 o _E > 2(1 +51> -—n
P 2
ap> 2n
P o0 1)
2
Escolha p = _n Entao, existe ¢; > 0 e usando (j5.3)), segue que
n — 2(1 + 81)

£ < clel (1+1577)
logo

- ~ —1
IFON s <@ IO e <@l O+ g (531)
. . N . 1 1 1
Aplicando em ((5.31)) a desigualdade de Holder generalizada com - = — + —, sendo
r p q
2 /
S L e p’ deve ser escolhido de modo que H!*¢ < [P assim
n — 2(1 —+ 81)
oy 22—2@2(1+5)_n S0
2 p 2 Y
o 2n
T
2 1 1 1 1 —
Tome p' = %" Mas como deve ser satisfeito, — = — 4+ —, entao — = T e
n—2(1+¢) rop q n
Logo, em ([5.31]) com as escolhas de p’ e ¢, temos
17O i < @I gy 1+ 16177,
mas, existe ¢3 > 0 tal que
(S < é &l 1ge <400

2(1+s)
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e 2n
ja que X%« L#20%9 . E, lembrando que || < 400, temos que

S |Q|+</I£|” 1)

p—1

NN =
(/Q €| 1)5‘81) ] \QI+H€H”n<p b

n(p—1)

H1+E‘%L c—eg

e—gq

1L+ 1]

<=y + (€l

LE—¢c1 51 LE— 51

— 10/ +

Note que,

pois,

e, como escolhemos €1 = ep, entao (5.32)) é valido. Portanto,

IO 1sa < & (3 Nl s + 100+ 24 ")
observe que ||£||X1+T1 < 400, devido a (5.17)), logo, para K > 0

IF©] 13 <K

Assim,

(0%

¢
d
|W (¢, s)w0||X1+251 < / die K do = et (e — ™).

d
Mas, considerando ds = — e usando o fato de que £(£) = lim W (¢, s), temos
o s§——00

£ = ] < ] 5
€I, 20 SE%Wﬁﬁf?_JEJW&Mf%
< lim ds — dse ) = d3 < 400,

S——00

deste modo,

sup {[[€(0) 1z } < o0

teR

consequentemente,
sup (sup {||§(t)|| 1tey }) < +o0.
¢eud \teR X2
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Portanto, o atrator pullback é limitado em X =

Considere e = min{1, pe;} = min{l, p*c}. Se e, = 1, as estimativas sao andlogas ao
caso em que £, = 1 e concluiremos que o atrator pullback é limitado em H?(2) N H}(Q). Se
€9 = pe1, entao €9 < 1 e €5 > €7 > . Fazendo estimativas analogas ao caso em que €1 = €p,
obtemos que o atrator pullback é limitado em X o2

Assim, repetindo este processo um nimero finito de vezes obtemos

U A(t) é limitado em XH#, comey, = min{1, p*e}.
teR

Logo,
|J A(t) é limitado em H2(Q) N Hg ().

teR

E, ainda, temos que o conjunto U A(t) é um subconjunto compacto de Hj(€2).
teR
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Apeéendice A

Resultados auxiliares

A.1 Espectro de um operador linear

Neste secao, iremos apresentar alguns resultados bésicos relacionados a Analise Funcional,
em particular, daremos enfoque a andlise espectral de um operador linear, que sera um
ferramenta importante. As principais referéncias sao [3] e [6].

A.1.1 O operador resolvente

Definigao 31. Seja X um espag¢o de Banach sobre C e A : D(A) C X — X um operador
linear. O conjunto resolvente de A € o subconjunto p(A) de todos os N € C tais que A — A
¢ injetor, RA—A) = X e (A= A)™' : RIA— A) € X — X € limitado. Para X\ € p(A), o
operador (A — A)~! € chamado operador resolvente. O espectro do operador A é definido por
o(4) = C\ p(A).

Definigao 32. Um operador A : D(A) C X — X € fechavel se para cada sequéncia x, — 0
sendo n — oo com Ax, — y sen — 0o, entio y = 0. O operador A € dito fechado se x,, — x
quando n — oo com Az, =y sen — oo entdo x € D(A) e Az = y.

Lema A.1.1. Se Ay : D(Ay) C X — X é um operador fechdvel e A: D(A) C X — X € o seu
fecho, entao p(Ag) = p(A).

Lema A.1.2. Suponha que um operador Ay : D(Ag) C X — X tenha um conjunto resolvente
p(Ag) nao vazio.

(i) Se para algum Ao € p(Ao), (A — Ag)~! € injetivo entdo A € fechdvel;
(ii) Se Ag € fechavel, entao (A — Ag)~! € injetivo para todo A € p(Ap).

A partir de agora consideraremos operadores A : D(A) C X — X fechados e apenas
alguns casos especificos A ser fechavel.

Observe que se A: D(A) C X — X é fechado e A € p(A), entao R(A\ — A) = X. Ainda,
se A\ — A: D(A) = X é bijetor, segue do Teorema do Gréfico Fechado que (A — A)~! € L(X).

Podemos reescrever a definicao de conjunto resolvente.

Definicao 33. Seja X um espago de Banach sobre C e A : D(A) C X — X um operador
linear fechado. O conjunto resolvente de A € o subconjunto p(A) de todos os A € C, tais que
A — A € bigetor.
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Teorema A.1.1. Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador
linear fechado. Entao p(A) é um conjunto aberto de C e consequentemente o(A) é um
subconjunto fechado de C. Mais ainda, se p € p(A) e A € C tal que [p—N||(k—A) " zx) < 1,
entdo A € p(A) e

RN
(A A) =Zoﬁ

Teorema A.1.2. Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador
linear. Se A\, € p(A) temos

LA=A)"—(p-A) T =p-Np-A4A)" A=A

2. Se B é um operador qualquer que comuta com A, entdio (A — A)~! também ird comutar
com B;

3o (n=A)TT A=A =A=-A) 7 (p— A7

Agora estudaremos algumas particularidades do espectro para os operadores limitados.

Teorema A.1.3. O conjunto resolvente p(T) do operador linear limitado T, de um espago de
Banach X, é aberto, e consequentemente, o(T') € fechado.

Na demonstracao do teorema anterior obtemos uma representacao em série de poténcias
do resolvente.

Corolario A.1.1. Seja X um espago de Banach complexo e T um operador linear limitado.
Para cada Ny € p(T), consequimos representar (T — N\I)~* por

o

(T =AD" =" (= 20)" (T = AD)™]"".

n=0
A qual esta série converge absolutamente para cada A\ no sequinte disco aberto
1
(T = Ao I)~HI"

A= Xo| <

sendo este um subconjunto de p(T).

Teorema A.1.4. O espectro de um operador linear limitado T : X — X, com X um espaco de
Banach, é compacto e esta contido em um disco dado por |\| < ||T||. Deste modo, o resolvente
p(T) de T é nao vazio.

A.1.2 Operadores duais

Definicao 34. Sejam X e Y espacos de Banach sobre IC com duais X* e Y*. Se x* € X*
(y* € Y*) denotaremos por (x*,z) ((y*,y)). Seja A: D(A) C X — Y um operador linear com
dominio denso. O dual A*D(A*) — Y* — X* de A € o operador linear definido por: D(A*) é
o conjunto dos y* € Y*, para os quais existem z* € Y* satisfazendo

(Az,y*) = (x,2"), Vxe D(A). (A.1)

Se y* € D(A*) definimos A*y* = z*, sendo z* € o unico elemento de X* satisfazendo
.

Teorema A.1.5. Seja A: D(A) C X — X um operador linear densamente definido. Entao
p(A) = p(A) e (A= A7) = (A= A7), VA€ p(A).
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A.2 Teoremas principais

Nesta secao, reunimos uma colecao dos resultados mais usados envolvendo a teoria de
medida e integracao, espacos de Sobolev e analise funcional. Mais detalhes sobre estes resultados
podem ser encontrados em [1], [3], [6] e [13].

Teorema A.2.1. (Teorema da Diferenciabilidade de Lebesgue) Seja f : R" — C uma

fungao mensurdvel com respeito a medida de Lebesque e |f(z)|dz < oo, para qualquer
K

congunto de medida finita K C R™. Entao,

1
lim ———— f(y)dy = f(x) quase todo ponto.
r—0t | By.(z)| Br(x)
Teorema A.2.2. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (g,)nen uma sequéncia de
fungdes integrdveis que convergem quase todo ponto para um func¢do integravel g. Seja (fn)nen
um sequéncia de fun¢oes mensurdveis tais que |f,| < gn € fn converge para f quase todo ponto.

Se
/f:hm/fn.

Teorema A.2.3. (Teorema de Banach-Steinhauss) Sejam X um espa¢o de Banach, F
um espago normado e (1;);e; uma familia de operadores em L(X, F) satisfazendo a condi¢ao
de que para cada x € E, existe C, < oo tal que

entao

sup | T3() | < Cs.

i€l
Entao, sup ||T;|| < oo.
icl

Teorema A.2.4. (Teorema do Gréafico Fechado) Sejam X,Y espacos de Banach e T :
X — Y uma transformacao linear com grdfico fechado, ou seja,

Graf(T) ={(z,y) € X XY tal quey =T (x)}
¢ um subconjunto fechado. Entao T € continua.

Teorema A.2.5. (Coroldrio do Teorema de Hahn-Banach - forma geométrica) Seja
E um espaco vetorial normado real e F um subespaco de E tal que F' # E, entao existe f um
funcional linear limitado, f # 0 tal que f(x) =0, para todo x € F'.

Teorema A.2.6. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja (X, d) um espaco de Banach.
Seja T uma contragdo definida em X . Entdo, ezxiste um unico ponto x € X tal que T(x) = x.

Teorema A.2.7. (Teorema de Arzela-Ascoli) Sejam K e M espagos métricos com K
compacto e E C{ f: K — M : f € continua}. Suponha que estio satisfeitas:

(i) Para cada x € K o conjunto E(x) ={f(x) € M : f € E} € relativamente compacto em
M.

)
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(i1) E é equicontinuo, ou seja, dado ¢ > 0 existe 6 = 0(¢) > 0 tal que d(z,y) < § entdio
d(f(z), f(y)) < e, para todo f € E e para todo z,y € K.
Entao, E € relativamente compacto.

Lema A.2.1. (Desigualdade de Gronwall) Seja oo € R, 5(t) > 0, e ¢(t) sao fungoes reais
continuas que satisfazem

¢
o(t) <« +/ B(s)p(s)ds para a <t <b,
entao )
B(t) < aea P g <t <,

Lema A.2.2. (Desigualdade de Gronwall generalizada) Seja o, ¢ : [a,b] — R fungoes
continuas, $(t) > 0 Lebesgue integravel em [a,b] e

o(t) < a(t) + tﬁ(s)qﬁ(s) ds para a <t <b.

Entao

1 1
Teorema A.2.8. (Desigualdade de Young ) Sejam p,q € RT, comp > 1 tais que —+- = 1.
p g

Entao, para todo x,y € RT

Teorema A.2.9. (Desigualdade de Hélder) Seja f € LP(X) eg € LX), com 1 < p < 0.
FEntao, fg € LY(X) e

15911510 gl
Teorema A.2.10. (Desigualdade de Holder Generalizada) Seja f € LP(X) e g € LY(X),
1 1 1
com1<pqg<ooe—-+—=—. Entio fge L"(X) e
p q T

1 gllr < [[£1l lgllq-

Teorema A.2.11. (Desigualdade de Poincaré) Seja 1 < p < +00 ¢ Q C R" um aberto
limitado. Entdo existe uma constante k > 0 tal que

||u||Lp(Q) < kHVUHLP(X), Yu € Wol’p(Q).
Teorema A.2.12. (Teorema da Imersao) Sejam r,s € N e 1 < p,q < +oo. Temos

r— % > 5 — g < WHP(Q) — W(Q).

n n . o,
No caso em que r — — > s — — a inclusao é compacta.
p q

Teorema A.2.13. (Teorema de Neumann) Se A € L(X), com X espaco de Banach. Se
|A|l < 1, entao (I — A)~! existe e é um operador linear limitado.

Teorema A.2.14. Para 0 < < a < 1+4¢, temos
AU, 7)A(T) 7P| < Cla, )t — 7).
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