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Resumo

Estudamos a equisingularidade de uma família de germes de funções

{ft : (Xt, 0) → (C, 0)}, onde {(Xt, 0)} é uma família de singularidades determinantais

isoladas de dimensão d. De�nimos a (d − 1)-ésima multiplicidade polar da �bra

Xt ∩ f−1
t (0), md−1(Xt ∩ f−1

t (0), 0), e apresentamos resultados relacionando as constâncias

de mk(Xt∩f−1
t (0), 0) para k = 0, . . . , d−1 e mi(Xt, 0) para i = 0, . . . , d com à constância

do número de Milnor de ft e à Whitney equisingularidade das famílias {(Xt ∩ f−1
t (0), 0)}

e {ft : (Xt, 0)→ (C, 0)}.
No caso particular em que {(Xt, 0)} é uma família de interseções completas com

singularidades isoladas fornecemos uma condição para garantir as condições de Whitney

em função do fecho integral do ideal que de�ne o conjunto singular de cada membro da

família {ft : (Xt, 0)→ (C, 0)}. Relacionamos também a constância do número de Milnor

de ft com o fecho integral estrito do módulo formado pelas derivadas parciais da aplicação

que de�ne Xt ∩ f−1
t (0).



Abstract

We study the equisingularity of a family of function germs {ft : (Xt, 0)→ (C, 0)},
where {(Xt, 0)} is a family of d-dimensional isolated determinantal singularity. We de�ne

the (d − 1)th polar multiplicity of the �bers Xt ∩ f−1
t (0), md−1(Xt ∩ f−1

t (0), 0), and we

present results relating the constancy of mk(Xt ∩ f−1
t (0), 0) for k = 0, . . . , d − 1 and

mi(Xt, 0) for i = 0, . . . , d with the constancy of the Milnor number of ft and the Whitney

equisingularity of the families {(Xt ∩ f−1
t (0), 0)} and {ft : (Xt, 0)→ (C, 0)}.

In the particular case where {(Xt, 0)} is a family of isolated complete intersection

singularity we provide a condition to ensure the Whitney conditions in terms of the integral

closure of the ideal de�ning the singular set of each member of family {ft : (Xt, 0) →
(C, 0)}. We also relate the constancy of the Milnor number of ft with the strict integral

closure of the module formed by the partial derivatives of the application that de�nes

Xt ∩ f−1
t (0).
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Introdução

Em Teoria de Singularidades, muitos autores estudam a equisingularidade de

determinadas famílias. Por exemplo, Zariski em [55] prova que uma família de curvas

planas é Whitney equisingular se, e somente se, seu número de Milnor é constante. Mas

isso não é verdade para famílias de hipersuperfícies de dimensão d ≥ 2 (ver [7]), pois

Briançon e Speder dão o célebre exemplo de uma família topologicamente trivial (número

de Milnor constante) que não é Whitney equisingular. Teissier em [53] mostra que uma

família de hipersuperfícies de dimensão d é Whitney equisingular se, e somente se, a

sequência µ∗ da família é constante, onde µ∗ = (µ(N+1), . . . , µ(1), µ(0)). Nesta direção,

consideramos as multiplicidades polares, mi(Xt, 0), com i = 0, . . . , d−1, que são de�nidas

para uma variedade qualquer (X, 0) de dimensão d. Ga�ney em [17] de�ne a d-ésima

multiplicidade polar, md(Xt, 0), para ICIS e prova que uma família de ICIS {(Xt, 0)}
de dimensão d é Whitney equisingular se, e somente se, mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, são

constantes. Para uma família de IDS {(Xt, 0)} de dimensão d, Nuño-Ballesteros, Oré�ce-

Okamoto e Tomazella em [45] de�nem md(Xt, 0) e, em [47], generalizam este resultado

de Ga�ney, mais precisamente eles provam que uma família boa {(Xt, 0)} de IDS de

dimensão d é Whitney equisingular se, e somente se, todas as multiplicidades mi(Xt, 0),

i = 0, . . . , d, são constantes. Aqui, de�nimos a (d− 1)-ésima multiplicidade polar da �bra

de um germe de função, f : (X, 0) → (C, 0), com singularidade isolada de�nido em uma

IDS, md−1(X ∩ f−1(0), 0) (ver De�nição 2.2.17). Isto feito relacionamos, inspirados nos

resultados supracitados a constância de tal multiplicidade à equisingularidade em famílias

(ver Teoremas 2.2.23 e 2.2.24).

Neste trabalho estudamos a Whitney equisingularidade de famílias de funções

de�nidas sobre variedades analíticas. Mais especi�camente, no capítulo 1, é apresentada

uma revisão dos principais tópicos a serem utilizados.

No capítulo 2, dadas (X, 0) uma IDS de dimensão d de�nida por um germe de

aplicação ψ : (CN , 0)→Mm,n e f : (X, 0)→ (C, 0) uma função com singularidade isolada,

1
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consideramos Ψ: (C× CN , 0)→Mm,n uma deformação determinantal de (X, 0) e

F : (X , 0) → (C× C, 0)

(t, x) 7→ F (t, x) = (t, ft(x))

um desdobramento de f . Generalizando resultados de [45] de�nimos md−1(Xt∩f−1
t (0), 0)

(ver De�nição 2.2.17) e graças a isso obtemos uma generalização de resultados de

[47], provados para a família de IDS {(Xt, 0)}, para a família {ft : (Xt, 0) → (C, 0)}.
Mais precisamente, no Corolário 2.2.20, provamos que se mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, e

mk(Xt ∩ f−1
t (0), 0), k = 0, . . . , d − 1 são constantes, então F é µ-constante, onde µ é

o número de Milnor de�nido em [45]. Se, além disso, a família {(Xt, 0)} é boa, então F é

Whitney equisingular (ver Teorema 2.2.24). Estes resultados podem ser encontrados no

preprint [12].

Dada f : (CN , 0) → (C, 0) um germe de função holomorfa com singularidade

isolada, no capítulo 3, nos restringimos ao caso particular em que (X, 0) é uma ICIS.

Sejam F : (C × CN , 0) → (C, 0) uma deformação de f e ft : (CN , 0) → (C, 0) o germe

de�nido por ft(x) = F (t, x). Se N 6= 3, a família ft tem tipo topológico constante se, e

somente se, seu número de Milnor é constante (ver [33], [54]). Para N = 3, isso ainda é

um problema aberto. Greuel em [25, Teorema 1.1] caracteriza a constância do número de

Milnor de F provando que as seguintes a�rmações são equivalentes

(1) F é µ-constante;

(2) Para toda curva holomorfa γ : (C, 0)→ (C× CN , 0)

ϑ

(
∂F

∂t
◦ γ
)
> inf{ϑ

(
∂F

∂xi
◦ γ
)
| i = 1, . . . , N},

onde ϑ denota a valorização usual da curva complexa;

(3) Mesma condição de (2) com “ > ” substituído por “ ≥ ”;

(4) ∂F
∂t
∈ J , onde J denota o fecho integral do ideal Jacobiano J =

〈
∂F
∂x1
, . . . , ∂F

∂xN

〉
como um ideal em ON+1;

(5) ∂F
∂t
∈
√
J , onde

√
J denota o radical de J como um ideal em ON+1;

(6) V (J) = {(t, x) ∈ C×CN | ∂F
∂xi

(t, x) = 0, i = 1, . . . , N} = C×{0} próximo de

(0, 0).

Inspirados por esse resultado, no capítulo 3, estabelecemos versões do teorema de

Greuel para f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função holomorfa com singularidade isolada,
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onde (X, 0) é uma ICIS. Esse estudo pode ser realizado de duas maneiras, a primeira

delas deformando apenas a função f e a segunda deformando também a ICIS (X, 0). Os

resultados dessa primeira parte podem ser encontrados no artigo [11] e o artigo com os

resultados da segunda parte está em preparação. Em ambos os casos também exibimos

condições para a Whitney equisingularidade dos pares em função do fecho integral.

No capítulo 4, revisamos a noção de Poliedro de Newton e a relacionamos com

fecho integral e aplicamos ao nosso contexto.



Capítulo

1

Pré-requisitos

Neste capítulo apresentamos conceitos e resultados que aparecem no decorrer do

trabalho com o intuito de facilitar a compreensão dos próximos capítulos. Para a parte

algébrica indicamos [4]. Mais detalhes sobre Teoria de Singularidades podem ser vistos

em [22], [37] e [40]. Os conceitos de fecho integral de ideal e módulo são ferramentas

bastante exploradas por Ga�ney em [16] e [17]. Conceitos importantes sobre a teoria de

Whitney equisingularidade podem ser vistos em [23] e [38]. Sobre o Número de Bruce-

Roberts indicamos [9]. Já para a parte de Transversalidade sugerimos [27]. Por �m, como

referência básica para a parte de obstrução de Euler indicamos [6].

1.1 Álgebra Comutativa

Nesta seção abordamos conceitos importantes de Álgebra Comutativa com o

objetivo de �xar notações.

Seja R um anel comutativo com unidade.

De�nição 1.1.1. Um R-módulo é um par composto por um grupo abeliano M e uma

aplicação
D : R×M → M

(a, x) 7→ ax,

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) a(x+ y) = ax+ ay;

(ii) (a+ b)x = ax+ bx;

(iii) (ab)x = a(bx);

(iv) 1x = x, com a, b ∈ R e x, y ∈M .

4
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Por simplicidade, o R-módulo (M,D) será denotado simplesmente por MR e

quando não houver risco de confusão sobre qual anel estamos trabalhando o denotamos

por M .

Como exemplo, todo ideal de R é um R-módulo.

De�nição 1.1.2. Dizemos que N ⊂M é um submódulo de M se N é um subgrupo e é

fechado com respeito a multiplicação por elementos de R.

De�nição 1.1.3. Um R-módulo M é �nitamente gerado se existem m1, . . . ,mn em

M tais que M =

{
n∑
i=1

ri.mi | ri ∈ R, ∀ i = 1, . . . , n

}
. Neste caso, denotamos por

M = 〈m1, . . . ,mn〉R. Se não houver risco de confusão sobre qual anel estamos trabalhando

denotamos simplesmente por M = 〈m1, . . . ,mn〉.

Agora, vamos de�nir alguns anéis especiais.

De�nição 1.1.4. Chamamos x ∈ R de nilpotente se existe k ∈ N tal que xk = 0.

Quando R não possuir elementos nilpotentes dizemos que R é reduzido.

Chamamos cadeia de submódulos de um módulo M uma sequência (Mi) de

submódulos de M , onde i = 1, . . . , r, tal que

M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mr = {0}.

Neste caso, r é chamado de longitude (ou comprimento) da cadeia.

Uma cadeia de submódulos M = M0 ⊃ M1 ⊃ . . . ⊃ Mr = {0} tal que entre Mn

e Mn+1 não existe nenhum R-submódulo de M para n = 0, . . . , r − 1, recebe o nome de

seção em série de M .

A longitude (ou comprimento) de uma seção em série de M é chamada de

longitude (ou comprimento) de M , o qual é denotado por l(M). Caso M não tenha

uma seção em série, l(M) =∞.

De�nição 1.1.5. Seja I um idealM-primário. De�nimos amultiplicidade de Samuel

de I, a qual denotamos por e(I, R), da seguinte forma:

e(I, R) = limn→∞
d!

nd
l(R/In),

onde d = dim(R).
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Outra dimensão importante que descrevemos na sequência é a dimensão de Krull.

De�nição 1.1.6. Seja M um R-módulo �nitamente gerado. O conjunto anulador de

M é de�nido por

AnnR(M) := {a ∈ R | aM = 0}.

De�nição 1.1.7. A dimensão de Krull de um anel noetheriano R, a qual denotamos

por dim(R), é de�nida por

dim(R) := sup{d | R ) I1 ) . . . ) Id, onde Ii ⊂ R é primo}.

A dimensão de Krull de um R-módulo �nitamente geradoM , a qual denotamos

por dim(M), é de�nida por

dim(M) := dim

(
R

AnnR(M)

)
.

Seja R um anel local comM seu ideal maximal. Se dim(R) = dim R
M

( M
M2

)
, então

R é dito regular.

De�nição 1.1.8. Chamamos r ∈ R de elemento M-regular se rm 6= 0 para todo m 6= 0

em M .

Uma sequência r1, . . . , rn de elementos de R é dita uma M-sequência, ou uma

sequência M-regular, se satisfaz

(i) r1 é M-regular, r2 é M
r1M

-regular,. . . , rn é M∑n−1
i=1 riM

-regular;

(ii) M∑n
i=1 riM

6= 0.

Dizemos que r1, . . . , rn é uma M-sequência maximal em I se r1, . . . , rn é uma

M-sequência mas dado p ∈ I, onde I é um ideal de R, r1, . . . , rn, p não é uma M-

sequência.

De�nição 1.1.9. Seja I ideal de R, de�nimos a I-profundidade de M , a qual

denotamos por depth(I,M), como sendo o número de elementos de uma M-sequência

maximal em I.

Dado R um anel local noetheriano cujo ideal maximal é M denotamos

simplesmente por depth(M) aM-profundidade de M .

No que segue seja R um anel local noetheriano com ideal maximalM.
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De�nição 1.1.10. Consideramos M um R-módulo �nitamente gerado. Chamamos M de

um módulo Cohen-Macaulay se M 6= 0 e depth(M) = dimM ou se M = 0. Dizemos

que R é um anel Cohen-Macaulay se R é Cohen-Macaulay como um R-módulo.

Teorema 1.1.11. [13] Seja R um anel noetheriano de dimensão d. Sejam U uma matriz

p× q com entradas em R e Ir o ideal gerado pelos menores de ordem r de U . Então

(i) dim(R/Ir) ≥ d− (p− r + 1)(q − r + 1);

(ii) se R é Cohen-Macaulay e dim(R/Ir) = d − (p − r + 1)(q − r + 1), então o

anel R/Ir é Cohen-Macaulay.

1.2 Teoria de Singularidades

Sejam f1, f2 : CN → Cp aplicações holomorfas e x ∈ CN . Consideramos a seguinte

relação de equivalência: f1 e f2 são equivalentes em x se existe uma vizinhança aberta

U ⊂ CN com x ∈ U tal que f1|U = f2|U . As classes de equivalência por essa relação são

chamadas germes de aplicações. Para x ∈ U , f : (CN , x) → Cp denota o germe da

aplicação f : CN → Cp em uma vizinhança de x.

Denotamos por OpN,x o conjunto dos germes de aplicações holomorfas

f : (CN , x) → Cp. Quando p = 1, escrevemos simplesmente ON,x. Se x = 0,

escrevemos ON ao invés de ON,0. O conjunto ON é um anel local cujo ideal maximal

éMN = {f ∈ ON | f(0) = 0} = 〈x1, . . . , xN〉. Além disso ON é identi�cado com o anel

de séries de potências convergentes C{x1, . . . , xN}. Assim, cada elemento f de ON pode

ser identi�cado com uma série de potências

f(x) =
∑
α∈ZN

aαx
α

onde se α = (α1, . . . , αN), escrevemos xα = x1
α1 . . . xN

αN .

Proposição 1.2.1. [4, Corolário 1.5] f ∈ ON é invertível se, e somente se, f(0) 6= 0.

De�nição 1.2.2. Seja f : (CN , 0) → C um germe de função holomorfa. Chamamos

de singularidade (ponto crítico) um ponto p ∈ CN tal que ∂f
∂xi

(p) = 0, para todo

i ∈ {1, . . . , N}. Além disso, se existir U vizinhança de p tal que nela p é a única solução

do sistema de equações anteriores, dizemos que p é uma singularidade isolada de f .

A matriz Hessiana de f é:
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Hess(f)(p) :=


∂2f
∂x21

(p) . . . ∂2f
∂x1∂xN

(p)
...

...
...

∂2f
∂xN∂x1

(p) . . . ∂2f
∂x2N

(p)

.

De�nição 1.2.3. Um ponto crítico p de f tal que det(Hess(f)(p)) 6= 0 é chamado não

degenerado. Quando todos os pontos críticos de f são não degenerados f é dita função

de Morse.

No decorrer desta seção seja f : (CN , 0)→ C um germe de função holomorfa com

singularidade isolada.

Milnor em [40] introduziu o seguinte número associado a f .

De�nição 1.2.4. O número de Milnor de f , o qual denotamos por µ(f), é de�nido

da seguinte forma

µ(f) := dimC
ON〈

∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xN

〉 .
De�nição 1.2.5. Uma deformação de f é um germe de função holomorfa

F : (C× CN , 0) → (C, 0)

(t, x) 7→ F (t, x) = ft(x)

tal que f0 = f e ft(0) = 0 para t su�cientemente pequeno.

Um desdobramento de f é um germe de aplicação holomorfa

F̃ : (C× CN , 0) → (C× C, 0)

(t, x) 7→ (t, ft(x))

tal que f0 = f e ft(0) = 0 para t su�cientemente pequeno.

Notemos que dada uma deformação (respectivamente, um desdobramento) de f

obtemos uma família na qual cada t nos fornece um elemento da família.

1.3 Aplicações �nitas e semicontínuas superiores

De�nição 1.3.1. Dada f : X → Y , onde X e Y são espaços topológicos, dizemos que f

é �nita se f é contínua, f−1{y} é um conjunto �nito para todo y ∈ Y e f é fechada (se

D é fechado em X, então f(D) é fechado em Y ).
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Lema 1.3.2. [29, Teorema 3.4.24] Seja f : (X, x) → (Y, y) uma aplicação entre germes

de espaço analítico. Então f é �nita se, e somente se, f−1(y) = {x}.

Lema 1.3.3. [24, Teorema 2] Se V ⊂ (CN , 0) é um germe de conjunto analítico e

π : V → (Cp, 0) é uma aplicação �nita, então π(V ) é um conjunto analítico.

De�nição 1.3.4. Uma função ϕ : Y → R, onde Y é um espaço topológico é chamada

semicontínua superior se para cada y0 ∈ Y existe uma vizinhança V de y0 tal que

ϕ(y) ≤ ϕ(y0), ∀ y ∈ V .

1.4 Germes de Variedades

Dizemos que dois subconjuntos X1 e X2 contidos em CN com 0 ∈ X1 ∩X2, são

equivalentes na origem se existe uma vizinhança U de 0 em CN tal que U ∩X1 = U ∩X2.

Uma classe de equivalência por essa relação é chamada germe de conjunto em CN .

Denota-se por (X, 0) o germe de conjunto, onde X é um representante do germe.

Um germe de variedade analítica (X, 0) é de�nido como sendo o germe na

origem de um conjunto da forma X = {x ∈ CN |φ1(x) = . . . = φp(x) = 0}, onde
φ1, . . . , φp ∈ ON . Chamamos de hipersuperfície um germe de variedade analítica (X, 0)

que é o conjunto de zeros de um único germe de função φ ∈ ON .
Para um ideal I de ON , a variedade de I é

V (I) = {x ∈ CN |φ(x) = 0, ∀φ ∈ I}.

Dado um germe de variedade analítica X, o ideal de X é

I(X) = {φ ∈ ON |φ(x) = 0, ∀x ∈ X}.

Seja I um ideal deON de�nindo o germe de variedade (X, 0). O próximo resultado

conhecido como Teorema Nullstellensatz Hilbert nos garante que I(X) é o ideal radical

de I, onde o ideal radical de I, denotado por
√
I é de�nido por

√
I = {g ∈ R | ∃ m ∈ N com gm ∈ I}.

Teorema 1.4.1. [26, p. 11] (Nullstellensatz Hilbert-versão local) Seja (X, 0) um

germe de variedade tal que X = V (I) com I um ideal em ON . Então I(X) =
√
I.
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Sejam φ = (φ1, . . . , φp) : (CN , 0) → Cp um germe de aplicação holomorfa e

(X, 0) ⊂ (CN , 0) germe de variedade de�nido por φ, X = φ−1(0). O anel local de

(X, 0) é

OX,0 =
ON

〈φ1, . . . , φp〉
.

Um germe de variedade (X, 0) é dito irredutível se para quaisquer germes (X1, 0)

e (X2, 0) tais que X = X1 ∪ X2 então X = X1 ou X = X2. Caso contrário, (X, 0) é

chamado redutível.

1.4.1 Interseções completas e singularidades determinantais

Sejam φ = (φ1, . . . , φp) : (CN , 0) → Cp um germe de aplicação holomorfa e

(X, 0) ⊂ (CN , 0) germe de variedade de�nido por φ.

De�nição 1.4.2. Se dimensão de OX,0 é N−p então (X, 0) é dita interseção completa.

Se além disso existe uma vizinhança U de 0 tal que X é regular em y para todo y ∈ U \ 0

então (X, 0) é chamada interseção completa com singularidade isolada (ICIS).

Vamos agora descrever uma generalização especial de ICIS. Para isso,

consideramos (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade de�nido por um germe de aplicação

holomorfa ψ : (CN , 0) → (Mm,n, 0), (X, 0) = (ψ−1(M s
m,n), 0) onde Mm,n é o conjunto das

matrizes complexas de tamanho m × n e M s
m,n é o subconjunto de Mm,n das matrizes

complexas com rank menor que s, onde 0 < s ≤ m ≤ n são números naturais. Notemos

que M s
m,n é uma variedade algébrica de Mm,n de codimensão (m− s+ 1)(n− s+ 1) (ver

[3]).

De�nição 1.4.3. Se a dimensão de (X, 0) é igual a N − (m− s+ 1)(n− s+ 1) dizemos

que (X, 0) é um germe de variedade determinantal do tipo (m,n; s). Além disso,

se s = 1 ou N < (m − s + 2)(n − s + 2) e X é suave em x, para todo x 6= 0 em uma

vizinhança da origem, então (X, 0) é chamada singularidade determinantal isolada

(IDS).

Destacamos que se s = 1, (X, 0) é uma ICIS se, e somente se, (X, 0) é uma IDS.
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1.5 Fecho integral de ideal e módulo

Para este trabalho é importante o conceito do seguinte ideal especial obtido a

partir de um ideal I em um anel qualquer R.

De�nição 1.5.1. O fecho integral de I, denotado por I é de�nido por

I = {h ∈ R | hk + a1h
k−1 + . . .+ ak−1h+ ak = 0 com ai ∈ I i}.

Observação 1.5.2. Notemos que I ⊂
√
I. De fato, dado h ∈ I temos hk +a1h

k−1 + . . .+

ak−1h+ ak = 0 com ai ∈ I i ⊂ I. Assim, hk = −(a1h
k−1 + . . .+ ak−1h+ ak) ∈ I, pois I é

ideal. Logo, h ∈
√
I. Portanto, I ⊂

√
I.

O seguinte resultado de Teissier nos fornece uma caracterização para o fecho

integral de um ideal no anel OX,0. Antes de enunciá-lo apresentamos a de�nição de

valorização.

De�nição 1.5.3. Seja R um anel comutativo qualquer. Uma valorização de R é uma

função ϑ : R→ R ∪ {+∞} tal que para todo x, y ∈ R
(i) ϑ(xy) = ϑ(x) + ϑ(y);

(ii) ϑ(x+ y) ≥ min{ϑ(x), ϑ(y)}.
De�nimos ϑ(0) =∞.

Dado R um anel comutativo e f ∈ R\{0}, supondo que f = fn + fn+1 + . . ., com

fj um polinômio homogêneo de grau j e fn 6= 0, chama-se n de multiplicidade de f ,

m(f). Para f = 0, m(f) :=∞. É fácil ver que a multiplicidade de f é uma valorização.

Teorema 1.5.4. [53, Proposição 0.4] Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade

analítica e I um ideal em OX,0, as seguintes condições são equivalentes

(i) h ∈ I;
(ii) Para cada sistema de geradores h1, . . . , hr de I existem uma vizinhança U de

0 e uma constante c > 0 tal que |h(x)| ≤ c sup{|h1(x)|, . . . , |hr(x)|}, ∀ x ∈ U ;
(iii) (Critério Avaliativo) Para cada curva analítica γ : (C, 0)→ (X, 0) temos

h ◦ γ ∈ (γ∗(I))O1, onde (γ∗(I))O1 é o ideal gerado por hi ◦ γ, i = 1, . . . , r;

(iv) ϑ(h ◦ γ) ≥ inf{ϑ(h1 ◦ γ), . . . , ϑ(hr ◦ γ)}, onde ϑ é a valorização usual de uma

curva complexa que em nosso caso será a multiplicidade da curva.
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No decorrer deste trabalho, também precisamos trabalhar com o fecho integral

de módulos sobre um anel, de�nido por Ga�ney em [16, De�nição 1.3].

De�nição 1.5.5. Sejam (X, 0) um germe analítico complexo e M ⊂ OpX,0 um submódulo.

Então h ∈ OpX,0 pertence ao fecho integral de M, denotado por M , se para cada curva

analítica γ : (C, 0)→ (X, 0) temos h ◦ γ ∈ (γ∗(M))O1.

Trocando O1 pelo seu ideal maximal M1 temos a de�nição de fecho integral

estrito de M , que é denotado por M
†
(ver [15]). Neste caso, h ∈M †

é dito estritamente

dependente em M .

Analogamente ao Teorema 1.5.4 apresentamos a seguir uma caracterização para

o fecho integral de módulo.

Proposição 1.5.6. [16, Proposição 1.11] Sejam (X, 0) um germe analítico complexo,

M ⊂ OpX,0 um submódulo e h ∈ OpX,0. Então h ∈M se, e somente se, para cada conjunto

de geradores {h1, . . . , hr} de M , existe uma vizinhança U de 0 e uma constante c > 0 tal

que para toda γ ∈ Γ(Hom(Cp,C)) temos

‖γ(x)h(x)‖ ≤ c sup{‖γ(x)h1(x)‖, . . . , ‖γ(x)hr(x)‖}, ∀ x ∈ U,

onde Γ(Hom(Cp,C)) denota as seções do �brado vetorial Hom(Cp,C).

Para �xar notações, dado um módulo M gerado por {m1, . . . ,ms}, onde mk =

(mk
1, . . . ,m

k
p), a matriz [M ] associada a M é de�nida por

[M ] =


m1

1 . . . ms
1

...
. . .

...

m1
p . . . ms

p

 .
O resultado a seguir, chamado de Princípio Jacobiano, nos fornece a relação,

obtida por Ga�ney em [16], entre o fechos integrais de ideal e módulo.

Proposição 1.5.7. [16, Proposição 1.7] Suponha que M é um submódulo de OpX,0, X é

irredutível e h ∈ OpX,0. Então h ∈ M se, e somente se, Ik([{h,M}]) ⊂ Ik([M ]), onde k é

o maior inteiro tal que Ik([{h,M}]) 6= 0.

Corolário 1.5.8. [16, Corolário 1.8] Sejam (X, 0) um germe analítico complexo com

componentes irredutíveis (Xi, 0) e M um submódulo de OpX,0. Então h ∈M se, e somente
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se, Iki([{h,Mi}]) ⊂ Iki([Mi]), onde Mi é o submódulo de OpXi,0, induzido por M e ki é

o rank de [{h,M}] em Xi. Se ki é independente de i, então h ∈ M se, e somente se,

Iki([{h,M}]) ⊂ Iki([M ]).

1.6 Whitney equisingularidade

Para o estudo de Whitney equisingularidade é preciso trabalhar com a

convergência em Grassmannianas adequadas e por isso iniciamos essa seção falando

brevemente a respeito dessas variedades. Para mais detalhes, ver [36].

De�nição 1.6.1. A variedade Grassmanniana de ordem k de CN , Gr(k,N), é o

conjunto de todos os subespaços vetoriais de CN de dimensão k, onde k ≤ N .

Seja Z = {[M ] ∈Mk,N | rank([M ]) = k}. Em Z é introduzida a seguinte relação

de equivalência: duas matrizes [M ] e [N ] em Z se relacionam, [M ] ∼ [N ], se existe [A]

uma matriz não singular (det[A] 6= 0) com rank([A]) = k, tal que [X] = [A][Y ]. Denota-

se por [[M ]] a classe de equivalência por esta relação de equivalência. O quociente de Z

por essa relação, o qual é denotado por Z
∼ , é o conjunto formado por todas as classes de

equivalência por essa relação. Existe uma relação natural sobrejetora

π : Z → Z
∼

[X] 7→ [[X]]

chamada aplicação quociente. A topologia coinduzida por π, CZ∼ , é

CZ
∼

= {G ⊂ Z

∼
| π−1(G) é aberto em Z}.

Essa topologia é chamada topologia quociente e é de�nida como sendo a topologia de

Gr(k,N).

Para entendermos melhor a convergência em Gr(k,N), seja {xi} uma sequência

em CN com {xi} → x0. Logo, [M(xi)] → [M(x0)], onde [M(xi)] e [M(x0)] estão em

Z. Notemos que [[M(xi)]] → [[M(x0)]]. De fato, como [[M(x0)]] ∈ G ⊂ Z
∼ então

[M(x0)] ∈ π−1(G) ⊂ Z. Assim, como [M(xi)]→ [M(x0)] existe i0 ∈ N tal que [M(xi)] ∈
π−1(G), ∀ i > i0, ou seja, existe i0 ∈ N tal que [M(xi)] = π([M(xi)]) ∈ G, ∀ i > i0.

Portanto, por de�nição, [[M(xi)]]→ [[M(x0)]].
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Agora apresentamos alguns conceitos importantes sobre a teoria de Whitney

equisingularidade. Para mais detalhes ver [23] e [38].

Dados x, y ∈ RN com x 6= y, a secante de x a y, sec(x, y), é de�nida como

sendo a linha que é paralela a linha juntando x a y e passa pela origem.

Sejam X e Y subvariedades suaves de RN e y ∈ Y . Suponha que a dimensão de

X seja d. A de�nição da condição B de Whitney pode ser encontrada em [38] como segue.

De�nição 1.6.2. O par (X, Y ) satisfaz a condição B de Whitney em y se: Sejam

{xi} sequência de pontos em X tal que {xi} → y e {yi} sequência de pontos em Y com

{yi} → y também. Suponha que {TxiX} → T , onde TxiX é o espaço tangente a X em

xi e T é um plano d dimensional, e que a sequência de linhas secantes ligando xi a yi

converge para a linha L (no espaço projetivo, PN−1). Então L ⊆ T .

Agora, sejam M uma variedade diferenciável, X e Y subvariedades suaves de

M . Assuma que dimX = d. As de�nições das condições de Whitney, descritas a seguir,

também podem ser vistas em [38].

De�nição 1.6.3. O par (X, Y ) satisfaz a condição A de Whitney em y ∈ Y se: Dada

uma sequência {xi} de pontos em X tal que {xi} → y e {TxiX} → T , onde T é um plano

d-dimensional, temos TyY ⊆ T .

Se (X, Y ) satisfaz a condição A de Whitney em todo y ∈ Y , então é dito que

(X, Y ) satisfaz a condição A de Whitney.

O par (X, Y ) satisfaz a condição B de Whitney em y ∈ Y se: Para qualquer

carta (ϕ,U) com U vizinhança aberta de y, o par (ϕ(U∩X), ϕ(U∩Y )) satisfaz a condição

B de Whitney em ϕ(y).

Se (X, Y ) satisfaz a condição B de Whitney em todo y ∈ Y , então (X, Y ) satisfaz

a condição B de Whitney.

SejamM uma variedade diferenciável, N um subconjunto deM e P uma partição

localmente �nita de N formada por subvariedades diferenciáveis de M .

A seguinte condição recebe o nome de condição de fronteira: Se X, Y ∈ P e

X ∩ Y 6= ∅, então Y ⊂ X.

Se P é uma partição cujos elementos satisfazem a condição de fronteira dizemos

que P é uma estrati�cação deN . Neste caso, cada subvariedade diferenciável da partição

recebe o nome de estrato.
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De�nição 1.6.4. Uma estrati�cação de Whitney de um subconjunto N de uma

variedade diferenciável M é uma estrati�cação P de N tal que cada par de estratos,

(X, Y ), satisfaz as condições A e B de Whitney.

Resumindo (de acordo com as notações descritas anteriormente): (X, Y ) satisfaz

as condições A e B de Whitney se:

Condição A:

{xi} → y

{TxiX} → T (na Grassmanniana adequada)
⇒ TyY ⊆ T ;

Condição B:

{xi} → y

{yi} → y

{TxiX} → T (na Grassmanniana adequada)

sec(xi, yi)→ L (na Grassmanniana adequada)

⇒ L ⊆ T.

A condição B implica a condição A por [38, Proposição 2.4], mas a recíproca é

falsa (ver [14, Exemplo 1.4]).

Sejam f : CN → Cp uma aplicação analítica, A ⊂ CN e A′ ⊂ Cp subconjuntos tais

que f(A) ⊆ A′. Uma estrati�cação de f : A → A′ é um par (A,A′) de estrati�cações

de A e A′ respectivamente tal que f leva estrato submersivamente a estrato.

SejamM e P variedades suaves, f : M → P aplicação suave, X e Y subvariedades

suaves de M e y ∈ Y . As próximas de�nições podem ser vistas em [23].

De�nição 1.6.5. O par (X, Y ) satisfaz a condição Af de Thom se: quando {xi} é

uma sequência em X com {xi} → y tal que {ker d(f |X)xi} → T (na Grassmanniana

adequada), necessariamente ker d(f |Y )y ⊂ T .

De�nição 1.6.6. A estrati�cação (A,A′) é dita regular se A,A′ satisfazem as condições

de Whitney e se qualquer estrato Y ∈ A satisfaz a condição Af de Thom sobre qualquer

estrato X ∈ A.
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1.7 Número de Bruce-Roberts

De�ne-seRX como o subgrupo deR formado pelos difeomor�smos que preservam

X. Restringindo a ação do grupo R em ON temos a ação do grupo RX em ON . Dizemos

que f e g em ON são RX-equivalentes, o qual é denotado por f ∼RX g, se f e g estão

na mesma órbita pela ação do grupo RX .

Dizemos que f ∈ ON é k-determinado com respeito a RX , se para qualquer

g ∈ ON com jk(g) = jk(f), temos f ∼RX g, onde jk(g) denota o k-jato de g.

Se existe um número natural k tal que f é k-determinado dizemos que f é RX-

�nitamente determinado.

Denota-se por ΘX o ON -modulo de campos de vetores que são tangentes ao germe

de variedade analítica (X, 0), ou seja

ΘX = {ξ ∈ ΘN | dφ(ξ) ∈ I(X), ∀ φ ∈ I(X)},

onde ΘN é o ON -módulo de campos de vetores de CN em C.

Bruce e Roberts em [9] de�nem um número análogo ao de Milnor levando em

consideração um germe de função e um germe de variedade analítica que pode ser singular.

Esse novo invariante é conhecido por número de Bruce-Roberts.

De�nição 1.7.1. O número de Bruce-Roberts de f : (CN , 0) → (C, 0), germe de

função holomorfa, com respeito a (X, 0), o qual é denotado por µBR(X, f), é de�nido por

µBR(X, f) = dimC
ON

Jf (ΘX)
,

onde Jf (ΘX) = 〈df(ξ) | ξ ∈ ΘX〉.

Como f ∈ ON é �nitamente determinado se, e somente se, µ(f) é �nito, então

o número de Bruce-Roberts é uma generalização do número de Milnor, pois µBR(X, f) é

�nito se, e somente se, f é RX-�nitamente determinado.

Seja U ⊂ CN uma vizinhança da origem. Suponha que ΘX = 〈ξ1, . . . , ξp〉 em U .

Denotamos

LCU(X) := {(x, δ) ∈ T ∗UCN | δ(ξi(x)) = 0, i = 1, . . . , p},

onde T ∗UCN é a restrição do �brado cotangente (ver [35, p. 276]) de CN a U .

A variedade logarítmica característica de X, LC(X), é de�nida como o
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germe de LCU(X) em T ∗0 CN , o espaço cotangente de CN em 0.

1.8 Transversalidade

Sejam f : X → Y uma aplicação diferenciável entre variedades diferenciáveis e

W uma subvariedade suave de Y . Dizemos que f intersepta W transversalmente em

x ∈ X se f(x) não pertence a W ou se

Tf(x)Y = Tf(x)W + (df)x(TxX).

Se f intercepta W transversalmente em x para todo x ∈ X, então dizemos que f

intercepta W transversalmente.

Teorema 1.8.1. [27, p. 70] (Teorema da Homotopia da Transversalidade) Sejam

X e Y variedades, com Y sem bordo. Para qualquer aplicação suave f : X → Y e qualquer

subvariedade sem bordo Z de Y , existe uma aplicação g : X → Y homotópica a f tal que

g e ∂g são transversais a Z, onde ∂g := g|∂X .

Sejam X um espaço topológico e p : E → B uma aplicação contínua. Dizemos

que p satisfaz a propriedade do levantamento de homotopia com respeito a X,

se, para qualquer homotopia f : X × [0, 1] → B e para qualquer f̃0 : X → E tal que

f0 = pf̃0, existe uma homotopia f̃ : X × [0, 1] → E tal que f = pf̃ com f̃0 = f̃ |X×{0}.
Chama-se �bração uma aplicação p : E → B que satisfaz a propriedade do levantamento

de homotopia com respeito a qualquer espaço topológico X. Ou seja, o seguinte diagrama

é comutativo

X × [0, 1]

f̃
��

f

$$
E p

// B.

Dizemos que p é uma �bração localmente trivial, se, para todo ponto b ∈ B
existe uma vizinhança U de b e um difeomor�smo ψ : U × p−1(b) → p−1(U) tal que o

diagrama é comutativo

U × p−1(b)

ψ
��

π

$$
p−1(U)

p|p−1(U)

// U,
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onde π é a projeção no primeiro fator.

O próximo resultado fornece um critério para garantir que uma aplicação é uma

�bração suave localmente trivial.

Lema 1.8.2. [32, Lema 1.10] (Lema Ehresmann) Seja ϕ : M → N uma aplicação

diferenciável, onde M é uma variedade suave com bordo ∂M e N é uma variedade suave.

Se

(i) a aplicação ϕ é própria;

(ii) a restrição de ϕ a M \ ∂M é sobrejetora e submersão;

(iii) o bordo ∂M é não vazio, a restrição de ϕ ao bordo ∂M é também sobrejetora

e submersão.

Então ϕ é uma �bração suave localmente trivial em N .

1.9 Obstrução de Euler e característica de Euler

Como a de�nição da obstrução de Euler é muito técnica ao invés de apresentá-la,

nessa seção enunciamos uma fórmula dada por Lê e Teissier em [34].

Dada (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade analítica de dimensão d, Lê e

Teissier em [34], considerando uma projeção linear genérica p : CN → Cd−k+1 com respeito

a X, de�nem a k-ésima multiplicidade polar de (X, 0), para k = 0, . . . , d− 1, por

mk(X, 0) = m0(S(p|X0), 0),

onde X0 denota a parte suave de X, S(p|X0) é o conjunto dos pontos críticos de p|X0 e

m0(Z, 0) é a multiplicidade usual de um germe de variedade (Z, 0).

Teorema 1.9.1. [34] Seja X ⊂ CN um espaço analítico reduzido de dimensão d. Então

Eu(X, 0) =
d−1∑
i=0

(−1)d−i−1mi(X, 0),

onde Eu(X, 0) denota a obstrução de Euler local de (X, 0).

Em [5, Teorema 3.1], Brasselet, Lê e Seade forneceram uma fórmula para a

obstrução de Euler local de (X, 0) em função da característica de Euler deX, cuja de�nição

é a seguinte.
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De�nição 1.9.2. Seja X um espaço topológico. A característica de Euler de X, χ(X),

é de�nida como sendo a seguinte soma alternada

χ(X) =
∑
n

(−1)nβn(X),

onde βn(X) é o n-ésimo número de Betti de X, ou seja, é a dimensão de Hn(X,C),

para cada n ∈ N, onde Hn(X,C) é o n-ésimo grupo de homologia de X.



Capítulo

2

Equisingularidade de germes de funções em

uma IDS

Em [47], Nuño-Ballesteros, Oré�ce-Okamoto e Tomazella estudam a

equisingularidade de famílias de IDS. Nosso objetivo, neste capítulo, é generalizar esse

estudo para a equisingularidade de germes de funções de�nidos em uma IDS. Para

isso, inspirados na de�nição obtida em [45] para a d-ésima multiplicidade polar da IDS,

de�nimos a (d − 1)-ésima multiplicidade polar da �bra de um germe de função com

singularidade isolada sobre uma IDS, isto é, md−1(X ∩ f−1(0), 0), onde (X, 0) é uma IDS

de dimensão d e f : (X, 0)→ (C, 0) é um germe de função com singularidade isolada.

Os resultados desse capítulo compõem o preprint [12].

Dados (X, 0) um germe de variedade e f : (X, 0) → (C, 0) uma função com

singularidade isolada, para falar do número de Milnor de f precisamos da noção de

conjunto singular de função. No decorrer do trabalho também vamos precisar do conceito

de conjunto singular de germes de variedades, então dedicamos a próxima seção a isso.

2.1 Conjuntos singulares

No decorrer deste trabalho, dada uma matriz A de ordem k × l e r ≤ min{k, l}
denotamos por Ir(A) o ideal gerado pelos menores de tamanho r de A. Dados dois

vetores u = (i1, . . . , ir) ∈ {1, . . . , k}r e v = (j1, . . . , jr) ∈ {1, . . . , l}r com i1 < . . . < ir e

j1 < . . . < jr, denotamos por Au,v o determinante da submatriz de A obtida por escolher

as linhas i1, . . . , ir e as colunas j1, . . . , jr.

Por �m, dado H : (C × CN , 0) → (Cp, 0) um germe de aplicação holomorfa

20
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denotamos por J(t,x)H a matriz Jacobiana de H (derivadas parciais com respeito a t

e x = (x1, . . . , xN)) e por JxH a matriz Jacobiana de H (derivadas parciais com respeito

a x = (x1, . . . , xN) apenas).

Dado (X, 0) ⊂ (CN , 0) germe de variedade analítica, de�nido pelo conjunto de

zeros de φ1, . . . , φp, denotamos o conjunto singular de X por S(X). Então

S(X) = V (〈φ1, . . . , φp〉+ IcodimX(Jx(φ1, . . . , φp))).

De�nição 2.1.1. Dado f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função, o conjunto singular

de f é o conjunto dos pontos onde X é singular unido ao conjunto dos pontos onde X é

regular e f não é uma submersão.

Vamos mostrar que o conjunto singular é de fato um conjunto analítico. Para

isso vamos precisar da extensão Jacobiana iterada.

Seja W um ideal em ON gerado por g1, . . . , gr e h = (h1, . . . , hp) : (CN , 0) → Cp

um germe de aplicação. Para cada m = 1, . . . , N , Morin em [41] de�ne a extensão

Jacobiana de rankm de (h,W ) como

∆m(h,W ) = W +W ′,

onde W ′ é o ideal gerado pelos menores de ordem m da matriz Jacobiana de

(h1, . . . , hp, g1, . . . , gr). Seguindo isto, se deduz indutivamente a extensão Jacobiana

iterada de h por

Ji(h,W ) =

{
∆N−i1+1(h,W ), se k=1,

∆N−ik+1(h, Ji1,...,ik−1
(h,W )), se k é maior que 1,

onde i = (i1, . . . , ik) é um símbolo de Boardman (ou seja, N ≥ i1 ≥ . . . ≥ ik ≥ 0). Por

[48, Lema 2.2] Ji(h,W ) não depende da escolha dos geradores de W .

Usando a extensão Jacobiana iterada conseguimos garantir no próximo lema que

um conjunto especial é analítico.

Lema 2.1.2. Seja Y = ϕ−1(0) ⊂ CN uma variedade analítica de dimensão d onde

ϕ : CN → Cp é um germe de aplicação. Seja g : Y → C um germe de função holomorfa.

O conjunto dos pontos y ∈ Y tal que y é um ponto singular de Y ou y é um ponto crítico
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degenerado de g é

C̃ = V (Jd,1(g, 〈ϕ〉)) ∪ S(Y ),

onde 〈ϕ〉 é o ideal gerado pelas componentes de ϕ e S(Y ) é o conjunto singular de Y .

Demonstração: Primeiro assumimos que 0 é um ponto regular de Y . Pelo Critério

Jacobiano ([29, Teorema 4.3.15]), ϕ tem rank(p − d) em 0, então existem ϕi1 , . . . , ϕip−d

tal que ϕ̂ = (ϕi1 , . . . , ϕip−d) é uma submersão. Além disso, 〈ϕ〉 = 〈ϕ̂〉 e ϕ̂−1(0) = Y em

uma vizinhança da origem. De fato, claramente 〈ϕ̂〉 ⊂ 〈ϕ〉. Por outro lado, notemos

que V (〈ϕ̂〉) é regular de dimensão d em Y que também é regular de dimensão d. Logo,

Y = V (〈ϕ̂〉). Então
〈ϕ〉 ⊆

√
〈ϕ〉 =

√
〈ϕ̂〉 = 〈ϕ̂〉.

Seja
π : Γ(g) → C

(x, g(x)) 7→ g(x),

onde Γ(g) = {(x, g(x)) | x ∈ Y } é o grá�co de g.

Sabemos que Γ(g) = (ϕ′)−1(0), onde

ϕ′ : CN × C → Cp−d+1

(x, s) 7→ (ϕ̂(x), g(x)− s).

Por [48, Teorema 5.1], o conjunto dos pontos críticos degenerados de π em Γ(g) é

V (Jd,1(ϕ′;x)) = V (〈ϕ′〉+ IN−d+1(J(ϕ′;x)) + IN(J(ϕ′, h′;x))),

onde 〈h′1, . . . , h′l〉 = IN−d+1(J(ϕ′;x)) e h′ = (h′1, . . . , h
′
l). A notação Ji(·;x) signi�ca

que construímos os ideais Jacobianos tomando apenas derivadas parciais com respeito

as variáveis x1, . . . , xN .

Como
Γ: Y → Γ(g)

x 7→ (x, g(x))

é um difeomor�smo então, os pontos críticos degenerados de g são imagens inversas dos

pontos críticos degenerados de π por Γ, que é igual ao conjunto analítico

V (〈ϕ̂〉+ IN−d+1(J(ϕ̂, g)) + IN(J(ϕ̂, g, h))),
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onde 〈h1, . . . , hl〉 = IN−d+1(J(ϕ̂, g)) e h = (h1, . . . , hl). Mas de acordo com a de�nição

anterior, isto é igual ao conjunto analítico V (Jd,1(g, 〈ϕ̂〉)) = V (Jd,1(g, 〈ϕ〉)).
O caso onde 0 não é regular segue facilmente como no caso regular, apenas

acrescentando o conjunto singular S(Y ).

�

De�nição 2.1.3. Dada (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade, f : (X, 0)→ (C, 0) um

germe com singularidade isolada e ft : (X, 0)→ (C, 0) uma deformação de f , dizemos que

ft é uma deformação �at de f , se OC×X,(t,0) é um O1-módulo �at (t não é divisor de zero

de OC×X,(t,0)) através da aplicação π∗, onde π∗ : O1 → OC×X,(t,0) dada por π∗(g) = g ◦ π
é chamada de pull-back de π.

O fato da deformação ser �at nos garante que todas as �bras possuem o mesmo

comportamento. Assim, no caso de ICIS, considerando uma deformação �at temos que

todas as �bras são ICIS também.

Observação 2.1.4. Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma ICIS de�nida por um germe de aplicação

holomorfa φ : (CN , 0)→ (Cp, 0). Sejam f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função holomorfa

com singularidade isolada e ft deformação �at de f . Temos que dimCOC×X,(t,0) = N−p+1

e Ip+1(Jx(ft, φ)) é o ideal gerado pelos menores de ordem p + 1 de uma matriz de ordem

(p+1)×N . Então dimC
OC×X,(t,0)

Ip+1(Jx(ft,φ))
= 1 = (N−p+1)−(p+1−(p+1)+1)(N−(p+1)+1).

Portanto, pelo Teorema 1.1.11,
OC×X,(t,0)

Ip+1(Jx(ft,φ))
é Cohen-Macaulay.

De�nição 2.1.5. Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade analítica com

singularidade isolada e f : (X, 0) → (C, 0) uma função com singularidade isolada. Uma

morsi�cação de f é uma função F : (X , 0)→ (C, 0) tal que

(i) (X , 0) ⊂ (C × CN , 0) é uma suavização de (X, 0), ou seja, a projeção

π : (X , 0) → (C, 0) dada por π(s, x) = s é �at e se Xs := π−1(s), então X0 = X e

Xs é suave para s 6= 0;

(ii) Se fs : Xs → C é dada por fs(x) = F (s, x), então f0 = f e fs é uma função

de Morse para s 6= 0.

Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade analítica com singularidade isolada.

Consideremos F : (X , 0) → (C, 0) uma morsi�cação de f . Fixando um representante

de F : (X , 0) → (C, 0) no conjunto aberto Bε × Dβ com Bε = {x ∈ CN | ‖x‖ < ε},
Dβ = {z ∈ C | ‖z‖ < β} e ε, β > 0 su�cientemente pequenos, então Xs é um subconjunto

analítico fechado de Bε e fs : Xs → C é uma função holomorfa, para cada s ∈ Dβ.
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Teorema 2.1.6. [46, Teorema A.5] Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade

analítica com singularidade isolada, com d = dim(X, 0). Sejam f : (X, 0)→ (C, 0) função

com singularidade isolada e F : (X , 0)→ (C, 0) uma morsi�cação de f . Existem números

reais su�cientemente pequenos 0 < β � δ � ε� 1 tais que

χ(f−1
s (c)) = χ(Xs) + (−1)d+1]S(fs),

para qualquer c ∈ Dδ um valor regular de fs e s ∈ Dβ \ {0}.

2.2 Equisingularidades de famílias em IDS

Sejam 0 < s 6 m 6 n números naturais e (X, 0) ⊂ (CN , 0) a IDS de�nida por um

germe de aplicação holomorfa ψ : (CN , 0)→ (Mm,n, 0), ou seja, (X, 0) = (ψ−1(M s
m,n), 0).

Consideramos X = ψ−1(M s
m,n) um representante su�cientemente pequeno de

(X, 0), onde ψ : B → Mm,n é de�nido em uma bola su�cientemente pequena B = Bε

centrada na origem em CN . Seja A ∈Mm,n uma matriz genérica e XA := ψ−1
A (M s

m,n) com

ψA : B →Mm,n de�nida por ψA(x) = ψ(x) + A. No caso em que (X, 0) é uma ICIS, isto

é, s = 1, Hamm, em [28], introduz o número de Milnor de (X, 0), µ(X, 0), como sendo o

número de esferas no bouquet que é a �bra de Milnor de (X, 0). Como XA tem o tipo de

homotopia de um bouquet de esferas segue por [37] que

µ(X, 0) = βd(XA) = (−1)d(χ(XA)− 1),

onde d é a dimensão de X. Como uma generalização para o número de Milnor de uma

ICIS, a característica de Euler evanescente da IDS (X, 0) é de�nida em [45] por

ν(X, 0) = (−1)dimX(χ(XA)− 1).

Se dimX = 2 esse número coincide com o de�nido simultaneamente em [50].

Um germe de aplicação Ψ: (C × CN , 0) → Mm,n tal que Ψ(0, x) = ψ(x)

para todo x ∈ CN é chamado deformação determinantal de (X, 0). Denotamos

Ψ(t, x) := ψt(x) e Xt := ψt
−1(M s

m,n). Uma deformação determinantal é dita uma

suavização determinantal se Xt é suave para t 6= 0 su�cientemente pequeno. Neste

caso, ν(X, 0) = (−1)dimX(χ(Xt)− 1) (ver [45, Teorema 3.4]). Está demonstrado em [45]

que, uma vez �xada a estrutura, esse número não depende da suavização determinantal
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escolhida.

Se (X, 0) é uma IDS com dimensão d = 1 ou d = 2, então ν(X, 0) = µ(X, 0) (ver

[45, Corolários 3.6 e 3.7]), pois, nesses casos, dada uma suavização de (X, 0), Nuño-

Ballesteros, Oré�ce-Okamoto e Tomazella, mostram que ν(X, 0) = βd(Xt), condição

satisfeita pelo número de Milnor, µ(X, 0). Para d 6= 1 e d 6= 2, em geral, não é possível

mostrar que βd(Xt) é igual a ν(X, 0).

Para f : (X, 0) → C um germe de função holomorfa, escolhemos f : X → C um

representante de f , de�nido no representante de (X, 0) descrito acima. Em [45] o número

de Milnor de f é de�nido por

µ(f) = ]S(fb|XA),

onde fb : XA → C é dada por fb(x1, . . . , xN) = f(x1, . . . , xN) + b1x1 + . . . + bNxN para

b = (b1, . . . , bN) ∈ CN genérico e ]S(fb|XA) é o número de pontos críticos de fb|XA .
Além disso, em [45], é de�nida a característica de Euler evanescente da �bra

X ∩ f−1(0) por

ν(X ∩ f−1(0), 0) := (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1
b (e))− 1), (2.1)

com (b, A, e) ∈ CN ×Mm,n×C valores genéricos tais que XA é suave, fb|XA é uma função

de Morse e e é um valor regular de fb|XA .
Também, em [45], prova-se uma fórmula do tipo Lê-Greuel para esses invariantes,

como podemos ver no próximo resultado.

Teorema 2.2.1. [45, Teorema 5.4] Dada f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função com

singularidade isolada e (X, 0) uma IDS. Então

µ(f) = ν(X, 0) + ν(X ∩ f−1(0), 0).

No caso em que (X, 0) = ((φ1, . . . , φN−d)
−1(0), 0) ⊂ (CN , 0) é uma ICIS, Ga�ney

em [17] de�ne a d-ésima multiplicidade polar de (X, 0) da seguinte forma

md(X, 0) := dimC
ON

〈φ1, . . . , φN−d〉+ IN−d+1(Jx(φ1, . . . , φN−d, p))
,

onde p : CN → C é uma função linear genérica. Assim, md(X, 0) = ]S(p|Xt), onde Xt é a

�bra de Milnor de (X, 0).
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De forma natural, dada uma IDS (X, 0) ⊂ (CN , 0) de dimensão d, Nuño-

Ballesteros, Oré�ce-Okamoto e Tomazella em [45] de�nem md(X, 0) como sendo ]S(p|XA),

onde p : CN → C é uma função linear genérica e A ∈Mm,n é uma matriz genérica.

Seja (X, 0) uma IDS de�nida por um germe de aplicação ψ : (CN , 0) → Mm,n

e f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função com singularidade isolada, isto é, em uma

vizinhança su�cientemente pequena de 0, f é regular em X \ {0}.
Seja Ψ: (C× CN , 0)→Mm,n uma deformação determinantal de (X, 0) e

F : (X , 0) → (C× C, 0)

(t, x) 7→ F (t, x) := (t, ft(x))

um desdobramento de f , onde X := Ψ−1(M s
m,n). Assumimos que F preserva a origem,

isto é, 0 ∈ Xt e ft(0) = 0 para t su�cientemente pequeno. Assim, podemos ver o

desdobramento F como uma família de germes de funções {ft : (Xt, 0) → (C, 0)}t∈D,
onde D é uma vizinhança aberta da origem em C.

Na sequência apresentamos a de�nição de importantes propriedades das famílias

(X , 0) e F .

De�nição 2.2.2. Dizemos:

(1) (X , 0) é ν-constante se ν(Xt, 0) = ν(X, 0) para t su�cientemente pequeno;

(2) (X , 0) é uma família boa se existe um representante de�nido em D×U , onde
D e U são vizinhanças abertas na origem em C e CN respectivamente, tal que Xt \ {0} é
suave, para qualquer t ∈ D, isto é, S(Xt) = {0} em U , para todo t ∈ D, onde S(Xt) é o

conjunto singular de Xt;

(3) (X , 0) é topologicamente trivial se existe um homeomor�smo H : (X , 0)→
(C×X, 0) que comuta com a projeção, isto é, π ◦H = π, onde π : (X , 0)→ (C, 0) é dada

por π(t, x) = t;

(4) (X , 0) é Whitney equisingular se é uma família boa e existe um

representante como no item (2) tal que (X \ T, T ) satisfaz as condições de Whitney, onde

T = D × {0};
(5) F é µ-constante se µ(ft) = µ(f) para t su�cientemente pequeno;

(6) F é boa se existe um representante de�nido em D × U , onde D e U são

vizinhanças abertas da origem em C e CN respectivamente, tais que Xt \ {0} é suave e ft

é regular em Xt \ {0}, para qualquer t ∈ D;
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(7) F é topologicamente trivial se existem germes de homeomor�smos

G : (X , 0) → (C×X, 0)

(t, x) 7→ G(t, x) = (t, gt(x))

e
H : (C× C, 0) → (C× C, 0)

(t, y) 7→ H(t, y) = (t, ht(y))

tais que G e H são desdobramentos da identidade e F = H◦U ◦G, onde U(t, x) = (t, f(x))

é o desdobramento trivial de f ;

(8) F é Whitney equisingular se é uma família boa e existe um representante

como no item (6) que admite uma estrati�cação regular dada por A = {X \
F−1(T ), F−1(T )\S, S} na fonte eA′ = {C×C\T, T} na meta, onde S = D×{0} ⊂ C×CN

e T = D × {0} ⊂ C× C.

Quando consideramos famílias de singularidades é interessante saber qual é a

relação entre trivialidade topológica e Whitney equisingularidade da família. Além

disso, também queremos invariantes, cuja constância na família caracterize a trivialidade

topológica ou a Whitney equisingularidade.

Por exemplo, para famílias de curvas (X , 0) = {(Xt, 0)}, podemos ver em [8] e

[10]:

(1) (X , 0) é topologicamente trivial e boa se, e somente se, (X , 0) é µ-constante;

(2) (X , 0) é Whitney equisingular se, e somente se, (X , 0) é µ-constante e

m0(Xt, 0) é constante, onde m0(Xt, 0) é a multiplicidade de (Xt, 0).

Analogamente, para uma família {ft : (Xt, 0) → (C, 0)} de funções em curvas

podemos encontrar em [43] o seguinte:

(1) F é topologicamente trivial e boa se, e somente se, F é µ-constante;

(2) F é Whitney equisingular se, e somente se, F é µ-constante e m0(Xt, 0) é

constante.

Para uma família de hipersuperfícies (X , 0) = {(Xt, 0)} de dimensão d, Teissier

em [53] prova que (X , 0) é Whitney equisingular se, e somente se, as multiplicidades

polares mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, são constantes em t. O mesmo resultado é provado para

famílias de ICIS por Ga�ney em [18]. Este resultado foi estendido recentemente para

famílias de IDS como podemos ver a seguir.

Teorema 2.2.3. [47, Teorema 5.3] Uma família boa de IDS d-dimensional (X , 0) =
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{(Xt, 0)} é Whitney equisingular se, e somente se, todas as multiplicidades polares

mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, são constantes em t ∈ D.

No caso de famílias de ICIS, também temos que uma família µ-constante é sempre

boa, o que não é verdade em geral para famílias de IDS. Se d 6= 2, a condição de µ-

constância também controla a trivialidade topológica de uma família de hipersuperfícies

(ver [33]) ou ICIS (ver [49]). Nesses resultados vemos a importância de relacionar

equisingularidades de famílias à constância de invariantes relacionados aos germes.

Nosso objetivo, aqui, é estender tais resultados para germes de funções de�nidos em

variedades singulares. Mais precisamente, no Teorema 2.2.24, caracterizamos a Whitney

equisingularidade por meio da constância das multiplicidades polares em uma família

F : (X , 0)→ (C× C, 0)

de germes de funções em uma IDS.

No decorrer desse capítulo, sejam f : (X, 0) → (C, 0) uma função em uma IDS

com singularidade isolada e F : (X , 0)→ (C×C, 0) um desdobramento de f preservando

a origem.

Podemos ver em [47, Lema 5.1] que se p : CN → C é uma projeção linear genérica,

então temos a conservação do número de Milnor de p, isto é,

µ(p|X) =
∑

y∈S(p|
X0
t

)

µ(p|Xt , y) +
∑

x∈S(Xt)

µ(p|Xt , x) =
∑

x∈S(p|Xt )

µ(p|Xt , x),

para todo t su�cientemente pequeno. De fato, tal fórmula é apresentada em [47, Lema

5.1] como segue,

µ(p|X) =
∑

y∈S(p|
X0
t

)

µ(p|Xt , y) +
∑

x∈S(Xt)

md(Xt, x),

onde X0
t é a parte suave de Xt, S(Xt) é o conjunto singular de Xt e S(p|X0

t
) é o conjunto

singular de p|X0
t
.

Provamos no seguinte teorema que a mesma conservação do número de Milnor

acontece para uma família ft de funções.
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Teorema 2.2.4. Para todo t su�cientemente pequeno,

µ(f) =
∑

y∈S(ft|X0
t

)

µ(ft, y) +
∑

z∈S(Xt)

µ(ft, z) =
∑

y∈S(ft)

µ(ft, y).

Demonstração: Escolhemos f : X → C um representante de f , onde X = ψ−1(M s
m,n) é

um representante su�cientemente pequeno de (X, 0), com ψ : B →Mm,n de�nida em uma

bola aberta su�cientemente pequena B = Bε centrada na origem em CN tal que em Bε a

origem é o único ponto singular de X.

Para uma matriz A ∈Mm,n, seja ψA : (CN , 0)→Mm,n de�nida por

ψA(x) = ψ(x) + A

e denotamos XA = ψ−1
A (M s

m,n).

Considerando b = (b1, . . . , bN) ∈ CN seja fb|XA : XA → C de�nida por

fb(x1, . . . , xN) = f(x1, . . . , xN) + b1x1 + . . .+ bNxN .

Construímos uma nova deformação como soma de Xt e XA, isto é, para A ∈Mm,n

e t ∈ D de�nimos

X(A,t) = (ψt + A)−1(M s
m,n).

Além disso, de�nimos

f(b,t)|X(A,t)
: X(A,t) → C, f(b,t)(x1, . . . , xN) := ft(x1, . . . , xN) + b1x1 + . . .+ bNxN .

Denotamos por z1, . . . , zk e y1, . . . , yl os pontos singulares de Xt e ft|X0
t
,

respectivamente.

Para cada i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , l, escolhemos um disco de Milnor Di for

(Xt, zi) e Ej em torno de yj para ft|X0
t
tal que estes discos são dois a dois disjuntos.
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Temos

µ(f) = ]S(f(b,t)|X(A,t)
)

=
l∑

j=1

]S(f(b,t)|X(A,t)∩Ej) +
k∑
i=1

]S(f(b,t)|X(A,t)∩Di)

=
l∑

j=1

µ(ft, yj) +
k∑
i=1

µ(ft, zi).

�

Corolário 2.2.5. Assuma que (X , 0) é uma família boa. Então F é µ-constante se, e

somente se, F é boa.

Demonstração: Assuma que é F µ-constante. Como (X , 0) é boa, pelo Teorema 2.2.4

µ(f) =
∑

y∈S(ft|X0
t

)

µ(ft, y) + µ(ft).

Então
∑

y∈S(ft|X0
t

)

µ(ft, y) = 0. Logo, µ(ft, y) = 0 para todo y ∈ S(ft|X0
t
). Portanto,

S(ft|X0
t
) = ∅ e, assim, F é boa.

Por outro lado, se F é boa, existe um representante de�nido em D×U , onde D,

U são vizinhanças abertas da origem em C, CN respectivamente, tal que Xt \ {0} é suave
e ft é regular em Xt \ {0}, para qualquer t ∈ D. Assim, S(Xt) = {0} e S(ft) = {0} em
U . Portanto, pelo Teorema 2.2.4, µ(f) = µ(ft).

�

Outra consequência do Teorema 2.2.4 é o fato que o número de Milnor de uma

função é semicontínuo superior:

Corolário 2.2.6. Para todo x ∈ S(ft) e para todo t su�cientemente pequeno,

µ(ft, x) ≤ µ(f).

O próximo lema é também uma interessante consequência do Teorema 2.2.4. Para

sua demonstração usamos [47, Corolário 4.4], que nos garante que se (X , 0) é uma família
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topologicamente trivial, então

∑
y∈S(Xt)

ν(Xt, y) = ν(X, 0). (2.2)

Lema 2.2.7. Se (X , 0) é uma família boa e topologicamente trivial, então

∑
y∈S(ft|X0

t
)

ν(Xt, y) +
∑

y∈S(ft)

ν(Xt ∩ f−1
t (0), y) = ν(X ∩ f−1(0), 0).

Demonstração: Como (X , 0) é boa, existe um representante de�nido em D×U , onde D
e U são vizinhanças abertas da origem em C e CN respectivamente, tal que S(Xt) = {0}
em U , para todo t ∈ D. Consideramos F de�nida neste representante de (X , 0). Pela

fórmula de Lê-Greuel e pelo Teorema 2.2.4,

∑
y∈S(ft|X0

t
)

µ(ft, y) + µ(ft) = ν(X, 0) + ν(X ∩ f−1(0), 0).

Aplicando a fórmula de Lê-Greuel a µ(ft),∑
y∈S(ft|X0

t
)

µ(ft, y) + (ν(Xt, 0) + ν(Xt ∩ f−1
t (0), 0)) = ν(X, 0) + ν(X ∩ f−1(0), 0).

Pela Equação (2.2), ν(Xt, 0) = ν(X, 0). Portanto,

∑
y∈S(ft|X0

t
)

µ(ft, y) + ν(Xt ∩ f−1
t (0), 0) = ν(X ∩ f−1(0), 0).

Novamente, pela fórmula de Lê-Greuel aplicada a µ(ft, y),

∑
y∈S(ft|X0

t
)

(ν(Xt, y) + ν(Xt ∩ f−1
t (0), y)) + ν(Xt ∩ f−1

t (0), 0) = ν(X ∩ f−1(0), 0).

Então

∑
y∈S(ft|X0

t
)

ν(Xt, y) +
∑

y∈S(ft)

ν(Xt ∩ f−1
t (0), y) = ν(X ∩ f−1(0), 0).
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Corolário 2.2.8. Se F é Whitney equisingular, então F é µ-constante e mi(Xt, 0),

i = 0, . . . , d, são constantes em t ∈ D, onde d é a dimensão de X e mi(Xt, 0) é a

i-ésima multiplicidade polar de (Xt, 0).

Demonstração: Como F é Whitney equisingular, (X , 0) também é Whitney

equisingular. Então, pelo Teorema 2.2.3, mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, são constantes em t ∈ D.

Além disso, como F é boa, segue pelo Corolário 2.2.5 que F é µ-constante.

�

No caso particular em que a IDS é uma ICIS (s = 1), apresentamos condições

su�cientes para F ser Whitney equisingular.

Teorema 2.2.9. Se s = 1, F é µ-constante, mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, e mk(Xt∩f−1
t (0), 0),

k = 0, . . . , d−1, são constantes em t ∈ D, então F é Whitney equisingular, onde mi(Xt, 0)

é a i-ésima multiplicidade polar de (Xt, 0) e mk(Xt∩f−1
t (0), 0) é a k-ésima multiplicidade

polar de (Xt ∩ f−1
t (0), 0).

Demonstração: Como F é µ-constante e (X , 0) é boa, então F é boa, pelo Corolário

2.2.5. Portanto, existe um representante de�nido em D×U , onde D e U são vizinhanças

abertas da origem em C e CN respectivamente, tais que Xt \ {0} é suave e ft é regular

em Xt \ {0}, para qualquer t ∈ D.

Este representante de F admite a estrati�cação

A = {X \ F−1(C× {0}), F−1(C× {0}) \ (C× {0}),C× {0}}

e

A′ = {(C× C) \ (C× {0}),C× {0}}.

Denotamos A = X \ F−1(C × {0}), B = F−1(C × {0}) \ (C × {0}), C = C × {0}, A′ =

(C× C) \ (C× {0}) e B′ = C× {0}.
Notemos que F leva estratos de A submersivamente a estratos de A′. De fato,

olhando para o primeiro estrato temos

F |A : A → A′

(t, x) 7→ F (t, x) = (t, ft(x)).
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Se (t, x) ∈ A, então (t, x) ∈ X com ft(x) 6= 0. Assim, x 6= 0 pois ft(0) = 0. Portanto, F |A
é regular pois F é boa.

Para o segundo estrato,

F |B : B → B′

(t, x) 7→ F (t, x) = (t, 0)

é uma submersão pois a dimensão da Im dF |B é 1 que é igual ao rank da matriz Jacobiana

de F |B.
Além disso,

F |C : C → B′

(t, 0) 7→ (t, 0)

é uma submersão pois é a �aplicação identidade�.

Mostraremos agora que os pares de estratos de A satisfazem as condições de

Whitney. Temos A um conjunto aberto em X 0, onde X 0 = X \ (C × {0}). Como

mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, são constantes em t ∈ D, então (X 0, C) satisfaz as condições de

Whitney (ver [17, Teorema 1]). Então (A,C) também satisfaz as condições de Whitney.

Além disso, mk(Xt∩f−1
t (0), 0), k = 0, . . . , d−1, são constantes em t ∈ D, portanto (B,C)

satisfaz as condições de Whitney, novamente utilizando o Teorema 1 de [17].

O par (A,B), por de�nição, satisfaz as condições de Whitney pois para cada

(t, y) ∈ B, como X é uma variedade, existe um difeomor�smo ϕ : U → U ′, onde U e U ′

são vizinhanças abertas em Cd+1 e X \ (C× {0}) respectivamente com (t, y) ∈ U e d é a

dimensão de X tal que o par (ϕ−1(A∩U ′), ϕ−1(B∩U ′)) satisfaz as condições de Whitney

pois ϕ−1(A ∩ U ′) é um aberto em Cd+1 e assim ϕ−1(A ∩ U ′) contém todas as secantes.

O par de estratos de A′ claramente satisfaz as condições de Whitney.

Além disso, (A,C) e (B,C) satisfazem a condição AF de Thom pois dada {(ti, xi)}
sequência em A (respectivamente em B) com {(ti, xi)} → (t, 0), onde (t, 0) ∈ C, tal que
{ker d(F |A)(ti,xi)} → T temos F |C(t, 0) = (t, 0) e portanto ker d(F |C)(t,0) = {0} ⊂ T .

O par (A,B) satisfaz a condição AF de Thom pois F é uma submersão em

X 0. De fato, seja {(ti, xi)} sequência em A com {(ti, xi)} → (t, x), onde (t, x) ∈ B, tal
que {ker d(F |A)(ti,xi)} → T . Como F é boa, segue que F é submersão em X 0. Logo,

{ker d(F |A)(ti,xi)} → ker d(F |A)(t,x).

Agora, ker d(F |X 0)(ti,xi) = ker d(F |A)(ti,xi) pois A é aberto em X 0. Assim,

{ker d(F |A)(ti,xi)} → ker d(F |X 0)(t,x). Portanto, T = ker d(F |X 0)(t,x).
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Além disso,

ker d(F |B)(t,x) = ker dF(t,x)|T(t,x)B = ker dF(t,x)∩T(t,x)B ⊂ ker dF(t,x) = ker d(F |X 0)(t,x) = T.

Assim, F é Whitney equisingular.

�

Nosso objetivo é estudar o teorema anterior para uma IDS (Teorema 2.2.24). Para

isso, vamos introduzir a (d − 1)-ésima multiplicidade polar da �bra Y := X ∩ f−1(0) de

uma IDS (X, 0) (De�nição 2.2.17). Para garantir sua boa de�nição precisamos do Lema

2.2.14 e do Teorema 2.2.15.

Considerando (X, 0) uma IDS, f : (X, 0) → C um germe de função holomorfa

com singularidade isolada, b = (b1, . . . , bN) ∈ CN e fb|XA : XA → C de�nida por

fb(x1, . . . , xN) = f(x1, . . . , xN) + b1x1 + . . .+ bNxN ,

Ament, Nuño-Ballesteros, Oré�ce-Okamoto e Tomazella em [2] obtêm o seguinte resultado

relacionado à �bra da IDS.

Lema 2.2.10. [2, Lema 3.1] Existe um aberto de Zariski não vazio W ⊂ CN ×Mm,n×C
tal que para todo (b, A, e) ∈ W temos XA ∩ f−1

b (e) é suave e rank(ψA(x)) = s − 1, para

todo x ∈ XA ∩ f−1
b (e).

Lema 2.2.11. Assumimos que (X , 0) é uma suavização determinantal de (X, 0) e F é

tal que ft é regular, para t 6= 0 su�cientemente pequeno. Então

ν(Y, 0) = (−1)d−1(χ(Yt)− 1),

onde Yt = Xt ∩ f−1
t (0).

Demonstração: Tomamos um representante Ψ: D × U → Mm,n, onde D,U são bolas

abertas su�cientemente pequenas centradas na origem em C,CN respectivamente tais que

Yt é suave e rank(ψt(x)) = s − 1 para todo x ∈ Yt e para todo t ∈ D \ {0}. Seja W o

conjunto aberto de Zariski dado pelo Lema 2.2.10, isto é,

W = CN ×Mm,n × C \K,

onde
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K = {α = (b, A, e) ∈ CN ×Mm,n × C | Yα não é regular ou rank(ψA(x)) <

s− 1, para algum x ∈ Yα}.

Construímos uma nova deformação como soma das duas deformações Xt e XA,

isto é, para cada (α, t) = (b, A, e, t) ∈ CN ×Mm,n × C×D denotamos

X(A,t) = (ψt + A)−1(M s
m,n),

f(b,t)|X(A,t)
: X(A,t) → C, f(b,t)(x1, . . . , xN) := ft(x1, . . . , xN) + b1x1 + . . .+ bNxN e

Y(α,t) := X(A,t) ∩ f−1
(b,t)(e).

Mostraremos que existe um subconjunto aberto de Zariski W0 ⊂ CN ×Mm,n ×
C×D tal que

(1) Y(α,t) é suave e rank(ψt(x) + A) = s − 1, para todo x ∈ Y(α,t) e para todo

(α, t) ∈ W0;

(2) χ(Y(α,t)) não depende de (α, t) ∈ W0.

Para a primeira parte, consideramos

C̃ = {(α, t, x) |x é um ponto singular de Y(α,t) ou rank(ψt(x) + A) < s− 1}

e W0 = (CN ×Mm,n × C× C) \ C, onde

C = {(α, t) |Y(α,t) não é regular ou rank(ψt(x) + A) < s− 1 para algum x ∈ Y(α,t)}.

Usando o Critério Jacobiano obtemos que C̃ é um conjunto analítico (ver [29,

Teorema 4.3.15]).

Consideramos π1 : (C̃, 0)→ (CN ×Mm,n × C× C, 0), π1(α, t, x) := (α, t). É fácil

ver que π−1
1 (0) = {0}, pois f tem singularidade em 0. Então, pelo Lema 1.3.2, π1 é uma

aplicação �nita. Assim, pelo Lema 1.3.3, a imagem C = π1(C̃) é analítica.

Tomamos B ⊂ U uma bola fechada perto da origem em CN , su�cientemente

pequena, tal que 0 é a única singularidade de X em B e ∂B é transversal a X e a

X ∩ f−1(0).

Seja

ξ : CN ×Mm,n × C× C×B → Mm,n × C
(α, t, x) 7→ (ψt(x) + A, f(b,t)(x)− e).
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Temos que as aplicações ξ e ∂ξ = ξ|CN×Mm,n×C×C×∂B são submersões. Então, pelo

Teorema 1.8.1 para quase todo (α, t), ξ(α,t) e ∂ξ(α,t) são transversais a Σs−i × {0}, onde
ξ(α,t)(x) = ∂ξ(α,t)(x) = ξ(α, t, x). Mas

dimCN + dim Σs−i × {0} = N +mn− (m− s+ i)(n− s+ i) < mn

se i > 1. Assim, ξ(α,t)(CN) ∩ (Σs−i × {0}) = ∅.
Então Y(α,t) = ξ−1

(α,t)(Σ
s−1 × {0}) é suave e C é próprio.

Mostraremos agora a segunda parte. Seja

π : ξ−1(Σs−1 × {0}) → W0

(α, t, x) 7→ (α, t).

Usamos o Lema 1.8.2 para mostrar que π é uma �bração. Para isso provamos

primeiro que π é própria. De fato, seja K ⊂ W0 compacto. Então K é fechado e limitado.

Notamos que

π−1(K) ⊆ K ×B ⊆ ξ−1(ΣN−1 × {0}).

Como π : ξ−1(Σs−1 × {0}) → W0 é contínua, então π−1(K) é fechado em

ξ−1(Σs−1 × {0}). Assim, π−1(K) é fechado em K × B. Portanto, π−1(K) é fechado

no espaço ambiente.

Além disso, K é limitado então existe R ∈ R tal que

(α, t, x) ∈ π−1(K) então ‖(α, t)‖ < R.

Como x ∈ B, então ‖(α, t, x)‖ < R + ε, onde ε é o raio de B. Assim, π−1(K) é

limitado e, portanto, π é própria.

Se (α, t) ∈ W0, então ξ(α,t) é transversal a Σs−1 × {0} e ∂ξ(α,t) é transversal a

Σs−1 × {0} (Teorema 1.8.1). Usando primeiro que ξ(α,t) é transversal a Σs−1 × {0},

dξ(α,t)|x(TxCN) + Tξ(α,t)(x)(Σ
s−1 × {0}) = Tξ(α,t)(x)(Mm,n × C).

Então

dξ(α,t,x)(0× 0× 0× 0× TxCN) + Tξ(α,t,x)(Σ
s−1 × {0}) = Tξ(α,t,x)(Mm,n × C).
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Temos

T(α,t,x)(CN ×Mm,n × C× C× CN)

= (dξ(α,t,x))
−1(Tξ(α,t,x)(Mm,n × C))

= 0× 0× 0× 0× TxCN + (dξ(α,t,x))
−1(Tξ(α,t,x)(Σ

s−1 × {0}))

= 0× 0× 0× 0× TxCN + T(α,t,x)ξ
−1(Σs−1 × {0}).

Assim

dπ|(α,t,x)(T(α,t,x)ξ
−1(Σs−1 × {0})) = T(α,t)(CN ×Mm,n × C× C).

Então (α, t) é um valor regular de π|ξ−1(Σs−1×{0})\∂(ξ−1(Σs−1×{0})).

Portanto, π|ξ−1(Σs−1×{0})\∂(ξ−1(Σs−1×{0})) é uma submersão.

Agora, usando que ∂ξ(α,t) é transversal a Σs−1 × {0} e repetindo o raciocínio

anterior concluímos que (α, t) é um valor regular de π|∂(ξ−1(Σs−1×{0})). Assim,

π|∂(ξ−1(Σs−1×{0})) é uma submersão.

Portanto, π é uma �bração sobre o conjunto conexo W0. Temos

π−1(α, t) = {(α, t, x) | (α, t, x) ∈ ξ−1(Σs−1 × {0})}

= {(α, t, x) | ξ(α, t, x) ∈ Σs−1 × {0}}

= {(α, t, x) | ξ(α,t)(x) ∈ Σs−1 × {0}}

= {(α, t, x) | x ∈ Y(α,t)}

= {(α, t)} × Y(α,t).

Então

χ(Y(α,t)) = χ({(α, t)} × Y(α,t)) = χ(π−1(α, t)).

Portanto, χ(Y(α,t)) não depende de (α, t) em W0.

Consideramos agora α ∈ W e t ∈ D \ {0}. Então (α, 0) ∈ W0 e (0, 0, 0, t) ∈ W0

pois Y(α,0) = Yα que é suave pelo Lema 2.2.10 e rank(ψ0(x)+A) = rank(ψ(x)+A) = s−1,

para todo x ∈ Yα. Além disso, X(0,t) ∩ f(0,t) = Xt ∩ f−1
t (0) é suave e rank(ψt(x)) = s− 1,

para todo x ∈ Xt ∩ f−1
t (0).
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Assim,

ν(Y, 0) = (−1)d−1(χ(Yα)− 1)

= (−1)d−1(χ(XA ∩ f−1
b (e))− 1)

= (−1)d−1(χ(X(A,0) ∩ f−1
(b,0)(e))− 1)

= (−1)d−1(χ(X(0,t) ∩ f−1
(0,t)(0))− 1)

= (−1)d−1(χ(Yt)− 1).

�

Para a demonstração do Lema 2.2.13 vamos precisar do seguinte resultado que

nos garante que uma determinada função restrita a um conjunto analítico suave é Morse

em quase todo ponto.

Lema 2.2.12. [45, Lema A.2] Sejam V ⊂ CN um subconjunto analítico suave e f : CN →
C uma função holomorfa. Denotamos fa(x1, . . . , xN) := f(x1, . . . , xN)+a1x1 + . . .+aNxN

se a = (a1, . . . , aN) ∈ CN . Então fa|V é uma função de Morse para quase todo ponto

a ∈ CN .

Lema 2.2.13. Nas notações da prova do Lema 2.2.11, existe uma função linear p : CN →
C tal que o conjunto W ⊂ CN ×Mm,n × C × C de pontos (α, t) = (b, A, e, t) nos quais

p|Y(α,t) é uma função de Morse é um conjunto aberto de Zariski não vazio.

Demonstração: Tomamos (α0, t0) = (b0, A0, e0, t0) ∈ CN ×Mm,n×C×C tal que Y(α0,t0)

é suave (existe (α0, t0), pela primeira parte da prova do Lema 2.2.11). Consideramos

a = (a1, . . . , aN) ∈ CN e denotamos por pa : CN → C a função linear pa(x1, . . . , xN) =

a1x1 + . . .+aNxN . Pelo Lema 2.2.12, tomando f ≡ 0, podemos escolher um ponto a ∈ CN

tal que pa|Y(α0,t0) e pa|Y \{0} são funções de Morse. Escolhemos uma destas pa's.

De�nimos C̃ como o subconjunto de pontos (α, t, x) ∈ CN ×Mm,n×C×C×CN

tal que cada x é um ponto singular de Y(α,t) ou x é um ponto crítico degenerado de pa|Y(α,t) .
Pelo Lema 2.1.2, C̃ é analítico.

Seja
π : (C̃, 0) → (CN ×Mm,n × C× C, 0)

(α, t, x) 7→ (α, t).

Temos π−1(0) = {0} pois se x é um ponto singular de Y então x = 0 devido ao

fato que f tem singularidade em 0. Agora, se x é um ponto degenerado de Y , então x = 0
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pois pa foi escolhida tal que pa|Y \{0} é uma função de Morse. Então, pelo Lema 1.3.2, π é

uma aplicação �nita. Assim, pelo Lema 1.3.3, a imagem C := π(C̃) é analítica. Portanto,

W = CN ×Mm,n ×C×C \C é um conjunto aberto de Zariski. Como (α0, t0) ∈ W , W é

não vazio.

�

Lema 2.2.14. Seja p : CN → C uma função linear genérica e c ∈ C\{0} su�cientemente

pequeno. Então

ν(Y ∩ p−1(0), 0) = (−1)d−2(χ(Y ∩ p−1(c))− 1)

= (−1)d−2(χ(Yα ∩ p−1(0))− 1)

= (−1)d−2(χ(Yα ∩ p−1(c))− 1),

onde d = dim(X, 0) e Yα = XA ∩ f−1
b (e) com α = (b, A, e) ∈ CN ×Mm,n × C genérico.

Demonstração: Tomando uma mudança linear de coordenadas, podemos assumir que

p(x1, . . . , xN) = xN . Denotamos para cada c ∈ C \ {0}

ψc(x1, . . . , xN−1) = ψ(x1, . . . , xN−1, c).

Temos as seguintes identi�cações:

(1) (Y ∩p−1(0), 0) corresponde com (Z∩f−1(0), 0), onde (Z, 0) = (ψ−1
0 (M s

m,n), 0).

De fato, Z ∩ f−1(0) = ψ−1
0 (M s

m,n) ∩ f−1(0) mas ψ0(x1, . . . , xN−1) =

ψ(x1, . . . , xN−1, 0) = ψ(x1, . . . , xN−1, p(x1, . . . , xN−1, 0)). Logo, Z∩f−1(0) = ψ−1
0 (M s

m,n)∩
f−1(0) corresponde a ψ−1(M s

m,n) ∩ p−1(0) ∩ f−1(0) = Y ∩ p−1(0).

Analogamente, temos as demais correspondências.

(2) Yα ∩ p−1(0) corresponde com ZA ∩ f−1
b (e), onde ZA = (ψ0 + A)−1(M s

m,n);

(3) Y ∩ p−1(c) é homeomorfo a Zc ∩ f−1(0), onde Zc = (ψc)
−1(M s

m,n);

(4) Yα ∩ p−1(c) é isomorfo a Z(A,c) ∩ f−1
(b,c)(e), onde Z(A,c) = (ψc + A)−1(M s

m,n).

Usando os mesmos resultados da prova do Lema 2.2.11 temos o desejado.

�

Seja p : CN → C uma função linear genérica. Temos que (X∩p−1(0), 0) é também

uma IDS no hiperplano p−1(0).
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Temos (X ∩ p−1(0))A = XA ∩ p−1(0). De fato, nas notações do Lema 2.2.14,

(X ∩ p−1(0))A = (ψ0 + A)−1(M s
m,n) = (ψ + A)−1(M s

m,n) ∩ p−1(0) = XA ∩ p−1(0),

aplicando a Equação (2.1) para a �bra da IDS (X ∩ p−1(0), 0) temos

ν(X ∩ p−1(0) ∩ f−1(0), 0) := (−1)d−2(χ(XA ∩ p−1(0) ∩ f−1
b (e))− 1),

com (b, A, e) ∈ CN ×Mm,n×C valores genéricos tais que XA∩p−1(0) é suave, fb|XA∩p−1(0)

é uma função de Morse e e é um valor regular de fb|XA∩p−1(0).

Teorema 2.2.15. Seja f : (X, 0)→ (C, 0) uma função com singularidade isolada em uma

IDS (X, 0). Seja p : CN → C uma função linear genérica, α = (b, A, e) ∈ CN ×Mm,n×C
genérico e Yα = XA ∩ f−1

b (e). Então

]S(p|Yα) = ν(Y, 0) + ν(Y ∩ p−1(0), 0).

Demonstração: Escolhemos α = (b, A, e) ∈ CN ×Mm,n ×C genérico tal que Yα é suave

e p|Yα é uma função de Morse (existe α, pelo Lema 2.2.10 e pela prova do Lema 2.2.13

para t = 0). Seja c ∈ C um valor regular de p|Yα . Pelo Teorema 2.1.6 e pelo Lema 2.2.14,

]S(p|Yα) = (−1)d(χ(p−1(c) ∩ Yα)− χ(Yα))

= (−1)d(χ(p−1(c) ∩ Yα)− 1 + 1− χ(Yα))

= (−1)d((−1)d−2ν(Y ∩ p−1(0), 0) + (−1)(−1)d−1ν(Y, 0))

= ν(Y ∩ p−1(0), 0) + ν(Y, 0).

�

Observação 2.2.16. Notamos que ]S(p|Yα) não depende da escolha da função linear p e

nem de α.

De fato, por Lê e Teissier em [34] e pelo Lema 2.2.14 temos

Eu(Y, 0) = χ(Y ∩ p−1(t)) = (−1)d−2ν(Y ∩ p−1(0), 0) + 1,

onde Eu(Y, 0) é a obstrução de Euler local.
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Pelo Teorema 2.2.15

]S(p|Yα) = ν(Y, 0) + (−1)d−2Eu(Y, 0) + (−1)d−1.

A partir dessa observação �ca bem de�nida a seguinte:

De�nição 2.2.17. A (d− 1)-ésima multiplicidade polar da �bra é

md−1(Y, 0) := ]S(p|Yα),

onde p : CN → C é uma função linear, α = (b, A, e) ∈ CN ×Mm,n × C é genérico e d é a

dimensão de (X, 0).

No caso de uma ICIS de dimensão d, Jorge Perez e Saia em [30] provaram que

1 + (−1)dµ(X, 0) =
d∑
i=0

(−1)imi(X, 0). (2.3)

Como, para f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função holomorfa com singularidade

isolada temos que (X∩f−1(0), 0) é também uma ICIS, de dimensão d−1, podemos aplicar

a fórmula acima para (X ∩ f−1(0), 0).

Em [45, Teorema 4.5] é provado um resultado similar para uma IDS (X, 0) de

dimensão d, isto é,

Eu(X, 0) + (−1)dmd(X, 0) = 1 + (−1)dν(X, 0).

Temos o seguinte resultado que nos garante que esta fórmula é também válida

para a �bra, Y = X ∩ f−1(0), da IDS (X, 0).

Corolário 2.2.18. Sejam (X, 0) uma IDS e f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função

holomorfa com singularidade isolada. Então

Eu(Y, 0) + (−1)d−1md−1(Y, 0) = 1 + (−1)d−1ν(Y, 0).

Com isso, obtemos para (Y, 0) uma fórmula semelhante à provada em [47,
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Corolário 3.3] para uma IDS (X, 0) d-dimensional

ν(X, 0) = (−1)d(
d∑
i=0

(−1)imi(X, 0)− 1).

Corolário 2.2.19. Sejam (X, 0) uma IDS e f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função

holomorfa com singularidade isolada. Então

ν(Y, 0) = (−1)d−1(
d−2∑
i=0

(−1)d−i−2mi(Y, 0)− 1) +md−1(Y, 0).

Demonstração: Pelo Corolário 2.2.18,

ν(Y, 0) = (−1)d−1Eu(Y, 0) +md−1(Y, 0) + (−1)d.

Pelo Teorema 1.9.1,

Eu(Y, 0) =
d−2∑
i=0

(−1)d−i−2mi(Y, 0).

Portanto,

ν(Y, 0) = (−1)d−1(
d−2∑
i=0

(−1)d−i−2mi(Y, 0)− 1) +md−1(Y, 0).

�

Como ν(X, 0) e ν(Y, 0) podem ser escritas em termos das multiplicidades

mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, e mk(Yt, 0), k = 0, . . . , d− 1, respectivamente, então pela fórmula

de Lê-Greuel temos o seguinte resultado.

Corolário 2.2.20. Sejam F = {ft : (Xt, 0) → (C, 0)}t∈D uma família de funções com

singularidade isolada em IDS. Se mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, e mk(Yt, 0), k = 0, . . . , d − 1,

são constantes em t ∈ D, então F é µ-constante.

Nosso objetivo agora é provar, no Teorema 2.2.23, que se mk(Xt ∩ f−1
t (0), 0) são

constantes, para todo k = 1, . . . , d− 1, então (F−1(C×{0}) \ (C×{0}),C×{0}) satisfaz
as condições de Whitney. Para isto precisamos estudar alguns resultados de [47] para a

�bra (Y, 0).



43

Lema 2.2.21. Seja F : (X , 0) → (C × C, 0) um desdobramento qualquer de uma

função f : (X, 0) → (C, 0) com singularidade isolada em uma IDS (X, 0). Para todo t

su�cientemente pequeno,

md−1(Y, 0) =
∑

y∈S(p|
Y 0
t

)

µ(p|Yt , y) +
∑

z∈S(Yt)

md−1(Yt, z),

onde S(Yt) é o conjunto singular de Yt e Y 0
t = Yt \ S(Yt).

Demonstração: Escolhemos uma vizinhança aberta Bε de Y tal que em Bε a origem é

o único ponto singular de Y .

Denotamos por z1, . . . , zk e y1, . . . , yl os pontos singulares de Yt e p|Y 0
t
,

respectivamente.

Para cada i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , l, escolhemos um disco de Milnor Di para

(Yt, zi) e Ej em torno de yj para p|Y 0
t
tal que os discos são dois a dois disjuntos.

Seja pa uma deformação linear genérica de p tal que pa|Y(α,t) é uma função de

Morse (existe tal pa devido a prova do Lema 2.2.13).

Assim,

md−1(Y, 0) = ]S(pa|Y(α,t))

=
l∑

j=1

]S(pa|Y(α,t)∩Ej) +
k∑
i=1

]S(pa|Y(α,t)∩Di)

=
l∑

j=1

µ(p|Yt , yj) +
k∑
i=1

md−1(Yt, zi).

�

Sejam (X , 0) uma variedade (d+ 1)-dimensional e π : (X , 0)→ (C, 0) a projeção

π(t, x) = t. Em [53] estão de�nidas as multiplicidades polares relativas, mi(X , π, 0), como

a multiplicidade polar relativa da variedade polar {(t, x) |x ∈ S(p|X0
t
)}, onde p : CN →

Cd−i+1 é uma projeção linear genérica e i = 0, . . . , d.

Lema 2.2.22. Se (Y , 0) é uma família boa e md−1(Yt, 0) é constante, então

md−1(Y , π, 0) = 0, onde Y = X ∩ F−1(C × {0}) e π : (Y , 0) → (C, 0) é a projeção

π(t, x) = t.
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Demonstração: Pelo Lema 2.2.21,

md−1(Y, 0) =
∑

y∈S(p|
Y 0
t

)

µ(p|Yt , y) +md−1(Yt, 0).

Como md−1(Yt, 0) é constante,
∑

y∈S(p|
Y 0
t

)

µ(p|Yt , y) = 0. Então µ(p|Yt , y) = 0 para todo

y ∈ S(p|Y 0
t

). Logo, S(p|Y 0
t

) = ∅. Denotamos P (t, x) = (t, p(x)) e temos

md−1(Y , π, 0) = m0(S(P |Y0), 0) = m0({(t, x) |x ∈ S(p|Y 0
t

)}, 0) = m0(∅, 0) = 0.

�

Teorema 2.2.23. Se (Y , 0) = (X ∩F−1(C×{0}), 0) é uma família boa, então mk(Yt, 0),

k = 0, . . . , d−1, são constantes em t ∈ D se, e somente se, o par (Y \ (C×{0}),C×{0})
satisfaz as condições de Whitney.

Demonstração: Como mk(Yt, 0), k = 0, . . . , d − 1, são constantes em t ∈ D, então

md−1(Yt, 0) é constante. Logo, pelo Lema 2.2.22, md−1(Y , π, 0) = 0. Assim, por [18,

Corolário 5.12], (Y \ (C× {0}),C× {0}) satisfaz as condições de Whitney.

Reciprocamente, assumimos que (Y \ (C×{0}),C×{0}) satisfaz as condições de
Whitney. Por resultados de Teissier em [53], mk(Y , π, (t, 0)) é constante em t ∈ D para

k = 1, . . . , d− 1. Assim, md−1(Y , π, (t, 0)) é constante em t ∈ D.

Suponha que md−1(Y , π, (t, 0)) = md−1(Y , π, 0) 6= 0 para t ∈ D.

Como (t, 0) /∈ S(P |Y0) pois Y 0
t = Yt\{0}, então T = D×{0} ⊂ S(P |Y0)\S(P |Y0).

Por outro lado, como S(P |Y0) é analítico de dimensão 1, então S(P |Y0) \ S(P |Y0) tem

dimensão 0. Portanto, T = D × {0} está contido em um conjunto de dimensão 0, mas

isso é um absurdo. Então md−1(Y , π, (t, 0)) = md−1(Y , π, 0) = 0 para t ∈ D.

Portanto,

md−1(Y , π, 0) = m0(S(P |Y0), 0) = m0({(t, x) |x ∈ S(p|Y 0
t

)}, 0) = 0.

Então S(P |Y0) = ∅ e, assim, S(p|Y 0
t

) = ∅. Portanto,
∑

y∈S(p|
Y 0
t

)

µ(p|Yt , y) = 0. Pelo

Lema 2.2.21,

md−1(Y, 0) = md−1(Yt, 0),
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então md−1(Yt, 0) é constante.

Para k = 0, . . . , d− 2, mk(Yt, 0) são constantes por [18, Teorema 5.6].

�

Teorema 2.2.24. Se (X , 0) é uma família boa, mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, e mk(Yt, 0),

k = 0, . . . , d− 1, são constantes em t ∈ D, então F é Whitney equisingular.

Demonstração: Pelo Corolário 2.2.20, F é µ-constante. Além disso, (X , 0) é boa. Então

F é boa, pelo Corolário 2.2.5. Portanto, existe um representante de�nido em D×U , onde
D e U são vizinhanças abertas da origem em C e CN respectivamente, tais que Xt \ {0}
é suave e ft é regular em Xt \ {0}, para qualquer t ∈ D.

Este representante de F admite a estrati�cação

A = {X \ Y ,Y \ (C× {0}),C× {0}}

e

A′ = {(C× C) \ (C× {0}),C× {0}},

onde Y = X ∩ F−1(C × {0}), A é uma estrati�cação de X e A′ é uma estrati�cação de

C×C. Denotamos A = X \Y , B = Y \ (C×{0}), C = C×{0}, A′ = (C×C) \ (C×{0})
e B′ = C× {0}.

Notemos que F leva estratos de A submersivamente a estratos de A′. De fato,

olhando para o primeiro estrato temos

F |A : A → A′

(t, x) 7→ F (t, x) = (t, ft(x)).

Se (t, x) ∈ A, então (t, x) ∈ X com ft(x) 6= 0. Assim, x 6= 0 pois ft(0) = 0. Portanto, F |A
é regular pois F é boa.

Para o segundo estrato,

F |B : B → B′

(t, x) 7→ F (t, x) = (t, 0)

é uma submersão pois a dimensão da Im dF |B é 1 que é igual ao rank da matriz Jacobiana

de F |B.
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Além disso,
F |C : C → B′

(t, 0) 7→ (t, 0)

é uma submersão pois é a �aplicação identidade�.

Mostraremos agora que os pares de estratos de A satisfazem as condições de

Whitney. Temos A um conjunto aberto em X 0, onde X 0 = X \ (C×{0}). Como (X , 0) é

boa e mi(Xt, 0), i = 0, . . . , d, são constantes em t ∈ D, então (X 0, C) satisfaz as condições

de Whitney, pelo Teorema 2.2.3. Então (A,C) também satisfaz as condições de Whitney.

Como F é boa, então (Y , 0) é boa. Logo, o par (B,C) satisfaz as condições de

Whitney, pelo Teorema 2.2.23.

O par (A,B), por de�nição, satisfaz as condições de Whitney, pois para cada

(t, y) ∈ B, como X é variedade, existe um difeomor�smo ϕ : U → U ′, onde U e U ′ são

vizinhanças abertas em Cd+1 e X \ (C × {0}) respectivamente, com (t, y) ∈ U e d é a

dimensão de X tal que o par (ϕ−1(A∩U ′), ϕ−1(B∩U ′)) satisfaz as condições de Whitney

pois ϕ−1(A ∩ U ′) é um aberto em Cd+1 e assim ϕ−1(A ∩ U ′) contém todas as secantes.

O par de estratos de A′ claramente satisfaz as condições de Whitney.

Além disso, (A,C) e (B,C) satisfazem a condição AF de Thom pois dada {(ti, xi)}
sequência em A (respectivamente em B) com {(ti, xi)} → (t, 0), onde (t, 0) ∈ C, tal que
{ker d(F |A)(ti,xi)} → T (respectivamente para B) temos F |C(t, 0) = (t, 0) e portanto

ker d(F |C)(t,0) = {0} ⊂ T .

O par (A,B) satisfaz a condição AF de Thom pois F é uma submersão em

X 0. De fato, seja {(ti, xi)} sequência em A com {(ti, xi)} → (t, x), onde (t, x) ∈ B, tal
que {ker d(F |A)(ti,xi)} → T . Como F é boa, segue que F é submersão em X 0. Logo,

{ker d(F |A)(ti,xi)} → ker d(F |A)(t,x).

Agora, ker d(F |X 0)(ti,xi) = ker d(F |A)(ti,xi) pois A é aberto em X 0. Assim,

{ker d(F |A)(ti,xi)} → ker d(F |X 0)(t,x). Portanto, T = ker d(F |X 0)(t,x). Então

ker d(F |B)(t,x) = ker dF(t,x)|T(t,x)B = ker dF(t,x)∩T(t,x)B ⊂ ker dF(t,x) = ker d(F |X 0)(t,x) = T.

Assim, F é Whitney equisingular.

�
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Por Teissier [53, De�nição 1.5] temos

ν∗(Xt, 0) := (ν0(Xt, 0), . . . , νd(Xt, 0)),

onde νj(Xt, 0) = ν(X ∩HN−(d−j), 0) com ν(X ∩HN−(d−j), 0) denotando a característica

de Euler da IDS X ∩HN−(d−j) no hiperplano genérico HN−(d−j).

Por [53, Observação 1.6], ν0(Xt, 0) = m0(Xt, 0) − 1. Além disso, para i > 0

mi(Xt, 0) = νi(Xt, 0) + νi−1(Xt, 0). Então mi(Xt, 0) são constantes se, e somente se,

ν∗(Xt, 0) é constante.



Capítulo

3

Deformações de funções sobre ICIS

Em 1986, Greuel estudou a relação entre a constância do número de Milnor de

uma família de germes de funções holomorfas {ft : (CN , 0) → (C, 0)} e o fecho integral

do ideal jacobiano (sem derivar com relação ao parâmetro) dessa família. O resultado de

Greuel se resume em:

Teorema 3.0.1. [25, Teorema 1.1] Seja f : (CN , 0) → (C, 0) um germe de função

holomorfa com singularidade isolada. Para qualquer deformação F : (C×CN , 0)→ (C, 0)

de f , as seguintes condições são equivalentes

(1) F é µ-constante;

(2) Para toda curva holomorfa γ : (C, 0)→ (C× CN , 0)

ϑ

(
∂F

∂t
◦ γ
)
> inf{ϑ

(
∂F

∂xi
◦ γ
)
| i = 1, . . . , N},

onde ϑ denota a valorização usual da curva complexa, ou seja, é a valorização de ON que

leva uma série de potências em seu menor grau;

(3) Mesma condição de (2) com “ > ” substituído por “ ≥ ”;

(4) ∂F
∂t
∈ J , onde J denota o fecho integral do ideal Jacobiano J =

〈
∂F
∂x1
, . . . , ∂F

∂xN

〉
como um ideal em ON+1;

(5) ∂F
∂t
∈
√
J , onde

√
J denota o radical de J como um ideal em ON+1;

(6) V (J) = {(t, x) ∈ C × CN | ∂F
∂xi

(t, x) = 0, i = 1, . . . , N} = C × {0} próximo

de (0, 0).

Ahmed, Ruas e Tomazella, em [1], estudam o Teorema 3.0.1 para o número de

Bruce-Roberts. Nesse estudo, os itens (1) a (6) do Teorema 3.0.1 foram adaptados para

o número de Bruce-Roberts e denotados por (1r) a (6r). Eles mostram que (2r) ⇒ (3r)

48
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⇔ (4r) ⇒ (5r), (1r) ⇒ (6r) e se, C := {(t, x) ∈ C× CN | dF (ξi(x)) = 0, ∀ i = 1, . . . , p},
é uma variedade Cohen-Macaulay, então (6r) ⇒ (1r). Além disso, podemos ver em [1],

que (4r)⇒ (1r) se (X, 0) é uma hipersuperfície com singularidade isolada cuja variedade

logarítmica característica de X, LC(X), é Cohen-Macaulay. Recentemente, em [42], foi

provado que se (X, 0) é uma hipersuperfície com singularidade isolada, então LC(X) é

Cohen-Macaulay.

Nosso objetivo, neste capítulo, é produzir teoremas como o de Greuel para famílias

de germes de funções de�nidas sobre variedades singulares e relacionar as condições de

Whitney com o fecho integral do ideal que de�ne o conjunto singular de cada membro

dessas famílias. Existem duas maneiras para se realizar esse estudo. A primeira é

deformar apenas a função e a segunda é deformar a função e a variedade. Para a primeira

opção descrevemos nossos resultados obtidos no artigo [11]. Nesse capítulo apresentamos

também o estudo da segunda opção, cujo artigo está sendo preparado.

A constância do número de Milnor de uma ICIS satisfaz propriedades

interessantes, como por exemplo, se o número de Milnor da ICIS é constante então o

tipo topológico de uma família de ICIS de dimensão d 6= 2 é constante (ver em [49]).

O próximo teorema nos fornece uma fórmula para calcular o número de Milnor

de uma ICIS, conhecida como fórmula de Lê-Greuel.

Teorema 3.0.2. [37, p.77] Sejam φ1, . . . , φp ∈ ON e suponhamos que X1 =

V (φ1, . . . , φp−1) e X2 = V (φ1, . . . , φp−1, φp) são ICIS. Então

µ(X1, 0) + µ(X2, 0) = dimC
ON

〈φ1, . . . , φp−1〉+ Ip(Jx(φ1, . . . , φp))
.

Sejam φ : (CN , 0) → (Cp, 0) um germe de aplicação holomorfa cujo conjunto de

zeros de�ne uma ICIS, (X, 0), e f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função holomorfa com

singularidade isolada.

Seja

Φ: (C× CN , 0)→ (Cp, 0)

deformação de φ, tal que φ0 = φ, onde φs(x) = Φ(s, x). Denotamos X = Φ−1(0),

(Xs, 0) := (φ−1
s (0), 0) e assumimos que (Xs, 0) é suave para s 6= 0 su�cientemente pequeno.

Dizemos que (X , 0) é uma suavização de (X, 0).

Além disso, seja

f̃ : (X , 0)→ (C, 0)
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um germe de função holomorfa tal que para todo s 6= 0 su�cientemente pequeno, o germe

fs : (Xs, 0) → (C, 0)

x 7→ f̃(s, x)

é uma função de Morse.

Inspirado por [40], com o objetivo de de�nir o número de Milnor de f , tomamos

um representante de (X , 0), X = Φ−1(0), onde Φ: B → Cp é de�nida em uma bola

su�cientemente pequena B = Bε centrada na origem em C×CN , e o representante de f̃ ,

f̃ : X → C.

De�nição 3.0.3. O número de Milnor de f é

µ(f) := ]S(fs),

onde S(fs) é o conjunto dos pontos críticos do representante de fs de�nido pelo

representante de f̃ acima.

Notamos que

µ(f) = µ(X, 0) + µ(X ∩ f−1(0), 0).

De fato, se D = {(s, x) ∈ X | x é um ponto singular de fs} e π : D → C é a restrição da

projeção na primeira coordenada, então

µ(f) = deg(π).

Portanto,

µ(f) = e

(
〈s〉, OX ,0

Ip+1(Jx(fs, φs))

)
.

Como OX ,0
Ip+1(Jx(fs,φs))

é um anel determinantal, é Cohen-Macaulay. Assim,

e
(
〈s〉, OX ,0

Ip+1(Jx(fs,φs))

)
= dimC

OX ,0
〈s〉+Ip+1(Jx(fs,φs))

(ver [39]). Então
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µ(f) = dimC
OX ,0

〈s〉+ Ip+1(Jx(fs, φs))

= dimC

ON+1

〈Φ〉

〈s〉+ Ip+1(Jx(fs, φs))

= dimC
ON

〈φ〉+ Ip+1(Jx(f, φ))

= µ(X, 0) + µ(X ∩ f−1(0), 0),

onde a última igualdade segue do Teorema 3.0.2.

Exemplo 3.0.4. Sejam (X, 0) ⊂ (C2, 0) uma ICIS de�nida por φ(x, y) = x2 − y3 e

f : (X, 0)→ (C, 0) de�nida por f(x, y) = x. Notemos que

Jx(f, φ) =

∣∣∣∣∣ ∂f
∂x

∂f
∂y

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1 0

2x −3y2

∣∣∣∣∣ ,
onde x = (x, y).

Assim, 〈φ〉+ I2(Jx(f, φ)) = 〈x2 − y3,−3y2〉. Temos

µ(f) = dimC
O2

〈φ〉+ I2(Jx(f, φ))
= dimC

O2

〈x2 − y3, y2〉
= dimC

O2

〈x2, y2〉
= 4.

Seja f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função holomorfa com singularidade isolada,

onde (X, 0) é uma ICIS. Consideremos

F : (C×X, 0) → (C, 0)

(t, x) 7→ ft(x)

uma deformação (�at) de f .

De�nição 3.0.5. Dizemos que F é µ-constante se µ(ft) = µ(f), para t su�cientemente

pequeno.

Exemplo 3.0.6. Nas notações do Exemplo 3.0.4 consideremos a deformação de f dada

por F ((x, y), t) = x+ ty. Notemos que

Jx(F, φ) =

(
∂F
∂x

∂F
∂y

∂φ
∂x

∂φ
∂y

)
=

(
1 t

2x −3y2

)
,
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onde x = (x, y).

Assim, 〈φ〉+ I2(Jx(F, φ)) = 〈x2 − y3, 3y2 + 2tx〉.
Se t 6= 0 temos

µ(ft) = dimC
O2

〈φ〉+ I2(Jx(F, φ))
= dimC

O2

〈x2 − y3, 3y2 + 2tx〉
.

Notemos que x2 − y3 + 1
3
y(3y2 + 2tx) = x2 + 2

3
txy e x

2t
(3y2 + 2tx) = 3

2t
xy2 + x2.

Além disso, (x2 + 2
3
txy) − ( 3

2t
xy2 + x2) = 2

3
txy − 3

2t
xy2 = xy(2

3
t − 3

2t
y). Pela Proposição

1.2.1, (2
3
t − 3

2t
y) é um elemento inversível. Assim, xy(2

3
t − 3

2t
y) ' xy (quando tivermos

hg com g invertível dizemos que hg é identi�cado com h, o qual denotamos por hg ' h).

Portanto, y(3y2 + 2tx) ' y3 e, então x2 − y3 ' x2. Logo, µ(ft) = dimCC{1, x, y, y2}.
Agora, x e y2 não podem �car juntos no quociente pois 3y2 + 2tx ∈ 〈φ〉 + I2(Jx(F, φ))

e como estamos pensando na dimensão, a escolha de qualquer um deles para estar no

quociente é independente, então vamos escolher x e assim µ(ft) = dimCC{1, x, y} = 3.

Vimos no Exemplo 3.0.4 que µ(f) = 4.

Portanto, µ(f) 6= µ(ft). Logo, F não é µ-constante,

Observação 3.0.7. O cálculo do número de Milnor pode ser feito também com o auxílio

do software SINGULAR.

Para µ(f), do Exemplo 3.0.4, no SINGULAR digitamos:

> ring r = 0, (x, y), ds;

> ideal I = x2− y3,−3y2;

> vdim(std(I));

4 (isto signi�ca que µ(f) = 4).

3.1 Fecho integral de um ideal e condições de Whitney

Dividimos esse estudo em duas subseções. Na primeira, dada {ft : (X, 0) →
(C, 0)} uma família de germes de funções, onde (X, 0) é uma ICIS vamos produzir um

teorema do tipo Greuel e relacionar as condições de Whitney ao fecho integral do ideal que

de�ne o conjunto singular de cada membro da família {ft : (X, 0)→ (C, 0)}. Na segunda

subseção, dada {ft : (Xt, 0)→ (C, 0)} uma família de germes de funções, onde {(Xt, 0)} é
uma família de ICIS vamos primeiro relacionar as condições de Whitney ao fecho integral

do ideal que de�ne o conjunto singular de cada membro da família {(Xt, 0)}. Em seguida
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relacionamos as condições de Whitney ao fecho integral do ideal que de�ne o conjunto

singular de cada membro da família {ft : (Xt, 0)→ (C, 0)} e produzimos outra versão do

Teorema de Greuel.

3.1.1 Deformando apenas a função

Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma ICIS de�nida por um germe de aplicação holomorfa

φ : (CN , 0)→ (Cp, 0), com p+1 ≤ N , e f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função holomorfa

com singularidade isolada. Consideramos

F : (C×X, 0) → (C, 0)

(t, x) 7→ ft(x)

uma deformação (�at) de f , tal que ft(0) = 0 para t su�cientemente pequeno.

Queremos estudar como o teorema de Greuel se comporta nesse caso. O ideal

J que aparece no Teorema 3.0.1 é o ideal que de�ne o conjunto singular de cada germe

ft se consideramos t como uma constante. Então é natural olhar o ideal de�nindo o

conjunto singular de cada membro da família ft : (X, 0) → C, isto é, o ideal JG gerado

pelos menores de ordem máxima da matriz Jacobiana de G = (φ, F̃ ) (com respeito a x

apenas) como um ideal em OC×X,(t,0), onde F̃ : (C×CN , 0)→ (C, 0) é tal que F̃ |C×X = F .

SeM é a matriz Jacobiana deG (com respeito a x apenas) denotamos os geradores

de JG por Mv, com

v = (j1, . . . , jp+1), com j1 < · · · < jp+1 e j1, . . . , jp+1 ∈ {1, . . . , N}. (3.1)

As a�rmações do Teorema 3.0.1 nesse contexto são

(1X) F é µ-constante;

(2X) Para cada curva holomorfa γ : (C, 0)→ (C×X, 0)

ϑ

(
∂F

∂t
◦ γ
)
> inf{ϑ(Mv ◦ γ), para todo v em (3.1)},

onde ϑ denota a valorização usual de uma curva complexa, ou seja, é a valorização de ON
que leva uma série de potências em seu menor grau;

(3X) Mesma condição que em (2X) com “ > ” substituído por “ ≥ ”;

(4X) ∂F
∂t
∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0);
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(5X) ∂F
∂t
∈
√
JG como um ideal em OC×X,(t,0);

(6X) V (JG) = {(t, x) ∈ C×CN | Mv(t, x) = 0, para todo v em (3.1)} = C×{0}
perto de (0, 0) em OC×X,(t,0).

Note que a condição (6X) é equivalente a dizer que a família F é boa.

Escrevemos (1), . . . , (6) no lugar de (1X), . . . , (6X).

Infelizmente, as a�rmações (1) a (6) não são equivalentes. Mas mostramos que

(2) ⇒ (3) ⇔ (4) ⇒ (5),

(1) ⇔ (6) ⇒ (5),

e apresentamos contra-exemplos para algumas das demais implicações.

Ga�ney em [16] prova o seguinte resultado relacionando as condições de Whitney

ao fecho integral de módulo.

Teorema 3.1.1. [16, Teorema 2.5] Sejam G : C × CN → (Cm, 0), (t, x) 7→ G(t, x),

de�nindo X = G−1(0) com estrutura reduzida, Y = C × {0} e X0 a parte suave de

X. Então ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OX,0

para todo vetor tangente ∂
∂t

em C × {0} se, e somente se,

(X0, Y ) satisfaz as condições de Whitney, onde {xi ∂G∂xj }OX,0
denota o fecho integral do

OX,0-módulo {xi ∂G∂xj }.

Ressaltamos aqui que para simpli�car notações estamos denotando o módulo

gerado por {xi ∂G∂xj | i, j = 1, . . . , N} simplesmente por {xi ∂G∂xj }.

Teorema 3.1.2. Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma ICIS de�nida por φ : (CN , 0) → (Cp, 0)

(não suave em 0) e f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função holomorfa com singularidade

isolada. Sejam F : (C × X, 0) → (C, 0) uma deformação (�at) de f e G : C × CN →
(C×Cp, 0) a aplicação de�nida por G(t, x) = (φ(x), F̃ (t, x)), onde F̃ : (C×CN , 0)→ (C, 0)

é tal que F̃ |C×X = F . Se ∂F
∂t
∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0) então

(1) ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OC×X,(t,0)

;

(2) (((C × X) ∩ F−1(0))0,C × {0}) satisfaz as condições de Whitney, onde

((C×X) ∩ F−1(0))0 é a parte suave de (C×X) ∩ F−1(0).

Demonstração: Novamente, denotando a matriz Jacobiana de G (com relação a x

apenas) por M e calculando cada menor em JG pela última linha, obtemos para cada

v = (j1, . . . , jp+1),

Mv = (−1)p+2 ∂F̃

∂xj1
Mv1 + (−1)p+3 ∂F̃

∂xj2
Mv2 + · · ·+ ∂F̃

∂xjp+1

Mvp+1 ,



55

onde vk = (j1, . . . , ĵk, . . . , jp+1).

Então

(0, . . . , 0,Mv) =

(
p+1∑
l=1

(−1)p+1+l ∂φ1

∂xjl
Mvl , . . . ,

p+1∑
l=1

(−1)p+1+l ∂φp
∂xjl

Mvl ,

p+1∑
l=1

(−1)p+1+l ∂F̃

∂xjl
Mvl

)
.

Assim,

(0, . . . , 0,Mv) ∈
{
xi
∂G

∂xj

}
OC×X,(t,0)

,

pois Mvl , para l = 1, . . . , p+ 1, compõem o conjunto singular de φ e como φ é não suave

em 0, então a matriz Jacobiana de φ não atinge rank máximo em 0.

Por hipótese, ∂F
∂t
∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0) então pelo Teorema 1.5.4,

para toda curva γ : (C, 0)→ (C×X, 0), ∂F
∂t
◦ γ ∈ 〈Mv ◦ γ〉 e, portanto,

∂G

∂t
◦ γ =

(
0, . . . , 0,

∂F̃

∂t
◦ γ

)
∈ {(0, . . . , 0,Mv ◦ γ)} ⊂

{
xi
∂G

∂xj
◦ γ
}
OC×X,(t,0)

.

Novamente, pelo Teorema 1.5.4, ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OC×X,(t,0)

, o que conclui a prova de (1).

Provamos agora (2). Por (1), ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OC×X,(t,0)

. Então, como X ∩ f−1
t (0) ⊂

C×X, concluímos que ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }O

X∩f−1
t (0),0

.

Então, pelo Teorema 3.1.1, (((C×X) ∩ F−1(0))0,C× {0}) satisfaz as condições
de Whitney.

�

Teorema 3.1.3. Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma ICIS de�nida por φ : (CN , 0) → (Cp, 0) e

f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função com singularidade isolada. Seja F : (C×X, 0)→
(C, 0) uma deformação (�at) de f . Então

(2) ⇒ (3) ⇔ (4) ⇒ (5),

(1) ⇔ (6) ⇒ (5).

Demonstração: É trivial que (2)⇒ (3). A equivalência (3)⇔ (4) segue por (i)⇔ (iv) no

Teorema 1.5.4. Além disso, pela Observação 1.5.2, JG ⊂
√
JG como ideais em OC×X,(t,0),

então (5) segue diretamente de (4). Agora, vamos trabalhar nas demais implicações.

Tomamos um representante de (X, 0), X = φ−1(0), onde φ : B → Cp é de�nida em

uma bola su�cientemente pequena B = Bε centrada na origem em CN , e um representante
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de F , F̃ : D ×X → C, onde D é um disco su�cientemente pequeno em torno da origem

em C. Denotamos por ft o representante de ft : (X, 0) → C determinado por F̃ . Além

disso, escrevemos f ao invés de f0.

(1) ⇒ (6):

Pela Observação 2.1.4, ON+1

〈φ〉+JG
é Cohen-Macaulay. Então, pelo Princípio da

Conservação do Número ([29, Teorema 6.4.7]), para cada t ∈ C su�cientemente pequeno,

µ(f) =
∑

(t,x)∈V (JG)∩({t}×CN )

µ(ft, x).

Por hipótese, µ(ft) = µ(f), então µ(ft, x) = 0 para todo x 6= 0.

Agora, se (t, x) ∈ V (JG) temos V (JG) 6= ∅. Assim, OC×X,(t,0) 6= JG. Logo,

dimC
OC×X,(t,0)

JG
6= 0, ou seja, µ(ft, x) 6= 0. Então x = 0.

Portanto, V (JG) = C× {0} perto de (0, 0).

(6) ⇒ (1):

Por hipótese, V (JG) = C× {0} próximo de (0, 0).

Novamente pelo Princípio da Conservação do Número,

µ(f) =
∑

(t,x)∈V (JG)∩({t}×CN )

µ(ft, x).

Como (t, x) ∈ V (JG) então x = 0. Logo, µ(f) = µ(ft).

(6) ⇒ (5):

Por hipótese, V (JG) = C×{0} próximo de (0, 0). Temos, ft ∈MN , pois ft(0) =

0. Logo, F (t, x) = x1g1(t, x) + . . . + xNgN(t, x) com gi(t, x) ∈ ON+1 para i = 1, . . . , N .

Assim, ∂F
∂t

(t, x) = x1
∂g1
∂t

(t, x) + . . .+ xN
∂gN
∂t

(t, x). Então ∂F
∂t
|V (JG) = ∂F

∂t
|C×{0} ≡ 0, ou seja,

V (JG) ⊂ V
(
∂F
∂t

)
. Assim, ∂F

∂t
∈
√
JG como um ideal em OC×X,(t,0) pelo Teorema 1.4.1.

�

Nosso objetivo agora é apresentar contra-exemplos para algumas implicações que

não são válidas. Para nos auxiliar vamos descrever na sequência um critério, provado em

[44], para garantir que o número de Milnor de uma família de funções é constante.

De�nição 3.1.4. Um germe de aplicação f = (f1, . . . , fp) : (CN , 0) → (Cp, 0) é quase
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homogêneo do tipo (w1, . . . , wN ; d1, . . . , dp) com wi, dj ∈ Z+ se para todo λ ∈ C− {0},

f(λw1x1, . . . , λ
wNxN) = (λd1f1(x), . . . , λdpfp(x)).

Chama-se dj de �ltração de fj e o valor wi é dito peso da variável xi.

Exemplo 3.1.5. Seja φ(x, y) = x5− y3. Temos φ quase homogêneo do tipo (3, 5; 15) pois

φ(λ3x, λ5y) = λ15x5 − λ15y3 = λ15(x5 − y3) = λ15φ(x, y).

De�nição 3.1.6. Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade, onde X = φ−1(0). Se φ é

quase homogêneo do tipo (w1, . . . , wN ; d1, . . . , dp), então (X, 0) é dito quase homogêneo

do tipo (w1, . . . , wN ; d1, . . . , dp).

Exemplo 3.1.7. Novamente, seja φ(x, y) = x5 − y3. Consideremos (X, 0) ⊂ (C2, 0) tal

que (X, 0) = (φ−1(0), 0). Assim, (X, 0) é quase homogêneo do tipo (3, 5; 15).

De�nição 3.1.8. Se f : (CN , 0)→ (C, 0) é um germe de função quase homogêneo e

ft(x) = f(x) +
k∑
i=1

σi(t)αi(x),

com αi : (CN , 0)→ (C, 0), dizemos que a deformação ft é não negativa se os monômios

que aparecem em cada αi tem �ltrações maiores ou iguais a de f .

Exemplo 3.1.9. Seja (X, 0) ⊂ (C2, 0) a ICIS de�nida por φ(x, y) = x5 − y3. Vimos

que φ é quase homogêneo do tipo (3, 5; 15). Temos φt(x, y) = x5 − y3 + tx6 + tx2y2 uma

deformação não negativa de φ pois nas notações acima α1 = x6, α2 = x2y2, �ltração de

α1 é 18 e a �ltração de α2 é 16.

Teorema 3.1.10. [44, Teorema 4.4] Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma ICIS de�nida por

um germe de aplicação quase homogêneo e f̃ : (CN , 0) → C um germe de função quase

homogêneo com singularidade isolada com os mesmos pesos de (X, 0), onde f̃ é tal que

f̃ |X = f . Seja ft uma deformação de f . Se ft é uma deformação não negativa de f ,

então µ(ft) é constante.

Exemplo 3.1.11. Sejam (X, 0) ⊂ (C2, 0) de�nida por φ(x, y) = x4 − y3 e f : (X, 0) →
(C, 0) de�nida por f(x, y) = x. Consideramos a deformação de f dada por F (t, (x, y)) =

x + ty. Como φ e f são quase homogêneos do tipo (3, 4; 12) e (3, 4; 3), respectivamente
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e ft é uma deformação não negativa de f , segue diretamente, pelo Teorema 3.1.10, que

µ(ft) é constante.

Usamos este resultado no seguinte exemplo para mostrar que (1) não implica (2)

nem (3).

Exemplo 3.1.12. Sejam (X, 0) ⊂ (C2, 0) de�nida pelo conjunto de zeros de φ(x, y) =

xp − yq, com q ≥ 3 e p > q, e f : (X, 0)→ (C, 0) de�nida por f(x, y) = x. Consideramos

a deformação de f dada por F (t, (x, y)) = x + ty. Neste caso, JG = 〈qyq−1 + ptxp−1〉,
onde G = (φ, F ).

Seja γ : (C, 0)→ (C×X, 0) a curva de�nida por γ(s) = (0, sq, sp). É fácil provar

que

ϑ

(
∂F

∂t
◦ γ
)

= p e ϑ((qyq−1 + ptxp−1) ◦ γ) = (q − 1)p.

Portanto, (2) e (3) não são verdadeiras.

Por outro lado, φ e f são quase homogêneos do tipo (q, p; pq) e (q, p; q),

respectivamente, e ft é uma deformação não negativa de f . Portanto, µ(ft) é constante

pelo Teorema 3.1.10. Assim, (1) é verdadeira.

No próximo exemplo mostramos que (3) e (5) não implicam (2).

Exemplo 3.1.13. Sejam (X, 0) ⊂ (C2, 0) de�nida pelo conjunto de zeros de φ(x, y) =

x2q − yq com q ≥ 2 e f : (X, 0) → (C, 0) de�nida por f(x, y) = x2q + yq. Seja F uma

deformação de f de�nida por F (t, (x, y)) = x2q + yq + tx4q−3. Nesse caso G = (φ, F ) e

JG = 〈4q2x2q−1yq−1 + q(4q − 3)tx4q−4yq−1〉.

Seja γ : (C, 0) → (C ×X, 0) uma curva γ(s) = (γ1(s), γ2(s), γ3(s)) tal que γ2q
2 − γ

q
3 = 0.

Assim, γ2q
2 = γq3.

Como ∂F
∂t

(x, y) = x4q−3 então ϑ
(
∂F
∂t
◦ γ
)

= (4q − 3)ϑ(γ2). Temos também,

ϑ((4q2x2q−1yq−1 + q(4q − 3)tx4q−4yq−1) ◦ γ) = ϑ(4q2γ2q−1
2 γq−1

3 + q(4q − 3)γ1γ
4q−4
2 γq−1

3 )

= (2q − 1)ϑ(γ2) + 2(q − 1)ϑ(γ2)

= (4q − 3)ϑ(γ2).

Assim, (3) é verdadeira. Consequentemente, pelo Teorema 3.1.3, (4) e (5) são verdadeiras.
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Por outro lado, seja γ : (C, 0)→ (C×X, 0) a curva de�nida por γ(s) = (0, s, s2).

Nesse caso, ϑ
(
∂F
∂t
◦ γ
)

= 4q − 3 e ϑ((4q2x2q−1yq−1 + q(4q − 3)tx4q−4yq−1) ◦ γ) = 4q − 3.

Assim, (2) não é verdadeira.

3.1.2 Deformando a variedade e a função

Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) a ICIS de�nida por um germe de aplicação holomorfa

φ : (CN , 0)→ (Cp, 0), com p+ 1 ≤ N , e

Φ: (C× CN , 0) → (Cp, 0)

(t, x) 7→ Φ(t, x) = φt(x)

uma deformação (�at) de φ. Denotamos

(X , 0) := (Φ−1(0), 0), Φ = (Φ1, . . . ,Φp) e Φk(t, x) := φkt(x), k = 1, . . . , p.

Dado um germe de função holomorfa com singularidade isolada, f : (CN , 0) →
(C, 0) sejam

F : (X , 0) → (C, 0)

(t, x) 7→ F (t, x) = ft(x)

uma deformação (�at) de f tal que ft(0) = 0 e

G : C× CN → (Cp × C, 0)

(t, x) 7→ (Φ1(t, x), . . . ,Φp(t, x), F̃ (t, x)),

onde F̃ : (C × CN , 0) → (C, 0) é tal que F̃ |X = F . Nosso objetivo é estudar o Teorema

3.0.1 nesse contexto. Novamente, observamos que, para cada parâmetro t �xado, o ideal

J do Teorema 3.0.1 é o ideal que de�ne o conjunto singular de cada membro da família

F . É natural, então, que no caso singular tal ideal seja substituído pelo ideal o qual, com

t �xo, de�ne o conjunto singular de ft : (Xt, 0)→ (C, 0). Então, pelo Critério Jacobiano,

J que em nosso caso denotamos por JG, é Ip+1(JxG).

Ga�ney em [16] prova que ∂Φ
∂t
∈ {xi ∂Φ

∂xj
}
OX ,0

se, e somente se, (X 0, Y ) satisfaz

as condições de Whitney, onde X 0 é a parte suave de X e Y = C × {0}. Ele também

prova em [17] que a família (X , 0) é boa e (X 0, Y ) satisfaz as condições de Whitney se, e

somente se, as multiplicidades polares mi(Xt, 0) são constantes para i = 1, . . . , d, onde d
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é a dimensão de (X, 0). Pela Equação (2.3) temos

1 + (−1)dµ(X, 0) =
d∑
i=0

(−1)imi(X, 0).

Assim, se (X , 0) é boa e (X 0, Y ) satisfaz as condições de Whitney, então µ(Xt, 0) é

constante. Dessa forma podemos ver, no caso de ICIS, o quão é importante o estudo

de propriedades relacionadas ao fecho integral.

Lema 3.1.14. Se p ≥ 2, Φk(t, x) ∈M2
N+1 e ∂Φk

∂t
∈ Ip(JxΦ) como um ideal em OX ,0, para

todo k = 1, . . . , p, então ∂Φ
∂t
∈ {xi ∂Φ

∂xj
}
OX ,0

.

Demonstração: Pelo Corolário 1.5.8, basta mostrarmos que

Ip

([{
∂Φ

∂t
, xi

∂Φ

∂xj

}])
⊂ Ip

([{
xi
∂Φ

∂xj

}])
como ideais em OX ,0.

Por hipótese, ∂Φk
∂t
∈ Ip(JxΦ) como um ideal em OX ,0. Então, para todo

k = 1, . . . , p, pelo Teorema 1.5.4, para toda γ : (C, 0)→ (X , 0), ϑ(∂Φk
∂t
◦γ) ≥ ϑ((JxΦ)v ◦γ),

para algum v = (j1, . . . , jp), onde j1 < . . . < jp e j1, . . . , jp ∈ {1, . . . , N}.
Para demonstrar que Ip([{∂Φ

∂t
, xi

∂Φ
∂xj
}]) ⊂ Ip([{xi ∂Φ

∂xj
}]) como ideais em OX ,0

precisamos apenas nos preocupar com menores da forma [{∂Φ
∂t
, xi

∂Φ
∂xj
}]v onde v =

(j1, . . . , jp) com j1 = 1.

As colunas j2, . . . , jp são formadas por vetores da forma

xa2
∂Φ

∂xb2
, . . . , xa2

∂Φ

∂xbp
, . . . , xap

∂Φ

∂xb2
, . . . , xap

∂Φ

∂xbp
.

Assim, [{
∂Φ

∂t
, xi

∂Φ

∂xj

}]
v

= xa2 . . . xap

[{
∂Φ

∂t
,
∂Φ

∂xj

}]
w

,

onde w = (1, b2, . . . , bp).

Calculando o determinante
[{

∂Φ
∂t
, ∂Φ
∂xj

}]
w

através da Regra de Laplace pela

primeira coluna, temos

ϑ

([{
∂Φ

∂t
, xi

∂Φ

∂xj

}]
v

◦ γ
)

= ϑ(γa2) + . . .+ ϑ(γap) + ϑ

(
p∑
r=1

(−1)r+1∂Φr

∂t
(JxΦ)ûr,v̂ ◦ γ

)
,
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onde ûr = (1, . . . , r̂, . . . , p) e v̂ = (b2, . . . , bp).

Portanto,

ϑ

([{
∂Φ

∂t
, xi

∂Φ

∂xj

}]
v

◦ γ
)

≥ ϑ(γa2) + . . .+ ϑ(γap) +

infr∈{1,...,p}

{
ϑ

(
∂Φr

∂t
◦ γ
)

+ ϑ((JxΦ)ûr,v̂ ◦ γ)

}
.

Assim, ϑ
([{

∂Φ
∂t
, xi

∂Φ
∂xj

}]
v
◦ γ
)
≥ ϑ(γa2) + . . . + ϑ(γap) + ϑ((JxΦ)v ◦ γ) + ϑ(γm),

para algum m ∈ {1, . . . , N}, pois ϑ(∂Φk
∂t
◦ γ) ≥ ϑ((JxΦ)v ◦ γ) e ∂Φk

∂xi
∈ MN+1, para todo

k = 1, . . . , p e i ∈ {1, . . . , N}.
Por outro lado, se v′ = (j1, . . . , jp, j

m) então[{
xi
∂Φ

∂xj

}]
v′

= xa2 . . . xapxm[{JxΦ}]w,

onde a coluna jm é o vetor xm ∂Φ
∂xm

e w = (b2, . . . , bp,m).

Portanto,

ϑ

([{
xi
∂Φ

∂xj

}]
v′
◦ γ
)

= ϑ(γa2) + . . .+ ϑ(γap) + ϑ(γm) + ϑ((JxΦ)w ◦ γ).

Assim, para w = v,

ϑ

([{
∂Φ

∂t
, xi

∂Φ

∂xj

}]
v

◦ γ
)
≥ ϑ

([{
xi
∂Φ

∂xj

}]
v′
◦ γ
)
.

Então Ip([{∂Φ
∂t
, xi

∂Φ
∂xj
}]) ⊂ Ip([{xi ∂Φ

∂xj
}]) como ideais em OX ,0.

�

Observação 3.1.15. A demonstração do Lema 3.1.14 não se aplica para o caso de

hipersuperfície pois não é possível usar o Corolário 1.5.8 nesse contexto. De fato, se

(X, 0) é uma hipersuperfície, então p = 1 e assim a condição

Ip

([{
∂Φ

∂t
, xi

∂Φ

∂xj

}])
⊂ Ip

([{
xi
∂Φ

∂xj

}])

como ideais em OX ,0, que aparece no Corolário 1.5.8, é justamente ∂Φ
∂t
∈ {xi ∂Φ

∂xj
}
OX ,0

.
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Teorema 3.1.16. Se p ≥ 2, Φk(t, x) ∈ M2
N+1 e ∂Φk

∂t
∈ Ip(JxΦ) como um ideal em OX ,0

para todo k = 1, . . . , p, então (X 0, Y ) satisfaz as condições de Whitney, onde X 0 é a parte

suave de X e Y = C× {0}.

Demonstração: Pelo Lema 3.1.14, ∂Φ
∂t
∈ {xi ∂Φ

∂xj
}
OX ,0

. Portanto, pelo Teorema 3.1.1,

(X 0, Y ) satisfaz as condições de Whitney.

�

Se p ≥ 2, Φk(t, x) ∈ M2
N+1 e ∂Φk

∂t
∈ Ip(JxΦ) como um ideal em ON+1, para

todo k = 1, . . . , p, então ∂Φ
∂t
∈ {xi ∂Φ

∂xj
}
ON+1

. Para demonstrar isso, é su�ciente repetir a

demonstração do Lema 3.1.14 para γ : (C, 0)→ (C× CN , 0).

Lema 3.1.17. Se p ≥ 2, Φk(t, x) ∈ M2
N+1,

∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em OX ,0, para

todo k = 1, . . . , p, então ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OX ,0

e ∂Φ
∂t
∈ {xi ∂Φ

∂xj
}
OX ,0

.

Demonstração: Claramente, JG ⊂ Ip(JxΦ) como ideais em OX ,0. Logo, ∂Φk
∂t
∈ Ip(JxΦ)

como um ideal em OX ,0, para todo k = 1, . . . , p. Assim, pelo Lema 3.1.14, ∂Φ
∂t
∈

{xi ∂Φ
∂xj
}
OX ,0

.

Temos que mostrar que ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OX ,0

. Pelo Corolário 1.5.8, é su�ciente

mostrarmos que

Ip+1

([{
∂G

∂t
, xi

∂G

∂xj

}])
⊂ Ip+1

([{
xi
∂G

∂xj

}])
,

como ideais em OX ,0.
Por hipótese, ∂F

∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em OX ,0 para todo k = 1, . . . , p, então,

pelo Teorema 1.5.4, para toda γ : (C, 0) → (X , 0), ϑ(∂F
∂t
◦ γ) ≥ ϑ((JxG)v ◦ γ) e, para

todo k = 1, . . . , p, ϑ(∂Φk
∂t
◦ γ) ≥ ϑ((JxG)v ◦ γ), para algum vetor v = (j1, . . . , jp+1), onde

j1 < . . . < jp+1 e j1, . . . , jp+1 ∈ {1, . . . , N}.
Para demonstrar que Ip+1([{∂G

∂t
, xi

∂G
∂xj
}]) ⊂ Ip+1([{xi ∂G∂xj }]) como ideais em OX ,0

precisamos apenas nos preocupar com menores da forma [{∂G
∂t
, xi

∂G
∂xj
}]v onde v =

(j1, . . . , jp+1) com j1 = 1. As colunas j2, . . . , jp+1 são formadas por vetores da forma

xa2
∂G

∂xb2
, . . . , xa2

∂G

∂xbp+1

, . . . , xap+1

∂G

∂xb2
, . . . , xap+1

∂G

∂xbp+1

.

Assim, [{
∂G

∂t
, xi

∂G

∂xj

}]
v

= xa2 . . . xap+1

[{
∂G

∂t
,
∂G

∂xj

}]
w

,
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onde w = (1, b2, . . . , bp+1).

Calculando o determinante
[{

∂G
∂t
, ∂G
∂xj

}]
w

através da Regra de Laplace pela

primeira coluna, temos

ϑ

([{
∂G

∂t
, xi

∂G

∂xj

}]
v

◦ γ
)

= ϑ(γa2) + . . .+ ϑ(γap+1)+

ϑ

(
p∑
r=1

(−1)r+1∂Φir

∂t
(JxG)ûr,v̂ ◦ γ + (−1)p+2∂F̃

∂t
(JxG)ûp+1,v̂

◦ γ

)
,

para ûc = (1, . . . , ĉ, . . . , p+ 1) e v̂ = (b2, . . . , bp+1) com c = 1, . . . , p+ 1.

Portanto,

ϑ

([{
∂G

∂t
, xi

∂G

∂xj

}]
v

◦ γ
)

≥ ϑ(γa2) + . . .+ ϑ(γap+1) +

infr∈{1,...,p}

{
ϑ

(
∂h

∂t
◦ γ
)

+ ϑ((JxG)û,v̂ ◦ γ)

}
,

onde h ∈ {Φ1, . . . ,Φp, F̃} e û ∈ {û1, . . . , ûp+1}.
Assim,

ϑ

([{
∂G

∂t
, xi

∂G

∂xj

}]
v

◦ γ
)
≥ ϑ(γa2) + . . .+ ϑ(γap+1) + ϑ((JxG)v ◦ γ) + ϑ(γm),

para algum m ∈ {1, . . . , N}, pois ϑ(∂h
∂t
◦ γ) ≥ ϑ((JxG)v ◦ γ) e ∂Φk

∂xi
∈ MN+1 para todo

k = 1, . . . , p e i ∈ {1, . . . , N}.
Por outro lado, se v′ = (j2, . . . , jp+1, j

m) então[{
xi
∂G

∂xj

}]
v′

= xa2 . . . xap+1xm[{JxG}]w,

onde a coluna jm é o vetor xm ∂G
∂xm

e w = (b2, . . . , bp+1,m).

Logo,

ϑ

([{
xi
∂G

∂xj

}]
v′
◦ γ
)

= ϑ(γa2) + . . .+ ϑ(γap+1) + ϑ(γm) + ϑ((JxG)w ◦ γ).
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Assim, para w = v,

ϑ

([{
∂G

∂t
, xi

∂G

∂xj

}]
v

◦ γ
)
≥ ϑ

([{
xi
∂G

∂xj

}]
v′
◦ γ
)
.

Então Ip+1([{∂G
∂t
, xi

∂G
∂xj
}]) ⊂ Ip+1([{xi ∂G∂xj }]) como ideais em OX ,0.

Portanto, ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OX ,0

.

�

Teorema 3.1.18. Se p ≥ 2, Φk(t, x) ∈ M2
N+1,

∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em OX ,0,

para todo k = 1, . . . , p, então ((X ∩ F−1(0))0,C × {0}) e (X 0,C × {0}) satisfazem as

condições de Whitney, onde X 0 e (X ∩F−1(0))0 são as partes suaves de X e X ∩F−1(0),

respectivamente.

Demonstração: Pelo Lema 3.1.17, ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OX ,0

e ∂Φ
∂t
∈ {xi ∂Φ

∂xj
}
OX ,0

. Como

X ∩ F−1(0) ⊂ X temos ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OX∩F−1(0),0

. Assim, ((X ∩ F−1(0))0,C × {0}) e

(X 0,C× {0}) satisfazem as condições de Whitney, pelo Teorema 3.1.1.

�

Temos ∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em ON+1 então pelo Teorema 1.5.4, para toda

γ : (C, 0) → (C× CN , 0), ∂F
∂t
◦ γ, ∂Φk

∂t
◦ γ ∈ JG ◦ γ. Logo, para toda γ : (C, 0) → (X , 0) ⊂

(C×CN , 0), ∂F
∂t
◦ γ, ∂Φk

∂t
◦ γ ∈ JG ◦ γ. Pelo Teorema 1.5.4, ∂F

∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em

OX ,0, para k = 1, . . . , p. Como consequência imediata disso e do teorema anterior temos

o seguinte corolário.

Corolário 3.1.19. Se p ≥ 2, Φk(t, x) ∈ M2
N+1,

∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em ON+1,

para todo k = 1, . . . , p, então ((X ∩ F−1(0))0,C × {0}) e (X 0,C × {0}) satisfazem as

condições de Whitney.

Vamos agora descrever o análogo do Teorema 3.0.1 para uma família de funções

em ICIS. Novamente, denotamos os geradores de JG por Mv, onde

v = (j1, . . . , jp+1), com j1 < · · · < jp+1 e j1, . . . , jp+1 ∈ {1, . . . , N}. (3.2)

As condições do Teorema 3.0.1 nesse contexto são

(1Xt) F é µ-constante;
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(2Xt) Para cada curva holomorfa γ : (C, 0)→ (X , 0)

ϑ

(
∂F

∂t
◦ γ
)
> inf{ϑ(Mv ◦ γ), para todo v em (3.2)}

e para todo k = 1, . . . , p,

ϑ

(
∂Φk

∂t
◦ γ
)
> inf{ϑ(Mv ◦ γ), para todo v em (3.2)},

onde ϑ denota a valorização usual da curva complexa;

(3Xt) Mesma condição que em (2Xt) com “ > ” substituído por “ ≥ ”;

(4Xt)
∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em OX ,0 para todo k = 1, . . . , p;

(5Xt)
∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈
√
JG como um ideal em OX ,0 para todo k = 1, . . . , p;

(6Xt) V (JG) = {(t, x) ∈ C×CN | Mv(t, x) = 0, para todo v em (3.2)} = C×{0}
próximo de (0, 0) em OX ,0.

No restante do trabalho, escrevemos (1), . . . , (6) no lugar de (1Xt), . . . , (6Xt).

Infelizmente, as a�rmações (1) a (6) não são equivalentes. Mas mostramos o

seguinte teorema.

Teorema 3.1.20. Temos

(2) ⇒ (3) ⇔ (4) ⇒ (5),

(1) ⇔ (6) ⇒ (5).

Demonstração: É trivial que (2) ⇒ (3). A equivalência (3) ⇔ (4) segue por (i)⇔ (iv)

no Teorema 1.5.4. Além disso, pela Observação 1.5.2, JG ⊂
√
JG como ideais em OX ,0,

então (5) segue diretamente de (4). Agora, vamos trabalhar nas demais implicações.

Tomamos um representante de (X, 0), X = φ−1(0), onde φ : U → Cp e um

representante de F , F̃ : D×U → C, onde D e U são vizinhanças abertas da origem em C
e CN , respectivamente. Denotamos por ft o representante de ft : (Xt, 0)→ C determinado

por F̃ . Além disso, escrevemos f ao invés de f0.

(1) ⇒ (6):

Pela Observação 2.1.4, ON+1

〈Φ〉+JG
é Cohen-Macaulay. Então, pelo Princípio da

Conservação do Número, para cada t ∈ C su�cientemente pequeno,

µ(f) =
∑

(t,x)∈V (JG)∩({t}×CN )

µ(ft, x).
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Como, por hipótese, µ(ft) = µ(f), concluímos que µ(ft, x) = 0 para todo x 6= 0.

Agora, se (t, x) ∈ V (JG) temos V (JG) 6= ∅. Assim, OX ,0 6= JG. Logo,

dimC
OX ,0
JG
6= 0, ou seja, µ(ft, x) 6= 0. Então x = 0.

Portanto, V (JG) = C× {0} próximo de (0, 0).

(6) ⇒ (1):

Por hipótese V (JG) = C × {0} próximo de (0, 0). Novamente, pelo Princípio da

Conservação do Número,

µ(f) =
∑

(t,x)∈V (JG)∩({t}×CN )

µ(ft, x).

Como (t, x) ∈ V (JG) então x = 0.

Logo, µ(f) = µ(ft). Portanto, F é µ-constante.

(6) ⇒ (5):

Por hipótese V (JG) = C × {0} próximo de (0, 0). Temos ft ∈ MN e φkt ∈ MN

para todo k = 1, . . . , p, pois ft(0) = 0 e φkt(0) = 0 para todo k = 1, . . . , p. Logo,

F (t, x) = x1g1(t, x) + . . . + xNgN(t, x) com gi(t, x) ∈ ON+1 para i = 1, . . . , N e

Φk(t, x) = x1h1(t, x) + . . .+ xNhN(t, x) com hi(t, x) ∈ ON+1 para i = 1, . . . , N .

Com isso, ∂F
∂t

(t, x) = x1
∂g1
∂t

(t, x) + . . . + xN
∂gN
∂t

(t, x) e ∂Φk
∂t

(t, x) = x1
∂h1
∂t

(t, x) +

. . . + xN
∂hN
∂t

(t, x). Assim, ∂F
∂t
|V (JG) = ∂F

∂t
|C×{0} ≡ 0 e ∂Φk

∂t
|V (JG) = ∂Φk

∂t
|C×{0} ≡ 0, ou seja,

V (JG) ⊂ V (∂F
∂t

) e V (JG) ⊂ V (∂Φk
∂t

). Então ∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈
√
JG como um ideal em OX ,0 para

todo k = 1, . . . , p, pelo Teorema 1.4.1.

�

O próximo exemplo mostra que (1) não implica (2) nem (3).

Exemplo 3.1.21. Sejam (X, 0) ⊂ (C2, 0) de�nida pelo conjunto de zeros de φ(x, y) =

x4 − y3 e Φ: (C× C2, 0)→ (C, 0) a deformação de φ, de�nida por

Φ(t, (x, y)) = φt(x, y) = x4 − y3 + tx3y.

Denotamos por (Xt, 0) := (φ−1
t (0), 0) e (X , 0) = (Φ−1(0), 0).

Seja f : (C2, 0) → (C, 0) de�nida por f(x, y) = x. Consideramos a deformação

de f de�nida por F (t, (x, y)) = x+ ty. Neste caso, G(t, (x, y)) = (x4− y3 + tx3y, x+ ty) e

JG = 〈

∣∣∣∣∣ 4x3 + 3tx2y −3y2 + tx3

1 t

∣∣∣∣∣〉 = 〈−3y2 − 3tx3 − 3t2x2y〉
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como um ideal em OX ,0.
Notemos que (X, 0) é quase homogêneo do tipo (3, 4; 12) e (Xt, 0) é uma

deformação não negativa de X. Temos ainda que ft é uma deformação não negativa

de f . Portanto, pelo Teorema 3.1.10, µ(ft) é constante.

Então (1) é verdadeira.

Agora, consideramos γ : (C, 0)→ (X , 0) dada por γ(s) = (0, s3, s4). Assim,

ϑ

(
∂F

∂t
◦ γ
)

= 4 e ϑ(JG ◦ γ) = 8.

Então ϑ
(
∂F
∂t
◦ γ
)
< ϑ(JG ◦ γ). Portanto, (2) e (3) não são verdadeiras.

No próximo exemplo, mostramos que (3) e (5) não implicam (2).

Exemplo 3.1.22. Seja (X, 0) ⊂ (C2, 0) de�nida pelo conjunto de zeros de φ(x, y) =

x4 − y2 e seja Φ: (C× C2, 0)→ (C, 0) a deformação de φ, de�nida por

Φ(t, (x, y)) = φt(x, y) = x4 − y2 + tx5.

Denotamos por (Xt, 0) := (φ−1
t (0), 0) e (X , 0) = (Φ−1(0), 0).

Seja f : (C2, 0)→ (C, 0) de�nida por f(x, y) = x4 + y2. Seja F a deformação de

f de�nida por F (t, (x, y)) = x4 + y2 + tx5. Neste caso, G(t, (x, y)) = (x4 − y2 + tx5, x4 +

y2 + tx5) e

JG = 〈

∣∣∣∣∣ 4x3 + 5tx4 −2y

4x3 + 5tx4 2y

∣∣∣∣∣〉 = 〈16x3y + 20tx4y〉

como um ideal em OX ,0.
Seja γ : (C, 0) → (X , 0), γ(s) = (γ1(s), γ2(s), γ3(s)) tal que γ4

2 − γ2
3 + γ1γ

5
2 = 0.

Por um lado, ϑ(γ4
2) = ϑ(γ2

3 − γ1γ
5
2). Então 2ϑ(γ2) ≥ ϑ(γ3). Por outro lado, ϑ(γ2

3) =

ϑ(γ4
2 + γ1γ

5
2). Assim ϑ(γ3) ≥ 2ϑ(γ2). Então 2ϑ(γ2) = ϑ(γ3).

Temos ϑ
(
∂F
∂t
◦ γ
)

= 5ϑ(γ2) e ϑ
(
∂Φ
∂t
◦ γ
)

= 5ϑ(γ2).

Além disso, ϑ(JG ◦ γ) = 3ϑ(γ2) + ϑ(γ3) = 5ϑ(γ2).

Assim, (3) é verdadeira, consequentemente, pelo Teorema 3.1.20, (5) também é

verdadeira.

Agora, consideramos γ : (C, 0)→ (X , 0) dada por γ(s) = (0, s, s2) e temos

ϑ

(
∂Φ

∂t
◦ γ
)

= ϑ

(
∂F

∂t
◦ γ
)

= 5 = ϑ(JG ◦ γ).
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Portanto, (2) não é verdadeira.

3.2 Fecho integral de um módulo e número de Milnor constante

Nesta seção estamos nas mesmas notações da última subseção. Sabemos, pelo

Teorema 3.1.1 que se ∂G
∂t
∈ {xi ∂G∂xj }OX∩F−1(0),0

então ((X∩F−1(0))0, Y ) satisfaz as condições

de Whitney, onde (X∩F−1(0))0 é o conjunto de pontos suaves de X∩F−1(0). Relacionado

ao fecho estrito em [20] foi provado o seguinte resultado.

Lema 3.2.1. [20, Lema 5.1] Sejam (X, 0) um germe analítico complexo de�nido por

φ : (CN , 0) → (Cp, 0) e Y = C × {0}. Seja f : (CN , 0) → (C, 0) um germe de função

holomorfa, G = (φ, f). Então (X \ Y, Y ) satisfaz a condição Af se, e somente se,
∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
| j = 1, . . . , N}

†

OX ,0
.

Então nos perguntamos se a constância do número de Milnor da família F está

relacionada à ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
e obtivemos o próximo teorema, antes disso enunciaremos

um resultado necessário para sua demonstração. Ressaltamos aqui que para facilitar a

notação vamos escrever simplesmente { ∂G
∂xj
} ao invés de { ∂G

∂xj
| j = 1, . . . , N}.

Teorema 3.2.2. [21, Teorema 5.8] Suponha que (X , 0) ⊂ (C× CN , 0) é uma interseção

completa, X = Φ−1(0), Φ: C×CN → Cp, Y = C× {0}. Seja F : (X, Y )→ (C, 0) tal que

Z = F−1(0) é também uma interseção completa, que não é densa em X. As seguintes

condições são equivalentes

(i) Suponha que Xt e Zt são interseções completas com singularidades isoladas

com números de Milnor constantes. Então a união dos pontos singulares de Ft é Y ou é

vazio, e (X \ Y, Y ) satisfaz a condição AF de Thom;

(ii) Suponha que S(F ) é Y ou é vazio e que o par (X \ Y, Y ) satisfaz a condição

AF de Thom. Então os números de Milnor de Xt e Zt são constantes.

Teorema 3.2.3. Assuma que (X , 0) é boa. Se F é µ-constante, então ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
.

Demonstração: Suponha que F é µ-constante. Pela fórmula de Lê-Greuel,

µ(ft) = µ(Xt, 0) + µ(Xt ∩ f−1
t (0), 0).

Assim, µ(Xt, 0) e µ(Xt ∩ f−1
t (0), 0) são constantes pois são semicontínuos

superiores. Então, pelo Teorema 3.2.2, o par (X 0, Y ) satisfaz a condição AF , onde X 0 é
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a parte suave de X que nesse caso é X 0 = X \ (C × {0}). Portanto, pelo Lema 3.2.1,
∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
.

�

Agora, vamos mostrar que se F boa, então ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

se, e somente se,

∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
. Para isso precisamos de algumas de�nições e resultados.

Dado M um submódulo de um OX módulo livre F de rank p temos as de�nições

da álgebra de Rees de M , R(M), e a de�nição do espectro projetivo analítico, denotado

por Projan(R(M)). São de�nições técnicas, para mais detalhes ver [19].

Seja X ⊂ CN conjunto analítico. O espaço conormal de X, o qual é denotado

por C(X), é de�nido como sendo o fecho do conjunto de pares de pontos (x,H) em

CN × PN−1 onde x é um ponto suave de X e H é um hiperplano tangente a X em x.

O espaço conormal de f , o qual é denotado por C(X, f), é de�nido como sendo

o fecho do conjunto de pares (x,H) em CN × PN−1 onde f é uma submersão em x ∈ X
e H é um hiperplano tangente a �bra de f em x.

Suponha que (X, 0) é um germe analítico complexo, M um submódulo de OX,0.
Se N é um submódulo de M e M = N dizemos que N é uma redução de M .

Proposição 3.2.4. [14, Corolário 2.30] Sejam M ⊂ N ⊂ OX,0, OX,0-módulos. São

equivalentes:

(i) M é redução de N .

(ii) A aplicação induzida c : Projan(R(N))→ Projan(R(M)) é �nita.

A pré-imagem de U em C(X, f) onde U é uma vizinhança de 0 em Y , é denotada

por C(X, f)|U .

Observação 3.2.5. Assuma F boa. Então ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

se, e somente se, ∂G
∂t
∈

{ ∂G
∂xj
}
†

OX ,0
.

De fato, claramente se ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
, então ∂G

∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

.

Resta mostrar que se ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

, então ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
. Pelo Lema 3.2.1,

∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
se, e somente se, (X \ (C× {0}),C× {0}) satisfaz a condição AF . Logo,

mostramos que se ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

, então (X \ (C×{0}),C×{0}) satisfaz a condição AF .

Como ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

, então { ∂G
∂xj
} = {∂G

∂t
, ∂G
∂xj
}.
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Assim, { ∂G
∂xj
} ⊂ {∂G

∂t
, ∂G
∂xj
} com { ∂G

∂xj
} = {∂G

∂t
, ∂G
∂xj
}. Logo, { ∂G

∂xj
} é uma redução de

{∂G
∂t
, ∂G
∂xj
}.
Pela Proposição 3.2.4 temos

c : Projan(R({∂G
∂t
, ∂G
∂xj
}))→ Projan(R({ ∂G

∂xj
}))

é �nita.

Agora, Projan(R({ ∂G
∂xj
})) é um subconjunto de X × PN−1. Assim, pelo Lema

1.3.3, se V é uma componente de C(X, f)|Y sua imagem em Projan(R(JMx(G)) deve ser

um conjunto analítico de Y ×PN−1 de mesma dimensão que V . Por [21, Lema 5.7] segue

que V tem dimensão n+ p− 2 = n pois p é o rank de {∂G
∂t
, ∂G
∂xj
}. Logo, V deve sobrejetar

em Y . Assim, C(X, f)|Y é um subconjunto de C(Y ) e então (X \ (C × {0}),C × {0})
satisfaz a condição AF .

Portanto, ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

implica que ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
†

OX ,0
.

Observação 3.2.6. Assuma que (X , 0) é boa. Pelo Teorema 3.2.3 e pela Observação

3.2.5 se F é µ-constante, então ∂G
∂t
∈ { ∂G

∂xj
}
OX ,0

.



Capítulo

4

Fecho integral através do Poliedro de Newton

No capítulo anterior, estudamos a equisingularidade de famílias de germes de

funções de�nidas em uma ICIS usando o fecho integral do ideal que de�ne o conjunto

singular de cada membro dessas famílias. Então é importante a busca de alternativas

que garantam as condições de fecho integral, introduzidas no item (4), das nossas versões

do teorema de Greuel descritas no capítulo 3. Dividimos esse capítulo em três seções.

Na primeira delas trazemos um pouco da teoria de poliedro de Newton. Nas segunda e

terceira seções, através de poliedro de Newton, fornecemos uma maneira de garantir o

item (4) das secões 3.1.1 e 3.1.2.

4.1 Poliedro de Newton

Nesta seção estudamos o conceito de poliedro de Newton, mais detalhes podem

ser vistos em [52].

Seja g ∈ ON , então g(x) =
∑

α∈ZN aαx
α.

De�nição 4.1.1. O suporte de g é de�nido por supp g := {α ∈ ZN | aα 6= 0}.
Seja I um ideal em ON , de�nimos o suporte de I por

supp I =
⋃
{supp g | g ∈ I}.

De�nição 4.1.2. O poliedro de Newton de g, denotado por Γ+(g), é o fecho convexo

em RN
+ do conjunto supp g.

O poliedro de Newton de I, denotado por Γ+(I), é o fecho convexo em RN
+ do

conjunto
⋃
{α + v | α ∈ supp I, v ∈ RN

+}.

Exemplo 4.1.3. Seja g = x2 − y3. A Figura 4.1 representa o poliedro de Newton de g.

71
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Figura 4.1: Poliedro Γ+(g)

Temos que os vértices de Γ+(g) são {(2, 0), (0, 3)}.

Exemplo 4.1.4. Seja I = 〈x5 +x2y2, x7 +y4〉. Na Figura 4.2 temos o poliedro de Newton

de I.

Figura 4.2: Poliedro Γ+(I)

Notemos que os vértices de Γ+(I) são {(5, 0), (2, 2), (0, 4)}.

A união de todas as faces compactas de Γ+(I) será denotada por Γ(I).

Seja ∆ ⊂ Γ+(I) um subconjunto �nito e g(x) =
∑
aαx

α, de�ni-se g∆ =∑
α∈∆ aαx

α.

Dado ∆ uma face de Γ+(I), denota-se por C(∆) o cone de semi-raios saindo da

origem e passando por ∆. De�ni-se C[[∆]] como sendo o anel das séries de potências com

monômios não nulos xα = xα1
1 x

α2
2 · . . . · x

αN
N tal que α = (α1, . . . , αN) ∈ C(∆).
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De�nição 4.1.5. Uma face compacta ∆ ⊂ Γ(I) é Newton não degenerada se o ideal

gerado por g1∆, g2∆, . . . , gs∆ tem codimensão �nita em C[[∆]].

De�nição 4.1.6. Um ideal I é Newton não degenerado se todas as faces compactas

de Γ(I) são Newton não degeneradas. Caso contrário, I é dito Newton degenerado.

Equivalentemente:

Observação 4.1.7. [52, p. 2] I é Newton não degenerado se para toda face compacta

∆ ⊂ Γ(I), as equações g1∆(x) = g2∆(x) = . . . = gs∆(x) = 0 não têm solução comum em

(C− {0})N .

Exemplo 4.1.8. Seja I = 〈g1, g2〉, onde g1 = x8 + y8 e g2 = xy5 + x5y. O poliedro de

Newton de I é representado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Poliedro Γ+(I)

Para ∆1 = {(0, 8), (1, 5)} vamos analisar g1∆1
= g2∆1

= 0, ou seja, precisamos

resolver o seguinte sistema {
y8 = 0

xy5 = 0
.

Logo, y = 0. Portanto, g1∆1
= g2∆1

= 0 não têm solução comum em (C− {0})2.

Para ∆2 = {(5, 1), (8, 0)} vamos analisar g1∆2
= g2∆2

= 0, ou seja, precisamos

resolver o seguinte sistema {
x8 = 0

x5y = 0
.
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Logo, x = 0. Portanto, g1∆2
= g2∆2

= 0 não têm solução comum em (C− {0})2.

Por outro lado, para ∆3 = {(1, 5), (5, 1)} vamos analisar g1∆3
= g2∆3

= 0, ou

seja, precisamos resolver g2∆3
= 0. Assim, xy5 − x5y = 0. Então xy(y4 − x4) = 0. Logo,

g1∆3
= g2∆3

= 0 têm solução comum em (C− {0})2.

Portanto, I é Newton degenerado.

Agora, seja J = 〈h1, h2〉, onde h1 = x8 + xy5 e h2 = y8 + x5y. Notemos que

Γ+(J) = Γ+(I).

Para ∆1 = {(0, 8), (1, 5)} vamos analisar h1∆1
= h2∆1

= 0, ou seja, precisamos

resolver o seguinte sistema {
xy5 = 0

y8 = 0
.

Logo, y = 0. Portanto, h1∆1
= h2∆1

= 0 não têm solução comum em (C−{0})2.

Para ∆2 = {(1, 5), (5, 1)} vamos analisar h1∆2
= h2∆2

= 0, ou seja, precisamos

resolver o seguinte sistema {
xy5 = 0

x5y = 0
.

Logo, x = 0 ou y = 0. Portanto, h1∆2
= h2∆2

= 0 não têm solução comum em

(C− {0})2.

Por �m, para ∆3 = {(5, 1), (8, 0)} vamos analisar h1∆3
= h2∆3

= 0, ou seja,

precisamos resolver o seguinte sistema{
x8 = 0

x5y = 0
.

Logo, x = 0. Portanto, h1∆3
= h2∆3

= 0 não têm solução comum em (C−{0})2.

Portanto, J é Newton não degenerado.

De�nição 4.1.9. Denotamos por C(I) o fecho convexo em RN
+ do conjunto

⋃
{m | xm ∈ I}.

Teorema 4.1.10. [52, Teorema 3.4] Seja I = 〈g1, g2, . . . , gs〉 um ideal de codimensão

�nita em ON . Então I é Newton não degenerado se, e somente se, Γ+(I) = C(I).
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4.2 Poliedro de Newton e deformação da função

Em toda esta seção, sejam φ : (CN , 0)→ (Cp, 0) um germe de aplicação holomorfa

de�nindo uma ICIS (X, 0) = (φ−1(0), 0) e f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função

holomorfa com singularidade isolada. Seja F : (C × X, 0) → (C, 0) a deformação de f

de�nida por F (t, x) = f(x) + tg(x), onde g é um germe de função holomorfa tal que

g(0) = 0.

Para cada

v = (j1, . . . , jp+1), com j1 < · · · < jp+1 e j1, . . . , jp+1 ∈ {1, . . . , N}, (4.1)

denotamos por M f
v e M g

v os menores de ordem maximal da matriz Jacobiana das

aplicações (φ, f̃) e (φ, g̃), respectivamente, onde f̃ : (CN , 0) → (C, 0) é tal que f̃ |X = f

e g̃ : (CN , 0) → (C, 0) é tal que g̃|X = g, obtidos tomando as colunas j1, . . . , jp+1. Pela

multilinearidade do determinante, Mv = M f
v + tM g

v , onde Mv é o menor correspondente

da matriz Jacobiana de G = (φ, F̃ ), onde F̃ : (C× CN , 0) → (C, 0) é tal que F̃ |C×X = F

(não derivando com respeito ao parâmetro t).

Nesta seção fornecemos critérios para garantir que g ∈ JG como um ideal em

OC×X,(t,0), ou seja, ∂F
∂t
∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0). Os resultados que aparecem

nessa seção podem também ser lidos no artigo [11].

Lema 4.2.1. Se g,M g
v ∈ 〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f)) como um ideal em ON+1, para todos os

vetores v de�nidos em (4.1), então g ∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0).

Demonstração: ComoM g
v ∈ 〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f)), podemos assumir, pelo Teorema 1.5.4,

que existe uma vizinhança U de 0 e uma constante c > 0 tal que

|t||M g
v | ≤ |t|c supv{|φ|, |M f

v |},

então

sup
v
{|φ|, |Mv|} = sup

v
{|φ|, |M f

v + tM g
v |}

≥ sup
v
{|φ|, |M f

v |} − |t| sup
v
{|φ|, |M g

v |}

≥ sup
v
{|φ|, |M f

v |} − |t|c sup
v
{|φ|, |M f

v |}

≥ (1− α) sup
v
{|φ|, |M f

v |},
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onde 0 < α < 1 e |t| ≤ α
c
.

Portanto, existe uma constante K > 0 tal que

sup
v
{|φ|, |Mv|} ≥ K sup

v
{|φ|, |M f

v |},

para t su�cientemente pequeno. Então, pelo Teorema 1.5.4,

〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f)) ⊆ 〈φ〉+ JG

como ideais em ON+1. Logo, usando a hipótese, concluímos que g ∈ 〈φ〉+ JG como um

ideal em ON+1. Assim, pelo Teorema 1.5.4, para toda γ : (C, 0) → (C × CN , 0) temos

g ◦ γ ∈ 〈φ ◦ γ,Mv ◦ γ〉. Então para toda γ : (C, 0) → (C × X, 0) ⊂ (C × CN , 0) temos

g ◦ γ ∈ 〈Mv ◦ γ〉. Novamente, pelo Teorema 1.5.4, g ∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0).

�

Corolário 4.2.2. Se Γ+(g),Γ+(M g
v ) ⊂ C(〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f))), para todo v de�nido em

(4.1), então g ∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0).

Demonstração: Como Γ+(g),Γ+(M g
v ) ⊂ C(〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f))) então, pela de�nição

de C(〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f))), cada monômio de g eM g
v pertence a 〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f)) como

um ideal em ON+1. Logo, g,M g
v ∈ 〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f)) como um ideal em ON+1.

Portanto, pelo Lema 4.2.1, g ∈ 〈φ〉+ JG como um ideal em OC×X,(t,0).

�

Teorema 4.2.3. Se 〈φ〉 + Ip+1(Jx(φ, f)) é Newton não degenerado e para todo v como

em (4.1), Γ+(g),Γ+(M g
v ) ⊂ Γ+(〈φ〉 + Ip+1(Jx(φ, f))), então g ∈ JG como um ideal em

OC×X,(t,0).

Demonstração: Como 〈φ〉 + Ip+1(Jx(φ, f)) é Newton não degenerado, pelo Teorema

4.1.10

Γ+(〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f))) = C(〈φ〉+ Ip+1(Jx(φ, f))).

Portanto, pelo Corolário 4.2.2, g ∈ JG como um ideal em OC×X,(t,0).

�

Exemplo 4.2.4. Sejam (X, 0) ⊂ (C3, 0) de�nida pelo conjunto de zeros de φ(x, y, z) =

(xy, x15 + y10 + z6) e f : (X, 0) → (C, 0) de�nida por f(x, y, z) = x + z. Seja

F : (C×X, 0)→ (C, 0) a deformação de f de�nida por F (t, (x, y, z)) = x+ z + ty11.
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Neste caso,

I3(Jx(φ, f)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y x 0

15x14 10y9 6z5

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 〈6xz5 + 10y10 − 15x15〉

como um ideal em OC×X,(t,0), onde x = (x, y, z).

Portanto, 〈φ〉 + I3(Jx(φ, f)) = 〈xy, x15 + y10 + z6, 6xz5 + 10y10 − 15x15〉, o qual

denotamos a seguir por L.

Temos representado na Figura 4.4 o poliedro de Newton de 〈φ〉+ I3(Jx(φ, f)).

Figura 4.4: Poliedro Γ+(〈φ〉+ I3(Jx(φ, f)))

Vamos garantir que as condições do Teorema 4.2.3 são válidas para esse exemplo.

Mostraremos inicialmente que 〈φ〉 + I3(Jx(φ, f)) é Newton não degenerado. Pela

Observação 4.1.7, basta veri�carmos que para toda face compacta ∆ do poliedro de Newton

de L, as equações que de�nem L∆ não têm solução comum em (C− {0})3.

Temos as seguintes faces compactas:

∆1 = {(0, 0, 6), (0, 10, 0)},

∆2 = {(1, 1, 0), (0, 10, 0)},
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∆3 = {(1, 1, 0), (0, 0, 6)},

∆4 = {(1, 0, 5), (0, 0, 6)},

∆5 = {(1, 0, 5), (1, 1, 0)},

∆6 = {(15, 0, 0), (1, 0, 5)},

∆7 = {(15, 0, 0), (1, 1, 0)},

∆8 = {(0, 0, 6), (0, 10, 0), (1, 1, 0)},

∆9 = {(0, 0, 6), (1, 0, 5), (1, 1, 0)},

∆10 = {(15, 0, 0), (1, 0, 5), (1, 1, 0)} e

L∆i
são dadas respectivamente pelos sistemas, para i = 1, . . . , 10,{

y10 + z6 = 0

10y10 = 0
,


xy = 0

y10 = 0

10y10 = 0

,

{
xy = 0

z6 = 0
,

{
z6 = 0

6xz5 = 0
,

{
xy = 0

6xz5 = 0
,

{
x15 = 0

6xz5 = 0
,

{
xy = 0

x15 = 0
,



79
xy = 0

y10 + z6 = 0

10y10 = 0

,


xy = 0

z6 = 0

6xz5 = 0

e


xy = 0

x15 = 0

6xz5 − 15x15 = 0

,

para os quais obtemos facilmente que as soluções não estão em (C− {0})3.

Portanto, 〈φ〉+ I3(Jx(φ, f)) é Newton não degenerado.

Temos M g
v = 〈−66y11z5〉, onde M g

v é o único menor de I3(Jx(φ, g)) com g = y11.

Então Γ+(g),Γ+(M g
v ) ⊂ Γ+(〈φ〉+ I3(Jx(φ, f))). Assim, pelo Teorema 4.2.3, g = ∂F

∂t
∈ JG

como um ideal em OC×X,(t,0), onde G = (φ, F̃ ) com F̃ |C×X = F . Portanto, pelo Teorema

3.1.2 temos que (((C × X) ∩ F−1(0))0,C × {0}) satisfaz as condições de Whitney, onde

((C×X) ∩ F−1(0))0 é a parte suave de (C×X) ∩ F−1(0).

4.3 Poliedro de Newton e deformação da variedade e da função

No decorrer desta seção, sejam φ : (CN , 0) → (Cp, 0) um germe de aplicação

holomorfa de�nindo uma ICIS (X, 0) = (φ−1(0), 0) e

Φ: (C× CN , 0) → (Cp, 0)

(t, x) 7→ Φ(t, x) = φt(x)

uma deformação (�at) de φ tal que φ0 = φ, φt(0) = 0 e (Xt, 0) := (φ−1
t (0), 0) é uma ICIS

para t su�cientemente pequeno. Denotamos

(X , 0) := (Φ−1(0), 0), Φ = (Φ1, . . . ,Φp) e Φk(t, x) := φkt(x), k = 1, . . . , p.

Escrevemos Φk(t, x) = φk(x) + thk(x) para k = 1, . . . , p, onde hk é um germe de

função holomorfa tal que hk(0) = 0.

Sejam f : (X, 0) → (C, 0) um germe de função holomorfa com singularidade
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isolada e F : (X , 0) → (C, 0) a deformação de f de�nida por F (t, x) = f(x) + tg(x),

onde g é um germe de função holomorfa tal que g(0) = 0.

Como na seção anterior, para cada

v = (j1, . . . , jp+1), com j1 < · · · < jp+1 e j1, . . . , jp+1 ∈ {1, . . . , N}, (4.2)

denotamos por M f
v e M g

v os menores de ordem maximal da matriz Jacobiana das

aplicações (Φ, f̃) e (Φ, g̃), respectivamente, onde f̃ : (CN , 0) → (C, 0) é tal que f̃ |X = f

e g̃ : (CN , 0) → (C, 0) é tal que g̃|X = g, obtidos tomando as colunas j1, . . . , jp+1. Pela

multilinearidade do determinante, Mv = M f
v + tM g

v , onde Mv é o menor correspondente

da matriz Jacobiana de G = (Φ, F̃ ), onde F̃ : (C × CN , 0) → (C, 0) é tal que F̃ |X = F

(não derivando com respeito ao parâmetro t).

Nesta seção fornecemos critérios para garantir que g, hk ∈ JG = Ip+1(JxG) como

um ideal em OX ,0, ou seja, ∂F
∂t
, ∂Φk
∂t
∈ JG como um ideal em OX ,0, para k = 1, . . . , p.

Lema 4.3.1. Se g, hk,M g
v ∈ 〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f)) como um ideal em ON+1, para k =

1, . . . , p e para todos os vetores v de�nidos em (4.2), então g, hk ∈ JG como um ideal em

OX ,0.

Demonstração: Como M g
v ∈ 〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f)), podemos assumir, pelo Teorema

1.5.4, que existe uma vizinhança U de 0 e uma constante c > 0 tal que

|t||M g
v | ≤ |t|c supv{|Φ|, |M f

v |},

então

sup
v
{|Φ|, |Mv|} = sup

v
{|Φ|, |M f

v + tM g
v |}

≥ sup
v
{|Φ|, |M f

v |} − |t| sup
v
{|Φ|, |M g

v |}

≥ sup
v
{|Φ|, |M f

v |} − |t|c sup
v
{|Φ|, |M f

v |}

≥ (1− α) sup
v
{|Φ|, |M f

v |},

onde 0 < α < 1 e |t| ≤ α
c
.

Portanto, existe uma constante K > 0 tal que

sup
v
{|Φ|, |Mv|} ≥ K sup

v
{|Φ|, |M f

v |},
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para t su�cientemente pequeno. Então, pelo Teorema 1.5.4,

〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f)) ⊆ 〈Φ〉+ JG

como ideais em ON+1. Logo, usando a hipótese, concluímos que g, hk ∈ 〈Φ〉+ JG

como um ideal em ON+1, para k = 1, . . . , p. Assim, pelo Teorema 1.5.4, para toda

γ : (C, 0)→ (C×CN , 0) temos g ◦γ, hk ◦γ ∈ 〈Φ◦γ,Mv ◦γ〉, para k = 1, . . . , p. Então para

toda γ : (C, 0) → (X , 0) ⊂ (C × CN , 0) temos g ◦ γ, hk ◦ γ ∈ 〈Mv ◦ γ〉, para k = 1, . . . , p.

Novamente, pelo Teorema 1.5.4, g, hk ∈ JG como um ideal em OX ,0, para k = 1, . . . , p.

�

Corolário 4.3.2. Se Γ+(g),Γ+(hk),Γ+(M g
v ) ⊂ C(〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f))), para k =

1, . . . , p e para todo v de�nido em (4.2), então g, hk ∈ JG como um ideal em OX ,0.

Demonstração: Como Γ+(g),Γ+(hk),Γ+(M g
v ) ⊂ C(〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f))) então, pela

de�nição de C(〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f))), cada monômio de g, hk e M g
v pertence a

〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f)) como um ideal em ON+1. Logo, g, hk,M g
v ∈ 〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f))

como um ideal em ON+1.

Portanto, pelo Lema 4.3.1, g ∈ 〈Φ〉+ JG como um ideal em OX ,0.
�

Teorema 4.3.3. Se 〈Φ〉 + Ip+1(Jx(Φ, f)) é Newton não degenerado e para todo v como

em (4.2), Γ+(g),Γ+(hk),Γ+(M g
v ) ⊂ Γ+(〈Φ〉 + Ip+1(Jx(Φ, f))), então g, hk ∈ JG como um

ideal em OX ,0, para k = 1, . . . , p.

Demonstração: Como 〈Φ〉 + Ip+1(Jx(Φ, f)) é Newton não degenerado, pelo Teorema

4.1.10

Γ+(〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f))) = C(〈Φ〉+ Ip+1(Jx(Φ, f))).

Portanto, pelo Corolário 4.3.2, g, hk ∈ JG como um ideal em OX ,0.
�

Exemplo 4.3.4. Sejam (X, 0) ⊂ (C3, 0) de�nida pelo conjunto de zeros de φ(x, y, z) =

(xy, x15 + y10 + z6) e (X , 0) de�nida pelo conjunto de zeros da deformação Φ(x, y, z) =

(xy− tz7, x15 + y10 + z6) de φ. Sejam f : (X, 0)→ (C, 0) de�nida por f(x, y, z) = x+ z e

F : (X , 0)→ (C, 0) a deformação de f de�nida por F (t, (x, y, z)) = x+ z + ty11.
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Neste caso,

I3(Jx(Φ, f)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y x −7tz6

15x14 10y9 6z5

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 〈6xz5 + 10y10 − 15x15 + 70ty9z6〉

como um ideal em OX ,0, onde x = (x, y, z).

Portanto, 〈Φ〉 + I3(Jx(Φ, f)) = 〈xy − tz7, x15 + y10 + z6, 6xz5 + 10y10 − 15x15 +

70ty9z6〉, o qual denotamos por L.

Temos representado na Figura 4.5 o poliedro de Newton de 〈Φ〉+ I3(Jx(Φ, f)).

Figura 4.5: Poliedro Γ+(〈Φ〉+ I3(Jx(Φ, f)))

Vamos garantir as hipótese do Teorema 4.3.3 e assim concluir que ∂F
∂t
∈ JG e

∂Φ1

∂t
∈ JG como um ideal em OX ,0, onde Φ1(x, y, z) = xy−tz7 e G = (Φ, F̃ ) com F̃ |X = F .

Mostraremos inicialmente que L é Newton não degenerado. Pela Observação 4.1.7, basta

veri�carmos que para toda face compacta ∆ do poliedro de Newton de L, as equações que

de�nem L∆ não têm solução comum em (C− {0})3.

Temos as seguintes faces compactas:

∆1 = {(0, 0, 6), (0, 10, 0)},
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∆2 = {(1, 1, 0), (0, 10, 0)},

∆3 = {(1, 1, 0), (0, 0, 6)},

∆4 = {(1, 0, 5), (0, 0, 6)},

∆5 = {(1, 0, 5), (1, 1, 0)},

∆6 = {(15, 0, 0), (1, 0, 5)},

∆7 = {(15, 0, 0), (1, 1, 0)},

∆8 = {(0, 0, 6), (0, 10, 0), (1, 1, 0)},

∆9 = {(0, 0, 6), (1, 0, 5), (1, 1, 0)},

∆10 = {(15, 0, 0), (1, 0, 5), (1, 1, 0)} e

L∆i
são dadas respectivamente pelos sistemas, para i = 1, . . . , 10,{

y10 + z6 = 0

10y10 = 0
,


xy = 0

y10 = 0

10y10 = 0

,

{
xy = 0

z6 = 0
,

{
z6 = 0

6xz5 = 0
,

{
xy = 0

6xz5 = 0
,

{
x15 = 0

6xz5 = 0
,

{
xy = 0

x15 = 0
,



84
xy = 0

y10 + z6 = 0

10y10 = 0

,


xy = 0

z6 = 0

6xz5 = 0

e


xy = 0

x15 = 0

6xz5 − 15x15 = 0

,

para os quais obtemos facilmente que as soluções não estão em (C− {0})3.

Portanto, 〈Φ〉+ I3(Jx(Φ, f)) é Newton não degenerado.

Temos M g
v = 〈−66y11z5 − 1155tx14y10z6〉, onde M g

v é o único menor de

I3(Jx(Φ, g)) com g = y11. Então Γ+(g),Γ+(h1),Γ+(M g
v ) ⊂ Γ+(〈Φ〉 + I3(Jx(Φ, f))), onde

h1 = −z7. Assim, pelo Teorema 4.3.3, ∂F
∂t
∈ JG e ∂Φ1

∂t
∈ JG como um ideal em OX ,0.

Portanto, pelo Teorema 3.1.18, ((X ∩ F−1(0))0,C × {0}) e (X 0,C × {0}) satisfazem as

condições de Whitney.
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