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Resumo

Estudamos a equisingularidade de uma familia de germes de fungoes
{fi: (X:,0) — (C,0)}, onde {(X,0)} é uma familia de singularidades determinantais
isoladas de dimensdo d. Definimos a (d — 1)-ésima multiplicidade polar da fibra
X, N f7H0), ma_y (X, N £71(0),0), e apresentamos resultados relacionando as constancias
de my(X, N f,71(0),0) parak =0,...,d—1 e m;(X;,0) parai=0,...,d com & constancia
do niimero de Milnor de f; e & Whitney equisingularidade das familias {(X, N f,*(0),0)}
e {fi: (X:,0) = (C,0)}.

No caso particular em que {(X;,0)} é uma familia de interse¢oes completas com
singularidades isoladas fornecemos uma condicao para garantir as condigoes de Whitney
em funcao do fecho integral do ideal que define o conjunto singular de cada membro da
familia {f;: (X¢,0) — (C,0)}. Relacionamos também a constancia do nimero de Milnor
de f; com o fecho integral estrito do modulo formado pelas derivadas parciais da aplicagao
que define X; N f,71(0).



Abstract

We study the equisingularity of a family of function germs {f;: (X¢,0) — (C,0)},
where {(X¢,0)} is a family of d-dimensional isolated determinantal singularity. We define
the (d — 1)th polar multiplicity of the fibers X; N f,71(0), mq_1(X; N £71(0),0), and we
present results relating the constancy of mg(X, N f71(0),0) for k = 0,...,d — 1 and
m;(X,0) for i = 0,...,d with the constancy of the Milnor number of f; and the Whitney
equisingularity of the families {(X; N f,1(0),0)} and {f;: (X;,0) — (C,0)}.

In the particular case where {(X;,0)} is a family of isolated complete intersection
singularity we provide a condition to ensure the Whitney conditions in terms of the integral
closure of the ideal defining the singular set of each member of family {f;: (X;,0) —
(C,0)}. We also relate the constancy of the Milnor number of f; with the strict integral
closure of the module formed by the partial derivatives of the application that defines
X, N f7H0).
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Introducao

Em Teoria de Singularidades, muitos autores estudam a equisingularidade de
determinadas familias. Por exemplo, Zariski em [55] prova que uma familia de curvas
planas ¢ Whitney equisingular se, e somente se, seu nimero de Milnor é constante. Mas
isso ndo é verdade para familias de hipersuperficies de dimensao d > 2 (ver [7]), pois
Briangon e Speder dao o célebre exemplo de uma familia topologicamente trivial (nimero
de Milnor constante) que nao ¢ Whitney equisingular. Teissier em [53] mostra que uma
familia de hipersuperficies de dimensao d ¢ Whitney equisingular se, e somente se, a
sequéncia u* da familia é constante, onde p* = (™Y, .. uM u©). Nesta direcio,
consideramos as multiplicidades polares, m;(X;,0), com ¢ = 0,...,d— 1, que sdo definidas
para uma variedade qualquer (X,0) de dimensao d. Gaffney em [I7| define a d-ésima
multiplicidade polar, mg(X;,0), para ICIS e prova que uma familia de ICIS {(X;,0)}
de dimensao d é Whitney equisingular se, e somente se, m;(X;,0), i = 0,...,d, sdo
constantes. Para uma familia de IDS {(X;,0)} de dimensao d, Nuno-Ballesteros, Oréfice-
Okamoto e Tomazella em [45] definem mg4(X;,0) e, em [47], generalizam este resultado
de Gaffney, mais precisamente eles provam que uma familia boa {(X;,0)} de IDS de
dimensao d ¢ Whitney equisingular se, e somente se, todas as multiplicidades m;( X4, 0),
i=0,...,d, sdo constantes. Aqui, definimos a (d — 1)-ésima multiplicidade polar da fibra
de um germe de funcgao, f: (X,0) — (C,0), com singularidade isolada definido em uma
IDS, mgy-1(X N f71(0),0) (ver Definicdo [2.2.17). Isto feito relacionamos, inspirados nos
resultados supracitados a constancia de tal multiplicidade & equisingularidade em familias
(ver Teoremas [2.2.23| e [2.2.24]).

Neste trabalho estudamos a Whitney equisingularidade de familias de funcoes
definidas sobre variedades analiticas. Mais especificamente, no capitulo 1, é apresentada
uma revisao dos principais topicos a serem utilizados.

No capitulo 2, dadas (X,0) uma IDS de dimensdo d definida por um germe de
aplicagao ¢: (CN,0) — M, e f: (X,0) — (C,0) uma fungio com singularidade isolada,



consideramos ¥: (C x CV,0) — M,,,, uma deformagao determinantal de (X, 0) e

F: (X,00 — (C x C,0)
(t,z) — F(t,x)=(t, fi(x))

um desdobramento de f. Generalizando resultados de [45] definimos mq_(X; N f,71(0),0)
(ver Definicao e gracas a isso obtemos uma generalizacao de resultados de
[47], provados para a familia de IDS {(X;,0)}, para a familia {f;: (X;,0) — (C,0)}.
Mais precisamente, no Corolario provamos que se m;(X;,0), ¢ = 0,...,d, e
mi(X, N f71(0),0), k = 0,...,d — 1 sdo constantes, entdo F é p-constante, onde p é
o namero de Milnor definido em [45]. Se, além disso, a familia {(X;,0)} é boa, entdo F' é
Whitney equisingular (ver Teorema . Estes resultados podem ser encontrados no
preprint [12].

Dada f: (CV,0) — (C,0) um germe de fungao holomorfa com singularidade
isolada, no capitulo 3, nos restringimos ao caso particular em que (X,0) é uma ICIS.
Sejam F: (C x CV,0) — (C,0) uma deformagao de f e f;: (CV,0) — (C,0) o germe
definido por fi(x) = F(t,z). Se N # 3, a familia f; tem tipo topoldgico constante se, e
somente se, seu nimero de Milnor ¢ constante (ver [33], [54]). Para N = 3, isso ainda ¢é
um problema aberto. Greuel em [25, Teorema 1.1] caracteriza a constancia do namero de
Milnor de F' provando que as seguintes afirmagoes sao equivalentes

(1) F & p-constante;

(2) Para toda curva holomorfa : (C,0) — (C x CV,0)

oF : oF ,
19(507) >1nf{19(axioy>]2—1,...,]\]},

onde ¥ denota a valorizacao usual da curva complexa;

(3) Mesma condicao de (2) com “ > " substituido por “ > 7;
(4) %—f € J, onde J denota o fecho integral do ideal Jacobiano J = <g—F, e 8‘9—F>
1 TN

como um ideal em Opy,1;

(5) 2L € v/J, onde V/J denota o radical de J como um ideal em On1;

6) V(J)={(t,x) e Cx C" | g—i(t,x) =0,i=1,...,N} = Cx {0} proximo de
(0,0).

Inspirados por esse resultado, no capitulo 3, estabelecemos versoes do teorema de

Greuel para f: (X,0) — (C,0) um germe de fungao holomorfa com singularidade isolada,



onde (X,0) é uma ICIS. Esse estudo pode ser realizado de duas maneiras, a primeira
delas deformando apenas a funcao f e a segunda deformando também a ICIS (X,0). Os
resultados dessa primeira parte podem ser encontrados no artigo [I1] e o artigo com os
resultados da segunda parte estd em preparacao. Em ambos os casos também exibimos
condigoes para a Whitney equisingularidade dos pares em funcao do fecho integral.

No capitulo 4, revisamos a nocao de Poliedro de Newton e a relacionamos com

fecho integral e aplicamos ao nosso contexto.



Capitulo

1

Pré-requisitos

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados que aparecem no decorrer do
trabalho com o intuito de facilitar a compreensao dos proximos capitulos. Para a parte
algébrica indicamos [4]. Mais detalhes sobre Teoria de Singularidades podem ser vistos
em [22], [37] e [40]. Os conceitos de fecho integral de ideal e modulo sdo ferramentas
bastante exploradas por Gaffney em [16] e [I7]. Conceitos importantes sobre a teoria de
Whitney equisingularidade podem ser vistos em [23] e [38]. Sobre o Numero de Bruce-
Roberts indicamos [9]. J& para a parte de Transversalidade sugerimos [27]. Por fim, como

referéncia basica para a parte de obstrugao de Euler indicamos [6].

1.1 Algebra Comutativa

Nesta secio abordamos conceitos importantes de Algebra Comutativa com o

objetivo de fixar notagoes.

Seja R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.1.1. Um R-mddulo ¢ um par composto por um grupo abeliano M e uma
aplicacao
D: RxM — M
(a,x) + az,
que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) a(x +y) = ar + ay;
(ii) (a +b)z = ax + bx;
(iii) (ab)z = a(bx);
(

iv) le =, coma,b€ R ex,y € M.



Por simplicidade, o R-modulo (M, D) seréd denotado simplesmente por Mg e
quando nao houver risco de confusao sobre qual anel estamos trabalhando o denotamos
por M.

Como exemplo, todo ideal de R é um R-moddulo.

Definicao 1.1.2. Dizemos que N C M ¢é um submodulo de M se N € um subgrupo e é

fechado com respeito a multiplicacao por elementos de R.

Definicao 1.1.3. Um R-mddulo M € finitamente gerado se existem mq,...,m, em

M tais que M = {Z rim; | ri € RV i = 1,...,n}. Neste caso, denotamos por
i=1
M = (my,...,my)R. Se ndo houver risco de confusio sobre qual anel estamos trabalhando

denotamos simplesmente por M = (mq,...,my).

Agora, vamos definir alguns anéis especiais.

Definicao 1.1.4. Chamamos v € R de nilpotente se existe k € N tal que ¥ = 0.

Quando R nao possuir elementos nilpotentes dizemos que R é reduzido.

Chamamos cadeia de submoédulos de um modulo M uma sequéncia (M;) de

submodulos de M, onde i =1,...,r, tal que
M =My> M D...D> M, ={0}.

Neste caso, r é chamado de longitude (ou comprimento) da cadeia.

Uma cadeia de submoédulos M = My D M; D ... D M, = {0} tal que entre M,
e M,1 nao existe nenhum R-submédulo de M para n =0,...,r — 1, recebe o nome de
secao em série de M.

A longitude (ou comprimento) de uma secao em série de M é chamada de
longitude (ou comprimento) de M, o qual é denotado por [(M). Caso M nao tenha

uma se¢ao em série, [(M) = oc.

Definicao 1.1.5. Seja I um ideal M-primdrio. Definimos a multiplicidade de Samuel

de I, a qual denotamos por e(I, R), da sequinte forma:
_ d! "
e(I,R) = lzmn_mﬁl(R/I )

onde d = dim(R).



Outra dimensao importante que descrevemos na sequéncia é a dimensao de Krull.

Definicao 1.1.6. Seja M um R-mddulo finitamente gerado. O conjunto anulador de
M ¢ definido por
Anng(M) :={a € R | aM = 0}.

Definicao 1.1.7. A dimensao de Krull de um anel noetheriano R, a qual denotamos
por dim(R), € definida por

dim(R) :=sup{d | R2 1, 2 ... 2 I, onde I; C R é primo}.

A dimensao de Krull de um R-mddulo finitamente gerado M, a qual denotamos
por dim(M), é definida por

dim (M) = dim (ﬁw) |

Seja R um anel local com M seu ideal maximal. Se dim(R) = dim% (%), entao

R é dito regular.

Definicao 1.1.8. Chamamos r € R de elemento M -regular se rm # 0 para todo m # 0
em M.
Uma sequéncia 11, ...,7, de elementos de R ¢ dita uma M -sequéncia, ou uma

sequéncia M -regular, se satisfaz

(i) r1 € M-reqular, ro é %-r@gulan. R z:?:,1¢1TiM-regular;

(ii) ﬁ # 0.

Dizemos que ry,...,r, € uma M-sequéncita mazximal em I sery,...,r, € uma
M -sequéncia mas dado p € I, onde I ¢ um ideal de R, r,...,7,,p nao é uma M-
sequéncia.

Definicao 1.1.9. Seja [ ideal de R, definimos a [-profundidade de M, a qual
denotamos por depth(l, M), como sendo o nimero de elementos de uma M -sequéncia

mazximal em I.

Dado R um anel local noetheriano cujo ideal maximal é M denotamos
simplesmente por depth(M) a M-profundidade de M.

No que segue seja R um anel local noetheriano com ideal maximal M.



Definicao 1.1.10. Consideramos M um R-mddulo finitamente gerado. Chamamos M de
um mddulo Cohen-Macaulay se M # 0 e depth(M) = dim M ou se M = 0. Dizemos

que R é um anel Cohen-Macaulay se R é Cohen-Macaulay como um R-mddulo.

Teorema 1.1.11. [75/ Seja R um anel noetheriano de dimensdo d. Sejam U uma matriz
p X q com entradas em R e I, o ideal gerado pelos menores de ordem r de U. Entao

(i) dim(R/I,) >d—(p—r+1)(g—1r+1);

(ii) se R é Cohen-Macaulay e dim(R/I,) =d— (p—r+1)(q —r + 1), entao o
anel R/I, é Cohen-Macaulay.

1.2 Teoria de Singularidades

Sejam f, fo: CN — CP aplicacoes holomorfas e x € CV. Consideramos a seguinte
relacao de equivaléncia: f; e fo sao equivalentes em x se existe uma vizinhanca aberta
U C CY com z € U tal que fi|y = fo|y. As classes de equivaléncia por essa relagdo sio
chamadas germes de aplicagoes. Para z € U, f: (CV, ) — CP denota o germe da
aplicacdo f: CV¥ — CP em uma vizinhanca de x.

Denotamos por (95’\,@ o conjunto dos germes de aplicacoes holomorfas
f:(CN z) — CP. Quando p = 1, escrevemos simplesmente Oy,. Se = = 0,
escrevemos Oy ao invés de On. O conjunto Oy ¢ um anel local cujo ideal maximal
e My ={f €Oy f(0)=0}=(x,...,xx). Além disso Oy é identificado com o anel
de séries de poténcias convergentes C{z1,...,xy}. Assim, cada elemento f de Oy pode

ser identificado com uma série de poténcias

flx) = Z o 1"

aeZN
onde se a = (aq,...,ay), escrevemos x% = 1% ... xy*N.
Proposicao 1.2.1. [, Coroldrio 1.5] f € On € invertivel se, e somente se, f(0) # 0.

Definigao 1.2.2. Seja f: (CV,0) — C um germe de fungio holomorfa. Chamamos

de singularidade (ponto critico) um ponto p € CV tal que %(p) = 0, para todo
i€ {l,...,N}. Além disso, se existir U vizinhanga de p tal que nela p € a inica solugao

do sistema de equacoes anteriores, dizemos que p é uma singularidade tsolada de f.

A matriz Hessiana de f é:



2 2

G0 g ()
Hess(f)(p) := : :
2 2

o (0) - L)

Defini¢ao 1.2.3. Um ponto critico p de f tal que det(Hess(f)(p)) # 0 é chamado nao
degenerado. Quando todos os pontos criticos de f sao nao degenerados f € dita fun¢ao
de Morse.

No decorrer desta segio seja f: (CV,0) — C um germe de fungao holomorfa com

singularidade isolada.

Milnor em [40] introduziu o seguinte namero associado a f.

Definigao 1.2.4. O nimero de Milnor de f, o qual denotamos por u(f), é definido
da sequinte forma

On
of i>

Ox1’ """ Oxzn

p(f) = dimg <

Definicao 1.2.5. Uma deformacao de f é um germe de funcao holomorfa

F: (CxCY0) -  (C,0)
<t7x) = F(t,l‘) = ft(x)

tal que fo = f e f:(0) = 0 para t suficientemente pequeno.

Um desdobramento de f ¢ um germe de aplicacao holomorfa

F: (CxCMN,0) — (CxC,0)
(t,x) = (¢ fil@)

tal que fo = f e f;(0) =0 para t suficientemente pequeno.

Notemos que dada uma deformagao (respectivamente, um desdobramento) de f

obtemos uma familia na qual cada t nos fornece um elemento da familia.

1.3 Aplicacoes finitas e semicontinuas superiores

Definicao 1.3.1. Dada f: X — Y, onde X eY sao espacos topoldgicos, dizemos que f
¢ finita se [ € continua, f~{y} é um conjunto finito para todo y € Y e f € fechada (se
D ¢ fechado em X, entdo f(D) € fechado em 'Y ).



Lema 1.3.2. [29, Teorema 3.4.24] Seja f: (X,x) — (Y,y) uma aplicacao entre germes

de espago analitico. Entao [ € finita se, e somente se, f~'(y) = {z}.

Lema 1.3.3. [24, Teorema 2] Se V. C (CN,0) é um germe de conjunto analitico e

m: V. — (CP0) é uma aplicacao finita, entao n(V) é um conjunto analitico.

Definicao 1.3.4. Uma funcao ¢: Y — R, onde Y é um espaco topoldgico é chamada

semicontinua superior se para cada yy € Y existe uma vizinhanca V' de yy tal que

oy) <o), VyeV.

1.4 Germes de Variedades

Dizemos que dois subconjuntos X; e X, contidos em CV com 0 € X; N X5, sdo
equivalentes na origem se existe uma vizinhanca U de 0 em CV tal que UNX; = U N X,.
Uma classe de equivaléncia por essa relacao é chamada germe de conjunto em CV.
Denota-se por (X, 0) o germe de conjunto, onde X é um representante do germe.

Um germe de variedade analitica (X,0) é definido como sendo o germe na
origem de um conjunto da forma X = {z € CV|¢i(z) = ... = ¢,(z) = 0}, onde
$1, ..., ¢, € Oy. Chamamos de hipersuperficie um germe de variedade analitica (X, 0)
que é o conjunto de zeros de um tnico germe de fungao ¢ € Oy.

Para um ideal I de Oy, a variedade de [ é
V() ={xeC"|¢(x)=0,Vo eI}
Dado um germe de variedade analitica X, o ideal de X ¢
I(X)={p€On|o(x)=0,Vz e X}.

Seja I um ideal de Oy definindo o germe de variedade (X, 0). O proximo resultado
conhecido como Teorema Nullstellensatz Hilbert nos garante que I(X) é o ideal radical
de I, onde o ideal radical de I, denotado por /T é definido por

VI={9€R|3meNcom ¢g" € I}.

Teorema 1.4.1. [26, p. 11] (Nullstellensatz Hilbert-versdo local) Seja (X,0) um
germe de variedade tal que X =V (I) com I um ideal em Oy. Entio I(X) = /1.
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Sejam ¢ = (¢1,...,¢,): (CV,0) — CP um germe de aplicagio holomorfa e
(X,0) C (CV,0) germe de variedade definido por ¢, X = ¢'(0). O anel local de

X,0) ¢
On

<¢17"'7¢p>.
Um germe de variedade (X, 0) é dito irredutivel se para quaisquer germes (X7, 0)
e (X2,0) tais que X = X; U Xy entdo X = X; ou X = X,. Caso contrario, (X,0) é

chamado redutivel.

Ox, =

1.4.1 Intersecoes completas e singularidades determinantais

Sejam ¢ = (¢1,...,0,): (C¥,0) — CP um germe de aplicagio holomorfa e
(X,0) C (CV,0) germe de variedade definido por ¢.

Definigao 1.4.2. Se dimensao de Ox é N—p entdo (X,0) € dita intersecao completa.
Se além disso existe uma vizinhanga U de 0 tal que X € reqular em y para todo y € U\ 0

entdo (X,0) é chamada interse¢do completa com singularidade isolada (ICIS).

Vamos agora descrever uma generalizacdo especial de ICIS. Para isso,
consideramos (X,0) C (CV,0) um germe de variedade definido por um germe de aplica¢ao
holomorfa ¢: (CV,0) = (My,0), (X,0) = (v ~'(M;,,),0) onde M,,, é o conjunto das
matrizes complexas de tamanho m x n e M}, , € o subconjunto de M,,, das matrizes

complexas com rank menor que s, onde 0 < s < m < n sao nimeros naturais. Notemos

que My, & uma variedade algébrica de My, ,, de codimensdo (m — s+ 1)(n — s+ 1) (ver

131)-

Definicao 1.4.3. Se a dimensdio de (X,0) € igual a N — (m —s+1)(n — s+ 1) dizemos
que (X,0) € um germe de variedade determinantal do tipo (m,n;s). Além disso,
ses=1ouN<(m—-s+2)(n—s+2)eX ésuave em x, para todo x # 0 em uma

vizinhancga da origem, entao (X,0) é chamada singularidade determinantal isolada
(IDS).

Destacamos que se s = 1, (X,0) é uma ICIS se, e somente se, (X,0) é uma IDS.
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1.5 Fecho integral de ideal e mo6dulo

Para este trabalho é importante o conceito do seguinte ideal especial obtido a

partir de um ideal I em um anel qualquer R.

Definicao 1.5.1. O fecho integral de I, denotado por I é definido por
1= {hGR | hk+a1hk_1+...+ak_1h+ak =0 com a; GIZ}

Observacio 1.5.2. Notemos que I C /1. De fato, dado h € T temos h¥ +a A" + .. .+
ap_1h+ay =0 coma; € I' C I. Assim, h* = —(a;h* '+ ...+ ap_1h +ay) €1, pois I é
ideal. Logo, h € VI. Portanto, T C /1.

O seguinte resultado de Teissier nos fornece uma caracterizacao para o fecho
integral de um ideal no anel Oxy. Antes de enuncid-lo apresentamos a defini¢ao de

valorizagao.

Definicao 1.5.3. Seja R um anel comutativo qualquer. Uma valorizagcdo de R € uma
funcao 9: R — RU {400} tal que para todo z,y € R

(i) I(zy) = V(z) + I(y);

(i) 9w + ) = min{d(x), I(y)}.

Definimos 9(0) = oc.

Dado R um anel comutativo e f € R\{0}, supondo que f = f, + fos1 +..., com
f; um polinomio homogéneo de grau j e f, # 0, chama-se n de multiplicidade de f,

m(f). Para f =0, m(f) := oo. E facil ver que a multiplicidade de f ¢ uma valorizacio.

Teorema 1.5.4. [53, Proposicao 0.4] Sejam (X,0) C (CV,0) um germe de variedade

analitica e I um ideal em Ox, as sequintes condigoes sao equivalentes

(i) h e I;
(ii) Para cada sistema de geradores hy, ..., h, de I existem uma vizinhanca U de
0 e uma constante ¢ > 0 tal que |h(x)| < csup{|hi ()|, ..., |k ()|}, ¥V 2 € U;

(iii) (Critério Avaliativo) Para cada curva analitica v: (C,0) — (X,0) temos
ho~ € (v*(1))Oy, onde (v*(1))O; € o ideal gerado por h;o~y,i=1,...,7;
(iv) ¥(ho~vy) > inf{¥(hy07),...,9(h.0v)}, onde ¥ € a valorizacdo usual de uma

curva complexa que em nosso caso serd a multiplicidade da curva.
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No decorrer deste trabalho, também precisamos trabalhar com o fecho integral

de modulos sobre um anel, definido por Gaffney em [I16, Definicao 1.3].

Definicao 1.5.5. Sejam (X, 0) um germe analitico complezo e M C Ol)j(,o um submodulo.
Entao h € (9",’(’0 pertence ao fecho integral de M, denotado por M, se para cada curva
analitica v: (C,0) — (X,0) temos hovy € (v*(M))Oy.

Trocando O; pelo seu ideal maximal M temos a definicao de fecho integral
estrito de M, que é denotado por i (ver [15]). Neste caso, h € M ¢ dito estritamente
dependente em M.

Analogamente ao Teorema [1.5.4] apresentamos a seguir uma caracterizagao para

o fecho integral de médulo.

Proposicao 1.5.6. [16, Proposi¢ao 1.11] Sejam (X,0) um germe analitico complexo,
M C (9’;(70 um submddulo e h € (’)’;(,0. Entio h € M se, e somente se, para cada conjunto
de geradores {hy,..., h.} de M, eziste uma vizinhanca U de 0 e uma constante ¢ > 0 tal

que para toda v € I'(Hom(CP, C)) temos

7 (@)h(@)]| < esup{[ly(@)ha(),- ., v (@)he (@)}, V2 € U,

onde T'(Hom(CP C)) denota as se¢oes do fibrado vetorial Hom(CP, C).

Para fixar notagoes, dado um modulo M gerado por {m!,...,m*}, onde mF =
(mf,...,m}), a matriz [M] associada a M & definida por
my mi
(M]=| :
my o

O resultado a seguir, chamado de Principio Jacobiano, nos fornece a relacao,
obtida por Gaffney em [16], entre o fechos integrais de ideal e modulo.
Proposicao 1.5.7. [16, Proposi¢do 1.7] Suponha que M é um submddulo de O% ,, X ¢é

irredutivel e h € O% . Entio h € M se, e somente se, Iy([{h, M}]) C I;([M]), onde k ¢
o maior inteiro tal que Ix([{h, M }]) # 0.

Corolario 1.5.8. [16, Coroldrio 1.8] Sejam (X,0) um germe analitico complezo com

componentes irredutiveis (X;,0) e M um submddulo de O% ,. Entdo h € M se, e somente
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se, I, ([{h, Mi}]) C I, ([Mi]), onde M; é o submddulo de O% ,, induzido por M e k; é
o rank de [{h, M}] em X;. Se k; ¢ independente de i, entdo h € M se, e somente se,
I, ([{h, M}]) C Ik, ([M]).

1.6  Whitney equisingularidade

Para o estudo de Whitney equisingularidade ¢ preciso trabalhar com a
convergéncia em Grassmannianas adequadas e por isso iniciamos essa secao falando

brevemente a respeito dessas variedades. Para mais detalhes, ver [36].

Definigao 1.6.1. A variedade Grassmanniana de ordem k de CV, Gr(k,N), € o

conjunto de todos os subespacos vetoriais de CV de dimensdo k, onde k < N.

Seja Z = {[M] € My n | rank([M]) = k}. Em Z ¢ introduzida a seguinte relacao
de equivaléncia: duas matrizes [M] e [N] em Z se relacionam, [M] ~ [N], se existe [A]
uma matriz nao singular (det[A] # 0) com rank([A]) = k, tal que [X]| = [A][Y]. Denota-
se por [[M]] a classe de equivaléncia por esta relacdo de equivaléncia. O quociente de Z
por essa relacao, o qual é denotado por %, ¢ o conjunto formado por todas as classes de

equivaléncia por essa relacao. Existe uma relacao natural sobrejetora
%
|_>
chamada aplicacdo quociente. A topologia coinduzida por 7, %, é

% ={G C % | 771(G) é aberto em Z}.
Essa topologia é chamada topologia quociente e é definida como sendo a topologia de
Gr(k,N).

Para entendermos melhor a convergéncia em Gr(k, N), seja {z;} uma sequéncia
em CV com {z;} — x. Logo, [M(z;)] — [M(z0)], onde [M(z;)] e [M(z)] estdo em
Z. Notemos que [[M(z;)]] — [[M(xo)]. De fato, como [[M(zo)]] € G C Z entao
[M(x¢)] € 7 Y(G) C Z. Assim, como [M(x;)] — [M(z0)] existe iy € N tal que [M(z;)] €
7 HQ), Vi > iy, ou seja, existe i € N tal que [M(z;)] = #n([M(z;)]) € G, Vi > io.
Portanto, por definigao, [[M(x;)]] — [[M (z0)]].
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Agora apresentamos alguns conceitos importantes sobre a teoria de Whitney
equisingularidade. Para mais detalhes ver [23] e [38].

Dados z,5 € RY com z # y, a secante de x a y, sec(x,y), é definida como
sendo a linha que é paralela a linha juntando x a y e passa pela origem.

Sejam X e Y subvariedades suaves de RY e y € Y. Suponha que a dimensio de

X seja d. A definigao da condi¢ao B de Whitney pode ser encontrada em [38] como segue.

Defini¢ao 1.6.2. O par (X,Y) satisfaz a condicao B de Whitney em y se: Sejam
{z;} sequéncia de pontos em X tal que {x;} — y e {y;} sequéncia de pontos em'Y com
{yi} — y também. Suponha que {T,,X} — T, onde T,, X € o espaco tangente a X em
x; e T € um plano d dimensional, e que a sequéncia de linhas secantes ligando x; a y;

converge para a linha L (no espago projetivo, PN=1). Entdo L C T.

Agora, sejam M uma variedade diferencidvel, X e Y subvariedades suaves de
M. Assuma que dim X = d. As defini¢oes das condi¢oes de Whitney, descritas a seguir,

também podem ser vistas em [38].

Definigao 1.6.3. O par (X,Y) satisfaz a condigao A de Whitney em y € Y se: Dada
uma sequéncia {x;} de pontos em X tal que {z;} =y e {1, X} = T, onde T é um plano
d-dimensional, temos T,Y C T

Se (X,Y) satisfaz a condigio A de Whitney em todo y € Y, entdo é dito que
(X,Y) satisfaz a condigao A de Whitney.

O par (X,Y) satisfaz a condicao B de Whitney em y € Y se: Para qualquer
carta (o, U) com U vizinhanga aberta de y, o par (p(UNX), p(UNY)) satisfaz a condigdo
B de Whitney em o(y).

Se (X,Y) satisfaz a condigao B de Whitney em todoy € Y, entao (X,Y) satisfaz
a condicao B de Whitney.

Sejam M uma variedade diferenciavel, N um subconjunto de M e P uma particao
localmente finita de N formada por subvariedades diferenciaveis de M.

A seguinte condicao recebe o nome de condigao de fronteira: Se XY € P e
XNY #0, entio Y C X.

Se P é uma particao cujos elementos satisfazem a condicao de fronteira dizemos
que P é uma estratificagao de V. Neste caso, cada subvariedade diferenciavel da particao

recebe o nome de estrato.
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Definicao 1.6.4. Uma estratificacao de Whitney de um subconjunto N de uma
variedade diferencidvel M é uma estratificacao P de N tal que cada par de estratos,

(X,Y), satisfaz as condi¢oes A e B de Whitney.

Resumindo (de acordo com as notagoes descritas anteriormente): (X, Y) satisfaz

as condicoes A e B de Whitney se:
Condicao A:

{zi} =y

= T,Y CT;
{T,,X} — T (na Grassmanniana adequada)

Condicao B:

{z:} =y
vt =y

= LCT.
{T,,X} — T (na Grassmanniana adequada)

sec(x;,y;) — L (na Grassmanniana adequada)

A condicado B implica a condigdo A por |38, Proposicao 2.4|, mas a reciproca é
falsa (ver [14, Exemplo 1.4]).

Sejam f: CY — CP uma aplicacao analitica, A C CV e A’ C CP subconjuntos tais
que f(A) C A'. Uma estratificagdo de f: A — A’ é um par (A, A") de estratificacoes
de A e A’ respectivamente tal que f leva estrato submersivamente a estrato.

Sejam M e P variedades suaves, f: M — P aplicacao suave, X e Y subvariedades

suaves de M e y € Y. As proximas defini¢coes podem ser vistas em [23].

Defini¢ao 1.6.5. O par (X,Y) satisfaz a condi¢cao A; de Thom se: quando {z;} €
uma sequéncia em X com {z;} — y tal que {ker d(f|x).,} — T (na Grassmanniana

adequada), necessariamente ker d(fly), C T

Definigao 1.6.6. A estratificacao (A, A') € dita regular se A, A’ satisfazem as condi¢oes
de Whitney e se qualquer estrato Y € A satisfaz a condicio Ay de Thom sobre qualquer
estrato X € A.
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1.7 Numero de Bruce-Roberts

Define-se R x como o subgrupo de R formado pelos difeomorfismos que preservam
X. Restringindo a acao do grupo R em Oy temos a a¢ao do grupo Rx em Oy. Dizemos
que f e g em Oy sao Rx-equivalentes, o qual ¢ denotado por f ~z, g, se f e g estao
na mesma Orbita pela acao do grupo Ry.

Dizemos que f € Oy é k-determinado com respeito a Ry, se para qualquer
g € Oy com j*(g) = j*(f), temos f ~r, g, onde j*(g) denota o k-jato de g.

Se existe um ntmero natural k tal que f é k-determinado dizemos que f é Rx-
finitamente determinado.

Denota-se por ©x o Oy-modulo de campos de vetores que sao tangentes ao germe

de variedade analitica (X,0), ou seja

Ox ={{ €Oy [dp(§) € I(X), V ¢ € I(X)},

onde Oy é 0 Oy-moédulo de campos de vetores de C em C.

Bruce e Roberts em [9] definem um ntimero anélogo ao de Milnor levando em
consideracao um germe de fun¢ao e um germe de variedade analitica que pode ser singular.

Esse novo invariante é conhecido por niimero de Bruce-Roberts.
Definigao 1.7.1. O nimero de Bruce-Roberts de f: (CV,0) — (C,0), germe de

funcgao holomorfa, com respeito a (X,0), o qual € denotado por ugr(X, f), € definido por

On
Ji(Ox)’

MBR(Xa f) - dlm(C

onde J;(Ox) = (df (&) | £ € Ox).

Como f € Oy é finitamente determinado se, e somente se, u(f) é finito, entdo
o nimero de Bruce-Roberts é uma generalizagado do niamero de Milnor, pois ugr(X, f) é
finito se, e somente se, f é Rx-finitamente determinado.

Seja U C CV uma vizinhanga da origem. Suponha que Ox = (&,...,&,) em U.

Denotamos
LCy(X) = {(x,0) € THCY | §(&(x)) =0, i =1,...,p},

onde T3CN ¢ a restri¢ao do fibrado cotangente (ver [35, p. 276]) de CV a U.

A variedade logaritmica caracteristica de X, LC(X), é definida como o
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germe de LCy(X) em TyCY, o espago cotangente de CV em 0.

1.8 Transversalidade

Sejam f: X — Y uma aplicacao diferenciavel entre variedades diferenciaveis e
W uma subvariedade suave de Y. Dizemos que f intersepta W transversalmente em

z € X se f(x) ndo pertence a W ou se
Ti@)Y = TyamyW + (df ) (T2:X).

Se f intercepta W transversalmente em x para todo z € X, entao dizemos que f

intercepta W transversalmente.

Teorema 1.8.1. [27, p. 70] (Teorema da Homotopia da Transversalidade) Sejam
X eY wvariedades, com'Y sem bordo. Para qualquer aplicacao suave f: X — 'Y e qualquer
subvariedade sem bordo Z de Y, existe uma aplicagcao g: X — Y homotopica a f tal que

g e 0g sao transversais a Z, onde 0g = glox.

Sejam X um espaco topolégico e p: E — B uma aplicagao continua. Dizemos
que p satisfaz a propriedade do levantamento de homotopia com respeito a X,
se, para qualquer homotopia f: X x [0,1] — B e para qualquer fO: X — FE tal que
fo = pfo. existe uma homotopia f: X x [0,1] — FE tal que f = pf com fy = f]XX{O}.
Chama-se fibragao uma aplicacao p: £ — B que satisfaz a propriedade do levantamento
de homotopia com respeito a qualquer espago topologico X. Ou seja, o seguinte diagrama

é comutativo

X x [0,1]
. !
1N,

Dizemos que p é uma fibracao localmente trivial, se, para todo ponto b € B
existe uma vizinhanga U de b e um difeomorfismo ¢: U x p~1(b) — p~}(U) tal que o

diagrama é comutativo
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onde 7 é a projecao no primeiro fator.
O proximo resultado fornece um critério para garantir que uma aplicacao é uma

fibragao suave localmente trivial.

Lema 1.8.2. [32, Lema 1.10] (Lema Ehresmann) Seja ¢: M — N uma aplicacao

diferencidvel, onde M ¢ uma variedade suave com bordo OM e N € uma variedade suave.
Se

(i) a aplicagao ¢ é propria;
(ii) a restricao de ¢ a M\ OM € sobrejetora e submersao;

(iii) o bordo OM € nao vazio, a restricio de ¢ ao bordo OM € também sobrejetora

e submersao.

Entao ¢ é uma fibracao suave localmente trivial em N.

1.9 Obstrucao de Euler e caracteristica de Euler

Como a definigao da obstrucao de Euler é muito técnica ao invés de apresentéa-la,
nessa se¢ao enunciamos uma férmula dada por Lé e Teissier em [34].

Dada (X,0) C (CV,0) um germe de variedade analitica de dimensdo d, Lé e
Teissier em [34], considerando uma projecao linear genérica p: C¥ — C4**! com respeito

a X, definem a k-ésima multiplicidade polar de (X,0), para k =0,...,d — 1, por
mi(X, 0) = mo(S(plxo),0),

onde X denota a parte suave de X, S(p|xo) é o conjunto dos pontos criticos de p|xo e

mo(Z,0) é a multiplicidade usual de um germe de variedade (Z,0).

Teorema 1.9.1. [3]] Seja X C CN um espaco analitico reduzido de dimensao d. Entdo

U
—_

Eu(X,0) =Y (1) 'm,(X,0),

i

Il
o

onde Eu(X,0) denota a obstrugcao de Euler local de (X,0).

Em [5, Teorema 3.1|, Brasselet, Lé e Seade forneceram uma féormula para a
obstrucao de Euler local de (X, 0) em funcao da caracteristica de Euler de X, cuja defini¢ao

é a seguinte.
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Definig¢ao 1.9.2. Seja X um espaco topoldgico. A caracteristica de Euler de X, x(X),

¢ definida como sendo a sequinte soma alternada

X(X) =) (=1)"Ba(X),

n

onde ,(X) € o n-ésimo numero de Betti de X, ou seja, € a dimensdo de H,(X,C),

para cada n € N, onde H,(X,C) € o n-ésimo grupo de homologia de X.



Capitulo

2

Equisingularidade de germes de funcoes em

uma IDS

Em [47], Nuno-Ballesteros, Oréfice-Okamoto e Tomazella estudam a
equisingularidade de familias de IDS. Nosso objetivo, neste capitulo, é generalizar esse
estudo para a equisingularidade de germes de funcgoes definidos em uma IDS. Para
isso, inspirados na definicdo obtida em [45] para a d-ésima multiplicidade polar da IDS,
definimos a (d — 1)-ésima multiplicidade polar da fibra de um germe de fungao com
singularidade isolada sobre uma IDS, isto ¢, mg_1(X N f71(0),0), onde (X,0) é uma IDS
de dimensao d e f: (X,0) — (C,0) é um germe de fungdo com singularidade isolada.

Os resultados desse capitulo compoem o preprint [12].

Dados (X,0) um germe de variedade e f: (X,0) — (C,0) uma fungao com
singularidade isolada, para falar do nimero de Milnor de f precisamos da nocao de
conjunto singular de fun¢ao. No decorrer do trabalho também vamos precisar do conceito

de conjunto singular de germes de variedades, entao dedicamos a préxima secao a isso.

2.1 Conjuntos singulares

No decorrer deste trabalho, dada uma matriz A de ordem k x [ e r < min{k, [}
denotamos por I,(A) o ideal gerado pelos menores de tamanho r de A. Dados dois
vetores u = (iy,...,4,) € {1,....,k}  ev = (j1,...,Jr) €{1,...,{} comiy <...<i,e
J1 < ...<Jr, denotamos por A, , o determinante da submatriz de A obtida por escolher
as linhas iy,...,%, € as colunas jy,..., J..

Por fim, dado H: (C x CV,0) — (CP,0) um germe de aplicacao holomorfa

20
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denotamos por J, H a matriz Jacobiana de H (derivadas parciais com respeito a ¢
ex = (x1,...,2y)) € por J,H a matriz Jacobiana de H (derivadas parciais com respeito
ax=(ry,...,xy) apenas).

Dado (X,0) C (CV,0) germe de variedade analitica, definido pelo conjunto de

zeros de ¢y, ..., ¢,, denotamos o conjunto singular de X por S(X). Entao

S(X) = V(<¢17 SRR ¢p> + IcodimX(J:B(¢17 T (bp)))

Defini¢ao 2.1.1. Dado f: (X,0) — (C,0) um germe de funcao, o conjunto singular
de f € o conjunto dos pontos onde X ¢ singular unido ao conjunto dos pontos onde X ¢é

reqular e f nao € uma submersao.

Vamos mostrar que o conjunto singular é de fato um conjunto analitico. Para
isso vamos precisar da extensao Jacobiana iterada.

Seja W um ideal em Oy gerado por gi,...,g- ¢ h = (hy, ..., h,): (CY,0) — CP
um germe de aplicagdo. Para cada m = 1,..., N, Morin em [4I] define a extensao

Jacobiana de rankm de (h, W) como
Ap (b, W) =W + W',

onde W' é o ideal gerado pelos menores de ordem m da matriz Jacobiana de
(hi,....hp,01,...,9-). Seguindo isto, se deduz indutivamente a extensdo Jacobiana

iterada de h por

AN—i1+1(h7 W)u se k=1,
AN—ik-i-l(ha Jilv"'vik—l(h7 W)), se k é maior que 1,

onde i = (i1,...,4) é um simbolo de Boardman (ou seja, N > i; > ... > i, > 0). Por
[48, Lema 2.2| J;(h, W) nao depende da escolha dos geradores de W.
Usando a extensao Jacobiana iterada conseguimos garantir no préoximo lema que

um conjunto especial é analitico.

Lema 2.1.2. Seja Y = ¢ 1(0) € CV uma variedade analitica de dimensio d onde
0: CN — CP ¢ um germe de aplicacdo. Seja g: Y — C um germe de funcao holomorfa.

O conjunto dos pontosy € Y tal que y é um ponto singular de'Y ou y é um ponto critico
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degenerado de g €

C =V(Jaa(g: () USY),

onde () é o ideal gerado pelas componentes de p e S(Y) € o conjunto singular de Y.

Demonstracao: Primeiro assumimos que 0 é um ponto regular de Y. Pelo Critério
Jacobiano (|29, Teorema 4.3.15]), ¢ tem rank(p — d) em 0, entdo existem ¢;,,...,p;
tal que ¢ = (@i, ..., @i, ,) ¢ uma submersdo. Além disso, (p) = (¢) e ¢7'(0) =Y em
uma vizinhanga da origem. De fato, claramente (¢) C (p). Por outro lado, notemos
que V((¢)) é regular de dimensao d em Y que também ¢é regular de dimensao d. Logo,
Y =V ((¢)). Entao

(p) € V() = V(o) = (o).
Seja
T I'lg) — C
(z,9(x)) = g(2),
onde I'(g) = {(z,g(x)) | z € Y} é o grafico de g.
Sabemos que T'(g) = (¢')~*(0), onde

¢': CNxC — Cp—d+1
(z,8) = (o(x),9(z) —s).

Por [48, Teorema 5.1|, o conjunto dos pontos criticos degenerados de 7 em I'(g) é
V(Ja1(¢'s2)) = V) + In-ar1(J(¢'s2)) + In(J (¢, 1 7)),

onde (hy,...,h)) = In_ar1(J(¢52)) e B = (hY,...,h])). A notagdo J;(-;z) significa
que construimos os ideais Jacobianos tomando apenas derivadas parciais com respeito
as variaveis ri,...,Ty.

Como
r:- vy — TI(g)

r = (2,9(x))
¢ um difeomorfismo entao, os pontos criticos degenerados de g sao imagens inversas dos

pontos criticos degenerados de 7 por I', que é igual ao conjunto analitico

V() + In—a1(J(p,9) + In(J (D, 9, 1)),
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onde (hy,... . h) = In_4:1(J(p,9)) e h = (hy,..., ). Mas de acordo com a defini¢do
anterior, isto ¢ igual ao conjunto analitico V(Jg1(g, (?))) = V(Ja1(g, (¥))).

O caso onde 0 nao é regular segue facilmente como no caso regular, apenas
acrescentando o conjunto singular S(Y').

Definigao 2.1.3. Dada (X,0) C (CV,0) um germe de variedade, f: (X,0) — (C,0) um
germe com singularidade isolada e fi: (X,0) — (C,0) uma deformacgao de f, dizemos que
fi € uma deformacgdo flat de f, se Ocy x,@0) € um Or-mddulo flat (t nao € divisor de zero
de Ocxx ) através da aplicagio 7, onde 7*: Oy = Ocyx 1,0y dada por (g) = gom

€ chamada de pull-back de 7.

O fato da deformacao ser flat nos garante que todas as fibras possuem o mesmo
comportamento. Assim, no caso de ICIS, considerando uma deformacao flat temos que

todas as fibras sao ICIS também.

Observacgao 2.1.4. Seja (X,0) C (CV,0) uma ICIS definida por um germe de aplicacio
holomorfa ¢: (CV,0) — (CP,0). Sejam f: (X,0) — (C,0) um germe de fungao holomorfa
com singularidade isolada e fy deformagao flat de f. Temos que dime Ocy x 1,0y = N—p+1
e Ipi1(Ju(fi, @) € o ideal gerado pelos menores de ordem p+ 1 de uma matriz de ordem
(p+1)x N. Entdo dimg 22540 =1 = (N—p+1)— (p+1—(p+1)+1)(N—(p+1)+1).

Portanto, pelo Teorema|1.1.11), #% ¢ Cohen-Macaulay.

Definigao 2.1.5. Sejam (X,0) C (CM,0) um germe de wvariedade analitica com
singularidade isolada e f: (X,0) — (C,0) uma fun¢io com singularidade isolada. Uma
morsificagdo de f € uma funcio F: (X,0) — (C,0) tal que

(i) (X,0) c (C x CN,0) ¢ uma suavizacio de (X,0), ou seja, a projecdo
7 (X,0) — (C,0) dada por n(s,z) = s € flat e se X, := 7 (s), entdo X9 = X ¢
X, € suave para s # 0;

(i) Se fs: Xs — C é dada por fs(x) = F(s,x), entio fo = f e fs é uma fungdo
de Morse para s # 0.

Seja (X,0) C (CV,0) um germe de variedade analitica com singularidade isolada.
Consideremos F': (X,0) — (C,0) uma morsificacdo de f. Fixando um representante
de F: (X,0) — (C,0) no conjunto aberto B. x Dg com B, = {z € CV | |jz|] < ¢},
Dy ={ze€ C| ||z|| < B} e¢ S > 0 suficientemente pequenos, entdo X, ¢ um subconjunto

analitico fechado de B, e fs: Xy — C é uma fun¢ao holomorfa, para cada s € Dg.
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Teorema 2.1.6. [/6, Teorema A.5] Seja (X,0) C (CN,0) um germe de variedade
analitica com singularidade isolada, com d = dim(X,0). Sejam f: (X,0) — (C,0) fungao
com singularidade isolada e F': (X,0) — (C,0) uma morsificacio de f. Ezxistem nimeros

reais suficientemente pequenos 0 < f K 0 < € < 1 tais que

X(f7H(e)) = x(X) + (=1)"ES(f,),

para qualquer ¢ € Ds um valor reqular de fs e s € Dg\ {0}.

2.2 Equisingularidades de familias em IDS

Sejam 0 < s < m < n ntmeros naturais e (X,0) C (CV,0) a IDS definida por um
germe de aplicagdo holomorfa ¢: (CV,0) — (M, ,0), ou seja, (X,0) = (¢ ~'(M,,),0).

Consideramos X = ¢~'(My,,) um representante suficientemente pequeno de
(X,0), onde ¢: B — M,,,, ¢ definido em uma bola suficientemente pequena B = B,
centrada na origem em CV. Seja A € M,,,, uma matriz genérica e X4 := ¢, (Mg, ) com
Ya: B — M,,, definida por ¥4(x) = ¢(z) + A. No caso em que (X,0) é uma ICIS, isto
é, s = 1, Hamm, em [2§], introduz o namero de Milnor de (X,0), u(X,0), como sendo o
namero de esferas no bouquet que é a fibra de Milnor de (X, 0). Como X4 tem o tipo de

homotopia de um bouquet de esferas segue por [37] que

1(X,0) = Ba(Xa) = (=) (x(Xa) — 1),

onde d é a dimensao de X. Como uma generalizacdo para o nimero de Milnor de uma
ICIS, a caracteristica de Euler evanescente da IDS (X, 0) é definida em [45] por

v(X,0) = (=)™ (x(Xa) = 1)

Se dim X = 2 esse namero coincide com o definido simultaneamente em [50].

Um germe de aplicagio U: (C x CV,0) — M,,, tal que ¥(0,z) = o(x)
para todo z € CV & chamado deformagao determinantal de (X,0). Denotamos
U(t,z) = y(x) e X; = wfl(M{;,n)- Uma deformacgao determinantal ¢ dita uma
suavizagao determinantal se X; é suave para t # 0 suficientemente pequeno. Neste
caso, v(X,0) = (=1)MmX(y(X;) — 1) (ver [45, Teorema 3.4]). Esta demonstrado em [45]

que, uma vez fixada a estrutura, esse nimero nao depende da suavizacao determinantal
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escolhida.

Se (X,0) ¢ uma IDS com dimensao d = 1 ou d = 2, entao v(X,0) = u(X,0) (ver
[45, Corolarios 3.6 e 3.7]), pois, nesses casos, dada uma suavizacdo de (X,0), Nuno-
Ballesteros, Oréfice-Okamoto e Tomazella, mostram que v(X,0) = [4(X;), condigdo
satisfeita pelo nimero de Milnor, u(X,0). Para d # 1 e d # 2, em geral, ndo é possivel
mostrar que G4(X;) é igual a v(X,0).

Para f: (X,0) — C um germe de fun¢ao holomorfa, escolhemos f: X — C um

representante de f, definido no representante de (X, 0) descrito acima. Em [45] o nimero
de Milnor de f é definido por

p(f) = 1S(folx.,),

onde f, : X4 — C é dada por fy(z1,...,2n) = f(x1,...,28) + bix1 + ... + byxy para
b= (by,...,by) € CN genérico e #S(f|x,) é o nimero de pontos criticos de fy|x,-

Além disso, em [45], é definida a caracteristica de Euler evanescente da fibra
XN f70) por

v(X N f70),0) = (=)™ T (x(Xan £y (e)) = 1), (2.1)

com (b, A,e) € CN x M,,,, x C valores genéricos tais que X4 ¢ suave, fy|x, ¢ uma funcao
de Morse e e é um valor regular de fp|x,.
Também, em [45], prova-se uma formula do tipo Lé-Greuel para esses invariantes,

como podemos ver no proximo resultado.

Teorema 2.2.1. [/5, Teorema 5.4] Dada f: (X,0) — (C,0) um germe de fun¢io com
singularidade isolada e (X,0) uma IDS. Entao

p(f) =v(X,0) +v(X N f7(0),0).

No caso em que (X,0) = ((¢1,...,dn_q) " (0),0) C (CV,0) ¢ uma ICIS, Gaffney

em [I7] define a d-ésima multiplicidade polar de (X, 0) da seguinte forma

On

mq(X,0) := dimg (D1, On-a) + In—as1(Je(dr1, ..., ON-a, D))’

onde p: C¥ — C ¢ uma fungao linear genérica. Assim, mgy(X,0) = £S(p|x,), onde X; ¢ a
fibra de Milnor de (X, 0).
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De forma natural, dada uma IDS (X,0) C (CV,0) de dimensdao d, Nufio-
Ballesteros, Oréfice-Okamoto e Tomazella em [45] definem m4( X, 0) como sendo £5(p|x, ),
onde p: CV — C ¢ uma fungao linear genérica e A € M,,,, ¢ uma matriz genérica.

Seja (X,0) uma IDS definida por um germe de aplicagao ¢: (CV,0) — M,,,
e f:(X,0) = (C,0) um germe de fungio com singularidade isolada, isto é, em uma
vizinhanca suficientemente pequena de 0, f é regular em X \ {0}.

Seja U: (C x CN,0) — M,,,, uma deformagio determinantal de (X,0) e

F:o(X,0) — (C x C,0)
(t,z) +— F(t,x):=(t, fi(x))

um desdobramento de f, onde X' := ¥~'(M}, ). Assumimos que F preserva a origem,
isto ¢, 0 € X; e f;(0) = 0 para t suficientemente pequeno. Assim, podemos ver o
desdobramento F' como uma familia de germes de funcoes {fi: (X:,0) — (C,0)}ep,
onde D é uma vizinhanga aberta da origem em C.

Na sequéncia apresentamos a definicao de importantes propriedades das familias
(X,0)e F.

Definicao 2.2.2. Dizemos:

(1) (X,0) € v-constante se v(X;,0) = v(X,0) para t suficientemente pequeno;

(2) (X,0) € uma familia boa se existe um representante definido em D x U, onde
D e U sao vizinhangas abertas na origem em C e CV respectivamente, tal que X; \ {0} €
suave, para qualquer t € D, isto €, S(X;) = {0} em U, para todo t € D, onde S(X;) é o
conjunto singular de Xy;

(3) (X,0) € topologicamente trivial se existe um homeomorfismo H: (X,0) —
(C x X,0) que comuta com a projecio, isto é, mo H =, onde m: (X,0) — (C,0) € dada
por m(t,x) =t;

(4) (X,0) ¢ Whitney equisingular se é uma familia boa e existe um
representante como no item (2) tal que (X \T,T) satisfaz as condi¢oes de Whitney, onde
T =D x {0};

(5) F ¢é u-constante se u(f;) = pu(f) para t suficientemente pequeno;

(6) F € boa se existe um representante definido em D x U, onde D e U sdo
vizinhangas abertas da origem em C e CN respectivamente, tais que X; \ {0} € suave e f;

é regular em X, \ {0}, para qualquer t € D;
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(7) F ¢é topologicamente trivial se existem germes de homeomorfismos

G: (X,0) — (C x X,0)
(t,z) — G(t,x)=(t,g(x))

H: (CxC,0) — (Cx C,0)
(ty) = H(ty) = (1 (y)
tais que G e H sao desdobramentos da identidade e F' = HoUoG, onde U(t,x) = (¢, f(x))
é o desdobramento trivial de f;

(8) F' ¢ Whitney equisingular se é uma familia boa e existe um representante
como no item (6) que admite uma estratificagdo regular dada por A = {X \
F~YT), F~1(T)\S, S} nafonte e A’ = {CxC\T, T} nameta, onde S = Dx{0} C CxC¥
eT=Dx{0} cCxC.

Quando consideramos familias de singularidades é interessante saber qual é a
relacao entre trivialidade topologica e Whitney equisingularidade da familia. Além
disso, também queremos invariantes, cuja constancia na familia caracterize a trivialidade
topologica ou a Whitney equisingularidade.

Por exemplo, para familias de curvas (X,0) = {(X;,0)}, podemos ver em [§] e
[10]:

(1) (X,0) é topologicamente trivial e boa se, e somente se, (X, 0) é u-constante;

(2) (X,0) ¢ Whitney equisingular se, e somente se, (X,0) é u-constante e
mo(Xt,0) é constante, onde mgy(X¢,0) é a multiplicidade de (X3, 0).

Analogamente, para uma familia {f;: (X;,0) — (C,0)} de fungdes em curvas
podemos encontrar em [43] o seguinte:

(1) F & topologicamente trivial e boa se, e somente se, F' é u-constante;

(2) F ¢ Whitney equisingular se, e somente se, F' é p-constante e mg(X;,0) é
constante.

Para uma familia de hipersuperficies (X,0) = {(X;,0)} de dimensao d, Teissier
em [53] prova que (X,0) é Whitney equisingular se, e somente se, as multiplicidades
polares m;(X;,0), i = 0,...,d, sdo constantes em ¢. O mesmo resultado é provado para
familias de ICIS por Gaffney em [I8]. Este resultado foi estendido recentemente para

familias de IDS como podemos ver a seguir.

Teorema 2.2.3. [{7, Teorema 5.3/ Uma familia boa de IDS d-dimensional (X,0) =
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{(X4,0)} € Whitney equisingular se, e somente se, todas as multiplicidades polares

m;(X4,0), 1 =0,...,d, sao constantes em t € D.

No caso de familias de ICIS, também temos que uma familia y-constante é sempre
boa, o que nao é verdade em geral para familias de IDS. Se d # 2, a condi¢ao de u-
constancia também controla a trivialidade topologica de uma familia de hipersuperficies
(ver [33]) ou ICIS (ver [49]). Nesses resultados vemos a importancia de relacionar
equisingularidades de familias & constancia de invariantes relacionados aos germes.
Nosso objetivo, aqui, é estender tais resultados para germes de funcoes definidos em
variedades singulares. Mais precisamente, no Teorema [2.2.24] caracterizamos a Whitney

equisingularidade por meio da constancia das multiplicidades polares em uma familia
F:(Xx,0) = (CxC,0)

de germes de fungoes em uma IDS.

No decorrer desse capitulo, sejam f: (X,0) — (C,0) uma fun¢do em uma IDS
com singularidade isolada e F': (X,0) — (C x C,0) um desdobramento de f preservando
a origem.

Podemos ver em [47, Lema 5.1| que se p: CY — C é uma projego linear genérica,

entao temos a conservacao do niamero de Milnor de p, isto é,

polx) = > wlelxow)+ Y. wlxex) = D wlplx, ),

yES(’P|Xt0) z€S(Xt) z€S(plx,)

para todo t suficientemente pequeno. De fato, tal formula é apresentada em [47, Lema,

5.1] como segue,

M(p’X): Z N(plxwy>+ Z md<Xt7x>7

yeS(plxo) z€S(Xy)

onde X? ¢ a parte suave de X;, S(X;) é o conjunto singular de X; e S(plxo) € o conjunto
singular de p|xo.
Provamos no seguinte teorema que a mesma conservagao do numero de Milnor

acontece para uma familia f; de funcoes.
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Teorema 2.2.4. Para todo t suficientemente pequeno,

u(f) = Z u(fe:y) Z (fr,2) = Z n(fe:y)-

yGS(ft|X?) z2€8(X¢) yeS(fi)

Demonstracao: Escolhemos f: X — C um representante de f, onde X = w_l(M;jm) é
um representante suficientemente pequeno de (X,0), com ¢: B — M,,,, definida em uma
bola aberta suficientemente pequena B = B, centrada na origem em C% tal que em B, a

origem é o inico ponto singular de X.

Para uma matriz A € M,, ,, seja t4: (CV,0) — M,,,, definida por

)
m,n

Considerando b = (by,...,byx) € CV seja fy|x,: Xa — C definida por

e denotamos X 4 = ;" (M,

fb(xl,...,xN) = f(LL’l,...,JZN) +b11‘1 +~-+bN«77N-

Construimos uma nova deformacao como soma de X; e X4, isto é, para A € M,, ,,

et e D definimos
Xoay = (e +A)H(M; ).

Além disso, definimos

f(b7t)|X(A,z): X(A,t) — (C, f(b7t)<.r1, c. ,Q}N) = ft(.rl, .. ,JJN) + b1£U1 + ...+ bNQZN.

Denotamos por zj,...,2zr € yi,...,4y 0s pontos singulares de X; e ft’Xth
respectivamente.
Para cada z = 1,...,k e 5 = 1,...,1, escolhemos um disco de Milnor D; for

(X, 2;) e Ej em torno de y; para ft|Xg tal que estes discos sao dois a dois disjuntos.
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Temos

X(A,t))

u(f) = 15(fen
l k
= Z ﬂs(f(b,t) |X(A,t)ﬁEj> + Z ﬁs<f(b7t) ‘X(A,t)mDi)

=1 i=1
l k

= > ulfoy) + > ulfi 2.
j=1 i=1

Corolario 2.2.5. Assuma que (X,0) é uma familia boa. Entdao F é p-constante se, e

somente se, F' € boa.

Demonstracao: Assuma que é F' p-constante. Como (X, 0) é boa, pelo Teorema

n(f) = Z u(fe,y) + p(fe)-

yeS(frlxo)

Entao Z 1(fi;y) = 0. Logo, u(f;,y) = 0 para todo y € S(f;|x0). Portanto,
yes(fi‘xg)

S(filxo) = 0 e, assim, I & boa.
Por outro lado, se F' é boa, existe um representante definido em D x U, onde D,
U sdo vizinhancgas abertas da origem em C, CV respectivamente, tal que X;\ {0} ¢ suave
e fi ¢ regular em X, \ {0}, para qualquer ¢t € D. Assim, S(X;) = {0} e S(f;) = {0} em
U. Portanto, pelo Teorema [2.2.4 u(f) = u(fy).
[ |

Outra consequéncia do Teorema [2.2.4] é o fato que o ntumero de Milnor de uma

funcao é semicontinuo superior:

Corolario 2.2.6. Para todo x € S(f;) e para todo t suficientemente pequeno,

p(fe, w) < p(f).

O proximo lema é também uma interessante consequéncia do Teorema|2.2.4l Para

sua demonstragao usamos [47, Corolario 4.4], que nos garante que se (X, 0) é uma familia
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topologicamente trivial, entao

> v(Xiy) = v(X,0). (2.2)

yeS(Xy)

Lema 2.2.7. Se (X,0) é uma familia boa e topologicamente trivial, entao

Yo vXuy+ Y (XN f710),y) = (X N £71(0),0).

?JGS(ft\X?) yeS(ft)

Demonstracao: Como (X, 0) é boa, existe um representante definido em D x U, onde D
e U sao vizinhangas abertas da origem em C e CV respectivamente, tal que S(X;) = {0}
em U, para todo t € D. Consideramos F definida neste representante de (X,0). Pela

formula de Lé-Greuel e pelo Teorema [2.2.4]

> wlfey) +plf) = v(X,0) +v(X 0 f71(0),0).

yes(ft'xto)

Aplicando a formula de Lé-Greuel a u(f),

> ulfoy) + WX, 0) + (XN £710),0)) = v(X,0) + v(X 0 £7(0),0).
yGS(ft|X?)

Pela Equagao (2.2)), v(X;,0) = v(X,0). Portanto,

Y ulfey) (XN f71(0),0) = v(X N f71(0),0).

yeS(ftlxg)

Novamente, pela formula de Lé-Greuel aplicada a p(fi, y),

Y W(Xy) +v(Xn f710),9) + v(X, 0 f,710),0) = »(X 1 £71(0),0).
yES(ft|X?)

Entao

Yo Xy + D v(X N f740),y) = v(X N F7(0),0).

yeS(filxp) ves(f)
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Corolario 2.2.8. Se ' é Whitney equisingular, entdo F € p-constante e m;(Xy,0),
i = 0,...,d, sio constantes em t € D, onde d é a dimensio de X e m;(X;,0) € a

i-ésima multiplicidade polar de (X, 0).

Demonstracdo: Como F ¢é Whitney equisingular, (X,0) também é Whitney

equisingular. Entao, pelo Teorema [2.2.3| m;(X;,0),7=0,...,d, sdo constantes em ¢t € D.
Além disso, como F' é boa, segue pelo Corolario que F' ¢é p-constante.

|

No caso particular em que a IDS é uma ICIS (s = 1), apresentamos condigoes

suficientes para F' ser Whitney equisingular.

Teorema 2.2.9. Se s = 1, F ¢ u-constante, m;(X,,0), i =0,...,d, e mp(X,N f;71(0),0),
k=0,...,d—1, sdo constantes emt € D, entdo F' é Whitney equisingular, onde m;(X;,0)
€ a i-ésima multiplicidade polar de (X;,0) e mi(X,N f;1(0),0) ¢ a k-ésima multiplicidade
polar de (X, N £,(0),0).

Demonstracao: Como F' é p-constante e (X,0) é boa, entao F' é boa, pelo Corolario
2.2.5] Portanto, existe um representante definido em D x U, onde D e U sao vizinhangas
abertas da origem em C e CV respectivamente, tais que X; \ {0} é suave e f; é regular

em X, \ {0}, para qualquer ¢t € D.

Este representante de F' admite a estratificagao

A={X\FH(Cx{0}), F7H(C x {0}) \ (C x {0}),C x {0}}

A"={(C xC)\ (Cx {0}),C x {0}}.
Denotamos A = X \ F~1(C x {0}),B = F}(C x {0}) \ (C x {0}),C = C x {0},A" =
(CxC)\(Cx{0})e B =C x{0}.
Notemos que F' leva estratos de A submersivamente a estratos de A’. De fato,

olhando para o primeiro estrato temos

F|AZ A — A
(t,z) — F(t,z)=(t, fi(x)).
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Se (t,z) € A, entao (t,z) € X com fi(z) # 0. Assim, z # 0 pois f;(0) = 0. Portanto, F|4
é regular pois F' ¢é boa.

Para o segundo estrato,

Flg: B — B’
(t,2) — F(t,z)=(t,0)

é uma submersao pois a dimensao da ImdF|g é 1 que é igual ao rank da matriz Jacobiana
de F|p.

Além disso,

Flo: c - B
(t,0) — (¢,0)
¢ uma submersao pois ¢ a “aplicacao identidade”.

Mostraremos agora que os pares de estratos de A satisfazem as condicoes de
Whitney. Temos A um conjunto aberto em X° onde X° = X\ (C x {0}). Como
m;i(X;,0), 4 = 0,...,d, sdo constantes em t € D, entdo (X°, C) satisfaz as condigoes de
Whitney (ver [I7, Teorema 1]). Entao (A, C) também satisfaz as condigoes de Whitney.
Além disso, my (X, f;71(0),0), k=0,...,d—1, sdo constantes em ¢t € D, portanto (B, C)
satisfaz as condi¢oes de Whitney, novamente utilizando o Teorema 1 de [17].

O par (A, B), por definicao, satisfaz as condi¢oes de Whitney pois para cada
(t,y) € B, como X é uma variedade, existe um difeomorfismo ¢: U — U’, onde U e U’
sao vizinhangas abertas em C?t1 e X'\ (C x {0}) respectivamente com (¢,y) € U e d ¢ a
dimensao de X tal que o par (o~} (ANT"), o~ (BNU’)) satisfaz as condigoes de Whitney
pois ¢ H(ANU’) é um aberto em C¥*! e assim p~1(A N U’) contém todas as secantes.

O par de estratos de A’ claramente satisfaz as condicoes de Whitney.

Além disso, (A, C) e (B, C) satisfazem a condi¢gdo A de Thom pois dada {(¢;, z;)}
sequéncia em A (respectivamente em B) com {(¢;,z;)} — (¢,0), onde (¢,0) € C, tal que
{ker d(F'|a) (2} — T temos F|c(t,0) = (¢,0) e portanto ker d(F|c)w0 = {0} C T.

O par (A, B) satisfaz a condicdo Ar de Thom pois F' é uma submersio em
XY, De fato, seja {(t;,r;)} sequéncia em A com {(¢;,z;)} — (t,z), onde (t,z) € B, tal
que {ker d(F|a)t 2} — T. Como F é boa, segue que F é submersdao em X°. Logo,
{ker d(F[a)(t, 0} — ker d(F[a)(t.a)-

Agora, ker d(F|xo)@z) = ker d(F|a) 2 pois A é aberto em XY,  Assim,
{ker d(F'|a)t,z)} — ker d(F|xo0) ). Portanto, T' = ker d(F'|x0),q)-
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Além disso,
ker d(F‘B)(t,m) = ker dF(t,:v)|T(,/7m)B = ker dF(tvx)ﬂT(tJ)B C ker dF(t’x) = ker d(F|X0)(t,x) =1T.

Assim, F' é Whitney equisingular.
[

Nosso objetivo é estudar o teorema anterior para uma IDS (Teorema. Para
isso, vamos introduzir a (d — 1)-ésima multiplicidade polar da fibra Y := X N f71(0) de
uma IDS (X, 0) (Defini¢ao [2.2.17)). Para garantir sua boa defini¢do precisamos do Lema
2214 e do Teorema 22,15

Considerando (X,0) uma IDS, f: (X,0) — C um germe de fun¢ao holomorfa
com singularidade isolada, b = (by,...,by) € CV e fi|x,: X4 — C definida por

Jo(x1, .. on) = f(@r, ..o on) F 0wy + ...+ Dyay,

Ament, Nuno-Ballesteros, Oréfice-Okamoto e Tomazella em [2] obtém o seguinte resultado
relacionado a fibra da IDS.

Lema 2.2.10. [2, Lema 3.1] Existe um aberto de Zariski nao vazio W C CN x M, ,, x C
tal que para todo (b, A e) € W temos Xa N f; '(e) ¢ suave e rank(va(z)) = s — 1, para
todo x € XaN f; ' (e).

Lema 2.2.11. Assumimos que (X,0) é uma suavizacio determinantal de (X,0) e F' é

tal que f; € reqular, para t # 0 suficientemente pequeno. Entdo
V(Y7 0) - (_]‘>d_1<X(}/t> - 1)7

onde Y; = X, N £71(0).

Demonstracao: Tomamos um representante W: D x U — M,, ,, onde D,U sao bolas
abertas suficientemente pequenas centradas na origem em C, CV respectivamente tais que
Y; é suave e rank(¢y(x)) = s — 1 para todo = € Y; e para todo t € D\ {0}. Seja W o
conjunto aberto de Zariski dado pelo Lema [2.2.10] isto &,

W=C"x M, xC\K,

onde
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K={a=(bAe) € CN x M,,,, x C | Y, nio & regular ou rank(¢4(z)) <
s — 1, para algum z € Y, }.

Construimos uma nova deformacao como soma das duas deformacoes X; e Xy,
isto ¢, para cada (a,t) = (b, A,e,t) € CN x M,,,, x C x D denotamos

X(A,t) = Wt + A)_I(Mnsl,n)a

f(b7t)|X(A’t>: Xy = C, fop(rr,...,on) = fil@r,...,an) bz + ...+ byay e
Yian) = X(an N fpp(e):

Mostraremos que existe um subconjunto aberto de Zariski Wy C CV x M, ,, x
C x D tal que

(1) Yo € suave e rank(¢y(x) + A) = s — 1, para todo = € Y, e para todo
(o, t) € Wy

(2) x(Y(a)) ndo depende de (a,t) € Wy,

Para a primeira parte, consideramos

C = {(a,t,x) |« é um ponto singular de Y(, ou rank(¢y(z) + A) < s—1}
e Wo = (CN x M,,,, x CxC)\ C, onde
C = {(a,t) | Y(a, nao é regular ou rank(t,(x) + A) < s — 1 para algum x € Y{, )}

Usando o Critério Jacobiano obtemos que C' & um conjunto analitico (ver [29,
Teorema 4.3.15]).

Consideramos 7 : (C,0) = (CY¥ x M,,,, x C x C,0), m(a, t,z) := (a,t). E facil
ver que m; '(0) = {0}, pois f tem singularidade em 0. Entdo, pelo Lema m € uma
aplicacao finita. Assim, pelo Lema , a imagem C' = Wl(é) é analitica.

Tomamos B C U uma bola fechada perto da origem em C¥, suficientemente
pequena, tal que 0 é a Unica singularidade de X em B e 0B é transversal a X e a
XN f40).

Seja

& CVNx M, xCxCxB — My x C
(Oé,t, ZL’) = (Q/Jt(l') + A? f(b’t) (Q?) - 6).



36

Temos que as aplicagoes £ e 0 = £|envwar,,  xCxcxop S20 submersoes. Entdo, pelo

Teorema [L.8.1] para quase todo (a,t), ) ¢ 9y sdo transversais a X° x {0}, onde
5(%)(35) = af(a,t)@) =¢(a,t,x). Mas

dimCY +dim ¥ x {0} = N +mn — (m —s+4)(n —s+1i) < mn

se i > 1. Assim, &, (CY) N (X7 x {0}) = 0.
Entdo Y. = 5@1’0@5—1 x {0}) é suave e C' & proprio.

Mostraremos agora a segunda parte. Seja

T XTI x{0}) — W,
(a,t, ) = (a,t).

Usamos o Lema para mostrar que 7™ é uma fibragao. Para isso provamos
primeiro que 7 é propria. De fato, seja K C W, compacto. Entao K é fechado e limitado.

Notamos que
7 (K)C K x BC¢e (xV ! x{0}).

Como 7: 125! x {0}) — Wy é continua, entdo 7 '(K) é fechado em
EHZ 7 x {0}). Assim, 77 }(K) é fechado em K x B. Portanto, 7—!(K) ¢ fechado
no espago ambiente.

Além disso, K é limitado entao existe R € R tal que
(o, t,7) € 7 H(K) entdo |(a,t)| < R.

Como =z € B, entdo ||(a,t,z)|| < R+ ¢, onde € é o raio de B. Assim, 7 !(K) é
limitado e, portanto, m é propria.

Se (a,t) € Wy, entdao . € transversal a 7! x {0} e Ony € transversal a
Y571 x {0} (Teorema . Usando primeiro que &, é transversal a 2°~* x {0},

(o) o(TeCY) + Te ) (271 X {0}) = T,y () (Minsn X C).
Entao

A€ty (0 % 0% 0% 0 X ToCN) + Tetara) (257" % {0}) = Te(ata) (Mo x C).
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Temos

Tty (CV X My, x C x C x CV)
= (dg(a,t,:p))_l(Tﬁ(a,t,:v)<Mm,n X C))
= 0x0x0x0xT,CV+ (d€aa) " (Teara) (X571 x {0}))
= 0x0x0x0xT,CN+ Trné '(Z7" x {0}).

Assim
A7l (at) (Tiot)§ (S5 x {0})) = Tian)(CY x My, x C x C).
Entao (a,t) é um valor regular de |e—1(xs—1x (0})\a(e~1 (5~ 1 x{0}))-
Portanto, 7|¢-1 L(ms-1x {0\~ (25~ 1x{0})) € uma submersao.
Agora, usando que 9, é transversal a 3°7' x {0} e repetindo o raciocinio
anterior concluimos que (a,t) ¢ um valor regular de 7|ge-1(ns-1xq0))).  Assim,

Tlae-1(zs-1x{0})) ¢ uma submersao.

Portanto, m é uma fibracao sobre o conjunto conexo W,. Temos

ot x) | (a,t,z) € 12 x {0})}

T Hat) = | )

) | €(ont,z) € D7 x {0}}
)
)

(
= {(
= {(
(
(

Q

Q

>tal‘

| £y (x) € 271 x {0}}
o t,x) | x €Yyt

= 4

= {(a,t)} x Yo,

Entao
X(Yian) = x({(a, )} X Yian) = x(77 (a,1)).

Portanto, x(Y{a,)) ndo depende de (a,t) em Wy.

Consideramos agora o« € W e t € D\ {0}. Entdo (a,0) € Wy e (0,0,0,t) € W,
pois Y(a,0) = Yo que é suave pelo Lema [2.2.10]e rank(¢o(x) + A) = rank(i(z) + A) = s—1,
para todo = € Y,. Além disso, X (o4 N fo) = X N f; 7(0) € suave e rank(yy(z)) = s — 1,
para todo = € X; N f,(0).
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Assim,

v(Y,0) = (=" (x(Ya) = 1)
= (D" (x(Xan fyH(e) - 1)
= (-1)° 1<X(XAO ﬂf(bO)( €)—1)
= (D" (x(Xn N oy (0) = 1)
= (D" (™) - D).

[ |
Para a demonstracao do Lema [2.2.13| vamos precisar do seguinte resultado que

nos garante que uma determinada funcao restrita a um conjunto analitico suave é Morse

em quase todo ponto.

Lema 2.2.12. [{5, Lema A.2] Sejam V' C CN um subconjunto analitico suave e f: CN —

C uma fungao holomorfa. Denotamos fo(x1,...,xn) = f(x1,...,2y)+a121+.. . +ayxy
sea = (ay,...,ay) € CN. Entao f,|v € uma funcdo de Morse para quase todo ponto
acCV,

Lema 2.2.13. Nas notacgoes da prova do Lema|2.2.11), existe uma funcdo linear p: CN —
C tal que o conjunto W C CN x M,,,, x C x C de pontos (a,t) = (b, A, e, t) nos quais

p]y(a , € uma funcdo de Morse é um conjunto aberto de Zariski nao vazio.

Demonstragdo: Tomamos (ag, tg) = (b, Ao, €0, tp) € CV x M,,,, x C x C tal que Yao.t0)
¢ suave (existe (ap,tp), pela primeira parte da prova do Lema . Consideramos
a = (ai,...,ay) € CV e denotamos por p,: C¥ — C a funcio linear p,(zy,...,7y5) =
a1T1+...+ayxy. Pelo Lema , tomando f = 0, podemos escolher um ponto a € CV
tal que pa\y(%tm e Paly\{o} sdo funcoes de Morse. Escolhemos uma destas p,’s.

Definimos C' como o subconjunto de pontos (,t,z) € CN x M,,,, x C x C x CN
tal que cada z é um ponto singular de Y{, 4 ou x € um ponto critico degenerado de pa]y(a’t).

Pelo Lema , C' é analitico.

Seja

m  (C,0) — (CNx M,,,xCxC,0)
(a,t,x) +— (o, ).

Temos 7 1(0) = {0} pois se x é um ponto singular de Y entdo z = 0 devido ao

fato que f tem singularidade em 0. Agora, se x é um ponto degenerado de Y, entao x = 0
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pois p, foi escolhida tal que p,|y\ (0} ¢ uma funcao de Morse. Entao, pelo Lema|1.3.2, 7 é
uma aplicacao finita. Assim, pelo Lema , a imagem C' := W(é) é analitica. Portanto,
W =C" x M, x Cx C\ C é um conjunto aberto de Zariski. Como (ag,ty) € W, W ¢

nao vazio.

Lema 2.2.14. Seja p: CY — C uma fungdo linear genérica e c € C\ {0} suficientemente

pequeno. Entao

v(Y Np71(0),0) = (D)"Y np~i(e) — 1)
= (D" (x(Yanp™(0)) = 1)
= ()7 (x(Yanp™H(0) - 1),
onde d = dim(X,0) e Y, = XaN f, ' (e) com a = (b,A,e) € CN x M,,,, x C genérico.

Demonstragao: Tomando uma mudanca linear de coordenadas, podemos assumir que

p(z1,...,xy) = xy. Denotamos para cada ¢ € C\ {0}
wc(xlv"wx]\/—l) :¢($17"'7$N—17C)'

Temos as seguintes identificagoes:

(1) (Y np~1(0),0) corresponde com (ZN f~1(0),0), onde (Z,0) = (¢ (M, ,,),0).

De fato, Z N f710) = g (Mg,) N f7(0) mas ty(21,...,an1) =
(xy, .., on-1,0) = (21, ..., an_1,p(21, ..., 2n-1,0)). Logo, ZNf7H(0) = v5 ' (Mg, )N
f71(0) corresponde a ¢~ (M, ) Np~1(0) N f71(0) =Y Np~(0).

Analogamente, temos as demais correspondéncias.

(2) Yo np~1(0) corresponde com Z4 N f, ' (e), onde Zy = (o + A) "1 (M, ,.);

(3) Y Np~*(c) é homeomorfo a Z. N f~1(0), onde Z, = (¢.) " (M}, ,.):

(4) Y, Np~t(c) & isomorfo a Zic) N f(;lc)(e), onde Zia ey = (e + A)7H M, ).

Usando os mesmos resultados da prova do Lema temos o desejado.

[
Seja p: CY — C uma funcao linear genérica. Temos que (X Np~1(0),0) é também

uma IDS no hiperplano p=1(0).
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Temos (X Np~1(0))a = X4 Np~(0). De fato, nas notagdes do Lema [2.2.14]
(X Np(0))a = (o + A) (M) = (¥ + A)~H(M;,,,) Np~(0) = XaNp~(0),
aplicando a Equacao para a fibra da IDS (X Np~1(0),0) temos
y(X Np~H(0)N f71(0),0) == (=) ((Xa Np~ ' (0) N 7 (e) — 1),

com (b, A,e) € CN x M,,,, x C valores genéricos tais que X4 Np~'(0) ¢ suave, fi|x,np-1(0)

¢ uma funcao de Morse e e é um valor regular de fj|x,qp-1(0)-

Teorema 2.2.15. Seja f: (X,0) — (C,0) uma funcao com singularidade isolada em uma
IDS (X,0). Seja p: CN — C wma fungao linear genérica, a = (b, A,e) € C¥ x M, ,, x C
genérico e Yo = Xa N f; ' (e). Entdo

8S(ply,) = v(Y,0) + v(Y Np~'(0),0).

Demonstragao: Escolhemos a = (b, A,e) € CV x M., , x C genérico tal que Y, é suave

e ply, ¢ uma funcdo de Morse (existe a, pelo Lema [2.2.10| e pela prova do Lema [2.2.13
para t = 0). Seja ¢ € C um valor regular de ply, . Pelo Teorema e pelo Lema [2.2.14],

1S(ply,) = (=D (x(p~'(e) NYa) = x(Ya))

= (=D x( " (c) NYa) =1+ 1= x(Ya))
(=DH(=D)*Pu(Y Np~(0),0) + (=1)(=1)" (Y, 0))

= v(Y Np(0),0) + v(Y,0).

Observacao 2.2.16. Notamos que §S(ply,) nao depende da escolha da fungao linear p e

nem de «.

De fato, por Lé e Teissier em [3]|] e pelo Lema|2.2.14| temos
Eu(Y,0) = x(Y np~'(t)) = (=1)**v(Y Np~'(0),0) + 1,

onde Eu(Y,0) é a obstrucdao de Euler local.
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Pelo Teorema
8S(ply,) = v(Y,0) + (1) *Eu(Y,0) + (—1)".

A partir dessa observacgao fica bem definida a seguinte:

Defini¢ao 2.2.17. A (d — 1)-ésima multiplicidade polar da fibra é

mq-1(Y,0) :== 45(ply,),

onde p: CNV — C ¢ uma fungdo linear, o = (b, A,e) € CN x M,,, x C € genérico e d € a
dimensao de (X,0).

No caso de uma ICIS de dimensao d, Jorge Perez e Saia em [30] provaram que

L+ (—1)u(X,0) = Y (=1)'my(X,0). (2.3)

1=0

Como, para f: (X,0) — (C,0) um germe de fungao holomorfa com singularidade
isolada temos que (XN f71(0),0) é também uma ICIS, de dimensao d— 1, podemos aplicar
a formula acima para (X N f71(0),0).

Em [45, Teorema 4.5] é provado um resultado similar para uma IDS (X,0) de

dimensao d, isto é,
Eu(X,0) + (=1)%my(X,0) = 1 + (=1)%(X,0).

Temos o seguinte resultado que nos garante que esta formula é também valida
para a fibra, Y = X N f71(0), da IDS (X,0).

Corolario 2.2.18. Sejam (X,0) uma IDS e f: (X,0) — (C,0) um germe de fung¢dio

holomorfa com singularidade isolada. Entdo
Eu(Y,0) + (=) 'mg_1(Y,0) = 1 + (=1 u(Y,0).

Com isso, obtemos para (Y,0) uma foérmula semelhante a provada em [47,
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Corolario 3.3] para uma IDS (X, 0) d-dimensional
d
V(X,0) = (=1)"(Q_(=1)'mi(X,0) = 1).

1=0

Corolario 2.2.19. Sejam (X,0) uma IDS e f: (X,0) — (C,0) um germe de fungdo

holomorfa com singularidade isolada. Entdo

v(Y,0) = (—1)d_1(2(—1)d_i_2mi(Y, 0) — 1) + mg_1(Y,0).

=0

Demonstracao: Pelo Corolario [2.2.18
v(Y,0) = (=) Eu(Y,0) + mg_1(Y,0) + (=1)%

Pelo Teorema [1.9.1],

SH

Bu(Y,0) = S (— 1) 2my(Y,0).

7

I
o

Portanto,

U
[\

p(Y,0) = (~1) (S (= 1) 2my(Y,0) — 1) + ma s (Y, 0).

i

Il
o

|
Como v(X,0) e v(Y,0) podem ser escritas em termos das multiplicidades
mi(X;,0),i=0,...,d, e mg(Y;,0), k=0,...,d — 1, respectivamente, entao pela formula

de Lé-Greuel temos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.20. Sejam F = {f;: (X+,0) — (C,0)}tep uma familia de fungées com
singularidade isolada em IDS. Se m;(X,0), i = 0,...,d, e mp(Y;,0), k =0,...,d—1,

sao constantes em t € D, entao F' é p-constante.

Nosso objetivo agora é provar, no Teorema [2.2.23 que se my(X; N f,1(0),0) sdo
constantes, para todo k= 1,...,d— 1, entao (F~1(C x {0})\ (C x {0}),C x {0}) satisfaz
as condigoes de Whitney. Para isto precisamos estudar alguns resultados de [47] para a
fibra (Y,0).
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Lema 2.2.21. Seja F: (X,0) — (C x C,0) um desdobramento qualquer de uma
fungao f: (X,0) — (C,0) com singularidade isolada em uma IDS (X,0). Para todo t

suficientemente pequeno,

ma1(Y,0) = Y pohey)+ Y maa(Yi,2),

vES(plyo) 2€5(V2)
onde S(Y;) € o conjunto singular de Y; e Y, =Y, \ S(Y;).

Demonstracgao: Escolhemos uma vizinhanca aberta B, de Y tal que em B, a origem é

o 1nico ponto singular de Y.

Denotamos por zi,...,2r € yi,...,y o0s pontos singulares de Y; e p|yt0,
respectivamente.
Paracadat =1,...,ke 5 = 1,...,1, escolhemos um disco de Milnor D; para

(Yi, 2z;) e E; em torno de y; para p|yto tal que os discos sao dois a dois disjuntos.

Seja p, uma deformagao linear genérica de p tal que pa|y(ayt) ¢ uma funcao de
Morse (existe tal p, devido a prova do Lema [2.2.13]).

Assim,

mq-1(Y,0) = $S5(paly,,)
l k
= Y 4SWalv o) + Y 1 (Palyi o)
Jj=1 i=1
l k
= > ulplvi,yy) + Y maa (Y, z).
j=1 i=1
|

Sejam (X, 0) uma variedade (d + 1)-dimensional e 7: (X,0) — (C,0) a projegao

7(t,x) = t. Em [53] estao definidas as multiplicidades polares relativas, m;(X, 7, 0), como

a multiplicidade polar relativa da variedade polar {(t,z)|z € S(p[xo)}, onde p: CV —

C?=*1 ¢ uma projecao linear genérica e i =0, ..., d.

Lema 2.2.22. Se (),0) é wuma familia boa e mg_1(Y:,0) € constante, entio
mag_1(Y,m,0) = 0, onde Y = X N FYC x {0}) e m: (3,0) — (C,0) € a projecio
m(t,x) =t.
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Demonstracao: Pelo Lema [2.2.21],

ma1(Y,0) = > p(ply,y) + mai(¥:,0).

yES(plyto)

Como my_1(Y;,0) é constante, Z w(ply,,y) = 0. Entao u(ply,,y) = 0 para todo
yes(plyto)
y € S(plyp). Logo, S(plye) = 0. Denotamos P(t,z) = (t,p(z)) e temos

ma—1(Y,m,0) = mo(S(Ply),0) = mo({(t,z) [z € S(pIYtO)}?O) = mo((bao) = 0.

Teorema 2.2.23. Se (¥,0) = (XN F~1(C x {0}),0) é uma familia boa, entio my(Y:,0),
k=0,...,d—1, sdo constantes em t € D se, e somente se, o par (Y \ (Cx {0}),Cx{0})

satisfaz as condi¢oes de Whitney.

Demonstragao: Como my(Y;,0), £ = 0,...,d — 1, sdo constantes em ¢ € D, entdo
ma—1(Y;,0) é constante. Logo, pelo Lema ma—1(Y,m,0) = 0. Assim, por [I§]
Corolario 5.12], (¥ \ (C x {0}),C x {0}) satisfaz as condi¢oes de Whitney.

Reciprocamente, assumimos que (Y \ (C x {0}), C x {0}) satisfaz as condigoes de
Whitney. Por resultados de Teissier em [53], my (Y, 7, (¢,0)) é constante em ¢ € D para
k=1,...,d—1. Assim, mgy_1(Y, 7, (t,0)) é constante em ¢t € D.

Suponha que mg_1 (Y, 7, (t,0)) = mg_1(Y,m,0) # 0 para t € D.

Como (£,0) ¢ S(P|yo) pois Y,? = Y¥;\ {0}, entdo T = D x {0} € S(P|y0)\S(P|y0).
Por outro lado, como S(P|y0) é analitico de dimensio 1, entdo S(Ply0) \ S(P|yo) tem
dimensdo 0. Portanto, 7' = D x {0} esta contido em um conjunto de dimensao 0, mas
isso ¢ um absurdo. Entao mg_i(Y, 7, (¢,0)) = ma—1(Y,7,0) =0 para t € D.

Portanto,

ma1(Y,m,0) = mo(S(P|y0),0) = mo({(t, ) |2 € S(plyp)},0) = 0.

Entdo S(Plyo) = 0 e, assim, S(p|yo) = 0. Portanto, Z w(ply;,y) = 0. Pelo
yeS(Pplyo)
Lema |2.2.21

mq-1(Y,0) = mq_1(Y3,0),
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entdo mg_1(Y;,0) é constante.
Para k =0,...,d — 2, my(Y;,0) sdo constantes por [I8, Teorema 5.6].
[ |

Teorema 2.2.24. Se (X,0) € uma familia boa, m;(X;,0), i = 0,...,d, e m(Y;,0),

k=0,...,d—1, sao constantes em t € D, entao F ¢é Whitney equisingular.

Demonstragao: Pelo Corolario[2.2.20] F ¢ p-constante. Além disso, (X, 0) é boa. Entao
F' & boa, pelo Corolario Portanto, existe um representante definido em D x U, onde
D e U sdo vizinhangas abertas da origem em C e CV respectivamente, tais que X; \ {0}
é suave e f; é regular em X, \ {0}, para qualquer ¢t € D.

Este representante de F' admite a estratificacao

A={X\ Y, Y\ (Cx{0}),Cx{0}}

A" ={(C xC)\ (Cx{0}),C x{0}},

onde Y = X N F~!(C x {0}), A é uma estratificagio de X e A’ é uma estratificagao de
C x C. Denotamos A =X\)Y,B=Y\(Cx{0}),C=Cx{0},4 =(CxC)\ (Cx{0})
e B'=C x {0}.

Notemos que F' leva estratos de A submersivamente a estratos de A’. De fato,

olhando para o primeiro estrato temos

F|AS A — A
(t,z) — F(t,z)=(t, fi(x)).

Se (t,z) € A, entao (t,z) € X com fi(z) # 0. Assim, z # 0 pois f;(0) = 0. Portanto, F|4
é regular pois F' é boa.

Para o segundo estrato,

Flg: B — B
(t,x) — F(t,z)=(t0)

é uma submersao pois a dimensao da ImdF|g é 1 que é igual ao rank da matriz Jacobiana
de F|B
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Além disso,

Flc: C — B
(t,0) — (t,0)
é uma submersao pois é a “aplicacao identidade”.

Mostraremos agora que os pares de estratos de A satisfazem as condicoes de
Whitney. Temos A um conjunto aberto em X°, onde X% = X'\ (C x {0}). Como (X,0) &
boa e m;(X;,0),7=0,...,d, sdo constantes em ¢ € D, entao (X, C) satisfaz as condigoes
de Whitney, pelo Teorema Entao (A, C') também satisfaz as condi¢oes de Whitney.

Como F' é boa, entao (),0) é boa. Logo, o par (B, (') satisfaz as condicoes de
Whitney, pelo Teorema [2.2.23

O par (A, B), por definicao, satisfaz as condigbes de Whitney, pois para cada
(t,y) € B, como X é variedade, existe um difeomorfismo ¢: U — U’, onde U e U’ sdo
vizinhangas abertas em C™' e X \ (C x {0}) respectivamente, com (t,y) € U e d & a
dimensao de X tal que o par (" '(ANT"), o 1 (BNU’)) satisfaz as condi¢oes de Whitney
pois ¢ H(ANU’) é um aberto em C?*! e assim o~ 1(A N U’) contém todas as secantes.

O par de estratos de A’ claramente satisfaz as condi¢bes de Whitney.

Além disso, (A, C) e (B, C) satisfazem a condigao A de Thom pois dada {(¢;, z;)}
sequéncia em A (respectivamente em B) com {(¢;,z;)} — (¢,0), onde (¢,0) € C, tal que
{ker d(F'|a)(t,z,)} — T (respectivamente para B) temos F|c(t,0) = (¢,0) e portanto
ker d(F|c)wo) = {0} C T.

O par (A, B) satisfaz a condigdo Ar de Thom pois F' é uma submersio em
X°. De fato, seja {(t;, z;)} sequéncia em A com {(t;,z;)} — (t,x), onde (t,z) € B, tal
que {ker d(F|a)t 2} — T. Como F é boa, segue que F é submersdao em X°. Logo,
{ker d(F|a) @z} — ker d(F|a).a)-

Agora, ker d(F|x0)(; ) = ker d(F|a)wz) pois A € aberto em X  Assim,
{ker d(F'|4)t:z)} — ker d(F|xo0) ). Portanto, T' = ker d(F'|x0) ). Entao

ker d(F|B)(t,a:) = ker dF(t,x)|T(t,I)B = ker dF(t@)ﬂT(t’x)B C ker dF(m;) = ker d(F|X0)(t,x) =1T.

Assim, F' é Whitney equisingular.
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Por Teissier [53, Defini¢ao 1.5] temos
V*(Xta 0) = (VO(Xtv 0)7 s 7Vd(Xt7 0))7

onde v;(X;,0) = v(X N HY==9) 0) com v(X N HY=(@=9) () denotando a caracteristica
de Euler da IDS X N HY=(4=9) no hiperplano genérico HN—(4-9),

Por [53] Observagao 1.6], vo(X;,0) = mo(X;,0) — 1. Além disso, para i > 0
mi(X:,0) = v(X,0) + v-1(X;,0). Entdo m;(X;,0) sdo constantes se, e somente se,

v*(X¢,0) é constante.



Capitulo

3

Deformacoes de funcoes sobre ICIS

Em 1986, Greuel estudou a relagao entre a constancia do nimero de Milnor de
uma familia de germes de fungoes holomorfas {f;: (CV,0) — (C,0)} e o fecho integral
do ideal jacobiano (sem derivar com relagao ao parametro) dessa familia. O resultado de

Greuel se resume em:

Teorema 3.0.1. [25, Teorema 1.1/ Seja f: (CV,0) — (C,0) um germe de fungdo
holomorfa com singularidade isolada. Para qualquer deformagio F: (Cx CV,0) — (C,0)
de f, as sequintes condi¢oes sao equivalentes

(1) F é p-constante;

(2) Para toda curva holomorfa ~v: (C,0) — (C x CV,0)

oF ) oF )
19(507) > inf{d (8%07) |i=1,...,N},

onde ¥ denota a valorizacao usual da curva complexa, ou seja, € a valorizagao de Oy que

leva uma série de poténcias em seu menor grau,
(3) Mesma condicio de (2) com “>" substituido por “ >7;
(4) %—i € J, onde J denota o fecho integral do ideal Jacobiano J = <g—£, e gc—i>

como um ideal em On_1;

(5) %L € \/J, onde V/J denota o radical de J como um ideal em Onyi;

6) V(J) = {(t,x) € Cx CV | g—i(t,x) =0,i=1,...,N} = C x {0} prozimo
de (0,0).

Ahmed, Ruas e Tomazella, em [I], estudam o Teorema [3.0.1] para o nimero de
Bruce-Roberts. Nesse estudo, os itens (1) a (6) do Teorema foram adaptados para

o namero de Bruce-Roberts e denotados por (1,) a (6,). Eles mostram que (2,) = (3,)

48
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& (4,) = (5.), (1) = (6,) ese, C:={(t,z) e Cx CN | dF(&(z)) =0,V i=1,...,p},
¢ uma variedade Cohen-Macaulay, entao (6,) = (1,). Além disso, podemos ver em [I],
que (4,) = (1,) se (X,0) é uma hipersuperficie com singularidade isolada cuja variedade
logaritmica caracteristica de X, LC(X), é Cohen-Macaulay. Recentemente, em [42], foi
provado que se (X,0) é uma hipersuperficie com singularidade isolada, entdo LC(X) é
Cohen-Macaulay.

Nosso objetivo, neste capitulo, é produzir teoremas como o de Greuel para familias
de germes de fungoes definidas sobre variedades singulares e relacionar as condigoes de
Whitney com o fecho integral do ideal que define o conjunto singular de cada membro
dessas familias. Existem duas maneiras para se realizar esse estudo. A primeira é
deformar apenas a funcao e a segunda é deformar a funcao e a variedade. Para a primeira
opcao descrevemos nossos resultados obtidos no artigo [I1]. Nesse capitulo apresentamos
também o estudo da segunda opcao, cujo artigo esta sendo preparado.

A constancia do nimero de Milnor de uma ICIS satisfaz propriedades
interessantes, como por exemplo, se o nimero de Milnor da ICIS é constante entao o
tipo topologico de uma familia de ICIS de dimensao d # 2 é constante (ver em [49]).

O proéximo teorema nos fornece uma férmula para calcular o nimero de Milnor

de uma ICIS, conhecida como formula de Lé-Greuel.

Teorema 3.0.2. [37, p.77 Sejam ¢1,...,¢, € On e suponhamos que X, =
V(¢1, ey (bpfl) € X2 = V((bh ey (bpflv ¢p) sao ICIS. Entao

On
<¢17 ey ¢p—l> + [p<']:v(¢1a s >¢p>) '

1(X1,0) + u(Xs,0) = dime

Sejam ¢: (CY,0) — (CP,0) um germe de aplicagao holomorfa cujo conjunto de
zeros define uma ICIS, (X,0), e f: (X,0) — (C,0) um germe de fun¢do holomorfa com
singularidade isolada.

Seja

d: (CxCN,0)— (C?,0)

deformacgao de ¢, tal que ¢y = ¢, onde ¢(x) = ®(s,z). Denotamos X = d~1(0),

(X, 0) := (671(0),0) e assumimos que (X, 0) é suave para s # 0 suficientemente pequeno.

Dizemos que (X, 0) é uma suavizagao de (X,0).
Além disso, seja

f:(X,0)— (C,0)
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um germe de fungao holomorfa tal que para todo s # 0 suficientemente pequeno, o germe

fs: (X, 0)

¢ uma funcao de Morse.

Inspirado por [40], com o objetivo de definir o nimero de Milnor de f, tomamos
um representante de (X,0), X = ®71(0), onde &: B — CP & definida em uma bola
suficientemente pequena B = B, centrada na origem em C x CV, e o representante de f,
f:x —C.

Definigao 3.0.3. O numero de Milnor de f é

p(f) = 15(fs),

onde S(fs) € o conjunto dos pontos criticos do representante de fs definido pelo

representante de f acima.

Notamos que
M(f) = M<X7 0) + :u(X N f_1(0)7 0)

De fato, se D = {(s,z) € X | x é um ponto singular de f;} e m: D — C é a restrigao da

projecao na primeira coordenada, entao

p(f) = deg(m).

Portanto,
Ox )
uw(f)=-e ( s), ’ .
( ) < > ]p+1(=]x(fsa¢s))
Como Ox,0 é um anel determinantal, é Cohen-Macaulay. Assim,

Ip+1(Jz(f57¢s))
e <(5>, MA) = dimg 7 Ox0 (ver [39]). Entao

Jz(f37¢s)) +Ip+1(Jz(fs:¢s))
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. Oxp
= d ’
1(f) S T Lot (1o(fs, 09))
ON+1
_ i (®)
e <3> + [p+1(<]x<f87 ¢8))
= dlm(c

(@) + Iy (Jo(f, 0))
= ,U(Xv O) + N(X N f71(0)7 0>7

onde a tultima igualdade segue do Teorema |3.0.2]

Exemplo 3.0.4. Sejam (X,0) C (C%0) uma ICIS definida por ¢(z,y) = 2> — 3> e
f:(X,0) = (C,0) definida por f(x,y) = x. Notemos que

1 0
2r  —3y?

I

of  9of
ox  dy

onde x = (z,y).

ASS?JWL, <¢> + IZ(JQ(fa ¢)) = <$2 - y37 _3y2> Temos

O, O, : O,

O T L) e mr sy — dim — 4

p(f) = dime

(2 — 3, 9%) (22, 42)

Seja f: (X,0) — (C,0) um germe de func¢do holomorfa com singularidade isolada,
onde (X,0) ¢ uma ICIS. Consideremos

F: (CxX,0) — (C0)
(t,x) = fi(x)

uma deformacao (flat) de f.

Defini¢ao 3.0.5. Dizemos que F' é p-constante se u(f;) = p(f), para t suficientemente

pequeno.

Exemplo 3.0.6. Nas notagoes do Ezemplo consideremos a deformacao de f dada
por F((x,y),t) = x + ty. Notemos que

JQ(F,Qﬁ): ” Y = s
% g—‘z 20 —3y?
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onde x = (z,vy).
Assim, (@) + I (JL(F, ¢)) = (x* — y3, 3y* + 2tx).
Se t # 0 temos

02 02

plde) = dime T F o))~ O =y 37 1 2

Notemos que 2* — y® + 1y(3y® + 2tx) = 2* + 2tay e £(3y? + 2ta) = Say? + 22
Além disso, (2 + Stxy) — (Zay? + 2°) = Sty — 2ay® = ay(3t — 2y). Pela Proposigio
1.2.1), (3t — 2y) ¢ um elemento inversivel. Assim, zy(3t — 2y) ~ xy (quando tivermos
hg com g invertivel dizemos que hg é identificado com h, o qual denotamos por hg ~ h).
Portanto, y(3y* + 2tz) ~ y* e, entio 2> — y* ~ x*. Logo, u(f;) = dimec C{1, z,y,y*}.
Agora, x e y? nio podem ficar juntos no quociente pois 3y* + 2tx € (@) + L(J(F, ¢))
e como estamos pensando na dimensao, a escolha de qualquer um deles para estar no

quociente € independente, entao vamos escolher x e assim u(f;) = dime C{1,z,y} = 3.

Vimos no Exemplo que u(f) = 4.
Portanto, u(f) # p(fy). Logo, F nao é u-constante,

Observacao 3.0.7. O cdlculo do nimero de Milnor pode ser feito também com o auzilio
do software SINGULAR.

Para u(f), do Exemplo no SINGULAR digitamos:
> ring r =0, (x,y),ds;

> 1deal 1 = x2 — y3, —3y2;

> vdim(std([));

4 (isto significa que p(f) =4).

3.1 Fecho integral de um ideal e condicoes de Whitney

Dividimos esse estudo em duas subse¢oes. Na primeira, dada {f;: (X,0) —
(C,0)} uma familia de germes de fun¢oes, onde (X,0) ¢ uma ICIS vamos produzir um
teorema do tipo Greuel e relacionar as condi¢oes de Whitney ao fecho integral do ideal que
define o conjunto singular de cada membro da familia {f;: (X,0) — (C,0)}. Na segunda
subsecao, dada {f;: (X;,0) — (C,0)} uma familia de germes de func¢oes, onde {(X;,0)} é
uma familia de ICIS vamos primeiro relacionar as condi¢oes de Whitney ao fecho integral

do ideal que define o conjunto singular de cada membro da familia {(X,0)}. Em seguida
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relacionamos as condicoes de Whitney ao fecho integral do ideal que define o conjunto
singular de cada membro da familia {f;: (X, 0) — (C,0)} e produzimos outra versao do

Teorema de Greuel.

3.1.1 Deformando apenas a funcao

Sejam (X,0) C (CV,0) uma ICIS definida por um germe de aplicagao holomorfa
¢: (CY,0) — (CP,0),comp+1 < N,e f: (X,0) = (C,0) um germe de fungao holomorfa

com singularidade isolada. Consideramos

F: (CxX, 0 — (C0)
(t,x) = fi(x)

uma deformacao (flat) de f, tal que f;(0) = 0 para t suficientemente pequeno.

Queremos estudar como o teorema de Greuel se comporta nesse caso. O ideal
J que aparece no Teorema [3.0.1] é o ideal que define o conjunto singular de cada germe
fi se consideramos ¢t como uma constante. Entao é natural olhar o ideal definindo o
conjunto singular de cada membro da familia f;: (X,0) — C, isto é, o ideal Js gerado
pelos menores de ordem méxima da matriz Jacobiana de G = (¢, F) (com respeito a x
apenas) como um ideal em Oc, x (1.0), onde F': (CxCN,0) — (C,0) é tal que Flcxx = F.

Se M & a matriz Jacobiana de G' (com respeito a x apenas) denotamos os geradores

de Jg por M,, com
v = (j17'~-7jp+1)7 COHljl < .- <jp+l ejl,...,jpﬂ - {1,7N} (31)

As afirmagoes do Teorema |3.0.1| nesse contexto sao
(1x) F é p-constante;
(2x) Para cada curva holomorfa ~ : (C,0) — (C x X,0)

v (%—}; o fy) > inf{J(M, o 7), para todo v em },

onde 1 denota a valorizacao usual de uma curva complexa, ou seja, é a valorizacao de Oy

que leva uma série de poténcias em seu menor grau;
(3x) Mesma condi¢ao que em (2x) com “ > " substituido por “ > 7;

(4x) %—f € Jg como um ideal em Ocxx,(1,0);
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(5x) % € \/Jg como um ideal em Ogy x,(1,0);

(6x) V(Jg) = {(t,x) € Cx CN | M,(t,z) =0, para todo v em (3.1)} = C x {0}
perto de (0,0) em Oc¢yxx,(t,0)-

Note que a condi¢do (6x) é equivalente a dizer que a familia F' é boa.

Escrevemos (1),..., (6) no lugar de (1x),..., (6x).

Infelizmente, as afirmagoes (1) a (6) ndo sao equivalentes. Mas mostramos que

(2) = () = @) = (),
(1) & (6) = (5),

e apresentamos contra-exemplos para algumas das demais implicagoes.

Gaffney em [I6] prova o seguinte resultado relacionando as condi¢oes de Whitney

ao fecho integral de modulo.

Teorema 3.1.1. [16, Teorema 2.5] Sejam G: C x CN — (C™,0), (t,z) — G(t,z),
definindo X = G71(0) com estrutura reduzida, Y = C x {0} e X° a parte suave de

X. Entio % € {:L’Z(9 } _ para todo vetor tangente 2 em C x {0} se, e somente se,

(X0 Y) satzsfaz as condzgoes de Whitney, onde {xla } denota o fecho integral do

Ox o-mddulo {9315 )
J

Ressaltamos aqui que para simplificar notagoes estamos denotando o modulo

gerado por {xlaG | i,j =1,..., N} simplesmente por {z; 5 }

Teorema 3.1.2. Sejam (X,0) C (CV,0) uma ICIS definida por ¢: (CV,0) — (CP,0)
(nao suave em 0) e f: (X,0) — (C,0) um germe de fungao holomorfa com singularidade
isolada. Sejam F: (C x X,0) — (C,0) uma deformagdio (flat) de f e G: C x CN —
(CxCP,0) a aplicagio deﬁmda por G(t,z) = (¢(x), F(t,z)), onde F: (CxCN,0) — (C,0)

€ tal que F’CXX =F. Se E ¢ Jo como um ideal em Ocxx,(t,0) entao

(1) 5 € {wigy

Ocx x, (t o)

(2) ((((C X X) N F~1(0))° C x {0}) satisfaz as condigoes de Whitney, onde
(Cx X)NF~40))° ¢ a parte suave de (C x X) N F~(0).

Demonstracao: Novamente, denotando a matriz Jacobiana de G (com relagdo a x

apenas) por M e calculando cada menor em Jg pela tltima linha, obtemos para cada

- (jh s 7jp+1)7

oF oF
M, = (=122 M, + (1P M, 4+ —— M,
(—1) —M,, + (1) o, .+ +a%+l oy
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onde vy = (J1,. .., Jks - - -  Jpt1)-

Entao

ptl a¢ p+1 a¢ p+1 ~
1
(0,...,0,M,) = (E (—D“”laTMw,..., > (- 1)””’ pMU,,E p““&c M, )
n Ji

=1

oG
(0,...,0,Mv)€{$ia—} y
L Ocx x,(t,0)

pois M,,, paral=1,...,p+ 1, compoem o conjunto singular de ¢ e como ¢ ¢ nao suave

em 0, entao a matriz Jacobiana de ¢ nao atinge rank méaximo em 0.

Por hip()tese € Jo como um ideal em Ocxx,t,0) entao pelo Teorema m

G
para toda curva v: (C,0) = (C x X,0), 2o~ € (M, o) e, portanto,

oG oF oG
— 0= L 0M Rl .
6t T (0 ’O’ ot OV) - {(07 ’O’ ’ 07)} - {%a% O’V}OCXX(tO)

Novamente, pelo Teorema [1.5.4] 2 dt € { , 0 que conclui a prova de (1).

'L
83;1 Ocx x, " Oexx e, 0

Provamos agora (2). Por (1), % € {%6 } . Entdo, como X N f;(0) C

77 Ocx x,(t,0)

C x X, concluimos que G ¢ {xl o

xnf;10),0
Entao, pelo Teorema ((((C x X) N F~1(0))% C x {0}) satisfaz as condigoes
de Whitney.

Teorema 3.1.3. Sejam (X,0) C (CV,0) uma ICIS definida por ¢: (CV,0) — (CP,0) e
f:(X,0) = (C,0) um germe de fun¢io com singularidade isolada. Seja F: (Cx X,0) —
(C,0) uma deformacao (flat) de f. Entdo

Demonstragio: E trivial que (2) = (3). A equivaléncia (3) < (4) segue por (i) < (iv) no

Teorema Além disso, pela Observacao , Ja C +/Jg como ideais em Ocxx,(t,0)5

entao (5) segue diretamente de (4). Agora, vamos trabalhar nas demais implicagoes.
Tomamos um representante de (X, 0), X = ¢~1(0), onde ¢: B — CP ¢é definida em

uma bola suficientemente pequena B = B, centrada na origem em C", e um representante
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de F, F: D x X — C, onde D é um disco suficientemente pequeno em torno da origem
em C. Denotamos por f; o representante de f;: (X,0) — C determinado por F. Além
disso, escrevemos f ao invés de fy.

(1) = (6):

Pela Observacao [2.1.4 Ovet g Cohen-Macaulay. Entao, pelo Principio da

($)+Ja
Conservagao do Numero (|29, Teorema 6.4.7]), para cada t € C suficientemente pequeno,

u(f) = > u(fi, ).

(t,2)eV (Jo)N({t}xCN)

Por hipotese, u(f;) = p(f), entao u(fi, z) = 0 para todo = # 0.

Agora, se (t,z) € V(Jg) temos V(Jg) # 0. Assim, Ocxx,u0 # Ja. Logo,
OCXJ—Z’@’O) # 0, ou seja, u(fy,x) # 0. Entao x = 0.

Portanto, V(Jg) = C x {0} perto de (0, 0).

(6) = (1):

Por hipotese, V(Jg) = C x {0} proximo de (0, 0).

dim(c

Novamente pelo Principio da Conservacao do Nimero,

W= S ulfea).

(t.)eV (Ja)N({t}xCN)

Como (t,x) € V(Jg) entdao x = 0. Logo, u(f) = u(f).

(6) = (5):

Por hipotese, V(Jg) = C x {0} proximo de (0,0). Temos, f; € My, pois f;(0) =
0. Logo, F(t,xz) = z1q:1(t,z) + ... + xygn(t,x) com g;(t,x) € Onyq para i =1,..., N.
Assim, %—f(t,x) = xl%(t,x) +... +$N8g—f(t,x). Entao %—I;|V(JG) = %—f]w{o} = 0, ou seja,
V(Jg)cV (%—f). Assim, %—i € v Jg como um ideal em Ocy x (+,0) pelo Teoremam

[ |

Nosso objetivo agora é apresentar contra-exemplos para algumas implicacoes que

nao sao validas. Para nos auxiliar vamos descrever na sequéncia um critério, provado em

[44], para garantir que o ntimero de Milnor de uma familia de fung¢oes é constante.

Defini¢ao 3.1.4. Um germe de aplicacio f = (f1,...,f,): (CN,0) — (CP,0) é quase
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homogéneo do tipo (wy, ..., wy;dy,...,d,) com w;,d; € ZT se para todo A € C — {0},
FOMmy, XV ey) = (AT (), . A f(2)).

Chama-se d; de filtragdao de f; e o valor w; é dito peso da varidvel x;.

Exemplo 3.1.5. Seja ¢(z,y) = 2° —y3. Temos ¢ quase homogéneo do tipo (3,5;15) pois
¢()\3$’ )\5y> — )\151,5 o )\15 3 _ )\15(1,5 - y3> — )\15<]§(33,y).

Definig¢ao 3.1.6. Seja (X,0) C (CV,0) um germe de variedade, onde X = ¢~1(0). Se ¢ ¢
quase homogéneo do tipo (wq, ..., wn;dy,...,dy), entdo (X,0) é dito quase homogéneo

do tipo (wn,...,wn;dy,. .., dp).

Exemplo 3.1.7. Novamente, seja ¢(x,y) = x° — y3. Consideremos (X,0) C (C?,0) tal
que (X,0) = (¢71(0),0). Assim, (X,0) € quase homogéneo do tipo (3,5;15).

Definigao 3.1.8. Se f: (CV,0) — (C,0) ¢ um germe de funcio quase homogéneo e

com a;: (CV,0) — (C,0), dizemos que a deformacdo f; é ndo negativa se 0s mondmios

que aparecem em cada «; tem filtragoes maiores ou iguais a de f.

Exemplo 3.1.9. Seja (X,0) C (C2,0) a ICIS definida por ¢(x,y) = 2° — y>. Vimos
que ¢ ¢ quase homogéneo do tipo (3,5;15). Temos ¢y(x,y) = 2° — y> + t2® + tz*y* uma
deformacdo ndao negativa de ¢ pois nas notagoes acima o = 28, ay = x%y?, filtracdo de

ay € 18 e a filtragcao de ay € 16.

Teorema 3.1.10. [/, Teorema 4.4] Sejam (X,0) C (CY,0) wma ICIS definida por
um germe de aplica¢ao quase homogéneo e f: (CN,0) — C um germe de funcdo quase
homogéneo com singularidade isolada com os mesmos pesos de (X,0), onde f € tal que
f!X = f. Seja f; uma deformacao de f. Se f; é uma deforma¢dao nao negativa de f,

entao p(fy) € constante.

Exemplo 3.1.11. Sejam (X,0) C (C?,0) definida por ¢(z,y) = 2* —y* e f: (X,0) —
(C,0) definida por f(x,y) = x. Consideramos a deformagao de f dada por F(t,(x,y)) =
r+ty. Como ¢ e f sdo quase homogéneos do tipo (3,4;12) e (3,4;3), respectivamente
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e f; € uma deformacao nao negativa de f, seque diretamente, pelo Teorema |3.1.10, que
w(fi) € constante.

Usamos este resultado no seguinte exemplo para mostrar que (1) ndo implica (2)
nem (3).

Exemplo 3.1.12. Sejam (X,0) C (C?,0) definida pelo conjunto de zeros de ¢(x,y) =
2 —yl, comqg>3ep>q,ef:(X,0)— (C0) definida por f(x,y) = x. Consideramos
a deformacdo de f dada por F(t,(x,y)) = x + ty. Neste caso, Jg = (qyi~' + ptaP™1),
onde G = (¢, F).

Seja v: (C,0) — (Cx X,0) a curva definida por v(s) = (0, s?,sP). E fdcil provar
que

oF
v (E o 7) =ped((qy? " +pta’") o) = (¢ — 1)p.

Portanto, (2) e (3) nao sao verdadeiras.

Por outro lado, ¢ e f sao quase homogéneos do tipo (q,p;pq) e (q,p;q),
respectivamente, e f; € uma deformagdo nao negativa de f. Portanto, u(f;) € constante

pelo Teorema|3.1.10. Assim, (1) é verdadeira.
No préximo exemplo mostramos que (3) e (5) ndo implicam (2).

Exemplo 3.1.13. Sejam (X,0) C (C?,0) definida pelo conjunto de zeros de ¢(x,y) =
22—yl com q > 2 e f: (X,0) — (C,0) definida por f(x,y) = 2?7 + y4. Seja F uma
deformagio de [ definida por F(t,(z,y)) = 2% + y? + tx1973. Nesse caso G = (¢, F) e

Ja = (4q2x2q*1yq71 + q(4q — 3)tx4q’4yq’1>.

Seja v: (C,0) = (C x X,0) uma curva y(s) = (71(s),12(s),73(s)) tal que 722(1 — 74 =0.
Assim, 739 =~

Como 9 (z,y) = 273 entio ¥ (9 o~) = (4q — 3)9(72). Temos também,

I((AP2™ Y + q(dg — )tz Yy ™) o) = V(AP 94 + q(dg — 31" g
= (2¢—1)0(72) +2(q¢ — 1)¥(12)
= (4q — 3)9(72).

Assim, (3) é verdadeira. Consequentemente, pelo Teoremal[3.1.3, (4) e (5) sdo verdadeiras.
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Por outro lado, seja v: (C,0) — (C x X,0) a curva definida por v(s) = (0, s, s?).
Nesse caso, ¥ (2 o) = 4q — 3 e 9((4¢°x* Y7 ! + q(4q — 3)ta'*yi™1) 0 7) = 4q — 3.

Assim, (2) nao é verdadeira.

3.1.2 Deformando a variedade e a funcao

Sejam (X,0) C (CV,0) a ICIS definida por um germe de aplicagao holomorfa
¢: (CY,0) — (CP,0),comp+1< N, e

d: (CxCM0) — (CP,0)
(t,(E) = (I)(t,l’) = ¢t($>

uma deformacao (flat) de ¢. Denotamos
(X,0) := (@71(0),0), ® = (Py,...,D,) e Dp(t,z) == dps(2), k=1,...,p.

Dado um germe de fungiao holomorfa com singularidade isolada, f: (CV,0) —
(C,0) sejam
F.: (X,0) — (C,0)
(t,x) w— F(t,z)= fi(x)

uma deformacao (flat) de f tal que f;(0) =0e

G: CxCV — (CP x C,0)
(t,z) +— (q)l(t,x),...,@p(t,x),ﬁ(t,x)),

onde F: (C x CN,0) — (C,0) é tal que F|xy = F. Nosso objetivo é estudar o Teorema
3.0.1] nesse contexto. Novamente, observamos que, para cada parametro t fixado, o ideal
J do Teorema [3.0.1] &€ o ideal que define o conjunto singular de cada membro da familia
F. E natural, entdo, que no caso singular tal ideal seja substituido pelo ideal o qual, com
t fixo, define o conjunto singular de f;: (X;,0) — (C,0). Entao, pelo Critério Jacobiano,
J que em nosso caso denotamos por Jg, ¢ L,11(J,G).

Gaffney em [I6] prova que 22 € {9518 } L, SO e somente se, (X°,Y) satisfaz
as condi¢oes de Whitney, onde X° é a parte suave de X e Y = C x {0}. Ele também
prova em [17] que a familia (X,0) é boa e (X, Y) satisfaz as condi¢oes de Whitney se, e

somente se, as multiplicidades polares m;(X}, 0) sdo constantes para i = 1,...,d, onde d
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é a dimensao de (X,0). Pela Equagao (2.3)) temos

d
L+ (—1)7u(X,0) = > (=1)'mi(X, 0).
i=0
Assim, se (X,0) é boa e (X°)Y) satisfaz as condigoes de Whitney, entao u(X;,0) é
constante. Dessa forma podemos ver, no caso de ICIS, o quao é importante o estudo

de propriedades relacionadas ao fecho integral.

Lema 3.1.14. Sep > 2, q)k(t x) € ./\/lNJrl e a@’“ € L,(J,®) como um ideal em Oy, para
todo k=1,...,p, entao 9 ¢ {xla }

Demonstracgao: Pelo Corolario [1.5.8] basta mostrarmos que

w([{ar ) < ()

),
at

k=1,...,p,pelo Teoremam, para toda v: (C,0) — (X,0), 19(65};’“ o) > V((J:P)zo7),
para algum ¥ = (ji,...,jp), onde j; < ... <j,e ji,...,jp € {1,...,N}.

Para demonstrar que I,([{%r, z; 2> }]) C L({z22 }]) como ideais em Oy

como ideais em Oy .

Por hipotese, e I (J ®) como um ideal em Oy . Entdo, para todo

precisamos apenas nos preocupar com menores da forma [ %(f,xlaq’ }H, onde v =

(J1s---,Jp) com j; = 1.

As colunas jo, ..., J, sao formadas por vetores da forma
0P 0P 0P 0P
gy oy Tggm—y e ey L v sy Lo —.
“ 8xb2 = al‘bp ap 8xb2 “ a'tbp
Assim,

00 o0y _ - [fo0 ob
or oy ), et (ot ouy f |,

onde w = (1,bq,...,b,).

Calculando o determinante H@ 02

8tvaxij através da Regra de Laplace pela

primeira coluna, temos

(G| o7) =20+ i)+ (i(—l)“l% <Jx¢>>ar,@ov> ,

r=1
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onde u, = (1,...,7,...,p) e U = (ba,...,b,).

Portanto,

od 09
- Tig— >
({Fmamt]or) = it
: 09,
wtrecin {0 (G 07) +0(UBla 0 |

Assim, 9 ({58,282} 09) = 903) + ..+ 9(3,) + P (Le)s 07) + ),
para algum m € {1,..., N}, pois 19(%’“ o7y) > 19((J d)yo09) e 8?? € Mx1, para todo
k=1,....peic{l,....,N}

Por outro lado, se v = (j1,. .., jp,j™) entao
0P
T;— =Zay . Lo, T |{ P} e,
(a2 }], = oo romatio
onde a coluna j™ é o vetor xmaa—q’ e w = (by,...,b,,m).
Portanto,

’ (H%‘DH 07 ) = 000) + oo 00) + 00 + 0B o).

([t or) 2o ([az)]. )

Entdo I,([{%2, z; 22 ]) C Ly([{z:22}]) como ideais em Oy .

Observacao 3.1.15. A demonstracio do Lema [3.1.1]) nao se aplica para o caso de

hipersuperficie pois nao € possivel usar o Coroldrio nesse contexto. De fato, se

(X,0) € uma hipersuperficie, entdo p =1 e assim a condigdo

s([{5 ) Cfp(ﬁ{fig—i}})

como ideais em Oy, que aparece no Coroldrio|1.5.8, € justamente ¢ c {a:za }
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Teorema 3.1.16. Se p > 2, Oy (t,z) € M3, e ‘%’“ € I,(J,®) como um ideal em Oy
para todo k = 1,...,p, entio (X°,Y) satisfaz as condzgoes de Whitney, onde X° € a parte
suave de X eY = C x {0}.

Demonstragao: Pelo Lema [3.1.14] %—cf € {xla } . Portanto, pelo Teorema |3.1.1}

(X°.Y) satisfaz as condigoes de Whitney.

[ |

Se p > 2, Dyt x) € ./\/lN+1 e a{% € [,(J,®) como um ideal em Opy,yq, para

todo k =1,...,p, entéo 2 ¢ {9316 } . Para demonstrar isso, é suficiente repetir a
N+1

demonstracdo do Lema 3.1.14 para v: (C,0) — (C x CV,0).
Lema 3.1.17. Se p > 2, (IDk(t x) € MNH, %57% € Jg como um ideal em Oy, para

o
00 ¢ [y, 001
t { 189@ OX,O

Demonstragao: Claramente, Jg C I,(J,®) como ideais em Oy . Logo, aq}’“ el (J D)

como um ideal em Oyp, para todo k = 1,...,p. Assim, pelo Lema 3.1 14, 22 ¢

ot
{ 0P
? BLBJ' OX,O

Temos que mostrar que % € {xla } . Pelo Corolario [1.5.8 é suficiente

() < ()

como ideais em Oy .

mostrarmos que

OF 0%y
? Bt ot

pelo Teorema m para toda v: (C,0) — (X,0), 9(2 o y) > 9((J.G)y 0 7) e, para
todok=1,...,p, 19(6@’“ 07v) > 9((J.G)y 0 7), para algum vetor v = (ji,...,jp+1), onde
E<...<jp+1ejl,...,jp_HE{l,. N}

({2, 24 }]) C Ip+1([{wza -1]) como ideais em Ox

Por hipotese € Jg como um ideal em Oy oparatodo k=1,...,p, entao,

Para demonstrar que I,

precisamos apenas nos preocupar com menores da forma [ (%,ZBZOG o, onde v =

(J1s- -+, Jpt+1) com j; = 1. As colunas js, ..., j,+1 sdo formadas por vetores da forma
oG oG oG oG
Tay o+ Tag 1 Lapy o Lapy
8xb2 8%“ P 8xb2 P 8%“
Assim,

06 0GY] _ - [[30 06
ot omy; |, T e e (ot 0y f |,
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onde w = (1,b, ..., by41).

Calculando o determinante [{%—f,%}] através da Regra de Laplace pela
J w

primeira coluna, temos

) _
00, OF
o (S L 0o+ 1 (16100,

r=1
parau. = (1,...,¢,...,p+1)ev=(by,...,bpp1) comec=1,...,p+ 1.

Portanto,

oG  0G
e i > Y
U (|:{ ot ’zzaxj }:| . o ’Y) = 19(7@2) + + 19(7!1;;4.1) +
. oh
inf,cq1,. p) {19 (E o 7) +9((JG)ag o 7)} :

onde hG{CDl,...,CI)p,F} eue {ﬂl,...,ﬁp+1}.

Assim,

ﬁ(H%iaggvaQzﬁmm+uu+w%wn+wuﬁ%ow+ﬁmﬁ

para algum m € {1,..., N}, pois 9(Z o) > 9((J.G)s07) e L2t € My, para todo
k=1,....peie{l,...,N}.

Por outro lado, se v' = (ja, ..., jp+1, /™) entao
oG
[{x,a—%” } = Tay - - Tayp 1 Tm[{ S G }w,
onde a coluna j™ é o vetor xmaaz—i e W= (bg,...,bpr1,m).
Logo,

P ([{=50 ] 27) =200+ oo 9+ 000 + (G o)
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Assim, para w = 7,

' a2 = ez, o)

Entao ]p+1([ St ,ZBlaG ) C ]p+1([{xi37cj_}]) como ideais em Oy .

Portanto, %2 € {x@a }
|

Teorema 3.1.18. Se p > 2, Ou(t,z) € M4, &, ag;k € Jo como um ideal em Oy,
para todo k = 1,...,p, entao (X N F71(0))°,C x {0}) e (X° C x {0}) satisfazem as
condigoes de Whitney, onde X° e (X N F~1(0))° sdo as partes suaves de X e X N F~1(0),

respectivamente.

Demonstragdo: Pelo Lema [3.1.17, 2&& € { Z@x o © 2 e {:cl-g% Ons’ Como
X NF0) C X temos & € {x 181 o Assun, (X N F~1(0))°,C x {0}) e

xXNF—1(0),0

(X9, C x {0}) satisfazem as condigoes de Whitney, pelo Teorema [3.1.1]

[ |
Temos %f, 8(% € Jg como um ideal em Oy, entdo pelo Teoremam7 para toda

v: (C,0) — ((C x CN,0), %€ o4, 8;‘“ o € Jgo~. Logo, para toda v: (C,0) — (X,0) C
(C x CN,0), 2E SO 8tk oy € Jgo~. Pelo Teorema_ %f;, 83? € J como um ideal em
Ox,, para k =1,...,p. Como consequéncia imediata disso e do teorema anterior temos

o seguinte corolario.

Corolario 3.1.19. Se p > 2, ®i(t,x) € M3, daf, 8;" € Jg como um ideal em Oy, 1,

para todo k = 1,...,p, entao (X N F71(0))°,C x {0}) e (X° C x {0}) satisfazem as
condicoes de Whitney.

Vamos agora descrever o analogo do Teorema para uma familia de funcoes

em ICIS. Novamente, denotamos os geradores de Jg por M,, onde
V= (.j17~ .. 7.jp+1)7 com jl <0 < jp+1 e j17~ .. a.ijrl € {1, R ,N} (32)

As condigoes do Teorema [3.0.1] nesse contexto sao

(1x,) F é p-constante;
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(2x,) Para cada curva holomorfa v: (C,0) — (X,0)

oF
¥ (E o 7) > inf{¥(M, o), para todo v em }

e para todo k=1,...,p,

P
¥ <86tk o 7) > inf{J(M, o), para todo v em },

onde 9 denota a valorizacao usual da curva complexa;

(3x,) Mesma condigao que em (2x,) com “ > " substituido por “>";

(4x,) az;, a;’“ € Jg como um ideal em Oxp paratodo k=1,...,p;
(5x,) ‘95, 85;’“ € v/ Jg como um ideal em Oy para todo k =1,...,p;
6x,) V(Jg) = {(t,x) € CxCN | M,(t,x) = 0, para todo v em (3.2)} = C x {0}

proximo de (0,0) em Oy .
No restante do trabalho, escrevemos (1), ..., (6) no lugar de (1x,),..., (6x,)-

Infelizmente, as afirmagoes (1) a (6) nao sdo equivalentes. Mas mostramos o

seguinte teorema.

Teorema 3.1.20. Temos

(2) = ()= @)= 06)
(1) & (6) = (5).

Demonstragio: [ trivial que (2) = (3). A equivaléncia (3) < (4) segue por (i) < (iv)
no Teorema Além disso, pela Observacao Jo C /Jg como ideais em Oy,
entao (5) segue diretamente de (4). Agora, vamos trabalhar nas demais implicagoes.

Tomamos um representante de (X,0), X = ¢71(0), onde ¢: U — CP e um
representante de F, F: D x U — C, onde D e U sdo vizinhancas abertas da origem em C
e CV, respectivamente. Denotamos por f; o representante de f;: (X;,0) — C determinado
por F. Além disso, escrevemos f ao invés de fo.

(1) = (6):

Pela Observacao [2.1.4] Onir g Cohen-Macaulay. Entao, pelo Principio da

(P)+Jc
Comnservacao do Numero, para cada t € C suficientemente pequeno,

(tz)eV (Ja)N({t}xCN)
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Como, por hipotese, u(f;) = p(f), concluimos que u(f;, z) = 0 para todo = # 0.
Agora, se (t,z) € V(Jg) temos V(Jg) # 0. Assim, Oyroy # Jg. Logo,
(?;;’0 # 0, ou seja, u(fy,x) # 0. Entao x = 0.
Portanto, V(Jg) = C x {0} proximo de (0,0).
(6) = (1):
Por hipotese V(Jg) = C x {0} proximo de (0,0). Novamente, pelo Principio da

dimc

Conservagao do Numero,

u(f) = > u(fi ).

(t,2) €V (Jo)N({t} xCN)

Como (t,z) € V(Jg) entdao x = 0.

Logo, u(f) = u(f:). Portanto, F' é p-constante.

(6) = (5):

Por hipotese V(Jg) = C x {0} proximo de (0,0). Temos f; € My e ¢, € My
para todo k = 1,...,p, pois f;(0) = 0 e ¢, (0) = 0 para todo & = 1,...,p. Logo,
F(t,z) = z91(t,x) + ... + zygn(t,x) com g¢;(t,x) € Ony para i = 1,...,N e
Oy (t,x) = xhi(t,x) + ... + anhy(t, z) com hi(t,z) € Oyyq parai=1,...,N.

Com isso, 2E(t, x) = xlaagtl (t,z)+ ...+ xNagN (t,z) e 22:(t,x) = 221 (t,2) +
-+ oy Tt x). Assim, GFlv () = %—ﬂww} =0 Frlvue = Wk?x{o} = 0, ou seja,
V(Jg) cV(Z)eV(J) C V(agl’“) Entdo %, 8;1’“ € VJg como um ideal em Oy para

todo k=1,...,p, pelo Teorema |1.4.1
[ |

O proximo exemplo mostra que (1) nao implica (2) nem (3).

Exemplo 3.1.21. Sejam (X,0) C (C?,0) definida pelo conjunto de zeros de ¢(x,y) =
2t —y3 e ®: (C x C%0) — (C,0) a deformacao de ¢, definida por

(I)(t7 ('r?y)) = ¢t(x7y) - J/A - y3 + txgy'

Denotamos por (X;,0) := (¢,(0),0) e (X,0) = (&71(0),0).
Seja f: (C%0) — (C,0) definida por f(z,y) = x. Consideramos a deformacao
de [ definida por F(t,(z,y)) = x +ty. Neste caso, G(t, (x,y)) = (x* —y® + 23y, z +ty) e

43 + 3taty —3y® + tad

Jo = . . ) = (—3y2 — 3tz — 3t2x2y>
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como um ideal em Oy .

Notemos que (X,0) é quase homogéneo do tipo (3,4;12) e (X;,0) € uma
deformag¢ao nao negativa de X. Temos ainda que f; € uma deformacao nao negativa
de f. Portanto, pelo Teorema[3.1.10, u(f;) € constante.

Entao (1) € verdadeira.

Agora, consideramos v: (C,0) — (X,0) dada por v(s) = (0, s®, s*). Assim,

oF
ﬁ(EO’O =4 ed(Jgory)=8.

Entio 9 (2 0 y) < 9(Jg o). Portanto, (2) e (3) nio sio verdadeiras.
No proximo exemplo, mostramos que (3) e (5) nao implicam (2).

Exemplo 3.1.22. Seja (X,0) C (C?0) definida pelo conjunto de zeros de ¢(z,y) =
xt —y? e seja @: (C x C%,0) — (C,0) a deformacdo de ¢, definida por

O(t, (2,y)) = ¢ulx,y) = 2" —y* +ta°.

Denotamos por (X;,0) := (¢;,(0),0) e (X,0) = (&71(0),0).

Seja f: (C%0) — (C,0) definida por f(z,y) = x* + y?. Seja F a deformagao de
f definida por F(t,(z,y)) = * + y* + tz®. Neste caso, G(t,(z,y)) = (z* —y* + t2® 2 +
y* +t2’) e
43 + Stat -2y

Jag =
423 + 5tzt 2y

) = (162°y + 20tzy)

como um ideal em Oy .

Seja v: (C,0) = (X,0), v(s) = (1(5),72(5),73(s)) tal que 5 — 3 + 775 = 0.
Por um lado, 9(v;5) = 9(v3 — n173). Entdo 29(y2) > 9(y3). Por outro lado, 9(73) =
(s +7173)- Assim 9(73) > 20(72). Entao 20(12) = 9(73)-

Temos 9 (25 0 y) = 509(72) e ¥ (52 0 7) = 50(72).

Além disso, 9(Jg oy) = 39(y2) + ¥(y3) = 59 (72).

Assim, (3) € verdadeira, consequentemente, pelo Teorema [3.1.20, (5) também é
verdadeira.

Agora, consideramos y: (C,0) — (X,0) dada por v(s) = (0, s, s?) e temos

od oF
ﬁ(@t 7) ﬁ(@t 'y) 5=19(Jg o).
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Portanto, (2) nao é verdadeira.

3.2 Fecho integral de um moédulo e ntimero de Milnor constante

Nesta secao estamos nas mesmas notagoes da tltima subsecao. Sabemos, pelo
entao ((XYNF~1(0))% Y) satisfaz as condigoes

OXmel(o),o

de Whitney, onde (XﬂF* (0))° & o conjunto de pontos suaves de XY NEF~1(0). Relacionado

Teoremal|3.1.1|que se 5¢ € {z; 2%

ao fecho estrito em [20] foi provado o seguinte resultado.

Lema 3.2.1. [20, Lema 5.1] Sejam (X,0) um germe analitico complezo definido por

¢: (CN,0) — (CP,0) e Y = C x {0}. Seja f: (CN,0) — (C,0) um germe de funcao

holomorfa G = (¢, f). Entao (X \ Y.Y) satisfaz a condicao Ay se, e somente se,
% (25| j=1,...,N}

X0

Entao nos perguntamos se a constancia do nimero de Milnor da familia F' esta
relacionada a %9 ¢ { 52 } e obtivemos o proximo teorema, antes disso enunciaremos
um resultado necessario para sua demonstracao. Ressaltamos aqui que para facilitar a

5 - oG - 0G| i _
notagdo vamos escrever simplesmente %j} ao invés de {8—1,7\ j=1,...,N}

Teorema 3.2.2. 21, Teorema 5.8] Suponha que (X,0) C (C x CV,0) é uma intersecio
completa, X = ®71(0), : CxCN - CP, Y =C x {0}. Seja F: (X,Y) — (C,0) tal que
Z = F7Y0) ¢ também uma intersecio completa, que nao é densa em X. As sequintes
condicoes sao equivalentes

(i) Suponha que X; e Z; sao intersecoes completas com singularidades isoladas
com numeros de Milnor constantes. Entao a uniao dos pontos singulares de Fy €Y ou é
vazio, e (X \ YY) satisfaz a condigio Ap de Thom;

(ii) Suponha que S(F) €Y ou é vazio e que o par (X \Y,Y) satisfaz a condi¢do

Ap de Thom. Entao os numeros de Milnor de X; e Z, sao constantes.

Teorema 3.2.3. Assuma que (X,0) € boa. Se F é p-constante, entda 94 ¢ {Bm }(9
J

Demonstracao: Suponha que F' é p-constante. Pela formula de Lé-Greuel,

p(f) = (X, 0) + p(X: N £71(0),0).

Assim, u(X;,0) e w(X; N f,71(0),0) sdo constantes pois sdo semicontinuos
superiores. Entdo, pelo Teorema o par (X°Y) satisfaz a condigdao Ap, onde X° é
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a parte suave de X que nesse caso ¢ X% = X\ (C x {0}). Portanto, pelo Lema [3.2.1]

{Bwj Ox
[
Agora vamos mostrar que se F' boa, entao % € {ax } se, e somente se,
J ,0
%¢ ¢ { o . Para isso precisamos de algumas definicoes e resultados.
J

Dado M um submoédulo de um Oy modulo livre F' de rank p temos as defini¢oes
da algebra de Rees de M, R(M), e a defini¢do do espectro projetivo analitico, denotado
por Projan(R(M)). Sao definigbes técnicas, para mais detalhes ver [19).

Seja X C C¥ conjunto analitico. O espago conormal de X, o qual é denotado
por C(X), é definido como sendo o fecho do conjunto de pares de pontos (z, H) em
CY x PN=1 onde x & um ponto suave de X e H é um hiperplano tangente a X em .

O espago conormal de f, o qual é denotado por C(X, f), é definido como sendo
o fecho do conjunto de pares (z, H) em CV x PY~! onde f é uma submersao em x € X
e H ¢ um hiperplano tangente a fibra de f em =x.

Suponha que (X,0) é um germe analitico complexo, M um submodulo de Ox .

Se N é um submédulo de M e M = N dizemos que N é uma reducao de M.

Proposigao 3.2.4. [14, Coroldrio 2.30] Sejam M C N C Ox,, Oxo-modulos. Sao
equivalentes:

(i) M ¢ redugao de N.

(ii) A aplicagao induzida c: Projan(R(N)) — Projan(R(M)) é finita.

A pré-imagem de U em C(X, f) onde U é uma vizinhanga de 0 em Y, é denotada
por C(Xv f)|U

Observagéo 3.2.5. Assuma F boa. Entao %—? € {37% On e se, e somente Se, %—? €
{817] O

De fato, claramente se > {8%} " entdo 9 € {8% O

Resta mostrar que se %9 ¢ {a } o entio 99 ¢ {a } . Pelo Lema |3.2.1,

% ¢ {8 } se, e somente se, (X \ (C x {O}), C x {0}) satzsfaz a condigda Ap. Logo,

mostramos que se ¢ € {§< } , entdo (X\ (C x {0}),C x {0}) satisfaz a condi¢io Ap.
77 0x0

oG 090G

Como %9 E{a } " entao {a ) = YAkt
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Assim, {8G}C{%§,gf} com {$< }z{%?,gf} Logo, {gG} é uma redugdo de
oG oG

AR
Pela Proposi¢ao temos

c: Projan(R( %,g—fj )) — Projan(R( %}))

€ finita.

Agora, Projan(R({2%})) € um subconjunto de X x PN='. Assim, pelo Lema
se'V éuma componente] de C(X, f)|y sua imagem em Projan(R(JM,(G)) deve ser
um conjunto analitico de Y x PN=1 de mesma dimensdo que V. Por [21, Lema 5.7/ seque

que V' tem dimensao n+p—2=mn pois p € o rank de {%f, gG} Logo, V' deve sobrejetar

em Y. Assim, C(X, f)ly € um subconjunto de C(Y') e entao (X \ (C x {0}),C x {0})

satisfaz a condi¢do AF

Portanto, 2 dt € { } implica que < e {0%}0
X,O

Observagao 3.2.6. Assuma que (X,0) € boa. Pelo Teorema e pela Observagao
3.2.5 se F € p-constante, entio % € {axj}

Ox




Capitulo

4

Fecho integral através do Poliedro de Newton

No capitulo anterior, estudamos a equisingularidade de familias de germes de
fungoes definidas em uma ICIS usando o fecho integral do ideal que define o conjunto
singular de cada membro dessas familias. Entao é importante a busca de alternativas
que garantam as condigoes de fecho integral, introduzidas no item (4), das nossas versoes
do teorema de Greuel descritas no capitulo 3. Dividimos esse capitulo em trés secoes.
Na primeira delas trazemos um pouco da teoria de poliedro de Newton. Nas segunda e

terceira secoes, através de poliedro de Newton, fornecemos uma maneira de garantir o
item (4) das secoes 3.1.1 e 3.1.2.

4.1 Poliedro de Newton

Nesta secao estudamos o conceito de poliedro de Newton, mais detalhes podem

ser vistos em [52].

Seja g € Oy, entdo g(x) = > cpn Gar®.
Definigao 4.1.1. O suporte de g ¢ definido por supp g = {a € Z" | a, # 0}.
Seja I um ideal em Oy, definimos o suporte de I por
supp I =Jsupp g | g€}

Defini¢ao 4.1.2. O poliedro de Newton de g, denotado por ', (g), é o fecho convexo

em Rf do conjunto supp g.
O poliedro de Newton de I, denotado por I';(I), € o fecho convero em RY do

conjunto J{a+v | a € supp I,v e RY}.
Exemplo 4.1.3. Seja g = 2% — 3. A Figura 4.1 representa o poliedro de Newton de g.

71
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Figura 4.1: Poliedro I, (g)

Temos que os vértices de T'(g) sao {(2,0),(0,3)}.

Exemplo 4.1.4. Seja I = (z°+2%y* 2" +y*). Na Figura 4.2 temos o poliedro de Newton
de I.

Figura 4.2: Poliedro I', (1)

Notemos que os vértices de I'(I) sao {(5,0),(2,2),(0,4)}.

A unido de todas as faces compactas de T', (I) sera denotada por T'(I).

Seja. A C T'y(I) um subconjunto finito e g(z) = > a,z®, defini-se gn =
Y aen GaZ’.

Dado A uma face de I'; (1), denota-se por C'(A) o cone de semi-raios saindo da
origem e passando por A. Defini-se C[[A]] como sendo o anel das séries de poténcias com

monoémios nao nulos z® = x*x5? - ... - 2} tal que o = (v, ..., an) € C(A).
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Definig¢ao 4.1.5. Uma face compacta A C T'(I) é Newton nédo degenerada se o ideal

gerado por gin, Gan, - - -, gsa tem codimensao finita em C[[A]].

Definicao 4.1.6. Um ideal I ¢ Newton nao degenerado se todas as faces compactas

de T'(I) sao Newton nao degeneradas. Caso contrdrio, I é dito Newton degenerado.
Equivalentemente:

Observacao 4.1.7. [52, p. 2] I é Newton ndao degenerado se para toda face compacta
A C I'(I), as equagoes gia(x) = gan(z) = ... = gsa(x) = 0 ndo tém solugio comum em
(C—{oh)™.

Exemplo 4.1.8. Seja I = (g1, 92), onde g1 = 25+ y® e go = zy® + 2%y. O poliedro de

Newton de I é representado na Figura 4.5.

Figura 4.3: Poliedro I'; (1)

Para Ay = {(0,8),(1,5)} vamos analisar gin, = g2a, = 0, ou seja, precisamos

Y =0
xy5:().

Logo, y = 0. Portanto, gin, = gan, = 0 ndo tém solugio comum em (C — {0})2.

resolver o sequinte sistema

Para Ay = {(5,1),(8,0)} vamos analisar gin, = gan, = 0, ou seja, precisamos

resolver o sequinte sistema
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Logo, x = 0. Portanto, gia, = gon, = 0 ndo tém solugcao comum em (C — {0})2.

Por outro lado, para Az = {(1,5),(5,1)} vamos analisar gin, = gapn, = 0, ou
seja, precisamos resolver goa, = 0. Assim, xy® — 2%y = 0. Entdao zy(y* — 2*) = 0. Logo,
Gia, = Gon, = 0 tém solucio comum em (C — {0})>.

Portanto, I é Newton degenerado.

Agora, seja J = (hy, ho), onde hy = 2% + zy® e hy = y® + 2°y. Notemos que
L) =T (1),

Para Ay = {(0,8), (1,5)} vamos analisar hia, = hapn, = 0, ou seja, precisamos

x2y° =0
P=0

Logo, y = 0. Portanto, hia, = han, = 0 nao tém solugio comum em (C —{0})2.

resolver o sequinte sistema

Para Ay = {(1,5),(5,1)} vamos analisar hin, = haop, = 0, ou seja, precisamos

xy® =0
2’y =0 '
Logo, x = 0 ou y = 0. Portanto, hin, = han, = 0 nao tém solugao comum em

(C—{op)~.

Por fim, para As = {(5,1),(8,0)} vamos analisar hip, = hopn, = 0, ou seja,

resolver o sequinte sistema

precisamos resolver o sequinte sistema

Logo, x = 0. Portanto, hia, = han, = 0 nao tém solugio comum em (C—{0}).

Portanto, J é Newton nao degenerado.

Definicio 4.1.9. Denotamos por C(I) o fecho convero em RY do conjunto

U{m | 2™ € T},

Teorema 4.1.10. [52, Teorema 5.4] Seja I = (g1, g2, ...,gs) um ideal de codimensdo

finita em Oy. Entio I é Newton nio degenerado se, e somente se, I, (I) = C(I).
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4.2 Poliedro de Newton e deformagao da funcao

Em toda esta segao, sejam ¢: (CV,0) — (CP,0) um germe de aplicagao holomorfa
definindo uma ICIS (X,0) = (¢7(0),0) e f: (X,0) — (C,0) um germe de fungao
holomorfa com singularidade isolada. Seja F': (C x X,0) — (C,0) a deformacao de f
definida por F(t,z) = f(z) + tg(x), onde g é um germe de func¢do holomorfa tal que
g(0) = 0.

Para cada

v = (jl,...,jp+1), COIlel < .- <jp+1 ejl,...,jpﬂ c {].,...,N}, (41)

denotamos por M] e MJ os menores de ordem maximal da matriz Jacobiana das
aplicacoes (¢, f) e (¢,§), respectivamente, onde f: (CV,0) — (C,0) é tal que f|x = f
e g: (CN,0) — (C,0) & tal que glx = g, obtidos tomando as colunas ji,...,jp1. Pela
multilinearidade do determinante, M, = M +tM9, onde M, é o menor correspondente
da matriz Jacobiana de G = (¢, F), onde F: (C x CN,0) — (C,0) é tal que Flcxx = F
(ndo derivando com respeito ao parametro t).

Nesta secao fornecemos critérios para garantir que g € Jg como um ideal em

oF
ot

nessa secao podem também ser lidos no artigo [11].

Ocxx,(t,0); OU seja € Jo como um ideal em Ocxx,t,0)- Os resultados que aparecem

Lema 4.2.1. Se g, M¢ € (¢) + L,11(Jo(9, f)) como um ideal em On.1, para todos os

v

vetores v definidos em 1} entdo g € Jo como um ideal em Ocxx,(t,0)-

Demonstracao: Como M7 € (¢) + I,+1(J.(¢, f)), podemos assumir, pelo Teoremam,

que existe uma vizinhanca U de 0 e uma constante ¢ > 0 tal que
[t]|M7] < [t]esup,{[o], |M]]},

entao

sup{|¢], [M,[} = sup{|o],|M] + M|}

> sup{|o], [M][} — [t|sup{|o], |MJ]}
> sup{|ol], [M]]} — [t|esup{|¢], [ M]]}
> (1—Oz)sup{](b\,|Mg|},
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onde 0 <a<lelt] <2

Portanto, existe uma constante K > 0 tal que

sup{|¢], |M,[} > K sup{|¢], [M][},

para t suficientemente pequeno. Entao, pelo Teorema [1.5.4

(@) + L11(J2(9, f)) € () + Ja

como ideais em Opy,;. Logo, usando a hipotese, concluimos que g € m como um
ideal em Opyy;. Assim, pelo Teorema para toda v: (C,0) — (C x CV,0) temos
govy € (¢pory, M, o). Entdo para toda v: (C,0) — (C x X,0) C (C x CV,0) temos
go~y € (M, o). Novamente, pelo Teorema m g € Jg como um ideal em Ocxx,(t,0)-

[ |

Corolario 4.2.2. Se ' (g),I'+ (M7) C C((¢) + Lp11(J(9, [))), para todo v definido em
1 , entdo g € Ji como um ideal em Ocxx,(t,0)-

Demonstracao: Como I' (g),['(MY¢) C C({(¢) + I41(J.(0, f))) entdao, pela definicao

de C((¢) + I+1(J2(9, f))), cada monodmio de g e M7 pertence a (¢) + I,+1(J(¢, f)) como

um ideal em Op1. Logo, g, Mg € (¢) + L,+1(J.(¢, f)) como um ideal em Opn;.
Portanto, pelo LLema m, g e m como um ideal em Ocy xt,0)-

Teorema 4.2.3. Se (¢) + L,+1(J.(o, f)) € Newton nao degenerado e para todo v como
em , [, (9),04 (M9 C Ty ((¢) + L1(Jo(0, f))), entdo g € Jg como um ideal em

Ocxx,(t,0)-

Demonstracao: Como (¢) + I,11(Jz(¢, f)) ¢ Newton ndo degenerado, pelo Teorema

110

L ((9) + L1 (Je(d, £))) = C((D) + Lpa(Ju(d, £)))-

Portanto, pelo Corolério m g € Ji como um ideal em Ocx x,(t,0)-
[ |

Exemplo 4.2.4. Sejam (X,0) C (C3,0) definida pelo conjunto de zeros de ¢(z,y,z) =
(zy, 21 + ¢! + 2%) e f: (X,0) — (C,0) definida por f(x,y,2) = z + z. Seja
F: (C x X,0) = (C,0) a deformagao de f definida por F(t,(x,y,2)) = x + z + ty'’.
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Neste caso,
Y T 0
L(J.(,f)) = | 1521 10y° 62° | = (622° + 10y"° — 152")
1 0 1

como um ideal em Ocyx 10), onde x = (z,y, 2).
Portanto, (¢) + I3(J(¢, f)) = (wy, 2" + ¢ + 25, 622° + 10y'° — 152'%), 0 qual
denotamos a sequir por L.

Temos representado na Figura 4.4 o poliedro de Newton de (¢) + I3(Jz(o, f)).

Figura 4.4: Poliedro I', ({#) + I3(J4(9, f)))

Vamos garantir que as condigoes do Teoremalf.2.5 sao vdlidas para esse exemplo.
Mostraremos inicialmente que (@) + I3(Jy(o, f)) é Newton nédo degenerado. Pela
Observagaolf. 1.1, basta verificarmos que para toda face compacta A do poliedro de Newton
de L, as equagoes que definem La ndo tém solugao comum em (C — {0})3.

Temos as sequintes faces compactas:
Ay ={(0,0,6),(0,10,0)},

Ay, ={(1,1,0),(0,10,0)},



Az ={(1,1,0),(0,0,6)},
Ay ={(1,0,5),(0,0,6)},
As ={(1,0,5),(1,1,0)},
Ag = {(15,0,0),(1,0,5)},
A7 ={(15,0,0),(1,1,0)},
Ag ={(0,0,6),(0,10,0),(1,1,0)},
Ay ={(0,0,6),(1,0,5),(1,1,0)},
Ay = {(15,0,0),(1,0,5),(1,1,0)} e

L, sao dadas respectivamente pelos sistemas, para ¢t =1,...,10,

Y

Y04+ 25=0
10y =0

zy =0
yl() =0 ,
10y*° =0
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Ty =
10 4 26 =0
10y =0

xy =0
25 =0 e

6xz° =0

xy =0
% =0 ;

6x2° — 152 =0

para os quais obtemos facilmente que as solugoes nao estao em (C — {0})3.
Portanto, (¢) + I3(J.(o, f)) € Newton nao degenerado.
Temos MY = (—66y'12°), onde MJ é o wnico menor de I3(Jy(4,g)) com g = y''.

Entao I'y(g), T (MY) C Ty ({p) + I3(Jo(, f))). Assim, pelo Teorema g=%¢cJ;
como um ideal em Ocyxx 10), onde G = (¢, F) com ﬁ\@XX = F. Portanto, pelo Teorema

temos que (((C x X) N F~1(0))°, C x {0}) satisfaz as condigoes de Whitney, onde
(Cx X)N F740))° € a parte suave de (C x X) N F~1(0).

4.3 Poliedro de Newton e deformacao da variedade e da funcao

No decorrer desta se¢do, sejam ¢: (CV,0) — (CP,0) um germe de aplicacao
holomorfa definindo uma ICIS (X, 0) = (¢71(0),0) e

d: (CxCM,0) —  (CP0)
(t,CL’) = (I)(t,l’) - th(x)

uma deformacdo (flat) de ¢ tal que ¢g = ¢, ¢:(0) =0 e (X;,0) := (¢; 1(0),0) é uma ICIS

para t suficientemente pequeno. Denotamos
(X,0) := (®7(0),0), ® = (Dy,...,P,) e Dy(t,z) == Pp,(x), k=1,....p.

Escrevemos @y (t, x) = ¢r(x) + thy(x) para k = 1,...,p, onde hy é um germe de
func¢ao holomorfa tal que ht(0) = 0.

Sejam f: (X,0) — (C,0) um germe de funcdo holomorfa com singularidade
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isolada e F': (X,0) — (C,0) a deformacdo de f definida por F(t,x) = f(x) + tg(zx),
onde g é um germe de fun¢ao holomorfa tal que ¢g(0) = 0.

Como na secao anterior, para cada

U:(jl,...,jp+1), Comj1<---<jp+1ejl,...,ijE{l,...,N}, (42)

denotamos por MJ e MZ os menores de ordem maximal da matriz Jacobiana das
aplicacoes (CID,f) e (®,g), respectivamente, onde f: (CN,0) — (C,0) é tal que f]X =7
e g: (CN,0) — (C,0) é tal que g|x = g, obtidos tomando as colunas jy,...,j,11. Pela
multilinearidade do determinante, M, = M/ +tMJ, onde M, é o menor correspondente
da matriz Jacobiana de G = (®, F), onde F: (C x CN,0) — (C,0) é tal que F|y = F
(nao derivando com respeito ao parametro t).

Nesta secio fornecemos critérios para garantir que g, hy € Jg = m como

um ideal em Oy, ou seja, %—f, % € Jo como um ideal em Oxp, parak=1,...,p.

Lema 4.3.1. Se g, hy, M9 € (@) + L,11(J(D, f)) como um ideal em Oniq, para k =
1,...,p e para todos os vetores v definidos em 1} entio g, hy, € Jo como um ideal em
Ox .

Demonstracao: Como M¢ € (®) + I,11(J.(P, f)), podemos assumir, pelo Teorema

1.5.4] que existe uma vizinhanca U de 0 e uma constante ¢ > 0 tal que
[t]|M] < [t]esup,{|@], |M]]},

entao

Sgp{|@|7|Mv|} = Sgp{|@|,|MJ+tM3|}
> Sgp{l‘PI,IMJI}—Itlsgp{ICPI,IMﬁI}
> Sgp{lq)!,Iszl}—ItICS%p{I@I,IMJ\}
> (1 apsupflal M),

onde 0 <a<lelt]<2

Portanto, existe uma constante K > 0 tal que

Sup{|q)|7 |M’U|} Z KSllp{|<I)|, ’Mg’}a
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para t suficientemente pequeno. Entao, pelo Teorema [1.5.4

(@) + Ip1(Jo(@, 1)) € (®) + Ja

como ideais em Opy,;. Logo, usando a hipdtese, concluimos que g, h, € @TJG
como um ideal em Opn,q, para k = 1,...,p. Assim, pelo Teorema [I.5.4] para toda
v: (C,0) = (Cx CY,0) temos govy, hyoy € (®ovy, M,07), parak = 1,...,p. Entdo para
toda v: (C,0) — (X,0) C (C x CN,0) temos govy,hyoy € (M,o07), para k =1,...,p.
Novamente, pelo Teorema g, hy € Jg como um ideal em Oy, para k = 1,...,p.

|

Corolario 4.3.2. Se I'y(g),I'y(hg), [ (M9) C C{P) + L1 (J(D, f))), para k =
1,...,p e para todo v definido em 1) entdo g, hy € Jg como um ideal em Oxp.

Demonstracao: Como I'y(g), ' (he), '+ (MY) € C{P) + [p11(J-(P, f))) entao, pela
definicao de C((®) + I,+1(J-(P, f))), cada mondémio de g, hy e M7 pertence a
() + Ip1(Jo(P, f)) como um ideal em Oniq. Logo, g, by, MY € (@) + I,411(J(D, f))
como um ideal em Oy,;.

Portanto, pelo Lema m, g € (®) + Jg como um ideal em Oy .

Teorema 4.3.3. Se (®) + I,1(J.(P, f)) é Newton nao degenerado e para todo v como
em (1.2), I'y(9), T (hy), T (M) C T ((@) + [p11(Jo(D, f))), entio g, by € Ja como um
ideal em Ox, para k =1,...,p.

Demonstracao: Como (®) + I,1(J,(®, f)) é Newton nao degenerado, pelo Teorema
4.1.10)

(@) + L (Je(®, £))) = CU®) + Lpa (Je(®, £)))-

Portanto, pelo Corolério g, hi, € Je como um ideal em Oxyo.
[ |

Exemplo 4.3.4. Sejam (X,0) C (C?,0) definida pelo conjunto de zeros de ¢(x,y,z) =
(zy, 21 + ¢ + 2%) e (X,0) definida pelo conjunto de zeros da deformagio ®(x,y,z) =
(zy —t27, 2% + y'% + 2%) de ¢. Sejam f: (X,0) — (C,0) definida por f(x,y,2) =z +2z e
F: (X,0) — (C,0) a deformacao de f definida por F(t,(x,y,2)) = x + z + ty*'.
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Neste caso,

y x  —Tt"
L(J.(®,f)) =] 1521 10y° 625 | = (622" + 10y™ — 152" + 70ty”2°)
1 0 1

como um ideal em Ox, onde v = (x,y, z).

Portanto, (®) + I3(J.(®, f)) = (wy — t27, 2 4+ y0 + 26 622° + 10y*° — 15215 +
70ty°2%), o qual denotamos por L.

Temos representado na Figura 4.5 o poliedro de Newton de (®) + I3(J.(P, f)).

Figura 4.5: Poliedro I'y ((®) + Is(J4(®, f)))

Vamos garantir as hipotese do Teorema e assim concluir que %—? € Jg e
% € Jo como um ideal em Oy g, onde ®1(z,y,2) = vy—t2" e G = (®,F) com F|y = F.
Mostraremos inicialmente que L é Newton nao degenerado. Pela Observacao basta
verificarmos que para toda face compacta A do poliedro de Newton de L, as equacgoes que
definem L nao tém solugao comum em (C — {0})3.

Temos as sequintes faces compactas:

Ay ={(0,0,6),(0,10,0)},
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Ay ={(1,1,0),(0,10,0)},

Az ={(1,1,0),(0,0,6)},

Ay ={(1,0,5),(0,0,6)},

As; ={(1,0,5),(1,1,0)},

Ag = {(15,0,0),(1,0,5)},

A7 ={(15,0,0),(1,1,0)},
Ag ={(0,0,6),(0,10,0),(1,1,0)},
Ay ={(0,0,6),(1,0,5),(1,1,0)},

Ay ={(15,0,0),(1,0,5),(1,1,0)} e

L, sao dadas respectivamente pelos sistemas, para ¢ =1,...,10,

Y0 +26=0
10y =0

zy =0
yl() =0 ,
10y'° =0
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Ty =
10 4 26 =0
10y =0

xy =0
25 =0 e

6xz° =0

xy =0
% =0 ;

6x2° — 152 =0

para os quais obtemos facilmente que as solugoes nao estao em (C — {0})3.

Portanto, (@) + I3(J,(P, f)) é Newton ndo degenerado.

Temos MY = (—66y''25 — 1155tx!y'92%), onde MY é o iinico menor de
Iy(J2(®, 9)) com g =y Entiio Ty (g), T+ (hr), T (M) C T4((®) + Ly(o(®, f))), onde
hy = —2". Assim, pelo Teorema %—f € Jg e % € Jo como um ideal em Oxp-

Portanto, pelo Teorema (XN F710))° C x {0}) e (X° C x {0}) satisfazem as
condi¢oes de Whitney.
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