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Resumo

No presente trabalho faremos um estudo de dindmica linear de operadores, focando
principalmente nos conceitos de transitividade topologica, hiperciclicidade e caoticidade.
Em um primeiro momento trataremos de sistemas dinamicos nao lineares e,
posteriormente, abordaremos a dinamica de operadores em um contexto linear, mais
especificamente, em espacgos de Banach. Também apresentaremos exemplos de operadores
lineares, estando estes correlacionados, sao eles: O operador deslocamento a esquerda,
operador de Rolewicz e o operador deslocamento com pesos. Por fim, mostraremos
resultados que nos fornecem sob quais condigoes estes operadores apresentam propriedades
dindmicas no espaco de sequéncias ¢,(X), onde 1 < p < oo e X ¢é um espago de Banach.
Palavras-chave: Dinamica de Operadores, Operadores Lineares, Operador Desloca-

mento com Pesos.



Abstract

In the present work, we will do a study of linear dynamics of operators, focusing mainly on
the concepts of topological transitivity, hypercyclicity and chaoticity. At first, we will deal
with non-linear dynamical systems and, later, we will approach the dynamics of operators
in a linear context, more specifically, in Banach spaces. We will also present examples of
linear operators, which are correlated, they are: the backward shift operator, Rolewicz
and weighted shift operator. Finally, we will show results that provide us under what
conditions these operators have dynamic properties in the £,(X) sequence space, where
1 < p < ooand X is a Banach space.

Keywords: Operator Dynamics, Linear Operators, Weighted Shift Operator.
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Introducao

Um sistema dinamico (X, f) é composto de um conjunto nao-vazio X e uma funcao
f: X — X, isto é, uma funcao cujo dominio e contra-dominio sao iguais a X. E claramente
possivel fazer sucessivas composicoes desta fungao com ela mesma. Denominamos iterada
cada uma destas composicoes. O comportamento das iteradas é onde se concentra o esforgo
dos matematicos que se inclinam a esta area. Quando consideramos sistemas dinamicos
compostos de um espaco métrico e uma funcao continua por partes, chamados de sistemas
dinamicos topoldgicos, outras propriedades vao surgindo, dando forma aos mais variados
tipos de sistemas dinamicos, desde os mais simples como os periddicos aos mais complicados
como os sistemas dinamicos cadticos.

Em grau crescente de complexidade, os sistemas dinamicos topoldgicos considerados
nesta obra podem ser agrupados em quatro tipos: periddicos, minimais, topologicamente
transitivos ou hiperciclicos, e cadticos.

Um sistema dinamico é periédico (cf. se todas as érbitas do sistema sao periédicas.
Neste caso, a restricao do sistema dinamico a cada érbita do sistema é por si s6 um novo
sistema dinamico. Sendo assim, o sistema dinamico original pode ser decomposto em

inimeros subsistemas mais simples. A rotacao racional do circulo é o exemplo mais co-

nhecido de tal sistema (cf. Exemplo [[.1.2)). Um sistema dinamico é minimal (cf. §1.2)



se cada 6rbita do sistema é um subconjunto denso. A rotacao irracional do circulo (cf.
Exemplo [1.2.1]) é o modelo cléssico de tal sistema. Exceto em casos degenerados, um sis-
tema dinamico topolégico nao pode ser simultaneamente periédico e minimal. Assim, estas
duas nogoes sao demasiado fortes para coexistirem num mesmo sistema. Uma noc¢ao um
pouco mais fraca que minimalidade é o conceito de hiperciclicidade (cf. que ocorre
quando o sistema possui (pelo menos) uma érbita densa. No caso em que o dominio do
sistema dinamico topoldgico é um espaco métrico separavel sem pontos isolados, pelo Te-
orema de Transitividade de Birkhoff (cf. Teorema [L.3.6]), o conceito de hiperciclicidade é
equivalente a nocgao de transitividade topoldgica. Sistemas dinamicos topoldgicos que sao
topologicamente transitivos nao podem ser decompostos em dois subsistemas dinamicos
topoldgicos com dominios formados por conjuntos invariantes com interior nao-vazio. As-
sim, de certa forma, transitividade topolégica ou hiperciclicidade implica um certo tipo
de irredutibilidade do sistema (cf. Coroldrio [1.3.5). A transitividade topolégica nao ex-
clui a presenca de pontos periddicos. Na verdade uma orbita densa pode coexistir com
uma quantidade densa de pontos periddicos, caso em que o sistema é denominado cadtico
(cf. §1.4). A definicdo original de sistema cadtico ¢ devida a Devaney (cf. [7]) e inclui
o requisito adicional de dependéncia sensivel das condigbes iniciais (cf. Definigao .
Em 1992, Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey (cf. [1]) mostraram que tal condi¢ao é desne-
cessaria e segue automaticamente das hipdteses de transitividade topolégica e densidade de
pontos periddicos. O exemplo mais popular de sistema dinamico cadtico é a transformagao
logistica (cf. Definigao [1.0.1).

O objetivo desta dissertacao é entender as nogoes de transitividade topoldgica e caoti-
cidade no contexto dos operadores lineares continuos. A area da matematica que estuda

tal assunto é conhecida por Dinamica Linear. E uma area relativamente nova que se situa



na confluéncia de outras areas classicas da matematica tais como: Sistemas Dinamicos,
Teoria Ergddica e Anédlise Funcional. Os livros [2, [10] e a nota [§] formam uma boa in-
troducao ao assunto. Apesar da Dinamica Linear ser uma &area relativamente recente, tem
se desenvolvido rapidamente. Esta foi concebida a partir dos estudos do comportamento
das iteradas de operadores lineares. Historicamente, o inicio dos estudos neste campo é
aceitadamente datado de 1982, na tese de Kitai que, embora nao tenha sido publicada, foi
amplamente difundida (cf. [2]). Kitai, Godefroy e Shapiro foram precursores do que se
tornaria a Dinamica Linear. Em seus trabalhos eles explicaram os conceitos basicos, deram
vérios exemplos e apresentaram técnicas importantes de pesquisa neste campo (cf. [2 [10]).

Transitividade topoldgica, hiperciclicidade ou caoticidade em operadores lineares conti-
nuos s6 podem ocorrer em espagos de dimensao infinita (cf. Corolario . Os exemplos
mais simples e antigos de operadores lineares continuous hiperciclicos sao o operador de
Birkhoff (cf. [5]) estudado em 1929, o operador de MacLane (cf. [12]) estudado em 1952,
e o operador de Rolewicz (cf. [13]), estudado em 1969. O operador de Rolewicz também é
caodtico e resulta ser um caso particular do operador deslocamento a esquerda com pesos,
apresentado por Salas (cf. [I4]) em 1995 e definido no espago-sequéncia £,, 1 < p < co. Este
operador carrega importantes propriedades dinamicas como hiperciclicidade e caoticidade
se impusermos condigoes a sequéncia peso. O operador descolamento a esquerda com pesos
¢ ainda muito estimado dentre os tedricos devido ao seu modo de construcao simples.
Assim, muitos resultados sao obtidos primeiro para operadores com pesos e somente depois
generalizados.

Godefroy e Shapiro (cf. [9]) foram pioneiros na utilizacao da defini¢ao de caos, dada por
Devaney em [7], no contexto de operadores lineares. Eles também desenvolveram classes

novas de operadores lineares hiperciclicos. Segundo [10], o termo “hiperciclico” para vetores



com 6rbita densa foi inicialmente utilizado por volta de 1986 por Beauzamy (cf. [3]), sendo
estendido logo ap6s para operadores com uma 6rbita densa em [}, 9].

Existem varios teoremas intitulados critérios que caracterizam propriedades dinamicas,
com destaque para o Critério de Hiperciclicidade que, como o nome sugere, serve essenci-
almente para verificar se um dado operador é de fato hiperciclico. As versoes mais antigas
destes critérios foram propostas por Kitai (Critério de Kitai) e por Gethner e Shapiro
(Critério de Gethner-Shapiro). Atualmente, a maneira como esse critério ¢ enunciado é
oriunda de Bes e Peris (cf. [4]).

E neste cendrio que surge o presente trabalho. Primeiro iremos revisitar o contexto
natural no qual surgem as nogoes de transitividade topolégica, hiperciclicidade e caos (no
sentido de Devaney). Mais precisamente, iremos estudar alguns sistemas dinamicos to-
polégicos nao-lineares definidos em conjuntos compactos. Tendo nos familiarizado com as
trés nogoes descritas acima, iremos passar para o contexto dos operadores lineares. Defini-
remos inicialmente o operador de Rolewicz. Além da sua simplicidade, Feldman (cf. [§])
mostrou que o operador de Rolewicz é um modelo universal de sistema caético (cf. Teo-
rema [2.3.4). Este resultado coloca os sistemas dinamicos lineares no mesmo patamar de
dificuldade que os nao-lineares. Vamos estudar também uma generalizacao do operador de
Rolewicz denominada operador deslocamento a esquerda com pesos em espacos £,(X ), onde
1 <p<ooe X éum espaco de Banach. A ideia é estudar a caracterizacao completa da
hiperciclicidade e da caoticidade revisitando os artigos de Salas (cf. [14]) e Grosse-Erdmann
(cf. [11]).

A dissertacao foi organizada da seguinte maneira. Apresentaremos inicialmente no
Capitulo 1 os conceitos fundamentais da teoria de sistemas dindmicos (nao-lineares). J& no

Capitulo 2, serao explorados os conceitos concernentes a dinamica linear, mais especifica-



mente, trataremos apenas resultados em espagos de Banach e, eventualmente, revisitaremos
conceitos e resultados vistos no Capitulo 1 no contexto da linearidade e também as condigoes
necessdrias e suficientes, dadas por Salas (cf. [I4]) e Grosse-Erdmann (cf. [I1]), para que
o operador deslocamento a esquerda com pesos seja topologicamente transitivo e cadtico,

respectivamente.



Capitulo 1

Dinamica topoldgica

Um sistema dinamico é um par (X, f), onde X é um conjunto nao-vazio e f: X — X
uma fungao, doravante denominada transformagao. Em geral, identificamos o sistema
dinamico com a prépria transformacao f : X — X que o determina. Como o dominio e o
contra-dominio de f sao o mesmo conjunto, podemos realizar a composicao de f consigo
mesma inimeras vezes, obtendo as suas iteradas definidas recursivamente por f* = fo f*!
(n = 1,2,...), onde f° ¢é a transformacio identidade. Quando f é bijetiva, denotamos
por f~' a sua inversa. Nesse caso, podemos definir f™" = f~lo f~"=V (n = 1,2,...).
Dizemos que o sistema dinamico (X, f) é topoldgico quando X é um espago métrico e
f X — X é uma transformacao continua ou simplesmente continua por partes quando
fizer sentido. Definimos a drbita ou f-orbita de um ponto x € X como sendo o conjunto
Of(z) = {f™(x) : n > 0}. As 6rbitas de f formam uma particdo do conjunto X e o objetivo
da dinamica topoldgica é justamente entender os arranjos formados pelas 6rbitas do sistema

dinamico.

Exemplo 1.0.1 (Transformacao logistica). Sejam 0 <y <4 e L, :[0,1] = [0,1] dada por



L,(z) = px(1 — ). Entdo ([0,1],L,) € um sistema dindmico topoldgico.

Demonstragio. Seja 0 < p < 4. Primeiro vamos verificar que, de fato, L, ([0,1]) C [0,1].
Dado x € [0, 1], como 0 < p < 4, temos que 0 < px(l —z) < 4z(l — ). Desta forma, 0 <
L,(z) < Ly(x). Mas o valor méximo de L4(z) para z € [0,1] é 1. Logo, L,([0,1]) C [0, 1].
Por outro lado, como L, é restricao de um polinémio, segue que L, é continua. Concluimos

que ([O, 1], L”) ¢ um sistema dinamico topoldgico. ]

Observe que para mostrar que (X, f) é um sistema dinamico topolégico, precisamos

checar primeiro que f(X) C X, isto é, que X é f-invariante no sentido da seguinte definigao.

Definigao 1.0.2. Um subconjunto Y C X ¢é dito f-invariante por uma fungao f: X — X

se f(Y)CY.

1.1 Sistemas dinamicos periédicos

Os sistemas dinamicos mais simples sao aqueles em que todas as orbitas sao periddicas.
Mais especificamente, x € X é um ponto periodico de f : X — X se existe um inteiro
positivo n tal que f"(x) = x. Se n é o menor inteiro positivo com tal propriedade, entao
o ponto x é denominado n-periddico. A f-érbita O(x) = {z, f(x),..., [ (x)} de um
ponto n-periédico x é formada por n pontos n-periddicos distintos e é denominada orbita

periodica. Fis alguns sistemas que s6 possuem érbitas periddicas.

Exemplo 1.1.1. Sejam X um conjunto nao-vazio e f : X — X a transformacdo identi-

dade. Entao cada ponto de X € 1-periodico.

Exemplo 1.1.2 (Rotacao racional). Sejam 1 < p < q relativamente primos e f : St — S!

a transformacio definida por f(e) = ¢4 - ¢ onde S* = {z € C : |2| = 1}. Entdo todas
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as orbitas de f sao q-periodicas.

Demonstracio. Seja e € S'. Entao fi(e?) = €2 ¢ = ¢, Assim, e é ponto periédico.

9  Suponha que exista 1 < r < ¢ tal que

Vamos mostrar que ¢ é o menor periodo de e
fr(e) = €. Entdo e’ 2™ - e = ¢ logo e''s 2" = 1. Assim, ¥ =k para algum inteiro
k>1. Dai, rp=qk, com k > 1e 1 <r <q. Segue que rp é um miltiplo de p e também

de g. Contradicao, pois sendo p e g relativamente primos, o menor multiplo comum entre

estes é pg. Portanto, todas as érbitas de f sao g-periddicas. O

No préximo exemplo, (Z,,+) denota o conjunto Z, = {0,1,...,n — 1} provido com a

adicao modular. Em particular, 0 +1=1,1+1=2,....,n—14+1=0.

Exemplo 1.1.3. Sejam n > 1, X = {(i,j) : i, € Z,} e f : X — X a transformagao

definida por f((i,j)) = (1,7 + 1). Entao todas as drbitas de f sao n-periddicas.

Demonstragao. Seja x = (i,7) um ponto qualquer de X. Entao para n > 1, f"((i,7)) =
(1,7 +mn). Como j+n = jem Z,, temos f"((i,7)) = (i,7). Concluimos assim que todo

x = (i,7) € X é periddico e sua 6rbita é O¢(x) = {(4,7), (5, +1),...,(4,j+n—1)} O

1.2 Sistemas dinamicos minimais

Dizemos que um sistema dinamico topoldgico (X, f) é minimal ou que f: X — X é
manimal se toda érbita de f é densa em X. A rotacao irracional é o exemplo mais simples

de sistema dinamico topolégico minimal.

Exemplo 1.2.1 (Rotagdo irracional). Sejam « € (0,1) drracional e f : S* — S! a trans-

formagao definida por f(e?) = €™ . €. Entdao f é minimal.



Demonstragcao. Mostremos primeiro que a rotacao irracional nao tem pontos periddicos.

0

De fato, suponha que existam e e um inteiro n > 1 tais que f"(¢) = ¢, Entdo

ezna?ﬂ X 67,9 — 629 s ezna27r -1 s Jk 2 1 ’ no=k — o= -,
n

que é uma contradicao, pois « é irracional.
Vamos mostrar agora a minimalidade da rotagao irracional. Suponha por absurdo que

existe z € S! tal que Of(z) ndo ¢ denso em S'. Entao o conjunto A := S'\Of(z) ¢ um

aberto nao-vazio.

Afirmacao. f(A) = A.

E suficiente mostrar que f(Os(z)) = Oy(x), pois f é sobrejetora. De fato, seja

y € Oy(z), entdo existe uma sequéncia n; < ny < ... de nuimeros naturais tal que

y = limg_oo f™(z). Da continuidade de f, segue que f(y) = f(lim;Hoo f”’ﬂ(x)) =

limy o [ (2) € Of(z). Da mesma forma, da continuidade e bijetividade de f~! se-

gue que [ (y) = [ (limpeo f™ 71 (2)) = limyoe [™ () € Of(2).

Seja v uma componente conexa de A, neste caso, 7 é um arco aberto (a,b) maximal.
Afirmagao. f"(y) Ny =10,Vn € N.

Supondo ser a afirmacao falsa, entao teriamos duas situacoes:

e Existe N € N tal que fN(vy) = 7. Dai f¥((a,b)) = (eN**q,eN?"h) = (a,b).
Contradicao, pois nao existem pontos periddicos por rotacao irracional, como foi

provado.

e Existe N € N tal que fN(v) # v e f¥(y) Ny # 0. Assim B := f¥(v) U~ é reunido

de dois arcos contidos em A com interse¢ao nao-vazia. Portanto, B é um arco aberto

10



contido em A. Mas v é um subconjunto préprio de B, logo v é um subconjunto

proprio de uma componente conexa de A, o que é uma contradicao.

Como para cadan € N, f*(~v)Ny = ), segue que f™(v)Nf™(v) = 0 para quaisquer m,n € N
com m # n. Caso contrario, supondo m > n, existiria z € 7 tal que f"(z) = f"(z)

f™™(z) = z, e assim f™"(y) Ny # (), o que é uma contradi¢ao. Perceba que as iteradas
de f nao alteram o comprimento de ~. Logo, como as iteradas de f sobre v sao disjuntas
duas a duas, o conjunto ngN f™(7) que é a unido disjunta das iteradas de v por f, teria

medida infinita. Absurdo, uma vez que S! tem medida igual a 2. n
Outro exemplo de sistema dinamico minimal é o odometro.

Exemplo 1.2.2 (Odémetro). Seja X = {0, 1} o conjunto das sequéncias bindrias provido
com a métrica d(z,y) ZQ L. yi|, onde v = (z;)ien € Yy = (Yi)ien- Seja f: X — X
1€EN

a transformagao definida da sequinte forma. Se x = (1,1,...), entdo f(x) = (0,0,...). Se

r = (z;)ieny € X\{(1,1,...)}, entdo definimos

0 se i</{(x)

f@i=191 se i=t), onde ((r)=min{i € N:z; =0}

x; se i>{(x)
Entao f é minimal.
Demonstracao. Uma propriedade interessante deste sistema dinamico ¢ a de que dado um

ponto qualquer z € X, entdo f2"(z) tem as n primeiras entradas iguais as de x e ainda

existe k < 2" tal que qualquer ponto de X tem as n primeiras entradas iguais as de f*(x).

Por exemplo, se z = (0,1,...) entao f(x) = (1,1,...), f2(x) = (0,0,...), f3(x) = (1,0,...)

e, finalmente, f4(x) = (0,1,...). Podemos notar que as duas primeiras entradas de = foram

11



escolhidas de forma arbitraria. Na verdade, no exemplo, todas as possiveis combinagoes
para as duas primeiras entradas de um ponto qualquer de X foram alcancadas e fQQ(x) tem
as duas primeiras iguais a x, como ja foi observado.

Mostremos que este sistema dinamico é minimal. Seja x = (z1,22,...) € X. Dado
€ >0, seja N > 1 tao grande que Y. y27" < e. Dado y = (y1,¥2,...) € X, pelo que foi
discutido anteriormente, existe k < 2V tal que z = f*(z) = (21, 22, . . .), entdo z; = y; para
todo ¢+ < N. Dai

d(f*(x),y) = 22_2121‘ —yil = 22_2121‘ —yil < ZQ_i <€
1€EN i>n i>n

Como € e y € X sao arbitrarios, isto mostra que a f-érbita de = é densa. O]

1.3 Sistemas dinamicos topologicamente transitivos ou
hiperciclicos

O conceito de sistema dinamico minimal é muito restrito pois ele exclui a presenca de
orbitas periddicas. Um conceito um pouco mais natural, que permite a coexisténcia de

orbitas periddicas e 6rbitas densas é o conceito de hiperciclicidade.

Definigao 1.3.1 (Transformagao ou sistema hiperciclico). Dizemos que um sistema dinamico
topolégico (X, f) é hiperciclico ou que f : X — X € hiperciclica se f possui uma orbita

densa.

Existe uma variante do conceito de hiperciclicidade denominada transitivade topoldgica.
Ela é motivada pelo fato de que se f : X — X é hiperciclica, entao f possui uma orbita

densa, portanto visita qualquer subconjunto aberto de X. Isto motiva a seguinte definicao.

12



Definigao 1.3.2 (transformacao ou sistema topologicamente transitivo). Dizemos que um
sistema dinamico topoldgico (X, f) € topologicamente transitivo ou que f : X — X €
topologicamente transitiva se para cada par de conjuntos abertos nao-vazios U,V C X,

existe n > 0 tal que f*(U)NV # 0.

O conceito de transitividade topoldgica estd associado a um certo tipo de indecom-

posicao do dominio em duas partes invariantes pela transformacao f.

Definigao 1.3.3. Dizemos que um sistema dinamico topolégico (X, f) € irredutivel ou
que f: X — X € wrredutivel se X ndao puder ser escrito como a unido disjunta de dois

subconjuntos f-invariantes que tenham interior nao-vazio.

Teorema 1.3.4. Seja (X, f) um sistema dinamico topoldgico. Entdo as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) f € topologicamente transitiva;

(1) X nao pode ser escrito como uma uniago X = AUB, onde A e B sao dois subconjuntos

disjuntos com interior ndo-vazio e A € f-invariante;
(¢ii) Para todo aberto nao-vazio U C X, o conjunto | J.—, f*(U) é denso em X ;
(iv) Para todo aberto nao-vazio U C X, o conjunto |J,—, [~ (U) € denso em X.

Demonstracao. (i) == (ii). Sejam X = AU B tais que A e B sao subconjuntos de
X disjuntos e f(A) € A. Entao int(A) e int(B) sao subconjuntos abertos, disjuntos
e f*(int (A)) Nint (B) € AN B = () para todo n > 0. Logo, por (i), int(A) = 0 ou
int(B) = 0.

(i) = (iit). Seja U um aberto nao-vazio de X. Fagamos entao A := J—, f"(U) e

B :=X\U,—, ["(U). Temos que X = AUB, com A e B disjuntos ¢ A f-invariante. Como
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U é nao-vazio, A tem interior ndo-vazio, pois A contém U. Segue de (i7) que int (B) = () e
assim X = A. Logo A é denso em X.
(1) = (7). Decorre da definigao de transitividade topoldgica.

(i1i) <= (iv). Dados U,V abertos nao-vazios de X e n € N,

fUNV D) = UNnf (V) #0.

]

Corolario 1.3.5. Seja (X, f) um sistema dinamico topoldgico. Se f € topologicamente

transitiva entao f € irredutivel.

O Teorema de Transitividade de Birkhoff fornece as condigoes sob as quais os conceitos

de hiperciclicidade e transitividade topolégica sao equivalentes.

Teorema 1.3.6 (Teorema da Transitividade de Birkhoff). Sejam X um espago métrico
completo separdvel sem pontos isolados e f : X — X continua. Entdo as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(1) f € hiperciclica;
(ii) f € topologicamente transitiva.

Além disso, se quaisquer dos itens acima € verdadeiro, entdo o conjunto de pontos de X
possuindo orbita densa € um conjunto do tipo Gg, isto €, composto por uma intersecao

enumerdvel de conjuntos abertos.

Demonstragdo. (i) = (4i). Sejam f hiperciclica e y € X um ponto tal que Of(y) é

denso em X. Afirmamos que para todon > 1, Of (f"(y)) ¢ denso em X. Como X nao tem
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pontos isolados, O (y)\{y, f(y),..., f"*(y)} também é denso em X. Além disso, como
OrW\y, F(y), ... " ()} € Of(f"(y)), temos que Oy (f"(y)) é denso em X,

Sejam U,V abertos nao-vazios de X. Como f ¢ hiperciclica, existe y € X tal que O(y)
é denso em X. Em particular, existe n > 0 tal que x = f™(y) € U. Segue do primeiro
pardgrafo que Oy(z) também é denso em X. Assim, existe m > 0 tal que f"(z) € V.
Deste modo, f™(U) NV # 0. Logo f é topologicamente transitiva.

(i1) = (i). Seja agora f topologicamente transitiva. Considere Dy o conjunto dos
pontos com f-6rbita densa. Se mostrarmos que Dy ¢ nao-vazio entao obtemos que f é
hiperciclico. Como X é separavel, considere {y; : 7 € N} um conjunto denso de X. Temos
que as bolas de centro y; e raio %, m > 1, compoem uma base contavel da topologia de X.
Denominemos tal base por (Ug)k>1. Assim, x € Dy < Vk > 1,3n € N tal que f*(z) € Uy,
isto é,

Dy = ﬂ U 7 (Ug).
k=1n=0
Da continuidade de f e do Teorema para cada k > 1, o conjunto | J, -, f~"(Us) é
aberto e denso. Logo, pelo Teorema de Categoria de Baire, D; é G5 denso e, portanto,

nao-vazio. O

O proximo exemplo mostra que no Teorema|l.3.6|a hipdtese de que X nao tenha pontos
isolados é necesséria. Isto é, sem tal hipdtese, os conceitos de transitividade topologica e

hiperciclicidade nao sao equivalentes.

Exemplo 1.3.7. Seja X = {0,1} dotado da métrica trivial. Seja f : X — X a fun¢ao
continua definida por f(0) =1 e f(1) = 1. Entdo f é hiperciclica mas f nao é topologica-
mente transitiva.

Demonstragao. Como Of(0) = {0,1} = X, temos que a f-érbita de 0 é densa em X,
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logo f ¢ hiperciclica. Os conjuntos U = {1} e V = {0} sao abertos nao-vazios disjuntos.
Observe que para todon > 0, f"(U)NV =U NV = (. Assim, f nao é topologicamente

transitiva. O

O préximo exemplo mostra que no Teorema a hipotese de que X é completo é

necessaria.

Exemplo 1.3.8. Sejam f : S' — S a transformacao continua definida por f(z) = 2% e

o1 o2 o2 =2 . . L .
D = Unzl {1, b LG S b } Entao as sequintes afirmacgoes sao verdadei-

ras:
(1) f € topologicamente transitiva e hiperciclica;
(1) D € f-invariante e f|p € topologicamente transitiva mas nao € hiperciclica.

Demonstragdo. (i). Dado U um aberto nao-vazio de S!, entao tem-se que U contém um arco
de comprimento 2% para algum n > 1. Dai, como a transformagao f dobra angulos, f*(U)
contém um arco de comprimento 27 para algum n > 1, isto é, f*(U) = S'. Em particular,
f™(U)NV # () para todo aberto nao-vazio V. Logo f é topologicamente transitiva. Como
St é um espaco métrico completo separdvel com a métrica usual, segue do Teorema da
Transitividade de Birkhoff que f também é hiperciclica.

i2n

(7). Primeiro observe que e o1 € D para todo inteiro ¢ > 0. De fato, podemos

escrever { = k- (2" —1)+r,onde k > 0e 0 <r <2"—2. Assim,

. 0 o k(2" —1)+r .
612”72"*1 _ 612”72"*1 _ 6127‘.72"21 e D. (11)

m

Agora considere p = ™21 € D. Entdo, tomando ¢ = 2m obtemos de 1} que f (p) =

. m . 4
R L =) Logo, f(D) C D e, portanto, D é f-invariante.
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A métrica usual em S' é d : S! — [0, 1] definida por

d(e™™ e?™) =min {|t — s, 1 —[s —t|}, VO<t, s<]1.

D o r+l , .
Para cadan > 1e 0 < r < 2" — 3, temos que d(e””zn_l,elzﬂzn_l) = 2n1_1, Além disso,
2r2=2 1\ _ 1 :
d(e P 1) = 5» . Em outras palavras, os pontos do conjunto
1 o2ty pimaiy i2n 2 =2
,€ ,e s, €

sao uniformemente distribuidos em S! e a distancia entre dois pares de pontos consecutivos
quaisquer é 2"—1_1, que tende a 0 quando n — oo. Segue disto que D é denso em S'.

Para provar que f|p é topologicamente transitiva, sejam Up e Vp dois abertos nao-
vazios de D. Entao existem abertos nao-vazios U e V de S! tais que Up = UN D e
Vp = V N D. Da transitividade topoldgica de f em S', segue que existe um ponto v € U
cuja f-orbita intercepta V. Da continuidade de f e da densidade de D segue se d € Up esta
suficientemente préximo de u, entao a f-érbita de d também intercepta V' e estd contida
em D, logo ela intercepta Vp. Isto mostra que f|p é topologicamente transitiva.

A transformagao f|p ndo é hiperciclica pois todas os pontos de D sao periédicos. De

. T - n . r2™ . T
fato, se z = ¢?"2-1 € D, entdo f"(z) = 22" = 721 = 27T = 4, O

Exemplo 1.3.9 (Transformagao tenda). Seja f : [0,1] — [0, 1] definida como

2 se x€l0,3]

fz) =

2—-2x se z€l;5,1]

N =

Entao f ¢é topologicamente transitiva e hiperciclica.

Demonstracao.
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Afirmagao. " (%) =0,n>1,0<k<2" ' e (&E2)=1n>11<k<2mh

I
~
—~

(=)
N~—
I

Paran =1, k =0 ou 1 para a primeira igualdade, entao f (22—9)

f(1)=2—-2-1=0ek =1 para a segunda igualdade. Entao f

(
Seja n > 1. Suponha que f™ (g—f) =0,0<k<2le f”(
)

Vamos mostrar que f"™ (;25) = 0,0 <k <2"e fri! (24

ot (ﬁ) _ () =/"(%)=0 se 0<k<2n!
2n+l1 .
[T (f(1)=f"0)=0 se k=2"

Da mesma maneira,

et (%—1) ) GEE) =) =1 e 1<k<om!
ontl ) B :
P = (PO 3) = (E) =1 se k=2
O resultado segue entao por inducao finita.

Mostremos que f é topologicamente transitiva. Seja U um aberto nao-vazio do intervalo

[0, 1]. Temos que para n suficientemente grande, U contém um intervalo .J,,, = [2%
algum 0 < m < 2" — 1. Note que segue da Afirmacao que [0, 1] = f"*(J,,) C f"(U). Logo
U f™(U) é denso em [0, 1] e, portanto, f é topologicamente transitiva. Como [0, 1] é um
g;gago métrico completo separavel com a métrica usual, segue do Teorema da Transitividade

de Birkhoff que f também é hiperciclica. n

Exemplo 1.3.10. A transformacgao f : [0,1] — [0,1] dada por f(x) = {2z}, onde {-}

denota a parte fraciondria, € topologicamente transitiva.

Demonstracao. Seja n > 1. Considere os intervalos {(2%, z;—nl) 0< e <2" — 1}. Afirmar-

mos que f" ((2%, ’;—nl)) = (0,1) para todo 0 < i < n. A afirmagao é verdadeira paran = 1,

18



1 =0,1 pois f ((0, %)) =(0,1)e f ((%, 1)) = (0,1). Assuma que a afirmagao seja verda-
deira para algum n > 1 e todo 0 < i < 2" — 1. Afirmamos que ela é verdadeira para n + 1

e todo 0 < i < 2" — 1. De fato,

(

(5 5)) =(0,1)se0<i<2n—1

27L
N 1 1+ 1 ‘ . P
fﬂ((ﬁ’ﬁ)): (-1 1) = (&2 =(0,)se2n <i < s

ntl 1

\
onde j=i—2" <2t -1 -2"=2.2" ] —2"n =2" 1,

Assim, por inducao, a afirmagao é vélida para todo n > 1. Sejam U,V C [0, 1] abertos
iitl

nao-vazios. Sejamn > 1e 0 <1¢ < 2" — 1 tais que (Q—n, 2—n) C U. Da afirmacao, obtemos

que (0,1) = f" ((55,42)) C U. Logo, f(U)NV # 0 e f é topologicamente transitiva. [

Outros exemplos de transformacoes topologicamente transitivas e hiperciclicas podem

ser construidos usando o conceito de quase-conjugacao.
Definig¢ao 1.3.11 (Quase-conjugacao). Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicos.

(1) Se eziste uma fung¢ao h: Y — X continua e com imagem densa tal que hog = foh,

ou seja, o diagrama

comuta, entao dizemos que f € quase-conjugada a g.

(73) Se além do diagrama no item anterior comutar, tivermos que h € um homeomorfismo,

entao dizemos que f e g sao conjugadas.

Exemplo 1.3.12. A transformagao Ly : [0,1] — [0,1] dada por Ly(z) = 4x(1—x) € quase-

conjugada a g : [0,1] — [0,1] dada por g(x) = {2z}, onde {-} denota a parte fraciondria.
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Demonstragdo. Considere h : [0,1] — [0,1] definida por h(x) = sen?(mz). Temos que h é
uma funcdo continua e sobrejetora, portanto tem imagem densa. Além disso, Ly(h(x)) =
Ly(sen?(rz)) = 4sen?(rz)(1—sen?(mx)) = sen?(2mwx) e h(g(z)) = h({22}) = sen?(n{2z}) =
sen?(m(2z—|2z])) = sen?(2mz), onde |2z denota a parte inteira de 2z. Logo Lsoh = hog.
Porém h nao ¢ injetiva, pois por exemplo i(3) = h(2). Entao h nao é um homeomorfismo.

Portanto, L, é quase-conjugada a f mas nao é conjugada a f. n

Exemplo 1.3.13. As transformagées f : [0,1]/Z — [0,1]/Z dada por f(z) = {2z} e

g : St — St dada por g(z) = 2* sdo conjugadas.

Demonstragdo. Considere h : [0,1]/Z — S' definida por h(z) = €2™*. Podemos observar
que se identificarmos 0 = 1 em [0,1]/Z, h é um homeomorfismo. Temos também que
h(f(a:)) _ h({Qx}) _ 62m’(2m—[2xj) = edmiz o g(h(,il?)) — g(e2m‘x) — efmiz LOgO, ho f =go h.

Assim obtemos que f e g sao conjugados. O

Proposicao 1.3.14. As propriedades de transitividade topoldgica e hiperciclicidade sao
preservadas por quase-conjugacao, isto €, se f € quase-conjugada a g e g € hiperciclica
(respectivamente, topologicamente transitiva), entao f também € hiperciclica (respectiva-

mente, topologicamente transitiva).

Demonstracao. Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicos e h : Y — X uma
funcao continua e com imagem densa tal que ho g = foh, isto é, f é quase-conjugada a g.

Suponha que g seja topologicamente transitiva. Dados U,V abertos nao-vazios de X,
segue que h™*(U) e h=1(V) sdo abertos nao-vazios de Y. Como h tem imagem densa, existe
y € Y tal que h(y) € U, daiy € h~1(U). Como g é topologicamente transitiva, existe n € N
tal que ¢g"(y) € h™1(V), e assim h(y) € U e h(¢g"(y)) € V. Como ho g = f o h, obtemos

que h(g™(y)) = f"(h(y)) € V. Logo f é topologicamente transitiva.
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Suponha g seja hiperciclica. Entdo existe y € Y tal que {g*(y) : n € N} é denso em
Y. Dado um aberto nao-vazio U em X, como y tem g-6rbita densa, existe n € N tal que
g"(y) € h~1(U), entao h(g™(y)) € U. Como hog= foh, h(g"(y)) = f*(h(y)) € U. Logo
h(y) tem f-6rbita densa em X.

O

Exemplo 1.3.15. A transformacdo Ly : [0,1] — [0,1] dada por Ly(x) = 4x(l —x) é

topologicamente transitiva e hiperciclica.

Demonstracdo. E uma consequéncia imediata dos enunciados do Exemplos|1.3.10) da Pro-

posicao e do Teorema da Transitividade de Birkhoff. O

E importante observar que a hiperciclicidade de uma transformacao f nao implica a
hiperciclicidade das iteradas de f.

Exemplo 1.3.16. Considere a transformacgao continua f : [—1,1] — [—1,1] dada por

(

2+2x se we[-1,—1

[

flx) = =22 se x € [—

N
N |—=

—242z se z€l3,1]

\

Temos que f € uma transformacao hiperciclica mas f? ndo o é.

Demonstragio. Observe que f([—1,0]) = [0,1] e f([0,1]) = [-1,0]. Assim, f*([-1,0]) =
[—1,0] e f2([0,1]) = [0,1]. Portanto, f? nao ¢ hiperciclica. Por outro lado, procedendo
da mesma forma que na prova do Exemplo [[.3.9, pode-se mostrar que dados U,V abertos
niao-vazios em [—1,1], existe m > 1 tal que f*™(U) U f>™ 1 (U)NV # (. Logo existe
n € {2m,2m — 1} tal que f*(U) NV # (), de onde concluimos a transitividade topoldgica

de f. Logo, pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, f é hiperciclica. n
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Naturalmente, os exemplos mais simples, porém desinteressantes, de sistemas hiperciclicos
ou topologicamente transitivos sao os sistemas minimais. Os exemplos mais interessantes
sao aqueles que permitem coexisténcia de uma quantidade densa de pontos periddicos e de

uma orbita densa. Estes sistemas sdao chamados de cadticos.

1.4 Sistemas dinamicos caoticos

Sistemas dinamicos caoticos sao sistemas dinamicos topologicamente transitivos que

possuem um conjunto denso de érbitas periddicas. A definicao formal é a seguinte.

Definig¢ao 1.4.1 (Transformagcao cadtica ou sistema dinamico cadtico). Seja X um espago
métrico sem pontos isolados. Dizemos que um sistema dinamico topoldgico (X, f) € um
sistema dinamico cadtico ou que f : X — X € uma transformacao caotica se as sequintes

condigoes forem satisfeitas:
(1) A transformacao f € topologicamente transitiva;
(17) O conjunto de pontos periddicos de f € denso em X.

Na defini¢do original de R. L. Devaney [7] hd uma terceira condi¢do nomeada de-

pendéncia sensivel das condicoes iniciais.

Definigao 1.4.2 (Dependéncia sensivel das condigdes iniciais). Seja X um espa¢o métrico
sem pontos isolados. Dizemos que um sistema dinamico topoldgico (X, f) ou que f: X —
X tem dependéncia sensivel das condigoes iniciais se existe € > 0 tal que para cada x € X
e cada 0 > 0, existem y € X com d(z,y) <6 en € N tal que d(f"(z), ["(y)) > €. Neste

caso, € € denominada constante de sensibilidade de f.
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Conforme mostra o resultado abaixo, a terceira condigao é automaticamente satisfeita

para transformagdes continuas que satisfazem as condigoes (i) e (i7) da Definicao [1.4.1]

Teorema 1.4.3 (Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey). Sejam X um espaco métrico sem
pontos isolados. Se f : X — X € continua, topologicamente transitiva e tem um con-
junto denso de pontos periodicos, entdo f também tem dependéncia sensivel das condigoes

1MLCLaLs.
Demonstracao. Seja d uma métrica que define a topologia de X.

Afirmacao. Emiste n > 0 tal que para todo v € X, existe um ponto periodico p tal que

d(z, f*(p)) = n,Vn € N.

De fato, como X nao tem pontos isolados, ele é infinito. Entao podemos tomar dois

pontos periddicos p1, py cujas orbitas sao disjuntas. Defina

> 0-

n = inf

m,neN

d(f™(p1), f™(p2))
2

Pela desigualdade triangular, para cada x € X, d(z, f*(p1)) > n, Vn € N, ou d(x, f*(p2)) >

1, Vn € N. Caso contrario, existiriam m,n € N tais que

dz, ["(p1)) +d(z, ["(p2)) = d(f"(pr), ["(p2)) = 20,

Vv Vv
<n <n

o que é uma contradicao. Isto prova a Afirmacao.
Mostremos agora que f tem dependéncia sensivel das condigoes iniciais com constante
de sensibilidade € = . Dados x € X e § > 0, como X tem um conjunto denso de pontos

periodicos, podemos tomar um ponto peridédico ¢ de modo que

d(z,q) < min{e, d}. (1.2)
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Denote por N o periodo de q. Pela Afirmacao anterior, existe um ponto periédico p tal que

d(x, f*(p)) > n=4e,Yn € N. (1.3)

Da continuidade de f, existe uma vizinhanca V' de p tal que
d(f"(p), f"(y)) <e&,Vn€{0,1,..., N}, Vy e V. (1.4)

Devido a transitividade topolégica de f, podemos tomar z € B(z,0) e k € N tais que
ffz) e V.
Sejaj € Ncom k < jN < k+N, temos entao que d(f¥(q), f/N(2)) = d (¢, /N 7*(f*(2))),

pois g tem periodo N. Aplicando a desigualdade triangular duas vezes, segue que
d (q, [N (f5(2)) = d, V7)) = dOPYE (), YTH(fR(R)) — dlg)
Por , e , temos que
A(F (g), FN(2)) > de— e — € = 2e.

Logo, d(f"™(z), f""(q)) > € ou d(f"(z), f"N(z)) > € (mesmo argumento utilizado
na Afirmacao) com z,q € B(z,d). Portanto f tem dependéncia sensivel das condigoes
iniciais. 0

Exemplo 1.4.4. A transformagao continua f : S* — S' definida por f(z) = 2% é cadtica.
Demonstragao. A prova é a mesma do Exemplo [I.3.§ O

Exemplo 1.4.5. A transformacdo tenda vista no Exemplo ¢ uma transformacao

cadtica.
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Demonstragao. Ja foi mostrado no Exemplo que f é topologicamente transitiva. Além

m  m+1

disso, foi mostrado que para todon > 1,0 <m < 2" —1e J,,, = [2—n, o

|, ocorre que
f"(Jnm) = [0,1]. Combinando isto com a continuidade de f", obtemos que f" tem um
ponto fixo em J,, ,,, isto é, f tem um ponto periddico no intervalo .J, ,, para cadan > 1e

1 <m < 2" —1. Logo, o conjunto de pontos periédicos é denso. O
Exemplo 1.4.6. A transformacao dada no Exemplo|1.5.1() € cadtica.

Demonstracao. A transitividade topoldgica de f ja foi demonstrada no Exemplo [1.3.10}

m m+l
any  92n Y

Mostremos que o conjunto de pontos peridédicos é denso. Dado n > 1, seja J,, = [
0 <m < 2" —1. Vamos provar que " é afim em .J,, e que f”(Jm) =[0,1). A afirmagao
é verdadeira para n = 1 pois f é afim em J,, = [%,Tﬂ) e f(Jm) =10,1),0<m< 1.
Suponha que a afirmacao seja verdadeira para algum n > 1 e todo 0 < m < 2" —1. Vamos

provar que ela também vale para n + 1. De fato,

m m o[, =) =0,1) se 0<m<2"—1
Pt = (7o) (| s o ) ) = )

ol E) =100,1) se 2" <m<2vt—1,

onde 0 < j=m—2" <21 12" =2" 1. Assim, segue por inducio que a afirmacao

m+1

¢é verdadeira para todo n > 1. Como f" leva [2%, o

) sobre [0, 1) de maneira fim, f" tem

m m+l
ony “9n

um ponto fixo em cada intervalo da forma [ ), provando que o conjunto de pontos

periddicos de f é denso. O

Proposicao 1.4.7. Caos € preservado por quase-conjugacao, isto €, se f € quase-conjugada

a g e g € cadtica, entao f também € cadtica.

Demonstracao. Pela Proposicao [1.3] a transitividade topolégica é preservada por quase-

conjugacao. Assim, basta mostrar que a propriedade de ter uma quantidade densa de
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pontos peridédicos também é preservada por tal relacao. Sejam f: X — X eg:Y - Y
sistemas dinamicos e h : Y — X uma funcao continua com ho g = f o h, isto é, f é quase
conjugada a ¢g. Suponha que Y tenha um conjunto denso de pontos peridédicos. Dado
um aberto nao-vazio U em X, temos que h~'(U) é aberto nao-vazio de Y, pois h tem
imagem densa. Como o conjunto de pontos periddicos é denso em Y, existe y € h~1(U)
tal que ¢"(y) = y para algum n € N. Dai h(y) = h(¢"(y)). Como hog = f o h, obtemos
que h(y) = h(g™(y)) = f*(h(y)) € U. Logo quase-conjugacao preserva a propriedade de

caos. O]
Exemplo 1.4.8. A transformacao Ly : [0,1] — [0,1] dada por Ly(z) = 42(1 —z) € cadtica.

Demonstracao. E uma consequéncia dos Exemplos|1.3.15/e e da Proposicao O
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Capitulo 2

Dinamica linear

Operadores lineares continuos atuando em espacos de Banach separaveis podem apre-
sentar comportamento cadtico. Mais geralmente, existe um operador linear continuo — o
operador de Rolewicz — definido no espago ¢,, 1 < p < oo, das sequéncias de nimeros
reais p-somaveis com a propriedade universal de que qualquer sistema dinamico continuo

definido num espago métrico compacto pode ser topologicamente mergulhado nele.

Definigao 2.0.1. Um sistema dinamico linear é um par (X, T), onde (X, ||-||) € um espago

vetorial normado e T : X — X wuma transformagdo linear continua (operador continuo).

2.1 Operadores lineares em espacos de Banach de di-
mensao finita

O primeiro ingrediente do caos — a hiperciclicidade (ou equivalentemente, a transi-
tividade topoldgica) — nao pode ocorrer em espacos de dimensao finita para operadores

lineares.
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Teorema 2.1.1. Sejam X um espago de Banach real de dimensao finita e T : X — X um

operador linear. Dado v € X, uma das trés alternativas ocorre:
() lim, oo T"x = 0;
(13) im0 ||T™2|] = o0,

(i43) Im, M > 0 tais que m < ||T"z|| < M para todo n > 0.

Demonstracao. Seja X um espaco de Banach de dimensao finita N, N > 1, entao X ¢é
isomorfo isometricamente a RY. Consideremos a partir daqui 7" : RN — R”". Pelo Teorema
da Decomposicao de Jordan, existe uma base de RY com relacio a qual a matriz [T] do
operador T estd na forma de Jordan. Como todas as normas sao equivalentes em RV,
consideramos a base como a canonica. Mostrar o resultado é equivalente a mostrar que

este é valido para operadores representados pelo bloco de Jordan da forma

A1 o0
0 A 1 0
1] =
0 A 1
0 A
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Paran > N — 1, temos

A p AL (g) A2 L. ... (Nn_l) \n—N+1
0 AP APl - (Nig) \n—N+2
[T"] =
0wt e
() )\n n}\n—l
0 A"
Aplicando 7™ em um vetor nao-nulo x = (xy,--- ,xy) de R podemos analisar os

possiveis casos com relagao ao valor absoluto de A.

Seja |A| > 1. Como x é um vetor nao-nulo, existe 1 < k < N tal que x # 0. Seja z,/ a
ltima entrada ndo-nula de z, entdo a k'-ésima entrada de 7"z é \"z,,. Logo ||T"z| — oo
quando n — oo.

Agora analisemos o caso em que |[A| = 1. Se x = (21,0, ...,0), entdo todas as entradas
de T™x sao nulas, exceto a primeira dada por \"x;. Assim, ||7"z|| = |z1| para todo n > 0.
Se o primeiro caso ndo ocorrer, entdao |z;| > 0 para algum 2 < i < N. Neste caso, a
(i — 1)-ésima entrada de T"x é \"z;_;+ nA\""'z;. Assim, ||T"z| — oo quando n — oco.

Se |A| < 1, ent@o todas as entradas de 7"z tendem a 0, e segue que 17"z — 0. O]

Corolario 2.1.2. Se T : X — X € um operador linear definido num espaco de Banach
real X de dimensao finita, entao T nao € hiperciclico, nem topologicamente transitivo, nem

cadtico.

Demonstrag¢ao. Dado x € X, pelo Teorema podem ocorrer trés possibilidades. Su-

ponha que lim,,_,., 7"z = 0 e assim para algum € > 0, 7"z € B.(0),Vn € N entao o aberto

X\B(0) ndo possui nenhuma iterada de 7. Logo T" nao ¢é topologicamente transitivo.
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Suponha que lim,, .« [|7"z|| = oo, entao para algum € > 0 tal que 7"z ¢ B(0),Vn € N.
Logo T nao é topologicamente transitivo.

Por fim, suponha que Im, M > 0 tais que m < ||T"z|| < M para todo n > 0, entdo a
bola Bm (0) nao contém nenhuma iterada de T'. Logo T' ndo é topologicamente transitivo.

Os mesmos argumentos mostram que 7' nao ¢ hiperciclico. Logo, T" também nao é

cadtico. O]

Devido ao resultado acima, os estudos de propriedades dinamicas em espacos de Banach
de dimensao finita é desinteressante.

Vimos no Capitulo 1 que o Teorema da Transitividade de Birkhoff “reduz” a hiper-
ciclicidade a uma condigao mais simples que é a de transitividade topoldgica. Porém, em
muitas situacoes nao é ébvio fazer tal verificacao. E & luz deste problema que surgem os
teoremas denominados critérios na teoria. Os critérios tém a caracteristica de serem faceis
de aplicar, alguns de simples compreensao, ainda que em geral sejam bem especificos, ou
seja, um mesmo critério faz caracterizacoes especificamente restrita a um espago. Apre-
sentaremos abaixo um dos critérios, o Critério de Hiperciclicidade. Como o nome sugere,
serve para verificar se um dado operador, definido particularmente em espacgos de Banach,

¢ hiperciclico.

Teorema 2.1.3 (Critério de hiperciclicidade). Seja T : X — X um operador linear definido
num espaco de Banach separdvel X. Se existem subconjuntos densos Xo, Yy C X, uma
sequéncia crescente (ng)r C N e fungoes S,, : Yo — X,k > 1, tais que para todo par

(z,y) € Xo x Yo:
(i) Tz — 0;

(17) Sp,y — 0;
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(i13) TS, y — y.
Entao T € topologicamente transitivo e hiperciclico.

Demonstracao. Mostremos que T é topologicamente transitivo. Sejam U,V abertos nao-
vazios de X. Como X e Y| sao densos em X, podemos tomar x € XoNU ey € YoNV. Segue
que T+ Sp,y —> x e T™(x + Syy) =T"r + TS, y — y € V. Logo T"(U) NV #£ ()
e assim T é topologicamente transitivo. Como X é um espaco de Banach separavel, pelo

Teorema de Transitividade de Birkhoff, T" é hiperciclico. O

Vamos introduzir agora alguns exemplos de operadores lineares continuos em espacos
de Banach de dimensao infinita. Vamos precisar de algumas notacoes. Dado um espago de

Banach (X, | - ||), denotamos por £,(X) = {(a:z) e XN Z Il ||P < oo} o conjunto das
ieN

sequéncias p-somaveis de elementos de X munido da norma ||(x;):en||, = (Z ||| )
ieN

Lema 2.1.4. Seja (X, || - ||) um espago de Banach. Dado 1 < p < o0, as sequintes

afirmacoes sao verdadeiras:

(i) £,(X) € um espago de Banach com a norma

1
[ (@i)ien llp = Z [ ]|”) -

€N

Além disso, (L(X), || - ||2) € um espago de Hilbert.
(i7) Se X € separdvel, (,(X) é separdvel.

Demonstracao.

(1) E claro que £,(X) é um espaco normado com a norma dada. Mostremos primeiro que

(,(X) é um espago de Banach. Seja (an)neny = (%in)neny uma sequéncia de Cauchy arbitraria
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em £,(X). Entao dado € > 0, existe N € N tal que para quaisquer m,n > N,
lan — am”g = Z [Zin — Tim|]” < € (2.1)
ieN

Para cada i € N, (2;,,)men ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, devido a (2.1). Como X
¢ de Banach, existe z; € X tal que z;,, — z;. Tome a := (2;);en. De (2.1]), temos que
S | #im — Ziml|P < € para cada k > 1 e m,n > N. Fazendo m — oo, obtemos que
Zle |Zin — x;]|P < € para cada k > 1 en > N. Assim, fazendo k — oo, obtemos que

Z | Tin — :||P < €.

ieN

Logo, a,, — a. Além disso, como (2;,)ien € €p(X) € (zin — Zi)ien € (X)),
a = (2;)ien = (Tin)N + (Ti — Tin)ien € £p(X).

Portanto, como a sequéncia de Cauchy foi escolhida arbitrariamente, ¢,(X) ¢ um espago
de Banach.
Para verificar que ¢5(X) é um espago de Hilbert, basta notar que a norma || - || provém

do produto interno canonico.

(71) Como X é separdvel, existe um conjunto enumeravel de vetores F' denso em X. Seja
D o conjunto enumeravel de vetores de ¢,(X) definido por D = U,>1D,, onde D,, =
{(z1,...,2,,0,0,...,) rx; € Fli=1,2,...,n}. Afirmamos que D é denso em ¢,(X). De
fato, dados 2z = (zi)ien € £p(X) e € > 0, seja N > 1 tal que >,y [z} < €//2. Seja
T1,...,xn € F tais que ||x; — zi]|, < €?/2N,i=1,2,...,N. Sejaz = (xy,...,25,0,0...).

Entao, x € D e

N
o = 22 = S lles — 2l + S =l < e
=1

i>N

Assim, ||z — z||, < e. Como € é arbitrario, segue que D é denso. O]
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2.2 O operador deslocamento a esquerda

O operador deslocamento a esquerda é um dos exemplos mais simples de operador

linear. Ele é definido logo abaixo.

Definigao 2.2.1 (Deslocamento a esquerda). Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach.

O operador deslocamento a esquerda B : £,(X) — (,(X) € definido por
B(ZE17$2, I3, .. ) = (IQ,ZL‘g, .. )

Proposigao 2.2.2. O operador deslocamento a esquerda B : £,(X) — £,(X) € continuo e
tem norma ||B||, = 1. Além disso, B nao € topologicamente transitivo, nem hiperciclico,

nem cadtico.
Demonstragao. Dados = (2,)nen € €p(X), ¥ = (Yn)nen € €p(X) e v € R,
B(x 4+ ay) = (2 + ays, x3 + ays, . ..) = (T2, 23,...) + (Yo, Y3, . ..) = B(x) + aB(y).

Portanto B é linear.

Temos também que
[Bzllp = (2, 5. .. )llp < (21, 22, )llp = [l < oo

Logo B é continuo e ||BJ, < 1.

Agora considere x = (0,22, 23...) € £,(X). Observe que

1
p
HBpr=< H%Hp> = [|z],.
i>2

Desta forma, ||B||, = sup,cy ‘T2

Sejam U ={zx € X : ||z]| <1} eV ={z € X :|z]| > 1}. Entao
yeU = Byl <|Blly-lyll, <1 = Byel.
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Desta forma, B"U C U para todo n € N. Isto mostra que B nao ¢ nem topologicamente

transitivo, nem hiperciclico, nem cadtico. O

2.3 O operador de Rolewicz

O operador de Rolewicz ¢ um dos exemplos mais simples de operador linear caético.

Definigao 2.3.1 (Operador de Rolewicz). Sejam 1 < p < oo e X um espa¢o de Banach.

O operador de Rolewicz T : {,(X) — £,(X) € definido por
T(ZL’l,{EQ,ﬁg,...) = (21’2,21‘3,...). (22)

Teorema 2.3.2. Sejam X um espaco de Banach separdvel e 1 < p < oo. O operador de

Rolewicz T : 0,(X) — £,(X) € continuo e cadtico.

Demonstragao. O operador T é continuo. De fato, seja z = (2;);en € £,(X), temos que

Tl = T (1,2, ) B = 1222, 25, )5 =D 1227
i>2
= 22 P <20 fla])? < oo
i>2 ieN

Afirmacgao. O conjunto das sequéncias finitas ¢ denso em X .

Como X € separdvel, existe um conjunto enumerdvel de vetores F' denso em X. Seja
D o conjunto enumerdvel de vetores de (,(X) definido por D = U,>1D,, onde D,, =
{(x1,...,2,,0,0,...,) 2z, € F,i=1,2,...,n}. Afirmamos que D ¢é denso em (,(X). De
fato, dados z = (2;)ien € €,(X) e € > 0, seja N > 1 tal que Y,y ||z]? < €/2. Seja
x1,...,xy € F tais que |z; — z|| < e?/2N,i=1,2,...,N. Seja x = (x1,...,25,0,0...).

Entao, x € D e

N
le =215 = > llws = =zl + Y llall” < €.
i=1

>N
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Assim, ||x — z||, < €. Como € € arbitrdrio, seque que D € denso.

Mostremos agora que 1" é topologicamente transitivo. Sejam r > 0 e U,V C £,(X)
bolas abertas de raio r centradas respectivamente em x = (1, x2,...) € (y1,%2,...). Pela
Afirmacao acima, existem N > 1, 2* € U e y* € V tais que 2* = (x1,29,...,2n,0,...),

v = (Y1, v2, -, yn,0,...), |z — 2%, < § e lly —y*[l, < . Defina 2* € X por
2= (2,29, 2N, 27 Ny, 27 Ny, 27V YN, 0, )

Temos que TNz* = y*. Além disso, [|z* — z*||, = 27V||y*||, < %. Logo, pela Desigualdade
Triangular, z* € U e T"z* = y* € V. Logo, T' é topologicamente transitiva.

Por fim, mostremos que o conjuntos de pontos periddicos é denso em X. Dados x €
(,(X) e € > 0, pela Afirmagao acima, existem N > 1 arbitrariamente grande e z* =

(z1,...,2n,0,...) tais que ||z — 2|, < {. Defina

kk

-N -N —2N —2N
= (x1,..., N, 272y, ., 27 N, 27 g, L, 2

TNy - )

Obtemos assim que ponto x** é periédico com periodo menor ou igual a N. Ainda,

_Ni 1
o =2l < 302Nt =

i>1

[l 15-

1

Tomando N arbitrariamente grande, resulta que ||z —2*||, < §. Assim, pela Desigualdade
Triangular, ||z** — ||, < €. Isto prova que o conjunto de pontos periédicos é denso. Assim,

T é cadtica. [

Existem generalizacoes para operador de Rolewicz, por exemplo, podemos considerar
um operador T = AB em que A € R e B é o operador deslocamento a esquerda. Nessa

perspectiva, segue o resultado:
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Proposigao 2.3.3. Sejam 1 < p < oo, A € R e X um espaco de Banach separdvel . O

operador T : 1,(X) — £,(X) definido como T = AB € cadtico se, e somente |A| > 1.

Demonstragao. Mostrar que T = AB é cadtico para |[A\| > 1 é um processo andlogo ao que
foi feito na prova do Teorema Agora considere || < 1, daf || T"z||, = |A|"||B x|, <
|z||p, Vo € £,(X) e n € N. Como ||z||, < oo, as iteradas de T sao limitadas. Logo 7" nao é

topologicamente transitivo. O]
O operador de Rolewicz é um operador cadtico universal no seguinte sentido.

Teorema 2.3.4. Sejam X = (5(R) e T : l5(X) — l5(X) o operador de Rolewicz. Dada
qualquer transformacao continua f : K — K definida num espago métrico compacto K,
existe um subconjunto T-invariante L de l5(X) tal que f é conjugada a restrigio T'|p de T
a L. Em outras palavras, existe um homeomorfismo h : K — L tal que o sequinte diagrama

comuta:

KK

h h

L,
Demonstragdo. Pelo Lema [2.1.4] 5(X) é um espaco de Hilbert separdvel munido do pro-
duto interno candnico. Primeiramente vamos definir uma fungao h : K — ¢5(X) que seja
adequada. Assuma que a métrica d de K ¢é limitada por 1, caso contrario, podemos tomar
a métrica equivalente d (x,y) = min{1,d(x,y)}. Como K é um espaco métrico compacto,
é separavel, portanto podemos tomar uma sequéncia densa (yx)reny em K. Dado =z € K,

defina h(z) como sendo igual a sequéncia (s, )nen de elementos de ¢5(R) da seguinte forma:

M) = (su)ncrt = ((zfind(y’“ d ”“))),@)

Afirmacgao. A funcdao h estd bem definida.
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De fato, para cada n € N, a sequéncia (#d(yk, f"(m)))keN satisfaz

> (Q,%d@k,f"(x»)z <> () = g <o

keN keN

Portanto, s, € (3(R), isto é, s,, € X, para cada n € N. Além disso,

—2n
Slsali < 3 < oo

neN neN

Assim, h(z) € (5(X) para cada x € K. Logo, h estd bem definida.
Afirmacgao. h ¢é continua.

Para quaisquer z,y € K e N > 1, temos

1) = B2 = S sy e () — dlys £ ()

n,keN

Y s @@ PO Y Y s

n=1 keN n=N+1 keN

e
>

Dado € > 0, seja N > 1 tao grande que Y " v\ > o i <

2T Da continuidade

uniforme de f, f2, ..., fV, existe § > 0 tal que se |x — y| < § entao |f™(x) — f*(y)| < %

para todo 1 <n < N. Assim, juntando tudo obtemos que:
[z —yl <6 = |[|h(z) —h(y)|| <e
Afirmacgao. h € injetiva.

Suponha h(x) = h(y), entdo para cadan € Ne k € N,

1 1
g e (@) = S dlyns £ ()

Dalf, tomando n = 1, obtemos d(yx, f(x)) = d(yx, f(y)), Vk € N. Pela Desigualdade Trian-

gular,

d(f(x), f(y)) < d(f(2),y) + d(f (), y) = 2d(f (), yr) — O
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quando k — 0o, pois {yi }ren ¢ denso em K. Assim, d(f(z), f(y)) =0 = d(z,y) =0,
entao x = y. Logo, h é injetiva e, portanto, segue a afirmacao.
Como h é continua e injetiva com dominio compacto K, entao K é homeomorfo a

h(K) := L em {5(X).
Afirmacgao. ho f =T oh e L é T-invariante.

Para qualquer x € K,

o) = (g @) )
- 2( (g @) )

= (28n+1)’n€N
= T(h(x))
Também,
T(L) =T(h(K)) = h(f(K)) C h(K) = L.
Pelo Teorema [2.3.2, o operador T' é cadtico. Segue entao o resultado. O

2.4 O operador deslocamento com pesos

O operador deslocamento com pesos é um operador linear que atua no espaco X" das
sequéncias infinitas de pontos de um espaco vetorial X. Trata-se de uma generalizacao do

operador de Rolewicz.

Defini¢ao 2.4.1 (Operador deslocamento com pesos B,,). Sejam X um espaco vetorial,

1<p<ooew=(w,ws,...) uma sequéncia de nimeros positivos. O operador desloca-
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mento com pesos By, : XN — XN € definido por
Bw(flfl,l'g,l‘g,‘..) = (U)Ql’g,wgl’g,...). (23)

As entradas w; de w sdo denominadas pesos. Tomando w = (1,1,...), obtemos o operador

deslocamento (sem pesos) B : XN — XY definido por

B(ZEhl’Q,(L’g,...) = ((L’g,[Eg,...). (24)
Quando a sequéncia de pesos w = (wy,ws,...) é limitada, o operador B, age con-
1
tinuamente no espago £,(X) C X" munido da norma |jz|, = (3 oy llz:l?)?, isto ¢,

By 1 £,(X) — £,(X) é um operador linear continuo. Em particular, segue da Proposigao
2.2.2|que quando w = (1,1,...), B, = B nao é hiperciclico nem topologicamente transitivo.
Além disso, Rolewicz mostrou (cf. Teoremal2.3.2)) que se w = (2,2,...), entao B,, é cadtico.
De forma mais geral, a hiperciclicidade e a caoticidade do operador B,, : £,(X) — €,(X) foi
completamente caracterizada através dos resultados de Salas [14] e Grosse-Erdmann [10],
enunciados abaixo. Estes dois teoremas sao os principais resultados deste capitulo. As

respectivas demonstracoes serao dadas posteriormente.

Teorema 2.4.2. Sejam X um espago de Banach separdvel, 1 <p < 0o e w = (wy,ws, . ..)
uma sequéncia satisfazendo 0 < inf;eny w; < sup;eyw; < 00. O operador deslocamento com

pesos By, 1 0,(X) — £,(X) € hiperciclico se e somente se liminf; . (wiwy -+ w;)~! = 0.

Teorema 2.4.3. Sejam X um espago de Banach separdvel, 1 < p < 0o e w = (wy,ws, . ..)
uma sequéncia satisfazendo 0 < inf,ey w; < sup;ey w; < 00. O operador deslocamento com

pesos By, 1 €,(X) — €,(X) € cadtico se e somente se Y, (wiws -+ - w;) 7P < o0.

Note que Y, (wiws - - - w;)™? = 0 implica liminf; o (wyws - - - w;) ™" = 0, mas as duas

condigOes nao sao equivalentes, conforme mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.4.4. Sejam X =R, 1 <p<ooew= (2, %, %, . ) O operador deslocamento

com pesos By, : £1(R) — £1(R) € hiperciclico mas nao € cadtico.

12 —1 1
Demonstracao. Observe que 35 ! — = —, V7 > 2. Como lim;_,, % =0e) 2, % = 00,
i 7

obtemos pelos teoremas acima que B,, ¢ hiperciclico, mas nao é cadtico. O

Em vez do subespaco £,(X) podemos considerar a agao do operador B, sobre outros
subespagos de XN, Por exemplo, para cada sequéncia o = (a;);eny de ntimeros positivos,
podemos considerar o espaco

0,(X, ) = {m) € XN ag|P < oo} .
ieN
Proposigao 2.4.5. Sejam (o;)ien uma sequéncia de nimeros positivos. Entao (,(X,a) €

1
um espago vetorial normado munido da norma ||z|[pa = (3cy louzi|”) .

Demonstragao. Sejam = = (x;),y = (y;) € £,(X, ). Entao

Z iz || < oo e Z |yil]” < oo. (2.5)
ieN ieN

Para mostrar que £,(X, a) é subespago vetorial de X, basta verificar que az+by € £,(X, )

para todo a, b € R. De fato, usando a convexidade da funcao t + t? e usando ([2.5)), obtemos:

> Ml (azs + byl <> (lal - ]| + 1] - |y )”

ieN ieN
lal 6] ’
= (b4 10 S (5 - ol + o
2 e al+ o
< al(lal + )77 Y sl + [bl(al + [ Y llawll” < oo.
ieN ieN
Desta forma, £,(X, ) é subespago vetorial de X. Vamos mostrar agora que || - ||, é uma

norma. Seja h : XN — XY o isomorfismo linear h(xy,zs,...) = (2—1, z—z, .. > Note que
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= (6,(X, ) C €,(X). De fato,

rel(X,a) = Y |lai|” < oo = h7lz € L,(X).

ieN
Além disso, ||z, = [|h ||, para todo € XN. Como h é um isomorfismo linear, segue
que || - |lp,o herda de || - ||, as propriedades de norma. O

Proposicao 2.4.6. Sejam X um espaco de Banach separdvel, 1 < p < 00 € w = (w;)ien
uma sequéncia limitada de niimeros positivos. Defina o = (;)ien colocando a; = (wywy - - - w;) L.
Entdo os operadores lineares continuos By, : £,(X) — €,(X) e B : £,(X, o) = £,(X, ) sdo

conjugados através do isomorfismo linear h : £,(X) — £,(X, «) definido por h(zy,za,...) =

(x1/0n, 29/ . ..). Em outras palavras, o sequinte diagrama comuta:

0(X) —— £,(X)
J» [
0(X,a) 2= 0,(X, )
Demonstracao. Segue da prova da Proposicao que h é um isomorfismo linear que
leva £,(X) sobre {,(X,«) preservando as respectivas normas, portanto h é também um

[87)

homeomorfismo. Além disso, como w; 1 =

1 € N, temos que

iyl
WoXo W3T3 Ty T3
(hon)(:vl,xg,...):h(ngg,ngg,...):( , ,...)z(—,—,...).
(0751 (6D) Qg (3
Por outro lado,
Ty T Ty T
(Boh)(xy,25,...) =B (-1—2> = (—2—3)
a1 Qo Qo (O3
Assim, B o h = h o B, mostrando que h é um conjugacao. O

Demonstracao do Teorema|2.4.2,
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( = ) Suponha que B, seja hiperciclico. Seja v € X um vetor nao-nulo. Para cada

0 <0 < ||u|lp, existem n € N arbitrariamente grande e x = (x;);en € £,(X) tal que
lzll, <d e By ' —ell, <4, (2.6)

onde
er = (u,0,0,...).
De e da igualdade B 1(x) = (wows -+ - Wy Ty, W3Wy4 * * * Wy 1Tii1, - - -), SCEUE qUE
lznll <6 e |lwaws - wnzn| > [lu] 4.
Assim,

5
lull =6

—1 —1
(wiwy -+~ wy) " @, < (wr)
Como ¢ é arbitrariamente pequeno, obtemos que lim inf; ., (wyws - - -wi)_l = 0.

(<=) Suponha que liminf; ,,(wjwy---w;)~' = 0. Entao existe uma sequéncia crescente
(ng)ken tal que limyg_yoo (wyws - - -wnk)_lz(). Mostremos que B,, satisfaz o Critério de Hi-
perciclicidade (Teorema . Mais precisamente, vamos mostrar que existem subcon-
juntos densos U,V C /(,(X) e fungbes S,, : V — £,(X),k > 1, tais que para todo par

(x,y) e UxV:
(1) Bra —s 0;
(17) Spy — 0;
(i19) BpkS,,y — y.

Seja U =V o subconjunto de ¢,(X) formado por todas as sequéncias com uma quantidade

finita de elementos nao-nulos, isto €,

U:V:U{(ml,...,xn):xiEX,i:1,2,...,n}.

n>1
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Afirmacao. U =V ¢ denso em £,(X).
E a mesma prova do item (ii) do Lema [2.1.4]
Afirmacao. B})x — 0 para todo v € U.

Seja x = (x1,...,2,,0,0,...) € U. Como ny < ny < ---, existe kg € N tal que ny > n

para todo k > ky. Assim,
Bz = BI'* (z1,...,%,,0,0,...) = (0,0,0,...) paratodo k > k.

Em particular, limy_,, By*x = 0.

Seja Sy, : V — £,(X) definido por

S (W1, Y 0,0, = | 0,0, — Yn
| S wz...wnk+1 wn+1..‘wnk+n
ng

Afirmacao. S™y — 0 para todo y € U.

Sejam y = (Y1,..-,Yn,0,0,...) € Ve C > 1 tal que C~! < w; < C para todo i € N.

Entao,

IN

-1
w Wy - - Wy, C Cwgy -+ - Wy, Wy, +1

—2 2
wiws - - Wy, C < CPws - Wiy 41 Wny 12

IN

(2.7)

-n n
wiws - - wnkc S C Wn+41 ** * Wnp4+n—1Wny+n

Desta forma,

-1 —
1Swlly = llall” - (wa - wn )™ o+ gl - (Wt W1 W)™

< ([l lPC? + -+ [yl PC*") (wrws - w0y, )
Como n nao varia e, por hipétese, limyg_, o (wyws - - -wnk)_l = 0, segue que Sy, (y) — 0.
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Afirmacao. BJ}S, vy — vy

Por construgao, B;*S,, ¢ a transformacao identidade.

Concluimos pelo Critério de Hiperciclicidade que B,, é hiperciclico. n

Demonstracao do Teorema|2.4.5,

(<=) Como ), (wiwsy - - - w;) P < 0o, em particular lim inf;_, o (wyws - - ~w;)~t = 0. Logo,
pelo Teoerma [2.4.2 e pelo Teorema de Transitividade de Birkhoff, B, é topologicamente
transitivo. Vamos mostrar agora que B, tem um conjunto denso de pontos periddicos.
Sejam = = (2;)ien € (p(X) e C = sup,ey w;. Dado € > 0, existe n > 1 tal que se

y = (z1,29,...,2,,0,...,0), entdo

ly—ally <5 e maxfalP-C" 37 (wiw) P < 5 (2.8)
i>n+1
Seja
z = (T1,...,Tn,
(Wa - Wop1) "y, ooy (Wt - - Wop) M,
(wa - Wops1) w1, oy (Wogt - W) Mg, ).

Afirmacgao. z € (,(X) e z € ponto periddico de periodo n.
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Seja C' > 1 tal que w; < C para todo ¢ € N. Entao,

IN

Wi1wW2 - * - Wp+1 Cwy -+ - Wt

IN

n
wiWsa * * - Wap C Wp41 * - Wap

Wiws - Wopp1 < Cwy- - Wopp
< (2.9)
mn
wiwy W3 < CMWpyy - w3y

IN

Segue de ([2.9)) que

- P < qP.om. coows) P
EFEDEA < max [|lzi||” - C <1+ > (wr-ewy) ><Oo,

ieN i>n+1
mostrando que z € £,(X). Segue da definicdo de B, e z que B]lz = z. Assim, z é ponto

periédico de B,,.
Afirmacao. ||z —z||, <e.

De fato, procedendo como acima, e usando (2.8)), obtemos:

Iz =yl < Jlzl” < max [z - C" > (wiwy) P <
ieN i>n+1

N

Logo, [z =zl < lz —ylp + ly —zll, <5+ 5 =€
Como € é arbitrario, segue que B, tem um conjunto denso de pontos periédicos.

(=) Defina @ = (q;)ien colocando o; = (wjwg -« -w;) "t

Entao os operadores lineares
continuos By, : (,(X) — (,(X) e B : (X, o) = {,(X, ) s@o conjugados através do
isomorfismo linear i : X — XN definido por h(z1,xs,...) = (x1/a1, 22/as . ..). Suponha

que B, seja caodtico. Logo, por causa da conjugacao, B também é cadtico. Seja z =
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(w1, 2,...) € £,(X,a) um ponto periddico de B nao-nulo de periodo N > 1. Entao existe
1 <j <N tal que z; # 0 e xj1,ny = z; para todo £ € N. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que j = 1. Assim, r1 = Ty11 = Toyi1 = .. .. Seja

y:(yi)ieN:(:cl,O,...,O,xl,O,...,0,...).
——

N —termos
Observe que
llp e =D llewill? = laapinyisan” = D llarssvarian [P < lasa|” = (2]l < oo
ieN keN keN ieN

Assim, y € £,(X, a). Logo, B¥y € £,(X, a) para todo k € N. Em particular,
(z1,21,71,...) =y + By +...+ BN 'y € (,(X, a).

Logo,
(Z af) 1]l = flasa |7 < oo.
ieN ieN
Desta forma,

Z(wlwg cewy) P = Zaf < 00.

€N €N
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