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RESUMO

ASSIS, C. M. Modelos bayesianos zero-modificados para séries temporais de contagem.
2020. 111 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagao
em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2020.

Neste trabalho sdo apresentados dois modelos bayesianos zero-modificados (ZM) para séries tem-
porais de contagem: Poisson ARMA zero-modificado e COM-Poisson ARMA zero-modificado.
O segundo modelo permite uma flexibilidade maior por possuir um parametro adicional que
comporta dados com maior sobredispersdo ou subdispersao em relagdo ao modelo Poisson
ARMA ZM. Os modelos sdo ilustrados por meio de aplicagdo em dados artificiais e em dois
conjuntos de dados reais. Tanto o modelo Poisson ARMA ZM quanto o modelo COM-Poisson
ARMA ZM se mostraram competitivos para modelar dados de contagem zero-modificados, tendo
sido estudado o ajuste dos modelos aos dados por meio da andlise preditiva a posteriori. A
comparacdo de modelos foi realizada por meio do critério de informacao da deviancia (DIC).
Finalmente, foi realizado um estudo de previsdo para seis periodos a frente. De maneira geral, o
modelo COM-Poisson ARMA ZM, apesar de possuir um parametro adicional em relagdo ao
modelo Poisson ARMA ZM, obteve valores de DIC préximos aos do modelo Poisson ARMA
ZM. Como o modelo COM-Poisson ARMA ZM possui como caso particular o modelo Poisson
ARMA ZM, tendo a vantagem de ser mais flexivel, o modelo COM-Poisson ARMA ZM ¢

proposto como uma alternativa para dados de contagem com modificacao na contagem de zeros.

Palavras-chave: Modelos zero-modificados. Dados de contagem. Distribuicdo COM-Poisson.
Modelos generalizados ARMA.






ABSTRACT

ASSIS, C. M. Bayesian zero-modified models for count time series. 2020. 111 p. Tese (Dou-
torado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

This work presents two Bayesian zero-modified (ZM) models for count time series: zero-modified
Poisson ARMA and zero-modified COM-Poisson ARMA. The latter allows a greater flexibility
since it has an aditional parameter which accomodates greater subdispersion or overdispersion in
comparison with the ZM Poisson ARMA model. The models are applied to simulated data and
two real data sets. Both ZM Poisson ARMA and ZM COM-Poisson ARMA performed very
well in zero-modified data. The goodness of fit was studied using posterior predictive checks.
Model comparison was done using the deviance information criterion (DIC). Finally, a forecast
study of six-steps-ahead was performed. In general, the ZM COM-Poisson model, although
having an aditional parameter in comparison with the ZM Poisson ARMA model, showed DIC
values similar to the DIC values of the ZM Poisson ARMA model. Since the ZM COM-Poisson
ARMA model has the ZM Poisson ARMA model as a particular case, having the advantage
of being more flexible, the ZM COM-Poisson ARMA model is proposed as an alternative to

zero-modified count data.

Keywords: Zero-modified models. Count data. COM-Poisson distribution. Generalized ARMA
models..
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Motivacao

Séries temporais de contagem podem ser encontradas em diversas situacoes e dreas de
estudo. Em epidemiologia pode-se estudar notificacdes mensais de poliomielite (ZEGER, 1988);
na andlise e prevencdo de acidentes pode-se analisar a contagem anual de fatalidades em rodovias
(QUDDUS, 2008); na area de negdcios de transportes € de interesse verificar o nimero de
reservas por hora em um sistema de carros compartilhados ao longo de alguns meses (MULLER;
BOGENBERGER, 2015).

Uma caracteristica importante que pode ser encontrada nas séries temporais de contagem
¢ a inflacdo ou deflac@o de observacoes iguais a zero. Por exemplo, registros semanais de casos
de sifilis registrados em Maryland, EUA, no periodo de 2007 a 2010 cont€ém um nimero alto
de observagdes iguais a zero (YANG, 2012). Como notado por Yang (2012), o excesso de
observacoes iguais a zero ¢ comum quando as taxas de infec¢do sdo baixas em contagens de
episodios de doencas. Outro dado importante em relagdo a observacoes epidemioldgicas € que
elas sdo coletadas ao longo do tempo, e assim € importante considerar a correlacdo dos valores

atuais com os valores passados ao estudar esses fendmenos.

Uma das distribui¢cdes mais conhecidas e utilizadas para modelar dados de contagem
¢ a distribuicao de Poisson. No entanto, tal distribui¢do pode ndo ser recomendada caso os
dados possuam sub ou sobredispersdo: casos em que a variancia € menor ou maior que a média,
respectivamente. H4 casos também em que hd um excesso de observagdes iguais a zero, mais do

que seria explicado pela distribuicdo de Poisson.
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1.2 Justificativa

A partir do que foi disposto na se¢do de motivacao, a justificativa para este trabalho é
a necessidade de modelos mais condizentes com dados que ocorrem na natureza, isto é, com
deflacdo ou inflacdo de zeros, e ainda com a possibilidade de haver sub ou sobredispersao, ja que

em muitos casos o valor esperado € diferente da variancia dos dados.

1.3 Obijetivos

O objetivo geral deste trabalho € propor modelos bayesianos zero-modificados para séries
temporais de contagem. Como objetivos especificos tém-se: apresentar uma abordagem bayesiana
usando prioris ndo informativas para dois modelos série de poténcia ARMA ZM: Poisson ARMA
ZM e COM-Poisson ARMA ZM; fazer uma comparacao entre os dois modelos considerados por
meio de dados artificiais e aplicacdes a dados reais e mostrar o procedimento para previsao em
modelos da familia série de poténcia ARMA ZM.

1.4 Revisao da literatura

Modelos de regressdao que incorporam inflacao de zeros foram estudados por Lambert
(1992), Broek (1995), Hall (2000), Dietz e Bohning (2000), Lee, Wang e Yau (2001), assim
como em Rodrigues (2003).

Lambert (1992) trata da distribui¢do proveniente da mistura entre uma varidvel degenerada
no zero e uma distribui¢ao de Poisson usual, que resulta nos modelos de Poisson zero inflacionados,

ou ZIP. Sua aplicacdo se deu no contexto de contagem de falhas em placas de circuito impresso.

Broek (1995) utilizou um teste para averiguar se o nimero de zeros estd inflacionado em
relagdo ao nimero correspondente da distribui¢ao de Poisson, e mostrou a utilidade do modelo
ZIP ao aplicd-lo em dados de contagem de episddios de infeccdes no trato urindrio de pacientes

com HIV, em que muitos deles ndo haviam apresentado infec¢do urindria.

Dietz e Bohning (2000) avaliaram a prevencao da saide bucal em um estudo mais
geral, pois tratou do modelo ZMP, i.e., do modelo Poisson zero-modificado, havendo assim a
possibilidade de incorporar dados com um nimero menor de zeros do que o esperado para uma

distribui¢ao de Poisson.

Rodrigues (2003) estudou distribui¢des zero inflacionadas em um contexto bayesiano,
aplicando o modelo ZIP em um estudo de planta¢des de magas em meios diferentes de fotoperiodo

e concentracoes de um hormonio vegetal.

Concei¢do, Andrade e Louzada (2014) fizeram uma andlise do modelo ZMP no contexto
bayesiano utilizando medidas de divergéncia a posteriori. A aplicagdo foi feita em dados de

incidéncia de terrorismo internacional.
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Como mostrado, muitos estudos foram realizados no contexto de modelos de regressao.
Quando nos voltamos para estudos de dados de contagem zero-modificados em séries temporais,

o material bibliografico torna-se mais escasso.

Alguns modelos de contagem para séries temporais se tornaram possiveis com os modelos
autorregressivos e de médias moveis generalizados (GARMA), propostos por Benjamin, Rigby
e Stasinopoulos (2003). A classe de modelos GARMA permite uma flexibilidade maior ao
tratar de dados de séries temporais, pois a distribuicao condicional dos dados pertence a familia
exponencial; ndo € restrita a distribui¢do normal, como no caso dos modelos autorregressivos e
de médias mdveis gaussianos (ARMA). Na especificidade de dados de contagem, as distribuicdes

que podem ser usadas nos modelos GARMA sdo, por exemplo, Poisson e binomial negativa.

Uma compilag¢do de modelos e técnicas para o estudo de séries temporais de contagem
pode ser encontrada em Davis et al. (2015). Yau, Lee e Carrivick (2004) propuseram o modelo
ZIP com estrutura autorregressiva de primeira ordem e aplicaram em dados de acidentes de
trabalho observados de julho de 1988 a outubro de 1995.

Fazendo a conjuncgdo entre os modelos de séries temporais para dados de contagem e
permitindo a modificacdo no nimero de observacgdes iguais a zero, hd o trabalho de Yang (2012),
que estudou os modelos dinamicos ZIP e ZINB, do inglés binomial negativo inflacionado de
zeros, em uma abordadem parameter driven; e os modelos ZIP e ZINB autorregressivos em uma
abordagem observation driven. Os modelos foram aplicados em séries de contagem de casos de

sifilis nos Estados Unidos.

Utilizando a abordagem bayesiana, Andrade, Andrade e Ehlers (2016) estudaram modelos

GARMA com as distribui¢des Poisson, binomial e binomial negativa.

Em relacdo ao uso da distribuicio COM-Poisson no contexto de séries temporais,
Sunecher, Khan e Jowaheer (2018) desenvolveram um modelo autorregressivo nao estaciondrio
de valores inteiros (INAR).

Até o momento, ndo foram publicados estudos que sejam de nosso conhecimento sobre
modelos bayesianos para séries temporais aplicados em dados zero-modificados utilizando o
modelo COM-Poisson.

1.5 Estrutura da tese

A tese! € dividida da seguinte maneira. No capitulo 2 sdo apresentados os modelos da
familia série de poténcia ARMA zero-modificados (ZM), sendo definidos ainda os modelos
Poisson ARMA ZM e COM-Poisson ARMA ZM.

O capitulo 3 ilustra como o método bayesiano, assim como ferramentas de comparacao de

' O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel

Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001
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modelos, sdo utilizados nos capitulos subsequentes. Um estudo com dados artificiais € realizado

no capitulo 4 e dados reais sdao analisados no capitulo 5.

A previsado para futuras observagdes € estudada em um capitulo a parte, no capitulo 6. Por
fim, a tese se encerra no capitulo 7, que traz consideragdes finais e possibilidades de trabalhos

futuros.
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CAPITULO

MODELOS DA FAMILIA SERIE DE POTENCIA ZM

A familia de distribui¢des série de poténcia serd apresentada neste capitulo, na se¢do 2.1.
Essa familia € a base para a constru¢do dos modelos série de poténcia zero-modificados (ZM).
A transi¢do para a nomenclatura no contexto de séries temporais serd dada na secio 2.2. Ao
final do capitulo serdo dados como exemplos os modelos Poisson e Conway-Maxwell-Poisson

(COM-Poisson), todos zero-modificados.

2.1 Modelos da familia série de poténcia

Nos modelos de séries temporais com modificacdo no nimero de zeros estudados neste
trabalho, foi utilizada uma classe de distribui¢des conhecida como familia série de poténcia (PS).
Essa classe € uma familia de distribui¢des que generaliza diversas distribui¢des discretas comuns,
como a Poisson, Poisson generalizada, binomial, binomial negativa, dentre outras. A funcao
massa de probabilidade de uma varidvel aleatdria cuja distribuicdo pertence a familia PS pode

ser escrita como:

a(y,p)g(u, )’ v
flu, @) 7

frs(ysu, @) = € As. (2.1)

O suporte da distribuicdo € dado por Az = {s,s+1,5+2,...} ou Ay ={s,s+ 1,5+
2,...s+n}, em que s € um nimero natural positivo. As funcdes a(y,¢),g(u,¢) e f(u,p) =
2yea, a(y,0)g(u, ¢)Y sdo positivas. Além disso, as fungdes g(u,¢) € f(u,¢) sdo finitas e
possuem derivadas de segunda ordem.

Alguns resultados sdo gerais para as distribuicdes na familia PS, como por exemplo a

média e a variancia, que sao dadas por
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g(u,p)
g (@)

E(y):g(ﬂ,sa)f’(ﬂ,@ . Var(Y) =

fu,0)g (1, 9)

respectivamente. As provas desses resultados podem ser encontradas em Gupta (1974).

A Tabela 1 mostra algumas distribui¢des da familia PS de acordo com as func¢des que a

identificam.
Tabela 1 — Distribui¢des da familia série de poténcia
Nome a(y.¢) g(u.e)  flu.e) A
Poisson 1/y! u et {0,1,2,...}
—pe

Poisson generalizada (1+¢y‘)y L pelwe et/ (+ue) 40, 1,2,...}
. . Ak 1+ﬁup "

Binomial ((y) | e (ﬁ)—(p {0,1,2,...,n}
. . . T'(p+y M ("4

Binomial negativa (o Tro (m) , {0,1,2,...}

Conway-Maxwell-Poisson (1/y'%) u? Yo (f;—,) {0,1,2,...}

FONTE: Adaptado de Conceigdo (2013, p. 7).

2.2 Modelos ARMA ZM

Nesta secdo serd apresentada a forma geral de um modelo série de poténcia ARMA zero-
modificado (PS ARMA ZM). Considere entdo os dados em um contexto de séries temporais, ¥; =
{ys,t €T}, em que T é um conjunto de indices € Fr—1 = (V15> Vs Mi—1s-++s 1> Pi=1s--+sP1)
a informacao obtida até o tempo ¢. Assim, a distribui¢do condicional série de poténcia zero-
modificada (ZMPS) é dada por

fzmps(yes s @, polFr-1) = (1 —Pz)l(y,) + P frs (Ve pe 01 F-1), (2.2)
em que fps(yr; e, p|Fr-1) = W,yt € Ay. A varidvel 1(,,) €igual a1 se y, =0 e zero

caso contrdrio. Para o parametro p,, tem-se que

1
1 - fps(0; s, 0| Fio1)

OSP[S

Para diferentes valores de p;, diferentes modelos surgem em relacdo ao nimero de zeros,

de acordo com a Tabela 2. Veja Conceicao (2013) para provas e detalhes.
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Tabela 2 — Distribuicdes ZMPS e o parametro p,

Valores de p; Tipo de distribui¢ao

p:=0 Distribui¢do degenerada com toda a massa no ponto zero
O<p<1 Distribui¢ado série de poténcia zero inflacionada - ZIPS
pr=1 Distribui¢ao série de poténcia usual - PS

1 <p; < Distribuigado série de poténcia zero deflacionada - ZDPS

1
1-fps(Osptr,9)
_ 1

Pt = T 75 Oirp)

Distribui¢do série de poténcia zero truncada - ZTPS

Note que podemos reescrever a equacao (2.2) como

fzmps (Ve s s Pl Fio1) = {1 = pi[1 = frs(O; ps, | Fro1) 1 1 () +
Pefrs(Ves e | Fi-1) (1 = 1(y,))-

Escrevendo p; = w;/[1 - fps(0; s, @ Fi-1)], tem-se que w; = p¢[1 = fps(0; s, 0| Fr-1)]
de forma que w; € [0, 1]. Com essa nova parametrizagdo, o modelo ZMPS pode ser escrito como

um modelo de Hurdle, isto €,

fzmps (Vs e @, | Fio1) = (1 = wi) 1y, + 01 fz7ps (Vis e, @1 Fi-1)

em que ZTPS representa a distribui¢do condicional série de poténcia zero truncada, isto &,

frs (e e @l Fi-1)
1= fps(0; s, | Fi-1)

fzrps(yes pe, @1 Fiz1) = (1-1¢,).

Da mesma forma que os valores de p; qualificam uma distribuicdo em relacdao a
modificagdo no zero, o parametro w,; também possui essa propriedade. A Tabela 3 mostra o que

ocorre com a presenga de zeros na distribui¢do dos dados conforme varia o valor de w;.

Tabela 3 — Distribuicdes ZMPS e o parametro w;

Valores de w; Tipo de distribui¢ao

w;=0 Distribui¢do degenerada com toda a massa no ponto zero
0<w; <1- fps(0;us,¢) | Distribuicdo série de poténcia zero inflacionada - ZIPS
wr=1- fps(0; s, ) Distribui¢ao série de poténcia usual - PS

1 - fps(0; us, ) < wy < 1 | Distribuicio série de poténcia zero deflacionada - ZDPS
wr=1 Distribui¢do série de poténcia zero truncada - ZTPS
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A média e variancia condicionais das distribui¢cdes da familia série de poténcia zero-
modificadas sdo dadas por (CONCEICAO, 2013, p. 25):

Wt
1= fps(0; s, 0| Fi-1)

E(Y;|Fi-1) = pr s =

[o7 + (1 - pop7]
Var(Y,|Fi 1) = pil o2+ (1 - ppd] = —r =
ar(VilFi-0) = pilov+ (I =pdp] = -

em que u; e o7 sdo, respectivamente, a média e variancia da distribuico série de poténcia

associada.

Podemos entdo escrever o modelo série de poténcia ARMA zero-modificado (PS ARMA

ZM) como sendo:

Yl‘lﬁ—l ~ ZMPS(IUZ" QO’(U[)

r q
log (1) :x{ﬂ+z ¢ log(yz*—j _x;—jﬁ) +Z 0, log(y:—j/,ut—j)
=1

J=1 j 2.3)
r* q*
logit(wy) =27y + ), 8;10g(vi =27 ) + - vjlog v /-y )
Jj=1 Jj=1
em que X, = (X;1,...,X) € 2, = (211,...,2:y) sd0 vetores de varidveis explicativas, e 0s
coeficientes regressores para as partes loglinear e logistica sdo, respectivamente, 8= (81,...,8,)
ey =(y1,...,¥y) . Nesta tese, para simplificacdo, os vetores ¢ e § sdo considerados de mesmo

tamanho e a ultima soma € omitida na funcdo de ligagdo logit.

Note que log(y,—;) ndo possui valor definido quando y,_; é igual a zero. Para contornar
esse problema, utilizando a recomendacao de Zeger e Qagqish (1988), define-se y;*_j =max(y;—;,c),

emque(O<c<l.

Outras funcdes de ligac@o para w; poderiam ser utilizadas, como probit ou complemento

log-log, descritas em Montgomery, Peck e Vining (2006).

2.2.1 Indice de dispersao

Alguns indices sao de interesse para quantificar o quao sub ou sobredispersos estao os
dados. Para isso hé o indice de dispersdo, estudado por Cox e Lewis (1966), que € dado pela

seguinte expressao:
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Var(Y;|Fi-1)  pilo?+(1-p)u?]  o?
Dzups, = - =L+ (1= po) s, (2.4)
ZMPS E(th'?—l) Dty Mt ( pt)'ul

isto €, a razdo entre a variincia e a média condicionais. Quando Dzyps, < 1 os dados sdo
subdispersos e quando Dz ps, > 1 hd sobredispersdo. No caso de Dzyps, = 1, tem-se uma

distribui¢ao condicional equidispersa, que € o caso da distribuicao de Poisson.

Observe na equacgdo (2.4) que o indice de dispersao da distribui¢do condicional série de
poténcia zero-modificada traz em sua férmula o préprio indice de dispersdo da distribui¢do série

de poténcia usual, atz /.

Como y; € positivo, o indice Dzyps, indicard sub ou sobredispersdao em relagdo a

distribuicao PS usual dependendo do valor do parametro p;.

Note que se p; estiver entre O e 1, entdo Dzyps, = Dps, + a;14;, em que @; € um valor
positivo € Dpg, o indice de dispersdao da distribui¢do PS usual. Assim, nesse caso hd uma

sobredispersdo em relagdo a distribuicao PS original.

Nocasode 1 < p; < 1/[1 - fps(0; s, )], tem-se que D zyps, = D ps, + a; s, em que a;

€ um nimero negativo. Ou seja, hd uma subdispersao em relacdo a distribui¢do original.

Na se¢do 2.3 s@o mostrados os indices de dispersdo para as distribui¢gdes estudadas.

2.3 Alguns modelos ARMA ZM

Nas préximas subse¢des, sdo vistos mais especificadamente os modelos estudados neste
trabalho.

2.3.1 Modelo Poisson ARMA ZM

A distribui¢ao condicional de Poisson pode ser escrita na familia Série de Poténcia como

e (1/ye) ()
sie|Fr1) = = = ;
fp(yes el Fiz1) v, anoﬂ?/”! Yt

€ Ay.

Note que o parametro ¢ da familia PS € igual a 1 no caso da distribui¢ao de Poisson.

Assim, usando a equagdo (2.1), a distribuicao de Poisson pode ser escrita na familia PS com
a(y) =1/y:!, g(u:) = pr e f(u) =et = Z;O:oﬂ?/n!-

A média e variancia condicionais para o modelo Poisson ARMA, i.e., quando p; = 1, sdo
dadas por E(Y;|F-1) = Var(Y;|Fr—1) = y;.

O modelo Poisson zero-modificado pode ser escrito como
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Jzmp (Yes pr, i Fic1) = (1= wi) 1y + 01 fz7p (Yis e Fi-1), (2.5)

em que ZTP representa a distribui¢do condicional de Poisson zero truncada, isto &,

e_ﬂtﬂi)’
ye!(1—eHr)

fP()’t§Ht|7"t—l)
1= fp(0; pe| Fr=1)

Jzrp (e el Fizr) = (1-1¢,) = (1=1¢y,))-

As fungoes de ligacdo para os parametros u; e w; sao dadas na equacgao (2.3). O modelo
Poisson zero modificado foi estudado por Concei¢ao, Andrade e Louzada (2014), porém nesse
estudo as observacdes dos conjuntos de dados analisados foram consideradas independentes,

sem haver uma estrutura de autocorrelacdo nos modelos ajustados.

Usando as equagdes da média e variincia para distribui¢des da familia série de poténcia
zero modificadas, encontradas em Conceicao (2013, p. 25), temos que para o modelo Poisson

ARMA ZM a média e variancia condicionais sao dadas por

Wrly _ Wil

E Y, _ = = =
Y| Fr=1) = prpts 1= (0| Fry) 1=t €

Var(Y,|Fi-1) = pi[o? + (1 - p)p?]

Wy Wy 2
- [ﬂt+(1 1—e—/‘t)ﬂ’]

i [(1T=e™ ) (1+py) — ]
(1—eHr)2 ’
em que y; e 0'12 sdo a média e variancia da distribui¢do de Poisson. Como na distribuicao de
Poisson a média é igual a variancia, temos que u, = o;>. No modelo Poisson ARMA ZM, a média

e a variancia podem assumir valores diferentes, o que torna esse modelo mais flexivel que o
modelo Poisson ARMA usual.

O indice de dispersao para o modelo Poisson ZM € dado por:

Var(Y;|F;- o}
Vari|Fi-1) _ —+(1=p)pr =1+ (1= po)p.

D = —
METTRYIFL)

Assim, se 0 < p; < 1, que implica zero-inflacdo, tem-se sobredispersao; ese 1 < p; < l_e;_,,,

implicando zero-deflagcdo, tem-se em subdispersdao. Como notou Conceicdo (2013, p. 31), essa
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caracteristica ocorre com a distribuicdo de Poisson zero-modificada: zero-inflacdo implica
sobredispersdo e zero-deflacdo implica subdispersdo. Para ilustrar o comportamento do indice de

dispersao em relagdo aos parametros u; € p;, oberve a Figura 1.

Figura 1 — Indice de dispersdo em fungio de y; e p; para a distribuicio de Poisson zero-modificada

0 — 1 o —
-= = — m=1
P 1-e w=2
© — © o~ e =3
AN n=4
EIE: % \\ w=>5
N =+ - [~ =+ -
=] [}
o o
IS o -
| ] ] ] | Frrrrerrr T
1 2 3 4 5 0,1 04 07 1.0 1.3
Hi Pt

A regido entre as curvas em que p; =0 e p; =1 € a regido de inflacdao de zeros, e é
também a regido em que o indice de dispersdo € maior que 1, isto €, em que hd sobredispersao.
Da mesma forma, a regido entre as curvasemque p; =1l e p,=1/1—e™# € aregido em que a
distribuicdo € zero-deflacionada, e também € subdispersa. Isso explica visualmente o comentario

dado no pardgrafo anterior.

E importante notar que como u; e p; variam ao longo do tempo, é possivel que os
modelos estudados neste trabalho permitam que os dados sejam em um periodo de tempo
zero-inflacionados e em outro periodo de tempo zero-deflacionados. No entanto, para simplificar
a visualizacdo de como o indice de dispersao € influenciado pelos valores de u; e p;, um dos
parametros foi fixado para cada gréfico.

No primeiro grafico da Figura 1, pode-se ver como Dz p, varia conforme y, aumenta,
com p, fixado em trés valores: p, =0, p,=1¢e p; = l—e+“t Quando p, =1, tem-se que Dzyp, =
1+ (1—1)u, =1, isto é, hd equidispersdo. E quando p; = l_e%m, Dzyp, =1+ (1 - l_e%m)y,.
Assim, Dzyp, < 1 e, portanto, hd subdispersdo.

No segundo gréfico da Figura 1, Dz p, varia no intervalo de possiveis valores de p;,
para alguns valores de y; fixados. Por exemplo, quando y; = 1, D z)p, comega valendo 2 quando
p: = 0 — caracterizando sobredispersdao — e decresce até chegar ao valor de 0,418, ou seja,
ultrapassa a reta indicando equidispersao, quando Dzyp, = 1, no ponto p, = 1 e entdo chega a

regido de subdispersao.
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O mesmo comportamento ocorre quando y; = 3, porém os valores minimo € maximo

que Dzyp, assume nesse caso sao 0,843 e 4, respectivamente. Quando y; =5, Dzyp, comega

valendo 6 para p; = 0 e termina valendo 0,966 para p, = —— = 1,007.

l—e> —
Sumarizando, quando y; € fixado, Dz p, relaciona-se com p; através do segmento de

reta com coeficientes linear e angular iguais a (1+ ;) e —u;, respectivamente.

2.3.2 Modelo COM-Poisson ARMA ZM

A distribuicao Conway-Maxwell-Poisson, também conhecida como COM-Poisson, foi
proposta pela primeira vez por Conway e Maxwell (1962) no contexto de teoria das filas. Apesar
de pouco utilizada inicialmente, a partir de 2005, com o estudo de Shmueli et al. (2005), a
distribuicado COM-Poisson passou a ser amplamente estudada, por estatisticos e ndo-estatisticos

de diversas areas.

Essa distribui¢io passou a ser muito apreciada pelo fato de possuir um parametro que

controla a dispersao dos dados, o que possibilita tanto a subdispersao quanto a sobredispersao.

Sellers, Borle e Shmueli (2012) sintetizaram os métodos e aplicacdes relacionados
ao estudo da distribuicio COM-Poisson. As aplicagdes se estendem desde a linguistica até o

comércio, passando por transporte e biologia.

Uma reparametrizacdo da distribui¢gdo COM-Poisson, que permite uma melhor interpre-
tacdo dos parametros, foi estudada por Guikema e Goftelt (2008). Com essa nova parametrizacao,
a distribuicdo condicional COM-Poisson pode ser escrita na familia série de poténcia da seguinte

forma:

1
W(M;p)y’
Jep(Yes e ol Fr-1) = Tn)w yi € Ap. (2.6)

s

n=0 n!

Comparando a distribui¢ao dada pela equagao (2.6) com a equagao (2.1), a distribui¢ao

COM-Poisson possui as seguintes funcdes que a classificam como uma distribui¢do pertencente

0o n\¢
a familia séric de poténcia: a(vi.¢) = /%!, 8 ¢) = if € f(u9) = X (’:—,) .
n=

O parametro ¢ € chamado de pardmetro de dispersdo, uma vez que quando ¢ < 1 ha
sobredispersdo e quando ¢ > 1 ha subdispersao. Note que quando o parametro ¢ é igual a 1, a
distribuicdo COM-Poisson se reduz a distribui¢do de Poisson, sendo esta, portanto, um caso

particular.

Outros casos particulares sdo a distribuicio geométrica e a distribui¢io de Bernoulli. E

possivel identificar a distribui¢do geométrica ao se fazer ¢ = 0 na parametrizagdo em que A, = u?,
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para valores de A; menores que 1. J4 a distribuicdo de Bernoulli € obtida no limite quando ¢ — oo,

e seu parametro é A,/(1+1;).

A média e variancia condicionais da distribuicaio COM-Poisson sdo dados por E(Y;|F;-1) =
1 dlog f (pr.9) 1 0%log f(pr,¢) - ‘o -
= —=LU2 e Var(Y;|Fi-1) = 5 ——=5-12%, respectivamente. Note que esses sumadrios da dis-
¢ Ologu, (Y| Fi-1) 2 ooy P q
tribuicio COM-Poisson nao possuem uma expressao fechada devido a funcdo normalizadora
f(us, ). No entanto, expressdes assintoticas podem ser obtidas em fungdo dos pardmetros

(GUIKEMA; GOFFELT, 2008):

. 1 1
MI=E(Ylez_1)zut+@—§ (2.7)
o2 = Var(Yi|Fi-1) ~ % (2.8)

Segundo Guikema e Goffelt (2008), essas aproximagdes sdo precisas quando y; > 10. O

modelo COM-Poisson zero-modificado pode ser escrito como:

fzmep(yes e, w| Fi-1) = (1= wi) 1y, + i fzrep (Ves el Fi-1),

em que ZTCP representa a distribui¢do condicional COM-Poisson zero truncada, isto €,

Jfep(yespe, 0| Fi-1)
5 s 7:— = 1_1
fzrep(yis e, ol Fi-1) 1—fCP(0;/Jz,<,0|7'?—1)( ()

Lyl
== (- 1))

As fungoes de ligacdo para os parametros y; € w; sdo dadas na equagao (2.3). Utilizando
as equacoes (2.7) e (2.8), a média e a variancia condicionais do modelo COM-Poisson ARMA

ZM sao aproximadas pelas expressoes:
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o om_edme1em 1
E(Y,|Fi-1) = pipt; = ~
(YelFi-1) = pipy 1= fop(0: 117, 0) 1=1/f (s, )

Var(Y,|Fi-1) = pe[o? + (1= p)u;’]
Mt Wy 1 1)2
—+|l - +——=
¢ ( 1—1/f(ﬂz,90))(ul 2 2 ]
Wy

Y ol ) - D/ f )2

. (f(#z’QO)_l)_H)D(’u +L_1)2(f(ﬂz,w)—1_w)
"\ flune) T2 2 F (@) il

T =1/ f ()

em que yy e 0',2 sdo a média e a variancia condicionais do modelo COM-Poisson e f(u;, @) =

0o n\¢
> (—t‘) , a constante normalizadora. O indice de dispersao para o modelo COM-Poisson ZM ¢
n=0\1-

dado por:

Var(Y;|F-1) o7 .

D =—— ‘2 ="L1(1-

ZMCP E(Y, %) ﬂf ( Pz)llt

z/1I/<,0+(1—pt)(ut+1/290—1/2)2
Hi+1/2¢0—1/2 '

A Figura 2 mostra o indice de dispersdo para a distribuicdo COM-Poisson, com ¢ =0, 5.
Note que, usando ¢ = 0,5, a regido de inflacdo de zeros é também uma regidao em que o indice
de dispersdo € maior que 1, ou seja, em que hd sobredispersdo. No entanto, ndo € possivel
afirmar que a regido de deflacdo de zeros implique subdispersao. Apesar de haver uma pequena

sobredispersao para valores crescentes de u;,, ela ocorre.



2.4. Simulagdo de valores aleatorios 37

Figura 2 — Indice de dispersdo em funcio de y; e p; para a distribuicio COM-Poisson zero-modificada,

com ¢ =0,5
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Figura 3 — Indice de dispersdo em funcdo de u; e p; para a distribuicio COM-Poisson zero-modificada,

com¢=1,5
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As conclusdes se invertem quando fazemos os gréaficos com ¢ = 1,5, permitindo uma
maior subdispersao dos dados. Observe que, na Figura 3, a regido de deflacdo de zeros também &

de subdispersao, embora a regido de inflacdo de zeros ndo seja sempre de sobredispersao.

2.4 Simulacao de valores aleatdrios

Para gerar valores aleatdrios de distribuicdes série de poténcia ARMA zero-modificadas,

o método da inversa € utilizado. Note que, como hd termos autorregressivos e de médias méveis
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nas funcgdes de ligacdo, para gerar uma amostra do modelo serd necessdrio prover valores iniciais

para que o algoritmo consiga gerar os primeiros valores aleatorios.

Dessa maneira, munimos o algoritmo com m valores iniciais para a amostra, que
denotamos por y,, = (¥1,...,Ym). Assim, o programa é capaz de calcular internamente log(y;"),

parat=1,...,i,em que i =max(r,q) e m > i.

O método da transformada inversa pode ser usado para gerar uma amostra aleatoria da
distribuicdo pertencente a familia série de poténcia do modelo PS ARMA ZM. Tal método se
baseia no seguinte: seja uma fungdo de distribuicdo acumulada (f.d.a.) F(y), em que y € R.
Considere ainda a funcdo inversa F~!(u), em que u € [0,1]. Defina Y = F~'(U), em que
U ~ Unif(0,1). Entdo Y tem distribuicdo F(y), i.e., P(Y <y) =F(y).

Esse método permite gerar valores de uma distribuicdo de interesse, também chamada de
distribuicao alvo, com um gerador de nimeros aleatérios da distribuicdo Uni f(0,1) e a f.d.a. da

variavel aleatdria (v.a.) de interesse.

Para uma v.a. discreta, como € o caso de interesse neste trabalho, o método da transformada

inversa € executado com o seguinte algoritmo:

Algoritmo 1 — Método da transformada inversa
1: Simule # de uma v.a. Unif(0,1)
2: seu < P(Y =0), entao
3: definaY =0

4: senao

5 se Zl’.‘:_olP(Y =i)<u< ZfZOP(Y =), entao
6 definaY =k

7: fim se

8: fim se

9: retorna Y

No caso especial das distribui¢cdes da familia série de poténcia, hd a férmula recursiva
(CONSUL; FAMOYE, 2006) que pode ser usada para otimizar o algoritmo, dada por:

a(yr,¢)g(ur, )
a(y.—1,¢)

fzmps(Ves e, @, pe| Fio1) = Szmps(ye— s e, 0, pe| Fi-1), paray; > 2.

Para chegar ao resultado, note que ao dividirmos a funcdo massa de probabilidade (f.m.p.)

no ponto y; pela f.m.p. no ponto y, — 1, obtemos

fampsVispe .l Fict)  (L=p) Ly +pefes(ye pe ol Fio1)
fzmps (Ve = 1 pe, 0, pel Fiz1) (1—Pt)l(yt—l)‘*'l?tfPS()’t—1;ﬂt,¢|7§—1)

, paray, >2. (2.9)
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Como a equacdo (2.9) vale para y; > 2, tem-se que as fun¢des indicadoras serdo iguais a

zero. Logo, a equacdo (2.9) se reduz a

Szmps(yes e, 0 el Fi-1)  fps(Ves e, 0| Fio1)
= , paray, > 2. (2.10)
fzmps(Ve—=Lipe, @, el Fio1)  fes(ve— L e @l Fi-1)
Mas
JesQinelFi)) a0 9)g(p )™ [ )
Jes(ye =1 pe, 0| Fim1) f (e, ) a(yi—1,9)g(u, )1
_0nPglng) s
a(y:—1,¢)

Pela equacgdo (2.10), tem-se que

Somps s b 0. pdFit) — _ aQyi,9)g(r: )
fzmps(ye =1 pe @, pil Fiz1) a(y:—1,¢)
a(y:, )8 (s, p)

a(y:—1,¢)

= fzmps(Vis e, @, pil Fi1) = fzmps(yi = L pe, 0, pi|Fi-1), paray; > 2.

Conceicao (2013, p. 37) descreve o algoritmo para geracdao de valores aleatérios de
v.a.’s com distribui¢des da familia série de poténcia zero-modificadas. Neste trabalho, utilizou-se
como base o algoritmo descrito em Concei¢ao (2013, p. 37), com as mudangas necessarias
para incluir as fungdes de ligacao de u; e w, e, como comentado anteriormente neste capitulo,

podendo utilizar valores iniciais para dar inicio ao algoritmo.

Para que os valores inciais ndo exercam influéncia, os primeiros valores podem ser

descartados e aproveitamos apenas a amostra resultante desconsiderando 100 valores inicias.

O pseudo-cédigo do algoritmo gerador de nimeros aleatérios do modelo PS ARMA ZM

estd descrito a seguir, considerando que foi informado em tal funcdo o seguinte:

O valor de n, quantidade de valores aleatdrios a serem gerados;

Os vetores com valores dos parametros B, ¢,0,y e §, com tamanhos u,r,q,Vv € r, respecti-

vamente;

Os vetores de varidveis explicativas x; e z;, com tamanhos u e v, respectivamente;

O vetor y,, de observacdes passadas, com tamanho max(r, g);

O vetor de médias iniciais pg, com tamanho q.
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Algoritmo 2 — Algoritmo gerador de observacdes do modelo PS ARMA ZM

1: procedimento zZmPps

2 Crie o vetor zmps para armazenar os valores aleatdrios

3 Declare as funcdes a(y;,¢), g(us, ) e f (s, ¢) conforme a distribui¢ao PS de interesse
4: Defina r e g como os tamanhos do vetores ¢ e 6, respectivamente

5 Declare N como n+ 100, em que N € o valor de observagdes geradas

6 paratdem+1 a N faca

7 Substitua os valores iguais a zero do vetor y; por 0,5, chamando esse novo vetor de

E3

Yi-
8: M = €xp {xéﬂ +219) log(y?_ T ) +X0_,6; log(y?_ il hu- ,)}
9: k; = exp {z;'y+Z;:1 0 log(y;"_j —Z;_j'y)}
10: wr=ki/(1+k;)
11 pr=w/[1= fps(0; pr, | Fr-1)]
12: vi=0
13: Po = (l_pt)+f(£[’,§0)
14: Gere u de uma distribuicdo Unif(0,1): u = runi f(1)
15: Declare Fy, = pg
16: enquanto u > F, faca
17: Ve=yi+1
18: Calcular a(y;, ¢)
19: se y; = 1 entao
20: Fzmps(is for 0, il Fiy) = py SRS
21: sendo fzyps(yis te s pilFi-1) = %JCZMPS(% — Ly, @, pilFi-1)
22: fim se
23: Fy1 =Fy, + fzmps(Ves e, 0, il Fiz1)
24: fim enquanto
25: Acrescente o resultado no vetor de niimeros aleatorios: zmps[i] = y;
26: Atualize os outros vetores: y; = c(y7,yr) € po = c(Hg, 1)
27: fim para
28: retorna o vetor zmps sem os primeiros 100 valores

29: fim procedimento

No préximo capitulo, € apresentada a fungdo de verossimilhanga parcial para os modelos

PS ARMA ZM, assim como a abordagem bayesiana na implementacdo dos modelos de interesse.
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CAPITULO

METODOS BAYESIANOS EM MODELOS SERIE DE
POTENCIA ARMA ZM

Neste capitulo € apresentada a fung¢do de verossimilhanca parcial dos modelos série de
poténcia ARMA zero-modificados, assim como o ajuste dos modelos por meio de métodos de
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

3.1 Funcao de verossimilhanca parcial

A funcdo de verossimilhanga parcial, como descrita em Kedem e Fokianos (2002, p. 4),
serd utilizada para implementacdo do modelo na abordagem bayesiana, juntamente com as
distribuicdes a priori. Segundo Kedem e Fokianos (2002, p. 4), apenas o que ja € conhecido até o

tempo de observacdo ¢ € considerado pela fung¢do de verossimilhanga parcial.

Considere @ = (8',¢',6’,v’,6’)" o vetor de parametros dos modelos PS ARMA ZM.
Usando notacdo semelhante a de Benjamin, Rigby e Stasinopoulos (2003), a funcao de veros-
similhanca dos dados (y+1,-...,y») condicionados as primeiras observagdes (yi,...,Vm), as

varidveis x; € Z; € em log(y;"), parat=1,...,i,em que i =max(r,q) e m > i é dada por:

n

PL(®;y;,x,2¢) = l_[ fzmps (Vs X4,24,09|F-1)

t=m+1

n
= [ | A —w) 1)+ fzres(ve me ol Fir) (3.1)

t=m+1

A funcgdo de verossimilhanca parcial, apresentada na equagdo (3.1), ndo é tratdavel
analiticamente. Por meio da abordagem cldssica, poderiam ser utilizados métodos iterativos,
como o BFGS, para obter as estimativas de maxima verossimilhanca. Neste trabalho, entretanto,

optou-se por utilizar a abordagem bayesiana por uma série de motivos, entre eles estd a facilidade
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de implementacdo do modelo quando ndo ha solucdo analitica da maximizagdo da funcao de

verossimilhanca.

Entre os motivos mais utilizados para implementagao do pensamento bayesiano estao:

a) a possibilidade de incorporagdo de informagdo a priori no modelo, seja por meio de

estudos anteriores, seja por meio de opinides de especialistas;

b) quando ndo ha informagdes anteriores, pode-se utilizar prioris vagas, com variancias
grandes, o que faz com que os dados tenham maior peso em relacdo a priori na

distribuicdo a posteriori;

¢) com apenas os dados do problema e a fun¢do de verossimilhanca parcial, € possivel

implementar métodos MCMC;

d) ainterpretacdo das estimativas € direta na abordagem bayesiana. Por exemplo, um
intervalo de credibilidade de 95% para um parametro nos dé o intervalo no qual a

probabilidade de este parametro estar contido no intervalo € de 95%.

Assim, a abordagem bayesiana serd utilizada neste trabalho. Considere novamente o
vetor de parametros @ = (8, ¢’,60’,y’,6’)’. Na abordagem bayesiana, a distribuicio a posteriori
€ obtida como uma combinagao entre a distribuicdo a priori e a verossimilhanga, que contém a
informacdo dos dados. Pode-se pensar que a distribuicdo a posteriori € resultado dessas duas
fontes de informagdo: priori e verossimilhancga. Por meio do teorema de Bayes, essa relacao pode

ser escrita da seguinte forma:

PL(®ly;,x;,z:) X p(©)
P(y:.x1,2;)
o« PL(O|y;,x/,2;) X p(0),

2

p(Oly.,x;,z/) =

em que p(®|y,,x;,z;) € adistribui¢do a posteriori, PL(®|y,,x;,z;) € a fun¢do de verossimilhanca

parcial, x;,z; sdo varidveis exogenas e p(@) € a distribuicdo a priori.

3.2 Distribuicoes a priori

Até relativamente pouco tempo atrds, a abordagem bayesiana era computacionalmente
invidvel devido a impossibilidade de se calcular a constante normalizadora P(y;,x;,Zz;) para
modelos mais flexiveis e complexos, e apenas alguns modelos, como os conjugados, eram
possiveis de serem analisados sem necessidade de recorrer a métodos computacionalmente

intensivos.

Com o advento dos métodos MCMC, foi possivel amostrar valores da distribuicdo a

posteriori sem a necessidade de se calcular a constante normalizadora e isso permitiu que a
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inferéncia bayesiana fosse aplicada a problemas mais complexos, como por exemplo as aplicacdes

estudadas nesta tese.

Assim, apenas com a verossimilhanga parcial, apresentada na secdo 3.1, e as distribui¢des
a priori selecionadas para os parametros, € possivel obter as distribui¢des a posteriori dos

parametros do modelo estudado.

Uma vez que nao foram utilizadas informacdes prévias de outros estudos ou opinides
de especialistas sobre os dados analisados nesta tese, as distribui¢des a priori aqui escolhidas
sao amplas, vagas na escala, o que faz com que possuam pouco efeito sobre as distribuicoes a

posteriori, prevalecendo assim a informacao providenciada pelos dados.

Dessa maneira, as distribui¢des a priori para os parametros terdao variabilidade ampla. A
distribui¢do normal foi escolhida pela facilidade de interpretacdo de seus parametros e pelo fato
de os parametros dos modelos estudados terem suporte nos numeros reais. De maneira geral, as

distribuicdes a priori sao dadas por:

B~ Nu(up,o5l,)
Y~ No(py. oy 1)
¢ ~ N, (g, oyl
0 ~ Ny(po,051,)
& ~ N (us, 51,),

em que Nj refere-se a distribuicdo normal k-variada e I} representa a matriz identidade de
dimensdo k X k. Os hiperparametros de média e variancia podem ser diferentes para cada
parametro; no entanto, nesta tese os valores utilizados como média e variancia sd@o dados por 0 e

10°, respectivamente, para todos os parimetros.

Para as distribuicdes base que possuem parametro de dispersdao, como € o caso da
distribui¢do COM-Poisson, € necessdrio aplicar uma distribui¢ao a priori para o pardmetro ¢, em

que também optou-se por uma distribui¢io normal com média 0 e variancia 10°.

3.3 Métodos MCMC

3.3.1 JAGS

O programa JAGS (do inglés Just another Gibbs samppler), foi utilizado nesta tese na
implementa¢do dos modelos de estudo. Trata-se de um programa desenvolvido por Plummer
(2003) e que pode ser utilizado juntamente com o programa R por meio de alguns pacotes, como

“runjags” e “rjags”.
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O método utilizado pelo JAGS € o amostrador de Gibbs, ou Gibbs sampling, que foi
introduzido por Geman e Geman (1984) e popularizado na comunidade estatistica por Gelfand e
Smith (1990). Trata-se de um caso especial do algoritmo Metropolis-Hastings, que por sua vez
€ uma generalizacdo do algoritmo Metropolis. Todos esses algoritmos citados estao dentro do
arcabouco dos métodos MCMC. O algoritmo Metropolis foi introduzido em 1953, por Metropolis
et al. (1953). O segundo “M” da sigla MCMC significa Markov, e a propriedade markoviana
presente nesses métodos significa que o proximo elemento da cadeia gerado depende apenas do

estado presente, isto €, do valor atual.

O amostrador de Gibbs € um método MCMC, que permite gerar valores das distribuicdes
a posteriori dos parametros de interesse de um modelo. A partir da distribui¢ao a posteriori,
diversos estudos podem ser feitos para estimar os parametros, como por exemplo criar intervalos

de credibilidade para os parametros ou estudar correlacdes entre eles.

3.3.2 Diagndstico dos métodos MCMC

Uma parte importante da implementacao de métodos MCMC € seu diagndstico. Nesse
sentido, € importante verificar se as cadeias geradas convergiram, e se convergiram independen-
temente do ponto inicial. Para verificar se as cadeias convergiram, dois métodos usuais serao
utilizados: inspec¢ao visual da cadeia e cdlculo da estatistica de Gelman-Rubin (Gelman e Rubin
(1992), Brooks e Gelman (1998)), também chamada de shrink factor.

A estatistica de Gelman-Rubin calcula a relacio entre a variacdo combinada (variagdo
que combina a variacdo dentro de cada cadeia e variac@o entre cadeias) e a variacao dentro
das cadeias. O resultado esperado é que essa relacdo seja igual a 1, pois se as cadeias sdo
amostradas de uma mesma populagao, a variacdo combinada deve ser semelhante a variagio
dentro das cadeias. Dessa forma, pode-se avaliar se a convergéncia das cadeias geradas foi obtida.
Brooks e Gelman (1998) fizeram um melhoramento no cdlculo dessa estatistica para levar em
consideracdo a variabilidade amostral. Nesta tese é adotado o seguinte critério: caso a estatistica
de Gelman-Rubin seja inferior a 1,1, conclui-se concluido que a convergéncia da cadeia foi

atingida.

O tamanho amostral eficaz, do inglés effective sample size (ESS) é uma medida usada
para saber se a amostra gerada pelo método MCMC ¢€ de fato representativa da populagdo (no
caso, a populacdo € a distribui¢do a posteriori de um determinado parametro de interesse).
Como sdo geradas sucessivas observacdes do pardmetro de interesse e essas observacoes sao
correlacionadas com as anteriores, € necessario checar se ao final da utilizagdo de um método

MCMC existe de fato uma amostra representativa da distribuic@o a posteriori.

O tamanho amostral eficaz € calculado com base nas informagoes de todas as cadeias
geradas. De acordo com Kruschke (2015, p. 184), um tamanho amostral eficaz de no minimo 10

mil € recomendado para uma estimagao apropriada da distribuicdo a posteriori dos parametros.
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No entanto, esse valor € baseado na experi€ncia em aplica¢des praticas, e portanto ndo deve ser
tratado como um requisito necessario. Além disso, se o interesse maior for em estimar o valor
mediano dos parametros, um tamanho amostral eficaz menor pode ser suficiente, o que pode ndo
ser verdade se a intencdo for de estimar com precisdo os limites inferior e superior dos intervalos
de credibilidade.

3.4 Regioes HDI e ROPE

Ha vérias formas de se definir intervalos de credibilidade bayesianos. Nesta tese, serao
utilizados os intervalos de alta densidade, ou HDIs, do ingl€s highest density intervals. Esses
intervalos consideram os pontos com maior probabilidade, que estdo dentro da regido, em
contraposicao aos pontos fora da regido, que possuem menor probabilidade. Os HDIs sao
definidos da seguinte maneira (BOX; TIAO, 1973, p. 123), (BERNARDO; SMITH, 2000, p.
260):

Definicao 1. (Intervalos de alta densidade). Uma regido R C ® é chamada de regido de alta

densidade com probabilidade de (1-a)100% para o pardmetro 6 com respeito a p(6) se

(i) POeR)=1-a;

(i) p(61) = p(6,) paratodo 8] € Re 0, ¢ R, exceto em um subconjunto de ® com probabilidade

Z€10.

Se p(6) for uma distribuicdo a posteriori (priori, preditiva), chamamos de regido de alta densidade

a posteriori (a priori, preditiva).

Uma regido de equivaléncia pratica, do inglés region of practical equivalence, ou
ROPE, € considerada neste trabalho como uma porcao da distribui¢do de interesse (geralmente
a distribuicao a posteriori de algum parametro), que revela a probabilidade de um parametro
pertencer a um intervalo arbitrario. A ROPE sera utilizada ao se testar se um parametro em
andlise € estatisticamente significante. Por exemplo, se for de interesse testar se um parametro
pode ser considerado igual a zero, quando o HDI a posteriori rejeitar uma ROPE de -0,1 a
0, 1, pode-se dizer que o pardmetro & estatisticamente significante, isto &, diferente de zero. E
importante notar que a regiao € definida de acordo com a magnitude das observagdes e varia de

acordo com o cenario de estudo.

O estudo de regides de equivaléncia foi motivado por aplicacdes clinicas, em que se
desejava avaliar se a eficdcia de um novo tratamento era equivalente a outro padrdo. Em vez de
determinar um Unico ponto na hipdtese nula (de que os tratamentos sao iguais), € considerada
uma regido de equivaléncia, ou zona de indiferenca, na qual ndo se tem comprovacado de que o

novo tratamento seja melhor ou pior que o tratamento padrao. Assim, em vez de simplesmente
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concluir se o novo tratamento é melhor (ou pior), pode-se avaliar o quiao melhor (ou pior) ele
€ em relagdo ao tratamento padrao. Estudos e livros versando sobre ROPE incluem Kruschke
(2011), Kruschke (2015), Carlin e Louis (2009), Freedman, Lowe e Macaskill (1984), Hobbs e
Carlin (2007), Spiegelhalter, Freedman e Parmar (1994).

3.5 Comparacao de modelos

3.5.1 Critério de informacao da deviancia: DIC

O critério de informacdo da deviancia, em inglés deviance information criterion (DIC),
€ utilizado para comparar modelos candidatos em uma anélise de dados. Essa medida busca
encontrar o melhor modelo entre aqueles sendo considerados em um estudo, levando em conta o
quao bem o modelo analisado se ajusta aos dados, porém compensando com uma penaliza¢ao de

acordo com sua complexidade. A deviancia € definida como

n
D = 210gPL(®:y;,x,,2:) ==2 ), 10g fzups (v, %1,25;OIFi-1)

t=m+1

O DIC foi proposto por Spiegelhalter et al. (2002), e € definido como

DIC = D(®)+2pp
= D+pD,

em que D = E(D) é a devidncia média a posteriori e pp = D — D(®) é uma medida para o
nimero efetivo de parametros, definida como a diferenca entre a deviancia média a posteriori e a
deviancia nas estimativas a posteriori dos parametros de interesse (SPIEGELHALTER et al.,
2002, p. 584). Essa quantidade € facilmente obtida nos métodos MCMC. Segundo o critério de

informacao da deviancia, o melhor modelo serd aquele com menor valor de DIC.

3.5.2 Critério de informacdo bayesiano esperado: EBIC

O critério de informacao bayesiano esperado, em inglés expected Bayesian information
criterion, é outra medida similar ao DIC. Sua defini¢ao, assim como relagdao com o DIC, sao
dados por (CARLIN; LOUIS, 2009):

EBIC =D +pplogn
=DIC-pp+pplogn
=DIC+pp(log(n) - 1),



3.5. Comparagdo de modelos 47

com n sendo o nimero de observacdes. Também segundo o critério de informacao bayesiano

esperado, o melhor modelo serd aquele com menor valor de EBIC.

3.5.3 Analise preditiva a posteriori

Uma maneira de avaliacao do modelo, considerando o ajuste aos dados observados, é
realizada por meio da andlise preditiva a posteriori. Para Rubin (1984),

The applied statistician should avoid models that are contradicted by
the data in relevant ways — frequency calculations for hypothetical
replications can monitor a model’s adequacy and help to suggest more
appropriate models.

Rubin (1984) ressalta, portanto, a importancia da verificagao do ajuste do modelo aos
dados de interesse, evitando-se assim o uso de modelos que contradizem os dados. E uma maneira
sugerida pelo autor € comparar frequéncias dos valores observados e de réplicas do modelo
candidato.

O método da andlise preditiva a posteriori € como segue. Considere o conjunto de

rep
Li*

de réplicas, sdo simulados a partir dos parametros estimados e as distribui¢des dos dois vetores

dados observados y’ = (y1,...,y,). M conjuntos y;rep =(y .,y;ef),i =1...,M, chamados

sdo comparadas.

O termo “preditiva” € usado devido a distribui¢ao dos dados ndo observados. O termo “a

posteriori” € usado por ser um método condicionado nos dados observados.

A ideia desse método € que, gerando-se observagdes hipotéticas do modelo em andlise,
espera-se obter frequéncias proximas as frequéncias dos valores dos dados observados. Por
exemplo, se em nosso estudo ha 50 zeros (dados observados), esperamos encontrar um nimero

de zeros similar ap6s ajustar um modelo apropriado e gerar valores desse modelo (réplicas).

Nesta tese, quando a andlise preditiva a posteriori € realizada, sdo geradas M = 20 réplicas
do estudo em questdo. Por exemplo, quando um modelo Poisson AR(1) ZM € ajustado a um
conjunto de n dados observados, retiraremos 20 amostras dos pardmetros do modelo utilizando
para isso suas distribui¢des a posteriori.

A . ne e Ie] .
Uma vez com as amostras dos pardmetros estimados, geraremos y; P=( Yy f.), Yy i=

1...,M, usando a fun¢do geradora de valores aleatérios do modelo de interesse, conforme se¢ado
2.4 na pagina 37. Assim, haverda M = 20 réplicas do estudo de interesse.

rep
|

A . me] ~ . .
barras com as frequéncias de y’ e y; P sd0 comparados, parai =1,..., M. Se o modelo estiver

Com os dados observados y’ e as réplicas y;rep =(y .. ,y,rf?),i =1,...,M, graficos de

adequado aos dados, espera-se que as frequéncias sejam similares.
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3.5.4 Previsao

Com o modelo escolhido apds as etapas de ajuste aos dados, comparacdo de modelos e
andlise preditiva a posteriori, 0 comportamento ao realizar previsdes de futuras observagdes é

verificado.

Para avaliar a previsdo, o conjunto de dados € dividido em duas partes. A primeira é
chamada de dados de treinamento e a segunda de dados de teste. O modelo € implementado apenas
com os dados de treinamento, ficando os dados de teste “de fora”. Com o modelo implementado,
futuras observacoes sdo geradas com base nas estimativas dos parametros do modelo. O niimero

de observagdes a serem previstas € chamado de horizonte.

Nesta tese, optou-se por realizar uma andlise de previsao considerando um horizonte de
seis observagdes, o equivalente a um semestre para dados mensais. Como serdo analisados dados
de saude, as previsoes sdo de interesse para o uso em estabelecimentos e organizacdes de saude,
possibilitando politicas publicas para priorizar campanhas de vacinacio ou outras formas de

prevencao e controle de doengas.

Com as futuras observagdes geradas, estas sdo comparadas com os dados de teste. Essa
comparag¢do pode ser feita mediante calculos de erros de previsdao. H4 muitas formas de calcular

os erros de previsao, como os estudados por Hyndman e Koehler (2006).

Como os dados analisados nesta tese possuem muitos zeros, as medidas dependentes de
escala erro médio (ME), raiz do erro quadratico médio (RMSE) e erro absoluto médio (MAE)
serdo utilizadas; diferentemente das medidas baseadas em percentuais dos erros, as medidas

mencionadas ndo sdo impactadas pelas observagdes iguais a zero.

A vantagem de as medidas baseadas em percentuais dos erros serem independentes de
escala nao possui relevancia no contexto de dados de contagem, uma vez que dados com essa

caracteristica possuem a mesma escala.

Considerando e; o erro de previsao, dado por e; = y; — F;, em que y; é o dado observado

e F; seu valor previsto, as medidas de acurdcia ME, RMSE e MAE sao definidas por:

ME = média(e;),

RMSE = \/média(e?) e

MAE = média(|e;|).

Para qualquer das medidas, quanto menor o valor, menor serd o erro de previsao e,

portanto, maior acurécia.
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CAPITULO

ESTUDO COM DADOS ARTIFICIAIS

Neste capitulo serd realizado um estudo utilizando dados artificiais, para verificar se os
modelos ajustados s@o os mais condizentes com os dados artificiais gerados inicialmente. O

apéndice A contém os cddigos utilizados para gerar os resultados deste capitulo.

O conjunto de dados artificiais, de tamanho n = 156, foi gerado a partir de um modelo
Poisson AR(1) ZM, com parametros ¢ = 0,8, v = -0,7 e 6 = 1,3, sem o uso de varidveis
explicativas. Dois modelos foram ajustados: Poisson AR(1) ZM e COM-Poisson AR(1) ZM.

O modelo Poisson AR(1) zero-modificado é escrito como:

Jzmp (Yispe, i Fio1) = (L= wi) 1y + i fz7p (is e Fr-1),

—pr Yt
com fzrp(ye | Fr—1) = ytf(lﬂ_—’;im)(l —1(y,)). Para completar o modelo, as fung¢des de ligagdo

sao dadas por:

log(u:) = plog (v ;)
logit(w;) =y +6log(y) ;).

No caso do modelo COM-Poisson AR(1) ZM, tem-se:

fzmep (Yt 0, i Fim1) = (1 = wy) L(y,) + @i fzrep (Ves e 91 F1-1)s

em que ZTCP representa a distribuicao condicional de COM-Poisson zero truncada, isto &,

1y eud”
fzrep(yepe ol Fi-1) = — !

T(l—hm)-
(o) -
n=0 n!
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Para completar o modelo, as funcdes de ligacdo sao dadas por:

log(k:) = plog(vy_)
logit(w;) = y+68log(yr ).

A Figura 4 representa o conjunto de dados gerados.

Figura 4 — Gréfico da série temporal e grafico de barras referentes aos dados artificiais
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4.1 Usando a distribuicao Poisson ZM com os dados artifici-
ais

O modelo Poisson ZM foi ajustado aos dados artificiais, utilizando o programa JAGS no
R Core Team (2018) por meio dos pacotes “rjags” e “runjags”, criados por Plummer (2016) e

Denwood (2016), respectivamente.

Nesta aplicagdo, foram utilizadas 3 cadeias, adaptagado (adapt) feita em 1000 passos e
burning de 4000 passos. O tamanho da amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia, com

thin igual a 1.

Os sumadrios das distribuicdes a posteriori do modelo Poisson AR(1) ZM sao dados na
Tabela 4. A Figura 5 ilustra os intervalos de credibilidade para os parametros do modelo. Os

intervalos interno e externo contém 68% e 95% das observagdes, respectivamente.

As Figuras 6 a 8 apresentam os diagndsticos a posteriori do modelo COM-Poisson AR(1)
ZM. O tamanho amostral eficaz (ESS) é dado no quadro superior direito, € no quadro inferior
direito € mostrado o erro padrao da estimativa de Monte Carlo (MCSE), calculado pela divisao

entre o desvio padrao e a raiz do tamanho amostral eficaz.
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Tabela 4 — Sumarios das distribui¢des a posteriori para o modelo Poisson AR(1) ZM para os dados

artificiais
. Valor .. Desvio Erro

Pardmetro Verdadeiro Média Padrao Padrao HDI (95%)
1) 0,8 0,5691 0,2540 0,0017 [0,0643;1,0542]
0% -0,7 -0,5196 | 0,2556 0,0025 | [-1,0283;-0,0240]
1) 1,3 1,5423 0,4090 0,0040 [0,7506;2,3530]

Figura 5 — Intervalos de credibilidade para os parAmetros do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados
artificiais

delta

phi —

gamma —_—
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Figura 6 — Diagnéstico MCMC do parametro ¢ do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados artificiais
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Figura 7 — Diagnéstico MCMC para o parametro y do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados artificiais
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Figura 8 — Diagnéstico MCMC para o pardmetro ¢ do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados artificiais
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4.2 Usando a distribuicado COM-Poisson ZM com os dados

artificiais

O modelo COM-Poisson ZM também foi ajustado aos dados artificiais, utilizando o
programa JAGS no R Core Team (2018) por meio dos pacotes “rjags” e “runjags”, criados por
Plummer (2016) e Denwood (2016), respectivamente.

Nesta aplicacdo, também foram utilizadas 3 cadeias, adaptacao (adapt) feita em 1000
passos e burning de 4000 passos. O tamanho da amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia,

com thin igual a 1.

Os sumdrios das distribui¢des a posteriori do modelo COM-Poisson AR(1) ZM sdo dados
na Tabela 5. A Figura 9 ilustra os intervalos de credibilidade para os parametros do modelo. Os
intervalos interno e externo contém 68% e 95% das observacdes, respectivamente. As Figuras 10

a 13 apresentam os diagnoésticos a posteriori do modelo COM-Poisson AR(1) ZM.

Note que nenhum parametro inclui o valor zero dentro dos intervalos de credibilidade; no
entanto, o intervalo de credibilidade do parametro ¢ inclui o valor 1, 0 que mostra que o modelo

ajustado ndo exclui a possibilidade de os dados serem provenientes da distribui¢cao de Poisson
zero-modificada.



54 Capitulo 4. Estudo com dados artificiais

Tabela 5 — Sumdrios das distribui¢des a posteriori para o modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados

artificiais

Parimetro Ve\;zlg’éeim Média gzz:;‘(’) PI’?CI{;)&O HDI (95%)
p 0.8 0,5460 | 0,2348 | 0,0016 | [0,0888;1,0040]
y ~0.7 ~0,5249 | 0,2521 | 0,0025 | [=1,0182;-0,0334]
S 1,3 1,5376 | 0,4059 | 0,0040 | [0,7702;2,3586]
¢ 1,0 1,3067 | 0,2682 | 0,0019 | [0,7907;1,8207]

Figura 9 — Intervalos de credibilidade para os pardmetros do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os
dados artificiais
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Figura 10 — Diagnéstico MCMC do parametro ¢ do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados
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Figura 11 — Diagnéstico MCMC para o parametro y do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados
artificiais
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Figura 12 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢ do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados
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Figura 13 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢ do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados

Valor do parametro

Gelman-Rubin

artificiais

25
1

o _|
w _|
=4 T T T T T T
6000 10000 14000
lteracdes
b 8
= | i median
= | me Bk
— ]
3 i
& — 11
3 L
et L
| I 0%
8 I‘u'l \\ }.f\\ s i
(o]
= | T | T | T
6000 8000 12000 16000

Ultima iterag3io da cadeia

Autocorrelagao

Densidade

11 ESS = 20952.4
=1
i
—
|
< | i
| ] i
iR
i1
g —-T—Wr“mw-?-
0 10 20 30 40
Defasagem
L‘—J' = -
= b MCSE =
R 0.00185
C’. i 4 ",
== { k]
/ ?‘,
0 / Y
= JJ" 1\‘
%
L=} 1 95% HOI it
o PR T T
05 1.0 15 2.0 25

Valor do parametro



4.3. Comparagdo entre os modelos analisados na aplicacdo com os dados artificiais 57

4.3 Comparacao entre os modelos analisados na aplicacao

com os dados artificiais

Os valores de DIC para os modelos Poisson AR(1) ZM e COM-Poisson AR(1) ZM
foram 3080 e 3079, respectivamente. Isso indica que, apesar de haver um pardmetro a mais para
ser estimado no modelo COM-Poisson ZM, isso ndo afetou negativamente o ajuste, uma vez
que a distribuicdo COM-Poisson comtempla a distribui¢do Poisson como um caso especial e a

penalidade devida ao parametro adicional ndo foi significativa.

Os valores de EBIC também foram calculados; no entanto, devido a similaridade com
os valores de DIC, assim como nio alteracdo nas conclusdes, os valores de EBIC nao foram
replicados na Tabela 6.

Tabela 6 — Valores de DIC para os modelos Poisson ZM e COM-Poisson ZM ajustados aos dados artificiais

DIC AR(1)
Poisson ZM 3080
COM-Poisson ZM | 3079
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CAPITULO

APLICACOES EM DADOS REAIS

Neste capitulo serdo realizadas aplicagdes em dois conjuntos de dados reais. O primeiro
conjunto de dados analisado para esta tese trata-se de contagens de casos confirmados de sindrome

da rubéola congénita (SRC) no estado de Sao Paulo entre os anos de 2007 e 20131.

Os dados sao representados na Figura 14. Note a quantidade demasiada de observagdes
iguais a zero no conjunto de dados. Isso se deve ao fato de a rubéola congénita estar bem
controlada no Brasil; no entanto € de grande importancia o monitoramento da doenga devido a

possibilidade de haver epidemias.

Figura 14 — Grafico da série temporal e grafico de barras referentes 2 SRC no estado de Sao Paulo
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A Figura 15 mostra os graficos da varidvel y’, representando os dados de rubéola versus
suas defasagens. No canto superior direito de cada gréifico ha a estimativa de autocorrelagdo entre

as observagdoes notempoter—i,i=1,...,12.

' Os dados podem ser recuperados por meio do link <http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinannet/

cnv/srubeolacsp.def>, selecionando como linha o ano do diagndstico e como coluna o respectivo més.


http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinannet/cnv/srubeolacsp.def
http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinannet/cnv/srubeolacsp.def
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Figura 15 — Gréfico de defasagens para os dados de SRC
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Por meio da Figura 15, pode-se perceber que de forma geral as autocorrelacdes diminuem

quanto maior a defasagem e a autocorrelagdo mais forte ocorre quando a defasagem € igual a 1.

5.1 Usando a distribuicao Poisson ZM com os dados de SRC

Para ilustrar a primeira aplicacdo, foi escolhido primeiramente o modelo mais simples,
isto €, autorregressivo de primeira ordem. Assim, fazendo uso da equacao (2.5), o modelo Poisson
AR(1) ZM ¢ escrito como:

famp (e prs i Fr1) = (1 _wt)l(y,) +y fzrp (Ve | Fi-1),

—pgt Yt
com fzrp(ye e |Fi-1) = %(1 —1(y,)). Para completar o modelo, as fung¢des de ligagdo

sdo dadas por:

log(ur) = B+¢log(yr_;)
logit(w;) = y+68log(yr ).
O modelo Poisson AR(1) ZM foi aplicado para ajustar os dados de SRC. O programa

JAGS foi utilizado por meio dos pacotes “rjags” e “runjags” no R Core Team (2018), criados por

Plummer (2016) e Denwood (2016), respectivamente.
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O modelo com o pardmetro S resultou em parametros nao significativos; assim, optou-se

pelo modelo Poisson AR(1) sem o parametro . Os sumadrios a posteriori para os parametros sao

disponibilizados na Tabela 7 e os resultados de diagndstico sdo apresentados nas Figuras 16 a 18.

Tabela 7 — Sumadrios das distribui¢des a posteriori para o modelo Poisson AR(1) ZM para os dados de SRC

Pardmetro | Média | Desvio Padrao | Erro Padrao HDI (95%)
1) 0,7180 0,1911 0,00129 [0,3379;1,0836]
0% -0,6673 0,2993 0,00248 [-1,2550;-0,0749]
0 1,1085 0,4284 0,00351 [0,2830;1,9588]

Figura 16 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢ do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados de SRC
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Figura 17 — Diagnéstico MCMC para o parametro v do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados de SRC
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Figura 18 — Diagn6stico MCMC para o pardmetro ¢ do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados de SRC
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Para realizar os gréficos de diagndstico e calcular os intervalos HDI também foi utilizado

o pacote “DBDA2E-utilities”, criado por Kruschke (2015). Nesta aplicacdo foram utilizadas
3 cadeias, adaptacdo (adapt) feita em 1000 passos e burning de 4000 passos. O tamanho da
amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia, com thin igual a 1.
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Note no canto superior direito das Figuras 16, 17 e 18 o tamanho amostral eficaz, que foi

acima de 14000 para todos os parametros.

Os quadros a esquerda nas Figuras 16, 17 e 18 indicam convergéncia das cadeias. As
estimativas das curvas das distribui¢des a posteriori sao mostradas no canto inferior direito. Note

como as curvas se sobrepdem, indicando uma vez mais a convergéncia das cadeias.

A Figura 19 mostra o resultado do procedimento de checagem preditiva a posteriori.
Foram gerados 20 conjuntos de dados ficticios do modelo Poisson AR(1) ZM com 84 observacdes
em cada conjunto. Para gerar as réplicas, foram amostrados 20 valores de cada um dos parametros

estimados pelo método MCMC, isto é, q3, ve 5.

Figura 19 — Comparacao entre valores observados e ajustados para o modelo Poisson AR(1) ZM para os
dados de SRC. As barras a esquerda representam os dados observados e a direita os dados

ajustados
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Pode-se perceber que, de maneira geral, o modelo consegue captar o excesso de zeros; no
entanto, para essas 20 réplicas, o modelo nao gerou observacdes superiores a 6, 0 que ocorre
nos dados de rubéola (aparecem 7 casos no més de maio de 2008, por exemplo). Talvez ordens
superiores ou outra distribuicdo base, como a COM-Poisson, sejam capazes de gerar observacoes

maiores.

Para testar novamente o uso da distribuicao Poisson ZM para ajustar os dados de SRC,
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os modelos Poisson AR(2) ZM e Poisson ARMA(1,1) ZM também foram implementados. O

modelo Poisson AR(2) € escrito da seguinte maneira:

fzmp (Vs e, i Fio1) = (1 = wi) 1y, + 01 fz7p (Yis e Fr-1) -

Para completar o modelo, as func¢des de ligacao sdo dadas por:

log(ur) = B+¢1log(yy_,) +¢2log(v,)
logit(w;) =y +68; log(y:‘_l) +82 log(y;_z).

Os modelos com os parametros § e/ou y resultou em parametros ndo significativos, assim,

o modelo sem estes dois parametros foi analisado.

Para esse modelo, foi utilizado thin =5, para diminuir a autocorrelacio entre os elementos
das cadeias e, assim, aumentar o tamanho amostral eficaz. A Tabela 8 mostra os sumarios das

distribui¢des a posteriori dos parametros do modelo Poisson AR(2) ZM.

Tabela 8 — Sumdrios das distribuigdes a posteriori para o modelo Poisson AR(2) ZM para os dados de SRC

Parametro | Média | Desvio Padrao | Erro Padrao HDI (95%)
o1 0,9291 0,2488 0,00143 [0,4298;1,3995]
103 -0,4321 0,3362 0,00191 [—1,0980;0,2183]
01 0,8530 0,4689 0,00252 [—0,0501;1,7801]
) 1,4013 0,4806 0,00255 [0,4574;2,3451]

As Figuras 20 a 23 mostram o diagndstico das cadeias geradas. Note que o tamanho

amostral eficaz foi superior a 30000 para todos os parametros do modelo.
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Figura 20 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢; do modelo Poisson AR(2) ZM para os dados de SRC
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Figura 21 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢, do modelo Poisson AR(2) ZM para os dados de SRC
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Figura 22 — Diagndstico MCMC para o pardmetro ¢; do modelo Poisson AR(2) ZM para os dados de SRC
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Figura 23 — Diagndstico MCMC para o pardmetro 6> do modelo Poisson AR(2) ZM para os dados de SRC
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Figura 24 — Distribui¢des a posteriori do modelo Poisson AR(2) ZM com regides de equivaléncia pratica

para os dados de SRC
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Analisando os quadros a esquerda das Figuras 20 a 23 verifica-se que as cadeias parecem
ter convergido, pelo aspecto visual (quadros superiores a esquerda) e pelo critério numérico

(quadros inferiores a esquerda), por meio da estatistica de Gelman-Rubin.

Por meio dos intervalos de credibilidade (HDI (95%)) dispostos na Tabela 8, pode-se
perceber que o valor zero estd incluido em dois intervalos de credibilidade: os referentes aos

parametros ¢, e 0;. Uma andlise mais detalhada € mostrada na Figura 24.

Note que os HDIs dos parametros ¢; e 0, excluem a regido de equivaléncia pratica
(ROPE) em torno do valor zero; no entanto, isso nao ocorre nos HDIs dos parametros ¢ e d,. No
caso do parametro ¢,, aproximadamente 11% das observagdes geradas desse pardmetro estdao na
ROPE que abrange os valores de —0, 1 a 0, 1, enquanto que aproximadamente 3% das observacdes
geradas do parametro 1 estdo no intervalo de —0,1 a 0, 1. Assim, os HDIs dos parametros ¢, e
01 ndo excluem a ROPE em torno de zero. Portanto, o modelo Poisson AR(2) ZM nao se mostrou
melhor que o modelo mais simples, Poisson AR(1) ZM, uma vez que dois de seus parametros

nao sdo significativos.

O modelo Poisson ARMA(1,1) também foi implementado, usando thin=5. A equacdo do
modelo Poisson ARMA(1,1) ZM é como segue:

Jfzmp (e e, i Fio1) = (1= wi) 1y, + w1 fzrp (Yis el Fi-1)
log(u;) = ¢10g(y,*_1) +910g()’;_1//1t—1)
logit(w;) = 6log(y) ).
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A Tabela 9 mostra os resultados a posteriori e os diagndsticos a posteriori sdo apresentados
nas Figuras 25 a 27.

Tabela 9 — Sumadrios das distribui¢cdes a posteriori para o modelo Poisson ARMA(1,1) ZM para os dados

de SRC

Pardmetro | Média | Desvio Padrdo | Erro Padrao HDI (95%)
0] 0,4315 0,2981 0,00189 [-0,1719;0,9884]
0 0,5401 0,2096 0,00147 [0,1268;0,9033]
0 1,6189 0,3878 0,00202 [0,8723;2,3891]

Figura 25 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢ do modelo Poisson ARMA(1,1) ZM para os dados
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Figura 26 — Diagnéstico MCMC para o pardmetro 8 do modelo Poisson ARMA(1,1) ZM para os dados de

SRC
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Figura 27 — Diagnéstico MCMC para o pardmetro 6 do modelo Poisson ARMA(1,1) ZM para os dados de

SRC
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A Figura 28 mostra as ROPEs para os parametros do modelo Poisson ARMA(1,1) ZM.
Observe como o HDI do parametro ¢ inclui a ROPE que abrange o intervalo de —0,1a0,1. A

ROPE que abrange o mesmo intervalo quase nao € excluida pelo HDI do parametro 6. Assim,
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entre os modelos ajustados com base na distribuicao de Poisson ZM, o de menor ordem foi capaz

de explicar melhor os dados e cujos parametros sao todos significativos.

Figura 28 — Distribui¢des a posteriori do modelo Poisson ARMA(1,1) ZM com regides de equivaléncia
prética para os dados de SRC
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Antes de passar para os proximos modelos, € importante notar a importancia da checagem
preditiva a posteriori. Como forma de ilustracdo dessa afirmac¢do, o modelo Poisson AR(1), sem
modificacdo no zero, foi utilizado para ajustar os dados de rubéola. Para esse modelo nao foi

necessdrio utilizar thin diferente de 1. A equacdo do modelo Poisson AR(1) € como segue:

- Vi
ety

V!

fe(ye el Fio1) =

Para completar o modelo, a fun¢do de ligacdo é dada por:

log(p,) = plog(y} )

A Tabela 10 mostra os resultados a posteriori para o parametro ¢ do modelo Poisson
AR(D).

Tabela 10 — Sumadrios da distribuicdo a posteriori para o modelo Poisson AR(1) para os dados de SRC

Pardmetro | Média | Desvio Padrao | Erro Padrao HDI (95%)
1) 0,9118 0,1298 0,00088 [0,6547;1,1617]

A Figura 29 mostra o diagndstico MCMC para o parametro ¢ do modelo Poisson AR(1).
Note no diagndstico das cadeias como o tamanho amostral eficaz foi alto (acima de 22000), assim

como a Estatistica de Gelman-Rubin foi satisfatoria.

No entanto, a Figura 30 mostra que esse modelo ndo conseguiu ajustar bem os dados. Isso

ocorre porque o diagndstico analisa os parametros do modelo em si, e ndo o ajuste do modelo.
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Figura 29 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢ do modelo Poisson AR(1)
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Por isso, € importante a fase de checagem a posteriori para verificar se o0 modelo escolhido
consegue imitar os dados. Aqui cabe ressaltar que a coluna representada pelo niimero 8 na Figura
30 representa os valores iguais ou superiores a 8.

Por fim, conclui-se que entre os modelos ajustados com base na distribui¢do de Poisson

ZM, o de menor ordem € o que consegue explicar melhor os dados e cujos parametros sao todos
significativos.

5.2 Usando a distribuicao COM-Poisson ZM com os dados de
SRC

Aplicando a distribui¢do COM-Poisson, o modelo COM-Poisson ARMA ZM € escrito
como

fzmcp (Ve e, @, wi|Fi1) = (1 = wi) 1y, + Wi fzrep (Vs e 9l Fi-1)

em que ZTCP representa a distribuicao condicional de COM-Poisson zero truncada, isto €,

1y 1eul

oo n\¢
2 ) -
n=0 n!

Para completar o modelo, as func¢des de ligacdo para o modelo mais simples (COM-Poisson

fzrep (e, @l Fiz1) = (1-1¢,).
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Figura 30 — Comparacio entre valores observados e ajustados para o modelo Poisson AR(1) usando os

dados de SRC. As barras a esquerda representam os dados observados e a direita os dados

ajustados
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AR(1) ZM) sdo dadas por:

log(u) = B+ ¢log(yy:)
logit(w;) =y +8log(y) ;).

O modelo com os pardmetros S e vy resultou em parametros ndo significativos, assim
como o0 modelo com o parametro 5 € sem o parametro y. O modelo com o pardmetro y e sem o

parametro S resultou em todos os parametros serem significativos.

Nesta aplicagdo foram utilizadas 3 cadeias, adaptacdo feita em 1000 passos e burning de
4000 passos. O tamanho da amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia, com thin igual a 1.
Os sumarios das distribui¢des a posteriori do modelo COM-Poisson AR(1) ZM sao dados na
Tabela 11. O intervalo de credibilidade para o parametro ¢ inclui o valor 1, ndo excluindo, assim,

a possibilidade de os dados terem como base a distribuicao Poisson ZM.

A Figura 31 ilustra os intervalos de credibilidade para os parametros do modelo. Os
intervalos interno e externo contém 68% e 95% das observacoes, respectivamente. As Figuras 32

a 35 apresentam os diagnésticos a posteriori do modelo COM-Poisson AR(1) ZM.
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Tabela 11 — Sumdrios das distribui¢cdes a posteriori para o0 modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados

de SRC
Parametro | Mé&dia | Desvio Padrao | Erro Padrao HDI (95%)
1) 0,7022 0,2256 0,0016 [0,2454;1,1203]
0% -0,6667 0,2973 0,0025 [-1,2543;-0,0913]
0 1,1089 0,4300 0,0037 [0,2799;1,9694]
@ 0,7986 0,2126 0,0015 [0,4044;1,2175]

Figura 31 — Intervalos de credibilidade para os pardmetros do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os

dados de SRC
delta -
varphi —_—
phi | E—
gamma —————
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Figura 32 — Diagnéstico MCMC do pardmetro ¢ do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados de
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Figura 34 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢ do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados

de SRC
=]
- =
5 2 ESS = 13779.2
E o 240
<@ & <)
(5] = 4
8 = '.
o 4
o Qo < \
=] E ] ]
5 S
Tou | < o | .- ' h#w . saseesy-
= T T T T T T =
6000 8000 12000 16000 0 10 20 30 40
lteracoes Defasagem
c ! , 7 MCSE =
- — m Iy
g &1 = e | 6 £ % 0.00366
o e 1) = 4 4
= 5 i = .-; \
= ]
© a | ! g ; o] { %
E =40 @ J ‘
E Tad O - P "t‘.
G g S g | 95% HDI g~
= I T I T I T T T T I T
6000 8000 12000 16000 -1 0 1 2 3
Ultima iteracao da cadeia Valor do parametro

Figura 35 — Diagnéstico MCMC para o parametro ¢ do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados

de SRC
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Note, por meio dos intervalos de credibilidade na Tabela 11 e Figura 31, que todos os

parametros do modelo COM-Poisson AR(1) ZM sem o parametro S sdo significativos.
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Figura 36 — Comparacdo entre valores observados e ajustados para o modelo COM-Poisson AR(1) ZM
usando os dados de SRC. As barras a esquerda representam os dados observados e a direita os
dados ajustados

B0 - B0~ B0 - B0~
40- 40- 40- 40-
20~ 20+ 20 - 20-
0- 0- 0- 0-

01234567 01234567 01234567 01234567

gg _HL ED-H_LR gg :H_L ED-H_L

40 - 40+ 40 - 40 -

20 - 20 - 20 - 20 =

R e e e e e ] P o e e e e ] R o e e e e e e o = 5 B Bl Bl B |
01234567 01234567 01234567 01234567

&0 = 60~ &0 - 60 -

40 - 40 - 40 - 40 =

20~ 20+ 20 - 20+

) = e e o e R e e e e ] R o e e e e e o = B BB |
01234567 01234567 01234567 01234567

60 - 60 - o B0 -

4D-H_l‘h-> 4D-H_|'h-> EEH:L:E__‘ 4D-|:I:L:|1._:_‘

20 - 20 - 20 - 20 -

0 = e e o e PR o e N R e e s e e e ] e o s SRS EE |
01234567 01234567 01234567 01234567

&0~ 60- &0~ 60-

40 - 40 = 40 - 40 =

20- 20+ 20- 20 -

R e e e e e () = —— e ) = e e et o e e o = Sl R B B |
01234567 01234567 01234567 01234567

A Figura 36 mostra o resultado do procedimento de checagem preditiva a posteriori para
o modelo COM-Poisson AR(1) ZM. Foram gerados 20 conjuntos de dados ficticios do modelo
COM-Poisson AR(1) ZM com 84 observacdes em cada conjunto.

Para gerar as réplicas, foram amostradas 20 quiadruplas dos pardmetros estimados pelo
método MCMC, isto é, ¢, ¥, § e ¢. Dos 20 conjuntos de dados ficticios do modelo COM-Poisson
AR(1) ZM, 3 apresentaram obervagdes superiores a 5, o que nao havia ocorrido com os modelos

que utilizaram como base a distribui¢ao de Poisson.

O modelo COM-Poisson MA(1) ZM foi ajustado aos dados de rubéola congénita e

resultou em pardmetros significativos, como pode ser visto na Tabela 12 e na Figura 37.

Tabela 12 — Sumadrios das distribuicdes a posteriori para 0 modelo COM-Poisson MA(1) ZM para os

dados de SRC
Pardmetro | Média | Desvio Padriao | Erro Padrao HDI (95%)
0 0,6877 0,1244 0,0012 [0,4293;0,8784]
y —-1,0333 0,2510 0,0017 [—1,5245;-0,5376]
@ 0,8873 0,2376 0,0018 [0,4499;1,3592]
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Figura 37 — Intervalos de credibilidade para os parametros do modelo CP MA(1) ZM para os dados de
SRC
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Também foram estudadas outras ordens do modelo COM-Poisson ARMA ZM para os
dados de rubéola congénita: AR(2) e ARMAC(1,1), no entanto esses modelos resultaram em

parametros nao significativos.

5.3 Comparacao entre os modelos analisados na aplicacao

com os dados de rubéola

Nesta se¢ao, € feita uma comparacao entre os modelos estudados para os dados de rubéola

por meio do critério de informacdo da deviancia.

A Tabela 13 mostra os valores de DIC para os modelos ajustados com as distribuicoes
Poisson ARMA ZM e COM-Poisson ARMA ZM e cujos parametros foram todos significativos.
Pode-se perceber que tanto para o modelo Poisson ARMA ZM como para o modelo COM-Poisson
ARMA 7ZM, a melhor ordem foi AR(1).

Os valores de EBIC também foram calculados; no entanto, devido a similaridade com
os valores de DIC, assim como nao alteragdo nas conclusdes, os valores de EBIC nao foram

replicados na Tabela 13.
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Tabela 13 — Valores de DIC para os modelos Poisson ZM e COM-Poisson ZM ajustados aos dados de SRC

DIC AR(1) | MA(1)
Poisson ZM 1674 1676
COM-Poisson ZM | 1674 1677

5.4 Usando adistribuicao Poisson ZM com os dados de sifilis

Para uma segunda aplicagdo, serd utilizado o conjunto de dados de notificacoes de sifilis
congénita em que houve complicagdes graves as criangas nascidas de mdes com a doenca. Foram
selecionados os casos em que houve morte do bebé, seja por aborto espontaneo durante a gestagao

ou morte quando do nascimento, relacionados com a doenga.

A sfifilis, diferentemente da rubéola, ndo possui vacina disponivel, sendo as melhores
medidas para combaté-la a prevencdo e acompanhamento durante o pré-natal caso a paciente
esteja gravida. O tratamento € relativamente simples, mas se a doenga nio € tratada o feto pode

sofrer complicagdes graves e chegar a 6bito.

Apesar da quantidade de informacgao disponivel em varios meios de comunicacao, os
casos de sifilis aumentaram no ultimos anos e, sem um tratamento adequado ao tema por parte
de gestores publicos, empresas e populacdo, muitos casos que poderiam ser evitados ainda

ocorrerao.

Os dados estudados sao de Brasilia-DF no periodo de janeiro de 2007 a dezembro de

2018, totalizando 144 observacoes. 2

Figura 38 — Grafico da série temporal e gréfico de barras referentes a sifilis congénita com 6ébito em
Brasilia-DF
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2 Os dados podem ser encontrados em <http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinannet/cnv/sifilisdf.

def>, selecionando como linha o ano de diagndstico e como coluna o respectivo més, e a classificaciao
final como “Natimorto/Aborto por Sifilis”.


http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinannet/cnv/sifilisdf.def
http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinannet/cnv/sifilisdf.def
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Para ilustrar a primeira aplicagdo com os dados de sifilis, foi escolhido primeiramente o
modelo mais simples, isto €, Poisson autorregressivo de primeira ordem zero modificado. Os
modelos utilizando os parametros 5 ou y ou ambos resultaram em parametros nao significativos,
sendo escolhido entdo dentre os modelos Poisson AR(1) ZM aquele com apenas com o0s

parametros ¢ € 6.

Os sumdrios a posteriori para os parametros sao disponibilizados na Tabela 14 e os

resultados de diagnodstico sdo apresentados nas Figuras 39 e 40.

Nesta aplicacao foram utilizadas 3 cadeias, adaptagdo (adapt) feita em 1000 passos e
burning de 4000 passos. O tamanho da amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia, com

thin igual a 1. Note que as cadeias convergiram e o tamanho amostral eficaz foi alto.

A Figura 41 mostra o resultado do procedimento de checagem preditiva a posteriori para
0 modelo Poisson AR(1) ZM. Foram gerados 20 conjuntos de dados ficticios do modelo Poisson

AR(1) ZM com 144 observagdes em cada conjunto.

Para gerar as réplicas, foram amostrados 20 pares dos pardmetros estimados pelo método
MCMCG, isto é, ¢ e §. Com cada vetor de pardmetros estimado, foram geradas 20 amostras com
144 observagdes em cada. Nota-se que em alguns conjuntos de dados foi ajustada uma quantidade

maior observagdes iguais a 1 (um) do que o observado nos dados reais.

Tabela 14 — Sumarios das distribuicdes a posteriori para o modelo Poisson AR(1) ZM para os dados de
sifilis

Parametro | Média | Desvio Padrdo | Erro Padrao HDI (95%)
1) 0,4504 0,1944 0,0013 [0,0712;0,8269]
0 0,5280 0,2560 0,0017 [0,0349;1,0303]
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Figura 39 — Diagnéstico MCMC para o pardmetro ¢ do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados de sffilis
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Figura 40 — Diagndstico MCMC para o pardmetro ¢ do modelo Poisson AR(1) ZM para os dados de sfilis
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O modelo Poisson AR(2) ZM também foi ajustado aos dados. No entanto, todos os
parametros foram nao significativos, como mostra a Figura 42, em que todos os parametros

apresentaram regides de equivaléncia préatica incluindo o zero.

O modelo Poisson MA(1) ZM com os parametros 6 e vy foi ajustado aos dados, e ambos
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Figura 41 — Comparagao entre valores observados e ajustados para o modelo Poisson AR(1) ZM usando
os dados de sifilis. As barras a esquerda representam os dados observados e a direita os dados

ajustados
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os parametros foram significativos. O modelo com o parametro 3, além dos parametros 6 e vy,

resultou em S nao significativo.

Nesta aplicagdo também foram utilizadas 3 cadeias, adaptacdo feita em 1000 passos e
burning de 4000 passos. O tamanho da amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia, com

thin igual a 1.

Assim, fazendo uso da equacdo (2.5), o modelo Poisson MA(1) ZM € escrito como:

Szmp (yes e, 4| Fr1) = (1 _wz)l(y,) +w; fzrp(Ves el Fi-1)

~ut

Yt
com fzrp(ye; | Fi-1) = ﬁ(l —1(,,)). Para completar o modelo, as fung¢des de ligagio

sdo dadas por:

log(u;) = 0log(y;_/ms-1)
logit(w;) =.

Os sumadrios a posteriori para os parametros sao disponibilizados na Tabela 15 e os
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Figura 42 — Distribui¢des a posteriori do modelo Poisson AR(2) ZM com regides de equivaléncia pratica

para os dados de sifilis
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resultados de diagndstico sdo apresentados nas Figuras 43 e 44, que mostram que as cadeias

convergiram e o tamanho amostral eficaz foi alto para ambos os parametros.

Nesta aplicacdo também foram utilizadas 3 cadeias, adaptacao (adapt) feita em 1000
passos e burning de 4000 passos. O tamanho da amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia,

com thin igual a 1. Note que as cadeias convergiram e o tamanho amostral eficaz foi alto.

A medida DIC (critério de informagdo da deviancia) foi calculada tanto para o modelo
Poison AR(1) ZM quanto Poisson MA(1) ZM, e em ambos os modelos o valor foi igual a 2958.

Para verificar a capacidade do modelo Poisson MA(1) ZM de gerar dados préximos
aos observados, a andlise preditiva a posteriori foi realizada, usando a mesma metodologia dos
modelos anteriores. O resultado encontra-se na Figura 45. As tltimas barras de cada gréfico

representam os valores iguais ou superiores a seis.

Tabela 15 — Sumadrios das distribuicdes a posteriori para o modelo Poisson MA(1) ZM para os dados de
sifilis

Parametro | Média | Desvio Padrao | Erro Padrao
6 0,3402 0,1596 0,00108
0% -0,3854 0,1700 0,00114

HDI (95%)
[0,0236;0,6311]
[-0,7253;-0,0617]
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Figura 43 — Diagnéstico MCMC para o parametro 6 do modelo Poisson MA(1) ZM para os dados de sifilis
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Figura 44 — Diagnéstico MCMC para o pardmetro y do modelo Poisson MA(1) ZM para os dados de

sifilis
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O modelo Poisson ARMA(1,1) também foi ajustado aos dados de sifilis, no entanto,

resultou em parametros ndo significativos.
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Figura 45 — Comparacio entre valores observados e ajustados para o modelo Poisson MA(1) ZM usando
os dados de sifilis. As barras a esquerda representam os dados observados e a direita os dados

ajustados
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5.5 Usando a distribuicao COM-Poisson ZM com os dados de
sifilis

Fazendo uso agora da distribuicio COM-Poisson, 0 modelo COM-Poisson AR(1) ZM
com os parametros S e y resultou em parametros nao significativos, assim como o modelo com o

parametro 8 € sem o parametro y ou com o parametro y, mas sem o parametro f.
O modelo sem os parametros (3 € y resultou em todos os parametros serem significativos.

Nesta aplicacdo foram utilizadas 3 cadeias, adaptacao feita em 1000 passos e burning de

4000 passos. O tamanho da amostra escolhido foi de 12000 para cada cadeia, com thin igual a 1.

Os sumdrios das distribui¢des a posteriori do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os
dados de sifilis sdo dados na Tabela 16. As duas tltimas colunas especificam o tamanho amostral
eficaz e a estatistica de Gelman-Rubin para cada parametro, respectivamente. O intervalo de
credibilidade para o paradmetro ¢ inclui o valor 1, ndo excluindo, assim, a possibilidade de os

dados terem como base a distribui¢do Poisson ZM.

A Figura 46 ilustra os intervalos de credibilidade para os parametros do modelo. Os
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intervalos interno e externo contém 68% e 95% das observacdes, respectivamente. Vale ressaltar
que esse grafico mostra os intervalos de credibilidade utilizando os quantis da distribui¢do a

posteriori de cada parametro, e ndo os intervalos de alta densidade.

Tabela 16 — Sumdrios das distribui¢cdes a posteriori para 0 modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os dados

de sifilis
Parametro | Média | Desvio Padrao | Erro Padrao HDI (95%) ESS R
1) 0,4713 0,2058 0,0014 [0,0689;0,8732] | 21701 | 1.0003
0 0,5261 0,2629 0,0017 [0,0222;1,0443] | 22348 | 1.0001
@ 0,8636 0,1422 0,0010 [0,5935;1,1498] | 20259 1

Figura 46 — Intervalos de credibilidade para os pardmetros do modelo COM-Poisson AR(1) ZM para os
dados de sifilis
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Por meio da Figura 46, depreende-se que todos os parametros sdo significativos, pois
os intervalos de credibilidade nao contém o valor zero. Para verificar a capacidade do modelo
COM-Poisson AR(1) ZM de gerar dados préximos aos observados, a andlise preditiva a posteriori
foi realizada, como mostra a Figura 47. As ultimas barras de cada gréfico representam os valores

a partir de seis.

O modelo COM-Poisson AR(2) também foi ajustado aos dados, porém resultou em
parametros ndo significativos, mesmo retirando S e y do modelo. A Figura 48 mostra esse

resultado.
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Os modelos COM-Poisson MA(1) ZM e ARMA(1,1) ZM também foram ajustados aos

dados de sifilis, porém resultaram em parametros nao significativos.

Figura 47 — Comparacdo entre valores observados e ajustados para o modelo COM-Poisson AR(1) ZM
usando os dados de sifilis. As barras a esquerda representam os dados observados e a direita
os dados ajustados
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5.6 Comparacao entre os modelos analisados na aplicacao

com os dados de sifilis

Nesta se¢ao, € feita uma comparacao entre os modelos estudados para os dados de sifilis

por meio do critério de informacdo da deviancia.

A Tabela 17 mostra os valores de DIC para os modelos ajustados com as distribui¢des
Poisson ARMA ZM e COM-Poisson ARMA ZM. Pode-se perceber que para o modelo Poisson
ARMA ZM, as melhores ordens foram AR(1) e MA(1), e para 0 modelo COM-Poisson ARMA
ZM, a ordem escolhida foi AR(1), pois outras ordens estudadas levaram a modelos com parametros

ndo significativos.

Os valores de EBIC também foram calculados; no entanto, devido a similaridade com

os valores de DIC, assim como nio alteracdao nas conclusdes, os valores de EBIC nao foram
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Figura 48 — Intervalos de credibilidade para os pardmetros do modelo COM-Poisson AR(2) ZM para os
dados de sifilis
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replicados na Tabela 17.

Tabela 17 — Valores de DIC para os modelos Poisson ZM e COM-Poisson ZM ajustados aos dados de
sifilis

DIC AR(1) | MA(1)
Poisson ZM 2958 2958
COM-Poisson ZM | 2958 -
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CAPITULO

PREVISAO EM MODELOS DA FAMILIA SERIE DE
POTENCIA ARMA ZM

Neste capitulo sdo apresentados os resultados de previsao nos modelos Poisson AR(1)
ZM e COM-Poisson AR(1) ZM para os dados de rubéola e sifilis estudados no capitulo 5.

6.1 Previsao no modelo Poisson ZM com os dados de SRC

A previsdo para futuros valores do processo Y (¢ + &) para algum & > 0, originando dos
dados observados até o tempo ¢ (D;), é calculada pelo valor esperado condicional E(Y (t+ h)|D;)

da densidade preditiva f(y,+»|D;), dada por
FGmlD) = [ fGel@)p@ID)d0, 6.1)

®P
em que @, € o espago paramétrico. Entdo a previsdo y(z+h), denotada por y(¢t+h) =E(Y (¢ +

h)|D,), é dada por
y(t+h) :/0 Viehf Ve D) dyian; (6.2)

substituindo a equagado (6.1) em (6.2) e alterando a ordem das integrais, encontra-se uma equagao

apropriada para calcular as predi¢des, dada por

?(t+h):/® E(Y(1+h)|®,D;)p(®|D,)d®.

Estimativas de Monte Carlo para y (¢ + &) podem ser calculadas considerando as amostras
geradas pela distribuicdo a posteriori do vetor de parametros. Considerando o vetor de pardmetros
providenciados pelo algoritmo MCMC, ©™ m=1,...,M. Entdo, temos um vetor de valores

u™ (t+h),m=1,...,M calculados substituindo cada elemento do vetor ®" na fungdo u(z+h).



90 Capitulo 6. Previsdo em modelos da familia série de poténcia ARMA ZM

Uma estimativa de Monte Carlo para y(¢+ &) pode ser calculada por:
| M
Vieh = M;M(Hh)

Para este estudo, foi considerado o modelo Poisson AR(1) ZM estudado na secdo 5.1 do
capitulo 5. Separando-se o conjunto de dados de n = 84 obervagdes em y; ... = (y1,...,Y78) €
Yieste = (379, ..., ¥84), 0 modelo Poisson AR(1) ZM foi implementado com os dados de treino e

os dados de teste foram comparados com as previsdes para as dltimas seis observagoes.

Os resultados podem ser vistos na Figura 49. A linha vertical no grafico marca o inicio

Figura 49 — Previsodes para os dados de rubéola usando o modelo Poisson AR(1) ZM
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da previsdo. Na linha sélida estdo os dados observados, e na linha tracejada estdo as previsdes. A
Tabela 18 mostra os valores observados e os previstos para os dados de rubéola usando o modelo
Poisson AR(1) ZM.

Tabela 18 — Previsdes para os dados de rubéola usando o modelo Poisson AR(1) ZM

Horizonte 112131415
Valor Verdadeiro | O (O |1 |00 |1
Valor Previsto 0/1/0(010]0
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6.2 Previsao no modelo COM-Poisson ZM com os dados de
SRC

Para este estudo, foi considerado o modelo COM-Poisson AR(1) ZM estudado na se¢ao

5.2 do capitulo 5, e a mesma separacio dos dados da secdo 6.1.

Os resultados podem ser vistos na Figura 50. A linha vertical no grafico marca o inicio
da previsdo. Na linha sélida estdo os dados observados, e na linha tracejada estdo as previsoes. A
Tabela 19 mostra os valores observados e os previstos para os dados de rubéola usando o modelo
COM-Poisson AR(1) ZM.

Figura 50 — Previsdes para os dados de rubéola usando o modelo COM-Poisson AR(1) ZM
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Tabela 19 — Previsdes para os dados de rubéola usando o modelo COM-Poisson AR(1) ZM
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6.3 Erros de previsao dos modelos aplicados aos dados de
SRC

Os erros de previsdo sdo mostrados na Tabela 20. Nota-se que as medidas de acuricia
RMSE e MAE indicam que o modelo COM-Poisson AR(1) ZM levou a erros de previsao

levemente menores em compara¢cdo com o modelo Poisson AR(1) ZM.

Tabela 20 — Erros de previsdo

Modelo ME RMSE | MAE
Poisson AR(1) ZM 0,1667 | 0,7071 | 0,5000
COM-Poisson AR(1) ZM | -0,1667 | 0,4082 | 0,1667

6.4 Previsao no modelo Poisson ZM com os dados de sifilis

Para este estudo, foi considerado o modelo Poisson AR(1) ZM estudado na secao 5.4 do
capitulo 5. Separando-se o conjunto de dados de n = 144 obervagdes em y{ . = (y1,...,y138) €
Yieste = (139, .. .,¥144), 0 modelo Poisson AR(1) ZM foi implementado com os dados de treino e

os dados de teste foram comparados com as previsdes para as dltimas seis observagoes.

Os resultados podem ser vistos na Figura 51. A linha vertical no grafico marca o inicio
da previsdo. Na linha sélida estdo os dados observados, e na linha tracejada estao as previsoes. A
Tabela 21 mostra os valores observados e os previstos para os dados de sifilis usando o modelo
Poisson AR(1) ZM.
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Figura 51 — Previsdes para os dados de sifilis usando o modelo Poisson AR(1) ZM
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Tabela 21 — Previsdes para os dados de sifilis usando o modelo Poisson AR(1) ZM
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6.5 Previsao no modelo COM-Poisson ZM com os dados de
sifilis
Para este estudo, foi considerado o modelo COM-Poisson AR(1) ZM estudado na secao
5.5 do capitulo 5, e a mesma separacio dos dados da secdo 6.4.

Os resultados podem ser vistos na Figura 52. A linha vertical no grifico marca o inicio
da previsdo. Na linha sélida estdo os dados observados, e na linha tracejada estdo as previsdes. A
Tabela 22 mostra os valores observados e os previstos para os dados de sifilis usando o modelo
COM-Poisson AR(1) ZM.
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Figura 52 — Previsdes para os dados de sifilis usando o modelo COM-Poisson AR(1) ZM
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Tabela 22 — Previsdes para os dados de sifilis usando o modelo COM-Poisson AR(1) ZM

Horizonte 1121314516
Valor Verdadeiro | 3 |2 |0 |54 |2
Valor Previsto 0/0|0|3[3]|1

6.6 Erros de previsao dos modelos aplicados aos dados de
sifilis
Os erros de previsao sao mostrados na Tabela 23. Nota-se que as medidas de acuricia

indicam que o modelo COM-Poisson AR(1) ZM levou a erros de previsao levemente menores

em comparag¢do com o modelo Poisson AR(1) ZM.

Tabela 23 — Erros de previsao

Modelo ME | RMSE | MAE
Poisson AR(1) ZM 1,6667 | 2,0000 | 1,6667
COM-Poisson AR(1) ZM | 1,5000 | 1,7795 | 1,5000
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CAPITULO

CONSIDERAGCOES FINAIS E TRABALHOS
FUTUROS

Os modelos Poisson e COM-Poisson foram de rdpida implementagdo - com modelos de
ordens mais complexos levando um pouco mais tempo para serem implementados. Os modelos
com base da distribui¢do Poisson ZM com ordens AR(1), AR(2), MA(1), ARMA(1,1) levaram
0.35, 2, 3 e 4 minutos, respectivamente. Os modelos com base da distribuicio CP ZM com
ordens AR(1), AR(2), MA(1), ARMA(1,1) levaram 2 minutos, 9 minutos, 8,7 horas e 8,5 horas,

respectivamente.

Na aplicagdo em dados reais, foram analisados dois conjuntos de dados. Os modelos
Poisson AR(1) ZM e COM-Poisson AR(1) ZM foram os mais competitivos, com a checagem
preditiva a posteriori mostrando que os modelos conseguiram gerar dados com frequéncias
proximas as dos observados e menores valores de DIC em comparagdo com outras ordens -
MA(1) e ARMA(1,1).

Realizando um estudo de previsdo com horizonte de seis observagdes usando os mesmos
conjuntos de dados estudados na aplicagdo, foi constatado que ambos os modelos conseguiram
prever com acurécia as observagdes, com erros levemente menores no modelo COM-Poisson
AR(1) ZM em compara¢do com o modelo Poisson AR(1) ZM.

Assim, percebemos que os modelos estudados nesta tese sdo boas alternativas para ajustar
dados com modificagdo no zero, com o modelo COM-Poisson ZM levando a previsdes mais

acuradas.

Como trabalhos futuros, sdo sugeridos estudos com séries temporais multivariadas. No
contexto de dados de doencas, por exemplo, algumas enfermidades podem ocorrer concomitan-
temente, ou ainda podem estar relacionadas com o periodo de chuvas, por exemplo. Assim, o
estudo de séries temporais com sazonalidade também ficou fora do escopo desta tese, podendo

ser realizado em trabalhos futuros. Estudos utilizando outras funcdes de ligacdo também sao
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recomendados em novos trabalhos.

Os dados relacionados a doengas foram mais facilmente de serem obtidos para a realiza¢ao
desta tese, pois ja hd varios anos existe o DataSUS, repositério com dados de notificagdes de
diversas condig¢des clinicas. Esses dados possuem metodologia de registros que fazem com que
seja possivel buscar dados de qualquer regido do pais e realizar diversos filtros, possibilitando

analises das mais diversas.

E possivel que em alguns anos, com o conceito de dados abertos, outros conjuntos de
dados sejam mais facilmente recuperados para fazer pesquisas. Casos de interesse publico seriam
os dados de segurancga e dados juridicos. Com a implementagdo do processo judicial eletronico,
espera-se que em alguns anos j4 haja um historico suficiente para que sejam implementados

estudos utilizando ferramentas de séries temporais para estudar e prever novos casos judiciais.
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APENDICE

CODIGOS UTILIZADOS NO CAPITULO 4

#### Poisson ARMA zero modificada ###

HARAAAARRRRBRBR BB HHHHHHAAAAAAAAARRRRR BB BB RS
#it######## Geracdo de dados artificias ##########
HHBABHBRHRHRAR AR AR AR RHRHR AR AR TR AR RHRHR AR AR AR R H

#Gerando n=156 observacdes de um modelo Poisson AR(1) ZM
n=156

rzmp=function(n,beta=0,phi, theta=0,gamma,delta,mud=1,ys){
zmp<-c()

a=function(y){1/factorial (y)}

g=function(mu) {mu}

f=function(mu) {exp(mu)}

r=length(phi) ;g=length(theta)

m=max(r,q)

N=n+100-m #descartar 100 primeiros devido a condicao inicial
for(i in m+1:N){

ystar=replace(x <- ys, x==0, 0.5)

mu=exp( beta + sum( phi*log( rev(ystar)[l:r] ) ) +

sum( theta * log( rev(ystar)[l:q] / rev(mu®)[1l:q] ) ) ) #mu_t
k=exp( gamma + sum( delta * log( rev(ystar)[l:r] ) ) )

w=k/(1+k) #w_t = omega_t
p=w/(1l-exp(-mu)) #p_t
y=0

pO=(1-p)+p*(1/£(mu))
u=runif(l)

Fy=p0
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while(u>Fy){

y=y+1
Fy=Fy+p*(1/£(mu))*a(y)*(g(mu))ry
}

zmp[i]=y

ys=c(ys,y)

# x0=c(1,runif(1))

mu®=c (mu0®,mu)

}

return(zmp[-(1:100)])

3

set.seed(123)

amostra=rzmp (n,phi=0.8,gamma=-0.7, delta=1.3,ys=0)

table(amostra) #maior numero amostrado foi "4"
mean(amostra) #0.3526
var(amostra) #0.5265

#GRAFICOS

#install.packages("ggfortify™)
#install.packages("forecast", dependencies=TRUE)
#install.packages("ggpubr")
#install.packages("reshape2")

library(ggfortify)
library(forecast)
library(ggpubr)
library(reshape2)

barplot(amostra)

HARHHAR AR AR RRRB BB RRBRBHHRRRRRRR ARG HH
####### Andlise exploratéria dos dados ###########
BHH#BHHRHHRHHRRARRARRAHBAHBHHBAHRRH R R AR AH R R AR R R

plot.ts(amostra)

library(astsa)
lagl.plot(amostra,12)
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acf2(amostra)

library("ggfortify")

library(forecast)

require(gridExtra)

plotl <- autoplot(as.ts(amostra),colour="black",ylab="",
xlab="Tempo", size=0.71)

plot2 <- ggplot(data=as.data.frame(amostra), aes(amostra)) +
geom_bar(col="royalblued4", fill="royalbluel”, alpha = .2) +
labs(x="Dados artificiais", y="Numero de casos")
grid.arrange(plotl, plot2, ncol=2)

HRH#HRBHRBHARBHARAARRHARBHRRAARBH AR B HRRHARBHHR S A HRH
##########HHA## Andlise Bayesiana ###############
HEH#HRBH AR ARBH AR R HHRB ARG H AR H AR ARBHHR B AR B SRR RS

#pacotes

#install.packages("R2jags", dependencies = TRUE,
repos = "http://cran.us.r-project.org")
#install.packages("runjags", dependencies = TRUE,
repos = "http://cran.us.r-project.org")
#install.packages("MCMCpack", dependencies = TRUE,
repos = "http://cran.us.r-project.org")

#install.packages('"rjags")

library("R2jags")

library("runjags")

library("MCMCpack™)

library("rjags")

library("coda")

#install.packages("DBDA2E-utilities.R")
#https://github.com/boboppie/kruschke-doing_bayesian_data_analysis/
blob/master/2e/DBDA2E-utilities.R

#baixe DBDA2E-utilities.R e salve na sua pasta de trabalho

# graficos do livro "Doing Bayesian Data Analysis", de Kruschke
source("DBDA2E-utilities.R")
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####### Ajustando modelo Poisson AR(1) ZM #######
# Construindo o nome dos arquivos
fileNameRoot = paste®("PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais")

saveType = "jpg

y<-amostra
N<-156

datalList = list(

y=1Y,

N =N,

ones = rep(1l,length(y)),
C = 10000

)

n

PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais <-
model {

mu[l]<- ©

y_s[1]<- 0.5*equals(y[1],0)+y[1]

for (i in 2:N) {

#y estrela

y_s[i]<-0.5*(y[1i]==0)+y[i]

# verossimilhanca de modelos Hurdle
17i] <- (1-w[iDD*(y[i]==0)+w[i]*fztps[i]

# distribuicdo de Poisson truncada nos zeros
fztps[i] <- exp(-mulil+y[i]*log(mul[i])-logfact(y[i])-
log(1-exp(-mu[i])))*(1-(y[i]==0))

# funcées de ligacao
mul[i] <- exp(phi*log(y_s[i-1]1))
logit(w[i]) <- gamma+delta*log(y_s[i-1])

# truque de uns

f[i] <- 1[i]/C
ones[i] ~ dbern(f[i])
}
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# priori
phi~dnorm(®,1.0E-5)
gamma~dnorm(0,1.0E-5)
delta~dnorm(®,1.0E-5)
}

writeLines(PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais,

con="PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais.txt" )

initsl <- list(phi=0.5, gamma=-0.8, delta=1.1,
.RNG.name="base: : Super-Duper", .RNG.seed=1)

inits2 <- list(phi=0.9, gamma=-0.9, delta=1.4,
.RNG.name="base: :Wichmann-Hill", .RNG.seed=2)
inits3 <- list(phi=0.7, gamma=-0.5, delta=1.2,
.RNG.name="base: :Wichmann-Hill", .RNG.seed=2)

startTime = proc.time()
set.seed(123)
PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais<-

run. jags(model="PoissonAR1l_phi_gamma_delta_artificiais" ,
monitor=c("phi", "gamma","delta"),
data=datalist ,
inits=list(initsl,inits2,inits3) ,
n.chains=3,

adapt=1000,

burnin=4000,

sample=12000,

thin=1,

summarise=TRUE ,

plots=FALSE)

stopTime = proc.time()

duration = stopTime - startTime

show(duration)

# sumarios do modelo

PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais

# do pacote rjags
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codaSamples = as.mcmc.list( PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais )
save( codaSamples , file=paste®(fileNameRoot,"Mcmc.Rdata") )

mcmcMat = as.matrix( codaSamples )

# examinando as cadeias

# diagnésticos de convergéncia

diagMCMC( codaObject=codaSamples , parName="phi" |,
saveName=fileNameRoot , saveType=saveType )
diagMCMC( codaObject=codaSamples , parName="gamma" ,
saveName=fileNameRoot , saveType=saveType )
diagMCMC( codaObject=codaSamples , parName="delta" ,

saveName=fileNameRoot , saveType=saveType )

extract.runjags(PoissonAR1_phi_gamma_delta_artificiais, ’dic’)
# DIC -> 3080

DIC=3080

penalty= 6.489%e-05

EBIC=DIC+penalty*(log(N)-1) #EBIC=3080

library("mcmcplots")
par (mfrow=c(1,1))
caterplot(codaSamples)

#resultados numéricos

summary (codaSamples)

#Iterations = 5001:17000

#Thinning interval =1

#Number of chains = 3

#Sample size per chain = 12000

#1. Empirical mean and standard deviation for each variable,

#plus standard error of the mean:

# Mean SD Naive SE Time-series SE

#phi 0.5691 0.2540 0.001339 0.001675
#gamma -0.5196 0.2556 0.001347 0.002530
#delta 1.5423 0.4090 0.002156 0.004041
#2. Quantiles for each variable:

# 2.5% 25% 50% 75% 97.5%

#phi 0.04836 0.4019 0.5784 0.7446 1.041742
#gamma -1.01457 -0.6887 -0.5237 -0.3516 -0.007755
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#delta 0.76728 1.2636 1.5361 1.8123 2.374170

#data frame dos resultados a posteriori
out <- do.call(rbind.data.frame, codaSamples)
head(out)

# Intervalos HDI

HDIofMCMC = function( sampleVec , credMass=0.95 ) {
#Computes highest density interval from a sample of
#representative values, estimated as shortest credible interval.
#Arguments:#sampleVec is a vector of representative values
#from a probability distribution.

#credMass is a scalar between ® and 1, indicating the mass within
#the credible interval that is to be estimated.

# Value:

#HDIlim is a vector containing the limits of the HDI
sortedPts = sort( sampleVec )

cildxInc = ceiling( credMass * length( sortedPts ) )

nCIs = length( sortedPts ) - cildxInc

ciWidth = rep( 0 , nCIs )

for (i in 1:nCIs ) {

ciWidth[ i ] = sortedPts[ i + cildxInc ] - sortedPts[ 1 ]
}

HDImin sortedPts[ which.min( ciWidth ) ]

HDImax = sortedPts[ which.min( ciWidth ) + ciIdxInc ]
HDIlim = c( HDImin , HDImax )

return( HDIlim )

}

# HDI’s

posphi = out[,1]

posgamma = out[,2]

posdelta = out[, 3]

round (HDIofMCMC (posphi,credMass=.95),4) # 0.0643 1.0542
round (HDIofMCMC (posgamma,credMass=.95),4) # -1.0283 -0.0240
round (HDIofMCMC (posdelta,credMass=.95),4) # 0.7506 2.3530

### Ajustando modelo Poisson COM-Poisson AR(1) ZM ###

# Construindo o nome dos arquivos
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fileNameRoot = paste®("COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais")

saveType = "jpg

y<-amostra
N<-156

datalList = list(

y=yY,

N =N,

ones = rep(l,length(y)),
C = 10000

)

COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais <-
model {

mul[l]<- O

y_s[1]<- 0.5*%equals(y[1],0)+y[1]

for (i in 2:N) {

#y estrela

y_s[i]<-0.5*(y[i]==0)+y[i]

# verossimilhanca de modelos Hurdle
1[i] <- (A-wliD*(y[i]==0)+w[i]*fztps[i]

# calculo da funcdo f(mu,varphi)

for (j in 1:100) {

S[i,j] <- exp(varphi*(j*log(mu[i]) - logfact(j)))
}

# distribuicdo de COM-Poisson zero-truncada
fztps[i] <- exp((varphi*y[i])*log(mu[i])-varphi*loggam(y[i]+1)-
log(1+sum(S[i,]) - 1))*(1-(y[i]==0))

# funcées de ligacao
mul[i] <- exp(phi*log(y_s[i-1]1))
logit(w[i]) <- gamma+delta*log(y_s[i-1])

# truque de uns
f[i] <- 1[i]/C
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ones[i] ~ dbern(f[il])
}

# priori
phi~dnorm(®,1.0E-5)
gamma~dnorm(0,1.0E-5)
delta~dnorm(®,1.0E-5)
varphi~dnorm(®,1.0E-5)
}

writeLines(COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais,

con="COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais.txt" )

initsl <- list(phi=0.5, gamma=-0.8, delta=1.1, varphi=0.8,
.RNG.name="base: : Super-Duper", .RNG.seed=1)

inits2 <- list(phi=0.9, gamma=-0.9, delta=1.4, varphi=0.9,
.RNG.name="base: :Wichmann-Hill", .RNG.seed=2)

inits3 <- list(phi=0.7, gamma=-0.5, delta=1.2, varphi=1.2,
.RNG.name="base: :Wichmann-Hill", .RNG.seed=2)

startTime = proc.time()

set.seed(123)
COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais<-
run. jags(model="COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais",
monitor=c("phi","gamma","delta","varphi"),
data=datalist ,

inits=1ist(initsl,inits2,inits3) ,

n.chains=3,

adapt=1000,

burnin=4000,

sample=12000,

thin=1,

summarise=TRUE ,

plots=FALSE)

stopTime = proc.time()

duration = stopTime - startTime

show(duration)



110 APENDICE A. Cédigos utilizados no capitulo 4

# sumarios do modelo
COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais

# do pacote rjags

codaSamples=

as.mcmc.list (COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais)
save( codaSamples , file=paste®O(fileNameRoot,"Mcmc.Rdata") )

mcmcMat = as.matrix( codaSamples )

# examinando as cadeias

# diagnésticos de convergéncia

diagMCMC( codaObject=codaSamples , parName="phi" ,
saveName=fileNameRoot , saveType=saveType )

diagMCMC( codaObject=codaSamples , parName="gamma" ,
saveName=fileNameRoot , saveType=saveType )

diagMCMC( codaObject=codaSamples , parName="delta" ,
saveName=fileNameRoot , saveType=saveType )

diagMCMC( codaObject=codaSamples , parName="varphi" ,

saveName=fileNameRoot , saveType=saveType )

extract.runjags(COMPoissonAR1_phi_gamma_delta_varphi_artificiais, ’dic’)
# DIC -> 3079

DIC=3079

penalty=7.231e-05

EBIC=DIC+penalty*(log(N)-1) #EBIC=3079

library("mcmcplots")
caterplot(codaSamples)

# resultados numéricos

summary (codaSamples)

#Iterations = 5001:17000

#Thinning interval =1

#Number of chains = 3

#Sample size per chain = 12000

#1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
#plus standard error of the mean:

# Mean SD Naive SE Time-series SE

#phi 0.5460 0.2348 0.001238 0.001609
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#gamma -0.5249 0.2521 0.001329 0.002520

#delta 1.5376 0.4059 0.002139 0.004005
#varphi 1.3067 0.2682 0.001414 0.001853
#2. Quantiles for each variable:

# 2.5% 25% 50% 75% 97.5%
#phi 0.07057 0.3903 0.5536 0.7068 0.98842

#gamma -1.01039 -0.6953 -0.5293 -0.3555 -0.02449
#delta 0.76704 1.2608 1.5308 1.8049 2.35681
#varphi 0.83833 1.1157 1.2890 1.4769 1.88347

#data frame dos resultados a posteriori
out <- do.call(rbind.data.frame, codaSamples)

head(out)

# HDI’s

posphi = out[,1]
posgamma = out[,2]

posdelta = out[, 3]

posvarphi = out[,4]

HDIofMCMC(posphi,credMass=.95) #0.08881518 1.00399774
HDIofMCMC(posgamma,credMass=.95) #-1.01820743 -0.03335083
HDIofMCMC(posdelta,credMass=.95) #0.7702424 2.3585947
HDIofMCMC(posvarphi,credMass=.95) #0.7906756 1.8207334
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