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Resumo

Obteremos uma parametrizacao para as extensoes auto-adjuntas do operador Schro-
dinger com potencial magnético com componentes em W' (Q), definido em um dominio
quase-convexo com fronteira compacta. Esta parametrizacoes utiliza triplas de fronteira, o
que em particular também permite uma nova caracterizacao das extensoes auto-adjuntas
do laplaciano em dominios quase-convexos. Em seguida, estudamos transformagoes de
gauge para tais extensoes e generalizamos, para todas as extensoes auto-adjuntas, um
critério de Helffer para equivaléncia unitaria do operador de Schrédinger magnético com
condigao de Dirichlet e o laplaciano de Dirichlet. A relacao com o efeito Aharonov-Bohm,
incluindo solendides irregulares, serd discutida. Em particular, no caso dos dominios
quase-convexos limitados, mostramos que se uma extensao qualquer é gauge equivalente

a uma realizacao com potencial nulo, entao o mesmo ocorre com todas as outras extensoes.



Abstract

We find one parametrization of all self-adjoint extensions of the magnetic Schrodin-
ger operator, in a quasi-convex domain with compact boundary, and magnetic potentials
with components in W!_(Q). In this parametrization we use boundary-triples, which also
gives a new characterization of all self-adjoint extensions of the Laplacian in quasi-convex
domains. Then we discuss gauge transformations for such self-adjoint extensions and ge-
neralize, for all self-adjoint extensions, a characterization, due to Helffer, of the gauge
equivalence of the Dirichlet magnetic operator with the Dirichlet Laplacian. The relation
to the Aharonov-Bohm effect, including irregular solenoids, is also discussed. In parti-
cular, in case of (bounded) quasi-convex domains it is shown that if some extension is
unitarily equivalent (through the multiplication by a smooth unit function) to a realization

with zero magnetic potential, then the same occurs for all self-adjoint realizations.

Palavras Chave: extensoes auto-adjuntas, dominios quase-converos, ilriplas de

fronteiras, equivaléncia de gauge, efeito Aharonov-Bohm.

Keywords: self-adjoint extension, quasi-convex domains, Boundary triples, gauge

equivalence, Aharonov-Bohm effect.
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Capitulo 1

Introducao

O operador de Schrédinger com expressiao HA = (—iV + A)? (em unidades apro-
priadas), com potencial magnético real A, atuando em L?(€2), é o ponto de partida para
descrever o comportamento quantico nao relativistico de uma particula com carga elétrica
em ) C R" sob a influéncia de um campo magnético, rot A. Se A =0, H’ = —A (oposto
do laplaciano), cujas extensoes auto-adjuntas estdo entre os mais importantes operado-
res da Fisica e da Matematica. Ser auto-adjunto é um requerimento para um operador
descrever um observdvel em Mecanica Quantica.

Usualmente nao é uma tarefa trivial classificar todas as extensoes auto-adjuntas de
um operador diferencial simétrico, especialmente em dominios com fronteiras irregulares;
em adicao ambos os indices de deficiéncia sao infinitos. Um dos principais propositos deste
trabalho é parametrizar todas as extensoes auto-adjuntas de H* com dominio C§°(€2),
em que 2 C R", n > 2, é um dominio quase-convexo com fronteira compacta 0f) e
A é um campo vetorial com componentes em W. (Q) (veja o Teorema ; por hora
é suficiente observar que, intuitivamente, um dominio quase-convexo possui todas suas
singularidades apontando para fora, em particular se Q € Cb" para r > 1/2, Q é quase-
convexo [8]. Outro proposito é aplicar esta parametrizacao para estudar o comportamento
das extensoes auto-adjuntas de H4 em relacio a transformacdes de gauge (Teoremas
e . O primeiro proposito é atingido seguindo idéias desenvolvidas em [§], em que os
autores consideram o caso do laplaciano. No entanto, estas idéias sao suplementadas neste
trabalho com a construcao de triplas de fronteira e a possibilidade de €2 ser ilimitado com

fronteira compacta, o que é de interesse na aplicacao ao estudo do efeito Aharonov-Bohm



E de interesse pratico a situacdo em que € nio é simplesmente conexo, o campo
magnético rot A é nulo em 2 e, no entanto, A # 0. Isto abre a possibilidade para
o efeito Aharonov-Bohm [2 17, [12], e nosso resultado fornece a primeira descricao de
todas as extensoes auto-adjuntas neste caso, e em particular para solenoides irregulares
(veja [T, 6] para o caso Q = R?\ {0}). Em [I2] ha uma interessante caracterizagao
da auséncia deste efeito no caso da extensao de Dirichlet, isto é, quando a extensao de
Dirichlet é unitariamente equivalente a extensao de Dirichlet correspondente ao caso A = 0
(isto é, o laplaciano de Dirichlet ). Usando transformacoes de gauge, estabelecemos uma
versao deste resultado para todas as extensoes auto-adjuntas, mas para {2 limitado e
conexo (embora irregular). Pelo Teorema , concluimos que se uma extensdo de H*
for unitariamente equivalente, através de uma transformacao de gauge, a uma extensao
do laplaciano, entao o mesmo ocorre para todas as extensoes; esta parece ser a primeira
demonstracao matematica deste fenomeno fisicamente esperado, dada aqui para regioes
limitadas e quase-convexas.

A caracterizacao das extensoes auto-adjuntas no caso magnético, em dominios quase-
convexos, tem algumas diferengas em relagao ao caso do laplaciano discutido originalmente
em [8]. Além da presenca do potencial magnético A em varias estimativas, as principais
diferencas sao relacionadas ao traco de Neumann, que influencia diretamente em férmu-
las de integracao por partes, e a introducao do espaco Nj/Q(aQ) (Definigao usado
na extensio do traco de Neumann modificado para o dominio do operador maximal. E
interessante notar que, diferentemente de [8], n6s usamos triplas de fronteira, assim nossa
parametrizacao de todas as extensoes auto-adjuntas é dada em termos de operadores uni-
tarios no espaco N%(aQ) (veja o Teorema . Para nos, este tipo de parametrizacao
parece ter algumas vantagens, que sao consequéncias do fato de usarmos aplica¢oes unita-
rias nos espacos apropriados definidos na fronteira de 0§2. Como consequéncia, obtivemos
uma parametrizacdo complementar a de [8, 3], para o caso A = 0 das extensoes auto-
adjuntas do laplaciano em dominios quase-convexos, que neste trabalho é permitido ser
ilimitado mas com fronteira compacta.

Em [I1I] ha, em particular, uma caracterizacao de todas as extensoes auto-adjuntas
de um operador eliptico simétrico minimal de ordem par em L?(Q2), para Q regular (veja

também [16] para uma parametrizagiao geral que se reduz aos resultados em [I1]). Agora



mencionamos dois pontos que motivam a consideracao de dominios quase-convexos, as
diferengas dos resultados de [11] e sua relagao com o laplaciano. Para € regular ou quase-
convexo, o dominio do laplaciano de Dirichlet e Neumann sao subespagos de H?(Q2). No
caso geral de dominios de Lipschitz, o dominio do laplaciano de Dirichlet é um subespago
de H%(Q), e este resultado nao pode ser melhorado no caso geral. Para dominios de
Lipschitz a imagem combinada do trago de Dirichlet e de Neumann, definidos em H?((),
nao é o produto cartesiano de espagos de Sobolev sobre a fronteira (veja o Teorema [4.1)).
Usando o conceito de quase triplas de fronteiras, em [3] os autores obtiveram uma pa-
rametrizacao da familia de todas as extensoes do laplaciano minimal em um dominio de
Lipschitz limitado geral. Embora mais geral que o caso do dominio quase-convexo, o custo
para a maior generalidade é a natureza mais abstrata da construcao, e assim mais dificil
de se empregar em aplicacoes; em particular neste caso, como anteriormente mencionado,
os dominios do Laplaciano de Dirichlet e de Neumann nao estao contidos em H?((), e esta
regularidade é fundamental para alguns célculo explicitos feitos no caso quase-convexo.
O conceito de quase-convexidade exibe um equilibrio que permite caracterizar todas
as extensoes auto-adjuntas do operador laplaciano magnético, cujo nivel de abstracao nao
restringe a sua aplicabilidade pratica, assim restringiremo-nos a este caso neste trabalho.
No Capitulo [2| revisaremos alguns fatos basicos sobre espacos de Sobolev em domi-
nios de Lipschitz; varias notacgoes serao introduzidas. No Capitulo |3| introduziremos os
operadores maximal e minimal e mostraremos como cada um destes se relaciona com o
outro, e entao estabeleceremos algumas féormulas de integracdo por partes e alguns resul-
tados de densidade que serdao importantes na sequéncia deste trabalho. No Capitulo
estenderemos o trago de Dirichlet e o traco magnético de Neumann para o dominio do
operador maximal; as imagens destes operadores estao relacionadas aos importantes es-
pagos N'/2(99) e Nfl/ ?(89). No Capitulo|5| revemos o conceito de dominio quase-convexo
e apresentamos um resultado sobre regularidade sobre os dominios das extensoes de Diri-
chlet e Neumann de H*; esta é uma pequena generalizacio do resultado de regularidade
obtido em [8]. No Capitulo [6|revemos brevemente o conceito de tripla de fronteira e o usa-
mos para obter uma parametrizacdo da familia de todas as extensdes auto-adjuntas de H*
em um dominio quase-convexo com fronteira compacta; entao usamos esta parametriza-

¢ao para obter alguns resultados sobre equivaléncia de gauge das extensoes auto-adjuntas



correspondentes aos operadores H4 e H? em que A e B sdo potentiais magnéticos gauge
equivalentes e possuem componentes em W. (Q). Aplicacdes ao efeito Aharonov-Bohm

serao também discutidas.



Capitulo 2

Fatos basicos sobres espacos de Sobolev

em dominios de Lipschitz

Neste capitulo exibirei brevemente alguns fatos bésicos acerca de espagos de Sobolev.

Para mais detalhes, defini¢oes e demonstragoes veja, por exemplo, [14].

2.1 Espacos de Sobolev e dominios de Lipschitz

Um aberto 2 de R™ com n > 2 é chamado de dominio de Lipschitz se existe uma
cobertura aberta {O; }o<i<x da fronteira 02 de Q, tal que para i € {1,....k}, O, NQ ¢
igual a parte de O; jazendo abaixo do grafico de uma funcio de Lipschitz ¢; : R* ! — R
(considerado em um sistema obtido a partir de uma mudanga de coordenadas rigida). De
forma similar se define um dominio de classe C*" sendo que a tnica diferenca é que as
funcoes ¢; da definicao anterior sdo assumidas ser de classe C'". E importante notar que
para um dominio de Lipschitz € é possivel definir a medida de volume d"'w natural de
0f€), e que existe um campo vetorial unitario normal v apontando para fora de €2 definido
d"tw-q.t.p em 0N .

Dado um aberto €2 de R", defini-se o espago de Sobolev H*({2) para s € R como,

H@Q)={ weD(Q) | JUeHR") com u="Ul|g}. (2.1)

onde D'(€2) é o conjunto das distribuigées definidas em C§°(€2) e H*(R™) é o espago de

Sobolev de indice s definido em R", veja por exemplo [14] para defini¢do de H*(R"). Para
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o mesmo aberto também podemos introduzir o espaco
Hi(Q) = {ue H*(R")| supp(u) CQ}, seR, (2.2)
que é equipado com a norma induzida por H*(R™). Também introduzimos os espacos

HY(Q) =CP(Q) em  H*(Q), (2.3)

H Q) ={ue HQ)| IUe€H]Q) com u=Ujg}. (2.4)
Pode-se demonstrar que, para um aberto qualquer 2 C R” E],
(Hy(Q))"=H*(Q) com seR (2.5)

e ainda,

(H*(Q)" = Hy*(2) com seR (2.6)

Também é possivel demonstrar que, se 2 for um dominio de Lipschitz com fronteira

compacta, vale

H*(Q) = H(Q) para s>—%e SER\{%—FN}, N e N, (2.7)
’ _ 1 1
(H*(Q))" = H () com — 5 <s<3 (2.8)

Para um dominio de Lipschitz €2 com fronteira compacta também é possivel definir os
espacos de Sobolev de fungoes sobre a fronteira 0€2. De fato, se € é a parte de baixo do

grafico de uma fungao de Lipschitz ¢ : R"™! — R entao, para s € [0, 1]
H*(0Q) = {f € L*(090,d"'w) |f(z',p(z")) € H*(R" 1)}, (2.9)

Se © é um dominio de Lipschitz com fronteira compacta a definigdo de H*(0f2) segue

do caso anterior via um argumento utilizando parti¢coes da unidade. Para s € [—1,0),

INeste trabalho a notaciio X* sempre se referiri ao espaco adjunto de X, isto é, ao espaco dos

funcionais anti-lineares continuos de X. No caso dos espagos de Sobolev, pode-se identificar (Hg(€2))*

com H~*(Q).
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H*(0Q) & definido por H*(02) = (H~°(0N2))*, para mais detalhes sobre H?®(0f2) referimos

novamente [14], em particular vale,

(H*(0Q))* = H*(9Q) com —1<s<1. (2.10)

Agora introduzirei dois operadores que serao importantes na sequéncia deste traba-
lho. Seja entao 2 um dominio de Lipschitz com fronteira compacta 0€), para uma dada
funcao g de classe C' em uma vizinhanca da fronteira 9 definimos a seguinte funcao,

dg

9 = Vi(angBQ - Vk(aig”@Q' (2-11)
Tik

Dada uma fungao f € L'(99) definimos o funcional 8?_—_fk por

of 1 -1 dg
: Q n _ 2.12
s g€ CH(0N) — ., d wfaTk’i ( )

é possivel demonstrar que para s € [0,1] o operador T‘?k leva H*(9Q) em H*1(99)
s

continuamente, além disso tem-se,

Lema 2.1. Seja Q um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entao para s € [0, 1]

valem
s 2 n—1 af s—1 .
H?(0Q) =< fe L (09,d" w)| 8_EH (092),1<j,k<n (2.13)
Tj,k
e
n 0f
| f o=l f llz200.dn-10) + Z | | r5-1002) - (2.14)
Jk=1 OTjk
Para demonstracoes veja [7].
A partir deste conceito podemos introduzir o operador,
Vian : H(0Q) — L2, (09, d" w), (2.15)

- 0 - 0
an — . g eensy 2.1
Vt <Z Vi 37‘;971 ; 147 aT/g,n) ( 6)

sendo

12,00, w) = {f = (i, f)lfi € LHOR, A" '), i = 1,0,
v - f=0 w-q.t.p. sobre 89}.
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Por fim fixamos a seguinte notacao, a relacao de dualidade entre H*(Q2) e (H*(2))* sera

denotada por

() )s 0 (HA(Q))5(Q) x H*(Q) — C. (2.17)

Dado ¢ € N, seja WY (Q) o espaco de Sobolev usual com subindices ¢ e oo , isto &,

o conjunto das restricoes u = G|o de G € W (R") equipado com a norma
||U||wgo(§) = Gléliu ||G||Wgo(Rn)-

E um fato conhecido que u € W (R") se, e somente se, existe K > 0, que depende de ,
de modo que u é limitada e localmente de Lipschitz com constante K em particular segue
que, se u € Wéo (Q), entdo u é a restricio de uma funcio limitada, localmente de Lipschitz

com constante K, definida em R™ para um certo K > 0.

Observagdo 2.1. Note que se f € W2 (Q), entdo o operador de multiplicio por f, My,

mapeia H(Y) nele mesmo; mais ainda, My|geqy : H1(2) — HY(S2) € limitado.

2.2 Traco de Dirichlet e Neumann

Nesta secao introduzirei alguns fatos basicos sobre tracos em dominios de Lipschitz;
para demonstracao dos resultados aqui apresentados veja, por exemplo, [14].
Seja €2 um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entao o operador traco
definido por
7% O(Q) = C(09),  ~u = ulsq (2.18)

possui as seguintes extensoes continuas

1 3
o 1 H*(Q) = H*2(09), 5<5<5 (2.19)

o o H2(Q) = H'™90Q), e€(0,1), (2.20)

além disso yp : H*(Q) — H*2(09), 3 < s < 2, possul um inverso & direita continuo, em
particular é sobrejetor.
Em grande parte deste trabalho estaremos considerando os seguintes operadores

diferenciais associados ao campo vetorial real A : Q — R™ com componentes em W._(Q),

Va=V+id e HA=(-iV+ A~ (2.21)
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Tendo em mente estes conceitos, podemos introduzir o traco magnético de Neumann

1 3
Ya =v-ypVa: HTHQ) — L*(09), 3 <s<3 (2.22)

se A = 0 entao o operador anterior é chamado de trago de Neumann e denotado por 7.

Observagao 2.2. Para u € L?(Q) podemos definir H u como distribuicdo, atuando em
C(Q), por (HAu, ) = (u,HA@LQ(Q), para ¢ € C3°(2). Para ver que esta defini¢ao faz

sentido, note que vale, no sentido das distribuicoes,
HA% = —Au —2iA-Vu+ (|[A]* —idivA)u,

em que o termo A-Vu é bem definido como distribuicio; de fato, uma vez que A; € W2 (Q),
i=1,...,n eVue (HYQ)", seque que A-Vu € H(Q), em particular ele é uma
distribuicio. Note que se u € L*(Q) e HAu € L*(Q), para p € C°(Q) temos

(H"u, ) 12(0) = (H ', 8) = (u, H* )20 -
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Capitulo 3

Operadores inicial, minimal e maximal.
Integracao por partes em dominios de

Lipschitz

Neste capitulo introduziremos os operadores inicial, maximal e minimal associados
ao operador H,4 introduzido em ([2.21)), em seguida estabeleceremos algumas formulas de

integracao por partes também relacionadas a este operador.

3.1 Operadores inicial, maximal e minimal

Seja 2 um aberto de R"; definimos o operador inicial H§' por,
Dom (Hg') = C3°(9)) e Hiu= Hu. (3.1)

O operador H{' é simétrico e densamente definido, e assim é fechavel e seu fecho &

denotado por HA

min

e chamado de operador minimal. Também introduzimos o operador

maximal HZ, definido por

Dom H, = {ue L*Q) | H'welL*(Q) }, Hph,=H". (3.2)

max max

Sobre estes operadores podemos afirmar o seguinte.

Lema 3.1. Seja Q um dominio de Lipschitz com fronteira compacta; entao

(Hg')" = (i

)*:HA

max-*

(3.3)
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Se, além disso, Q) for limitado, vale ainda,

Dom H4

min

= H2(Q). (3.4)

Demonstra¢ao. Primeiramente demonstraremos que (H_gl)* = HA  ou, o que é equiva-
lente, (H$')* = HZ . Seja f € Dom (H{)*, entdao f € L?() e existe g € L*(Q) de forma
que

(9. w2 = (f, H )20y,  Vu € C°(Q) (3.5)

assim, pela observacao , vale HAf = g € L?(Q) no sentido das distribuicoes. Deste

modo, f € Dom HA e vale HAf = g = (Hg")*f, portanto (H')* C HZ, . Por outro
lado, para f € Dom HA _ vale,
(Hf,u)1200) = (f, H ') 12(0),  Vu € C°(9) (3.6)

assim, segue imediatamente que H2 C (Hg)*, e isto demonstra a afirmaco.

Suponha agora que €2 seja limitado. Para demonstrar a segunda igualdade, e finalizar

a demonstracao do lema, note que a norma

- 1la = (- o) + HHAOIZ2(0)) (3.7)

é equivalente a norma de H?(Q) em HZ(Q2). De fato, como A € (WL (Q))", é claro
que ||u|la < Cllul|lmz) para v € HF() e um certo C > 0. Por outro lado, como

HA = —A + L, em que L é operador linear de ordem 1 dado por
Lu = —2A-Vu+ (A — idivA)u,

segue que para u € HZ(2) vale

1AWlra@ < HAWllz2@) + 1 Lull 20

= |[H*(w)llr2@) + Collullr2) + Cil [ Vull 20 (3-8)
Além disso, como u € HZ(Q),
||VUHL2(Q) = [(—A%U)B(Q)]m
1/2 1/2
< HAUHL/Q(Q)HUHL/?(Q)

€ 1
EHAUHLZ(Q) + 2_62“UHL2(Q)7 (3.9)

IN
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para todo € > 0. Assim, combinando as desigualdades (3.8]) e (3.9), obtemos

Co+ Ciz

[ Aul|p2@) < m“uﬂm(gy

||HA(U)HL2(Q) + (3.10)

1
1-— 0162/2
Pela desigualdade de Poincaré, a norma de H?(Q) é equivalente, em HZ(12), a
(1 e + X 10%C)72@)' (3.11)
|ar|=2
além disso, note agora que para todo f € HZ(Q),

2

Z HﬁafH%Q(Q) = Z(aaf, 0°flr2@) = Z(@'ajf, 0:0; f) 2@
|a|=2 |o|=2 i,j=1
2

= Z(aizfa (9]2'f)L2(Q) = HAJCHZB(Q),

3,j=1

sendo que na pentultima igualdade realizou-se uma integracao por partes, assim vale,
lull 20y = (Ilullf2() + [[Aul[72g)? (3.12)

para todo u € H§(€2). Portanto, combinando (3.10) e (3.12) obtemos que ||u|p2) <
C’||u||4 para todo u € Hg(Q), assim segue que || - |[a = || - || g2 em H{(Q). De posse

deste fato temos que

Dom HA. = Dom[-]_(‘)4 = Dom Hé“IHlA = Dom H()“Il.HHQ(Q) = C’g"(Q)””HQ(Q) = H3 (%),
(3.13)
e isto encerra a demonstracao. O

Na sequéncia introduziremos a primeira formula de integracao por partes relacionada

ao operador H4.

Lema 3.2. Sejam Q um dominio de Lipschilz com fronteira compacta, u € H?*(Q) e
ve HY(Q); se

CI)A(U,U) = (VAU, VAU)(Lz(Q))n, (314)
entao

@A(u, U) = (HAU, U)LQ(Q) + (’y}?,u, ")/D'U)LQ(QQ)- (315)
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Demonstracao. Basta demonstrar o resultado para u,v € C’é’o(ﬁ) pois o caso geral segue

usando um argumento de densidade. Note que,
H'% = —Au—2iA - Vu+ (JA]? —idivA)u (3.16)
por outro lado,
Ba(u,v) — /anx(W- Vo +iVu- Av—id-avo + |APaw)

= (Vu, Vo)) + z/ "z (Vu - Av — A-uVv) + / A"z AP
Q Q
= —(Lu, U)LQ(Q) + (v, VDU)H(aQ)
+ 2’/ d"x(Vu - Av —iA-uVv) +/d"x]fﬂ2ﬂv
Q Q

= —(Au,v)r200) + (YNU, YDV) L2(00)
+ 22'/ d”va-ff—l—i/ d"zvudivA — z/ A" A - v+ / d" x| AP

Q Q o0 Q
= (HAU, V) r2(0) + (’Yf\lrua YDU) £2(50)

sendo que na quarta igualdade usou-se A - Vv = —oVu - A — vudivA + div(vﬂff) e em

seguida o Teorema 3.34 de [I4] que é uma versao do teorema da divergénca para dominios

de Lipschitz. O

O lema que segue sera importante no decorrer deste trabalho, este lema ¢é consequén-

cia do Teorema 6.9 de [15].

Lema 3.3. Seja Q2 C R™ um dominio de Lipschitz com fronteira compacta. Entdao, para
0<s<2 C(Q) €denso em H* (A, Q) = {ue H(Q)| H*we L*(Q)}, quando equi-
we) + |[HAC) |22 @)-

pado com a norma || - ||as = |||

Demonstragio. Este resultado é consequéncia do fato de que A € (WL ()" e uma apli-

cagao direta do Teorema 6.9 de [15]. O

Usando este resultado podemos estender o operador va definido em (2.22)) da se-
guinte maneira:
4 HY(A,Q) — H2(0) (3.17)

sendo que para um dado u € H*(A,Q), tem-se que yau € H*%@Q) ¢ definido por

(G, g)1 = ®a(u,G) — (I(H), G, g€ H2(Q), (3.18)

1
2



3.2. Operadores de Dirichlet e de Neumann 14

em que G € H'(Q) ¢é tal que 7pG = g, ||G||n1) < llg]| X [:L*(Q) — HY(Q)

1
HZ (09
é a inclusao. Para ver que esta definicao faz sentido basta mostrar que ela nao depende
da escolha de G que satisfaca as condicoes acima, o que, por linearidade é equivalente a
dizer que se G € HY(Q) é tal que vpG = 0 entdo ®4(u, G) — ([(H u), G); = 0, mas isto

segue do fato de que isto é vélido para u € C$°(Q), e de que C5°(2) é denso em H'(A, Q).

3.2 Operadores de Dirichlet e de Neumann

Na sequéncia introduziremos dois operadores que ocupam um papel fundamental
neste trabalho, o operador de Dirichlet H# e o operador de Neumann H#; demonstrare-
mos que estes operadores sao auto-adjuntos, antes porém estabeleceremos um resultado

elementar.

Lema 3.4. Seja Q um dominio de Lipschitz com fronteira compacta; entao existem ¢ > 0

e C' < oo de forma que para todo u € HY()) vale
®a(u,u) = clfullf ) — Cllullza o) (3.19)

além disso, se Q0 for limitado, existe ¢ > 0 de modo que para todo v € HJ () vale

D g (u,u) > c’||u||§11(9). (3.20)
Demonstracao. Temos que
Dy(u,u) = |]Vu||%2(m+2/Qd”x1mﬂff-Vu+/gd"x|ff|2|u|2
> Hvuuim)+/anxuﬂ21u\2—z/gdnxumﬂ-w
> (1= @IVl + (1= ) [ el APl
> (1= &)[Vullfq)

sendo que na ultima desigualdade utilizou-se que

+ €2|Vul?
2 )

} 11y Al?
ImTA - Vu| < zud]

e disso segue a primeira afimacao do lema. A segunda afirmacao é consequéncia da

desigualdade de Poincaré e da desigualdade acima. O]
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Considere os operadores Ha e H4 definidos da seguinte maneira:

Dom HA = {u e HY(Q)| H* e IL*Q) vpu=0 em H%(aQ)} . Hiu=HA
(3.21)

Dom HA = {u e HY(Q)| H* e L*Q) Ayu=0 em H%(aQ)} . Hiu=H%.
(3.22)

Proposicao 3.1. Seja Q) um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entao os

operadores Hpy e Hi definidos acima sdo auto-adjuntos.

Demonstragio. Consideremos primeiro o caso do operador Hp. Seja ®4 p a seguinte

forma sesquilinear
D4 p(u,v) = Pa(u,v), Dom®yp = Hy(5); (3.23)

usando a equagdo (3.19) podemos concluir que ®4 p ¢ fechada e assim o operador ﬁé
definido por

Dom HA = {u € Hy(Q)| 3w, € L*() tal que
Qup(v,u) = (v,wy) 2, YvE H&(Q)}

Hju = H%%

é auto-adjunto. Para concluirmos basta mostrar que HA = ﬁg‘. Seja v € Dom FIS, entao
como C°()) C H(S2) obtemos
/ d"z uw, = ®4 p(u,v) = / d"x wH, Yu € C™(Q), (3.24)
Q Q
sendo que a tltima igualdade segue de (3.15]). Assim, tem-se que w, = H*v no sentido
das distribuices, em particular H4v € L?(12), e segue que Hj C HA.
Tome agora v € Dom Hp e w, := H*v € L*(Q2); usando (3.18)) obtemos

/ d"x tw, = / d"z uH"v = ® 4 p(u,v) (3.25)
Q Q

para todo u € HZ(Q), assim segue que Hf C f[é, o que conclui a demonstracao de que

H$ & auto-adjunto.
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Passemos & demonstragio de que Hi é auto-adjunto. Seja @4y a seguinte forma
sesquilinear

D4 n(u,v) = Pa(u,v), Dom®uy = H'(Q); (3.26)
usando a equagdo (3.19)), e o fato de que ®4 ¢ nao negativa e por isso limitada inferior-
mente, podemos concluir que ®4 y ¢ fechada e assim o operador ﬁ]‘(‘, definido por

Dom Hiy = {u c H'(Q)|Fw, € L*(Q) talque
Dan(v,0) = (v,0) 20y, Vo€ HY(Q)}
]:]f\}u = H%
é auto-adjunto. Para concluirmos, basta mostrar que Hi = flf\‘,. Seja v € Dom ﬁf\‘,, entao
como C°()) € H* () obtemos
/ d"z uw, = Py n(u,v) = / d"z uH" (3.27)
Q Q

para todo u € C°(Q2), cuja tltima igualdade segue de (3.15)). Logo w, = H%v no sentido
das distribui¢oes, em particular H4v € L?(Q). Além disso, usando a equacgao (3.18)

obtemos que para todo u € H'(Q) vale,

@AyN(u,v) = (U,HA’U)Lz(Q) + (’yj?;v,'ypu)% (328)
= (u,wy)r20) + (%’?ﬂ), 'YDU>% (3.29)
= Dan(u,v) + (Gyv, 1pu), (3.30)

e disso segue que Jyv = 0 pois vp : HY(Q) — H2() é sobrejetor. Assim segue que
g c v

Por outro lado, se u € Dom H#, entdo de forma anéloga ao caso do operador Hj se
demonstra que v € Dom I:Ij\“,. Assim segue que H{ = I:If\‘, e, portanto, H4 é auto-adjunto,

e isto encerra a demonstracao. O

Uma consequéncia da demonstracio do resultado acima é que os operadores H7 e Ha
sao os operadores auto-adjuntos associados as formas sequilineares ®4 p e ®4 n positiva
e nio negativa, respectivamente. Em particular disto segue que Dom (H#)'/? = H}(Q) e

que Dom (H# + O)Y/2 = HY(Q), C > 0. Em particular, vale o sequinte corolario.

Corolario 3.1. Seja Q um dominio de Lipschitz limitado, entao Hi e H#y sio discretos.
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Demonstragao. De fato, do observado logo acima e usando a desigualdade (3.19) segue
que, para a constante C' > 0 daquela desigualdade, o operador T : L*(Q2) — H'(Q2) dado
por Tu = (HA + C)~'/2u ¢ bem definido e continuo. Assim, usando o fato de que a

inclusao i : HY(Q) — L*(Q) é compacta se Q for limitado, segue que
(HA+C) ' =(HA*+0)VoToi

& compacto, o que demonstra o resultado para Hi. De forma, aniloga demonstra-se

que H3# é discreto. O
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Capitulo 4

Tracos de Dirichilet e Neumann sobre o

dominio do operador maximal

Nesse capitulo, relembramos alguns fatos estabelecidos em [§] que serdo importantes
em nosso trabalho, e entao apresentaremos as extensoes naturais de alguns desses conceitos

para o estudo do problema que abordamos.

Um dos resultados que precisaremos na sequéncia ¢ o seguinte teorema, cuja de-
monstra¢ao para o caso de € limitado pode ser encontrada em [§], o resultado para o

caso €2 ilimitado com fronteira compacta sera uma facil consequéncia do caso limitado.

Teorema 4.1. Seja Q) um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, denote por v o

vetor unitdrio normal & fronteira 0S) de 2. Entao o operador
o o HYQ) - {(go, g1) € HHOQ)+L2(09, d"w)
| Viango + g1v € H%(C’?Q)”},
Yu = (Ypu,INu)
esta bem-definido, € linear, limitado, sobrejetor e possui um inverso a direita limitado,
sendo o espago {(go,gl) € H' (0Q)+L*(0Q,d"'w)|  Viango + g1V € H%((?Q)”} munido
da norma

1090, 91)llae = llgoll o0y + lg1llr2@0.an-10) + [[Viango + 917113 50 (4.1)

Além disso, o nicleo de v, é HZ().



19

Demonstragao. Como ja observado, para o caso em que Q é limitado veja [§]. Para
demonstrar o caso ilimitado, tome uma bola aberta de raio r, B,, tal que 02 C B, 5. Seja
¢ € CP(R") tal que p(x) =1, Vo € B,pep(x) =0, VoreR"\ Bsu. Denote por
v L =Q,QN B, : A aplicagdo 79 com dominio H?(2), e com dominio H*(Q N B,),

respectivamente. Note que, para todo u € C3°(Q) vale 7§ (u) = v3"P" (pu). Assim,

12’ ()llae = 172" (0w)llaans, < Clleullnz@ns,) < C'llulln e ;

como C°(Q) & denso em H2(Q), desta igualdade segue que v, com dominio C5°(9),

estende-se continuamente, e de forma tnica, a uma aplicagao de H?(2) em
{(90:9) € HNOQFLAOQd"'0)| Veango + g1v € H(09)"}.

Para ver que essa extensao possui um inverso a direita continuo, basta notar que se (
for um inverso a direta para yémBT, entdo £ o ¢ é um inverso & direita continuo para -5,
sendo £ um operador de extengao continuo de H*(QN B,) a H*(Q). A tltima declaragao

do teorema segue facilmente do caso limitado e da construgao acima. O]

O proximo espaco que definiremos abaixo foi introduzido em [§] e desempenha um

papel importante na sequéncia.

Definicao 4.1. Seja Q0 um dominio de Lipschitz com fronteira compacta. O espaco

N%(aQ) ¢ definido por
N3(0Q) = {g € L2(0Q,d" )| gv; € H3(0Q), 1<i< n} (4.2)

e munido da sequinte norma

— 112
91ty = 3 M998, - (43)

Esta norma, claramente, deriva de um produto interno, em particular este espaco
¢ um espago de Banach reflexivo, que mergulha continuamente em L?(99Q, d" 'w). Mais
ainda, se Q for limitado e Q2 € C* com r > 1/2, vale N2 (99Q) = Hz(9S) com normas
equivalentes; veja o Lema 6.2 de [§].

Como consequéncia direta do Lema 6.3 de [§] tem-se o seguinte resultado.
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Lema 4.1. Seja Q um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entao
N HA(Q) N HY Q) = N2(09) (4.4)

¢ bem definido, linear, limitado, sobrejetor e possui um inverso a direita limitado. Além

disso seu niicleo € igual a HZ ().

O proximo resultado estende a definicao do traco de Dirichlet para o dominio

de HA

max"*

Teorema 4.2. Seja ) um dominio de Lipschitz com fronteira compacta; entdo existe uma

unica extensao Yp de Yp,
Ap: {ue LAQ) HAw e LH(Q)} — (N2(0Q)), (4.5)

que € compativel com (2.19) no sequinte sentido:

Para 3/2 > s > 1/2 e todo u € H*(Q) com HAu € L*(Q), vale Apu = ypu. Além
disso, a imagem de yp € densa em (N%(GQ))* e vale a sequinte formula de integracao por
partes

<7J<‘,w,§Du>N%(m) = — ((H'w,u) 20y — (w, H'u) 120 , (4.6)

em que w € HX(Q) N HL(Q) eu € L2(Q) com HAu € L*(Q) e
1 1 X
(4 )y don * N2(09) x (N2(002)" = C
representa o empareamento entre um vetor e um funcional de N%(ﬁQ).

Demonstragio. Tome u € {u € L*(Q)| H* € L*(Q)}, definiremos 4pu € (Nz(9Q))*
como segue. Tome g € N2(99), pelo Lema existe w € H%(Q) N HY(Q) tal que
4(0) = g ¢ [[ulliay < Cllal 3 - Defina, entio, Fpu € (V469" por

(9: DU 3 o) = ((H"w,u)p2() — (w, H'u) 12(0) (4.7)

Para ver que pu estd bem-definido por essa equacgao, devemos mostrar que a defi-
ni¢ao acima nao depende da escolha particular de w satisfazendo as condi¢oes acima ou,
o que é equivalente, se w € H?(Q) N Hy () satisfaz vy (w) = 0 entdo vale (H4w, u)r20) =

(w, H ) p2(q). Se w € C§°(2) e u € C3°(Q) essa igualdade vale, o caso geral segue deste
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fato uma vez que que, pelo Lema , 0 espaco C°(€2) é denso em HZ(Q) e C°(Q) é
denso em {u € L*(Q)| H4u € L*(Q)}. E claro que 9p definido desta maneira é con-
tinuo e satisfaz a formula de integracao por partes referida no enunciado. A unicidade
também segue do fato de que C5°(Q) é denso em {u € L*(Q)| H4u € L*(Q)}.
Demonstraremos agora que essa extensao ¢ compativel com (2.19). Para isso, tome
u € H*(Q) com HAu € L*(Q), 3/2 > s > 1/2, e considere u; € C(Q) tal que u; — u
em H*(A, Q). Fixe também w € H2(Q) N HL(Q) e tome w; € C;°(Q) tal que w; — w em

H?(Q). Fixe agora i e considere o campo de vetores,
G =wVaw; € HY(Q), j€N. (4.8)

por um calculo simples obtém-se,

diVGj = VAuiVij — mHij (49)
v-ypGy = FpliyNw . (4.10)
Assim, obtemos
(ui, HAU)>L2(Q) = lim (Ui, Hij)L2(Q)

Jj—o0

_ jhm {(_/d”x diVGj) +(I’A(Uz‘7wj)}
00 Q0

= lim (—/ d"‘lw’yDui’yjf‘,wj +<I>A(ui,wj)>
PYY)

Jj—o0
= lim <(HAui=wj)L2<m+(7f$umej)L2(m— / d"*lwwuwﬁwy)
o0 0N

= (H"w,, w)r200) — / 4" wApyRw
o9
sendo que na ultima igualde utilizou-se o fato de que ypw; — ypw = 0. Assim,

(ui, Hw) o) = (H i, w) 20 —/ d" Dty w. (4.11)
o0

Fazendo ¢ — oo na equacgao anterior obtemos
/ dn—lw/yDU,’}/jew = <(HAU,7 w)LZ(Q) — (u, HAU)>L2(Q)> = Wffw’&DmN%(aﬂ) (412)
Gl9)

Como v4 : H2(Q) N HL(Q) — N2(99Q) é sobrejetor, a equagio anterior mostra que
Ypu e ypu coincidem como funcionais anti-lineares em N %(89). Em outras palavras,

YpUu = Ypu.
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Resta agora demonstrar que 4p possui imagem densa e, para isto, basta demons-

trar que {u|m| u € C(‘)’O(ﬁ)} ¢ denso em (N2(99Q))*. Tome entdo um elmento ¥ de

(N2(8Q))*)* = N2(dQ) — L2(09) que se anula em {u\ag\ u € CgO(ﬁ)}, devemos
(4.13)

demonstrar que ¥ é nulo. Por hipétese vale

=0, YueCr9Q).

<\Ij7 ’A}/DU>N% 9Q)

mas pela compatibilidade de 4p e 7p demonstrada anteriormente segue que,
(4.14)

)= 0, Yue C(Q),

NZ (00

(U, vpu)r200) = (¥, 9pu)
assim, como ypC(Q) é denso em L2(09) (isto pode ser visto como uma consequéncia
O

do Lema 3.1 de [§] e do Lema [3.3)), segue que ¥ = 0 e isto demonstra a afirmagao.
Como uma consequéncia simples deste resultado, recuperamos o Corolario 6.5 de [§].

Corolario 4.1. Seja 2 um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entao cada uma

das sequintes inclusoes é continua e tem imagem densa,
NI/Q((“)Q) — L2(09) — (NI/Q((“)Q))*.

3
A seguir introduziremos o espaco N3 (0€2) que é uma generalizagao do espago N 3 (09)

introduzido na Secao 6 de [§], que corresponde ao caso A = 0.
Definicao 4.2. Seja ) um dominio de Lipschitz com fronteira compacta. Definimos o

espaco NE((‘?Q) por
NE(E?Q) = {g c H'(0Q): Vige H%(GQ)} sendo (4.15)
Vg = <Vm —i(v - fT)V) g (4.16)
(acima adotou-se o abuso de notagao que consiste em denotarmos também por A a fungao
vpA), e munimos NE(@Q) da sequinte norma,
11t gy = 11 o+ ¥k e (4.17)

Sobre este espago tem-se o seguinte resultado.
3
Lema 4.2. Seja Q um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entio N3 (092) é um

espago de Banach reflexivo que mergulha continuamente em H'(09).
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3
Demonstragdo. Que a inclusao de N2(90Q) em H'(9Q) é continua é evidente. Para ver
3
que este espaco é de Banach tome uma sequéncia de Cauchy {g, }nen em N3 (092). Do que

j4 observamos, segue que {g, }nen ¢ de Cauchy em H'(0R), assim converge nesse espago
A

4 gecomo Vi g, também é de

para g. Deste modo, Vi g, converge em L%(9S2) para V

Cauchy em H%((‘?Q) segue que esta sequéncia também converge para Vi g em H%(aﬁ).

tan
3 3 3
Assim g € N2(09) e {gn}nen converge para g em N3 (0f2), portanto, N3(0€2) é um
3
espago de Banach. Que N2 (99) ¢ reflexivo segue do fato de que ¥ : g — (g, Vit g) é um
3
isometria entre N2(8) e um subespaco fechado de H'(99) x (Hz(9))". O

O proximo lema mostra que se §2 for limitado com fronteira regular, entao Ni/ 2 (09)

coincide com o espaco ordinario H3/2(9Q).

Lema 4.3. Seja Q um dominio limitado de classe CY" com r > 1/2, entao Njﬂ(aQ) =

N3/2(00) = H3?(00).
Demonstragao. Pelo lema 3.4 de [8],

M, :u € HY?2(0Q) — vu € (H/*(0Q))"
é bem definido e limitado; assim,

HM—i(wA)uUH(Hl/z(an))n = | —i(V'A)VU\|(H1/2(aQ))n

IA

| (’YDA)U||(H1/2(69))n
= H(VD(AU)H(HW(aQ))n
C"[(AU) | i)

IA

IN

' HuHHl/Q(aﬂ)

IN

C [Jull g1 a0

para todo u € HY(0Q) — HY%(0Q), sendo que U € HY(Q) é tal que vpU = u e
U ) < Kllullgirzon)- Assim, M, ), H'(092) — (HY2(09Q))" é limitada. E como
3

VA u=Vimu+ M i(- Ay U Segue que Nj(0Q) = N3(09) e que

tan _

100y + 1V 73 gy = 11 o) + [ Vian - |14 -

O restante da demonstragio segue imediatamente do Lema 6.8 de [§]. O
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O lema que segue relaciona o espaco N (89) com o operador 7p.
Lema 4.4. Seja Q) um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entdo
v {ue HX(Q)| yau=0} = NY*(0Q) (4.18)

esta bem-definido, € linear, limitado, sobrejetor e possui um inverso a direita limitado;

além disso seu nicleo é HZ(S2).

Demonstragio. Tome u € H?(S)) com v4u = 0, entdo vale
vt = —i(v - A)ypu (4.19)

e deste modo,

—,

Yeu = (Ypu,yvu) = (Ypu, —i(v - A)ypu). (4.20)

Portanto, pelo Teorema

Vit (10) = Vian(vp0) = i(v - D) = Vean(rpu) + () € (H2(09))" (4.21)
€ segue que
Il gy = IPollrom + IV 003 (122

= Iroulli o + [ Vean(r00) + )l 415 (423

[vpul| g @0) + 11vvull2e0) + [[Vian(You) + (’YNU)H( o 7(4 24

< COllullmz@); (4.25

IN

)
)
)
)

portanto, o operador estd bem-definido e é limitado. Resta demonstrar agora a existéncia
do inverso a direita limitado. Seja & um inverso a direita de v, dado pelo Teorema [4.1] e

considere o operador

NE(O9Q) — {(g0, 1) € H (ON)FLX(0Q, d"'w) |Viango + g1 € H?(99)"}4.26)

(g) = (g,—i(v-A)g). (4.27)

:J>w\w

O operador [ é limitado, pois

1N = Ngllmon + 11 =i Dgllzzen) + Vg1l 413 oy (4.28)

< Clllgllmen + 1Vl 3 o) (4.29)

\»—t
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3
Assim £ o[ é limitado, além disso, para todo g € N2 (092), pela equagao (4.19),

—,

Ypo (§ol)(g) =vp(&(g, —i(v-A)g)) =g (4.30)

o(Eol(g) = (g, —i(v-A)g)) +i(v- A)yp(Elg, —i(v - A)g))
= —i(v-A)g+i(v-A)g=0.

Logo, £ ol é um inverso & direita continuo do operador do enunciado, e isto encerra a

demonstracgao. O

O proximo resultado estende o traco de Neumann para o dominio do operador

maximal.

Teorema 4.3. Seja Q) um dominio de Lipschitz com fronteira compacta. Entao eriste

uma tinica extensio v de ya de forma que

3
2

v4{ue Q) H' e L}(Q)} — (N3 (09))* (4.31)

é compativel com (2.22) no sequinte sentido: para todo s > 3/2 wvale

~

Yau = yau, Yu € H(Q) tal que H%% € L*(9). (4.32)

Além disso, esta extensdo possui imagem densa e

<’Y]<1[U, Fwa>N%(8Q) = — ((U}, HAU)LQ(Q) — (HAUJ, U)Lz(g)> (433)

para todo u € {u€ L*(Q)] H* e L*(Q)} ew € H*Q) tal que yqw = 0, em que
3 3
(- .>N%(89) : (N2 (092))* x N3(02) — C representa o empareamento entre um funcional e
A
3
um elemento de N;(0S).
. 3
Demonstragao. Tome u € {u € L*(Q)] H*u € L*(2) }; definiremos yqu € (N3 (0))* da
3

seguinte maneira: considere g € N3 (92), pelo Lema |4.4] existe w € H?(2) com yyw = 0
de forma ave 5 = g ¢ ey < Cllgl 3. defina entio

209

(vau, 9) = —<(w> H)200) — (Hw, U)L2(Q)>- (4.34)

3
N3 (09)
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De forma anédloga a demonstracao do Lema verifica-se que a definicao acima faz
sentido, é Unica e que 7}3 assim definido é continuo. Demonstraremos agora que esta
defini¢io é coerente com (2.22), assim , tome u € H*(Q) com H4u € L*(Q) e s > 3/2.
Entdo, para todo w € H*(Q) com y4w = 0, usando podemos escrever,

(H w,u)r2) = @a(w,u) — (vaw, ypu)r2(0)

= dy(w,u).
Por outro lado, usando agora ((3.18)) obtemos

Dy (u,w) = (HAU,U))LQ(Q) + (%@UﬁDw)L?(Q)’

assim, combinando as duas ultimas equacoes obtemos

~

(’Yf\‘ﬂl,, ’}/Dw)LQ(Q) = (U, HA’LU)LQ(Q) — (HAU7 w)LQ(Q) = <7ﬁu’7Dw>N%(BQ) s (435)

e isto mostra que 7}\‘,, como definido acima, é coerente com .

Para ver que a imagem de 7}‘(‘[ ¢ densa, basta mostrar que v (C5°(2)) é denso em
(N2(09))*. Seja ¥ € ((NE(@Q))*)* = NE(@Q) um funcional anti-linear que se anula em
YA (C5°(€2)), devemos demonstrar que ¥ é nulo. Como ¥ € NE(@Q), existe w € H?(Q)
com Yyw = 0 satisfazendo ypw = V. Assim,

A

(yww,ypw) 5 =0, Vue Cse(Q), (4.36)

>N 2(00)
usando, entao, a equacao conclui-se que,
(u, HAw) 1200y = (H ', w)20) Yu € C°(Q). (4.37)
Por outro lado, usando a equacao obtemos para todo u € C$°(Q),
(Hw, u)r2(0) = (Yypw, Yaw) 20y — (Yaw, you) 2o + (w, H4u) 120, (4.38)
levando em consideracio que y4w = 0 e que ¥ = ypw, obtém-se que

/ A" wUytu =0 Yue Ce(Q). (4.39)
o9

Portanto, para concluir que ¥ ¢ nulo é suficiente notar que 3 (C5°(2)) é denso em L2(992).
Mas isto segue do Lema do Corolario , e do fato de que CF(Q) é denso em
H2(Q) N H(Q). O
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Corolario 4.2. Seja Q2 um dominio de Lipschitz com fronteira compacta, entao as se-

guintes inclusoes sao continuas e possuem imagens densas,
3 3

N3 (09Q) = L*(09Q) < (N;(02))*. (4.40)

Demonstracao. Denote por [ a primeira inclusao e por J a segunda. Claramente a pri-
3
meira inclusdo ¢ limitada pois N3 (9Q) — H'(9Q) < L?(99), assim a segunda inclusao
também ¢ limitada pois J = I*. Que a imagen de .J é densa segue do Teorema[4.3] A den-
sidade da imagem de I segue da densidade imagem de J; de fato, seja f € L*(99, d"'w)
3 3 3 3

com f(I(NZ(0R))) =0 entao, Jf(N;(0Q)) =I*f(NZ(02)) = f(I(N;(092))) = 0, assim
Jf =0, como J é injetor segue que f = 0 e isto demonstra a densidade da imagem de [

e encerra a demonstracao. O
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Capitulo 5

Dominios quase-convexos

Nesse capitulo apresentarei o conceito de dominio quase-convexo, que, de forma
simplificada, ¢ uma classe particular de dominios de Lipschitz com fronteira compacta que,
ou é de classe C1" localmente, ou localmente sua fronteira possui uma certa propriedade de
convexidade. Em [§] os autores demonstraram que para essa classe de dominios, as fun¢oes
de Dom Ap e Dom Ay possuem regularidade H?(2). Para um domininio de Lipschitz
limitado geral, pode-se apenas afirmar que as funcoes de Dom /A p possuem regularidade
H??2(Q), veja o Teorema B.2. de [I3]. Usando resultados estabelecidos em [8] acerca das
funcdes de Dom Ap, Dom Ay, demonstraremos que as fun¢oes do dominio de H7 e Hi
possuem regularidade H?(Q2). Este resultado, por sua vez, sera utilizado posteriormente

para se classificar todas as extensoes auto-adjuntas de H4

mim*

5.1 Definicoes

Seja €2 um dominio de Lipschitz limitado de R™; dizemos que €2 é de classe MH;/Q,
e denotamos 0 € M H;/ ® se para as fungdes p; da definicao de dominio de Lipschitz,
temos que V; pertence a (MH,*(R"1))"! ¢ vale IVell,

1/2 . <4, em que

MHY?(®r-1))
MHP(R™) = {f € LR")| My € B(H*(R")}, (5.1)
sendo que M; é o operador de multiplicagio por f e B(H'Y?(R")) ¢ o conjunto dos

operadores limitados em H'/2(R"), além disso,

HfH]\/[H;m(Rn—l) = HMfHB(H1/2(R”—1)' (52)
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Na sequéncia introduziremos a defini¢ao de dominio pene-convexo ( termo que ado-

taremos neste trabalho como a versao em portugués do termo “almost-convex domain”).

Definicao 5.1. Um dominio de Lipschitz limitado de R™ ¢ dito pene-convexo se existir
uma famila {Q, }nen de abertos em R™ com as sequintes propriedades:

i) 00, € C? ¢ Q,, C Q para todo n € N.

i) Q, / Q para n — oo, no sentido que Q,, C Q11 para todon € N e Unen 0 = Q.
iii) Ezistem uma uma vizinhanca U de O e uma funcao real p, de classe C?, para cada

valor de n € N, definida em U de modo que p, < 0 sobre U N Q,, p, > 0 sobre U\ Q, e

pn = 0 sobre 0,,. Além disso, existe C1 € (1,00) de maneira que
Cil < |Vpu(2)| <C, Vo€, e VYneN. (5.3)

iv) Existe Cy > 0 de forma que para todo n € N, todo ponto x € Q e todo vetor & tangente
a 09, em X wale,

(Hessp,€, &) > —Cal¢/?, (5.4)

52 Pn

B0, € a matriz

sendo que (-,-) denota o produto interno de R™ e Hessp, = { }
1<i,j<n

Hessiana de p,,.
Tendo estabelecido estes conceitos podemos introduzir neste texto, entao, o conceito

de dominio quase-convexo .

Definicao 5.2. Um dominio de Lipschitz com fronteira compacta €2 de R™, com n > 2,
¢ dito quase-convero se existir & > 0 suficientemente pequeno de forma que para todo
x € 0N existe uma vizinhanca aberta (), de x em que uma das sequintes condi¢oes valem:
i) Q. NQ € de classe ]\41’-[(;/2 sen > 3, e de classe CY" para um certo r € (1/2,1) se
n=2;

ii) Q NS € pene-convezxo.

O proximo resultado mostra que, para um dominio quase-convexo, as funcoes de
Dom H$ estao em H?(); este resultado serd importante na sequéncia e é consequéncia

direta do Teorema 8.11 de [§].

Teorema 5.1. Seja Q um dominio quase-convero. Entdo, Dom Hfy e Dom Hjy C H?(Q).
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Demonstracao. Suponha, primeiramente, que {2 seja limitado. Neste caso o resultado
para H# segue diretamente do Teorema 8.11 de [8] e da seguinte observacdo: Uma vez
que A € (WL (Q)", vale HA = —A + L com L : H'(Q2) — L%(2). Assim, se u € H'(Q)
vale HAu € L*(Q) se, e somente se, Au € L*(Q2) e as extensoes de yp definidas em
Dom H# e Dom Ap coincidem, portanto, Dom H# = Dom A p.

Agora, ainda sob a hipotese de que €2 é limitado, demonstraremos o resultado
para H#. A demonstragao é similar & do Teorema 8.11 de [8] (para o laplaciano). Tome
u € Dom Hy, pela defini¢do de dominio quase-convexo (limitado) e um argumento de
particao da unidade, é suficiente mostrar que, se {2, é como na definicao de dominio quase-
convexo e w € CF(R™) & tal que IQ Nsupp (w) C INNIQ,, entdo v = (wu)|q, € H*(Qy).
Uma vez que u € H'(Q), Au € L*() (o que vale pelo mesmo argumento do paragrafo

acima) temos,

Av = [(Aw)u + 2Vw - Vu + wAu]|g, € L*(Q),

eve HY(Q,).

A conclusao da demonstracao neste caso se divide em dois sub-casos.

caso I: Suponha que €2, ¢ de classe C*", r > 1/2, ou que €, é de classe NH;/2
e n > 3. Neste caso o resultado é consequéncia do seguinte fato que foi estabelecido na

demonstracao do Teorema 8.11 de [§]: Seja Q de classe C'" com r > 1/2 ou Q de classe

NH;/2 en>3. Sew e H(Q) com
Aw € L*(Q), Ayw e HY?(Q), (5.5)

entao w € H?(Q). De posse deste fato, dando prosseguimento a demonstragao, temos

que, v € H*(,) e Av € L*(Q,), por outro lado,

Fuvlogsnan = V- p(Vawu)|0Q, NN
= [yp(w)Fau + 7o (u)in(w)]sa.non
= [yp(w)in(w)]oa.non € HY*(Q,),

assim,

Anvlog.nen = Aavlaa.naa — [V - vp(Awu)]|sa.noe

= [N (w)]loa.non — [iv - o (Au)yp(w)]on,noe € H* ()
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uma vez que, vp(Au) € H/2(002N09Q,) e pelo fato de que, sob a hipétese de regularidade
de €2, assumida no inicio deste sub-caso, o operador de multiplicacao por v mapeia
H'Y2(Q,) nele mesmo. Entdo, pelo fato mencionado acima, segue que v € H?(€),) e isto
finalisa a demonstragao neste sub-caso.

caso II: ), é pene-conexo. Este sub-caso é uma consequéncia simples do Lema 8.8
de [8] aplicado ao campo vetorial (wVau)lq,, assim v € H?*(Q,) neste caso também, e
isto finaliza a demonstracao no caso em que 2 é limitado.

Suponha agora que €2 seja ilimitado. Consideremos primeiro o caso do operador H3,.
Tome uma bola B, de raio r tal que 02 C B, /2, sejam ¢, ¢, uma particdo da unidade
associada & cobertura {Q N B,,R"™ \ B, 2}, note que como dQ C B, s, pelo teorema da
alfandega devemos ter R" \ m C Q. Assim, segue que para todo u € Dom Hj em €
vale, u = p1u + pou, em que up; € Dom Hp. Como ¢ € C°(B,) segue diretamente que

p1u € HY (2N B,), por outro lado vale
H(pru) = orH (u) + [H?, ¢1]u

em que [H4 ;] denota o comutador de H* com o operador de multiplicacdo por ¢,
¢ um operador diferencial de ordem 1 que mapeia H'()) em L*(Q). Portanto, como
H4% € L*(Q) e u € H'(Q), segue que H*(p1u) € L*(Q2N B,) e assim pu € Dom Hp |
(em que H§‘71 é o laplaciano de Dirichlet associado a H4 em QN B,.). Portanto, pelo caso

em que ¢ limitado segue que p1u € H2(2N B,). Por outro lado vale
HA(@?“’) = 902HA(U) + [HAv SOQ}ua

e como tanto ¢, como suas derivadas de qualquer ordem sio limitadas, segue que H*(pou) €
L2(R"\ B, ), e como pou € HJ(R™\ B,/3) seque que gou € DomAp, , onde Ap o é
o operador de Dirichlet associado ao laplaciano em R" \m Mas é fato conhecido que
o dominio de Ap, estd contido em H?(R"\ B,/2), veja por exemplo [9] Teorema 8.12.
Assim segue u = 1u + pou € H*(Q) e o resultado esta demonstrado neste caso.

O caso do operador Hi é tratado de um modo similar, de fato, se u € Dom Hg
e p; © = 1,2 sao como definido acima, por uma argumento similar segue que @ju €
Dom Hi, C H*(B, N Q) em que HY, é o operador de Neumann associado com H* em
Q\ B,j2, € pou € DomAp s C H*(Q\ B,j2); assim, u = p1u+ pou € H*(Q) e isto encerra

a demonstracao do teorema. O]
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5.2 Traco de Neumann regularizado em dominios quase-
CONVEXO0S

Neste capitulo, introduzirei o conceito de trago de Neumann regularizado, esse con-
ceito é definido no contexto dos dominios quase-convexos que introduzimos no capitulo
anterior e nos permitira construir uma tripla de fronteira para o operador H*

max*

Na se¢do anterior, vimos que Dom HA C H?(), assim, temos que Dom Hj =
H?(Q) N HE(Q). Com esta observagao em mente, podemos introduzir o operador T4,

chamado traco de Neumann regularizado, através da seguinte definicao.

Definigao 5.3. Seja Q) um dominio quase-convexo. O operador tra¢o de Neumann requ-

larizado € dado por:

et 0 {ueL*(Q)| H'%e LX)} — N2(69)

T = AM(HA—2) 7N HA = 2)u, em que zeC\o(Hp).
Claramente, tal operador esta bem-definido e limitado, além disso vale:

Teorema 5.2. Sejam Q um dominio quase-convezo e z € C\ o(H3), entdo o operador
Az . . .

TN possui as sequintes propriedades:

i) T (H2(Q) N HE(Q)) = N2(09).

i) Kertip® = H2(Q) + {u € L*(Q)| (H* - 2)u =0}

Az~ JAZ A\
ii) (HAu,v)r2) — (u, H*) 20y = — (13 U’WD@N%(QQ) +(Tn U’IYDU>N%(8Q)'

Demonstragio. i) Basta notar que para z € C\ o(H#) o operador (H* — 2) : H*(Q) N
HE(Q) — L*(Q) é sobrejetor e usar o Lema [4.1]

ii) B claro que HZ(Q) + {u € L*(Q)| (H*—2)u=0} C Ker7y”*, que a soma é
direta segue do fato de que Hj — z é invertivel. Seja entdo u € Ker Tjé’z, e defina w =
(Hf—2)"Y(HA—2)u, entdo, w € H*(Q)NH(Q) e vjé’zw — 7%u = 0. Assim, w € H3(Q),
e vale, u = (u —w) + w, sendo w € H2(Q) e u —w € L*(Q) com (HA — 2)(u — w) = 0,
logo, Kerry* € H3(Q) + {u € L*(Q)| (H* —2)u=0}.

iii) Tome agora u,v € {u € L*(Q)| H%w e L*(Q)} e defina, a = (Hp —2) ' (H* -
2ue v = (Hf —2)"H(H” — Z)v, ambos elementos de H%*(Q) N HL(). Entdo, vale



5.2. Trago de Neumann regularizado em dominios quase-convexos 33

(HA = 2)i = (H" = z)ue (H =Z)0 = (H" = Z)v, além disso 7%\1[71 = Tf}’zu e 7;’317 = va"zv,

assim,

(HAU,U)Lz(Q) — (u, HAU)Lz(Q) =

em que na terceira equagao utilizou-se (4.6)), na quarta usou-se 7}‘(‘,@ = T]‘\‘}’Zu, e na sexta
usou-se novamente ([4.6), (H* — 2)(@ —u) = 0 e 4p(@t — u) = —Ap(u). E isto encerra a

demonstracao. O
Na sequéncia demonstaremos dois lemas que serao utilizados posteriormente.

Lema 5.1. Seja Q um dominio quase-convexo. Entao o operador p, que salizfaz|[f.5, €
sobrejetor. Mais especificamente, para todo z € C\ o(H3), eziste C > 0 de forma que
para cada 0 € (N2(00))* eziste ug € L*(Q) com (HA — 2)ug = 0 tal que Yp(ug) = 0, mais
ainda,

0 € (N2(8Q))* — ug € L*(Q)

¢ linear e limitado.

Demonstragio. Fixe z € C\o(H3$), entdo, pela observagao do inicio do capitulo, podemos
escrever,

(H* —2)7': LX(Q) — H*(Q) N H(Q), (5.6)

e, como se verifica facilmente, esta aplicagao ¢ continua. Assim, Dado 0 € (N%(aﬂ))*,

usando o Lema o funcional anti-linear
Oym(HA =)7L L2(Q) = C (5.7)

estd bem-definido e é continuo. Entao, pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe

um unico iy € L*(Q) de modo que

Oy (H = 2)7 () = (f.100) 120 (5.8)
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e, ainda,

o]l 2@ = 1075 (H* = 2) Iz < ClION 4 o
Além disso a aplicagdo § — iy & linear. Fazendo f = (H* —Z)w com w € H}(Q)N H(Q)
em obtemos

Oy (w)) = (H* = Z)w,1dp)r2),  Yw € H*(Q) N Hy (). (5.9)

Em particilar para w € C5°(2) vale, (H* — 2)w, ) r2(0) = 0(va(w)) = 6(0) = 0; assim,
(H” — 2)1y = 0 no sentido das distribui¢des. Portanto, para w € H2(Q)N H} () podemos

escrever,
O(yn(w)) = ((H* = 2)w, 1) r2(0) — (w, (H* = 2)y)
em que na segunda equagio usamos a equagao (.6). Como va : H2(Q) N HE(Q) —

N%@Q) é sobrejetor, conclui-se que Yp(—1y) = 0. Assim uy = —y satisfaz as proprieda-

des do enuciado do lema, e isto encerra a demonstracao. O]

Lema 5.2. Seja Q um dominio quase-convezo. Tome z € C\ o(H3$), entio, para todo
feL*N)etodoge (N%(GQ))*, o sequinte problema de valor de fronteira possui solugdo
unica up:
(H*—=2)u = f em Q
u € L*Q)

Ypu g em Of).

Além disso, existe C(z) > 0 tal que ||upl|r2@) < Cz)(||fllr2@ + HgH(N%(aQ))*). Em

particular, se g =0 entdo up € H*(Q) N Hy ().

Demonstracdo. Pelo lema anterior podemos tomar v € L?(Q) tal que H4v = 0, 4pv = ¢

e llollzz) < Clgll s g+ Defina w = (HS = 2)7(f + 20) € HHQ) 1 HY(9), ento,

[wllzze) < CIIf + 2vllzz@ < C (112 + 191l 3 o)) (5.10)

Assim, verifica-se diretamente que u = v 4+ w é uma solucao do problema e satisfaz a

majoracao do enunciado. Para ver que a solucao é tnica devemos demonstrar que se
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u € L?(Q) satisfaz (H* — 2)u = 0 e Ypu = 0 entdo u = 0. Fixe, entdo, f € L*(Q) e seja
up = (H5(Q) —2)71f € HX(Q) N H(Q), entdo,

(fsu)r2(0) = ((Hp(Q) —Z)up,u)rzo) = (uy, (H'(©) - 2)u)r2@) — (’YffufﬁDWN%(am =Y
(5.11)

assim, segue que u = 0 e isso encerra a demonstracao. O
Como consequéncia imediata destes dois lemas vale o seguinte corolario.

Corolario 5.1. Sejam Q2 um dominio quase-convezo e z € C\ o(H3$). Entdo o operador
Ap {ue LAHQ)] (H* = 2)u=0} — (N3(9Q))* (5.12)
€ um isomorfismo continuo com inverso continuo.

Seja €2 um dominio quase-convexo, a partir destes resultados podemos introdu-
zir o operador Mj) y(z) : (N2(0Q))* — (N2(8Q))* para z € C\ o(H2) definido por,

M} n(2)f = —Anup onde up € a inica solugao de,
(H* —2)u=0, wueclL*Q), Apu=f (5.13)

Este operador é claramente limitado e pode-se demonstrar facilmente que vale a seguinte
relagao,

TAE U = A+ Mf,"N(z)(&Du), Vu € DomHA

max-*

(5.14)



36

Capitulo 6

Triplas de fronteiras

Neste capitulo, definiremos o conceito de tripla de fronteira. Utilizando os resultados

dos capitulos anteriores, construiremos uma tripla de fronteira para o operador H%, no

caso em que {) é quase-convexo, e assim obteremos uma parametrizacao para todas as

extensoes auto-adjuntas de H, em termos de operadores unitarios de N2 (092). Em todo

este capitulo, o espaco N2 (092) sera considerado como um espago de Hilbert munido de um

produto interno (-, ) cuja norma associada também sera denotada por || - ||

N3 (09)°
que possui a seguinte propriedade: seja F' uma fun¢ao mensuravel com |F(x)| =1 q.t.p.,

N (9Q)°

entao Mp, o operador de multiplicag@o por F' em Nz (0R2), & unitario e vale (Mp)* = Mp-1;
um exemplo de tal de produto interno pode ser encontrado na Observacao 6.14 de [§].

Denote por I a isometria sobrejetora I : (N2(9Q))* — Nz(S2), definida por

(.9 ybiom = 19 yd oy TS EN2OQ) e g€ (N2(09))" (6.1)

6.1 Fatos elementares sobre triplas de fronteira

Nesta secao, apresentarei a definicao abstrata de tripla de fronteira juntamente com
o teorema que relaciona este conceito com a teoria de extensao auto-adjunta; para mais

detalhes sobre este assunto veja [4].

Definigao 6.1. Seja A um operador linear, simétrico, fechado e densamente definido em
um espaco de Hilbert H. Entao (G,T'1,1'y) é uma tripla de fronteira para A se G for um

espaco de Hilbert e I'1,T'y : Dom A — G forem aplicagoes lineares satisfazendo:
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i)
<f7 Ag> - <Af7 g> = <F1f7 F29> - <F2fa Flg>7 vag € Dom A. (62>

ii) A transformacao (I'1,T'2) : Dom A — G x G € sobrejetora.
ii) O conjunto Ker(I'1,T'y) € denso em H.

Combinando os Teoremas 1.2 e 1.12 de [4], obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 6.1. Seja A um operador linear, simétrico, fechado e densamente definido em
um espaco de Hilbert H e (G,T'1,Ts) uma tripla de fronteira para A*. Entao, a aplica¢io

que associa a cada transformacao unitdria U de G o operador Ay definido por

DomAy = {x€DomA*| i(1+U)['a=(1-U)lwx}
AUU = A*U,

estabelece uma bijecao entre o conjunto das aplicagoes unitdarias de G e o conjunto das

extensoes auto-adjuntas de A.

6.2 Extensoes auto-adjuntas de H-. para () quase-convexo
e transformacao de gauge

O teorema que segue estabelece que (74", 4p, N2(99)), com z € R\ o(H2), ¢ uma
tripla de fronteira para HZ = (Hi')* e permite, assim, uma descricdo das extensdes

max

auto-adjuntas de HA

min*

Teorema 6.2. Seja Q um dominio quase-convexo, z € R\ o(HA) e A € WL (Omega).

Entio (r3%,Tp, N2(09)) (onde I'p = I 04p) é uma tripla de fronteira para HA

max’

Demonstragao. i) Pelo item iii) do Teorema [5.2] temos

(u, HA0) 20y — (H*u,v) 20y = (137" u, T po) — (Tpu, 74°0) (6.3)

N3 (69) N3 (99)
Assim o item i) da Definicao [6.1] vale.
ii) A validade do item ii) da Deﬁnigéoé consequéncia do fato de que 747 (Ker 4p) =

N2(09) e I'p(Ker T = Nz(052), em que a primeira equacdo ¢ consequéncia do item i)
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do Teorema ja a segunda é consequéncia do item ii) do mesmo teorema, juntamente
com o fato de que, pelo Lema Ip({u € L2(Q)| (HA = 2)u=0}) = (N2(00Q))*.
iii) O item iii) da Defini¢ao[6.1]é trivialmente valido uma vez que C§°(€2) esta contido

em Ker(I'1,I'y), e isto conclui a demonstracao. O

Como consequéncia direta deste resultado e do Teorema podemos enunciar o

seguinte teorema.

Teorema 6.3. Seja Q um dominio quase-convexo, z € R\ o(HA) e A € WL(Q). Entio

. . . A .
a aplicagao que associa o operador HJ® definido por

Dom Hj* = {u€DomHA, | i(1+U)ry"u=(1-U)pu}, (6.4)

H{*u = H% (6.5)

a transformacao unitdria U de N%(ﬁﬂ), estabelece uma bijecao entre as transformacoes

unitdrias de N2(9Q) e as extensoes auto-adjuntas de HA

min*

Observacdo 6.1. Fize z = —1. Uma vez que Hjy ¢ nio negativo, —1 € R\ o(HA). E
interessante notar que o Teorema[0.3 nos fornece uma parametrizagao da familia de todas

as extensoes auto-adjuntas de HZ,

em termos de U, que € independente do potencial
magnético A. Isto estabelece uma bijecao natural entre os conjuntos das extensoes auto-
adjuntas Hé’_l de HA

em (WL (Q))", dada por H) ™" «— H}™".

e Hg’_l de HB. | para todo par de potenciais magnéticos A e B

Observacao 6.2. Um caso particular de grande interesse é o caso de dominio quase-
convezo, conexo e ilimitado Q0 C R?, com O sendo uma curva simples fechada, e A é
tomado de modo que rot A = 0 em 2, isto €, o campo magnético € nulo em ). Esta € a
situagao tipica para o estudo do efeito Aharonov-Bohm e, até onde sabemos, o Teorema[6.5
fornece a primeira descricao de todas as extensoes auto-adjuntas neste caso e, mais ainda,
admite a possibilidade de que a fronteira 0S) seja irreqular. Neste contexto, uma questdao
importante € sobre quais extensoes auto-adjuntas H{]"Z sao unitariamente equivalentes a
uma com potencial magnetic nulo, isto €, a prenseca de A nao tem consequéncias fisicas.

Comentaremos sobre isto apds estabelecermos o Teorema [0.6]
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Observagao 6.3. Sequindo a mesma linha de raciocinio adotada em [8] e usando re-
sultados aqui desenvolvidos, € possivel obter uma parametrizacao para as extensoes auto-

adjuntas de HA

i andloga aquela dada pelo Teorema 14.5 de [§]; tal parametrizacio é
obtida através de uma aplica¢ao do Teorema I1.2.1 de [I1] em vez do uso de triplas de

fronteiras.

6.3 Transformacgao de gauge

A seguir introduziremos o conceito de equivaléncia de gauge para potenciais veto-

rias em (WL (€2))" e mostraremos como as extengoes auto-adjuntas de HZ, ~dadas pelo
Teorema se relacionam com esse conceito. Nesta secao, (2 é assumido ser um dominio

quase-convexo.

Defini¢ao 6.2. Seja Q um dominio de Lipschtz conezo e sejam A, B € (WL (Q))" dois
campos vetorias de ). Dizemos que A € gauge equivalente a B se valem as sequintes
condicoes:

i) d(wp—wa) =0 (em quewy € a 1-forma diferencial associada a A, isto é, em coordenadas
cartesianas wa =y . Aidz;, sendo A = (A, ..., Ay).)

i) Para todo caminho fechado, reqular por partes, v em €, existe um inteiro n. tal que

fv(wA —wp) = 27N,,.

Sejam A, B campos gauge equivalentes como na definicao acima e fixe o € (2, entao

a funciao F@: Q) — C dada por
Fz) = etheWemwd) e Q, (6.6)

em que 7y, é uma caminho em 2 conectando zy a x € €; é bem-definida pelo item ii) da

defini¢do anterior, e |F¢| = 1.

Lema 6.1. Sejam A, B € (WL (Q)))" campos vetorias gauge equivalentes em ). Entdo
VEF? =i(B — A)F%; além disso, F®* € W2, em particular, F** € H} (Q).

Demonstracao. E suficiente demonstrar a primeira afirmacao, pois o restante é uma con-

sequéncia direta desta. Fixe zy € (2 e uma bola aberta, B,, C (2, com centro z, tal que
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A— B é de Lipschitz com constante K > 0 em B,,; basta demonstrar que a afirmagao vale
em B,,. Note que, para x € B,,, vale F%(z) = F%(2¢)e*®, sendo ¢(z) = f[xo (Wa—ws)
e [zo, x] é 0 seguimento de reta conectando xg a x; temos que Vo (z) = (B—A)(x), © € By,.

De fato, se (B — A)(z) = (f1(x), ..., fu(z)) vale,
Pole) = @ [ (3 flan + tlo —au)) (o' ol
_ /0 DI filwo + tx — z0)) (@' — )]t

=1

= /0 [fi(xo +t(x —x0)) + Z & fi(xo + t(x — mo))t(z" — x))]dt

i=1

= /0 [fi(xo +t(x —z0)) + Z O' fi(wo + t(z — mp)) t(x" — xf)]dt

1
= [ GG+ tla =)
= filx),
sendo que a segunda igualdade é justificada por uma aplicacao do teorema da convergéncia
dominada ao limite da defini¢ao da derivada, que pode ser aplicado pois o integrando deste
limite é limitado uma vez que (B — A) é de Lipschitz com constante K em B, ; a quarta

iqualdade é consequéncia do fato que " f; = & f;, para todos i,j = 1,...,n, e isto conclui

a demonstracao. O
Deste lema, segue que a seguinte fungao estd bem definida:
FO .= yp O (6.7)
Para uma transformacdo unitaria U em N2 (92), definimos
Fu = (FOYTIU R, (6.8)

Teorema 6.4. Sejam A, B campos vetorias em (WL (Q))" limitados e gauge equivalen-

tes, e sejam F? e FP? as funcoes definidas acima. Entdo, sob as mesmas hipdteses do
. . A
Teorema a extensio auto-adjunta H{* de H2

. . . . B,z
Lo € unitariamente equivalente a HFU .
De fato,

H{? (Fu) = FQH%JZU,

para todo v € Dom HJ%JZ — (F)~'Dom H;}*. Equivalentemente, H;*F® = FQHJE&Z.
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Demonstrag¢do. Note inicialmente que HE = (F®)"'HAF® (por abuso de nota¢do o ope-
rador de multiplicagao por F'® esta sendo denotado por F?). De fato, na demonstragao
da Proposicao , verificou-se que H7 & o tinico operador auto-adjunto associado & forma

®4 p. A afimacgao segue entao de,
®p p(u,v) = ®ap(FPu, F), VYu,v € Hy(Q).

Note agora que Dom H4 = F®Dom H?

max max*

Além disso, HA, (Fu) = FOHB

max max "

De fato, ¢ claro que para u € C§°(Q) vale H2, (F%u) = FCHE, u

max max "

Fixe agora u € Dom HZ_ . e tome uma sequéncia {u;};eny em C5°(9) convergindo

max?

para u em Dom H”

max’

na norma do grafico || - ||z = || - [[z20) + [|H"(*)l|r2(0)- Entéo, do

que foi observado anteriormente, vale,
|HA(F®u;) = FYHul|20) = [[HP (w) = HP (w)|| — 0, (6.9)

para i — 0o, em particular, {Fu;};cn ¢ uma sequéncia de Cauchy na norma do gréifico
de H2 e, portanto, convergente na norma do grafico. Por outro lado, como (Fu;, HA(F%u;))

max

converge em L%(Q) x L?(Q) para (Fu, F*HP(u)), pelo fato de HA ser fechado, se-

gue que, HA(F%u) = FOHB(u) € L*(Q). Assim, vale F*Dom HZ  C Dom HZ e
HA(F) = FEHB(u) € L*(Q) para todo u € Dom HB

max*

Invertendo o papel de A e B
no raciocinio acima obtém-se a inclusao oposta e uma igualdade analoga, e isso demonstra
o afirmado.

Note agora que para u € C5°(€) vale

() = (A = 2) 7 (A = 2) (F™)
= R(HR — ) (P (H () - 2)
= RFO((HE — o) (H () - 2)
= v VAFY(HE = =) (HP () - 2))
= v FOVR((HE = 2) 7 (HP () - 2))

= v PPy Vp((Hp —2) 7 (H (u) - 2))

= FaQTﬁ’Z(u).

Logo, usando a observagao anterior e o fato de que Cg°(€2) é denso em Dom HB

maxs conclui-

se que 7o (Fu) = For27%(u) para todo u € Dom HP

max*

Note também que, para todo
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u € DomHE

max?

vale fD(FQu) = F°T pu. De fato, verifca-se facilmente que isto vale para

u € C°(Q), o caso geral segue do fato de que C5°(2) é denso em DomHB

max"*

Tendo em mente estes fatos, para concluirmos a demonstragao basta demonstrar que
B _ A . . B A
Dom H;? = (F)"'Dom H;;*, ou, o que é equivalente, F*Dom Hz* = Dom H;;*. Tome
Fu U > ? ? Fu U

. B : A B
entdo u € Dom H7"; assim, segue que F’u € Dom H}j, e vale, 7" (F®u) = FO77% (u),

max

portanto,

i1+ Uy (FY) = (14 U)F* 5% (6.10)
— P+ (Fm)_lUFaﬂ)])Tf,’zu (6.11)
= FO1 — (F*)'WWFT pu (6.12)
= (1-U)F*Tpu (6.13)
= (1-U)Ip(Fu), (6.14)

e F € Dom H{}, logo, F**Dom HEI’JZ C Dom H{}. Tnvertendo o papel de A e B no

raciocinio anterior, obtém-se a inclusao oposta, e isto encerra a demonstracao. O
Como conseguéncia direta deste teorema obtemos a seguinte consequéncia

Corolario 6.1. Sejam A, B campos vetorias limitados de classe (WL ()" satisfazendo

B = A+ VA, com A € W% (Q). Entdo, sobre as mesmas hipéteses do Teorema

B,z

. . Az A
a extensao auto-adjunta Hy~ de H (e~ryeirys €O

L € unitariamente equivalente a H
A =vpA. De fato,

A,z s A A r7B,z
H7(e"u) =e H(e—MUei’\)u’

para todo u € Dom H(B;i/\Ue“‘) = e "*Dom H{?’Z.

Observacao 6.4. Dizemos que dois potenciais magnéticos A e B sdo classicamente gauge
equivalentes se para cada x € Q) existe uma funcao N, definida numa vizinhanga de z, de
modo que B = A+ VA, nessa vizinhanca. Isto implica que os potenciais A and B geram
0 mesmo campo magnético, mas isto nao garante que tais A and B sdo gauge equivalentes

no sentido da Defini¢ao[0.9 FEsta distingao estd no cerne do efeito Aharonov-Bohm.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [12] como Proposi¢ao 1.1. O enunciado

abaixo difere levemente do enunciado daquela proposicao como apontarei melhor abaixo.
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Teorema 6.5. Sejam Q um dominio de Lipschitz limitado e A um campo vetorial em
(WL (Q))". Denote por HY, (operador de Dirichlet associado ao compo vetorial nulo) por
—Ap (laplaciano de Dirichlet), e sejam X e Aao 0 primeiro autovalor de —Ap e Hé
respectivamente. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

i) Mo = Ao-

ii) A € gauge equivalente a 0.

iii) Hp € unitariamente equivalente a —/\p.

A demonstragao deste resultado é idéntica a da Proposi¢ao 1.1 de [12], no entanto
este enunciado difere do daquela proposi¢ao nos seguintes aspectos: 1) Aqui  é suposto
ser de Lipschitz e limitado e ndo, necessariamente, possuir fronteira regular. 2) No enun-
ciado da Proposi¢ao 1.1 de [12] é adicionado ao operador H# um potencial escalar V (x)
que diverge no infinito para asseguar que o operador de Dirichlet resultante seja discreto.
No nosso caso, isto é uma consequéncia de € ser limitado. 3) Aqui o potencial A esta em
(WL (Q))" e ndo é regular, como (em principio) assumido em [I2]. O fator principal na

demonstragao é a seguinte identidade

, \%
1V —id = =2)¢|220) = (H* = Xo)p, @iy, Voo € CF(Q),

Uop

sendo que ug(z) > 0, para todo x € €2, é o autovetor associado ao primeiro autovalor g
de —Ap, o qual é nao degenerado. Esta identidade continua valida sob as hipdteses do
Teorema [6.5

Combinando o Teorema [6.4] com o Teorema temos a seguinte contribuicao neste

contexto.

Teorema 6.6. Sejam ) um dominio quase-convexo limitado, A um campo vetorial em
(WL Q)™ e \o e Aao 0 primeiro autovalor de —/\p e H3#, respectivamente; fize z €
R\ o(H3). Entdo as sequintes afirmagdes sao equivalentes:

i) Ao = Aap-

i) A € gauge equivalente a 0.

i) Seja F* = FXO dada por . Entao para toda aplicacao unitdaria U de N%(ﬁQ),
temos,

(FO'H P = HY (6.15)
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(com Fy dada por (6.8)).

iv) Existem aplicagoes unitdarias U e V em N%(aﬂ) tais que
jleé,Zj — H‘O/,z’
para um certo J : Q — C, J € W2, (Q), e com |J(z)| = 1 para todo x € (.

Demonstragao. A equivaléncia de i) e ii) se deve ao Teorema[6.5] Que ii) implica iii) segue
do Teorema o fato de que iii) implicar iv) é 6bvio. Para ver que iv) implica ii), note
que pela observagao o operador de multiplicagao por J leva HZ()) nele proprio, uma
vez que J € W2 (Q). Pelo item iv), J ' H;*J = H* e temos,

HY w=HYu=J 'HY Ju=J " HY Ju,  Yue H2(Q); (6.16)
assim, J'HA 7 = HY. . Denote G = J % entdo G : Q — ST C R% e G leva H2(Q)

nele proprio e (6.16) é equivalente a
~A(Gu) = GHM, Yu € H2(Q).
Em particular,

—(GAu+uAG +2VG - Vu) = G{—Au — 2iA - Vu + (JA]? —idivA)u}, Yu € CP(Q).

Assim,
u{AG — (|A]? —idivA)G} = Vu - (—2VG — 2iGA), Vu € CF(Q).
Em particular, segue que Y—g = —A, ou, o0 que é equivalente, wy = —G*(%) (aqui G*

denota a operacgao “pullback” através de G). Em particular, wy ¢é fechada, e para todo

caminho fechado v em 2, temos

d d
/wA—/—G*(,—Z)—/ —,—2:27m,
. . iz Gy 1%

para um certo n € Z, e ii) segue. ]

Pelo Teoremaiv), se uma extensdo de HA.

for unitariamente equivalente (através
da multiplicagdo por uma fungao J) a uma extensio de —A = H’, entdo o mesmo

acontece com cada uma das exensdes auto-adjuntas de H#

min*

Embora esta observagao
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seja fisicamente esperada, nos parece que nao havia, até o momento, uma demonstracao
matematica na literatura; e dada aqui para um dominio quase-convexo (limitado).

Para o efeito Aharonov-Bohm necessitamos um dominio multiplamente-conexo €2 C
R? e rot A = 0 em Q (por simplicidade nos restringiremos ao caso de um dominio no
plano); por exemplo, um anel quase-convexo (a fronteira interior e exterior dadas por
curvas simples e fechadas; a fronteira interior representa um “solendide” e a exterior uma
circunferéncia, por exemplo, que apenas confina a particula); entdo o Teorema nos diz
que se A nao contribui fisicamente no caso de uma certa condicao de fronteira, ou ainda,
se o primeiro autovalor de Dirichlet para H* coincide com o de —A (item i)), entao A

nao contribui, fisicamente, para qualquer extensdo auto-adjunta de H4

min*
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Capitulo 7

Conclusao e apontamentos finais.

O teorema [6.3| fornece uma descricao da familia de todas as extensoes auto-adjuntra

do operadorH4 ~em um dominio quase-convexo. Este teorema parametriza tal familia

min
usando tranformacdes unitarias definidas no espaco de funcdes da fronteira, N'/2(99),
definido em Aplicando tal resultado, obtivemos o teorema [6.4] que mostra como se

comportam as extensoes auto adjuntas de H2 quando realizamos uma transformaco

main
de gauge do potencial magnético A. Aplicando o teorema [6.4] obtivemos o teorema

O

que generaliza a proposi¢ao 1.1 de [I2] para todas as extensoes auto adjuntas de HZ, .
teorema [6.4] fornece um criterio necessario e suficiente para que as extensoes auto-adjuntas
de HA. e —A,.i, sejam uniariamente equivalentes através de uma tranformacao de gauge
( isto é, via uma tranformacao unitaria de L*(2) que é dada pela multiplica¢gdo por uma
funcido J com |J(x)| = 1 paraz € Qe J € W2 (Q)) quando 2 é um dominio quase-convexo
limitado. Observamos que o teorema [6.6] pode ser abordano no seguinte contexto: €2 ¢ um
dominio quase-convexo nao limitado, e considerando o operador HAY = (—iV+A)2+V (z)
em vez de H4, onde V' ¢ um potencial escalar que diverge quando |x| — co. A principal

dificuldade técnica para obter uma versao do teorema neste contexto é a necessidade

de se generalisar o lema [3.3] para esta situagao.
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