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Resumo

Nosso objetivo com essa dissertacao é descrever um modo de construir germes de
aplicacoes f : (C",0) — (CP,0) A-finita parap = 2n e p = 2n — 1. Caso p < 2n — 1,
concluimos que nao existe germe de aplicacao de reflexdo A-finita f : (C",0) — (CP,0)

com coposto f > 2.






Abstract

Our objective with this essay is to describe a way to build germs of applications
A-finite f : (C",0) — (CP,0) for p = 2n and p = 2n — 1. In the case p < 2n — 1, we
conclude that there is no germ of reflection application A-finite f : (C™,0) — (C?,0) with
corank f > 2.
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Introducao

Nosso objetivo com essa dissertacao de mestrado é o estudo sistematico do artigo:
Reflection Maps (referéncia [Sanl6]). Em que ¢é descrito um modo de construir germes
de aplicagoes f : (C",0) — (CP,0), que sdo A-finitos para p = 2n e p = 2n — 1. Para
tanto, distribuimos o contetido dessa dissertacao de modo a facilitar o entendimento de
tal artigo. Apresentamos o conteudo dessa dissertacao na seguinte ordem de capitulos:

No capitulo 1 apresentamos os conceitos béasicos que serao usados ao longo de todo
o texto. Sao eles divididos nas segoOes: topologia, jatos e germes, A-equivaléncia e
estabilidade, variedades complexas, grupo diedral, algebra comutativa, representacao
linear de grupos, acoes de grupos lineares e geometria analitica complexa. Usualmente no
comeco de cada secao apresentamos uma referéncia bésica que foi usada para consulta.

No capitulo 2 apresentamos os conceitos fundamentais para o nosso trabalho: grupos
de reflexbes G que atuam em um espaco vetorial V' de dimensao finita sobre C e a
aplicacao orbita wg determinada por cada grupo de reflexao G. Temos que cada grupo
G determina um numero finito de hiperplanos Hi, ..., Hy em V ao qual definimos uma
particao ¥ chamada de complexo definido por G. Trés resultados sao importantes: O
primeiro é que para cada classe de equivaléncia C' € ¥ temos que existe g € G tal que
Fix g = (C). O segundo resultado se refere a acdo de G' que pode ser induzida na algebra
dos polinomios K|[zy,...,x,], onde teremos todas as informagoes sobre a dlgebra dos
invariantes K[z1,...,x,]% sobre tal agao. Por fim, o tltimo resultado é que dado v € C,
com C € €, temos que ker dw, = (C*).

No capitulo 3 definimos aplicacoes da forma f = wg o h, onde h é um mergulho
ou uma aplicacao finita, que serao denominadas de aplicacao de reflexao e quasi-
reflexao, respectivamente. Conseguiremos determinar especificamente os multi-germes
e mono-germes da aplicagao wg. Com isso, veremos que informagoes importantes, como
injetividade e normal crossings, sobre tais aplicagoes independem de wg mas de como h
cruza pelos hiperplanos Hq, ..., H; definidos pelo grupo de reflexdes G e pela acao de G
em Imh =Y. Concluiremos que a condicao de normal crossings para uma aplicacao de
reflexao sera equivalente a duas condicoes sobre h, chamadas de érbita normal crossings
e 6rbita injetora.

O capitulo 4 possui o contetido sobre pontos duplos do tipo D?(wg) e B*(wg), para um
determinado grupo de reflexdes G. Veremos que ambos, D?(wg) e B%*(wg), sao espagos

complexos reduzidos com uma determinada decomposicao em componentes irredutiveis e
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teremos uma decomposicio para os pontos duplos B?(f), com f = wg o h, em termos de
B?*(wg) e h, onde h é um mergulho induzido por h.

Por fim, no capitulo 5 encerraremos nosso trabalho com trés resultados importantes:
O primeiro é o Teorema [5.11]em que para p < 2n — 1, mostraremos que nao existe germe
de aplicacao de reflexdo A-finita f : (C",0) — (CP,0) com coposto f > 2. O segundo e
terceiro resultado se referem a construgao de germes de aplicagdes f : (C",0) — (CP,0)
A-finita para p > 2n e p = 2n — 1, respectivamente. Esses resultados serao concluidos a
partir do fato que um germe de aplicagao f : (C",0) — (CP,0) é A-finito se, e somente
se, B%(f) pertence a {(0,0,[u]) € C? x CP x PP~'}. Ressaltamos que tais resultados sdo

de natureza técnica e pouco intuitiva.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos que serao usados ao longo do texto.
No inicio de cada secao damos as referéncias que foram consultadas para o desenvolvimento

da mesma.

1.1 Topologia

Observagao 1.1. Dado (X, T) espago topolégico e x € X. Dizemos que U é vizinhanca de
rsexelUelU€eT.

Definigao 1.2. Seja (X, 7)) um espago topoldgico. Dizemos que X é localmente compacto
em x se para todo subespaco compacto C' existe uma vizinhanca U de z com x € U C C.

Se X é localmente compacto em todos seus pontos entao X é localmente compacto.

Definicao 1.3. Seja f : X — Y uma fungao continua entre espacos topologicos. Dizemos

que f é finita se
1) f é fechada. Isto é, f(A) C Y é fechado para todo A C X fechado,

2) f é quasi-finita. Ou seja, para todo y € Y temos que a fibra f~'(y) é um conjunto
finito de pontos de X.

Proposicao 1.4. Sejam X e Y espagos localmente compactos de Hausdorff. Se uma

funcao f: X =Y € continua entdo é fechada.
Demonstracao. A demonstragao pode ser encontrada em |[Mun74]. [

Definicao 1.5. Dado qualquer conjunto A, escrevemos a diagonal menor e maior de A*,

respectivamente, como

A(A k) = {(x1,...,2) € A" | 7, = z;, para todo i, j < k }
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D(A k) = {(x1,...,21) € A¥ | a; = x;, para algum i # j < k }.
Escreveremos AA = A(A,2) e A® = AF\ D(A, k).

Definigao 1.6. Seja (X, 7)) espaco topoldgico. Dado A C X definimos o fecho de A em
X como A = {ﬂ U, | ACU, e U, éfechado em (X,T) }.

1.2 Jatos e Germes

Nessa secao damos a definicao de k-jato que serd usada na préxima secao e a definicao

de germes de aplicagdo. A reféncia geral é [DJP13].

Definigao 1.7. Duas aplicacoes f, f/ : X — Y definem o mesmo k-jato em um ponto
r € X se f(x) = f'(x) e suas k-ésimas expansoes de Taylor, para alguma coordenada
local, j*f(x) e j*f'(x) coincidem. Temos entdao uma relacio de equivaléncia definida
pelos k-jatos, e por abuso de notagio, denotaremos j*f(x) a classe de equivaléncia de f
e chamaremos de k-jato de f em z. O conjunto de k-jatos de uma aplicagao f: X — Y
com f(z) = y é denotado por J*(X,Y),,. O espago k-jato é denotado como a uniao

disjunta

FXY)= || JHX Y)ay

(z,y)eX XY

Temos uma aplicacao
a: JMX)Y) = X,

que associa um jato o € J¥(X,Y),, com z. Para cada f : X — Y temos uma extensao

de aplicagao de k-jato
JHf X = THXLY),
dado por z — j*f(z).

Definicao 1.8. Dadas duas variedades X, Y e um inteiro s > 2, chamamos s-dobramento

do espaco k-jato a variedade
JEHX)Y) = (ax -+ x a)"HX®).
Dada uma aplicacao f : X — Y, temos uma aplicagdo holomorfa
J(f) X = JHXY),

dada por (z1,...,xs) = (§%(x1),...,j*(zs)). Os pontos do espago J*(X,Y’) sao chamados

de multijatos e j*f(x1,...,xs) sdo chamados de multijatos de f em (zy,..., ;).

Definicao 1.9. Dado um subconjunto S C X, dizemos que dois subconjuntos Y7, Y, C X

definem o mesmo germe ao longo de S se existe uma vizinhanca de S em X, tal que
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YiNnU=Y,NnU.

Temos entao uma relacao de equivaléncia nos subconjuntos de X. Uma classe de
equivaléncia dessa relagao é chamada de germe (ao longo de S) e o germe representado
por Y C X é denotado por (Y, .S). Quando S é um conjunto discreto, germes ao longo de
S sao chamados de germes em S. Iremos denotar (Y, {z}) por (Y, x).

Dizemos que um germe (Y, S) estd contido em um germe (Y, S), denotado por (Y, S) C
(Y',S), se existe representante Z e Z' de (Y, 5) e (Y’,S), respectivamente, satisfazendo
Z C Z'. Definimos (Y, S)N(Y",8) =Y NnY",S)e (V,S)U (Y S)= (YUY’ S). Essas

operagoes independem dos representantes.

Definicao 1.10. Dado um subconjunto S C X e duas fungoes continuas f; : Uy — Y e
fo : Uy = Y, com Uy, U, vizinhancgas de S, dizemos que f; e fy definem o mesmo germe

ao longo de S se existe uma vizinhanca U C U; N U, de S, tal que

[ilU = f2|U.

Novamente, temos uma relacao de equivaléncia no conjunto das fungoes continuas
de U em X definidas ao longo de S. Uma classe de equivaléncia é chamada de germe
de aplicagao (ao longo de S) e o germe de f serd denotado por (f,S). Um germe de
homeomorfismo (ou germe de biholomorfismo, submersao, etc.) é um germe que admite
um homeomorfismo (biholomorfismo, submersao, etc.) como representante. Observamos
que qualquer germe de aplicagao (f,S), representado por um morfismo f : X — Y possui

um subconjunto f(S) CY bem definido.

Um morfimo de germes
f(X.8) =¥ T)

¢ um germe de aplicacao ao longo de S tal que f(S) C T. Germes de aplicacdo em um
conjunto finito S, satisfazendo f(S) = {y} para algum y € Y, é chamado de multigerme.

Um monogerme em x é um germe de aplicagao da forma (f, {z}), que serd denotado por

(f, ).

1.3 A-equivaléncia e estabilidade

A referéncia desta secao é [Wal81].

Definicao 1.11. Dois multigermes f : (X,5) — (Y,y) e f' : (X,5) — (Y,y) s@o
A-equivalentes se existem multigermes de biholomorfismos ¢ : (X,5) — (X,S5) e
v (Y,y) = (Y,y) tais que o seguinte diagrama comuta:
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(X,5) —— (v.y)
0 l (5
(X,9) ¥.y)

Defini¢ao 1.12. Um multigerme f : (C", S) — (CP,0) é k-determinado se qualquer germe
satisfazendo j*f = j*g é A-equivalente a f. Um multigerme é finitamente determinado

se é k-determinado para algum k.

Definigao 1.13. Um desdobramento de um multigerme f : (C",S) — (CP,0) é um

multigerme
F:(C"xC" {0} xS)— (C"xCr0),
da forma F(s,x) = (s, fs(x)), com fo(x) = f(x).

Dois desdobramentos F' e F’ sdo A-equivalentes se existem desdobramentos de

multigermes da identidade em C" e CP

O (C"xC" {0} xS)— (C"xC", {0} x.5)

U (C x CP,0) — (C7 x CP,0),

tal que o seguinte diagrama comuta:

(C" % C {0} x §) — I (C" x C,0)
d v
(C" x C™, {0} x .S) ol (C" x CP,0)

Um desdobramento F' de f é chamado de trivial se é A-equivalente ao desdobramento

constante id X f.

Defini¢ao 1.14. Um multigerme f : (C",S) — (CP,0) é estavel se todo desdobramento
de f é trivial.

Definigao 1.15. Uma aplicagao finita f : X — Y é estdvel se, para qualquer y € f(X),

o multigerme de f em f~!(y) é estéavel.

Dado f: (C",0) — (C?,0) germe de aplicagao. O leitor poderd consultar a definigao
de germe de aplicagao A-finita em [Wal81]. No entanto, usaremos como caracterizagao
de aplicacao A-finita o seguinte resultado:

Teorema 1.16. Seja f: (C*,0) — (CP,0) germe de aplica¢ao. Entao f é A-finita se, e

somente se, existe um representante f : U — V que € estdvel em U \ {0}.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser consultada em [Wal81|. O
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1.4 Transversalidade

Nessa se¢ao definimos apenas os conceitos basicos sobre variedades complexas. Para

maiores detalhes o leitor podera consultar [Ebe07].

Definicao 1.17. Sejam X e Y variedades complexas. Dada uma aplicacao f : X — Y
definimos o coposto de f em x € X como dimg ker df,.. Se dim X = n, entao coposto f, =

n — posto df;.

Definicao 1.18. Dadas X e Y variedades diferencidaveis. Uma aplicacao f : X — Y é

chamada de mergulho se

1) f é uma imersao, ou seja, dado x € X temos que a aplica¢do tangente df, : T, X —

Tr)Y € injetora.
2) f: X — Y éum mergulho topoldgico, ou seja, f: X — f(X) é um homeomorfismo.

Definigao 1.19. Dadas X e Y variedades diferenciaveis. Uma aplicacao f: X — YV é
chamada de submersao se dado € X temos que a aplicagao tangente df, : T, X — TV

é sobrejetora.

Definicao 1.20. Sejam X e Y variedades complexas e W C Y subvariedade complexa.
Dada uma aplicacao f : X — Y dizemos que f é transversal a W em z, denotado por
fAOW em z, se

1) f(x) € W ouse

2) f(z) € W entao
Tf(z)Y = Tf(x)W + df, (T;,;X)

Dizemos que f é transversal a W se for transversal em todos os pontos x de X. Dado
um germe de aplicacao f : (X, x) — (Y, q), dizemos que o germe de f é transversal a W
em x se existe U vizinhanca de  com dado representante f : U — V, de modo que f é

transversal a W em todos os pontos p de U.

Lema 1.21. Sejam Y subvariedade de C", para algum n, e C subespaco vetorial de C™.
Se dim(T,Y N CY) = d entdo dim(Y NC) < dimY — d.

Demonstragdo. Como dim(TpY N CL) = d tomemos uy, . . ., Ug, Ugi1, - - -, Uy base de TyY
com uy,...,ug € C*+. Entao, podemos tomar coordenadas locais v1, ..., Yd, Ydsis - - - Yr
de Y em 0 de modo que as curvas 7;(t) = ty; satisfazem +/(0) = u; € C*.

Desse modo temos que YNC C {y; = ... =yg = 0}. Como dim{y; = ... =yg =0} =
dimY — d, obtemos que dimY NC' < dimY —d. O
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1.5 Grupo diedral

Nessa secao apresentamos conceitos basicos que serao usados no Capitulo A

referéncia geral é [Neu07].

Exemplo 1.22 (Grupo diedral Ds,). O grupo diedral Dy, de ordem 2n é gerado por
dois elementos r e s que sdo sujeitos as seguintes relagoes 7 = 1, s> = 1 e (sr)? = 1.

Escrevemos como
Do, = (r;slrm =1, s> =1, (sr)* = 1).

Proposicao 1.23. Dado um grupo G gerado por dois elementos x e y, ambos de ordem

2 e xy possut ordem n. Entao G € isomorfo a Da,.

Demonstragdo. De fato, temos que G = (z, y|z? = y* = (zy)" = 1). Entao,

G = (z,yl2* = y* = (xy)" = 1)
= (z,y,a2® = y* = (zy)" = 1,a = 2y)
> (z,y,a2® = y* = (xy)" = a" = 1,a = xy)
~ (z,y,al2® =y* =a" = 1,a = ay)
= (z,y,al2” =y* =a" =1L, a =2y, (ay™)* = 1)
= (y,aly* =a" =1, (ay™")? =1>
= (y,a,bly’ =a" =1, (ay™ ) =1,b=y7")
= (y,a,bly> = a" = 1, (ay )= =y L0 =1)
>~ (y,a,bla" =1, (ay " )? =1,b= _1b2—1>
= (y,a,bla" = b* = (ab)* = (ay™')* = L,b=y ")
=~ (y,a,bla” = b* = (ab)* = 1,b -1
= (a,bla" = b* = (ab)® = 1,)
>~ D,,.

1.6 Algebra comutativa

Durante todo o texto iremos nos referir a anel como anel comutativo com unidade. A

referéncia geral para essa se¢ao é [Mat89).

Definicao 1.24. Sejam R um anel e M um grupo abeliano. Entao, M é chamado de
R-modulo a esquerda se existe uma multiplicagao por escalar p: R x M — M denotada
por u(r,m) = rm, para todo r € R e para todo m € M, tal que para todos r,71,79 € R e

todos m, my, my € M, temos
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1) r(mq +mg) = rmy + rma,
2) (r1 4 ro)m = rym + rom,
3) ri(ram) = (rir2)m,

4) 1m = m.

A definicao de R-médulo a direita é analoga. Mas, para os nossos propositos a escolha é

independente.
Definicao 1.25. Sejam M e N R-moédulos. Uma aplicagao f : M — N que satisfaz
flmi+ma) = f(mi) + f(m2) e f(rm) =rf(m),
para todo r € R e m,my,ms € M é chamada de homomorfismo de R-mddulos.
Definicao 1.26. Sejam R anel e I, J ideais de R. Definimos I : J ={h € R|hJ C I}.
Proposicao 1.27. Sejam R anel e I, J ideais de R. Temos as sequintes propriedades:
1) I:J éideal de R;
2)1C1I:J;
3)1:R=1I;
4) dados A\, hy,... h, € R, entao (A, ..., Ah.) : (X)) = (hy,..., hy).

Definicao 1.28. Sejam R um anel e M um R-médulo. Um elemento a € R é chamado
de M-regular se ax # 0, para todo 0 # x € M. Uma sequéncia aq,...,a, de elementos

em R é uma M-sequéncia (ou uma M-sequéncia regular) se satisfaz:
1) ay é M-regular, ay é6 (M/a; M)-regular, ..., a, é (M]3 7" a;M)-regular;

2) M/ a:M #0.

Definicao 1.29. Seja R um anel Noetheriano, m seu ideal maximal e M-mdédulo finito em
R. A profundidade, denotada por depth, de M é o comprimento da sequéncia M-regular
mais longa com elementos em m.

De maneira geral, se R é um anel noetheriano, I C R é um ideal e M é um modulo
de R finitamente gerado, entao a profundidade I de M é o comprimento da sequéncia

M-regular mais longa com elementos em 1.

Definicao 1.30. Seja R um anel. Definimos o height de um ideal primo p de R como o

supremo de n para uma sequéncia

PoCpP1 C...Cpp,=Dp,
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de ideais primos distintos. Definimos a dimensao de R, usualmente conhecida como
dimensao de Krull denotada por dim R, como o supremo de height de todos os ideais

primos de R.
Defini¢ao 1.31. Dizemos que um anel R é Cohen-Macaulay se depth(R) = dim(R).

Definicao 1.32. Dado um anel R. Dizemos que r € R ¢é nilpotente se existe n € N tal

que " = 0.

Definicao 1.33. Um anel R é chamado anel reduzido se nao possuir elementos nilpotentes

diferentes de zero

Definicao 1.34. Sejam R um anel e I ideal de R. Definimos o radical de I, denotado
por VI, como I = {x € R| existe n € N tal que r* € I}. Dizemos que I é um ideal
radical se I = /1.

Proposicao 1.35. Seja R anel reduzido e (p) um ideal de R gerado por p. Entao,
1) R/(p) € primo se, e somente se, (p) € primo,
2) R/(p) € anel reduzido se, e somente se, (p) é radical;

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Mat89). O

1.7 Representacao linear de grupos

Nessa secao definimos e enunciamos algumas propriedades de espagos vetoriais e

representacoes de grupos.

Definicao 1.36. Seja V um espaco vetorial de dimensao n sobre C, uma forma Hermitiana

em V ¢ uma fungao
():VxV=C
que satisfaz as seguintes condigoes:
1) (v1 + ve,w) = (v1,w) + (va, W),

2) (Av,w) = Xv,w),

3) (v,w) = (w,v).

para todo v, w,vy,ve € Ve XA € C.

Uma forma Hermitiana é positiva se:

4) (v,v) > 0 e (v,v) = 0 se, e somente se, v = 0.
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n

Seja V' um espago vetorial com base canoénica {ej,...,e,}. Dados v = g vie; e
i=1

n
u = E u;€e;, entao
i=1

(v.u) = Y _vith, (1.1)

define uma forma Hermitiana positiva. Sempre usaremos este produto interno.
Dois vetores v,u € V s@o chamados ortogonais se (v,u) = 0 e sdo chamados

ortonormais se sdo ortogonais e (v,v) = (u,u) = 1.

Defini¢ao 1.37. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao n com produto interno (-, -},
H subespaco vetorial de V. O complemento ortogonal de H em V ¢é definido por H*,

onde
H+={veV | (v,w) =0, para todo w € H}.
Todo subespaco vetorial W de V' com dim W = n — 1 é chamado de hiperplano.
Definigao 1.38. Seja V' um espaco vetorial. Definimos
GL(V)={r:V — V | r é isomorfismo de transformacao linear},

dizemos que r é unitaria se (r(v),r(u)) = (v,u), para todos v,u € V. Dado K um corpo,
denotaremos GL(n, K) = {M € M, ,(K) | M ¢é invertivel}.

Definicao 1.39. Dado V espago vetorial de dimensao finita sobre C. Definimos
UV)={r:V —V |r éunitéria }.
Observamos que U(V') é um grupo com a composicao de transformagoes lineares.

Definicao 1.40. Seja V um espago vetorial sobre C de dimensao finita n. Dado T : V' —

V uma transformagao linear, definimos Fix(7"), denotado FixT", como
{veV |Tv=uv}.
Temos que FixT' é um subespaco vetorial de V.

Definicao 1.41. Seja V' um espaco vetorial sobre C e T' : V' — V operador linear.
Dizemos que T possui um adjunto se existir um operador linear 7% : V' — V tal que
(T(u),v) = (u, T*(v)), para todos u,v € V.

Proposicao 1.42. Seja V' um C-espaco vetorial com forma Hermitiana positiva. Sejam
T e S operadores lineares em V' que admitem adjuntos T* e S* respectivamente e A € C.
Entao
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1) T + S admite adjunto e (T + S)* =T* 4 S*.
2) AT admite adjunto (\T)* = \T*.
3) T o S admite adjunto e (T' 0 S)* = S* o T*.
4) T* admite adjunto e (T*)* =T.
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrado em |[CLO1]. O

Definicao 1.43. Sejam V um espacgo vetorial com produto interno e T' operador linear

em V. Dizemos que T' é normal se existir T* e T*oT =T o T™.

Teorema 1.44. Sejam V' um C-espago vetorial de dimensao finita com produto interno
e T um operador linear em V. Entao T serda um operador linear normal se e somente se

existir uma base ortonormal de V' formada por autovetores de T
Demonstra¢ao. A demonstracao pode ser encontrado em |[CLO1]. O

Defini¢ao 1.45 (Espaco vetorial quociente). Seja V' um espago vetorial sobre um corpo
K e W um subespago vetorial de V. O espago vetorial quociente V/W é definido pela

relacao de equivaléncia vy ~ vy se e somente se v — v, € W. Onde

v ={u € V]u~uv}
={ueVju—veW}
={u € V| existe w € W com u — v = w}
={v 4+ wlw e W}
=v+ W,
V/IW ={tlveV}e
1) 7+ w=v+w, para 7,w € V/W.

2) \o = v, parav € V/W e ) € K.

Definicao 1.46. Considerando V um espaco vetorial de dimensao n sobre um corpo K
e ey,...,e, a base canonica em V. Temos que a base dual z,...,z, em V* é definida

pelas condicoes
zi(ej) = d;5, onde 0;; =1, se i = j e 0 caso contrario.

Definicao 1.47. Seja G um grupo e K um corpo. Uma representacao linear de G é um

homomorfismo de grupos

¢:G— GL(n,K)
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onde n é chamado de grau da representagao. Dizemos ainda que a representacao ¢ fiel se

¢ é injetora.
Exemplo 1.48. Tomando n = 4 na defini¢ao de grupo diedral temos um grupo de ordem

8. Tal grupo é dado por Dg = (r,s|rt =1, s> =1e (sr)? = 1).

Temos que
§Z51 : Dg — GL(Z,R)

0 1 -1 0
dada por ¢(r) = 1o e ¢1(s) = ( 0 1), define um monomorfismo de grupos.

Agora, considere ¢, dada por

0 1 -1 0
S\ (—1 o> ¢ fals) = (o —1)'

Temos que ¢ nao é um homomorfismo de grupos de Dg para GL,(2,R), pois

(P2(5)a(r))? # id.

Temos também que ¢3 definida por

0 1 0 1
#s(r) = (—1 0) e #ale) = (—1 —1)

niao é um homomorfismo de grupos de Dg para GL,,(2,R). Basta observar que ¢3(s)? # id.

1.8 Acoes de grupos lineares

Nessa secao definimos uma acao de grupo linear e a algebra gerada pelos invariantes
de uma determinada agao, conceito que sera usado durante grande parte desse texto. A
referéncia geral é [Neu07].

Dado K corpo sabemos que K™ é um K-espaco vetorial. Por convencgao, v € K" é

dado por v = (vy,...,v,) €

U1

Un

Definigao 1.49. Seja S um conjunto e G um grupo. Uma agao de G em S (a esquerda)

é uma funcao
GxS—S (g9,8) — gs

tal que es = s e (gh)s = g(hs) para quaisquer g,h € G e s € S.

Se G age em S e T, dizemos que uma funcao f : .S — T preserva a acao de G se

f(gs) = gf(s), para quaisquer s € S, g € G.
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Definigao 1.50 (Ac¢ao de grupo linear). Sejam K um corpo e G grupo finito. Dada uma

representagao linear p : G — GL(n, K) definimos uma agao linear de G em K" como
Gx K" — K", (g,v) — g-v:=p(g)v?, para todo g € Gev € K"

Considerando eq, ..., e, base canonica de K" e xq, ..., x, sua base dual. Definimos a acao

de G em x4,...,x, por
gri(e;) == (97" - e;), para todos i, j.

Observagao 1.51. Sempre que for subentendido a acao linear de G em um espaco vetorial

V' de dimensao finita, iremos denotar ¢ - v apenas por gv, para quaisquer g € G e v € V.

Anéis de invariantes

Ao longo dessa subsecao iremos considerar V' um espacgo vetorial de dimensao n sobre
um corpo K qualquer e G um grupo finito com uma representagao p : G — GL(n, K)
agindo em V. Sejam eq,...,e, base canonica de V e x,...,x, sua base dual. Pela
Definicao [1.50| podemos estender a acao de G em V para uma agao em V*.

Denotaremos K[V] = Klzi,...,2,] o anel dos polinémios em n indeterminadas

x1,...,T, sobre K. Um monomio é escrito como

I _ u 7
x =aal,

para [ = (i1,...,4,) € Z". Um polinémio f € K[V] é escrito como uma soma finita

flxy, ... x,) = Za;xl.

1

Definiremos uma a¢ao de G nos monomios da forma
g- (@) = (g 2) (g 2.
Entao a acao de g em qualquer polinomio f € K[V] é dada por
g-f=9-Q ax') = ag-(x').
I I
Ou seja, temos

gf(v) = f(p(g)~'v), para todos g € G,v € V e f € K[V].

Definicao 1.52. Dado V um espaco vetorial e G grupo agindo em V. Dizemos que

f € K[V] é invariante sob a acao de G se
gf = f, para qualquer g € G.
Denotamos K[V]“ o conjunto dos polindmios em K[V] que sdo invariantes por G.

Exemplo 1.53. Considere (s) subgrupo de Ds, e uma representagdo em GL(2,C) pode

ser dada da seguinte forma:
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b (s) = GL(2,C),

onde

Temos que s - z(a,b) = (¢~ (s)(a,b)T) = z(b,a) = b = y(a,b). De modo andlogo,
s-y(a,b) = a=z(a,b).

Proposicao 1.54. O conjunto K[V]|¢ C K[V] forma uma K -subalgebra de K[V].

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrado em [Neu07]. O

1.9 (Geometria analitica complexa e feixes
As referéncias gerais para essa secao sao [DJP13|, [Ten75|, [Harl3| e [Vak17].

Definigao 1.55. Seja X um espaco topologico. Um pré-feixe . de anéis em X consiste

dos seguintes:

1) Para cada aberto U de X associamos um anel .#(U) e se U = @ entao .Z (&) = 0.
s € F(U) é chamado de se¢ao de .Z e se s € .Z(X) entdo s é chamado de se¢ao

global

2) Para cada V' C U temos um homomorfismo de anéis pyy : . (U) — % (V') de modo
que pyy = 1d ese W C V C U entao pyw = pvw © pyv. No geral, denotamos

puw(s) = Siw -
Exemplo 1.56. Dados X espaco topoldgico e U aberto de X definimos o pré-feixe:
Cx(U)={f:U—=R| f écontinua },
onde dado V' C U definimos pyy como a restricao usual.

Definicao 1.57. Seja X um espaco topoldgico. Um pré-feixe .# de anéis em X é chamado

feixe se satisfaz

1) Dados U aberto em X e A = {V;};cx, cobertura de U. Seja s € .Z#(U) se s, = 0,

para todo i entao s = 0.

2) Considere ainda A = {V;}icx cobertura de U. Sejam s; € .7 (V;) tal que s;jy,ny;, =

sjlvinv; entao existe s € F(U) tal que sy, = s;, para todo i.
Exemplo 1.58. Dados aberto X de C" e U C X aberto. Definimos o feixe

Ox(U)={f:U— C| f é holomorfa em U },
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onde dado V' C U definimos pyy como a restrigao usual. E conhecido que Ox é um feixe.
Definicao 1.59. Dados X espago topoldgico e %, ¢ feixes de anéis em X. Definimos

1) % é sub-feixe de ¢ se para todo aberto U de X temos % (U) é subanel 4(U).

2) Se F é sub-feixe de ¢¥. Entao, o feixe quociente de .# sobre ¢4 é dado por: para
cada U aberto de X considere o anel quociente ¢(U) /.7 (U).

Defini¢ao 1.60 (Stalk). Seja X um espago topoldgico e .Z feixe em X. Dado p € X,

definimos

Fp = limys, F(U)/ ~
onde s € F(U) ~, r € F(V) se e somente se existe W C UNV, com p € W, de modo
que sy = rw.

Definigao 1.61. Seja f : X — Y funcgdo continua entre espacos topolégicos. Dado ¢

feixe de Y definimos em X um feixe f*9¢ dado por: Para cada aberto U em X
U hn’lvgf((]) g(U)
Temos que f*¢ é um feixe em X.

Proposigao 1.62. Seja f : X — Y funcgao continua entre espacos topologicos. Dado &
feize de Y entao dado p € X temos f*9, = G5

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [DJP13| e [Ten75|. O

Definicao 1.63. Sejam X espaco topolédgico e Oy um feixe em X definimos um espaco
anelado como o par (X, Ox). E usual denotar X := (X, Ox).

Um feixe .# em X é um Ox-médulo se para cada aberto U de X temos que % (U)
é um Ox(U)-mdédulo de modo que as restrigoes .Z (V) — Z#(U) sao homomorfismos de
Ox (U)-médulos.

Um feixe J de Ox-moédulo que é um subfeixe de Ox é chamado de feixe de ideais.
Definimos V' (J) := supp(Ox/J) = {z € X|J, # Ox.}.

Em particular, dado X C C" aberto. Consideramos
hi,...,hty € Ox(X)={f: X — C| f é holomorfa }
e temos um feixe de ideais dado por (hq,...,hx). Onde, dado U C X aberto definimos
(hi, . h)(U) = (b, - hagor),
¢ um ideal. Dado p € X temos
(ha,y .oy hi)p = (hagpy oo hip),

onde hl,p, ce hk,p S OX,p.
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Definigao 1.64. Sejam (X, Ox) e (Y, Oy) espagos anelados. Um morfismo de espagos

anelados é um par
(f?fti> : (X7 OX) - (Y7 OY)

onde f : X — Y é funcdo continua e f* : Oy — Oxf~' é um homomorfismo de Oy-
médulo. Dizemos que (f, f*) é isomorfismo se f é homeomorfismo e f* é isomorfismo de

Oy-mébdulo.

Defini¢ao 1.65 (Espago complexo modelo). Seja U C C™ aberto e f1,. .., fr aplicagoes
holomorfas definidas em U. Considere X := V(f1,..., fx), V C U aberto e o pré-feixe
o)
Ox(VNX) .=
A o)

chamado de espago complexo modelo.

em X. O espago anelado definido por (V,Oynx) é

Definig¢ao 1.66 (Espago complexo). Seja X um espago de Hausdorff. (X, Ox) é chamado
de espago complexo se para cada x € X existir uma vizinhanca U tal que (U, Oxy) é
isomérfo a (V; Oy ), onde (V,Oy) é um espaco de modelo complexo. Onde i : U — X e
Oy =1*0Ox.

Se (X,0x) é um espaco complexo entao, por abuso de notacao, denotamos X =
(X, Ox).

Observagao 1.67 (Feixe de ideais ao longo da diagonal). Seja Y uma variedade complexa.

Dada cobertura {V, },ecq consideramos
YxY =, (Vax Vo)UY xY)\AY).

Iremos definir um feixe de ideais Fxny em Oyyy de modo que V(Fay) = AY. Pela
definicao de Y x Y dada acima, temos que definir dois feixes de ideais nos abertos da
diagonal e fora da diagonal.

Consideremos o ideal J = Oy xy\ay €, para cada a, J, = <yj7a—y;7a |j=1,...,p) feixe
de ideais em Oy, xv,,, COM Yo = Y10, > Ypa € Yo = Yla» - - - » Up o Sistemas de coordenadas
em V. Precisamos mostrar que esse feixe ¢ bem definido, ou seja, que o feixe independe
da escolha de qual feixe estamos. Mais precisamente, dado uma vizinhanca da forma

Vo x Vi, do ponto (y1,y2), com y; # yo mostremos que
OV Vo (mr.2) = O \aY, (y102) -
A Proposicao nos dara uma maneira de fazer isso.

Proposicao 1.68 (Gluing Sheaves). Seja X um espago topologico e A = {U,}ies
cobertura de X . Para cada i seja F; feive em Us e ¢y : Fyu,nu; — Fjjuinu, isomorfismos

tais que
1) ¢y = identidade,

2) i = ¢jr o ¢y em U;NU; NUy.
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Entao existe um tnico feize F# em X e isomorfismos \; : Fjy, — F; tal que para todo
i,j,0i5 0N =X em U;NU;. F € definido como:

F (V) = {{si}ier € [Lic; Zi(Us 0N V)| @3 (sq0.00,0v) = Sjjvinv,nv -
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [DJP13]. O]

Observacao 1.69. Mostremos que o feixe de ideais definido na Observacao [1.67 é bem
definido. Dado y € (U, x U,) N (U x Up) temos que

OVaxtay = (Ovxvy/Wja = Yja | 7=1,..,p)y) = Ocnp.
Pois, J, ¢é definido por equagoes irredutiveis. Entao,

(Ovxvy/(Yja — y},a | j=1,...,p)y) = (Ovxvy/(yjs — 3/;'7/3 [ J=1,...,p)y)

Dado U, x U, temos U, xU,N(Y xY\AY) = U, x U, \ AY. Entéo, dado y € U, xU,\ AY

temos

OWwaxva\ay)y = O xv\ay)y-

Entao, com o enunciado da Proposicao ¢ suficiente tomarmos ¢;; = id, para quaisquer

i, j. Portanto, o feixe de ideais .oy € bem definido.

Proposicao 1.70. Seja X espago complexo e & e J feizes de ideais em X. Existe um
feize (F = _7) de ideais em X tal que F,: Z, = (I : 7).

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [DJP13]. O
Definicao 1.71. Dado X C C" aberto e U aberto em X. Considere o feixe de ideais
(hi,..., hg).

V(J) é, por definicdo, um espago complexo, isto é V(J) = (V(J),0Ox/Jjy (). Pela
Proposigao temos que dado x € V(J) entao V(J), = (V(J)s, Ox s/ Jz)-

Observagao 1.72. Dado X C C™ aberto e hy,...,h; € Ox(X). Considere o feixe de ideais
J gerado por hq,..., ;. Entao,

V(J) ={z € X|hij(x) =0, para 1 <1i < k}.
De fato,
reV(J)e Jo #Oxe & Jo © Mxy,,
onde Mx ., ={f € Ox.|f(x) =0}. E sabido que My, ¢ ideal maximal de Ox .

Definicao 1.73. Um espaco complexo X é chamado Cohen-Macaulay se para todo x €

Ox temos que Ox , é anel Cohen-Macaulay.
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Definicao 1.74. Seja X um espago complexo. Dizemos que X ¢é reduzido em x se o anel

Ox € reduzido. X ¢ reduzido se for reduzido em todos seus pontos.

Definigao 1.75. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é genericamente reduzido
se existe um aberto denso U de X de modo que X é reduzido em U. Isto é, para todo

x € U temos que o anel Ox , ¢ reduzido.

Definigao 1.76. Um espaco complexo X = (X, Oy) é regular em um ponto x € X se
existe 7 € N de modo que Oy, possui um isomorfismo de anéis com O¢r . Dizemos que
X é um espago complexo regular se X for regular em todos seus pontos. Denotamos por

Sing(X) os pontos z € X tais que X nao é regular em z.

Observagao 1.77. Se X ¢é um espaco complexo regular entao X é reduzido. Segue

diretamente da definicao.
Proposigao 1.78 (Critério Jacobiano). Seja X espaco complexo da forma X =V (I) C

Oh;
C", com I = (hy,...,hy). Seja M = <(9_> a matrizn X k e seja J o ideal gerado pelos
L

maximais menores de M. FEntao, o conjunto dos pontos singulares de X, é dado por
Sing(X) =V (I + J).
Demonstracao. Pode ser encontrado em |[DJP13]. O

Corolério 1.79. Com a mesma notagio da Proposi¢io[1.78 Se as aplicagées hy, . .., hg

definem uma submersao entao X ¢ reqular.

Demonstragao. Segue do fato que V(J) = e Sing(X)=V({I+J)=V({I)NV(J) =2.
Entao X ¢é regular. O]

Proposicao 1.80. Dado X C C" aberto e U aberto em X. Considere o feixe de ideais
J: <h1,...7hk>7

para h; € Ox(X). Se Ox € reduzido entao:
O espago complexo V (J) € reduzido em x se e somente se J, € ideal radical.

Demonstragao. Temos que Ox,/J, é reduzido se e somente se J, = +/J,. Ou seja, J, é
ideal radical. O

Proposicao 1.81. Se um espago complexo X ¢é Genericamente reduzido e Cohen-

Macaulay entao € reduzido.

Demonstracao. Nao faremos a demonstracao pois precisamos definir conceitos auxiliares
que fogem do nosso propédsito. No entanto, a demonstracao pode ser obtida a partir do
exercicio 7.7.6, Proposicao 4.3.2 e Corolério 4.3.2 de [DJP13]. O



18 Capitulo 1. Preliminares

Definicao 1.82. Seja X um espago complexo em C”. Dizemos que X ¢ de intersegao

completa se o ideal & = (f,..., fx) que gera X é uma sequéncia regular de O,

Proposicao 1.83. Seja X um espaco complero em C". Se X € de interse¢ao completa

entdo X € um espagco complexo de Cohen-Macaulay.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [DJP13]. [
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Capitulo 2
Grupos de reflexao

Neste capitulo apresentaremos os conceitos fundamentais que serao usados ao longo
de todo o texto: reflexoes e aplicacao érbita.

Todas as demonstragoes e observagoes apresentadas foram feitas com a intencao de
facilitar ao leitor o entendimento desse capitulo.

Todo espaco vetorial V' deste e dos préximos capitulos, a menos que dito o contrario,

serao espacos vetoriais de dimensao finita sobre C com o produto interno definido na

Segao [L.7]

2.1 Grupos de reflexoes
Apresentaremos nessa secao propriedades das reflexoes.

Definigao 2.1. Seja V espaco vetorial de dimensao n. Uma reflexao em V' é um operador

linear r : V' — V, satisfazendo:
1) r é unitéria,
2) 7 tem ordem finita,
3) dimFixr = dimV — 1.
Denotamos por H, = Fixr. Chamaremos H, de hiperplano definido por r.

Observagao 2.2. Apresentamos alguns resultados sobre as reflexoes que serao tteis ao

longo do texto.

1) Se V é um espago vetorial de dimensao finita e r é uma reflexdo em V' entao r pode

ser representada por uma matriz diagonal com respeito a uma determinada base.

De fato, considere 8 = (aq,...,q,_1,0,) base de V de modo que os vetores

ai,...,q, 1 gerem o espaco Fixr. Entao, r é da forma



20

Capitulo 2. Grupos de reflexao

para alguns Ay, ..

0
0

T Nt(T+ N+ o+ A
0

Ou seja, devemos resolver as equagoes:

MA+A, +. A
A(T4+ XN +...+ A2

A

.y An € C. Supondo que a ordem de 7 é m entao

id.

N+ XA+ .+ A" =0, paral <j<n-—1,

A =1.

n

Essas equacgoes sao satisfeitas quando A, é uma raiz m-ésima da unidade. Pois,

nesse caso 1+ X\, +... + X"t =0e )\; € C, para 1 < j <n — 1, sdo quaisquer.

Todavia, temos que 7 é diagonalizével. Isto é, existem matrizes s, s~! de modo que

s~ 'rs = 7, onde 7 é uma matriz diagonal. Tomando

0 o 0

0 1
sl =

1

*/\n—l
An—1
_An—Q
An—1

—\
An—1

1

Entao, r é diagonalizavel com matriz diagonal

i

0 A\,

A1
An—1

A2
0 An—1

An—l
An—1

2) Considere  a base de modo que r seja diagonal. Entao, r admite adjunto r*. De

fato, dados u,v € V, temos que ru = (uq, ..

Cy Un—1, Aply) g € entao
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n—1 n—1
(ru,v) = Z UT; + ApUn Ty = Z Wi0; + Up AUy, = (U, T0).
i=1 i=1
Portanto, r* = T.

3) Como toda reflexdo r admite adjunto 7* e dada uma raiz da unidade £ temos que
€€ = 1. Entado, rr* = id = r*r. Portanto, r é normal. Além disso, o produto de
duas reflexdes r e s é também uma aplicagao normal. De fato,

rs(rs)* = rss*r* = rr* = id.
Analogamente, (rs)*rs = id. E portanto, rs é uma aplicagdo normal. A partir do
Teorema [1.44] podemos concluir que rs é diagonalizavel. Ou seja, V possui uma
base de autovetores ortonormais de rs.

4) Observamos que a condigao dim H, = dim V' —1 é equivalente a condigao dim ker(id—
r) =n—1eentdo dimIm(id — r) = 1. Dada uma reflexao r em V, se a € H:- entao
r(v) = v—aa, para algum o € C. Deve ficar subentendido que a depende de v € V,
mas para facilitar a notagao nao denotaremos a como «,,.

5) No geral, se r = ry - - -1, onde r; sao reflexoes e cada uma determina um hiperplano
H;,:=H,, com qa; € Hj. Temos que dado v € V
r(v) =11 (V) =rr o1 (U — Qpan)

=11 Tp1(V) = Apo(r1 . 11 (an))
=Ty 7”71—2(7} - an—l,van—l) + (6 7o) (Tl cee rn—Q(an - an—l,anan—l))
=v — (qa; + ... + aya,),
para determinados «; € C.
6) Dado um hiperplano H em V', podemos tomar um funcional L(v) = (v, a), onde

a € H' e entdo ker L = H. Temos que L é tinica a menos de multiplos.

Seay,...,a, sao vetores L.i em V entdo os funcionais Ly, ..., L,, onde L;(v) = (v, a;),

sao Li. De fato, considere
ZaiLi(v) = 0, para quaisquer a; € Cev € V. (2.1)
i=1

Tomando v = a; em [2.1] temos a;Li(a;) = ag{as,a;) = 0 e como a; # 0, temos
a1 = 0. Entéo, a equagao [2.1] fica

ZaiLi(v) = 0, para quaisquer o; € Cev € V.
i=2
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E repetindo esse processo n vezes temos que todos os «; sao nulos. Obtendo o

resultado.

Exemplo 2.3. Considere r : C*> — C? dado por

2mi
em 0
—27i .
0 em
)

Temos que r é unitaria. De fato, dados (z1,y1) e (z2,y2) em C?, como e m e m = 1,

entao:

27 —27i 2mi —2mi

(r(zi,y1),7(22,12)) = ((em w1, e7m Y1), (em T2, Y2))

2mi 2mi —27i —27i

=emI;-€emIygt+em Y- € m Y

2mi 2mi —2mi  —27i

=ememTiTg+e m e m Yi1Ys

= 2172 + 1Yz
= <($17 yl)a <x27 y2)>
Portanto, r ¢ unitdria. Mas r ndo ¢ uma reflexao, pois Fixr = {(0,0)}.

Definigao 2.4. Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um subgrupo G de U(V') é um

grupo de reflexdes se
1) G é finito e

2) para todo g € G temos que g = 7" - - - 7F» onde r; é uma reflexdo de ordem m; € Z,

e k; < m;, para todoi € {1,...,n}.

Observagao 2.5. 1) O produto de duas reflexdes nao é necessariamente uma reflexao.

Considere r como no Exemplo

em 0\ few 0\ (1 0
0 e m 0 1)\o e )

e 0 1 0 N 3 o
Temos que e _oni | sd0 reflexdes mas r nao é.
0 1 0 e m

, para m > 3, é tal que I e I? definem

2mi
. em 0
Observamos que a reflexao I = 0

o mesmo hiperplano ((0,1)) em C?. Portanto, nem todo hiperplano é unicamente
definido por uma reflexao.

2) Pelo item 3) da Observagao todo elemento de G é diagonalizavel.

Proposicao 2.6. Sejam V' espaco vetorial, G grupo de reflexoes em V e r reflexao de
ordem m. Entdo, Im(id — r) = Im(id — r*) e ker(id — r) = ker(id — r*), para k < m.
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Demonstragdo. A igualdade Im(id — r) = Im(id — r*) segue diretamente do item 5) da
Observagao e ker(id — r) C ker(id — r*) segue diretamente. Como ker(id — r) C
ker(id — r*) possuem a mesma dimensao, pois dim(Im(id — r)) + dim(ker(id — r)) = n
e Im(id — r) = Im(id — r*). Utilizando que ambos sdao espagos vetoriais o resultado

segue. O

Exemplo 2.7. Considere s : C? — C? dada por

271
0 em
—2mi .
e m 0
27mi

s é uma reflexao com Fixs = ((e'n ,1)) e ordem 2.

Exemplo 2.8. Temos que uma representacao para D, em GL(2,C) pode ser dada da

seguinte forma:

¢ : Dy, — GL(2,C)

e 0 01
¢<r>=(0 e%>e¢<3>:<1 O>.

¢(s) é um reflexdao de ordem 2 com hiperplano ((1,1)). A matriz ¢(r) ndo é uma reflexao

onde

pois representa uma rotacao em C? de ordem n, fixando apenas a origem. Todavia, temos

que Ds, também pode ser gerado por s e rs, pois (rs)(s) = r. Ou seja, a representagao

0 e2m
o(rs) = (e% 0 )

Temos que a matriz ¢(rs) é uma reflexdo de ordem 2 fixando a reta gerada pelo vetor

—2mi

(e7m ,1).
Utilizando a mesma notacao do Exemplo [2.8|e a Proposicao temos que Dy, pode

01 0 e2m
(0 eson=( 2 F)

3

pode ser gerada por ¢(s) e

ser gerado por

Entao,

Doy, = {1, 72,73, ... o0 rs ris,rds, . . r" s}

Definicao 2.9. Seja V' um espago vetorial. Considere G um grupo de reflexoes com
hiperplanos dados por Hy, ..., H;. Dados a; € H;-, parai € {1,...,1}, definimos o posto

de G como a dimensao do subespago vetorial W de V' gerado pelos a;, parai € {1,...,1}.
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Observagao 2.10. Dado um grupo de reflexdes G agindo em V', pela Observacgao [2.2] temos
que as reflexoes de GG sao matrizes diagonais, com respeito a uma determinada base. Como
cada reflexao age em apenas um subespaco vetorial de dimensao 1 obtemos que o posto
de G nos da informacoes sobre o tamanho do subespaco vetorial W em V' ao qual G esta

agindo.

Exemplo 2.11. [Grupo Zy,, .. m,] Definimos o grupo de reflexoes Z,,, . m, agindo em C*
da seguinte forma:
Para cada a; € Z/m;Z considere o operador i,, ., : C* — CF cuja representacio

linear é definido por:

2maqi

e m 0 0 . 0
2magi

0 e m2 0 e 0
i 2magi
lal,...,ak = 0 O e ms3 e O

2ﬂaki
0 0 0 ceee T
Temos que cada i,, o, ¢ gerado pelas transformagoes iq, 0....05%0,as,...05 - - - 1 20,0....a5 - SN0

que Fixig  q,..0={v € C* Jv; = 0} e que cada 0,....a;,...,0 Possui ordem m;.

Definimos o grupo de reflexoes Z,,, . m, como o grupo gerado pelas reflexoes

2a1,0,...,05 20,a2,...,0» « - - 5 20,0...,a5 -

o ¢ °
T v
ZL[)’U

A 4

° [

il)lU 7:0711}

Figura 2.1: Z,, agindo em C?

Definigao 2.12. Seja G um grupo de reflexoes agindo em V. Definimos o arranjo <7 de

G por
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onde Hi, ..., H; sao todos os hiperplanos gerados pelas reflexoes de G.

<

Figura 2.2: & de Zyy 115 Zimymad € Zimymyms €m C3

Proposicao 2.13. Sejam V' espaco vetorial e G um grupo de reflexoes agindo em V.
Considere k o numero de hiperplanos em V definidos por G. Dado B C {1,...,k} entdo
0s conjuntos da forma Cp ={v eV | v e H; & i€ B} formam uma particio € de V.

Demonstragao. De fato, dados B, B’ C {1,...,k} temos que Cp N Cp # & se, e somente
se, existe v € V' de modo que v € C'z N Cp, que ocorre, se, e somente se, B = B’ e entao
CB - CBI.

Sev eV étal que v ¢ o entdo v € Cy. Se v € & considere X (v) = ﬂ H;, temos

veEH;
entao que v € Cp, onde B contém todos os indices ¢ de modo que v € H;. O

Figura 2.3: Faces determinadas pelo grupo de reflexoes Z,,, m,.

Definicao 2.14. Dado V um espaco vetorial e G um grupo de reflexdes agindo em V.
A particao ¢ é chamada de complexo do grupo G e seus elementos C' sao chamados de

faces. Denotaremos por (Cpg) a intersegao de todos os subespacos vetoriais contendo Cp.

Proposigao 2.15. Dado Cp € €, para algum B C {1,... k}, entio Cp = (Cp) = ﬂ H;.
1€B
Em particular, temos que Cg é um subespaco vetorial de V.
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Demonstragdo. Mostremos que Cp = ﬂ H;. Como cada hiperplano H; é fechado entao
i€B

qualquer intersegao finita de hiperplanos é fechado. Entao, por definicao de fecho, temos

Cp C ﬂ H;. Dado v € Cp entdo v € Cg e portanto, pela definicio de Cg, v € H;, para

i€B
i € B, ou seja, v & ﬂ H,. Portanto, Cz = ﬂ H;.
i€B i€B
Mostremos que (Cp) = ﬂ H;. A inclusao (Cp) C ﬂ H; é clara, pois intersegoes
ieB i€B

quaisquer de subespagos vetoriais é um subespago vetorial. Como Cp C (Cp) entao

COp C (Cg) = (Cp). Como ja sabemos que Cp = ﬂ H;, obtemos que m H;, C(Cp). O
i€B i€B

Observagao 2.16. Dado V um espago vetorial e G um grupo de reflexdes agindo em V

definindo os hiperplanos Hy, ..., Hx. Dado v € V, considere X (v) = ﬂ H;. Temos que a

veEH;
parti¢ao definida na Proposi¢ao [2.13]é dada pela relagao de equivaléncia: Dados v,u € V

temos que v ~ u se, e somente se, X (v) = X(u). Notamos que se v € V nao pertence a

nenhum hiperplano entdao X (v) = @.

Corolario 2.17. Dado V um espaco vetorial e G um grupo de reflexées agindo em V. A

face C' € € que passa pela origem € fechado.

Demonstragcao. Sejam Hy, ..., H; todos os hiperplanos definidos por G. Como 0 € C

e cada hiperplano é um subespaco vetorial temos que 0 € H; para todo ¢ e, portanto,

k
0 e ﬂ H;. Dado v ¢ C entdao X(0) # X(v), ou seja, existe pelo menos um hiperplano

i=1
k k

H;, de modo que v ¢ H;, e entao v ¢ ﬂ H;. Portanto, C' = ﬂ H; que implica que C' é
i=1 =1

fechado. ]

Observagao 2.18. Dado G grupo de reflexoes agindo em CP, para algum p. A partir do

Corolério 2.17] a face C' que passa pela origem ¢é a face definida por G' de menor dimensao.

E como mostraremos no exemplo a seguir é possivel encontrar grupos G; de modo que a

face C; que passa pela origem possuam variadas dimensoes.

Exemplo 2.19. Considere C? como C espaco vetorial e os grupos G = Zmy mams, G2 =
Zmymen € Gs = Zp11, para my,me,ms € Zy; \ {1}. Como ji sabemos G; é
gerado pelos elementos i4,.0,0,%0,4,0 € %004 cOm a; < m; — 1. Nesse caso, Fixiq, 00 =
((0,1,0), (0,0,1)), Fixiga,0 = ((1,0,0),(0,0,1)) e Fixigga, = ((1,0,0),(0,1,0)). Entdo
a face que passa pela origem é dada apenas pela origem. E as outras faces de dimensao

1, como ¢ apresentado na Figura [2.4] sao:
Cy3= ((1,0,0),(0,1,0)) N ((1,0,0),(0,0,1)) = ((1,0,0)) \ {(0,0,0)}: Face em azul;

Ci3= ((0,1,0),(0,0,1)) N {(1,0,0), (0,1,0))

((0,1,0)) \ {(0,0,0)} : Face em amarelo;
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Cio= ((1,0,0),(0,0,1)) N ((0,1,0),(0,0,1)) = ((0,0,1)) \ {(0,0,0)} : Face em verde.

A face que passa pela origem determinada por Go é dada pela interse¢ao dos
hiperplanos definidos por Fixi,, 00 = ((0,1,0),(0,0,1)) e Fixigq,0 = ((1,0,0),(0,0,1))
entao ela é gerada por ((0,0,1)). Portanto, possui dimensao 1.

Por fim, a face que passa pela origem definida por Gz é dada pelo hiperplano

Fixiq, 00 = ((0,1,0),(0,0,1)) e entao possui dimensao 2.

>

o “ )

AKX

Figura 2.4: Faces que passam pela origem de Zu, 11, Zmymo1 € Zmymoms €m C3)

respectivamente

Proposicao 2.20. Dado V um espago vetorial e G um grupo de reflexoes agindo em V.

Se C' € € € a face que passa pela origem entao
dim(C) + posto G = n.
Em particular, dim(C*) = posto G.

Demonstracao. Sejam Hq, ..., Hy todos os hiperplanos determinados por G em V e a; €
k
H:-. Como C ¢ a face que passa pela origem entao (C') = ﬂ H;. Considerando v € (C) e

i=1
k

w € {ay,...,ax) temos w = E a;a;, logo
i=1

(w,v) :<Z ;a;, V)

k
= Z a;{a;,v)
i=1

=0,
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pois, (a;,v) = 0 para todo i. Portanto, (C) C (ay,...,ax)*. Dado v € {ay,...,a;)*
entdo v € (a;)*, o que implica que v € H;, para todo i. Ou seja, v € (C) e entao (C) =
<CL17 s 7ak>L'

Como {ay,...,ax) ® {(ay,...,ax)* = V com postoG = dim(ay,...,ax),
obtemos o resultado. O

O préximo Teorema sera importante para concluirmos alguns resultados. Definiremos
o item 3) na Segéo A demonstragao foge dos nossos propdsitos e podera ser consultada
em [LT09].

Teorema 2.21. Seja V' um espaco vetorial e G um grupo de reflexoes agindo em V e

v € V. Os sequintes numeros sao 1guais:
1) dim X (v);
2) min{dim Fixg | g € G,}, onde G, ={g € G | gv = v};
3) posto Jac(w) no ponto v.

Proposicao 2.22. Sejam V um espaco vetorial e G um grupo de reflexoes agindo em V.

Para toda face C € €, existe um elemento g € G, tal que Fixg = (C).

Demonstracao. Considere Hy,..., H; todos os hiperplanos de V' definidos por GG, onde
cada H; é hiperplano de r;. Dado C € €, entao existe B C {1,...,k} com C = Cp. Pela

Proposigao [2.15] (Cp) = m H; = X(v), para qualquer v € Cg. Apds uma reordenagao,
i€B

n
caso necessario, podemos considerar que (Cg) = ﬂ H;,onden < k. Sev € Fix(ry---ry),
i=1
entdo r1---7r,(v) = v e como 7; tem ordem finita, temos 7y - --7,(v) = r;*(v). Todavia,
como ;' (v) € Im(ry-+-7,) e 7o+ -7, (v) € Im(r; '), pela Proposicao [2.6] temos Im(r;) =

Im(r; ') e pelo item 5) da Observacio , temos:

v+ g o;a; = U + o1aq. (22)
i=2
n
~ ~ Q;
Suponha que a; # 0, entao na equacao , obtemos g B;a; = aq, onde 3; = —.
- an
=2

Temos entao
Li(v) =(v,aq)
:<U7 Z ﬁzaz>
i=2
= Z E<U7 ai)
i=2

n

=Y BiLi(v).

=2
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O que ndo ocorre, pois os funcionais Ly, ..., L, sio Li. Entdo obtemos oy = 0 e 7] 'v =

v. Ou seja, 79,...,7,(v) = r;*(v) = v e utilizando que 7, possui ordem finita temos

r3- -1, (v) = r5'(v). Repetindo esse processo, temos ;v = v para todo i € {1,...,n}
n

edalv e ﬂHi. Com isso, dados v,w € Fix(r;---r,) e A € C, obtemos que \v + w €

i=1
Fix(ry---1,) e como ry -+ 1mp(Av 4+ w) = Ary - -1, (v) + 71 - - -1 (w) implica em Av +w €

ﬂ H;. Entao, Fix(ry - - - r,) é um subespago vetorial de ﬂ H;.

i=1 i=1

Dado v € ﬂHi entdéo ry---7r, € G,. Utilizando o Teorema [2.21] temos
i=1

dim Fix(rq - - - 7r,) > dim ﬂ H;. Concluindo que Fix(ry - -1,) = ﬂ H;. O

i=1 =1

Observagao 2.23. Pela construgao dada na Proposigao temos que g é dado por
ry---rp. Mas, claramente, g nao é unico. Isso é evidente apds observamos que
ker(id — rfj) = ker(id —r;), para todo 1 < k; < m; — 1, onde m; é a ordem da reflexao r;.

Isto é, o elemento § dado por r#* - -rkn também satisfaz Fix g = (C).

Teorema 2.24 (Steinberg). Seja G um grupo de reflexées agindo em V. Para qualquer

subconjunto A de V', temos que
Ga = {9 € G|ga = a, para todo a € A}

¢ um grupo de reflecoes, gerado por reflexoes em G cujo os hiperplanos de reflexao contém

A.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [Ste64]. O
Utilizaremos esse Teorema para obter o seguinte Corolario:

Corolario 2.25. Seja V' um espago vetorial e G grupo de reflexoes agindo em V. Entao

1) Para todov € V \ &, temos G, = id.

2) Sev €V étal que v € C, para alguma face C' € €, entio G, = G .

Demonstragao. 1) Como v € V' \ & entao v € Cy. Em particular, v € (Cy). Entao,
pela Proposicao existe g € G com Fixg = (Cy) =V, entao g = id.

2) Temos que G¢ C G,. De fato, dado g € G¢ entdo ga = a, para todo a € C. Em
particular, gv = v e dai g € G,.

Mostremos a outra inclusao. Tome 74, ..., 7, reflexdes de G com H; hiperplano de 7;
contendo v que geram G, com a ordem de r; igual a m; € Z,. Como X (v) = (C),
entao dado w € (C), temos que w € H;, para 1 < i < n. Entao, pela Observagao
2.23| r(w) = w, para qualquer r da forma r’fl -1k com 1 < k; < m;—1. Portanto,
r e Gy.

m
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2.2 Polinomios invariantes por grupos de reflexoes

Nessa secao apresentaremos resultados que nos darao todas as informacgoes que
precisamos sobre a algebra dos invariantes K[V]®, para um determinado grupo de
reflexdes. (Ver secao [L.8).

Informagoes titeis sobre o tipo de polindmio que gera a algebra K[V]% e qual a relacio
entre o grau dos polinomios geradores e o nimero de reflexoes no grupo GG. Para ilustrar
o quio importante sdo esses resultados, iremos encontrar os geradores de Clx,y]P> de
duas formas: A primeira, como é apresentada no Exemplo [2.31} é uma verificagao direta
de que Clx,y]P* = C[z" + 4", zy] e a segunda é utilizando os resultados dessa secao,
apresentado no Exemplo 77.

Os polinémios que geram a algebra K[V]“ serdao importantes para definirmos uma
aplicacao a partir do grupo de reflexoes G, chamada de aplicagao orbita w, cujas
propriedades serao estudadas na proxima secao.

A seguir enunciaremos trés resultados que serao importantes para o nosso trabalho,
Teoremas e Proposicao As demonstracoes fogem do proposito dessa

dissertagao. O leitor poderd encontra-las em [LT09].

Teorema 2.26 (Hilbert-Noether). Suponha que V' é um espago vetorial de dimensdo
finita sobre um corpo K e que G € um subgrupo finito de GL(V'). Entdo a dlgebra K[V]%

de invariantes € finitamente gerada.

Definigao 2.27. Suponha que V' é um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo
K e que G é um subgrupo finito de GL(V). Os geradores da algebra K[V]“ sao chamados

de invariantes bésicos de G.

Teorema 2.28 (Shephard-Todd). Se G é um grupo finito de reflexées sobre um espago
V' de dimensdo n, entdio o anel K[V]¢ de polinomios G-invariantes é uma dlgebra
polinomial. Ou seja, € gerado por uma cole¢ao de polinomios homogéneos e algebricamente

independentes.

Proposicao 2.29. Sejam V um espaco vetorial sobre C de dimensao n e G um grupo
de reflexées agindo em Ve {Iy,..., 1.} um conjunto de invariantes basicos de G, entao

r=mn e o grau de cada polinomio I; é unicamente determinado por G.

Observagao 2.30. Com o Teorema [2.26] obtemos a primeira informacao importante: A
dlgebra K[V]¢ ¢ finitamente gerada. Isso ocorre para G subgrupo finito de GL(V).
Porém, nao temos nenhuma informacao sobre os geradores.

Essa informacao, no caso em que G é um grupo de reflexoes, ¢ dada pelo Teorema
2.28f os geradores da algebra K[V]® sdo homogéneos e algebricamente independentes.
Porém, nao temos nenhuma informacao sobre a quantidade de geradores.

Essa questao é respondida pela Proposicao [2.29, em que, temos que o nimero de

invariantes ¢ o mesmo que a dimensao de V.
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No proximo exemplo mostraremos explicitamente como encontrar os invariantes para

o grupo Diedral Dy,:

Exemplo 2.31 (Invariantes de reflexdao do grupo diedral D,, em C?). Considere a
representacao de Dy, em GL(2,C) que foi dada no Exemplo Considere a acao de Do,
em C? temos entao uma agao de Do, induzida em Clz,y|. Vejamos a acao de Ds, nos
elementos x e y.

Temos que s - z(a,b) = z(p(s) (a,0)") = z(b,a) = b = y(a,b). De modo andlogo,
s-y(a,b) = a = x(a,b). Agora,

27 —2mi 2mi 27

rs - x(a,b) = 2(¢(rs) Ha, b)) =x(e byen a) =en b=cen yla,b),

—2mi

e de modo andlogo obtemos que rs - z(a,b) = e » x(a,b). E como isso independe de

(a,b) € C?, temos entao que

s-x=1y, s-y:xers-x:e%y, rs-y:e%x.
Mostremos agora que C[z, y|P2 = Clz™ + y", zy].
De fato, claramente temos que C[z" + y",zy] C C[z,y]P* pois 2™ + y" e zy sao
invariantes pela acdo de Ds,,. Mostremos a outra inclusio. Dado f € Clx,y|P?",

consideremos f homogéneo de grau m. Ou seja,
f(x,y) = amax™ + 2™ 'y + .o+ arxy™ 1 + agy™.

Temos s - f(2,Y) = amy™ + am_1y™ 2 + ... + ayyz™ ' + agz™.

Para que s- f = f, devemos ter a; = a,,_;. Para rs temos:

2mi

uy —27i
n

n:[j)

m

o 2mi g1 =2mi —2mi o
(rs) - f(@,y) =am(e " )™ + am-1(em y)™ e a) 4. +arlen y)(e T @)™ +agle

2mim 2mi(m—2) m—1 2mi(2—m) m—1 —2mim
=ame » Y +apm_1e " Yy r+...+tae n yx +apge » .
Entao os termos de (rs) - f é dado por:
2mwi(m—2j) M—j .
Am—je » y"Jal para 0 < 7 < m.
- 2mi(m—2j)
Entao, para que ocorra (rs) - f = fes- f = f, devemos ter e~ » =1 que ocorre se e

somente se m — 27 = kn, para algum k£ € Z. Ou seja, f deve ser da forma
f= Z ambx“yb, onde a — b = 0 mod n.

E suficiente mostrar que os polinomios da forma P, r, = x%1y52 + 2%2yS1 para todos
Ky, Ky € Z, com K; — Ky = 0 mod n, pertencem a algebra Clz"™ + y", zy].
Observamos que a condicao K7 — Ky = 0 mod n é equivalente a K7 = kn + K,, para

algum k € Z,. Ou seja, em Pk, g, temos

xkn+K2yK2 + Iszkn-i-KQ — (Iy>K2(ka + ykn)
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Entao é suficiente mostrar que z** +y*" € C[z" +y", zy], para qualquer k € Z, . Faremos

isso usando o segundo método de inducao. Para k = 1 o resultado é claro. Suponha que
" 4+ yim € Clz™ + y™, 2y, para todo 1 < j < k — 1.

Mostremos entdo que z*" + y** € C[z™ + y", xy]. De fato,

k-1
k ) )
Entao é suficiente mostrar que Z ( > (™) (y")? € C[z™ + y", xy]. Como

Jj=1 J

3 (5) =y = (Z (") <x”>k-j—1<y”>ﬂ‘-1>.

j=1 j=1

k-1
k . .
(xy)™ € Clz"™ + y™, zy] e entdo é suficiente mostrar que (Z (]) (x”)kjl(y")]l> €

j=1
Clz™ + y™, xy]. Temos:

ki (k) S e O e T +k§§ (l;) (") Y

=1 N

Como, por hipétese de inducdo, temos que z"#=2) 4 y*(+=2) ¢ C[z" 4 y™, 21], é suficiente

k—2

L . .

mostrar que Z ( ,)(x")kﬂ_l(y”)r1 € Clz" + y",zy]. Novamente podemos fatorar
i=2

(24)", ou scja.

Z () = (Z (") <x”>’“—f-2<y">ﬂ‘-2>.

Repetindo esse argumento [ vezes, obtemos

(g (Z () <x“>“l<yn>ﬂ) ,

=l
Lo
onde a soma Z < ) (™))" (y™)7~" possui nos extremos os elementos z™F~21) 4 gyn(k=20),
j=l

— \J
Como k ¢ finito, apds repetir o processo k vezes o resultado segue.

Notemos o seguinte detalhe, caso k seja impar o resultado segue como anteriormente.
Agora, caso k seja par entao o numero de termos da soma no binéomio é impar e entao
sempre teremos que os extremos sao da forma z*=2) 4 y(k=2D) onde, por hipétese de
indugao, pertencem a C[z" 4+ y", zy]. Para o termo central, teremos k = 2j e j = [,

obtemos
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(ry)" (Z (") <x">0<y">°> — (g™

J=l

k—1
k ) .
Entao na igualdade [2.4] temos E ( ) (™) (y™)? € Clz" + y", zy] e assim, ¥ + ¢ €
; J
Jj=1

Clz™ +y", zy]. Concluindo que f € C[z" +y", xy| e portanto Clz" + y", zy] C Clz, y|P>".

Como ¢ possivel observar no Exemplo [2.31f nao é trivial determinar a algebra dos
invariantes K[V]¢ para um determinado grupo de reflexdes. No entanto, os préximos
Teoremas relacionam os graus dos polindomios invariantes e o nimero de reflexoes em G
com a ordem do grupo G. A demonstracao dos proximos resultados, Teoremas
e Lema podem ser encontrados no capitulo 3 em [LT09].

Teorema 2.32. Seja V' um C espaco vetorial de dimensao n e seja G um grupo finito

agindo em V. Suponha que fi,..., f, sao polinomios algebricamente independentes em
K([V1¢ e seja d; = degf;, parai=1,2,...,n. Entdo,

1) |Gl < didy - dy

2) Se |G| = dydy -+ d,, entio G é um grupo de reflexoes em V e K[V]9 € gerado por

fi,-.., fn como dlgebra,

3) se K[V]9 € gerado por fi,..., fn como algebra, entdo a igualdade em 1) ocorre e G

¢ um grupo de reflexoes.

Teorema 2.33 (Shephard-Todd). Se G é um grupo de reflexdes finito e se dy,ds, ..., d,

sdo os graus dos polindmios invariantes de K[V]9 de G, entdo

1 ) aordem de G € dyids - - d,,

n
2 ) o numero de reflexoes em G é E (d; —1).
i=1
Com proximo Lema poderemos determinar quando varios polindmios sao algebrica-

mente independetes entre si:

Lema 2.34. Os polinomios fi,..., fn € Clz1,...,x,] sdo algebricamente independentes

a(fla---afn)
0($1,...,l‘n) 7&0

Exemplo 2.35. Utilizaremos o Teorema [2.32[ e o Teorema [2.33] para encontrarmos os
D2n

se, e somente se, o determinante

invariantes bésicos I e Iy de Clz,y]

Como o grupo diedral D,,, possui ordem 2n entdo de acordo com o item 1) do Teorema
temos que I; deve possuir grau n e I, grau 2. Como ja sabemos que z" + y”
e xy sao invariantes entao esses sao os candidatos naturais a serem os geradores de
Clz,y]P>». Porém, para utilizar o Teorema precisamos mostrar que " + y" e xy

sao algebricamente independetes em Clz, y.
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Considerando io,....a;,..,0 COMO NO exemplo [2.11} Temos que 0 grupo Zy,, ...m, possui

ordem my - - -my. Como cada i 4;,..0 age em CF de modo que igmajmo(arl, CeTE) =
2mia;
J
(x1,...,e ™ xj,...,x5). Entdo, um invariante natural para a acdo de 00,....a;,..,0 €M
7 m
Clzy, ..., 24] é dado por z; .

Utilizando o Lema podemos mostrar que I; e I, sao algebricamente
independentes. Entao, usando o item 2) do Teorema obtemos que [; e I sao os
geradores da algebra C[z,y]P?". Concluimos que C[z,y|P> = C[z" + y", zy].

Analogamente, obtemos que Clzy, ..., zg]?m-m = Claf™, ... "]

2.3 A funcao orbita w

Nessa secao apresentaremos a funcao érbita w e algumas de suas propriedades que

serao usadas ao longo desse texto.
Definigao 2.36. A funcao érbita wg : V' — C™ é definida por
we = I1,...,1y).
Em que dado v € V temos wg(v) = (L1(v), ..., I,(v)), de modo que I;(v) é valoracao

do polinomio G-invariante I; no ponto v, para todo 1 < j <n.

A matriz Jacobiana da aplicacao wg é a matriz das derivadas parciais:

oI
Jac(wg) = (8x) ,
i/ 1<ij<n

e [] := det Jac(wg) é chamado de Jacobiano de wg.

Exemplo 2.37. Temos pelo Exemplo W que wp,, = (=" +y"2Y) e Wz, . =

k
(@, ).

No préximo Teorema, provado por Emmy Noether (1882-1935) em [Noel5| teremos

uma justificativa para o nome da aplicacao wq ser aplicacao orbita.

Teorema 2.38 (Noehter). Seja G grupo finito agindo linearmente em um espago vetorial
V' de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado. E considere wg : V. — V
cujas coordenadas sao polinomios invariantes basicos sobre G. Entao, para qualquerv € V/

temos wg' (we(v)) = Gu, onde Gv ={g-v | g € G}.



2.3. A funcgao 6rbita w 35

”
2
\V/

Figura 2.5: Aplicagao érbita wgz,, . em C?

w

Observagao 2.39. Vamos denotar wg apenas por w quando o grupo G estiver subentendido.
Pela defini¢ao de w temos que w(v) = w(g-v), para quaisquer v € V e g € G. Onde w(g-v)
¢ um abuso de notagao que deve ser entendido como w(p(g)~'v), para uma representacao

do grupo G de modo que w seja a respectiva aplicacao érbita. De fato,

w(g-v)=(L(g-v),...,In(g-v))

Ou seja, w leva todos os pontos que estao na érbita de v pelo grupo de reflexao G' na

mesma imagem w(v).

Lema 2.40. Seja V' um espaco vetorial e G um grupo de reflezoes em V. Dado v € C,
onde C € €, temos que ker dw, = (C+). Em particular,

o ={v eV |dim(Imdw,) # n}.

Demonstracao. Suponha que Hy, ..., H, sejam todos os hiperplanos de V' definidos por
G. Assuma que (C) = H; N ---N H,,, para m < k. Pela Proposicao 2.22] temos que
existe g € G com Fix g = (C) e pelo item 3) da Observagao [2.2| g é diagonalizével. Entao,
consideremos 5 = {vy,...,v,} base ortonormal de V' determinada pelos autovetores de g.
Caso necessario, podemos reescrever os elementos de [ de forma que Fixg =
(Uht1,...,0n) € seja 0% = {Xy,...,X,,} base dual de 8. Entdo, por definicio de base
dual e como v € Fix g temos que X;(v) =0, para 1 < j < h.
Afirmacao: Se f € C[V]¢ entdo g - f = f e nenhum mondmio de f tem grau total
igual a 1 em Xy,...,X}.
De fato, observemos primeiro que g-X; = X; para h+1 < i < n. Como Fixg = Fixg™!,

dado w = (ay,...,an)s, temos
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g- Xi(w) = Xi(g7 (w)) = oi = Xj(w),

ou seja, X; é invariante sobre g. Suponha que f possui um monomio da forma
XiX}]:’fll . XM para algum i € {1,...,h} e kpy1,...,k, € Zy. Como g- f = f, temos

XXX =g (XXX

kn i1 .
=(g- Xi)(g- (X0 ... Xkm)

O que ocorre se e somente se X; = g - X;.

Aplicando em v; temos, X;(v;) = 1 e g- X;(v;) = Xi(g7'v;) = 1 se e somente se

g (v;) = v; e assim, temos v; € Fix g. O que nao ocorre pois v; ¢ Fix g, parai € {1,...,h}

. Ou seja, X; # g+ X; e f ndo é invariante. Suponha agora que f € C[V]“ seja da forma
h
= (Z @; X;) fa,
i=1

para f; = X:Tll o XFnocom kpyq, ..., ky € Zy de modo que kp i+ +k, =dea; €C.
Pela igualdade g - f = f, obtemos que

Z ailg- X;) = Z o X;. (2.5)

Supondo que oy, # 0, aplicamos v, na igualdade temos

Q@
Ou seja, ap = )\—k Que ocorre se A\ = 1, pois ay # 0, dai obtemos que vy € Fixg. O que
k

nao pode ocorrer e concluimos nossa afirmacao.

0
Como v € Fixg = (vpy1, - .., v,) temos que % = 0 para todo i com 1 < i < h. Ou
seja, as primeiras h colunas de dw, sdo nulas, pois w = (14, ..., I,), onde I; € C[V]% .

h
Tome u € (C1), daf u = Z a;v;, ou seja, u = (v, ..., ap,0,...,0)5 e assim dw,(u) =
=1
0. Portanto, u € ker dw, e entdo (C*) C ker dw,.
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Observando que (C*) é subespaco vetorial de V e dado Au,w € (Ct) com \ € C.
Pela linearidade de dw, obtemos que dw,(Au + w) = Adw,(u) + dw,(w) = 0 e, portanto,
\u + w € ker dw,. Entdo, (C*) é subespaco vetorial de ker dw,,.

Pelo Teorema obtemos que Fixg e Imdw, possuem a mesma dimensao. Entao
(C1) e ker dw, possuem a mesma dimensao. De fato, basta observar dim(C) +dim(C*) =

n e dim ker dw, + dim Im dw, = n. Entao, concluimos o resultado. O

Observagio 2.41. A aplicacio w é finita. De fato, dado u € Imw entdao w™'(u) =
wHw(v)) = Gv. Como G é finito entdo Gv ¢ finito. Com a Proposigao concluimos

que w ¢é fechada. Portanto, w ¢ finita.
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Capitulo 3

Aplicacoes de reflexao: Injetividade

e normal crossings

Neste capitulo introduzimos as aplicagoes f : C* — CP de reflexdo e quasi-reflexao
com f = wgoh, para um determinado grupo G de reflexoes agindo em C?. Veremos como
obter informagoes de germes de tais aplicacoes estudando a imagem de h.

Estudaremos a injetividade desses germes de aplicagoes e iremos relaciona-las com o
seu coposto. A motivagao parte da seguinte Conjectura, proposta por Lé Dung Trang,

cuja reformulagao recente pode ser encontrada em [dB06).
Conjectura 1. Nao exziste germe de aplicacio f : (C?,0) — (C3,0) injetor de coposto 2.

Mostraremos a partir da segunda secao que aplicagoes de reflexao respeitam essa
Conjectura.

Por fim, apresentaremos condi¢oes para que uma aplicagao de reflexao possua normal
crossings. Veremos que w nao interfere em tais condigoes e que o normal crossings de

uma aplicacao de reflexao pode ser estudado apenas com Y = Imh e gY, para todos

g€ G\{1}.

3.1 Aplicacoes de reflexao

Nessa secao apresentaremos as aplicacoes de reflexao e quasi-reflexao e seus resultados
que serao utilizados ao longo do texto. No tltimo capitulo consideramos z,y € K[V] e
de agora em diante, a menos que seja dito o contrario, V' sera considerado um C espaco

vetorial de dimensao p, n < p, x,y € V e, portanto, w : C? — CP.

Definigao 3.1. Seja G um grupo de reflexdao agindo em CP. Uma aplicacao de reflexao

f:C" — CP é a composicao dada por

f=woh,



40 Capitulo 3. Aplicagoes de reflexao: Injetividade e normal crossings

onde h : C* — CP é um mergulho e w : C» — CP ¢é a aplicacao oOrbita de G. Se
exigirmos apenas que h seja uma aplicacao finita entao dizemos que f é uma aplicacao

de quasi-reflexao.

Ccr Ccr
f= wh\ lw
CP

Estendemos essa definicao para germes de aplicagbes tomando um representante e

denotaremos, a menos que dito o contrario, Imh =Y.

Observamos que as funcgoes de reflexao ou quasi-reflexao nao sao obtidas por tnicas w

e h. Como é ilustrado no préximo exemplo.

Exemplo 3.2. A cuspide t — (¢, %) pode ser dada como uma aplicagao de reflexio:

1) ha(t)

(t,t%) e wi(x,y) = (2, y), com reflexao dada pelo grupo Zs ;.

2) ho(t) = (12,t) e wa(z,y) = (x,9?), com reflexdo dada pelo grupo Z 3.
3) hs(t) = (t,t) e ws(z,y) = (2%, 4?), com reflexao dada pelo grupo Z, 3.
\w@/ % G
&/
halt) / wa(z,y)
, \ _—
2
e )
< uﬁ@

Figura 3.1: wjohy = wy 0 hy = wg 0 hy = (¢, 13)
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Definigao 3.3. O coposto de um germe f : (C",0) — (CP,0) é o coposto em 0 de um

representante. Dizemos que f é singular em z se df, ¢é singular, isto é, se coposto f, > 1.

Lema 3.4. Seja f uma aplicagao de quasi-reflexao. Se h(x) pertence a uma face C € €
entdo ker(df,) = dh;1(C*). Em particular, se f é um germe de aplicagdo de reflexio em

xr ey = h(x), entdo
coposto f = dim(T,Y N C*).

Demonstracao. Se [ é aplicacao de quasi-reflexdo entao h é finita.  Mostremos
que ker(df,) = dh;'(Ct). Dado y € kerdf,, pela regra da cadeia temos que

T

dfs(y) = dwp)(dhy(y)) = 0, e pelo Lema temos que dh,(y) € (C)*, ou seja,
y € dhi ' ((C)*).
Supondo que f é aplicacao de reflexao obtemos que h é um mergulho e entao a aplicagao

dh, : T,C" — T,Y, onde h(x) =y e Imh =Y, ¢ injetora. Observamos que
dh;'((C+)) = (Imdh, N (C)).

De fato, mostremos que dh,;g,-1( o1y : dh;1({(C+)) — Im dh,N(C*) é um isomorfismo.
Como dh, ¢ injetora entao claramente dh, -1 1)) ¢ injetora e essa aplicagao também
é sobrejetora pois considerando que Im dh, N (C1) # &, temos que existe 2’ € T,C" de
modo que dh,(z') € (C*), ou seja, 2’ € dh;'({(C*+)). Entao

Kerdf, = dh;((CH)) 2 (Imdh, 1 (CH)) = (Th Y N{CH)),
Obtemos

coposto f = dim(T,Y N C+).

O préximo exemplo ilustra o Lema
Exemplo 3.5. Seja hg, s € C, a familia de mergulhos definida por
t— (¢, — st),
e fs a familia de aplicacoes de reflexao definida pelo grupo Z, ;. Entao, fs é definida por
t — (t3,13 — st), para todo s € C.
O complexo € de Z,; é dado por {Cy, C1} com
Cy={(z,y) € C*|lz # 0} e C, = {(x,y) € C?*|x = 0}.

Como Cy é aberto em C? obtemos que C = {0} e como h, ¢ um mergulho obtemos que f,
nao é singular fora de C'y. Temos que hg passa pela face C ortogonalmente e produz uma
singularidade em fy na origem. Agora, com s # 0 temos que hg nao cruza ortogonalmente
a face C;. Assim, f; é uma imersao para s # 0, pois coposto f, = dim(7,Y, N C}) = 0,
onde Y, = Im h,.
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wo hy
—

wohg s#0

Figura 3.2: Coposto da aplicacao w o hy

3.2 Injetividade de aplicacoes de reflexao

Nessa secao estudaremos condigoes para que uma aplicacao de reflexao seja injetora e

iremos obter resultados sobre obstrucao para tal propriedade.

Lema 3.6. Uma aplicacao de quasi-reflexao [ € injetora se, e somente se, h é injetora

e, para todo g € G\ {1}, temos que
Y NgY C Fixg.

Demonstracao. Se f é injetora entao necessariamente h é injetora e dado y € Y N gY,
com g # 1, temos que existe y' € Y com gy’ = y. Aplicando w obtemos: w(gy’) = w(y) e
como w(gy') = w(y'), concluimos w(y) = w(y'). Entao, existem x,z’ € C"* com h(z) =y
e h(z) = ¢ de modo que f(z) = (woh)(z) = (woh)(z') = f(z). Como f ¢ injetora
obtemos x = /. Ou seja, h(z) = h(z') e entdo y = 3. Utilizando que gy’ =yey =y
temos gy = y e entao y € Fixg.

Mostremos que f é injetora. Dados x,2" € C" com f(z) = f(z'). Consideramos
h(z) = y e h(z') = ¢/, entdao w(y) = w(y'). Pela definicao de w, obtemos que existe
g € G\ {1} com gy =y entdaoy € Y NgY C Fixg. Logo, gy =y = gy o que implica em
y =19'. Entao, h(z) = h(z) e, pela injetividade de h, temos x = 2. ]

Exemplo 3.7. Seja Zy; agindo em C? e g € Z,; dada por g(z,y) = (—z,y). Considere,
h(t) = (t,t3 —t) entao Y = {(t,t> —t) € C* |t € C} e gV = {(—t, 1> —t) € C? |
t € C} ={(t,—t>+t) € C* | t € C}, temos que um ponto pertence a Y NgY se, e somente
se, t3 —t = —t3 +, ou seja, a solugdo da equacao 2(t> —t) = 0 que é t = 0,t = 1 e
t = —1. Como Fixg = ((0, 1)), temos que Y N gY néo pode estar contido em Fix g. Entao
a aplicacao de reflexao f(z) = (2%, 2% — z) (onde w(x,y) = (22, y) e h(t) = (t,t> —t)) nao

¢ injetora.
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Figura 3.3: Y N gY, para o caso hs(t) = (t,1> — st).

Proposicao 3.8. Nao eziste germe de aplicagao de quasi-reflezao f : (C",0) — (CP,0)
injetor, com postoG > 2(p — n).

Demonstracao. Suponha que exista f injetora com tal propriedade. Pela Proposicao [2.20
posto G = dim C*, sendo C' € ¥ a face que passa pela origem. Como dim C'4dim C+ = p,
obtemos que dimC' < 2n — p. Pela Proposigao temos que existe g € G, tal que
Fixg = C. Como Y possui dimensao n e passa pela origem temos Y N gY # & e entao
dim(YNgY)>p—2(p—n) =2n—p.

Desse modo, obtemos que Y N gY nao pode estar contido em Fix g, e entao, utilizando
o Lema 3.6 concluimos que f nao pode ser injetora.

]

Exemplo 3.9. Considere C? e o grupo de reflexdes G gerado pelas reflexdes Tays Taz € Tyz
de modo que 74,(2,y, 2) = (z,y, —2),Tw:(2,y, 2) = (v, =y, 2) € ry.(x,y,2) = (—z,y,, 2).
Temos que H,,, = H,y = {(z,y,2) € C*|z = 0}, H,,, == H,. = {(z,y,2) € C*ly = 0}
e H

ry. = Hy. = {(z,y,2) € C*|lz = 0}. Portanto, nenhuma aplica¢ao finita da forma
woh, com h(z,y) = (hi(z,y), ha(x,y), hs(z,y)) e w(x,y, z) = (2%, y?, 2?) é injetora. Pois,
postoG = 3 > 2.

Em geral, considerando o grupo Z,, m,,m, onde m; #1 obtemos o mesmo resultado.

us

i 2mi . 2mi
Pois, Z, myms € gerado por i, = (em,1,1), i, = (1,em2,1) e iy, = (1,1,ems). E,

considerando C' a face que passa pela origem, temos C' = {(0,0)} e entao posto G = 3.

Proposicao 3.10. Nao eziste germe de aplicagao de reflexao f : (C*,0) — (CP,0) injetor,

com coposto f > p — n.

Demonstracao. Consideramos Y = Imh. Se p > 2n entao o resultado é claro pois nao
existe aplicagdo com coposto f > p —n > 2n —n = n. Suponha que p < 2n. Se f é
injetora entao h é injetora e portanto dimY = n. Se C' € ¥ ¢ a face passando pela origem
e coposto f = dim(T,Y N C) entdo obtemos que dim(7TpY N C+) > p —n + 1. Utilizando
o Lema [I.21] temos dim(Y NC) <n—(p—n—1)=2n—p—1.
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Como f ¢ injetora, pelo Lema[3.6] obtemos que para todo g € G\ {1} temos Y NgY C
Fix g, utilizando a Proposicao tomemos entao g de forma que Fixg = (C'). Como
Y NgY # @, temos que dim(Y NgY) > n+n—p = 2n—p e, por outro lado, observamos
que YNC =Y NgY NFixg =Y NgY que implica em dim(Y N gY) < 2n — p. Temos
uma contradi¢ao com as dimensoes e entao concluimos que f nao ¢é injetora.

]

3.3 Normal crossings para aplicacoes de reflexao

Para aplicacoes de reflexao e quasi-reflexao as condi¢oes de normal crossings sao
caraterizadas por duas condigoes que independem da aplicacao w e que podem ser
verificadas apenas por Imh =Y e gY, com g € G. Estudando condicoes em que essas
duas propriedades falham obtemos restricoes para que uma aplicacao de reflexao possua

nornal crossings. Essas condigoes, de violagao, serdo utilizadas no Capitulo [5]

Definicao 3.11. Sejam X e Y variedades diferenciaveis complexas ou reais. Uma
aplicacao f : X — Y possui normal crossings se, para qualquer k > 2, a restricao
de fx ---x faX® étransversal a A(Y, k). Ou seja, dado x € X*

1) (f x - x [)(x) € A(Y, k) ou
2) (fx---xf)x)eAY,k) e

Tipxex )00 Y = Tipxx o DY, k) +d(f x -+ x fu(TX W),

isto é, se (f x --- x f)(x) € A(Y,k) e se considerar-mos f(x;) =y, para j < k,

entao
Ty Y* = Ty gAY E) +d(f % -+ x [x(TX ).

A definicao para germes se estende tomando representantes.

Lema 3.12. Seja g : CP — CP uma aplicagao linear e w : CP — CP uma aplicagcdo
wmwvariante por g. Para qualquer y € CP e qualquer subespaco vetorial W de CP, temos

que dw, (W) = dwg, (gWV).

Demonstragao. Se v é uma curva com y(0) = y, com vetor tangente +'(0) € W, entao gy

satisfaz

97(0) = gy e (97)'(0) € gW.

Se os tangentes de curvas 7; sao de modo que geram W entao gvy; geram gWW.
Consequentemente, dw, (W) e dwg,(¢gW) sao gerados por (w o 7;)'(0) e (w o gv:)'(0),
respectivamente. Como w é uma aplicacao g-invariante, temos que w o~y = wo gy, e

entao obtemos o resultado. O
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Exemplo 3.13. Sejam Z; agindo em C? e W = {(z,y) € C* | x = y}. Temos que
g € Zy, é da forma g(z,y) = (—x,y) e w(z,y) = (2% y). Considerando o ponto y € C?

da forma y = (y1,y2), temos
dwy(W) = 2512, 2) € dwey(gW) = dw(—y, yo) (=, 7) = (212, 7).
E entdo, dwy (W) = dw,y(gW).

Observagdo 3.14. Veremos a condicio de normal crossings para k = 2, com (z,2') € X*)
e f(z) = f(2') = y, na Defini¢ao é equivalente a Imdf, + Imdf,, = T,Y. De fato,

temos que

Tl pwan Y = Tl e DY, 2) + (dfe, dfer) (Tl X ). (3.1)
Tomemos W = Imdf, e W = Imdf, e quocientando a Equacao por T, A(Y),
temos:

Tty Y? [Ty A(Y) = (T ) AY) + (W x W) [Ty ) A(Y).

Mostremos que : T(y)Y? /Ty ) AY) = T,Y e (T AY) + (W x W) /Ty ) A(Y) =
W + W’. Por definicao, temos que

T(yvy)YQ/T(yﬂ/)A(Y) = {U + T(yvy)A(Y)h’ S T(yvy)YQ}
={(7,%) + TyAY ). 7 € T,Y}
={v+a7+dly,7,a€T,Y}

Tomemos entao o isomorfismo dado por:
T :Tyy)Y? /Tty AY) = T,Y definido por [y+a,5+a] — [y+a— (7 +a)]. E como

(T(y7y)A(Y)+(WXW’))/T(yw)A(Y) = {(% 7)+T(y7y)A(Y>|(%7) S T(y,y)A<Y)+(WXW,)}

obtemos que (T(y ) A(Y)+(W x W) /T, yA(Y) = W+ W' pelo isomorfismo definido por
[v,7] = v —4. E temos que tal homomorfismo é bem definido pois qualquer representante
de [v,7] é da forma (y+ «, ¥ + «) para algum o € T,)Y eentdo v +a — (Y +a) =7 —7.

Obtemos Imdf, + Imdf,, = T,Y e como Imdf,, Imdf,, sao subespagos de T,Y,
concluimos Im df, + Imdf,, = T,)Y .

Proposicao 3.15. Os multi-germes de w com normal crossings sao exatamente:

1) multi-germes em {y, g2y, ..., gry}, comy & & e ga, ..., gr elementos diferentes em

G\ {1}

2) Monogermes no ponto y € C, onde C € € é uma face de codimensio < 1,
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Demonstragao. 1) Por hipétese y € CP \ & temos que G, = 1. Tomemos U uma
vizinhanga de y de modo que g(U)NU =@ e UN & = &, para todo g € G\ {1}.
Podemos tomar U dessa forma pois G'\ {1} é finito. Considerando ¢’ # y com y € U
temos que wHw(y)) NU = {y, 920 ,..., gy}, onde U = U U goU U --- U g, U.
Pois, g,y € g;U para todo i € {1,...,k}.

Como ker dw,, = C* sendo que y' € CP\ &7 e como C = 0 temos que ker dw, = 0,
e isso implica que dw, é sobrejetora para y' e para g;y/, pois, pelo Lema [3.12]
dwy (W) = dwg,,(g;W), para todo subespago vetorial . Entao, temos que

Im dw,, = T,Y, ou seja, w possui normal crossings em U’.

Agora, dado multi-germe da aplicagao 6rbita w : (CP,S) — (CP,q), onde S C C?
finito. Dado um representante de w, temos que w(S) = q. Se, y € S é tal que
y € o/ entao temos que todos os pontos de S estdao em 7. Além disso, como y € o
temos que y € C, para alguma face em % e entao pela Observacao temos que
Im dw, + Im dw,, # T,)Y. Pois, Im dw, = Im dw,y e Imdw, # T,Y sey € C.

Sey & o e como S é finito temos que necessariamente S = {y, g1y, ..., gxy} e entdo

w é da forma ja tratada.

2) Sey € CP\ & entdao w é localmente um biholomorfismo e, portanto, possui normal
crossings, pois para qualquer k£ > 2 temos que w X --- X w restrita a (Cp)(k) nao
pertence a A(CP k).

Afirmamos que em 7, os unicos monogermes com normal crossings estao apenas

em pontos contidos em um tunico hiperplano de reflexao.

Tomemos U vizinhanga de y. Temos que U pode ser escolhido de modo que UNGy' C
Gy comy € U. Sey € H; € & sendo H; tnico, consideremos U, caso necessario,
de modo que &/ NU = CNU, onde y € C. Pelo item 2) do Corolério temos que
Gy = Go = Gy, para todo ¥ € &/ NU e dal w restrita a &/ N U ¢é bijecao. E isso

implica que w é da forma ja tratada em 2).

Agora, tome B uma aberto basico de U, se y € H; N Hy com Hy, Hy hiperplanos,
dados pelas reflexdes r; e 72 € G tomemos y' € (BN Hy)\ Hy dai temos que r5 € G,
pois y € Hy mas 1y # y e dai ¥ # 1oy onde ¥ € B. Segue pelo item 2) que
(v, r2y’) ndo satisfaz a condigao de transversalidade. Pois, Im dw, = Im dw,.,,, com
Imdw, # T,Y e entao Im dw, + Imdw,,,, # T,/Y.

O

Estudaremos as condicoes para que uma aplicacao h injetora deve satisfazer para
produzir uma aplicacao de quasi-reflexao f com normal crossings. Como veremos w nao
é envolvida no processo e a condi¢ao para normal crossings pode ser tomada apenas com
gh para g € G. Os Exemplos e nos darao a intui¢ao necessaria antes de darmos

o formalismo necessario.
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Exemplo 3.16. Seja h : C — C? as duas curvas parametrizadas nao pontilhadas na
Figura . Vemos que o resultado da aplicagao de reflexao f pelo grupo Zs 2 nao possui
normal crossings. Todavia, nao existe aparente restricao quando olhamos apenas para h.

A condigao falha justamente quando olhamos para o elemento i; 1 € Z5 5 agindo em h.

Figura 3.4: Falha na condi¢ao de normal crossings na orbita de wz, ,

Defini¢ao 3.17. Uma aplicacao h : C" — CP possui érbita normal crossings (por G)
se, para qualquer k > 2 e qualquer k-upla (gi,...,gx) € G*, a restricio da aplicacio
gih x --- x geh a X®) ¢ transversal a A(C™, k). A definicdo se extende para germes de
aplicagoes tomando representantes.

Exemplo 3.18. Esse exemplo ¢ ilustrado na Figura . Sejam o grupo de reflexoes Zs ;
agindo em C? e hy(t) = (t,13), ha(t) = (t,1), hs(t) = (t,1?) e hy = (V/3t + 12, —t + /3t?).
Temos que hy e hs nao possuem érbita normal crossings por Zs; mas hy e hy possuem.

Exemplo 3.19. Seja h : C — C? as duas linhas parametrizadas na Figura .
Novamente, obtemos uma aplicacao de reflexao onde a condicao de normal crossings
falha. Todavia, h possui érbita normal crossings, pois quaisquer translagoes se cruzam
transversalmente e nao em mais de dois pontos. O problema é que Y passa por &/ em
dois pontos h(z) = (y1,0) e h(z") = i1,0(y1,0) = (—y1,0) na mesma 6rbita. A imagem de
dw(y, 0) € dw;, o(y1,0) 580 0 subespaco {(u1,us) € C?luy = 0}. Portanto, as imagens de df,

e df, nao podem gerar o espaco C2.

Defini¢ao 3.20. Uma aplicacao h : C* — CP é de érbita injetora sobre &7 (por G) se
a restricao de w o h a h™!(«/) é injetora. A definicao se estende aos germes tomando

representantes.
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Figura 3.5: hy e hs falham em ter érbita normal crossings. hy e hy possuem Orbita normal

crossings

Figura 3.6: Falha na condicao de injetividade em &/ na érbita por wz, ,

Exemplo 3.21. Sejam o grupo de reflexdes Z, 5 agindo em C? e hy(t) = (t,t3—1), ho(t) =
(t, 1), ha(t) = (t,> — 1) e hy = (V/3t + 2, —t + v/3t?). Temos que hy (<) = {—1,0,1} e
w(hi1(—1)) = w(—1,0) = (1,0). De modo analogo, w(hi(1)) = w(1,0) = (1,0) e entdo hy
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nao ¢ de érbita injetora sobre .7 por Z .

Temos hy ' (o) = {0} e w(ha(0)) = w(0,0) = (0,0) e entdo hy é de drbita injetora
sobre o/ por Zs .

Para hs, temos h;' (&) = {—1,0,1} e w(h(—1)) = w(h(1)) = (1,0), entdo hs nao é de
érbita injetora sobre & por Zs .

E por fim, h;'(e/) = {—/3,0, \/Lg} Entdo, w(hy(—v3)) = w(0,4v/3) = (0,48),
w(hs(0)) = w(0,0) = (0,0) e w(hd\%)) =w(l+ 3, \_/—% + ‘/?3) = (£2,0). Entao, hy ¢ érbita
injetora sobre ..

Lema 3.22. Considere uma aplicacao h : C* — CP. h € de orbita injetora sobre of se, e

somente se, a restri¢io de h a h™' (&) é injetora e, para g € G\ {1}, tivermos que
Y NgY N C Fixg.

Em particular, para g € G\ {1} e para todo Hy hiperplano, tivermos que
Y NngY N H C Fixg.

Demonstragdo. Se w o h restrito a h™' (&) ¢é injetor entao h restrito a h™!(«/) é injetor
e dado y € Y NgY N entao existe y € Y com gy = y. Pela definicao de w temos
w(gy') = w(y') e pela igualdade gy = y temos w(gy’) = w(y). Logo, w(y') = w(y).
Tomando z, 2’ € C" com h(z) = y e h(z') = y' obtemos que w o h(z) = w o h(z') e por
hipdtese w o h restrito a h™1(&7) ¢é injetor. Que implica em x = 2’ e entao ¥y’ = y e como
gy’ = y temos que gy = y e logo y € Fix g.

Dados z,2" € C" com w(x) = w(2’) e h(x) =y, h(2') =y com ambos y,y" € 7. Logo,
w(y) = w(y') que ocorre apenas se existe g € G\ {1} com gy = y o que implica que
y € Y NgY N/ Utilizando a hipdtese temos que y € Fixg e como gy = y temos que
gy’ = gy o que implica em y = y. Obtemos h(z) = h(z') e como h restrito a h~' (&) é
injetor obtemos = = x’.

Como & = U Hy, com Hj, hiperplano. Temos para g € G\ {1},

Y NgY N/ C Fixg se, e somente se, U(Y NgY N Hy) C Fixg.
Ou seja, obtemos que para g € G\ {1} e para todo Hj, hiperplano, temos
Y NngY NH, C Fixg.
O

Teorema 3.23. Considere X = C". Uma aplicacao de reflexao f : X — 'Y possui normal

crossings se, e somente se, h possui orbita normal crossings e orbita injetora sobre < .

Demonstracao. Se h nao é de drbita injetora sobre &7 entao pela demonstracao do item
2) da Proposigao temos que f nao possui normal crossings, pois a condicao de
transversalidade falha para w. Portanto, a condicao de h ser de oOrbita injetora sobre

</ é uma condicao necessaria para que f possua normal crossings.
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Além disso, a condicao de Orbita injetora sobre &/ também garante que a
transversalidade em A(Y, k) é satisfeita por f x -+ x f e por g1h X - -+ X gih em todos os
pontos x com h(x) € 7. Isso ocorre pois a condigdo garante que a imagem (pelas duas
fungoes) de tal x ndo pode estar contido em A(Y, k). Entao a transversalidade ocorre
trivialmente.

Isso reduz o problema para verificar se as condig¢oes de transversalidade para f x---x f
e para gih X --- X gph sdo equivalentes nos pontos da forma x = (z,zs,...,2;) € X®),
tais que h(z) & o e h(z;) = g;h(z) para algum g; € G. Pelo Lema[3.12] e observando que
(g™ h)e, = dgy dhe; = g~ dhy,, pois g~ ¢ linear, em tal ponto temos:

d(f x - x [)TXP =dfo(T,X) @ dfoy (T, X) @ - - @ dfy, (T, X)
—deney (dh Ty X) @ dwgyn ey (A, Ty X) @ - - @ dewgy ey (dhay Ty X)
=dwp () (dhe Ty X ) & dwp(a) (95 (dhe, Tp, X)) @ -+ & dwn(e) (g5 (dhe, Ty, X))
=(dwp(zy X+ X dwp)) (AR Tp X B d(g5 1)y Ty X & -+ B d(gy ' h) 1y T X)
=(dwp(z) X +++ X dwp))(d(h % g5 h x - X g 'h) T X").

Como h(z) ¢ <7, segue que w é um biholomorfismo local em h(z), e portanto

-----

Tpxx ) A(Y, k). Portanto, temos

d(f X oo X f)xTxXk + T(fXA..Xf)(X)A(Y, ]C) =

,,,,,

Ou seja, se f x -+ x f possui normal crossings entao
d(f X X f)xTxXk -+ T(fx---xf)(x)A(K k) = T(fx._,xf)(x)yk.

Entao

,,,,,

,,,,,
.....

k
Tih(w).97 " h(a).cogy i)Y
De fato, considere a aplicacao tangente

..........
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Restringindo a aplicacdo d(idx g5 ' x - - - xg,;l)(h(x)wh(m)) a0 espaco Tin(),...n@nAY, k),
obtemos o isomorfismo T(x(a),.. .n@)A(Y, k) = T(h(x)795%(:5),_._79;1,1@))A(Y, k).
Entéo, na Equacao [3.2] temos:

d(h x gz_lh XX gk_lh)xTxXk + T(h(x),gglh(x) *%(@)A(Yy k) = T(h(x),gglh(x),...,g,;lh(z))yk'

[RRERT)

]
Exemplo 3.24. Pelos Exemplos e e pelo Teorema temos que w o hy possui

normal crossings pelo grupo de reflexoes Z; ;. Mas, nao pelo grupo Zs,. Basta observar

a Figura Pois, Im hy e i1 1 Im hy ndo sdo transversais.

Figura 3.7: hy em Z, 5 falha com a condigao 6rbita normal crossings.

Exemplo 3.25. A aplicaco hy = (v/3t+1*>—1/10, —t 4+ v/3t> — 1/10) é de érbita normal

crossings e injetora na drbita em Z; 5. Como pode ser visto na Figura

Figura 3.8: hy satisfaz a condigao 6rbita normal crossings para Zs .

A partir da descricao da condicao injetividade na orbita sobre 7, obtemos o seguinte

resultado sobre obstrucao para uma aplicacao de reflexao possuir normal crossings:
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Proposicao 3.26. Nao eziste germe de aplicagao de quasi-reflexdo f: (C",0) — (CP,0)

com normal crossings e postoG > 2(p —n) + 1.

Demonstra¢ao. Mostremos que h nao é 6rbita injetora sobre &7. Temos Y NgY N/ # &
pois 0 € Y NgY N&Z. Como codim(Y NgY N.&Z) < codimY + codim gY + codim &/ =
p—n+p—n+1lentdodimY Ng¥ N >p—(2p—2n+1) = 2n — p — 1. Suponha
que posto G = r e seja C' a face passando pela origem, entao dim C' = p — r, sabemos que
existe ¢ € G com C' = Fix g. Por hipdtese, r > 2(p — n) + 1 que ocorre se, e somente se,
p—r<p—2(p—n)—1,ouseja,p—r <2n—p—1. ComodimY NgY¥ N >2n—p—1
e dim C' = dim Fixg = p — r obtemos que Y NgY N/ C Fixg = C nao pode ocorrer.

Entao nao existe h de érbita injetora e portanto nao existe tal aplicagao f. O]

Observagao 3.27. A Proposicao [3.26] nao impoe restrigoes no caso que p > 2n — 1. Pois,
nao temos informacgoes alguma sobre grupos de reflexao G com posto G > p. Por outro
lado, temos que apenas grupos com posto G = 1 podem produzir aplicacoes de reflexao.
Em particular, como a aplicacao w ¢é de reflexao, basta tomarmos h = id, temos que
o resultado é consistente com a Proposicao Pois, nesse caso, a tunica face possue
dimn — 1.

A partir dos resultados que obtemos e com o seguinte Teorema, essencialmente
proposto por Hassler Whitney (1907-1989), que pode ser encontrado em [Whi36).

Podemos caraterizar a estabilidade de aplicacoes de reflexao f : X — C?*, com dim X = n.

Teorema 3.28. Seja X wvariedade complexa de dimensdo n e Y wariedade complexa de
dimensao 2n. Uma aplicacio f : X — Y € estdvel se, e somente se, f é imersao com

normal crossings.

Corolario 3.29. Seja X uma variedade complexa de dimensao n. Uma aplicacdo de

reflexdo f : X — C?" € estdvel se, e somente se,

1) h possui drbita normal crossings,
2) Y NgY N« CFixg, para todo g € G\ {1},

8) T,YNC*H=0,paratodoy €Y eC €€ comy e C.
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema [3.28, Lema [3.22] Teorema |3.23| e Lema
B4 O
Corolario 3.30. Um germe de aplicagdo de reflexdo f: (C",0) — (C?*,0) é A-finita se,
e somente se, h satisfaz os itens 1) e 2) do Coroldrio[3.29 e a sequinte condigdo:
8a) T,Y NC*+ =0, para todoy € Y \ {0} e C € € comy € C.

Demonstragio. Se f é A-finita entdo podemos considerar um representante f de f definido
em uma vizinhanca U de 0 de modo f restrita a U\ {f1(0)} é estdvel e podemos, caso
necessario, tomar U de modo que f'(x) # 0 para todo x # 0 em U. Nesse contexto, o
resultado segue diretamente do Teorema [3.28] Lema [3.22] Teorema [3.23] e Lema O
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Capitulo 4

Espacos de pontos duplos D?(f) e

B?(f) para uma aplicacio de reflexio

Nesse capitulo iremos definir e estudar os espacos de pontos duplos D?(f) e B?(f) para
uma aplicagao de reflexao f = w o h. Nosso principal objetivo é dar uma decomposi¢ao
do espaco D*(f) e B*(f). Porém, conseguiremos isso apenas para B%(f) em termos de
B?(w) e uma aplicagao h, induzida por h. Serd mostrado que tal decomposicio depende
diretamente do grupo de reflexao GG. Tal resultado nos ajudara no proximo capitulo a
determinar uma condicao para que f seja A-finita.

A partir desse capitulo utilizaremos os resultados enunciados na Secao [1.9

4.1 O espago de pontos duplos D*(w)

Sejam X e Y variedades complexas de dimensoes n e p, respectivamente. Dados U
e V abertos coordenados de X e Y, respectivamente. Consideramos x = x1,...,2T, €
Y =ui,...,Y, sistema de coordenadas em U e V. Dada aplicacdo f: X =Y ea’,xz € U,
queremos estudar os pontos (z,2") € X x X de modo que f(z) = f(z').

Como AX C (f x f)"'AY e utilizando que V(Fax) = AX e V((f X f)*Fay) =
(f x f)"'AY entao

IV((f < f)*Iay)) CIV({x; —2ili =1,...,n0))) =/ {z; —2}|i =1,...,n)

=(x; —aili=1,...,n).

Como I(V((f x f)*Zay)) = /([ X [)*Fay e (f X [)*Iay C /(f X f)*Fay entao

concluimos (f X f)*Zay C Fax.

Isto é, existe uma matriz o € M, ,,(Opxv), satisfazendo a equacao
f(x) = f(2') = a(z,2)(x — o). (4.1)

Quando for necessario enfatizar que a é a matriz que satisfaz a equacao [4.1| para f
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iremos denotar oj.

Observagao 4.1. 1) Uma maneira de calcular a matriz « é do seguinte modo:

denotemos @' = (x1,...,Tp_i,Th_;11,---,2p), para i = 0,...,n. Como 2° = z

e " = 2’ podemos considerar

fla)=f(a') = f@®) = fah) +f(ah) = f(@®)+ f(@?) - = f @)+ f (2" = f(a"),

Cada z; — ! divide f(z'~!) — f(2*), podemos tomar as aplicagoes

£ = hla)

aji(z,2') =

Entao, a = (ay;), paral < j<pel <i<n.

2) Como a matriz « depende do sistema de coordenadas nos abertos de X x X, temos

que « nao é unicamente determinada.

3) Dada uma transformacao linear 7 : V' — W entao T'(v — u) = Tv — Tu e entao a

matriz que determina 7' é a matriz a.

Exemplo 4.2. Considere a aplicagdo f : (C%0) — (C3,0) definida por (z,y)

(22,9y% 2% + 3 + 2y). Vamos encontrar a matriz o de f.

f(l’, y) - f(l’/, y/) :f(xvy) - f(‘xlvy) + f(l’/, y) - f(l'/,y/)
_fay) - f@y) [ y) — f@,y)

T —a (x—x/)—i— y—y (y—y/)
_ (f(a:,y) _f(x,7y) f(xl7y) _f(x,7yl)) z —a
T — 1 y—1y y_y/
x2_x/2 0

T = 2 ” /
_ . v = (x—x)
? — a2+ (v —2)y y3—y’3y (Z Na! Y
r—a y—y

T+ 0 .

, r — X

= 0 yt+y ,
y—y

Entao, a matriz a de f é

x+ a2 0
0 y+vy
$2+xl./+x/2+y y2+yy/+y/2+$/
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Exemplo 4.3 (Matriz o de wp,,). Vamos encontrar a matriz o de w : (C?,0) — (C2,0),

onde w(z,y) = (" + y", xy) é a aplicacao 6rbita do grupo Ds,. Temos

w(z,y) —w(@',y) + w(z',y) — w(z',y) :w(:c,ya)j — ;:/(wl’y) (—a') + w(z’ 772 ;U/( y)(
:<W(:I:,y)—w(a:’,y)w( / —(JJZ' y )(l‘—l’)

T — Yy —y

/
N y—vy r—x
(x—2)y (y—y)a <y —y
r—a y—1y
(2 v W) (o
k=0 ) y _y/
Y T

Entao, a matriz o de w é

Z .’17k<.’17/)n_k Z ykz<y/)n—k

Definigao 4.4. Seja {U,}acq cobertura de X e considere a decomposicao X x X =
U, (Ua x Uy) U ((X x X) \ AX). Dada uma aplicacdo f : X — Y o feixe de pontos
duplos #2(f) em Oxxx é definido como: Para abertos da forma U, x U, e a matriz «
satisfazendo A1

{ menores n x n da matriz o) + (f X f)*Zay,
e no aberto (X x X)\ AX definimos
(f x f)*Iay,
em que (f X f)*Iay = ([ x )W~y li=1,....p)=;of —yjof|j=1...,p)

Observagio 4.5. O feixe de ideais #2(f) possui duas definigoes: uma para abertos ao
longo da diagonal AX e outra no aberto (X x X)\ AX. Essa defini¢ao ¢ feita a partir de
como é definido o feixe de ideais .y ao longo da diagonal AY C Y x Y. Todavia, ambos
os feixes, na diagonal e fora dela, formam apenas um feixe de ideais que definimos como
22(f).

A priori devemos mostrar que o ideal #2(f) é bem definido em abertos na intersegao
de ambos os feixes. Esse processo técnico é chamado de gluing sheaves e o leitor podera

encontrar esse resultado feito em [NBPS17].

Exemplo 4.6 (O ideal #%(wp,,)). Considerando w : (C%,0) — (C2,0) e ey, eq

coordenadas locais de C2%, com (z,y) > (2™ + y", 7y). Temos que
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det o = Z :Ek(x,)n_k+1 . Z yk—i-l(y/)n—k
k=0 k=0

e
(WX W) Face =(e; ow(x,y) —eyow(x',y), ea ow(x,y) — ez ow(a',y)
=(a" +y" — 2" +y" 2y — 2Y).
Entao,
I (w) = Qn: b (al)r i — zn: YWY @y =y oy — 2y).
k=0 k=0

Definicao 4.7. Dado f : X — Y, temos que o espago de pontos duplos de f é difinido

como o conjunto dos zeros de #2(f) em X x X, ou seja,
D2(f) = V(72(f)).
Exemplo 4.8 (D?*(wp.)). Como visto no Exemplo {4.6| .# (wp, ) é dado por
p 6 p 2n p
<Z xk(x/>nfk+1 _ ZykJrl(y/)nfk) + <SL‘" + oy — "+ y’",aty o 33"3/).
k=0 k=0

Fazendo n = 3 temos:
(@) () +a?(@)? +2° () = (y (v ) +y* (V) +yPy +yh) + (@ +y° =2y oy —a'y').
Entao, D*(wp,) é o conjunto solugao determinado por:

(@) +a(2')’ + 2*(2")? + 2 () =y(y)* + ¥*(v')* + vy + ',

123 + y3 . m/S + y/3 :O7

xy — x'y’ =0.

Exemplo 4.9 (D*(wz,,)). Temos que a,,, , é dada por:
r+2" 0
0 y+y)

D*(wz,,) =V ({(z +2)(y +y)) + (2* — 2% 9" —y?))
=V({(z+2)(y+y))) NV((2* =2 y* —y)).

Por definicao,

Entéao, D*(wy,,) ¢ definido pelas equagdes:
(z +2")(y +y') =0,
22—

y2 :y/2'
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Observagao 4.10. Seja e; um elemento da base canonica de C". Entao,

fi(x) = fi(x + Xei) _ Of;
0 A N 833'1

aji(x,x) = imy_o aji(x, x + Ae;) = limy (x).
Portanto, V(.#2(f)) é dado pelo pontos

1) (z,z) € X x X, onde f é singular em x e

2) (z,2') € X x X \ A(X) onde f(x)= f(z').
Proposicao 4.11. Para qualquer f: X —Y, comn=dimX e p=dimY, temos:

1) Como conguntos, D*(f) consiste de pontos duplos estritos (x,2') € X x X, com

x# 1 e f(x) = f(a') e pontos singulares (z,z) € AX tais que f € singular em x.

2) Se D?(f) € nao vdzio, entio possui dimensio > 2n — p. E, se dim D*(f) = 2n — p,
entdo D*(f) é um espago Cohen-Macaulay.

3) Se f € estdvel, entio D*(f) é o fecho dos pontos duplos estritos de f.

Demonstracao. O item 1) foi verificado na Observagao [4.10, A demonstracao dos demais
itens pode ser encontrada em [NBPS17]. O

Observagao 4.12. Dado CP espago vetorial e GG grupo de reflexoes agindo em CP. Considere

w a aplicacao orbita definida por . Utilizando a Observagao |4.10| com w, temos:

1) (y,y) € A(CP), onde w ¢ singular em y. Pelo Lema [2.40, sabemos que w ¢é singular

exatamente para os pontos y € .&7.

2) (y,y') € CP x CP\ A(CP) tais que w(y) = w(y’). Como w é uma aplicagdo érbita

entao w(y) = w(y') ocorre se, e somente se, y' = gy, para algum g € G\ {1}.
Isto é, D?(w) consiste dos pontos:
1) (y,y) € A(CP) tal que y € o7
2) (y,gy) € (CP\ &) x CP, para algum g € G\ {1}.

Definicao 4.13. Dado G qualquer grupo de reflexdes agindo em CP. Para qualquer
g € G\ {1}, escrevemos D, = {(y, gy) € C? x C"}.

Observagao 4.14.
1) Considerando y € C?, g € G\ {1} e gy = ¥/ temos que
Dy =V(gy — ).

Entao, o espago complexo D, = (D,, Oce /{(gy—Yy')) é reduzido em qualquer ponto (y,y’) €
CP x CP, segue do fato do feixe de ideais (gy — y') ser gerado por equagoes de grau 1.

Entao, é ideal radical.
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2) Temos um resultado mais geral: D, é regular. Ouseja, Dy () = Oy, (), Para qualquer
(y,9') € (CP)2. De fato, considerando qualquer aberto U x V' C CP x CP, contendo (y,y').
Temos que Jac({gy —y')) em (CP)? é diferente de 0. Entao

Sing(Dy) =Sing(V({gy — ¥')))
=V({gy —¥') + Jac({gy — ¥')))
=V({gy —y)) NV (Jac({gy — ¥)))
=V({gy —y)) No=2.

Teorema 4.15. Seja G um grupo de reflexoes agindo em CP e w a aplicacao orbita
definida por G. O espaco de pontos duplos D*(w) é um espaco complexo reduzido, com
decomposicao irredutivel
D’w)= |J D, (4.2)
geG\{1}
Demonstragdo. D*(w) é um espago complexo por definicio. Mostremos primeiro a
igualdade como conjunto.

Pela Proposicao temos que D?(w) consiste de pontos duplos estritos (y,y) €
CP x CP, com y # vy e w(y) = w(y') e pontos singulares (y,y) € ACP tais que w é singular
em .

Sey € {(y,9) € (C")*\ A(C?) | w(y) = w(y)} entdo y' = gy, para algum g € G'\ {1}.
Portanto, y € Dy. Se'y € A(CP) com y € Sing(w) entdo, pelo Lema [2.40 Sing(w) = <.
Entdo y € C € ¢, e pelo Lema 2.40] temos que existe g € G \ {1} com Fix(g) = (C), daf
obtemos (y,y) = (v, gy) € D,.

Entao, obtemos D*(w) € U,ee 1y Do-

Mostremos D, € D?*(w) para qualquer g € G. Considere y, = (y,gy) € D, para
dado y € CP. Caso y € Cp, para algum B # &. Entao, em particular, y € (Cp) e, pela
Proposi¢ao2.22] existe g € G com Fix(g) = (Cp). Entdo, gy = y e, portanto, y € Sing(w)
ey, = (¥,y)

Caso y € Cy, temos gy = 3 para qualquer g € G e, por defini¢ado de aplicagao érbita,
w(y) = wlgy) = w(y).

Para todo g € G'\ {1}, D, tem dimp. De fato, D, = Im7T,, onde T, é a aplicacao
linear e injetora dada por T, : C» — CP x CP, com T,(y) = (y, gy), entdo dim D, = p. Pela
decomposi¢ao dada na equacao temos dim D?(w) = p e pelo item 2) da Proposicio
D?*(w) é Cohen-Macaulay.

Mostraremos que D?(w) ¢ genericamente reduzido, ou seja, que D?*(w) ¢é reduzido em
um aberto denso de CP. Mostraremos que D?*(w) é reduzido em (y,y’) € D?*(w) com
y € CP\ . Pela caracterizacao de D?*(w), se y € &/ entdao w nao é singular em y.
Nesse caso, temos que o feixe de ideais #2(w) é gerado em cada aberto coordenado por
s(y,y) = w(y) —w(y'), pois = F?(w) = (w X w)* Face. Entdo, dsy,, (T, (CP x CP)) =

dwy (T,CP) + dw, (T,,CP). Como w é submersao em CP \ & entao ds(,,) é submersao.
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Entao, ds,,, tem posto maximo e, portanto, nao ¢ singular. Ou seja, obtemos que D*(w)
¢ genericamente reduzido.
Como D?*(w) é genericamente reduzido e Cohen-Macaulay, utilizando a Proposigao
obtemos que D?*(w) é reduzido.
m

Exemplo 4.16. O espaco de pontos duplos da aplicagao drbita wz,, se decompoe

,,,,, mp

em: dado a; < mj, para 1 < j < p, temos

2nig,
Digy oy =1 0,y) € CP x CP | yi = €™ 7y;}.
Y e i1y Y e i1y yeiy
° ° ° L4
° : °
y e FiX’Zl,O y e FiXZ'(),l (TS FiXilA
°
........... -:...-..-...-. .........--'......-..-.. .--......-.....-..-...-
D Dy D

)

Figura 4.1: Decomposicao de Dz(wzw) em pontos regulares e singulares.

4.2 O espago de pontos duplos B?(w)

Comecamos essa secao com algumas propriedades basicas sobre o blowup, cuja
abordagem sera da teoria de categorias. Porém, ressaltamos que iremos usar tal
abordagem de acordo com o nosso contexto.

Introduzimos o espaco de pontos duplos B?(f) e conseguiremos dar uma decomposigao

para tal espago, onde f é uma aplicacao de reflexao, em termos de B?(w) e h.

Definicao 4.17. Seja X espaco complexo. F é um divisor excepcional se para todo x € F
existe uma vizinhanca U de z tal que ENU = V() N U, para algum A € Ox(U) nao

divisor de 0.

Definicao 4.18. Seja X variedade complexa e Z subvariedade de X. O blowup de X ao

longo de Z é um morfismo satisfazendo
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1) b: BlzX — X tal que b~!(Z) é um divisor excepcional;

2) Para todo morfismo ¢ : P — X tal que ¢~1(Z) ¢é divisor excepcional existe um

tinico morfismo ¢ : P — Bl X satisfazendo ¢ = b o ¢.

Figura 4.2: Ideia intuitiva do Blowup para uma curva ao longo de 0.

Proposicao 4.19. Em conformidade com o enunciado da defini¢io[{.18, o blowup existe.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [Fis06], §4.1. ]

Proposigao 4.20. Em conformidade com a defini¢io [4.18. Seja b o blowup de Z ao

longo de X entao
bpiyx\g:BlzX\E—X\Z
€ isomorfismo.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em 31.32.4 [Vak17]. O

Proposicao 4.21. Em conformidade com a defini¢ao [4.18. Seja b o blowup de Z ao

longo de X se Z ¢ espago complexo reqular entao Blz X ¢é reqular.
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Vak17], 22.3. O

Definicao 4.22. Seja Z um espaco complexo em C" e Y uma subvariedade fechada em
Z esejam B = BlyZeb: B — Z aprojegao. Se X é subespago complexo de Z definimos

a transformada estrita de X em B como
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(b~H(X)\ E) = (071 (X)\ b7(Y)).

Lema 4.23. Se Y7,Y; C Z sdo subespacos complexos fechados, e nenhuma componente
irredutivel de Ys estd contida em Yy entao Bly,ny,Ys € a transformada estrita de Yo em
Bly, Z.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [Vak17|, 22.2.6. O]

Observacao 4.24. Dado um espaco vetorial V' de dimensao finita sobre um corpo K, o
espago projetivo P(V') é o conjunto de classes de equivaléncia em V' \ {0} sob a relagao de
equivaléncia ~ definida por: = ~ y se houver um elemento A\ € K \ {0} tal que z = \y.
Se V' é um espaco vetorial topoldgico, isto é, V' possui um produto interno que induz uma
topologia, entao o espago quociente P(V') também ¢é um espago topolégico com a topologia
quociente. Temos que se dimg V' = n entdo dimg P(V) =n — 1.

Denotaremos P(C?) por PP~ 1.

Observagao 4.25. Dado Z um espago complexo em C™. Seja o vetor g = (s1,...,s,), onde
s; € Oz. Denotaremos por (g) o feixe de ideais gerado por g. Dado u € C", onde u # 0
denotamos u A g = (gju; — giti)1<i<j<n O vetor com g;u; — giu; € Ozyps—1. Ou seja, u A g

sao todos os menores 2 x 2 da matriz

ul u2 « . un
g g2 - On '

Entao, por abuso de notacao u A g = 0 significa que u e g sao 1.d.

Observemos ainda que se L ¢ uma fun¢ao homogénea com L(u) = 0 para u € P! e
(z,u) € Z xPs ! satisfaz uAg(z) = 0 entao L(g(z)) = 0. De fato, se L é homogénea entao
L(Mu) = M L(u), para algum d € Z, , temos que u A g(z) = 0 se, e somente se, ut = g(z)
para algum t € C. Entao, L(g(z)) = L(ut) = t*L(u) = 0, pois L(u) = 0.

Lema 4.26. Sejam Z espaco complexo e Y uma subvariedade fechada de codimensao s
em Z, e assuma que o feize de ideais definindo Y em Z ¢é gerado por g = (g1,-..,3s)-

Entao, o blowup de Z ao longo de'Y é

BlyZ = {(z,[u]) € Z x P! | u A g =0}
onde b: BlyZ — Z € dada por (z,[u]) — z e u € qualquer representante de [u].
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Vakl17|, 22.3.7. ]

Proposicao 4.27. Seja X um espago complexo. Entao X XPP, para algum p € um espaco
complexo. Em particular, dados X wvariedade complexa e Z subvariedade de X temos que

o blowup de Z ao longo de X é uma variedade complexa.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [Fis06|, §12. Segue da descrigao

do blowup dado pelo Lema [4.26] O
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Definigao 4.28. Dado X uma variedade complexa. Escrevemos b : B*(X) — X x X para
o blowup ao longo da diagonal AX e o divisor excepcional £ = b~'(AX). Em particular,

dim(C? x CP) = 2p e dim AC? = p. Como AC? =V ({z; — },...,x, — 1)) e utilizando

o Lema [£.26 concluimos
B2*(CP) = {(z,2,[u]) e CP x CP x PP~ | u A (z — 2') = 0}.
Onde b : B*(CP) — CP x CP é definida por (z, 2/, [u]) — (z,2').
Definicao 4.29. Sejam X e Y variedades complexas. Dada aplicacao f : X — Y e

b: B*(X) — X x X o blowup de X x X ao longo de AX e considere E = V(.%g), onde

E =b"'(AX) é o divisor excepcional. Definimos o feixe de ideais %(f) em Op2(x) como

H2(f) = (f X ) Iay : Ik,

B2(f) =V (A*(f)) € B*(X).

Observagio 4.30. A caracterizagao de S?(f) ¢é apresentado em [San16] de um modo
diferente ao que fizemos. Originalmente deveriamos utilizar o gluing sheaves para mostrar
que tal feixe é bem definido dentro e fora da diagonal de X x X . Porém, como mostraremos

em nossa caracterizacao é equivalente a apresentada em [Sanl16].

Nosso objetivo é encontrar uma maneira simples de calcular B?(f) = V/(%(f)).

Proposigao 4.31. Em conformidade com o enunciado da defini¢io[{.29 e z € E. Seja

Uy X U, vizinhanga coordenada de b(z). Entdo
1) B3(f)\ E = D*(f)\ AX; isomorfismo de espacos complezos,
2) B2(f) € isomorfo localmente a {(x, ', [u]) € Blay,Us X Uy | ap(z,2')u = 0}.

Demonstragao. 1) Seja z € B*(f) tal que b(z) ¢ AX. Observando que g . = Opz(x)..
e denotando B*(X) \ AX = B. Entao,

Op2 @ OB’Z
B2(f)\E,z b*(f « f)*jAY,z : jE,z
() Op..

T (f X [) Iay.

© Oxxx\AX,b(2)

(f X f)*ZPavee)

(W)
=O0p2\Ax,p(2)

(a) Segue da defini¢ao de B?(f).

(b) Como S5 . = Opz(x)., pois Fg . é o ideal que define o divisor excepcional e

usando o item 3) da Proposigao obtemos
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b*(.f X f)*jAY,z : fE,z = b*(f X f)*jAY,z-

(c) Aplicando b* e usando a Proposigao [1.62] Observamos que b*(f x f)*Ip =
(f x f)*#g. De fato, temos que D*(f) \ AX C X x X e que D?*(f)\ AX
b1 (D?(f)\AX), pois b é isomorfismo fora da diagonal AX. Entao, V((fx f)*%g)
DY)\ AX 2 b1 (D*(f)\ AX) = V(b*(f x f)*#g). Portanto, b*(f x f)*%g
(fx[)IE.

(d) Por definicao de Op2 ().

I

I

2) Temos que o elemento b*(f(z') — f(x))w, é isomorfo ao elemento f(x + Aa) — f(z),
\a) —
onde f(x 4+ Aa) — f(z) € (\), pois J(@+ Aa) f(x)A € (A). Como Fgw, = (\) e
usando na primeira igualdadeo item 3) da Proposigao . Entao

b*(f x ) Iaviw, : Tew, = <fj(:[ i )\C;\) — Ji(@) l7=1,... ,p>

_ag(z+Aa,7)(z + Aa — 1)
B A

_ag(z + Aa,z)Aa

B A

oy (z, 2 )u

]

Observagao 4.32. Novamente como na Observagao Como conjunto B?(f) consiste
de pontos duplos estritos z = b~ (x,2'), com (z,2') € X x X ex # 2’ e f(z) = f(2'); e
pontos singulares (z,z, [u]) € E, tais que [u] € P(kerdf,).

Dado grupo de reflexao G agindo em CP e w sua aplicagao 6rbita. Temos como conjunto
que B?(w) consiste de pontos duplos estritos z = b~ (z, gz), com g € G\ {1} com x ¢ o/
e pontos singulares (z,z, [u]) € E, tais que se x € C' com C € € e u € P({C1)).

Exemplo 4.33 (B*(wp,,)). Considere wp,, : (C? 0) — (C%0). Pelo Exemplo }.3| temos

que a matriz o de wp,, é dada por:

Z xk<x/)n7k Z yk(y/)nfk
Y x

Pelo item 2) da Proposicao temos que B?(wp,,) ¢ isomorfo a solucao de

n

Ot @) o + O v* ()" =0,

k=0

yug + x'u; =0,

up(y — ') — uy(x — 2') =0.
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Para n = 3, temos
(@) + 2(2')* + 2%(2") + 2)uo + (()* +y(¥)* + ¥ (y) + y*)us =0,
yuo + z'uy =0,
woly — /) — (@ — ') =0.
Nosso objetivo é obter uma decomposicao de B?(w) assim como foi feito para D?*(w),
no Teorema Para isso introduzimos o espago By:

Definigao 4.34. Para qualquer elemento g # 1 de um grupo de reflexoes G agindo em

CP, escrevemos b, : B, — D, para o blowup de D, ao longo de
D,NACP = {(y,y) € C» x C? | y € Fixg}.
Portanto, B, = BngmA((Cp)Dg = BlA(Fixg)Dg-

Proposigao 4.35. Para qualquer elemento g # 1 de um grupo de reflexoes G agindo em

CP, escrevemos b, : By — Dy para o blowup de Dy ao longo de D, N ACP. Temos
1) Para todo g € G\ {1}, o espago B, € regular.
2) A fungdo b, : By — D, € um isomorfismo se, e somente se, g € uma reflezao.

3) B, mergulha em B*(CP) como a transformada estrita de D,, que € precisamente o
conjunto de pontos (y, gy, [y — gy]) € B*(CP), com y & Fixg e pontos (y,y, [u]) €
B?(CP), com y € Fixg e [u] € P((Fixg)1).

Demonstragao. 1) Como Oarixg4 € regular e usando a Proposicao obtemos que B,

é regular.

2) Seja g é uma reflexao entao A Fixg é dado pela equagao 3y’ — y. Entao, AFixg é
um divisor excepcional em D,. Temos pela definicao que existe b satisfazendo

o seguinte diagrama:

onde bob = id e, de modo andlogo, temos b o b=id.

3) Utilizando o Lema m temos que B, = b='(D,) \ b=1(ACP), onde b : B*(CP) —
C? x CP. E claro que B, contém os pontos da forma (y, gy, [y — gy]) € B*(CP) com
y ¢ Fixg. Usaremos o préximo argumento na demonstragao da Proposigao [£.37}

Mostremos que
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ZNE={(y,y,[v]) € CP x C? x PP"|y € Fixg e v € (Fixg)*} C B,.
De fato, primeiro observamos que a aplicagao (Fixg)* — (Fixg)t dada por u —

u — gu é sobrejetora, pois é injetora. Logo, para qualquer v € (Fixg)t existe

u € (Fixg)* com u — gu = v. Considere a sequéncia x,, de pontos em B, dada por

{(y+ tu,y+ 2gu, [to])} = {(y + tu,y + +gu, [v])}.

Entao, z, = (y,v,[v]) € ZNE. Ouseja, ZNE C B,.

O
Definigao 4.36. Escrevemos .7, para o feixe de ideais definindo B, em B?(CP).
Proposicao 4.37. Sejam Ly, ..., L, formas lineares linearmente independentes de CP em
C tais que
Fixg={y e CP | Li(y) = ... = L,(y) = 0}
e
(Fixg)" ={y € C” | Lina(y) = ... = Ly(y) = 0}.

O espago B, € definido pelas equagoes
Yy =gy ev seja tal que L,1(v) = ... = Ly(v) = 0.

Demonstragao. Pela Definigad m, B, é a transformada estrita de D, em B?(CF). Entao,

considere

B\ E={(y,9y,lgy —y]) € C* x C* x P""'|y & Fix g}

Z =A{(y,gy,[v])) €eCP x C? x PP |(y — gy) ANv = Lyy1(v) = ... = L,(v) = 0}.

Mostremos que By = B/ \ £ = Z. Dado y — gy € (Fix g)* entdo, pela defini¢io de Z,
temos (y, gy, [y — gy]) € Z e portanto B, = B, \ E C Z, pois Z ¢é fechado.
Temos trivialmente Z \ E'C B, \ E. Mostremos que
ZNE={(y,y,[v]) €CPx CP x PP |y € Fixg e v € (Fixg)*} C B,.
De fato, primeiro observamos que a aplicacao (Fix g)* — (Fix ¢g)* dada por u + u — gu
)L

é sobrejetora, pois é injetora. Logo, para qualquer v € (Fix g)* existe u € (Fixg)* com

u — gu = v. Considere a sequéncia x,, de pontos em B, dada por

{(y+ ru,y+ 2gu, [to])} = {(y + su,y + gu, [v])}.

Entao, z, = (y,v,[v]) € ZNE. Ouseja, ZNE C B,. O
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Exemplo 4.38 (B, para o grupo Zs ). Considere o grupo Zs 5 agindo em C?. Temos que

Zy o ¢ dado pelos elementos i1 o(z,y) = (—z,y),%01(x,y) = (x,—y),i11(z,y) = (—z, —y)

e 1g,0 = idcz, denotando B;, ; = B; ;. Entao, By ¢ definido pelas equagoes

(1, 95) = (—tn,12) e v € (Fixiy o)t = ((1,0)).

By, ¢ definido pelas equacoes

(91.95) = (41, —y2) e v € (Fixigs)* = ((0,1)).

By 1 é definido pelas equacoes

(y1,v5) = (—y1, —y2) e v € (Fixigo)t = C? tal que vy = y1v;.

v Y Y vy
—— o Ty
/
iy, y
v
v y=y , Y
¢ y=y y=y
"""""""""""""" [ \/
v
Bl 0 BO,l B]-a]-

)

Figura 4.3: Decomposicao de B*(wz, ).

27i

Exemplo 4.39. Seja i, 1= 14,4, € Zny,...om

P

consiste dos pontos (y,y', [v]) € CP x CP x PP~! satisfazendo
1) y; = ’Sjyja paraj = 17 <o Dy
2) v A ((&—Dyr, ..., (& — 1)yp), onde “A” é definido na Observagao [4.25}

3) v; =0, para todo i tal que & = 1.

e considere & = e™ . O espago B, := B;

a

Exemplo 4.40 (B, para o grupo Dg). Pelo Exemplo , temos que Dg é dado pelos

elementos:
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Entao, B, é definido pelas equacoes:

W1, ¥5) = (y2,31) e v € (Fixr)® = ((1,-1)).

B, é definido pelas equagoes:

2mi -2

(Wi, 9h) = (e yp, e 5 y1) e v € (Fixrs)™ = (((=1)F, —1)).

B,z é definido pelas equagoes:

—27i 2

(1) = (675 ya,e 5 ) e v € (Fixr2s)t = ((—i3, —1)).

B, é definido pelas equagoes:

27 —27i

(Y1, y5) = (€3 y1,e 3 yo) ev € (Fixr)L = C2, onde voys — 171 = 0.

B,2 é definido pelas equacoes:

—27i 2

(yh, ) = (e73 1, e%yg) e v € (Fixr?)t = C?, onde voys — vy, = 0.

Com o uso da préxima Proposigao conseguiremos uma decomposigao para B?(w).

Proposicao 4.41. Para qualquer f: X —Y, com dim X =n edimY = p, temos:

1) Se B%(f) # @ entdao dim B%(f) > 2n — p. Se dim B(f) = 2n — p, entio B*(f) ¢

localmente uma intersecao completa.

2) A restrigao da aplicacio B*(X) — X x X em B*(f) é um morfismo de espago
complezo b : B*(f) — D?*(f). Temos que b é propria e sobrejetora, e é um
isomorfismo fora da preimagem de {(z,z) € X x X | corank(f), > 2}.

3) Se f é estdvel entio B2(f) € o fecho de seus pontos estritos. Em particular, B*(f)

¢ regqular de dimensao 2n — p.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em |[NBPS17]. O

Teorema 4.42. Seja w : CP — CP aplicacao orbita para algum grupo de reflexoes G
agindo em CP. O espago de pontos duplos B*(w) de uma aplicagao drbita é um espago

complexo reduzido, com componentes irredutiveis

Bw)= |J B,

geG\{1}
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Demonstracdao. Primeiro mostraremos a igualdade como conjuntos e para isso considere
a Observacao Mostremos primeiro que B, C B?(w) , para qualquer g € G \ {1}.

Pelo item 3) da Proposicao tomemos y ¢ Fix g, entao (y, gy, [y — gy]) € B, como
w(y) = wlgy) comy # gy e (y — gy) A (y — gy) = 0 obtemos que (y, gy, [y — gy]) ¢
um ponto estrito de B*(w). Agora, dado y € Fix g obtemos que o ponto (y,y, [u]) com
[u] € P((Fixg)*) pertence a B, utilizando o Lema obtemos que [u] € P(ker dw,) e
entao (y, vy, [u]) é um ponto singular de B*(w).

Mostremos que B%*(w) C U B,. De fato, dado um ponto estrito (y,v',[u]) de

9eG\{1}
B?(w) com y # ¥y e w(y) = w(y'). Pelo Teorema w Hw(y)) = Gy, entao tomando

g € G\ {1} temos w(y) = w(gy), com y & Fix(g) e dai (y, gy, [u]) € B,. Agora, dado
um ponto singular y, temos [u] € P(ker dw,), como y é singular dai y € Fix g para algum
g € G e pelo Lema temos que ker dw, = (Fixg)*. E concluimos a igualdade como
conjuntos.

Mostremos que B?*(w) é reduzido. Como cada B, possui dimensao p, pois b, é um
isomorfismo fora de A(Fix g) e como A(Fixg) C D, com dim D, = p obtemos dim B, = p.
Ocorre que B?*(w) também possui dimensdo p e entdao pelo item 2) da Proposicio m
obtemos que B?(w) é um espago com interse¢ao completa. Pela Proposigéo intersecao
completa implica em Cohen-Macaulay.

Entao, é suficiente mostrar que B?(w) é genericamente reduzido. Ou seja, ¢ suficiente
mostrar que B?*(w) é reduzido nos pontos (z,2’, [u]) com z € CP \ /. Mas isso j& ocorre,
pois pela Propriedade de blowup os pontos {(z, gz, [r — gz]) € (CP\ &) x CP x PP~1}
é isomorfo a {(x,gz) € (CP\ &) x C?} C D?*(w) e em tal conjunto ji sabemos pela
demonstra¢ao do Teorema que D*(w) é reduzido, concluindo entao o resultado. [

A partir do resultado obtido no Teorema conseguiremos calcular B%(f) em que f

é uma aplicacao de reflexao.

Lema 4.43. Dado X e Y wvariedades complexas. Todo mergulho h : X — Y induz um
mergulho h : B*(X) < B*(Y)) dado por: Fora do divisor excepcional Ex, temos

h=by' o (hx h)oby,

onde bx e by sao as projecoes para os correspondentes blowups. Localmente no divisor

excepcional Ex, h é definido por
(xa x/7 ['LL]) = (h(ﬂf), h(l’/), [ah(xa ;U/)UD

Demonstracao. A demonstracao é feita utilizando o gluing sheaves e pode ser consultada
em [Sanl16].
]

Proposicao 4.44. Seja f = Foh : X — Z, para um mergulho h : X — Y e uma
aplicagio F 1Y — Z. Entdo, B*(f) = h™'(B2(F)).
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Demonstracdo. Para mostrar que B2(f) = h™'(B2(F)) é suficiente mostrar que J€2(f) =
h*(A2(F)) em B2(X)\ Ex e em Ex. Observamos primeiro que

W) = h(z') = an(z,2")(x —2') e F(y) = F(y') = ar(y,¥')(y = ¥).
E entio, usando que A(z) = y e h(z') = ¢/, temos:
f(@) = f(@') = ap(h(z), h(z')) - (an(z, ') (x — ') = (ar(h(z), h(2))) - an(z, 2))(z — o).
Ou seja, ay = ax(h(z), h(x")) - ap(z,2’). Entio,
W (A F)) = h*(ar(y, y')u) = (ar(h(z), b(@)) (an(z, ') = (A2(f)).
E em B2(X) \ Ex, temos:

B*(X)\ Ex =D*(f)\ AX
=((f x /)T'AY)\ AX
=(hx h)"Y(F x F)"'AY)\ AX
=(h x b)Y (D*(F) \ AX
~h~Y(B*(F)\ Ex).

[
Definigao 4.45. Para qualquer g € G\ {1} e qualquer mergulho i : X < Y, escrevemos
B,(h) = (B, o H#5(h) = (h)'

Corolario 4.46. Os pontos duplos para qualquer aplicacao de reflexao f se decompoe

como

B(fH= U B.

geG\{1}

Demonstracao. Temos que f = w o h, para h mergulho. Entao, pela Proposicao 4.44] e o
Teorema temos:

Bg(f):il_lBQ(w):il_l U Bg = U ;L_I(Bg): U Bg(h)

geG\{1} geG\{1} geG\{1}
O
Observagao 4.47. Seja h : C* — CP um mergulho e sejam Ly,..., L, formas lineares de
CP em C de modo que Fixg ={y € C? | Li(y) = ... = L,(y) = 0} e (Fixg)* = {y € CP
| Lrs1(y) = ... = Ly(y) = 0} entdo By(h) é dado pelas equagoes:

h(z) = gh(2') e Lyy1(ap(u)) =0,..., Ly(an(u)) = 0.

E se h for transformacao linear injetora entao pela Observagao temos ay, = h.
Entao,
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h(xz) = gh(z') e Lyy1(h(u)) =0,..., L,(h(u)) = 0.

Exemplo 4.48. Vamos encontrar B*(f), em que f = wy,,, oh, com h : C* — C? definida
por (z1,22) — (21, T2, 122+ x2). Primeiro, vamos encontrar os ramos de B*(wg, ,, ). Dado

um elemento %, j, € Zs9, vamos denotar B por B; ;. Entao, By ¢ definido pelas

ti,jk

equacoes
(1,95, 95) = (—y1,¥2,53) € v € (Fixiroo)™ = ((1,0,0)).
By 10 ¢ definido pelas equagoes
(1,92 93) = (1, —¥2,93) e v € (Fixio0)™ = ((0,1,0)).
By 1 € definido pelas equagoes
(1, Y5, ¥3) = (—y1, —v2,43) e v € (Fixir )" = ((1,0,0),(0,1,0)).

Repetindo o mesmo processo feito no Exemplo 1.3 obtemos

ap (1, 29, 24, Th) = 0 1

Entao, By go(h) é definido pelas equagoes:
(.1'1, T2, 1’%.1'2 + x2> - (_:Ulla x/27 (—l’/1>21‘/2 + .’L'IQ) e

Up =0,
U1 :O,
(z1 + ) zouo + (2] + 1)u; =0,

up (g — a5) — ur (21 — 27) =0.
By1,0(h) é definido pelas equagoes:
(:L‘17x27$%x2 + 172) = (l'/h —37/2, —(1’/1)23’;/2 — .’L'I2) e

U :O,
uy =y,
(1]1 + x'l)xguo + (.Tll + 1)U1 :O,

ug(xe — wy) — uy(z1 — 27) =0.

By 10(h) é definido pelas equagoes:
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(21, 20, B339 + 12) = (=2, —2h, —(—2))%xhy — 24) e

Uo =Yo,
u; =1,
(1 + 2))zaug + (2] + 1)uy =0,

up(re — 24) — uy (2 — ) =0.

Calculemos B?(f) pela defini¢io: Temos

T+ ) 0
/ / _ /
ap(y, xo, 2, 2h) = 0 To +

(1 +2))xe o) +1

Entao, B?(f) é dado pelos pontos (zy,xs, 2}, T, [ug, u1]) € C* x C? x P! satisfazendo a

equacao

(71 + x7)uo =0,

(2 + 25)us =0,

((z1 + ) z2)ug + (2} + 1)uy =0,
(22 — ah)ug — (21 — 7))uy =
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Capitulo 5

Obstrucoes para A-finitude e

aplicacoes de reflexao A-finita

Nesse capitulo daremos uma resposta definitiva sobre a existéncia de germe de
aplicacao de reflexao f : (C*,0) — (CP,0) A-finita com coposto f > 2 para p < 2n — 1.
Conseguiremos fazer isso estudando o Singular Locus do espago complexo B?(f).

Por fim, daremos condigées para que um germe de aplicagao f : (C",0) — (C?,0) seja
A-finito, nos casos em que p = 2n e p = 2n — 1. Tais condig¢oes vao surgir naturalmente
com as aplicagoes de grafico de reflexao para aplicacoes lineares.

Ressaltamos que os resultados desse capitulo sao demasiadamente técnicos e que
envolvem pouca intuigao, apesar das condi¢oes surgirem naturalmente nas construgoes
que vao se seguir.

Para os resultados desse capitulo enunciaremos as seguintes definigoes:

Definigao 5.1. Dizemos que um germe de uma aplicagao de reflexao f : (C*,0) — (C?,0)
é essencial se coposto f = posto G e aplicacoes em que coposto < 1 em todos os pontos

sao chamadas de curvilinear.

Observagao 5.2. Um germe de uma aplicacao de reflexao f : (C™",0) — (CP,0) é essencial
se C*+ C T,Y, para a face C passando pelo origem. De fato, pelo Lema coposto f =
dim(TpY N (C)1) e coposto f = posto G = dim C* entdo dim(TpY N (C)L) = dim(C)* o
que implica que (C)*+ C TyY.

Definicao 5.3. Seja H : CP — C" qualquer aplicagao e G um grupo de reflexao agindo
em CP com aplicagao drbita w. O grafico refletido de H é a aplicacao (w, H) : CP — CP*",

dado por
x— (w(x), H(x)).

Definigao 5.4. Uma fold map é um germe de uma aplicacao f : (C",0) — (CP,0) da

forma
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T (T1,. ., T, 22, H(x)),
para alguma aplicacao H : (C",0) — (CP~",0).

Exemplo 5.5. A aplicacio cross-cap parametrizada (x,y) — (z,y% zy) é um gréfico

refletido de H(z,y) = zy, com w(z,y) = (z,y?). Portanto, é um fold map.

5.1 Singular Locus de B*(f) e A-finitude

Consideremos f : (C",0) — (CP,0) aplicacao de reflexdo ou quasi-reflexdao, para um
determinado grupo de reflexoes GG. Nessa secao estudaremos a relagao do Singular locus

do espaco complexo B?(f) com a estabilidade de f.

Definicao 5.6. Para qualquer grupo de reflexao G, escrevemos Sg para o conjunto
singular de B*(w). Ou seja, S¢ = Sing(B?*(w)) C B*(CP).

Proposicao 5.7. Temos que S = U (B,N By), com g,g" € G\ {1}. Sg consiste dos

979’
pontos:

1) (y,9v,[y — gyl), comy € &/ \ Fixg,
2) (y,y,v), y € FixgNFixg',v € P((Fixg)* N (Fixg)t), com g,9' € G\ {1},¢' # g.

Demonstragio. Como B?*(w)) é composto pela uniao dos B, sendo que cada um deles é
regular, item 1) da Proposigao , temos que a unica possibilidade para que ocorra as
singularidades ¢ na intersegao, ou seja, Sg = (U, (By N By).

Dado y € CP. Sey € & \ Fix g, o estabilizador de G em y néo é trivial. Entao, existe
g # g tal que ¢'y = gy. Portanto, temos (y, gy, [y — gy]) € By N By,. Se y € Fix g, para
algum g € G. Entao, o item 2) é a expressao do ponto (y,y,v) € By N B,,. O

Corolario 5.8. O espaco Sg contém os sequintes pontos:

1) (y,y,v), comy € C1,v € P(Cy), para duas faces diferentes Cy,Cy € €, satisfazendo
C1 C (Cy).

2) (y,y,v), comy € Hyv € P(HY), onde H é o hiperplano de reflexio para alguma
reflexao r € G com ordem > 3.
Demonstragao.

1) Tomando g1, g2 € G com Fix g; = (C;) de modo que C; C (Cy) no item 2) da Proposicao
obtemos y € Fixg; NFix g, = Fix g, e v € P((Fixg;)* N (Fix g2)*) C P((Fix g2)*).

2) Se g ¢ reflexdo em G com ordem > 3 entao ¢g? é uma reflexao e Fixg = Fixg¢® E o
resultado segue diretamente do item 2) da Proposigao . O]
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Lema 5.9. Sejam X uma variedade complexa de dimensaon e f : X — CP aplicagcao

de reflexdo estdvel. Entao, os espagos By(h) sio espagos disjuntos de dimensdo 2n —p e

h_l(Sg) = J.
Demonstragao. Como f é estavel temos, pelo item 4) da Proposigao que B2(f)

é regular. Como B?*(f) = U By(h) é suficiente mostrar que quaisquer dois ramos

geG\{1}
By(h) e By(h) nao possuem componente irredutivel em comum. Suponha que exista tal

componente Z. Pelos itens 4) e 1) da Proposicao temos que Z contém pontos estritos
da forma b~!(x,z’) com (h(z), h(z")) € B,N By e dai h(z') = gh(z) e h(z') = ¢’h(z) com
h(zx) # h(z') que implica que gh(x) = ¢'h(x). Entao, ¢"'gh(x) = h(z) nao pode ocorrer
se h(z) ¢ <. Pois, pelo Corolario o estabilizador de G em h(z) é trivial.

Por outro lado, se h(z) € &7 entdo obtemos que h nao é injetora na drbita sobre &7.
De fato, w(h(z)) = w(g~'h(z)) = w(h(z')), onde h(z') # h(x) e entdo f = w o h nao é
injetor em h~!(47) e portanto f , pelo Teorema , f nao possui normal crossings e
entao, pelo Corolério [3.29, a estabilidade de f falha. O que nao pode ocorrer, pois por
hipétese f é estavel.

Motremos que h~'(S¢) = @. Como B,(h) = h™'(B,) ¢ S¢ = U (B, N By) temos

9#g’

(Se) = (| (8,0 By)

9#g’

= U ifl((Bg N By))
979’

- U (Bg(h) N Bg’<h))
979’

=d.

Pois, ja sabemos que By(h) N By(h) = @. O
Teorema 5.10. Nao eziste germe estdavel de aplicagio de reflexao f : (C",0) — (CP,0)

com Coposto > 2, e todas aplicagoes de reflexao essenciais estaveis de coposto 1 sao fold

maps.

Demonstragao. Seja f : (C",0) — (CP,0) germe de aplicacao estavel de reflexdo de
coposto 1 e essencial. Como f é essencial entao postoG = coposto f = 1. Ou seja,
temos que G é um grupo de reflexdes que determina apenas um hiperplano e entao G é
um grupo de reflexdes ciclico Z,,. Se m > 3, entao pelo item 2) do Corolario temos
que Sg # @. De fato, tomando C; a face que passa pela origem entao, pela definicao
de aplicacao essencial e pelo Lema ToY NC{ # @. Podemos tomar em Sg o vetor
(0,0,v) pois v € P(TyY N C;) € P(CL). Entao, (0,0,v) € Imh N Sg e, pelo Lema , f
nao é estavel. Portanto, m = 2 e f é uma fold map.

Considere f : (C",0) — (CP,0) germe de aplicagdo de reflexdo com coposto > 2.

Entao, dim(7TpY N Cf) > 2. Como a codimensdo de O} é pelo menos 2, temos que existe
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uma face Cy com dim Cy = dim C;+1 e C; C (Cy). O que implica que dim(ToY NCy) > 1.
Entdo, para qualquer v € P(T,Y N Cy) C P(Cy), pelo item 2) do Corolério temos
um ponto da forma (0,0,v) € Imh N Sg e, portanto, il_l(Sg) #+ &. Pelo Lema temos

que f nao é estavel. O

O préximo Teorema é o resultado esperado desse capitulo. Deve ficar claro ao leitor
que o motivo da condigdo de f : (C",0) — (CP,0) com coposto f > 2 falhar em ser
A-finita com p < 2n — 1 é o fato de que podemos encontrar um ramo B, (h) de B*(f) de
modo que By(h) nao estd contida na fibra da origem (que pode ser dada por 7~*(0) ou

h=1(0,0, [v])). Essa ideia serd essencial para as préximas segoes, onde construiremos sob

determinadas condicoes aplicacoes A-finitas.

Teorema 5.11. Para p < 2n — 1, nao ewiste germe de aplicacao de reflexao A-finita
f : (C"0) — (CP,0) com coposto f > 2 e todas as aplicacoes de reflexdo essenciais

A-finita de coposto 1 sao fold maps.

Demonstragdo. Seja 7 : B*(f) — C" a composigao de b : B%(f) — D?(f) e a projegao
de C" x C* — C", onde b é a aplicagao definida pelo item 2) da Proposigao m Se
dim(7(h~(Sg))) > 0 entdo nos pontos em que f é instével sdo nao isolados. Entdo, f
nao é A-finita.

Se f é um germe essencial, com coposto f = 1, de uma aplicacao de reflexao de Z,,,
com m > 3. Pelo item 2) do Corolério temos h~'(Sq) # @. Entdo, dimh~1(Sg) >
2n — (p+ 1) > 0. De fato, como dimImh = 2n e dim S = p — 1 entfio dim(Im A N Sg)
em B} (CP)é>2n+p—1—(2p)=2n—p—1=2n—(p+1) > 0. Como 7 é finita para
aplicacoes curvilineares temos dim(m(h~1(Sg))) > 0 e, portanto, nao ha possibilidade
para f ser estavel apenas fora de 0. Portanto, f nao é A-finita. Concluimos, que m = 2
e f é uma aplicacao fold map.

Se f é um germe de uma aplicacao de reflexao com coposto f > 2 entao m nao é finita.
Seja Cy € € uma face contendo a origem, entdo dim(7pY N Cq) > 2. Como 1 < 2n — p,
existe uma face C' € €, que nio passa pelo origem, de modo que 1 < dim(TpY NCL) <
2n —p. Tomemos g € G de modo que Fix g = (C). Como 1 < dim (7Y NC*) obtemos que
B,(h) # @, pois podemos tomar v € P(TpY N C+) C P(CH). Entdo, dim By(h) > 2n — p.
De fato, h : B%(C") — B2(CP) é um mergulho, como dim B?(C") = 2n, dim B%(C?) = 2p
e dim B, = p temos dim ImhN B, >2n+p—2p=2n—pem B*CP). E concluimos que
dim By(h) > 2n — p.

Além disso, como h~1(0,0,v) & A ({(y,v/,[v]) € B*CP)ly € ToY N C*}) e como
dim(h={(y, ¥/, [v]) € B*(CP)|y € TyY NC*}) < 2n— p, pois h é mergulho . Obtemos que
dim(h~1(0,0,v)) < 2n — p. Entéo, B,(h) ndo pode estar contido em h~(0,0,v).

Por hipétese f é estavel fora da origem. Segue pelo item 4) da Proposicao que
By(h) contém uma componente Z, com dim Z = 2n — p, consistindo de pontos duplos

estritos.
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Seja Z' = n(Z) C C". Como f é finita, apenas um numero finito de pontos em 2’
podem ser mandados em um mesmo ponto. Entao, dim Z’ = 2n —p. Como C' nao contém
a origem entao & \ C' contém a origem. Portanto, h=1(/ \ C') é um subespaco analitico
de codimensao pelo menos 1 passando pela origem. Como dim Z’ = 2n — p o espaco
W = Z'nh~!(«/\C) tem dimenséo pelo menos 1. De fato, dim W > (2n—p)+(n—1)—n >
2n —p—1>0 e entao dim W > 1.

Afirmamos que todos os pontos z € Z de modo que 7(z) € W estao contidos em
h~1(Sg). Essa afirmacao implica que dim (™1 (S¢)) > 0 e entfio teremos uma contradicao
com a estabilidade de f fora da origem.

Mostremos a afirmagao: Seja z € Z um ponto qualquer com 7(z) =z € C" e h(x) €
o\ C.

Se h(z) ¢ Fix g entdo, pela Proposigao h(z) é um ponto da forma (y, gy, [y — gy])
contido em Sg.

Se h(z) € Fixg = (C), entdo h(z) = (y,y,v) com y = h(z) e v € P(CF). Por hipdtese
da afirmacao y = h(z) € C, temos que existe uma face C" # C tal que y € C" C (C).
Entao, pelo item 1) do Corolario , temos que iL(Z) € S¢. Entao, obtemos o resultado

da afirmagao e concluimos o Teorema. O]

5.2 Critério para que f: (C",0) — (C?,0) seja A-finita,
com p > 2n.

Nosso principal objetivo nessa secao é dar condigoes para que um germe de aplicacao
f:(C"0)— (CP0) seja A-finito, com p > 2n.

Proposicao 5.12. Para p > 2n. Considere um germe de uma aplicagio f : (C*,0) —
(CP,0). f é A-finita se, e somente se, B*(f) estd contido na fibra da origem.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [Sanl16]. O

s

Coroldario 5.13. Para p > 2n, um germe de aplicacdo de reflexdao f : (C",0) — (CP,0) é

A-finita se, e somente se, todos By(h) estao contidos na fibra da origem.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao [p.12|e da decomposigao, para aplicagoes
de reflexao, B?(f) = U By(h). O
geG\{1}

Definicao 5.14 (Condi¢ao C1). Sejam n,m € Z, e H € M, ,,,(C) dizemos que:

1) H' é submatriz de H se obtemos H’ excluindo k; linhas e ks colunas de H, com
0<ki<ne0<ky<np.

2) Dizemos que H satisfaz C1 se toda submatriz de H possui posto maximo.
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Definicao 5.15 (Condicao C2). Seja H € M, ,(C) e sejam my, ..., my, 71, .., 7, inteiros
positivos. Dizemos que H possui a propriedade C2 para m; e rj, com 1 < 7,5 < n, se

para quaisquer &1, ...,&,,n1,...,0, € C, satisfazendo

& =1 = 1

e
det(Hy;(& —ni)) = 0,

existem pelo menos n dos &1,...,&,, M, - .., N, que sao iguais a 1.

Proposicao 5.16. Sejam mq,...,my,,7r1,...,7, inteiros positivos e H wuma matriz

satisfazendo C1 e C2 para m; e r;, com 1 < 4,7 < n. Entao, o germe

f:(C",0) — (C*,0) dado por:

x = (2. e (Ha), .o, (Ha)i)

¢ A-finito. Onde (Hx); = 377 Hijz;.

Demonstracao. A aplicacao f é uma aplicacao de reflexao dado pelo grafico h de H e w
dada pelo grupo G' = Z,,, . mrv....rm» CUja aplicacao de reflexao é dada por w : C?r — C*n

com
w(a) = (@, al ).

Pelo Corolario ¢ suficiente mostrar que para todo i, € G\ {1}, com a = (ay,...,a2,)

o ramo dos pontos duplos B;, (h) estd contido na fibra da origem. Para j = 1,...,n sejam

2mwi 2w

2mi Aoyt
gjzemj J enj:erj n+J.

Pela Observacao as equagoes de By, (h) nas varidveis x, 2" e u em B%(C") sdo dadas
por
T; = &,
(Ha'); = ni(Hz)s,
pois essas sao as equagoes definidas por h(z') = i h(z). Se & = 1 obtemos que Fixi, =

(e;) e entdo (Fixig)t = ((v1,...,0i_1,Vig1,...,V2,)), ou seja, (Fixi,)t = ker L;, onde

d
L;: C* — C é dada por L;(y) = y;. Utilizando que o, € My, ,(Q) é definida por ZH ,

obtemos L;(h(u)) = L;(apu) = wu;. Entao, u; = 0. Observando que se n; = 1 temos, de

modo anélogo ao caso & = 1, que (Hu); = 0. Ou seja,

UZ’:OSG&':]_,
(Hu); =0sen; = 1.

Substituindo z = &;z;, temos
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(H(£1$17 cee ,ntn)T)z‘ = ni(Hf)i

e como
(H(wr, . &uan)T)s = Y Hyéjey e pi(Ha)y =i Y Hijz.
=1 j=1
Obtemos
Z H;&xj — Z H;jn;x; = 0 se, e somente se, Z H;;j(& —mi)x; =0,
=1 =1 =1
para todo i.

Ou seja, Mz =0, com z € C" e M = (H;;(§; —1;)). Mostremos que se B;, (h) nao esta
contido na fibra da origem entao é vazio. De fato, se B;, (h) nao esté contido na fibra da
origem entao det(M) = 0, pois Mz = 0 possui solugdo nao trivial e por C2, pelo menos
n dos elementos &i,...,&,, M1, ..., M, sao iguais a 1. Por hipdtese, a matriz da aplicacao
H satisfaz C1 entao toda submatriz n x n de «y, possui posto n.

Entao, devemos resolver o sistema apu = 0. Tomando a submatriz S de «j em que
excluimos as linhas nas quais u; = 0 ou (Hu); = 0 temos que resolver a equagao da forma
Su = 0. Como posto(S) = n, entdo a solugao ¢ trivial, a qual nao existe para P"!.
Portanto, B;,(h) = @. O

Veremos a seguir como encontrar uma maneira simples de validar a propriedade C2

para uma dada matriz. Isso é feito com o seguinte Lema:

Lema 5.17. Sejam mq,...,m,,ry,...,r, inteiros positivos todos coprimos entre si e H €
M, »(Q). Se H satisfaz C1 entdo H satisfaz C2 para my, ..., My, T1,... Ty

Para demonstrar o Lema [5.17] fixaremos notagoes e enunciaremos alguns resultados

auxiliares. Para qualquer subconjunto J C {1,...,n} escrevemos z’/ = H x;. Fixado um
ieJ

grau positivo d < n, escrevemos S = {J C {1,...,n} | Card(J) = d }. Observamos que

um polinémio p(x) = E ayz’, com todos ay # 0, é um polinémio homogéneo de grau d
Jes
da forma z;, - - - x;,, com i; < ... < i4. Escrevemos também Q(¢y, .. .,&,) para a extensao

do corpo Q sobre os elementos &, ...,¢, € C. Dada uma matriz M = (a;;) € M, ,(C),
vamos denotar por M;; a submatriz de M obtida excluindo a ¢-ésima linha e j-ésima

coluna de M.

Lema 5.18. Sejam &,...,& € C e mq,...,ms inteiros positivos coprimos entre si tais

o~ ~

que ™ = 1. Se & & Q entio & ¢ Q(&,...,&,... &), onde Q(&,...,&,...&) =
Q- &1, &gy - - &)

Lema 5.19. Seja p € Q|xy,...,z,] da forma p(z) = Zaja:‘], com todos 0s ay # 0.
JCs
Se p(&) = 0, para algum & = (&,...,&) € C", entdo existem pelo menos n — d + 1

-~

coordenadas &;, tais que & € Q(&1, ..., &, -, &n).
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Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao sobre d. Para d = 1, obtemos
p(€) = a1&1 + ... + an&n, se p(§) = 0 para todos a; # 0 € Q, temos

alfl—l——i—alfl—i——f—anﬁn:()
a an
L4 &G+ 2, =0
a; a;

a;—1 a1 a
& —& .+ —nfn) :
a; Qa; Q;

fi:—(ﬂ§1+---+
a;

E entdo obtemos que §; € Q(&y, .. . ,@-, ..., &,) para qualquer i.
Vamos assumir que o resultado é valido para os polinomios com grau d—1. Caso exista
algum & & Q(&4, ... ,é\i, ..., &), entdo podemos dividir p por z; e obter a decomposigao

p = qx; + r, onde

q = Zajxj\{i} er = Z aJxJ.

Jcs igJes

Da hipétese de que & & Q(&q, . .. ,@, ..., &) e como p(&;) = 0, obtemos a igualdade

0=5&q(&r, .. & &) (6, & &),

o~

temos que ¢(&, ... ,@, ..,&) = 0, pois caso contrério, & € Q(&,...,&,...,&)
uma vez que & = q(&y, ... ,é,...,ﬁn) - (r(&, ... ,@-,...,fn)_l), pois q(fl,...,é\i, o &n),s
P&, G &) €QEL . LG ).

Como ¢ é um polinomio homogéneo de grau d— 1, com seus fatores correspondentes aos
monomios nas variaveis xy, ..., I, ..., x, de grau d — 1 nao sao todos nulos. Por hipétese
de inducao aplicada a ¢ pelo menos (n —1) — (d — 1)+ 1 =n —d + 1 dos elementos &;,

~

com j # i, estdo contidos em Q(&1,...,&;,...,&,), e assim obtemos o resultado. O

Definicao 5.20. Dadas duas matrizes A = (a;;), B = (b;) € M, ,,(C) denotamos por
A e B a matriz dada por (a;; - b;;).

Lema 5.21. Sejam H = (H;;) € M, ,(Q) satisfazendo C1 e &,.... M, 0 €
C tais que ™ e n." para my,...,My,T1,...,7, todos inteiros positivos coprimos entre
si. Se M = (H;;(& — n;)) satisfaz det(M) = 0 entdo pelo menos n + 1 dos elementos
&y €M, - -y estao em Q.

Demonstragao. Intercalando & por 7;, caso necessario, vamos assumir que 7y, ..., 7, Sao0
todos nao divisiveis por 2. Ou seja, caso 7); esteja em QQ entao, necessariamente, deve ser
1. Isso nos permite separar ny,...,1n, em 17; = 1 e n; # 1. Apds toda essa reordenagao,
vamos assumir que 7y,...,M € Q e npy1 = ... = np = 1. Temos que a matriz M é dada

por H e A, com
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SG—m - &—m
I RS R
G —1 - &—1
G—1 - &G-1

Utilizando o Teorema de Laplace para calcular o determinante de M com a primeira linha,

obtemos que

det(M) =(=1)"" (Hy (& — m)det(Myy) + ...+ (=) (Hy, (&, — m1)det(Myy,)
=(=1)"M Hy & det(Myy) + (=) Hy (=) det (M) + ...+ (= 1) Hy, & det (M, )+
(1) Hin (= )det (M)
=(=1)" Hy (=) det(My) + ...+ (=1 Hy, (—m ) det(My,) + BY.

Onde, BY € Q(&1, ..., &, M2, - -, 1n). Ou seja, obtemos que

det(M) = det(H o AM)(—n,) + BY,

com
1 1

Si—1m - &u—mp

A= S =M 0 S Mk

G-1 - &1

-1 - &—1

Como 1; € Q, pelo Lema segue que n; € Q(&1,...,&0,m2, ..., mn). Obtemos que se
det(M) = 0 entdo det(M™W) = 0, com M) = H ¢ AN, De fato, se det(M™M) # 0 entdo
da igualdade

det(M) = det(H o A(l))(—m) +BMW =0

-1
det(MM)
Lema [5.18 E, portanto, temos det(M M) = 0.

Aplicando o mesmo argumento para a matriz M1 e 7, ¢ Q, agora expandindo o

obtemos que BW = edai g € Q& ..., M, ..., 1), 0 que contradiz o

determinante na segunda linha, e assim por diante concluimos que: A condigao det(M) =
0 implica que det(M®) = 0, para a matriz M* = H e A* com
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1 1
-1 - & -1

AR —

G-1 0 &1

em que cada & repete n — k vezes. Caso k = n, obtemos que M*) = H e entdo obtemos
um absurdo com o fato de que det(M) = 0 implica que det(H) = 0, que ndo ocorre pois
det(H) # 0 por hipdtese.

Entao, para k < n, tomemos d = n — k > 1. Para qualquer J € S, seja a; o
determinante da submatriz H, k. de H de modo que H ik € determinado retirando as n —k

linhas e escolhendo k colunas das n colunas de M®. M®*) é dada por

Hiq s Hyp1 Hi g s H
Hy, e Hy Hy e Hy,
Hi 1 e Hy 1 Hy 1, e Hy ,
Hi1(6—1) -+ Hipip1(&em1 — 1) | Hep(&— 1) -+ Hippin(&n — 1)
Hn,l(fl - 1) e Hn,k—l(gk—l - 1) Hk—&-l,n(é.n - 1) e Hn,n(é.n - 1)

Um exemplo de Hy, da matriz M®) ¢

Hyp -+ Hip
Hyp -+ Hyy
Hyp -+ Hpn

) )

Entao, pela definicao de determinante, o det(M*) = p(& — 1,...,&, — 1) = 0, onde

p(z) = Z asz’. B, por hipétese, toda submatriz de H possui posto méximo isso implica
Jes
que nenhum dos ay, com J € S, sdo iguais a 0. Como det(M*) = 0, entdo pelo Lema

segue que existem pelo menos k + 1 dos ntimeros &;, tais que

fi_le@(gl_lw"ag_\l?“wgn_l)

ou, de modo equivalente, &; € Q(&, .. . ,a, ...,&,). Pelo Lema , esses &; estao em Q e

como , por escolha, Nx41 = ... =m0, = 1, o resultado segue. O

Demonstracao Lema |5.17 Pelo Lema temos que pelo menos n + 1 dos

&y 60, M1, -y, pertencem a Q) e como

gni=1en=

i i
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com m;, r; todos coprimos entre si, entao pelo menos um dos &;,7; é igual a —1 com
m; = 2k ou r; = 2k, para algum k € Z,, o que implica que os outros m;, r; sao impares e

entao, necessariamente, £ = 1; = 1, para pelo menos n dos &;,n; € Q.
O

Corolario 5.22. Sejam my,...,m,,r1,...,T, inteiros positivos coprimos entre si e H €
M, »(Q) satisfazendo C1 para m; e r;, com 1 < 1,5 < n. Entdo, o germe f : (C",0) —
(C*,0) dado por:

x o (2. e (Ho) .., (Ha))
é A-finito. Onde (Hx); =Y 7| Hijx;.
Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao |5.16| e Lema [5.17] O]

Exemplo 5.23. Dados mq, mo, m3, 1,72, 73 inteiros positivos e todos coprimos entre si.

Temos que os seguintes germes sao A-finitos:

x (2™ ™),
(Ih xz) '—>(le7 $72m, (331 + $2>T1, (131 - Iz)rz)a

(w1, 29, x3) (2™, 252, 25", (21 + 22 + x3)"™, (21 — T2 + 223)", (21 + 202 — x3)").

5.3 Critério para que [ : (C",0) — (C*10) seja A-

finita.

Nosso principal objetivo nessa secao é dar condigoes para que um germe de aplicacao
f:(C"0) = (C*1)0) seja A-finito.

s

Proposigao 5.24. Um germe de uma aplicacio de reflexio f : (C*,0) — (C*~10) é
A-finita se, e somente se, fora da fibra da origem todos os By(h) sio vazios ou curvas

reduzidas sem intersecoes entre si.

Demonstracao. A demonstracao é demasiadamente técnica e foge do nosso proposito e

pode ser encontrada em [Sanl6]. O

Definicao 5.25 (Condicdo C3). Seja H € M,,_1,(C) e sejam my, ..., My, 71, ..., 71
inteiros positivos. Dizemos que H satisfaz C3 para m; e r; se, para quaisquer

&y €M, - - a1 € C satisfazendo

g =1 =1

pOStO(HZ'j<§j — 771)) <n-— ].,
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existem pelo menos n dos elementos &1, ...,&,, M1, ..., M,—1 que sao iguais a 1.

Definicao 5.26 (Condicao C4). Sejam H € M,,_1,(C) emy,...,myp,71,..., 7,1 inteiros

positivos. Dizemos que H satisfaz C4 para m; e r; se, para quaisquer nimeros complexos

!

517"'75717 My -5 Mn-1, 517"'76717 7717"'777;—17

satisfazendo
éf;ﬂj — (§/>§ﬂy — 1, mmi — (n/);m =1,

ocorre que: Se a matriz M € Ms,_5,(C), obtida concatenando a matriz com os elementos

(& — &) 1<i<n na diagonal e as matrizes (H;;(§; —n;)) e (Hy(€; — 7)), satisfaz
posto(M) < n,

entao existem pelo menos n indices 1 < iy < ... <z <nel<j1 <...<jo<n-—1,

tais que &, = 1 ou gz,k =1,en; =1ou n;k =1

Proposicao 5.27. Sejam mq,...,my,,71,..., 7 1 inteiros positivos e H wuma matriz
satisfazendo C1, C3 e C4 para m; e r;. Entio o germe f : (C* 0) — (C*1,0) dado

por
x H (IT]"? A 7'T:Lnn7 (Hx)§17 ctt (Hx);’r:_:ll)
é A-finito.

Demonstracao. A aplicacao f é uma aplicacao de reflexdo onde h é o grafico da

transformacao linear H : C* — C" ! e
. (C2n—1 (CQn—l 4 d d mi Mp T1 Tn—1
w: — é dada por x — (27", ...zl @l g, Ton ),

Y n

para o grupo de reflexao G dado por Z,,, ;.1

Pelo Corolério é suficiente verificar as seguintes condigoes:

1) Dado i, € G\ {1}, com a = (ay,...,a9,-1). Fora da fibra da origem, temos que

B, (h) é vazio ou é uma curva reduzida.

2) A intersegao de dois ramos By, (h), B;,(h) com a # a' estd contida na fibra da

origem.

Mostremos primeiro o item 1): Argumentando como na demonstragao da Proposigao m,

id
ap — 3
" \H

e observando que

obtemos as equagoes:
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x =y, para 1 < j <
(Hz'); = ni(Hzx);, para 1 <i <n— 1.

uj=0se§ =1, paral <j <
(Hu); =0semn; =1, paral <i<n-—1.

Substituindo z; nas equagoes (Hz'); = mi(Hx);, para 1 < i < n — 1, obtemos

Z H;;j(&; —ni)xz; = 0. Ou seja, temos a equacao
j=1

Mz =0,onde x € C" e M = (H;;(§ —mi))-

Fora da fibra da origem, se B;, (h) possui dimensao maior que 1. Entéao, coposto M > 1
e, portanto, postoM < n — 1. Como M satisfaz C3 obtemos que pelo menos n dos

elementos

&1y &M, - oo, Mp—1 S0 iguais a 1.

Como na demonstracao da Proposicao temos que resolver a equacao apu = 0 e
obtemos um sistema da forma Su = 0, onde S é uma submatriz de aj com n — 1 linhas,
n colunas e posto maximo. Entao, a solucao Su = 0 é satisfeita apenas para u = 0, que
implica em B;, (h) = @.

Para mostrarmos o item 2), sejam

27 27 2mi 27i

—pem X — an _ oy Ontl _ g—azpn
gl_eml 7"'7§n_€m" yTh =€ yee s Mn—1 = €71
(&
27/ 2mi /1 27 ./ 27i a
' — em %1 - L I g%
=em L =em ity =en ooy Py = €™ .

Apéds substituimos 2, um ponto no espago B;,(h) N B; ,(h) corresponde a um ponto
(z,[u]) € C" x P!, satisfazendo:

(& — &)
Mz =0,onde M = | H;;(§ —ni) | € M3n—2,(C) ez cC"

H;; (f; — ;)

Se By, (h) N B; ,(h) nao estd contido na fibra da origem entdao a equaciao Mz = 0
possui uma solucdo nao trivial e, portanto, posto M < n. De fato, M : C* — C>* 2 ¢
n = dim ker M 4+ dim Im M, como dimker M =1 dai dimIm M =n —1. Como H satisfaz
C4, temos que a equacdo anu nao pode ser satisfeita para By, (h) e B; ,(h). Pois temos

que resolver a equacao

apu = v, para [v] € P22,
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Como H satisfaz C4, temos §; = 1 ou £ = 1, para algum j e considerando o Exemplo
Se &; = 1 daf v; = 0 o que implica em (aju); = 0 mas como & # 1 entdo temos que
v; # 0, ou seja, (apu); # 0. Caso & = 1 o argumento ¢ o mesmo. Obtemos entdo que,
fora da fibra da origem, B;, (h) N B; ,(h) # @. O

O préximo Lema, que é bastante técnico, nos dard uma maneira facil de validar as

propriedades C3 e C4 para uma dada matriz H.

Lema 5.28. Sejam mq,...,my,,r1,...,mh_1 inteiros positivos todos coprimos entre si,
onde todos os rj sao impares e seja H € M,_1,(Q). Se H satisfaz C1 entao H satisfaz
C3 e C4 para m; e ;.

Demonstra¢ao. Mostremos que H safisfaz C3. Tomando r,, = 1 e adicionando uma nova
linha com elementos em Q em H obtendo uma matriz H' de modo que H' satisfaz C1.

Assuma que &1, ..., &y My oyt € C, com " =1 e n;" = 1, satisfazendo

posto(H;;(&§; —n;)) <n—1,

e tomemos 7, = 1. Como posto(H;;(§; —n;)) < n—1, entdo todos os menores n—1xn—1
de H;j(§; —n;) sao zero e obtemos que det(H;;(&; —n;)) = 0. Entao, pelo Lemam pelo
menos n + 1 dos nimeros &, ...,&,,M,...,M, sao iguais a 1, isto é, pelo menos n dos
elementos &1,...,&,, M, ---,Mn_1 S0 iguais a 1. Portanto, H satisfaz C3.

Mostremos que H satisfaz C4 para os m;. Dados &;, ., n;,n; como na defini¢do m,

apdés uma reordenacao, caso necessaria, podemos assumir que

51 2517"'7€k:§11ge€k+1 %gl/nglv"'?gn?ég;m para algumoﬁkgn

Dividiremos entao a demonstracao nos casos k = 0,0 < k <nek =n. Se k =0,
entdo a submatriz de M dada por (& — &) nas primeiras n linhas e n colunas de M possui
posto = n. Portanto, posto M > n. Entao, C4 é satisfeita por vacuidade.

Se 0 < k < n, entao M é da forma

0 . 0 0 . 0
St — & 0
M=1Le 0 0 0 & — &
S —m - &—m Skri—m 0 S M
=M1 0 Sk Mt | &kl = M1 0 S Mt
1d
onde L = | H|. Como posto(M) < n e, por hipdtese, temos k < n entdo todos os
H

menores da seguinte matriz
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S —m ... &—m

M/ — L/ ° . . .
§1 —Mn-1 .- fk — -1

para a correspondente submatriz L’ de L, de tamanho k sao zero. Reordenando as linhas

de L', podemos assumir que

m#L...om#Flen=...=n01=1.

Seja L" a submatriz superior kxk de L. A matriz L” satisfaz as hipotéses do Lemal5.21]
trivialmente (onde no enunciado do Lema tomamos n = k) e a matriz M" = (L];(&; —m:))
satisfaz det(M") = 0, pois M" é uma submatriz de M de tamanho k X k e o determinante
de M"” é um menor de M de tamanho k. Se s é o nimero de elementos &;, com i < k, que
sao iguais a 1 entdo é suficiente mostrar que n < s+ (n—1—1), ou seja, [+ 1 < s. De fato,
aplicando o Lemal[5.21] temos que k+1 dos elementos &1, ..., &k M- -+, M M1 - - - i SAO
1. Como apenas k — [ — 1 dos 7.s podem ser 1 temos que a equagdo k —l —1+s =k +1,
implica em s = [ + 2. Portanto, s > [ + 1.

Assuma k = n. A condigdo posto(M) < n é equivalente a posto(M’) < n, para a

matriz
51—771 fn—m
— M1 --r & — Do H
M =1L"e & _77/1 ¢ _77,1 ,onde L' = :
SG—m .. &—mn H
/Y SNy /

Pois, nesse caso a matriz dada por (& — &)i<i<n ¢ identicamente nula. Como
(517 s afna My 77771—1) 7é (517 R ;1,7 7737 ce 777;—1) € 5] = 6; para todos os ja segue que
n; # 1, para algum i. Vamos assumir que tal ¢ seja 1. A condigao posto(M’) < n implica
em det(N) = 0, onde

H, S —m .. &—m

N — : . : " : ’
Hn—l gl — -1 - Sn — Mn—1
H, S—m .. &G-mn

onde H; é a i-ésima linha da matriz H. Pode ser mostrado que a condi¢ao det(N) = 0
implica que det(N’) =0, com N’ = H' @ A’ onde

o 1 1
1
) S —m o S
H/ — : A/ — . . .
Hn—l
H 61 — -1 - fn — -1
1

G-1 ... &—1
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Como, por hipétese, todos r; sdo impares, podemos reordenadar as linhas de A” de modo

que N2, ...,k € Qe g1 = ... =n,—1 = 1. Ou seja,
1 1
S—m o Sk
A" = gl_nk gn_nk
51_1 51_1
51_1 51_1

Seguindo exatamente os mesmos passos da demonstracao do Lema com A” e H’

sendo tomados como A e H, respectivamente, obtemos o resultado. O

Corolério 5.29. Seja H € M,_;,(Q) satisfazendo C1. Sejam my, ..., Mp,T1, ..., Tne1
inteiros positivos coprimos entre si, onde todos os rj sao impares. O germe da aplicag¢ao
f:(C"0) — (C*1)0) dado por

e (2. ™ (Ho), ..., (Hx) ")
¢ A-finito.
Demonstracao. Segue diretamente da Proposiciao e do Lema [5.28 O

Exemplo 5.30. Dados mq, msy, ms, 71,19 inteiros positivos coprimos entre si com 71,79

impares. Temos que os seguintes germes de aplicacoes sao A-finito

(:L‘b IQ) H(I?“axg@zy (171 + :L‘Q)rl)7

(21, X2, x3) (2™, 25, 25", (1 + 22 + 23)™, (x1 — T2 + 223)"™).
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