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RESUMO

PEDRAZA, C. E. T. O Modelo de Regressao Poténcia-Normal Logistica, Cauchy, Normal
e Gumbel para resposta no intervalo unitario. 2020. 101 p. Dissertacdo (Mestrado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2020.

Neste trabalho € proposto uma nova classe de modelos estatistico para modelar dados limitados
no intervalo continuo (0,1). O novo modelo é a composi¢ao da distribui¢do poténcia-normal
e o quantil de outra familia de distribui¢des com o mesmo suporte. A nova proposta é uma
generalizagdo do modelo proposto por Johnson (Johnson (1949)). Além disso, a nova familia
¢é estendida para modelos de regressao como uma alternativa aos modelos de regressao com
resposta no intervalo unitario. Também para a classe de modelos proposto, desenvolvemos
procedimentos inferénciais desde a perspectiva cldssica, baseada na teoria de verossimilhanca.
Especificamente € obtido as estimativas de mdxima verossimilhanca numericamente e estudamos
as propriedades assintéticas via simulagdo estdcastica e desenvolvemos procedimetos de teste de
hipéteses para os parametros do modelo e um estudo de simulacdo € realizado para estudar o
comportamento assintético das estatisticas gradiente, wald, escore e razao de verossimilhanga.

Uma aplicacdo para dados reais para ilustrar o uso da nova familia é considerada.

Palavras-chave: Distribuicdo Poténcia Normal, Funcdo Quantilica, Estimacdo de maxima

verossimilhanca.






ABSTRACT

PEDRAZA, C. F. T. The Power Normal Logistic, Cauchy, Normal and Gumbel Regression
for response in the unit interval. 2020. 101 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa
Interinstitucional de P6s-Graduacdao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

In this research a new statistical model is introduced to model data restricted in the continuous in-
terval (0, 1). The new model is the composition of the power-normal distribution and the quantile
of another family of distributions with the same support. The new proposal is a generalization of
the model proposed by Johnson (Johnson (1949)). In addition, the new family is extended to
regression models as an alternative to the regression model with a unit interval response. Also for
the proposed class of models, we developed inference procedures from the classical perspective,
based on the likelihood theory. Specifically, the maximum likelihood estimates are obtained
numerically and we study the asymptotic properties via stochastic simulation and we develop
hypothesis testing procedures for the model parameters and a simulation study is performed to
study the asymptotic behavior of the gradient, wald, score and likelihood ratio statistics. An

application for real data to illustrate the use of the new family is considered.

Keywords: Power-Normal distribution, Quantile Function, Maximum likelihood estimation.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Nos ultimos anos tem havido um crescente interesse entre os estatisticos em desenvolver
uma nova classe flexivel de distribuicdes de probabilidade para fornecer modelos bem ajustados
aos conjuntos de dados no intervalo (0, 1). Tem-se visto progressos significativos para ampliar
algumas distribui¢des bem conhecidas e aplicacdes bem-sucedidas em dreas como engenharia,
meio ambiente, economia, ciéncias biomédicas. Para uma boa introducio e motivacao, sugere-se
a leitura de Lemonte e Bazan (2016) e Smithson e Shou (2017). Um dos modelos mais utilizados
para modelar essas caracteristicas € o modelo beta Krysicki (1999). Ferrari e Cribari-Neto
(2004) estenderam a familia de distribui¢do beta para um modelo de regressdao, assumindo
distribui¢@o beta para a varidvel resposta. Vérias extensdes do modelo de regressdo beta podem
ser encontrados na literatura como em Simas, Barreto-Souza e Rocha (2010), Ospina e Ferrari
(2010), Zuiiga, Valle e Ferrari (2013), Ospina e Ferrari (2012)

Assim, modelos de regressao alternativos ao modelo de regressdo beta foram propostos
nos ultimos anos. Por exemplo, Qiu, Song e Tan (2008) propuseram um modelo de regressao
baseado na distribuicdo simplex, Bayes, Bazdn e Castro (2017) introduziram o modelo de
regressao quantilica paramétrica baseado na distribuicio Kumaraswamy. Lemonte e Bazan (2016)
propuseram um modelo de regressao baseado em uma classe mais geral de distribuicdes que
inclui como caso especial a distribuicao da Johnson Sp. Recentemente Smithson e Shou (2017)
propuseram um modelo de regressdo considerando uma familia de distribui¢cdes aplicando a

funcio de distribuicao acumulada de uma distribui¢do sobre a fun¢@o quantil de outra distribuigao.

Neste dissertacdo, propde-se uma nova classe de modelos de regressdo para resposta
limitada, considerando uma nova distribuicao no intervalo de unitario aberto, introduzindo um
novo parametro para fazer uma distribuicdo mais flexivel, que controla a forma e a assimetria da
distribuicdo. A nova distribui¢ao € uma alternativa para estender a classe de distribuicdo de Sp

de Johnson.

Para a formulagao dessa distribuicdo, considere-se uma varidvel aleatéria X com suporte
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na reta real R com a fungdo de distribuicdo acumulada (f.d.a), Fx(x) (distribuicdo basal) e

(X7
Y_G< - ) (L.1)

considere-se a transformacao a seguir

emque Y€ R, 0 >0eG(-) € af.d.anaforma padriao de uma varidvel aleatéria com 0 mesmo
suporte da varidvel aleatéria X. Sob as mesmas condi¢des acima, a varidvel aleatéria X tem a

seguinte representacdo estocastica

X=7+680(), ye(0,1),

em que Q(Y) = G~ !(-) é a fungdo quantil da f.d.a G(-). Portanto, a funcdo densidade de
probabilidade (f.d.p) da varidvel aleatéria Y em (1.1) € dada por:

dO(y)

em que fx(x) =dFx(x)/dx é af.d.p da varidvel aleatéria X. Agora suponha-se em (1.1) a varidvel

, y€(0,1), 1.2)

aleatéria X ~ N(0,1) com f.d.a ®(x), e considere-se a transformagio G(y) = 1/(1 +e~”) que
representa a f.d.a da distribuicao logistica padrao. Logo de (1.2), obtém-se a distribui¢ao de

Johnson Sg Johnson (1949) com suporte limitado (0, 1), cuja f.d.p bem dada por:

§9(r+6 0(y))
; 76 - ) 07 1 9 1.3
onde ¢(-) é a f.d.p da distribui¢do normal padrio, e
0(y) = log (—1 {y) ve), (1.4

¢ a funcdo quantil da distribui¢do logistica padrao.

1.1 Distribuicao Potencia Normal

O modelo poténcia normal foi desenvolvido por Durrans (1992), baseado no modelo

proposto por Lehmann (1953). O modelo de Lehmen é dado por:

fzl o) = afo(){F(x)}*", zeRaecqQ,

em que fy(z) é uma f.d.p, Fy a fungdo de distribui¢do de fy(z) e @ um nimero racional. O
parAmetro o é o pardmetro de forma de f(z). Pode-se perceber que para um ¢« inteiro, f(z | o)
representa a f.d.p do maximo para uma amostra de tamanho o com f.d.p dada por fy(z). Durrans
(1992) generalizou essa distribui¢do para o caso em que ¢ € estritamente positivo, ou seja,
a € RT, e denotou de gaussiana generalizada o modelo no qual fy(z) = ¢(z) e Fo(z) = P(2),
conhecido como poténcia normal, cuja densidade é:

fzla)=a¢(2)[®()]*!, zeR,aecR".
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Entanto, a f.d.a é dada por
F(z]a)=[®(2)]* zeR,aeR"

Note que quando o = 1, a distribuicao resultante é a normal padrdo. As propriedades desse
modelo foram estudadas adiante por Gupta e Gupta (2008) e Pewsey (2000). Ela tem algumas
boas interpretacdes fisicas quando o € um nimero inteiro, pode-se observar como a vida util
de um sistema em paralelo, veja Gupta e Gupta (2008) para uma revisdo detalhada sobre esse

assunto.

A distribuicao poténcia normal € uma distribui¢do assimétrica, cujo suporte € toda a reta
real. Além disso, a fun¢do de densidade poté€ncia normal é uma func¢io de densidade unimodal,
que € inclinada para a direita se & > 1 e para a esquerda se & < 1. Nas figuras 1 e 2 mostram-se a
funcdo de densidade de probabilidade da distribui¢do poténcia normal e a distribuicao acumulada
respectivamente, para alguns valores do parametro &. Além do mais, veja na figura 2 quando
o — 0 assume o valor de 1 e toma aproximadamente o valor de 0 quando &¢ — . Nota-se como

o parametro o afeta a localizacdo, a dispersdo, a curtose e a assimetria da distribui¢ao.

S 4 — 0=0.3
- - 0a=05
a=0.7
- a=1
— = 0o=3
© a=5
S T a=10
()
©
©
o
%]
[
o Y|
o o
o
i)
O
c
>
[
N
o
o _| -
o

Figura 1 — A fun¢do de densidade da poténcia normal para alguns pardmetros
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Figura 2 — A fungao de distribuicdo acumulada da poténcia normal para alguns pardmetros

1.2 Objetivos

Os objetivos especificos desta dissertagao sao:

Propor uma nova familia de distribui¢des para modelagem de dados no intervalo unitario
(0,1);

Estudar as propriedades estruturais da nova familia de distribuicao;

Desenvolver procedimentos inferenciais sob a perspectiva cléssica;

Estender a nova familia de distribuicdes proposta para modelos de regressiao e desenvolver

procedimentos inferenciais na perspectiva cléssica;

Fazer um estudo de simulacao para estudar as propriedades assintéticas dos estimadores

via méxima verossimilhanga.
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1.3 Organizacao do Trabalho

A dissertacao se desenvolve como segue. No Capitulo 2, apresentamos quatro novos
modelos chamados Poténcia Normal Logistica (PNL), Poténcia Normal Cauchy (PNC), Poténcia
Normal Normal (PNN) e Poténcia Normal Gumbel (PNG); apresenta-se suas funcdo densidade
de probabilidade, funcdo de distribuicio acumulada e momentos. Além disso, ilustra-se algumas
formas que essas distribui¢des de probabilidade podem assumir para alguns valores especificos,
assim mesmo € desenvolvido procedimentos inferencias baseados no método de maxima verossi-
milhanca e apresenta-se também os testes gradiente, escore, Wald e da razdo de verossimilhanca
e finalmente apresenta-se um estudo de simulacdo para a avaliacdo das propriedades assintéticas
dos estimadores dos parametros do modelo proposto e apresenta-se também uma aplicacao
a um conjunto de dados de cancer colorretal. No Capitulo 3 apresenta-se uma extensao para
um modelo de regressdo logo sob uma abordagem cléssica utiliza-se o0 método de maxima
verossimilhanca para a inferéncia sobre os parametros do modelo. Além disso, desenvolve-se o
testes gradiente, escore, Wald e da razdo de verossimilhanga para avaliar a adequabilidade do
modelo. E por dltimo € apresentado uma aplicagdo a um conjunto de dados de cancer colorretal.

E finalmente considerar algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO

NOVAS DISTRIBUICOES DA FAMILIA
POTENCIA NORMAL

Neste Capitulo ¢ introduzido um novo modelo estatistico para dados no intervalo (0, 1).
O modelo proposto ¢ uma composicao da distribuicao poténcia normal, e uma distribuicdo quantil
padrao (logistica, cauchy, normal e gumbel). Sdo estudadas algumas propriedades dos modelos e
sdo desenvolvidos procedimentos inferéncias via método de maxima verossimilhanca. E no final
deste Capitulo apresenta-se as estatisticas de teste para avaliacao de uma hipétese simple nula
entre os modelos propostos € 0 modelo de Johnson Sp, € uma aplicagdo a um conjunto de dados

reais.

2.1 Distribuicao Poténcia Normal Logistica, Cauchy, Nor-

mal e Gumbel

Uma varidvel aleatéria X € dita distribuicdo padrao poténcia normal (PN) proposta
por Gupta e Gupta (2008), se X tem f.d.a Fx(x;a) = [®(x)]%, com x € R, e @ > 0. Quando
o = 1, coincide com a distribuicdo normal padrao. As novas distribui¢des da familia sdo obtidas
considerando a composi¢do dessa distribuicdo como a distribui¢do basal (1.1) e as fungdes
quantiles das distribuicdes logistica padrao, cauchy padrdo, normal padrdo e gumbel padrao

dadas na Tabela 1. Dessa forma, a f.d.p da nova familia de distribuicao € dado por

fr(v;0,7,8) = a8 (y+8 Q) [@(y+8 0)*'Q'(v), ye(0,1), (2.1)

emque ¥ € Re & > 0. A seguir, apresenta-se as expressdes para as novas fun¢des densidade
de probabilidade obtidas a partir da Tabela 1. No decorrer da dissertagdo chamaremos as novas
distribuicdes dadas em 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 de distribuicdo poténcia logistica (PNL para abreviar),

distribuicao poténcia cauchy (PNC), distribui¢do poténcia normal (PNN) e distribui¢io poténcia
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gumbel (PNG). Além do mais, a notagdo usada para tais distribui¢des como Y ~ PNL(«, 8,7),
Y ~PNC(@,0,7),Y ~PNN(«,0,y) e Y ~PNG(c,9,7).

Tabela 1 — Fungdes quantilicas e suas derivadas

Distribui¢io oy Qll()’)
Logistica log (
Caguchy tan (i <()1/y>%) E: sec)Z) ((17tl_yy )— 3))
Nomal | 70 | @)
Gumbel |—log(—log(y)) yiog(1/y)

Proposicdo 1. (Distribui¢do Poténcia Normal Logistico (PNL).) Seja Y ~ PNL(«, 8,7), em que

Q(+) corresponde ao quantil da distribui¢do logistica padrdo, entdo a f.d.p é dado por

0 - 0 —y)e-t
fy(y;a’y’5)2a5¢(}’+5l g(y/1 yy()l)[j);;/+51 gv/1—y)] 7 2.2)

emqueyé€ (0,1), ¢ >0,8>0eyecR. Note-se que quando @ = 1 a distribui¢do PNL se reduce

a distribuicdo Johnson Sp dada por 1.3.
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Figura 3 — Exemplos de curvas da f.d.p de Y ~ PNL(«, 8, 7) para alguns parametros.



2.1. Distribuigcdo Poténcia Normal Logistica, Cauchy, Normal e Gumbel 31

A figura 3 mostra gréficos de f.d.p de distribui¢do ¥ ~ PNL(«, 8, y) para vdrias confi-
guragdes de parametros. Nota-se que as densidades podem assumir diferentes formas, a saber:
unimodal, assimétrica, J e J invertido. Para assumir forma unimodal e assimétrica a direita basta
¥ < 0com 6 e a maiores a 1. Entanto, toma a forma unimodal e assimétrica a esquerda se ¥ > 0
com J e o maiores a 1. Para as forma J é necessario § préximo a 0 e y > 0; e J invertido se d

proximo a 0 e ¥ < 0 sendo que & > 0. E sera simétricaquando o — 1ey— 0

Proposicao 2. (Distribui¢do Poténcia Normal Cauchy (PNC).) Seja Y ~ PNC(«, d,7), em que
Q(+) corresponde ao quantil da distribui¢do cauchy padrio, entdo a f.d.p é dado por

fr(v:0,7,6) = 1089 (y+ S tan(n(y —0,5))) [ (y+ S tan(z(y — 0,5)))]* ' sec?(m(y—0,5)),
(2.3)

emqueye (0,1),a>0,6>0eyveR.
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Figura 4 — Exemplos de curvas da f.d.p de Y ~ PNC(a, 0, y) para alguns pardmetros.
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A figura 4 estdo expressos os graficos da f.d.p da distribui¢do PNC para algunas triplas
de parametros. Assim como a distribuicao PNL pode assumir as formas unimodal e assimétrica.
Nesta distribuicdo ndo é possivel obter as formas J e J invertido. Assim, quando y > 0 é
assimétrica unimodal a esquerda e ¥ < 0 € assimétrica unimodal a direita, em ambos os casos

o >0e d > 0.E é simétrica quando Yy — 0 com o — 1.

Proposicio 3. (Distribuicdo Poténcia Normal Normal (PNN)) Seja ¥ ~ PNN(«, §,7), em que
Q(+) corresponde ao quantil da distribui¢do normal padrfo, entéo a f.d.p é dado por
_ _ -1
_ad¢ (y+827'(y)) [@(v+8d7()]"

fY(y;OC,'}’,S) - ¢(CI)_1(y)) s (2.4)

emqueye€ (0,1),a>0,0>0eyeR.
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Figura 5 — Exemplos de curvas da f.d.p de Y ~ PNN(«, §,7) para alguns pardmetros.

A figura 5 exibe graficos da f.d.p da distribuicdo PNN para algunas triplas de parametros
(a,0,7).Se y>0com § — 0 e a livre assume forma J, e é J invertido se ¥ < 0. Ndo obstante
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assume forma assimétrica unimodal a direita se Y <0 com o > 0 e 6 > 1; e é assimétrica
unimodal a esquerda se v > 0 sendo que & > 0 e 6 > 1. E a distribuigdo serd simétrica se ¥ — 0

e — 1.

Proposicdo 4. (Distribui¢do Poténcia Normal Gumbel (PNG).) Seja Y ~ PNG(a, d,7), em que

O(+) corresponde ao quantil da distribui¢do gumbel padrio, entdo a f.d.p é dado por
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Figura 6 — Exemplos de curvas da f.d.p de Y ~ PNG(«, 8, 7) para alguns parimetros.

Analogamente as distribu¢des PNL e PNN a Figura 6 exibe as formas que assume a
distribui¢do PNG para diferentes configuracdes dos tres pardmetros. Se ¥ > 0 com § — 0 e
o > 0 temos forma J invertida. Assume a forma J quando ¥ < 0 com 6 préximo a 0 e a > 0.

Entanto, a distribui¢do PNG assume forma assimétrica unimodal a esquerda se Y > 0 com o > 0
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ed > 1;amesmaregrase Yy >0 a > 0e d > 1 entdo a distribui¢do exibe uma forma assimétrica

unimodal a direita.

Com base nos graficos apresentados nas figuras 3, 4, 5, e 6, percebe-se que as distribui-
¢des PNL, PNC, PNN e PNG sao bastante flexiveis e sdo uma alternativa interessante, quando
comparada a outras distribui¢des que tém o suporte limitado (0, 1), para a andlise de dados

univariados.

Apresentam-se a seguir resultados das distribuicdes PNL, PNC, PNN e PNG os quais
estdo no Apéndice A.1.

Proposicao 5. Seja Y a varidvel aleatoria que segue uma das distribuicoes 2.2, 2.3, 2.4 ou 2.5

entdo, f.d.a bem dada por
Fy(y:,7,8) = [®(y+6 Q(y)]*, y€(0,1),
em que Q(-) segue da Tabela 1, @ >0,y€ R, 4 > 0.

Proposicao 6. O r-ésimo momento da distribuicdo que segue 2.2, 2.3, 2.4 ou 2.5 bem dada por

E[Yr]: Z (r),}/(Srk.urkv }":1,2,...,

=0 \k
emquea>0,0>0ycRe
1
Uy = a/ [G(CID_l(u))}kua_ldu, (2.6)
0

com G(-) segue da Tabela 2 e yy = 1.

Tabela 2 — funcdes quantilicas

Distribui¢do | Fungao quantilica G(u)
=

Logistica (1 +exp(—u))
Cauchy % arctan (u) +0,5
Normal D (u)

Gumbel exp (—exp (—u))

em que x4(0) é o q-ésimo quantil da distribuigdo poténcia normal, onde 0 < g < 1.
Embora os momentos ndao possuam uma forma fechada, eles existem devido ao suporte das
distribui¢des PNL, PNC, PNN ou PNG e portanto a integral em (2.6) tem que ser computada

numericamente usando software como o R.

Proposicao 7. Seja Y a varidvel aleatdria que segue uma das distribui¢des 2.2, 2.3, 2.4 ou 2.5.

Entdo, o g-ésimo quantil € dada por
a _
yg=0"" ()CQ(TH/) 0<g<l,

em que Q! (-) representa uma fungdo quantilica dada na Tabela 2 e x () € o g-ésimo quantil

da distribuicao poténcia normal.
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A partir da proposicao 7, segue-se que as medianas das distribuicdes PNL, PNC, PNN e
PNG denotadas por ¥pNL, WPNC, WPNN € WPNG, Tespectivamente dadas por

Yot = {1 +exp <— (’%H)) }_1 : (2.7)

YpNC = %arctan (%) +0,5; (2.7b)

o (xos(0) =7
YpnN = P (—6 ) ;

WPNG = EXp (— exp (— (%’) )) . 2.7d)

em que xo 5() é a mediana da distribui¢do poténcia normal padrdo. Além do mais, a proposi¢do

(2.7¢)

1 € uma geracado simples de pseudo-aleatério de distribuicao PNL, ou seja, X € uma varidvel
aleatdria com distribui¢do poténcia normal que pode ser gerada por exemplo usando powdist

pacote de R Anyosa, Bazan e Lemonte (2017), entdo a varidvel aleatdria

tem a distribuicdo PNL(, 0,7). Ademais, a partir das proposi¢des 1,2, 3 e 4 podem-se obter as
medidas da assimetria dos modelos usando o coeficiente quartilico de assimetria ou férmula de
Bowley KENNEY e KEEPING (1954), que € definido como

_ Y075 +Y025 —2Y
Y0,75 — Y0,25

B

em que yo 25 € o valor quartil inferior, ¥ € o valor mediano e y( 75 € o valor do quartil superior.
O coeficiente quartilico B esta sempre comprendido no intervalo [—1,+1]. Quando B=10 a
distribuicdo € simétrica, se 0 < B < 1 a distribuicao € assimétrica a direita, e quando —1 < B <0

a distribui¢do € assimétrica a esquerda.

Na Figura 7 mostra a medida da assimetria para alguns parametros dos modelos PNL,
PNC, PNN e PNG; as figuras indicam que as distribuicao sdo simétricas quando o« — 1 e
Y — 0, portanto os parametros ¢ e Y controlam a assimetria das distribuicdes PNL, PNC, PNN
e PNG.
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Figura 7 — Coeficientes de assimetria das distribui¢des PNL, PNC, PNN e PNG para alguns parametros.

Proposicao 8. Se Y segue uma das distribui¢des PNL, PNC, PNN ou PNGcoma =1¢e y=0,

entao

(i) A mediana das distribui¢des PNL, PNC e PNN é y = 1/2. Entanto que, se Y segue PNG

a mediana é 1/e.
(ii)) SeY segue PNLamédiadeY é E(Y)=1/2.

(iii) A f.d.p das distribuicoes PNL, PNC e PNN sao simétricas em (0,1) e em torno a E(Y) =
y=1/2.

Proposicdo 9. SejaY ~ PNL(a,d,7). Entao 1 =Y ~ PNL(a, 5, —7)
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A proposicdo 9 implica que a distribui¢do refletida do PNL também é um membro da
familia PNL. Devido a essas propriedades, a medianade 1 —y é 1 — y, em que Y é mediana de
Y.

As tabelas 3, 4, 5 e 6 sdo apresentados as médias e variancias das distribui¢des PNL, PNC,
PNN e PNG respectivamente, para diferentes combinagdes de seus parametros, tais medidas
foram obtidas numericamente usando a fungao integrate do software R (R Core Team, 2019);
veja que para as quatro distribui¢des a primeira coluna de parametros € variado o pardmetro o
e mantindo os demais parametros constantes, e os valores respectivos das médias e variancias
ndo variam muito. Agora na segunda coluna de pardmetros é variado o pardmetro 8 mantendo
os demais pardmetros constantes, esta varia¢do do parimetro  influencia na varia¢do da média
consideravelmente. E na terceira coluna de pardmetros y € variado e os demais parametros
sao mantidas constantes, observa-se que a variacdo do parametro 7, influencia principalmente
no valor da variincia. Desta forma, pode-se dizer que o pardmetro d é o pardmetro que esta
relacionado com a locagdo do modelo, e o pardmetro Y estd relacionado com a dispersdao do

modelo.

Tabela 3 — Média e varidncia da Distribuicdo PNL obtidas numericamente para diferentes valores dos

parametros
Pardmetro Média  Varidncia Pardmetro Média  Varidncia Parametro Média  Variancia
a=1 a=1,2 a=2
y=1 0,3840 0,0125 y=3 0,1469 0,0062 y=0,1 0,5710 0,0171
5§=2 §=1,5 §=1,5
a=1,5 a=1,2 a=2
y=1 0,4220 0,0010 y=3  0,2048 0,0057 y=0,8 0,4630 0,0166
0=2 6=2 0=1,5
a=2 a=1,2 a=2
y=1 0,4476 0,0096 y=3  0,2495 0,0048 y=1,5 0,3580 0,0138
0=2 6=2,5 60=1,5
a=2>5 a=1,2 a=2
y=1 0,4666 0,0088 y=3 0,2838 0,0048 y=2 0,2890 0,0122
§=2 5§=3 5§=1,5
a=3 a=1,2 a=2
y=1 0,4810 0,0086 y=3 0,3105 0,0032 y=4 0,1020 0,0028
5§=2 8§=3,5 5§=1,5
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Tabela 4 — Média e variancia da Distribui¢do PNC obtidas numericamente para diferentes valores dos

parametros

Pardmetro Média

Variancia Parimetro Média

Variancia Parametro Média

Variancia

a=1 a=1,2 a=

y=1 03711 0,0144 y=3 0,1680 0,0033 y=0,1 0,5792 0,0188
0=2 6=1,5 60=1,5

a=1,5 a=1,2 a=2

y=1 04113 0,0141 y=3 0,2074 0,0035 y=0,8 0,4582 0,0212
0=2 6=2 60=1,5

a=2 a=1,2 a=2

Yy=1 04393 0,0133 y=3 0,2411 0,0033 y=1,5 0,3567 0,0153
0=2 6=2,5 60=1,5

a=2,5 a=1,2 a=2

y=1 04612 0,0124 y=3 0,2679 0,0031 y=2 0,2896 0,0106
0=2 6=3 0=1,5

a=3 a=1,2 a=2

y=1 04773 0,0115 y=3 02915 0,0027 y=4 0,1371 0,0013
0=2 6=3,5 0=1,5

Tabela 5 — Média e variancia da Distribuicdo PNN obtidas numericamente para diferentes valores dos

parametros
Parametro Média Varidncia Pardmetro Média  Varidncia Pardmetro Média  Varidncia
a=1 a=1,2 oa=2
Yy=1 0,327 0,0271 y=3  0,0549 0,0507 y=0,1 0,606 0,0348
5§=2 §=1,5 §=1,5
a=1,5 oa=1,2 a=2
Yy=1 0,382 0,0241 y=3 0,0998 0,0066 y=0,8 0,444 0,0369
5§=2 §=2 §=1,5

a=2 a=1,2 oa=2
y=1 0,420 0,0226 y=3 0,144 0,0071 y=1,5 0,292 0,0287
60=2 6=2,5 o0=1,5

a=2,5 a=1,2 o=2
y=1 0,448 0,0213 y=3 0,183 0,0069 y=2 0,201 0,0205
0=2 6=3 o0=1,5

a=3 a=1,2 =2
Yy=1 0,471 0,0192 y=3 0,217 0,0059 y=4 0,0228 0,0012
§=2 5§=3,5 §=1,5
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Tabela 6 — Média e variancia da Distribuicio PNG obtidas numericamente para diferentes valores dos
parametros

Pardmetro Média Variancia ParAmetro Média  Varidncia Pardmetro Média  Variincia

a=1 a=1,2 a=2

Yy=1 0,215 0,0206 y=3 0,0178 0,0019 y=0,1 0,469 0,031
0=2 6=1,5 o0=1,5

a=1,5 a=1.2 a=2

y=1 0,262 0,0198 y=3 0,0378 0,003 y¥y=0,8 0,321 0,0306
0=2 6=2 o0=1,5

a=2 a=1,2 a=2

y=1 02950019 y=3 0,033 0,0038 y=1,5 0,185 0,0221
0=2 6=2,5 o0=1,5

a=2,5 a=1,2 a=2

y=1 0,321 0,018 y=3 0,0902 0,0042 y=2 0,111 0,0138
0=2 6=3 60=1,5

a=3 a=1,2 oa=2

Yy=1 0,342 0,016 y=3 0,116 0,0041 y=4 0,0039 0,0003
0=2 6=3,5 0=1,5

2.2 Inferéncia

Nesta sec¢do, vamos abordar os procedimentos inferenciais para a estimacao dos parame-

tros via méxima verossimilhanga para as distribui¢des PNL, PNC, PNN e PNG.

Dada uma amostra aleatéria Yy, ..., Y, de uma distribui¢do PNL, PNC, PNN ou PNG com
o vetor de parametros desconhecidos ¥ = (@, 8,7) ", e com f.d.p dada por 2.2, 2.3, 2.4 ou 2.5
respectivamente; a fungio de log-verossimilhanca para ¥ = (&, 8,7) " dadoy = (y1,y2,...,ya)

¢é escrita como

((B:y) = i {log(a8) +1og(9(y+80(v))) + (a — 1) log(P(y+ 8Q(v:))) +log(Q'(v)) }

i=1
(2.8)
em que Q(-) é uma das fungdes quantilicas da Tabela 1 e Q(-) é a derivada da distribuigdo
quantilica logistica, cauchy, normal ou gumbel segundo seja o caso dada na Tabela 2. A funcao
escore € determinada a partir das primeiras derivadas da fun¢o log-verossimilhanga ¢(?9;y) em

relacdo a cada um dos parametros e sd@o dadas pelas expressoes seguintes

Uo =520 =2 4 Y log (@(r+50(1))) 29)
i=1
d(By) n 9 (r+ 5Q(yi)) , R ¢ (Y+600) /.
U, — oU(B:y) _ Z ¢’( +380(vi)) Z +5Q y,)) @11

Y =o(v+ 5Q(yz>) = 7+ 00(yi))
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As estimativas de maxima verossimilhanga (EMVs) de 9 sdo os valores que maximizam a fung¢ao

log-verossimilhanca dada em (2.8), o que € equivalente a resolver o sistema de equagdes nao

lineares
26(9:y))
v(®)= o ‘ﬂ:?& =0
dL(V ~
Dessa maneira, resolvendo a equagao 8((1 ) ‘0—5 = 0, obtém-se uma expressao para o dada
por -
a=—— " (2.12)
Y log(®(¥+80(v)))
i=1

Entanto, como ndo € possivel encontrar uma expressdo analitica fechada para ¥ e § entdo,

UMW) B
dy ‘ﬂ:ﬁ —Vc WL,:;’ = 0, obtemos as

de maneira andloga resolvendo as equacoes

seguintes equagoes

n o /6\ i Y g i
5 ¢ (A+AQ(y )) _1-®)¥ ¢ (7:+ AQ(y )) 2.13)
i=1 ¢ (y+ 6Q(yi)> i=1 ‘1><Y+ 5Q(yi))
§=——r— - A 5 (2.14)
¢ (Z""AQ(yi)) r(@—1) ¢(Z+ AQ(yi)) 0(y:)
i=1 L $(Y+60(v)) (7 +80(yi))

Entretanto, ndo conseguimos obter expressoes fechadas para as EMV’s dos parametros dos
modelos PNL, PNC, PNN e PNG. As estimativas de mdxima verossimilhanca sdo obtidas a partir
da maximizacdo da fun¢do log-verossimilhanc¢a por meio de algum método Newton-Raphson tal

método aparece como subrotina do software R.

A inferéncia sobre os parametros sdo feitas usualmente por médio da normalidade
assintética dos EMV, segundo Hinkley e Cox (1974) sob as condigdes de regularidade usuais 9

e I(19) sdo estimadores consistentes de ¥ e I(19), respectivamente, em que I(1) é a matriz de

informacao de Fisher avalidada em 9 e definida como

Pz

19) :E{ 999"

A medida que o tamanho da amostra cresce pode-se mostrar que
B ~N3(8,1(8) ")

No entanto, a expressdo I(9) para as distribui¢des PNL, PNC, PNN e PNG n#o apresenta forma
fechada. Porém, Efron e Hinkley (1978) mostram que uma aproximacao para I(9) pode ser feita
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_9%(By)
ECEr N

utilizando a matriz de informacédo observada J(9) = avaliada em ¥ = 9, isto é

[ 0%(®:y)  JH(Biy)  9%(Biy)]
 da?  dads  dady
1(3) _ _925(19;)’) _826(19;)’)
952 989y
RACH))
i I

B=(,8,7)

em que os elementos da matriz de informacao observada estao apresentados no apéndice A.2.
Por outra parte, considerando a normalidade assintética dos EMV de ¥, podemos construir

intervalos de confianca assintdticos para os parametros em estudo. Portanto,

~

(%) —z1_¢ nEP(3;): 0 +21_¢ ,EP())), para j = 1,2,3 (2.15)

sao intervalos de confianca assintéticos de ¥}, para j = 1,2, 3, com coeficientes de confianca
100(1 — &)%. Sendo EP(aj) ¢ o erro padrdo do EMV de 9; obtida pela raiz quadrada do j-ésimo
elemento da diagonal da inversa da matriz de informacdo observada avaliada em de 21-¢2 €0

quantil 1 — £ /2 da distribui¢do normal padrio.

2.2.1 Estudo de simulacao sem covariaveis dos modelos PNL, PNC,
PNN e PNG

Nesta secdo, um estudo de simulagdo € desenvolvido para avaliar o desempenho das
propriedades assintéticas das estimativas via médxima verossimilhanga dos parametros dos
modelos PNL, PNC, PNN e PNG. Isso foi feito calculando a média, o desvio padrdo (DP), as
médias do erro padrao (MEP), o viés e a raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM) e estas

quantidades sao definidas como segue

Média — - f‘, 108 (2.16a)
Mi:l /
M
MEP = Y Epl); (2.16b)
Mi:l !
L& =0
Viés = M,Zl (8- 9;): (2.16¢)
Ly (50 5.
REQM — \/1\_4 ; (ﬁj _ 19,) (2.16d)

Em que EP; € o erro padrio correspondente a estimativa do pardmetro j, que € obtida calculando
a raiz quadrada do j-ésimo elemento da diagonal da inversa da matriz de informacao observada,
para j=1,2,3 ¢ 1/9\]@ ¢ a estimativa de ¥, na i-ésima amostra para 9¥; € ¥ = (¢, 5,) eM

€ o nimero de simulacdes. E com o objetivo de avaliar a qualidade da estimacgdo intervalar,



42 Capitulo 2. Novas distribuicées da familia Poténcia Normal

obtivemos a probabilidade de cobertura (PC) de 95% de confianga para os parametros em estudo

os quais foram obtidos a partir da expressdo 2.15.

A simulag@o sem covaridveis para o vetor de pardmetros ¥ = (@, 5,7y) dos modelos
propostos PNL, PNC, PNN e PNG se considero os seguintes cendrios ¥ = (a,6,7):

e Cendrio 1: ¢ = (2;1;0,20) e fixando 6 =4 e y=2.

e Cendrio 2: o = (1,5;2,5;0,50) e fixando d =3 e y= —2.
De maneira adicional consideramos tamanhos de amostra n = (50, 100,200,400, 800) e levamos
em conta M = 1000 simula¢des em todos os cendrios. Para simular uma amostra aleatdria sob os
supostos dos modelos seguimos o seguinte procedimento:

i. Fixemos os valoresdene ¥ = («,0,7)

ii. Para cada i = 1,2,...,n foram geradas variavéis aleatérias PNL, PNC, PNN ou PNG

respectivamente dadas pelas expressoes

1

yi= e )
1 +exp <— <x—qi(O;) Y))

1 X (o) —
yi:%arctan<M>+O,5, o>0,0>0eyeR;

a>0,0>0eyeR;

0

L (o) —
yl:cP(M), o>0,6>0eveR,

yi = exp <—exp (— C%/)))? o>0,06>0eyeR.

em que xfﬁ (a) foi gerada a partir da fungio quantilica normal padrdo N(0, 1) avaliada em
1/a
g;'", comg; ~U(0,1).

Os resultados sdo apresentados nas tabelas 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 e 14.

e A Tabela 7 apresenta os resultados das simulagdes para o modelo PNL com parametros
0=4,y=2e a=2;1,0,20. Nota-se para as trés configura¢des a medida que o tamanho
da amostra aumenta, as EM Vs sdo proximas aos valores verdadeiros dos parametros em
média. Observe-se que em moddulo o viés, e a raiz do erro quadratico médio sdao préximos
de zero e tendem a diminuir a medida que o tamanho da amostra aumenta. Além do
mais, a média dos erros padrdes e os desvios padrdes sdo aproximadamente iguais com o
incremento do tamanho da amostra. Adicionalmente, o valor da probabilidade de cobertura

€ préxima ao valor de 95% para todos os casos. Entanto a Tabela 8 apresenta os resultados
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da simulag¢do do modelo PNL com pardmetros 6 =3, y= -2 com a = 1,5;2,5; ¢ 0,50.

As interpretacdes dos resultados sdo andlogas a Tabela 7.

e As Tabelas 9 e 10 apresentam os resultados de simulacdo para o modelo PNC com
os pardmetros § =4, y=2e a2 =2;1;0,20e 6 =3, y= -2 com a = 1,5;2,5; ¢ 0,50.
Perceba-se que para os trés cendrios as EM Vs sdo proxima aos valores reais dos parametros,
a partir com uma amostra de tamanho 200 em relagdo ao pardmetro & entanto que para os
pardmetros 4 e ¥ com tamanho da amostra 100. Por outra parte, observe-se que em médulo
o viés e a raiz do erro quadratico médio sdo préoximos de zero e diminuem para amostras
grandes. Adicionalmente, a média dos erros padrdes e os desvios padrdes sdo semelhantes
com o incremento do tamanho da amostra. E finalmente o valor da probabilidade de

cobertura é préxima ao valor de 95% para todos os parametros.

e As Tabelas 11 e 12 apresentam os resultados de simulagdo para o modelo PNN com os
pardmetros 0 =4, y=2¢ o = 2;1,0,20. Veja que as EMVs sdo préximas em media aos
valores reais dos parametros a partir de uma amostra de tamaho 400 com relacdo ao « e
para os outros parametros a partir de uma amostra de tamanho 100. Observe-se também
que o viés e a raiz do erro quadratico médio tendem a zero para amostras grandes. Por
outra parte, a média dos erros padrdes e os desvios padrdes sdo aproximadamente iguais a
medida que o tamanho da amostra aumenta. E finalmente em relacdo a probabilidade de

cobertura é préxima ao valor de 95%.

e Os resultados das simulagdes do modelo PNG nas tabelas 13 e 14 apresentam resultados
andlogos aos modelos PNL, PNC e PNN.

Em resumo, foi mostrado que os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros dos

modelos propostos possuem boas propriedades assintoticas.
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2.3 Estatisticas de Teste

Na literatura que trata sob as estatisticas de teste usuais para modelos paramétricos sao
as estatisticas da razdo de verossimilhanca Wilks (1938) , escore Rao (1948), Wald Wald (1943)
e gradiente Terrell (2002). A formulacao das estatisticas para o caso de uma hipétese nula simple

sdo apresentadas a continuacao.

Sejam £(9), U(89) e I(¥) a fungdo de log verossimilhanga, a fungdo escore e a matriz
de informac@o de Fisher para um vetor paramétrico ¥ = (d,...,%)' de dimensdo k, respec-
tivamente e seja I(9)~! a inversa de I(1). Considere a particio ¥ = (8,9, )", em que as
dimensoes de ¥ e ¥, sdo k — g e g, respectivamente. Suponha que o interesse esteja em testar a
hipétese nula Hy : 9, = 19&0) versus a hipotese Hy : ¥, # 1920), em que 1950) ¢ o vetor especifico,
e ¥ um vetor de parimetros de perturbagdo. A partir da parti¢do de 9, temos as parti¢des

correspondentes

N (Ul U\ Iﬂ_lll I, Iﬁ_l_I” 1
v(e)=whug)" )= 2y = | L
21 I

As estatisticas comumente usadas para testar Hy versus H; sdo razao de verossimilhanca (Sir),

escore de Rao (Sgr), gradiente (Sg) e Wald (Sw) que sdo definidas respectivamente pelas

expressoes
Sir = 2[6(8) — 6(B)]; 2.17)
Sw= (9, —8) T2 (9, - 8); (2.18)
SkR=Ug,I"'Uy, ¢ (2.19)
S =Ug, (8, —0Y)). (2.20)

nos quais S = (5;,5;)T e = (51T71~9;0)T

: . o , ~22 ~
irrestritas e restritas (isto é, em Ho) de 9 = (9,9, )|, respectivamente, I = I?>(9), I*2 =

)T sdo as estimativas de maxima verossimilhanga

122(5) eU 9, =U ,92(13). Observe-se que a estatistica de gradiente Sg tem uma forma muito
simples e nao envolve a matriz de informac¢do, nem esperada e nem observada, ao contrario
de Sw e Sr. Sob a hipétese nula Hy, essas estatisticas tém uma distribuicao assintética %qz, em
que g representa o nimero de restricdes impostas por Hy. A hipétese nula € rejeitada para um
dado nivel nominal, digamos {, se o valor observado da estatistica de teste exceder o quantil

100(1 — &) % superior da distribui¢do xqz.

2.3.1 Estatisticas de teste sem covariavel em modelos PNL, PNC,
PNN e PNG

A seguir, vamos considerar os testes estatisticos S R, Sw,Sr € Sg em modelos PNL, PNC,

PNN e PNG para testar uma hipétese nula simple Hy : @ = 1 versus Hy : & # 1. Primeiro, vamos
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considerar o caso independente e identicamente distribuidas. E no préximo Capitulo, o caso

independente com estrutura de regressao serd levado em consideragao.

Dada uma amostra observada Y1, ...,Y, de uma distribuicdo PNL, PNC, PNN ou PNG
com o vetor de parAmetros de interesse ¥ = («,8,7) ", e com f.d.p dada por 2.2, 2.3, 2.4 ou
2.5 respectivamente; a funcdo de log-verossimilhanga dada por 2.8, fornecem as componentes
do vetor score U(8) = (Ua,Ua,Uy>T que sdo 2.9, 2.10 e 2.11; por outra parte devido a que
a a matriz de informac@o de Fisher (1) ndo apresenta uma forma fechada entéo vamos usar
J (1/5) que é a matriz de informagdo observada. Além do mais, os parimetros d e ¥ atuam como
parimetros de perturbacgio e = (1, 5 ,¥) " representa a estimativa de ¥ = («,5,7)" sob a
hipétese nula. As estatisticas SLr,Sw,Sr € Sg definidas nas equagdes 2.17, 2.18, 2.19 e 2.20
respectivamente para testar a hipétese nula Hy : @ = 1 versus H; : @ # 1 s@o dadas pelas seguintes

expressoes

o _(&-1 g

V= \Ep(a)/ -
Sob a hipétese Hy : o = 1 as estatisticas SLr,Sw,Sr € Sg tém distribui¢do assintéticamente
Qui-quadrado com um grau de liberdade ( )512). A hipétese nula € rejeitada se o valor observado

da estatistica de teste exceder o quantil 100(1 — §)% superior da distribuicdo 9512 Por outra parte,

fazendo o = 1 nas equacdes 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 entdo temos

_ 0¢(y+6log(y/1—y)).

fr(y:1,7,6) = Sa—) ; (2.21a)

fr(y;1,7,8) =nd¢ (y+ dtan(m(y—0,5))) secz(n'(y—O,S)); (2.21b)
0 Sp!

fr(3:1,7,6) = ¢(¢y(;?zy))(y )), (2.21¢)
S¢(y— 8log(—

fr(3:1,7,6) = oy yk}z(gl(/yl)og(y)))- (2.21d)

Dado que as equacdes 2.21a, 2.21b, 2.21c e 2.21d sdo casos particulares de 2.2,2.3,2.4 e 2.5
respectivamente, € dizer sdo modelos encaixados. A seguir vamos fazer estudos de simulacdo

sem covariaveis para verificar esta afirmacao.
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2.3.2 Estudo de simulacao sem covariavel em modelos PNL, PNC,
PNN e PNG

A secdo a seguir apresentamos um estudo de simulag@o sem covaridveis com a finalidade
de avaliar a performance da distribui¢ao da estatistica gradiente (Sg) com as distribui¢des das
estatisticas da razdo de verossimilhanca (SyRr), escore (Sr) e Wald (Sw), para os modelos PNL,
PNC, PNN e PNG, em testar as hip6teses: Hy : & = 1 contra H; : & # 1, para amostras pequenas,
moderadas e grandes. Neste caso, sem covaridveis, o estudo de simulagdo € baseado na estimagdo
da taxa de rejeicao das distribuicdes empiricas para as quatro estatisticas assumindo a hipdtese

nula.

Foram consideradas 10000 réplicas de Monte Carlo utilizadas na comparacao do tamanho
do teste e os niveis nominais dos testes foram 1 = 1%, 5% e 10%. Esta configuracdo foi
realizada em seis diferentes tamanhos de amostras n = 30,50, 100,200,400 e 800. Em cada
caso, considera-se a varia¢do de 0 e . Os valores de 6 e y foram escolhidos para a geragio de
zeros. A implementacdo das simulacdes foi desenvolvida no software R (R Development Core
Team, 2019) e os resultados da taxa de rejeicao estdo apresentados nas Tabelas 15,16, 17 e 18. E
observa-se que os valores das taxas de rejeicao sao aproximados ao valor nominal do teste na

medida que aumenta o tamanho das amostras

A partir das Tabelas 15, 16, 17 e 18 representam os resultados das simulacdes para os
modelos PNL, PNN, PNG e PNG respectivamente, observam-se que as taxas de rejei¢do nula do
teste gradiente apresenta uma boa aproximacao aos valores nominais para tamanhos amostrais (n
=100, 200, 400 e 800) comparados com os resultados dos testes usuais. A medida que aumenta
o tamanho das amostras o teste gradiente € equivalente aos testes de escore, Wald e da razdo de
verossimilhanca para testes de hipdteses em relacdo ao parametro de . Note-se que as taxas do

teste de razao de verossimilhanga sdao superestimadas em alguns casos.
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2.4 Aplicacao

Nesta secdo ilustra-se a utilizacdo dos modelos PNL, PNC, PNN e PNG para ajustar
dados limitados no intervalo (0, 1). Para isso foi considerado o conjunto de dados introduzidos
por Siegel, DeSantis e Jemal (2014). que trata de dados de cancer colorretal nos Estados Unidos
Americanos (EUA) entre os anos 2006 e 2010. Dos dados considerou-se a taxa de incidéncia de
cancer colorretal como a varidvel de interesse (Y), em que essa taxa de incidéncia foi calculada
pelos autores por 100000 habitantes, isto é

nimero de casos de incidéncia de cancer colorretal

100000 habitantes

Na Tabela 19 sdo apresentados as medidas descritivas da taxa de incidéncia de cancer colorretal

Taxa de incidéncia =

nos EUA, e pode-se ver que a taxa de incidéncia tem uma distribui¢io ndo simétrica com certa

assimetria a direita, isto também € conferido pelo histograma na Figura 8

Tabela 19 — Medidas descritivas da taxa de incidéncia de Cancer Colorretal nos EUA

Minimo |1 Quartil | Mediana|Média |3 Quartil | Maximo
0,240 | 0,385 0,460 |0,469| 0,540 | 0,766

Em virtude que os dados pertencem ao intervalo (0, 1), assuma-se que Y segue uma das
distribui¢cdes PNL, PNC, PNN e PNG. Os parametros foram estimados para cada uma delas pelo

método de maxima verossimilhanga.

A partir das expressoes 2.12, 2.13 e 2.14, obtém-se as estimativas de maxima veros-
similhancga para os pardmetros dos modelos propostos, os quais sdo mostrados na Tabela 20
conjuntamente com o erro padrdo. E com a finalidade de comparar tais modelos, os dados
também foram ajustados com os modelos S de Johnson e Beta.

Tabela 20 — Estimativas de maxima verossimilhanca e erro padrdao dos parametros dos modelos PNL,
PNC, PNN, PNG, Sp de Johnson e Beta para a taxa de incidéncia de cancer colorretal

Modelos
Parametro PNL PNC PNN PNG SpJohnson Beta
o 12,974 14,985 13,258 13,055

EMV Y 1,827 1,881 1,836 1,167 0,269 8,950
0 1,204 1,380 1,939 1,747 2,125 10,092

o 6,584 10,638 8,162 6,634
EP 0 0,232 0,316 0,280 0,288 0,841 0,068
Y 0,121 0,181 0,226 0,170 0,951 0,101

Além disso, foram feitas testes de Aderéncia (teste de Kolmogorov Smirnov) com o
objetivo de verificar se os dados da amostra se ajustam bem aos modelos PNL, PNC, PNN e PNG.
Para as distribui¢cdes PNL, PNC, PNN e PNG, a hipé6tese nula do teste de distribuicdes continuas

Kolmogorov Smirnov é Hj : o conjunto de dados segue a distribuicdo correspondente e a hiptese
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alternativa € H; : a distribuicao da populag¢do da qual a amostra € escolhida ndo segue a distribui-
cdo PNL, PNC, PNN ou PNG. A seguir apresentam-se a estatistica de Kolmogorov—Smirnov (D)

e o valor p respectivo a cada uma das distribuicdes

Tabela 21 — Resultados do Teste de Kolmogorov Smirnov

Modelo D valor p
PNL 0,034 0,952
PNC 0,046 0,719
PNN 0,035 0,939
PNG 0,078 0,620

A partir da Tabela 21 os valores da estatistica de Kolmogorov-Smirnov D sdo pequenos
e os valores de p > 0,05, portanto, ndo podemos recusar a hipdtese nula. Portanto, o conjunto de
dados da amostra seguem cada uma das distribui¢cdes PNL, PNC, PNN e PNG.

Por outra parte, para comparar os modelos ajustados, utilizamos os critérios de infor-
macao de Akaike (AIC) (BOZDOGAN (1987)), e o Critério Bayesiano de Schwarz (BIC)
(SCHWARZ (1978)) apresentados na tabela 22, indicam que o modelo PNL ajusta melhor os

dados, como ilustra a Figura 8.

Tabela 22 — Critérios de comparacgao dos modelos AIC e BIC para os modelos PNL, PNC, PNN, PNG, Sp
de Johnson, e Beta para a taxa de incidéncia de cincer colorretal.

Critérios
Modelo AIC BIC
PNL -346,709 -336,529
PNC -346,434 -336,254
PNN  -346,356 -336,175
PNG  -344,143 -333,962
Sp Johnson -338,787 -331,999
Beta -338,003 -331,216
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Figura 8 — Ajustes dos dados nos modelos PNL, PNC, PNN, PNG, S; Johnson e Beta

2.5 Conclusao

Neste Capitulo foi introduzido uma familia de modelos estatisticos para modelagem
de dados no intervalo (0,1), que foram denominadas de modelo PNL, PNC, PNN e PNG.

Estos modelos foram baseados a partir de uma composi¢ao das distribui¢cdes poténcia normal e

logistica padrdo, cauchy padrao, normal padrao e gumbel padrio. Para os modelos propostos

foram estudadas as suas propriedades, e foram feitas as estimac¢des dos parametros dos modelos

pelo método de mdxima verossimilhanca e apresentam-se também as estatisticas de teste para os

modelos PNL, PNC, PNN e PNG. E, por tltimo, um conjunto de dados reais de cancer colorretal

foi ajustado com varios modelos notando que o modelo proposto PNL € o que melhor ajusta esse

conjunto de dados.






63

CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO POTENCIA
NORMAL LOGISTICA, CAUCHY, NORMAL E
GUMBEL

Neste Capitulo, os modelos PNL, PNC, PNN e PNG sao estendidos para um modelo de
regressao. Sao desenvolvidos procedimentos inferenciais baseados na teoria de maxima verossi-
milhanc¢a e também sdo avaliadas as propriedades dos estimadores de médxima verossimilhanca
por meio de um estudo de simulagcdo. Além disso, apresenta-se os testes de gradiente, escore,
Wald e da razdo de verossimilhanca. Por fim, é apresentado uma aplicagdo a um conjunto de

dados de cancer colorretal.

3.1 Modelos de Regressao PNL, PNC, PNN e PNG Pa-

rametrizadas na Mediana

Os modelos de regressao sao tipicamente construidos para modelar a média de uma distri-
bui¢do. No entanto, a falta de uma expressao simples para a média das distribui¢cdes PNL, PNC,
PNN e PNG inibem a constru¢ao de um modelo de regressao para as distribuicdes mencionadas.
Por outro lado, as medianas destas distribui¢cdes t€m uma forma simples. Consequentemente,
a fim de obter uma estrutura de regressdo para as medianas das distribuicdes PNL, PNC, PNN
e PNG dadas respectivamente pelas expressdes 2.7a, 2.7b, 2.7c e 2.7d sao feitas através do
parametro de dispersdo. Para esse fim, as fungdes de densidade de probabilidade em 2.2, 2.3,
2.4 e 2.5 s@o reparametrizadas nas suas medianas correspondentes. Observe-se que a partir das

medianas 2.7a, 2.7b, 2.7c e 2.7d obtem-se a seguinte relagdo

Y=xo5(a) —80(vy), 3.1
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em que Q(+) e y representam o quantil e a mediana correspondente as distribui¢des PNL, PNC,
PNN e PNG dadas na Tabela 1. Ora substituindo a expressdo 3.1 nas equagdes 2.2,2.3,2.4 ¢ 2.5
obtemos as fun¢des de densidade reparametrizadas na mediana. Assim, uma varidvel aleatoria

Y ~ PNL(o, ypNL, 6) com f.d.p reparametrizada dada por

9 (310() — O(yin1)] +x05(@)) [® (8[0() — Q(weni)] +x05())] ",
(3.2)

fr(vs o, ypNe, 0) = i —y)

em que & > 0, ypn € (0,1), e 6 > 0. Entanto que Y ~ PNC(a, Ypnc, 0) cuja f.d.p é

fr(v; &, Wone, 8) = ad¢ (8[0(y) — O(Wene)] +x05(a)) (@ (8[Q(y) — Q(Wene)] +xo,5<0‘))]a71 msec?(m(y - 3)),
3.3)
com & >0, ypne € (0,1),e 8 > 0. Por sua vez Y ~ PNN(a, wpnN, 0) com f.d.p dada por

ad
¢(@(v))

a—1

¢ (8[Q(y) — O(wenn)] +x0,5()) [ (8[Q(y) — Q(wenn)] +x05())]™
3.4)
emque & > 0, ypnn € (0,1) , e 6 > 0. E finalmente,Y ~ PNG(«, ypng, 0), sendo que a f.d.p é

fY(y;av lplIPNN76) =

ad

= m‘l’ (8[0(y) — O(WenG)] +x05(e0)) [@ (S[Q(y) — O(WeNG)] +x0,5())] o

(3.5)

fY(ys O, YpPNG, 6)

sendo que & > 0, ypnG € (0,1),e 6 > 0.

As f.d.pem (3.2), (3.3) e (3.4) podem exibir formas bastante diferentes, dependendo dos
valores dos pardmetros a, ¥ e . Em particular, pode ser simétrico (quando a =1 e y =1/2)
ou assimétrico (quando @ # 1 e ¥ # 1/2), entre muitas outras. Além disso, observa-se que a
dispersdo da distribui¢ao para o e y fixos, diminui (aumenta) a medida que 6 aumenta (diminui);
isto €, o pardmetro 6 pode ser considerado como um parametro de dispersdo. Para formular um
novo modelo de regressio para a resposta limitada, considere ¥ = (y1,...,y,) ' um vetor que
contém n realizacOes de interesse (ou varidvel resposta), em que cada ¥; segue uma das f.d.p PNL,
PNC, PNN ou PNG com pardmetros (&, y;, §;) com mediana y; e dispersio J;, parai=1,...,n.
Definimos os modelos de regressao PNL, PNC, PNN e PNG assumindo que o parametro da
mediana e da dispersdo das distribuicio PNL, PNC, PNN e PNG satisfazem a seguinte relagao

funcional:
mi=di(yi)=w;B, e mMmi=d(8) =121,

em que B = (Bi,... ,ﬁp)T eT= (11, Tq)T sdo os vetores dos pardmetros desconhecidos da
regressdo com B € R”, e T € R? tal que p+q < n, M1; € Mo; sdo preditores lineares e w; =
(Wi - . 7wp,~)T e zi = (2, -- ,zq,-)T sdo as observagdes das covaridveis de ordem p x 1 e g x 1,
respectivamente. Além disso, assuma-se que as matrizes W = (wy,....w,) ' e Z = (z1,...,2,) '
tem posto p e g respectivamente. Por outra parte, sejam as fungdes de ligacdo para a mediana
dy : (0,1) — R e a fun¢do de ligagdo para o pardmetro de dispersdo d; : (0,00) — R, ambas
funcdes de ligacdo sdo estritamente monodtonas e duas vezes diferencidvel. A tabela a seguir sdo

apresentadas algumas das funcdes de ligacao para a mediana e para a dispersao.
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Tabela 23 — Tabela de fun¢des de ligacao

Ligacao para a mediana Ligacao para a dispersao
Logito d\(y) = log (L) Logaritmica d»(0) =log(9d)
Probito di(y) =@ (y) Raiz quadrada d»(8) = /8
Complemento log-log d1 (y) = log[ log(1 — y)]|1dentidade ~ d»(6) =0
Log-log di(y) = log[— log( )]
Cauchy d(y) = tan[m(y —0,5)]

3.2 Inferéncia

Dado que B, T e o sdo os parAmetros desconhecidos, o interesse € a estimagdo simultanea
do parametros em questdo. A funcao log-verossimilhanga para este modelo de regressao, tem a

forma

(8)=L(y:B,7,a) = Y Li(yis i, 6, ), (3.6)

i=1
em que 4;(y; i, 6, o) = log(atd;) +log(¢ (P (i, 6, @))) + (o0 — 1) log(P(P (i, 6, @))) +1og Q' (1),
e sendo que cada Pi(y;, §;, @) = &[Q(yi) — O(wi)] +x0.5(a) com w; = d; ' (n1;) e & = d5 ' (M),
sdo fungdes de B e T, respectivemente e \; representa a mediana de uma das distribui¢des PNL,
PNC, PNN ou PNG (ypNL, WPNC, WPNN OU WpNG)- Os estimadores de méxima verossimilhanca

de ¥ sdo obtidas a0 maximizar a func¢io log-verossimilhanga.

3.2.1 Funcao Escore

A funcdo escore, definida como a derivada da funcao de log-verossimilhanca com respeito

a cada um dos pardmetros do modelo (B, 7, ), pode ser obtida a partir da expressdo 3.6

U(ﬁ717 a) = (Uﬁ(ﬁ7’t7 a)T7UT(ﬁ’T7 a)T,Ua(ﬁ,T, a))—l—7

com dimensdo (p+ ¢+ 1) cujos elementos sdo apresentados no Apéndice B.1. Dessa forma, as

componentes da fungdo escore, Ug (B,7, ) ttm a forma

(BT, ) - [ 0'(Pi(vi, 6, a0)) ¢(P(yi, 6, a0)) 5 Wir
+(ax—1 . ,
9B Z P8 @) T VoB(p6.00) | Wl - ) di (i)
parar=1,...,p e que matricialmente € dada por
Ug(B.7,0) =W BAT¥*, (3.7)
em que W é a matriz modelo em relagdo a B, B = diag{B;}, A = diag{8;}, T = diag{1/d(y;)},
\P*:(_w* _w*) sendoquecadaB o' (P (%7517a))+(a_1)¢( (Wi, 6i,01)) W Ql(ll/):
1 R ¢ (Pi(yi,0:,00)) (P, (wi,6,00))° T !
yi(l— i)

Analogamente as componentes do vetor Uz (B, T, a) tém a forma
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=Y -+

UP0)_§ L, [WES0) () A Ba)] Ly (1 10) 2o

I =65 oAy, 6, a)) (P, 6, @) (1=y)¥i ) do(8)’
paraR =1,...,q. e que matricialmente é dada por
U:(B.7,a)=Z"Ty8", (3.8)

em que Z ¢ a matriz modelo em relagdo a T, T, = diag{1/d2(5,)}, 8" = (5},...,8}) ", sendo
que cada 8 = 1/8;+ Bi(Q(yi) — Q(y;)). E finalmente, a componente do vetor escore em rela¢o
ao parametro o €

Uu(B,7,00) =tr{M} (3.9
em que, M = diag{m,...,m,}; com tr{-} é o operador traco da matriz com m; = W.
Entao, i
o v) _ ¥ {é +B,~x675(oc)} ,
a2

d hs(a) = :
sendo que x; 5(a) 5(0.577%)0.5 /@ log2

Os estimadores de maximo verossimilhanga 8, T e O, respectivamente, podem-se obtidas

simultaneamente resolvendo o sistema de equacdes ndo lineares

Up(B,7,0) = 0y; (3.10a)
U:(B,%,0) =0 (3.10b)
Uq(@) =0. (3.10¢)

No entanto, as equagdes 3.10a, 3.10b e 3.10c nao t€m solucdes explicitas, mas podem
ser resolvidas usando o algoritmo de Newton Raphson e, assim, podem-se obter as EMV dos
parametros dos modelos de regressdao PNL, PNC, PNN e PNG. Além disso, sob certas condi¢des
de regularidade, para n suficientemente grande, tem-se que 3 segue uma distribui¢@o assintética
normal, isto é

8 ~Nyigi1(8,1(9)7)),

em que I(¥) é a matriz de informacao de Fisher a qual ndo é facil a ser determinada mas Efron
e Hinkley (1978) mostram que uma aproximagcdo para I(9) pode ser feita utilizando a matriz de

informagdo observada J(B,7,a) de ordem (p+ g+ 1), avaliadaem B,7, @, isto é

- Ipg Jpe Jpa
J(B.7,0)= |Jg; Jee Jra G.11)

em que cada componente € apresentada no apéndice B.2. Pela normalidade assintética dos EMYV,

¢ possivel construir intervalos e regides de confianca assintéticos de 100(1 — {)% de confianga
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para os parametros dos modelos de regressdao PNL, PNC, PNN e PNG. Portanto, os intervalos de

confianga assintéticos serao,

~

Br+z1_¢EP(B,), parar=1,2,...,p (3.12a)
:L'\R iZl_C/zEP(%\R)y paraR: 1,2,...,q (312b)
a+z,_¢)EP(@) (3.12¢)

para f3,, T e «, respectivamente, com cobertura assintética de 100(1 — £)%. Sendo que EP(-)
representa a raiz quadrada do elemento da diagonal de —J(B,7,&) ! correspondente a cada
parametro (isto €, o erro padrdo assint6tico), € z;_¢ /, denota o quantil (1 — /2) da distribui¢ao

normal padrao.

3.2.2 Estatisticas de Teste com covariaveis

A seguir, consideraremos os testes baseados nas estatisticas S r, Sw, Sr € Sg para as
distribu¢oes PNL, PNC, PNN e PNG para testar a hipotese simples Hy : o = 1 versus Hy : @@ # 1,

para amostras pequenas, moderadas e grandes considerando o caso com a estrutura de regressao.

Assuma-se que as varidveis aleatorias Y7, ..., Y, sejam independentes e cada ¥; segue uma
das f.d.p PNL, PNC, PNN ou PNG definidas em 3.2, 3.3, 3.4 ou 3.5 com parametros (¢, y;, 5;)
parai=1,...,n (em que y; representa a mediana segundo seja o caso). Entanto, para introduzir

uma estrutura de regressao nesta classe de modelos, assume-se que
di(y;) =nii=w, dr (&) =i =12 =1
(yi)=nii=w; B, e d(6)=mi=2z 7, parai=1,...n

em que B = (B1,...,Bp)" € T=(71,...,7,)" sdo os vetores dos pardmetros desconhecidos
da regressdo com B € R?, e T € RY tal que p+q < n, Ny; € 1My; sdo preditores lineares e
w; = (wij,... ,wpi)T e zi = (214 ,zqi)T sdo as observacgdes das covaridveis de ordem p x 1 e
g x 1, respectivamente. Além do mais, as funcdes de ligacdo d; e d;, sdo continuas, invertiveis e
duas vezes diferencidveis, que vinculam as covaridveis aos parimetros y; e ;. E o pardmetro o

assumird o valor de 1, e € o mesmo para todas as observacoes.

A fungdo log-verossimilhanga para o vetor de parimetros ¥ = (B T, t',a)", toma a
forma da equagao (3.6), porém as expressoes (3.7) a (3.9), foram determinadas as componentes
da fun¢do escore do modelo. Para a formulacdo das estatisticas usuais como o teste da razio de
verossimilhanga, gradiente, Wald e escore, primeiro considere d= (E,%, a)’ e D= (E,%, nr,
que sdo as estimativas de maxima verossimilhanga de ¥ sob o espaco paramétrico completo e

sob a hipdtese nula Hy, respectivamente.

Com as expressoes dadas em (2.17), (2.18) e (2.20) que fornecem as estatisticas de razao
de verossimilhancga, Wald e gradiente respectivamente. Entretanto, para a estatistica escore, ha
uma alternativa definida por Peng e Xu (2012) dada pela seguinte expressao

e (40 /(28

a:(ﬁv%va)
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~Jpp —Ips
~Jpgr —Jre
e gradiente sdo dadas respectivamente, por

SLR = Zi {log(&) +log (%) +log (2(;((:”{%’ &))) + (a0 —1)log (P,-(A,-, 5, a)) }
i=1 (Vi

S = (n+ilogw(a(m,1>¢<n<%,&,1>>>> @-1

i=1

emque A = (—J Ba: —Jm) eB= . As estatisticas da razao de verossimilhanga,

em que

P, 8, 0) = &[Q() — O()] +x05(ax) e

Pi(y;, 6,1) = &[0 (i) — O(w)].

3.3 Simulacoes

3.3.1 Estudo de simulacao para os modelos de regressao PNL, PNC,

PNN e PNG com covariaveis

Nesta secdo, € realizado um estudo de simulagdo para avaliar o desempenho dos modelos
PNL, PNC, PNN e PNG com covaridveis. Sao calculadas a média, o desvio padrdo (DP), as
médias do erro padrao (MEP), o viés e a raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM) os
quais foram calculados a partir das expressoes dadas em 2.16a, 2.16b, 2.16c e 2.16d. E com o
objetivo de avaliar a qualidade da estimacdo intervalar, obtivemos a probabilidade de cobertura
(PC) de 95% de confianca para os parametros em estudo os quais foram obtidos a partir das

expressoes 3.12a, 3.12b e 3.12c.

A simulagdo com covaridveis da varidvel resposta ¥; com pardmetros (o, d;,%;) dos

modelos propostos PNL, PNC, PNN e PNG se considero os seguintes cendrios

e Cendrio 1: By=2,B1=-41=2,711=-2c0=2
e Cendario2: fp=5,81=-310=2,11=1lea=0,5
e Cendrio3: fp=3,B1=41%=2,11=2,5¢e0=0,9
e Cendrio4: fp=2,B1=-4100=-2,11=2c0=4
De maneira adicional consideramos tamanhos de amostra n = (50, 100,200,400, 800) e levamos

em conta M = 1000 simula¢des em todos os cendrios. Para simular uma amostra aleatéria sob os

supostos dos modelos seguimos o seguinte procedimento:
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Primeiro definem-se valores especificos para & > 0 e para os coeficientes da covaridvel
neste caso P, Bi, 7,71 € R. Além do mais, para cada cendrio uma amostra é gerada usando o

seguinte procedimento:

i. A covaridvel x; é gerada, em que x; segue uma distribui¢cdo de uniforme U(0, 1), para

i=1,2,....,n;

ii. o pardmetro §; foi gerado a partir da transformagao exp(t + 71x;) (o qual garante o fato
que 9; > 0);

iii. entanto, e levando em conta a reparametriza¢do na mediana, o parametro ¥; € R foi gerado

como mostrado abaixo

1
SeY; ~ PNL(OC,(S,’,%) entdo ¥ = X()’5((X) — 6,Q (1 -l—exp(—(ﬁo +B1X'))>

SeY; ~PNC(«, 6;,7%) entdo ¥ =xps5(0)— 860 (% arctan(fBo + Bi1x;) +0, 5)
SeY; ~PNN(«,6;,7%) entdo ¥ =xos5(o)— 6,0 (P(Bo+ Bixi))
Se Y; ~ PNG(a, 6;,%) entdo ¥ = xos5()— 6;Q (exp(—exp(—(Bo+ Bixi))))

em que Q(+) representa a func¢éo quantilica correspondente dada na Tabela 1. Os resultados sdo

discutidos a seguir:

e A Tabela 24 apresenta os resultados da simula¢do do modelo PNL, considerando o cenério
1. Pode-se observar que as EM Vs se aproximam dos verdadeiros valores dos parametros,
e assim tornando um viés muito pequeno a medida que o tamanho da amostra aumenta.
O erro padrdo, o desvio padrao e a raiz do erro quadritico médio das estimativas se
aproximam de zero quando o tamanho da amostra aumenta. E a probabilidade de cobertura
captura melhor a proporcao das amostras que contém o verdadeiro valor do parametro isto

¢ ao redor de 95%.

e A Tabela 25 apresenta-se os resultados da simulagdo considerando By =5, B = —3,7 =2,
71 =1 e ¢ =0,5. Para esta combinagdo de pardmetros os resultados sdo similares ao item

anterior notando que apresenta melhores resultados a partir de amostras de tamanho 100.

e A Tabela 26 apresenta-se os resultados da simulagio considerando By = 3, B = 4,79 = 2,
71 =2,5e o =0,9 para o modelo PNC. Observe-se que as estimativas para o parametro
o sdo boas a partir do tamanho da amostra n = 200, e em relagdo aos outros parametros
se aproximam aos valores reais com tamanho de amostra pequenas. Entanto que o viés
tende a zero a medida que o tamanho da amostra seja grande. Note-se também que a

probabilidade de cobertura para todos os parametros estd em torno a 95%.

e A Tabela 27 By =2, B = —4,19 = —2, 71 = 2 e & = 4. As interpretacdes sdo andlogas a
Tabela 26, com a diferenca que as estimativas de ¢ sdo boas para amostras grandes.
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e A Tabela 28 para a configuracdo de By =3, B =4,70=2, 11 =2,5e a = 0,9 para o

modelo PNN o desempenho das estimativas dos parametros sdo boas e o viés em mddulo
torna-se zero para amostras pequenas. Porém a probabilidade de cobertura ndo atinge ao
95% exceto para o pardmetro T;. A Tabela 29 apresenta o cendrio o =2, B = —4,70 = —2,
T) =2 e o = 4 para o modelo PNN, pode-se perceber que para valores o > 1 as estimativas
nao sdo boas. Portanto para a combinac¢do de valores do cenério em questdo nao sdo os

adequados.

A Tabela 30 com valores By = 3, B = 4,79 =2, 71 = 2,5 ¢ o = 0,9 para o modelo
PNG apresentam boas aproximagdes dos valores reais a partir de tamanho de amostras
pequenas, Em relacdo ao viés e ao erro padrdo vao-se tornando zero com o incremento da
amostra e a probabilidade de cobertura estd em torno a 95% s6 para os parametros € Tj.
Analogamente a Tabela 29 quando o assume valores maiores a 1 ndo apresentam boas

propriedades.
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Tabela 24 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressdo PNL com parametros
Bo=2Bi=-41=2,11=-2eca=2

n Parametro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 2,001 0,048 0,050 0,001 0,050 0,936
b1 -4,009 0,158 0,166 -0,009 0,167 0,925
50 To 2,005 0,745 0,634 0,005 0,633 0,983
T -2,008 0,389 0,405 -0,008 0,405 0,945
Qa 5,977 4,048 3,938 1,095 4,085 0,986
Bo 2,001 0,033 0,036 0,001 0,036 0,925
Bi -4,000 0,110 0,115 -0,000 0,115 0,935
100 70 2,064 0,453 0,453 0,064 0,458 0,988
T -2,023 0,259 0,265 -0,023 0,266 0,953
a 2,491 1,866 2,006 0,220 2,017 0,987
Bo 1,999 0,024 0,024 -0,001 0,024 0,941
B -3,997 0,078 0,078 0,003 0,078 0,949
200 70 2,032 0,285 0,298 0,032 0,300 0,962
T -2,014 0,179 0,195 -0,014 0,195 0,925
a 2,146 1,076 1,153 0,070 1,155 0,964
Bo 2,000 0,017 0,018 -0,000 0,018 0,938
Bi -3,999 0,055 0,057 0,001 0,057 0,943
400 To 2,015 0,193 0,193 0,015 0,194 0,955
T -2,006 0,125 0,128 -0,006 0,128 0,951
a 2,050 0,694 0,697 0,025 0,698 0,969
Bo 2,000 0,012 0,012 -0,000 0,012 0,955
B -4,001 0,039 0,037 -0,001 0,037 0,954
800 70 2,003 0,133 0,138 0,003 0,137 0,942
Ti -1,999 0,088 0,092 0,001 0,092 0,937
a 2,052 0,478 0,497 0,026 0,498 0,947
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Tabela 25 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressdo PNL com parametros
ﬁ():s,ﬁ1 :—3,’[0:2, T1 2160620,5

n Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 4,999 0,038 0,040 -0,001 0,040 0,927
B1 -3,002 0,052 0,056 -0,002 0,056 0,923
50 To 1,921 0,847 0,638 -0,079 0,643 0,991
T 1,042 0,385 0,398 0,042 0,400 0,946
a 1,080 3,143 2,644 0,770 2,753 0,999
Bo 5,001 0,026 0,027 0,001 0,027 0,939
Bi -3,001 0,036 0,038 -0,001 0,038 0,938
100 70 2,062 0,518 0,467 0,062 0,471 0,984
T 1,002 0,256 0,254 0,002 0,253 0,953
a 0,506 1,502 1,380 0,013 1,380 1,000
Bo 5,000 0,019 0,019 0,000 0,019 0,936
Bi -3,000 0,026 0,026 0,000 0,026 0,947
200 70 2,061 0,336 0,350 0,061 0,355 0,962
T 0,997 0,176 0,189 -0,003 0,189 0,930
a 0,457 0,948 0,988 -0,088 0,992 0,986
Bo 5,000 0,013 0,014 0,000 0,014 0,937
Bi -3,000 0,018 0,019 -0,000 0,019 0,947
400 To 2,027 0,219 0,225 0,027 0,227 0,960
T 0,998 0,122 0,124 -0,002 0,124 0,951
a 0,478 0,617 0,624 -0,045 0,626 0,963
Bo 5,000 0,009 0,010 -0,000 0,010 0,938
Bi -3,000 0,013 0,013 -0,000 0,013 0,936
800 70 2,014 0,151 0,159 0,014 0,160 0,937
T1 1,000 0,086 0,089 0,000 0,089 0,940
a 0,486 0,425 0,451 -0,026 0,452 0,935
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Tabela 26 — Resultados baseados em 1000 simulagdes do modelo de regressdo PNC com parametros
ﬁ():?),ﬁ] =4,T():2, T1 :2,5606:0,9

n Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 3,020 0,017 0,018 0,020 0,018 0,926
Bi 4,030 0,020 0,022 0,030 0,022 0,922
50 To 1,917 0,783 0,617 -0,083 0,622 0,989
T 2,549 0,387 0,394 0,049 0,397 0,948
a 2,435 3,400 3,243 1,535 3,391 0,993
Bo 3,000 0,012 0,013 0,000 0,013 0,935
Bi 4,002 0,014 0,015 0,002 0,015 0,932
100 To 2,057 0,493 0,479 0,057 0,482 0,982
T 2,518 0,257 0,265 0,189 0,266 0,947
a 0,952 1,601 1,548 0,052 1,549 0,995
Bo 2,999 0,008 0,009 -0,000 0,009 0,929
Bi 4,001 0,010 0,011 0,001 0,011 0,923
200 70 2,036 0,303 0,312 0,036 0,314 0,956
T 2,502 0,176 0,173 0,002 0,173 0,951
a 0,885 0,951 0,991 -0,014 0,990 0,971
Bo 2,999 0,006 0,007 -0,000 0,007 0,911
Bi 4,000 0,007 0,008 0,000 0,008 0,907
400 To 2,009 0,203 0,197 0,009 0,197 0,961
Tl 2,494 0,123 0,128 -0,005 0,128 0,940
a 0,894 0,630 0,612 -0,005 0,612 0,969
Bo 2,999 0,004 0,005 -0,000 0,005 0,887
Bi 4,000 0,005 0,006 0,000 0,006 0,890
800 70 1,998 0,140 0,140 -0,001 0,140 0,949
T 2,494 0,086 0,087 -0,005 0,087 0,946
a 0,907 0,434 0,420 0,007 0,420 0,956
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Tabela 27 — Resultados baseados em 1000 simulagdes do modelo de regressdo PNC com parametros
Bo=2,B1=—-41=-2,11=2ea=4

n Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 1,997 0,787 0,814 -0,003 0,813 0,927
Bi -4,016 0,967 1,018 -0,016 1,018 0,925
50 To -2,015 0,730 0,631 -0,015 0,631 0,978
T 2,075 0,394 0,405 0,075 0,412 0,942
a 13,632 4,713 4,339 9,632 4,507 0,973
Bo 2,015 0,556 0,564 0,015 0,564 0,949
Bi -4,020 0,684 0,696 -0,020 0,696 0,945
100 To -1,976 0,444 0,447 0,024 0,447 0,986
T 2,016 0,262 0,265 0,016 0,265 0,946
o 6,358 2,304 2,660 2,358 2,699 0,970
Bo 1,989 0,394 0,403 -0,011 0,403 0,942
Bi -3,981 0,485 0,489 0,019 0,489 0,940
200 70 -1,988 0,281 0,291 0,012 0,291 0,967
T 2,005 0,180 0,194 0,005 0,194 0,929
a 4,694 1,269 1,333 0,694 1,342 0,956
Bo 2,001 0,278 0,283 0,001 0,283 0,951
Bi -4,003 0,342 0,346 -0,003 0,346 0,953
400 To -1,997 0,190 0,190 0,003 0,190 0,953
T 2,004 0,125 0,128 0,004 0,128 0,946
a 4,296 0,798 0,799 0,296 0,802 0,970
Bo 1,997 0,196 0,199 -0,003 0,199 0,949
Bi -3,999 0,242 0,246 0,001 0,246 0,952
T0 -2,002 0,131 0,134 -0,002 0,134 0,949
Ty 2,005 0,088 0,092 0,005 0,092 0,932
o 4,196 0,544 0,567 0,196 0,569 0,953
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Tabela 28 — Resultados baseados em 1000 simula¢cdes do modelo de regressdo PNN com parametros
ﬁ():?),ﬁ] =4,T():2, T1 :2,5606:0,9

n Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 3,001 0,017 0,017 0,001 0,017 0,928
Bi 4,002 0,020 0,021 0,002 0,021 0,926
50 To 1,971 0,798 0,378 -0,029 0,379 0,995
T 2,569 0,393 0,390 0,066 0,395 0,952
a 1,247 2,820 1,799 0,347 1,827 0,999
Bo 3,000 0,011 0,012 0,000 0,012 0,938
Bi 4,002 0,014 0,015 0,002 0,015 0,929
100 To 2,018 0,467 0,314 0,018 0,315 0,990
T 2,521 0,257 0,264 0,021 0,265 0,945
a 0,950 1,498 1,032 0,050 1,033 0,998
Bo 2,999 0,008 0,009 -0,001 0,009 0,929
Bi 4,001 0,010 0,010 0,001 0,011 0,923
200 70 2,000 0,295 0,183 0,000 0,183 0,981
T 2,506 0,176 0,169 0,006 0,169 0,955
a 0,925 0,923 0,543 0,025 0,543 0,988
Bo 2,999 0,006 0,007 -0,001 0,007 0,910
Bi 4,000 0,007 0,008 0,000 0,008 0,905
400 To 1,993 0,200 0,099 -0,007 0,100 0,987
T 2,500 0,123 0,123 0,000 0,123 0,937
a 0,904 0,619 0,253 0,004 0,253 0,992
Bo 2,999 0,004 0,005 -0,001 0,005 0,905
Bi 4,000 0,005 0,006 0,000 0,006 0,900
800 70 1,995 0,140 0,065 -0,005 0,065 0,989
T 2,494 0,087 0,080 -0,006 0,080 0,945
a 0,900 0,431 0,157 0,000 0,157 0,989
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Tabela 29 — Resultados baseados em 1000 simulacdes do modelo de regressdo PNN com parametros
Bo=2,B1=—-41=-2,11=2ea=4

n Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 1,821 0,774 0,815 -0,179 0,834 0,919
B1 -3,790 0,961 1,014 0,210 1,035 0,923
50 To -1,816 0,774 0,648 0,184 0,674 0,981
T 1,932 0,406 0,405 -0,068 0,410 0,951
a 7,783 4,380 4,016 3,783 4,069 0,978
Bo 1,849 0,542 0,559 -0,151 0,578 0,932
Bi -3,798 0,674 0,689 0,202 0,717 0,932
100 70 -1,719 0,484 0,467 0,281 0,545 0,962
Tl 1,869 0,272 0,264 -0,131 0,295 0,942
a 3,018 2,037 2,185 -0,982 2,202 0,943
Bo 1,825 0,384 0,398 -0,175 0,434 0,920
Bi -3,760 0,477 0,483 0,240 0,539 0916
200 70 -1,726 0,308 0,313 0,274 0,416 0,868
T 1,856 0,188 0,193 -0,144 0,240 0,874
a 2,398 1,144 1,217 -1,602 1,320 0,887
Bo 1,835 0,271 0,275 -0,165 0,321 0,897
Bi -3,781 0,337 0,337 0,219 0,402 0,900
400 70 -1,753 0,207 0,200 0,247 0,318 0,806
T 1,859 0,131 0,128 -0,141 0,190 0,819
a 2,365 0,737 0,731 -1,635 0,904 0,842
Bo 1,831 0,191 0,196 -0,169 0,259 0,858
Bi -3,776 0,238 0,242 0,223 0,329 0,843
800 70 -1,756 0,144 0,141 0,244 0,281 0,611
T1 1,858 0,092 0,091 -0,142 0,168 0,670
a 2,318 0,505 0,512 -1,682 0,748 0,768
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Tabela 30 — Resultados baseados em 1000 simula¢cdes do modelo de regressdo PNG com parametros
ﬁ():?),ﬁ] =4,T():2, T1 :2.5606:0,9

n Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 2,997 0,017 0,018 -0,003 0,019 0,930
Bi 4,005 0,021 0,022 0,005 0,023 0,923
50 To 1,967 0,767 0,613 -0,033 0,613 0,995
T 2,523 0,391 0,405 0,023 0,406 0,945
a 1,666 3,110 2,620 0,766 2,690 0,998
Bo 2,999 0,012 0,013 -0,001 0,013 0,923
Bi 4,002 0,014 0,016 0,002 0,016 00911
100 To 2,068 0,483 0,472 0,068 0,477 0,993
T 2,525 0,257 0,265 0,025 0,266 0,938
a 0,843 1,540 1,470 -0,057 1,471 0,997
Bo 2,999 0,008 0,008 -0,000 0,008 0,936
Bi 4,001 0,010 0,010 0,001 0,010 0,929
200 70 2,006 0,300 0,301 0,006 0,301 0,968
Tl 2,511 0,178 0,182 0,011 0,183 0,939
a 0,947 0,950 0,926 0,047 0,927 0,971
Bo 3,000 0,006 0,006 0,000 0,006 0,937
Bi 4,000 0,007 0,007 0,000 0,007 0,936
400 70 2,011 0,203 0,211 0,011 0,211 0,959
Tl 2,514 0,123 0,125 0,014 0,125 0,947
a 0,892 0,631 0,656 -0,008 0,655 0,960
Bo 3,001 0,004 0,004 0,001 0,004 0,928
Bi 4,001 0,005 0,005 0,001 0,005 0,921
800 70 1,989 0,140 0,155 -0,011 0,156 0,912
T 2,516 0,087 0,086 0,016 0,087 0,942
a 0,943 0,438 0,492 0,043 0,494 0,945
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Tabela 31 — Resultados baseados em 1000 simulacdes do modelo de regressdo PNG com parametros
Bo=2,B1=—-41=-2,11=2ea=4

n Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC
Bo 2,039 0,784 0,808 0,039 0,808 0,922
Bi -4,069 0,965 1,009 -0,069 1,011 0,926
50 To -2,018 0,728 0,633 -0,018 0,633 0,969
T 2,022 0,395 0,394 0,022 0,394 0,949
a 18,391 4917 4,680 14,391 4,920 0,969
Bo 2,037 0,551 0,566 0,037 0,566 0,944
Bi -4,053 0,680 0,697 -0,053 0,699 0,938
100 To -1,998 0,449 0,443 0,002 0,442 0,986
T 1,965 0,265 0,261 -0,035 0,263 0,954
o 8,848 2,624 2,809 4,848 2917 0,979
Bo 2,013 0,390 0,404 0,013 0,404 0,933
Bi -4,018 0,481 0,487 -0,019 0,488 0,939
200 To -2,010 0,283 0,293 -0,010 0,294 0,969
T 1,948 0,183 0,189 -0,052 0,196 0,928
o 6,472 1,406 1,549 2,472 1,621 0,977
Bo 2,027 0,275 0,282 0,027 0,283 0,947
Bi -4,042 0,340 0,344 -0,042 0,346 0,952
400 To -2,019 0,190 0,188 -0,019 0,189 0,960
T 1,945 0,128 0,125 -0,055 0,136 0,934
a 5,763 0,874 0,852 1,763 0,926 0,983
Bo 2,023 0,194 0,198 0,023 0,199 0,951
Bi -4,038 0,240 0,244 -0,038 0,247 0,939
800 T0 -2,020 0,132 0,135 -0,020 0,137 0,944
T 1,947 0,090 0,088 -0,053 0,103 0914
[0 5,523 0,593 0,605 1,523 0,685 0,956
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3.3.2 Estudo de simulacao com covariavel dos testes

Para avaliar o desempenho da estatistica gradiente (Sg) com a estatistica da razdo de
verossimilhanca (SLr), escore (Sg) e Wald (Sw) foram simulados valores dos modelos de
regressao PNL, PNC, PNN e PNG da sec¢ad (3.2.2) com parametros

oa=1
0; = exp(fo + Bix;)
Yi :x075(a) - eXP(ﬁO +ﬁ1Xi)Q(r> para = 1725 - n

em que r = exp(—(7p+ 71)x;) e O(-) representa a func¢do quantilica correspondente as dis-
tribuicdes PNL, PNC, PNN e PNG dadas na Tabela 1; e foram considerados os valores de
Bo=2,B1 =—4,19=2e 1) = —2 e acovariavel x; foi gerada de uma distribui¢do uniforme no
intervalo (0,1). A avaliacdo é em termos da estimacéo das taxas de rejeicdo nula, e comparago
da distribui¢do empirica das estatistica gradiente com a distribui¢do tedérica. O estudo € baseado
em 10000 amostras de Monte Carlo de tamanhos n = 30,50, 100,200,400 e 800 dos modelos de
regressdo PNL, PNC, PNN e PNG com o = 1.

Tabela 32 — Taxas de rejeicao da hipétese para testar Hy : oo = 1 no modelo de regressdo PNL.

n (%) S¢  Sir SR Sw
30 11(0,0446 0,0012 0,0054 0,0289
50,0821 0,0117 0,0167 0,0300

10{0,1174 0,0362 0,0374 0,0304
50 1]0,0351 0,0032 0,0032 0,0066
510,0727 0,0280 0,0236 0,0067
10{0,1113 0,0692 0,0670 0,0078
100  1]0,0211 0,0070 0,013 0,0006
510,0655 0,0474 0,053 0,0067
10{0,1157 0,0995 0,105 0,0264
200 1]0,0175 0,0101 0,0147 0,0027
510,0658 0,0596 0,0630 0,0279
100,1209 0,1148 0,1192 0,0817
400 1/0,0137 0,0110 0,0117 0,0071
50,0565 0,0518 0,0528 0,0414
10]0,1084 0,1062 0,1078 0,0945
800 1(0,0107 0,0105 0,0113 0,0080
510,0521 0,0515 0,0515 0,0465
10{0,1009 0,1001 0,1011 0,0953

As Tabelas 32, 33, 34 e 35 sdo apresentados as taxas de rejeicdo nula para os valores
nominais de 1%, 5% e 10% para os modelos PNL, PNC, PNN e PNG respectivamente, em que
as taxas de rejeicdo empiricas dos teste gradiente e razdo verossimilhanca apresentam melhores

aproximacoes aos valores nominais comparadas com os outros testes a partir de amostras com
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tamaho n = 100, entanto que estdo subestimando os niveis nominais para tamanho menores.

Porém em todos os casos a medida que aumenta o tamanho amostral se tornam equivalentes.

Tabela 33 — Taxas de rejeicdo da hipétese para testar Hy : & = 1 no modelo de regressdo PNC.

n (%) S¢  Sir SR Sw
30 1]0,0448 0,0004 0,0049 0,0292
510,0828 0,0101 0,0146 0,0297

10({0,1182 0,0350 0,0368 0,0301

50 1]0,0350 0,0023 0,0033 0,0063
5(0,0725 0,0275 0,0228 0,0066
10{0,1110 0,0690 0,0664 0,0075

100  1]0,0209 0,0068 0,0129 0,0004
510,0654 0,0473 0,0527 0,0066
1010,1156 0,0994 00,1046 0,0262

200 1]0,0175 0,0101 0,0148 0,0027
510,0658 0,0596 0,0632 0,0279
10{0,1209 0,1148 0,1192 0,0817

400 1/0,0137 0,0110 0,0117 0,0071
510,0565 0,0518 00,0528 0,0414
10({0,1084 0,1062 0,1077 0,0945

800 1(0,0107 0,0105 0,0113 0,0080
50,0521 0,0515 0,0515 0,0465
10{0,1009 0,1001 0,1012 0,0952

Tabela 34 — Taxas de rejeicdo da hipotese para testar Hyp : ¢ = 1 no modelo de regressdo PNN.

n (%) S¢  Sir Sr Sw
30 1]0,0465 0,0005 0,0049 0,0291
5(0,0831 0,0105 0,0147 0,0303

10{0,1183 0,0374 0,0361 0,0306
50 1]0,0351 0,0022 0,0034 0,0059
50,0726 0,0277 0,0230 0,0061
10{0,1112 0,0691 0,0665 0,0070
100 10,0207 0,0066 0,0127 0,0002
510,0653 0,0472 0,0529 0,0063
10{0,1155 0,0993 0,1045 0,0260
200 1]0,0175 0,0101 0,0148 0,0027
510,0658 0,0596 0,0632 0,0279
10{0,1209 0,1148 0,1192 0,0817
400 10,0137 0,0110 0,0117 0,0071
510,0565 0,0518 0,0528 0,0414
10{0,1084 0,1062 0,1078 0,0944
800 1(0,0107 0,0105 0,0113 0,0080
510,0521 0,0515 0,0515 0,0465
10{0,1009 0,1001 0,1011 0,0952
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Tabela 35 — Taxas de rejeicdo da hipdtese para testar Hyp : @ = 1 no modelo de regressdo PNG.

n (%) S¢Stk SR Sw
30 1]0,0443 0,0004 0,0048 00,0294
510,0825 0,0102 0,0148 0,0291

10{0,1172 0,0340 0,0308 0,0311
50 1]0,0350 0,0023 0,0033 0,0063
510,0725 0,0275 0,0228 0,0066
10{0,1110 0,0690 0,0664 0,0075
100  1(0,0209 0,0068 0,0129 0,0004
510,0654 0,0473 0,0527 0,0066
10{0,1156 0,0994 0,1046 0,0262
200 1/0,0175 0,0101 0,0148 0,0027
510,0658 0,0596 0,0632 0,0279
10{0,1209 0,1148 0,1192 0,0817
400 1/0,0135 0,0113 0,0114 0,0078
50,0565 0,0518 0,0528 0,0414
10{0,1084 0,1062 0,1077 0,0945
800 1(0,0106 0,0107 0,0123 0,0080
510,0523 0,0512 0,0510 0,0463
10{0,1009 0,1001 0,1012 0,0952

3.4 Aplicacao

Nesta secdo, mostraremos uma aplicacdo conveniente dos modelos de regressao PNL,
PNC, PNC e PNG descritos na se¢ao 3.1, a um conjunto de dados com estatisticas de cancer
colorretal nos Estados Unidos entre os anos de 2006 a 2010, introduzido por Siegel, DeSantis e
Jemal (2014).

O cancer colorretal € o terceiro tipo de cancer mais comum nos Estados Unidos entre
homens e mulheres e € também a terceira causa de morte por cancer em ambos 0s sexos. As
estimativas do Instituto Nacional do Cancer (INC) para 2017 foram de 135 mil novos casos
nos EUA, 8% do total de novos casos de cancer para aquele ano. O INC também informou
que o nimero estimado de mortes para 2017 foi cerca de 50 mil, 8,4% de todas as mortes por
cancer. A melhoria na tecnologia para detectar o cincer, o avanco nas técnicas de tratamento e
a diminui¢ao da exposicao a fatores de risco (como tabagismo e consumo de carne vermelha)
contribuiram para a reducdo da mortalidade por cancer colorretal de sete décadas atrés foi a

primeira causa de morte por cancer nos EUA.

Considerando o conjunto de dados de mortalidade no nivel estadual de Siegel, DeSantis e
Jemal (2014) que sdo separados por trés grupos de Raga e grupos de Sexo; nds nos concentramos
na taxa de ndo mortalidade como resposta varidvel aos 50 estados onde a informagao esta

disponivel. Depois de deletar 80 casos com dados incompletos, temos um subconjunto de
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n = 220 observacdes. Nosso objetivo € avaliar se existem diferencas significativas na taxa
de sobrevivéncia entre grupos de homens e mulheres nos estados, bem como entre a taxa de

sobrevivéncia entre 0s grupos raciais. Para este propdsito, as seguintes varidveis sao consideradas:
e y;: taxa de sobrevivéncia; i =1,...,220;
e xj;: sexo (homem=0, mulher=1);
e Xxp;: raca (ndo hispanico branco, nao hispanico negro, hispanico).

Em que a taxa de sobrevivéncia é definida como o complemento da taxa de mortalidade, em que

a taxa de mortalidade é definida pelos autores como:

ndamero de casos de mortalidade de cincer colorretal

Taxa de mortalidade = 100000 habitantes ’

Portanto, a taxa de sobrevivéncia € dada por 1 — taxa de mortalidade. Na tabela 36 sdo apresen-

tadas as medidas descritivas da taxa de sobrevivéncia de cancer colorretal.

Tabela 36 — Medidas descritivas da taxa de sobrevivéncia das pessoas com cancer colorretal nos EUA

Minimo | 1 Quartil | Mediana | Média |3 Quartil | Maximo
0,6280 | 0,7880 | 0,8230 [0,8185| 0,8670 | 0,9530
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Figura 9 — Boxplot da taxa de sobrevivéncia de pacientes com cancer colorretal por sexo (lado esquerdo)
e por raga (lado direito)

A figura 9 mostra os box-plots da taxa de nao incidéncia entre os grupos estudados
por sexo (o painel da esquerda) e raca (o painel da direita). Podemos verificar que a varidvel
resposta € diferente considerando essas covaridveis e entdo ajustamos o modelo de regressao
descrito na se¢do 3.2 para identificar o efeito dessas covaridveis. Assim, para este conjunto

de dados, ajustamos o modelo de regressao com todas as covaridveis na mediana (y) da taxa
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de sobrevivéncia e no pardmetro de dispersdo correspondente (§), embora outras fun¢des de
ligacao possam ser usadas, consideramos a fun¢do de ligacao logistico para mediana e a funcdo
de ligacdo logaritmico para dispersao, ou seja,
log (2 ) = o+ Brxii+ By, + B
0g T—y ) P +P1x1i + P2, %2, + P2, X2, €
1

log(&) = Tp+ T1X1; + T2, X2, + T2,X2,, i=1,...,220.

em que varidveis ficticias sdo definidas para o grupo de covaridveis de racga, considerando

1, se mulher
Xli =
0, se homem
I, se nado hispanico branco; I, se nao hispanico negro;
X2, = € X2, =
0, caso contrdrio 0, caso contrario.

O conjunto de dados foram ajustados com o modelo PNL com todas as func¢des de ligacao
mencionadas na Tabela 23, e usando os critérios AIC (BOZDOGAN (1987)) e BIC (WATANABE
(2013)), na Tabela 37. sdo apresentados os valores destes critérios. Segundo os critérios, o melhor
ajuste para o modelo PNL € com a ligacdo log-log por sua vez para o modelo PNC é a ligacao

logistica e para os modelos PNN e PNG ¢ a ligacao cauchy.

Tabela 37 — Critérios de comparagdo de modelos AIC e BIC com diferentes fungdes de ligagdo para os
modelos PNL, PNC, PNN e PNG.

PNL PNC PNN PNG
Fungdo Ligacdo| AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC
Logistico  |-995,99 -965,45|-994,02 -963,48(-908,75 -878,20|-870,20 -839,65
Cauchy -992,02 -961,48|-988,41 -957,86(-950,89 -920,35|-949,29 -918,75
Probito -994,15 -963,60(-991,81 -961,27|-781,51 -750,97|-825,50 -794,95
Log-log -997,19 -966,64 |-828,57 -798,03|-804,98 -774,44|-928,50 -897,96
C-Log-log  |-990,69 -960,14|-859,72 -829,17|-866,96 -836,42|-879,46 -848,91

Além disso, com a finalidade de comparar modelos, os dados foram ajustados com oa
modeloa de regressdao PNL, PNC, PNN, PNG e S de Johnson (com func¢do de ligacdo log-
log). Na Tabelas 38 e 39 sdo apresentados as estimativas de maxima verossimilhanga e seu
respectivo erro padrao dos parametros dos modelos ajustados. Veja-se que todos os parametros
sdo significativos para ambos modelos. E dizer que o efeito do sexo e da raca dos pacientes com
cancer colorretal sao significativos na taxa de sobrevivéncia mediana. Portanto a mediana da taxa
de sobrevivéncia difere entre homens e mulheres, assim como também difere entre pacientes
de origem nao-hispanico branco, ndo-hispanico negro e hispanico. Analogamente, o efeito das
covaridveis sexo e raca do paciente com cancer colorretal sdo significativos na dispersao do
modelo. Isto indica que existem diferencas significativas na dispersao entre os pacientes homens

e mulheres, e entre os pacientes de origem hispanico e os outros dois de origem nao-hispanico.
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Tabela 38 — Estimativas de Mdxima Verossimilhanca dos pardmetros dos modelos de regressdo PNL e Sp

Johnson
PNL Sp Johnson

Par. EMV EP P-valor | EMV EP P-valor
Bo 0,649 0,0174 0,00e+00| 0,663  0,0180 0,00e+00
Bi 0,202 0,0106 0,00e+00| 0,198 0,0111  0,00e+00
B2, -0,157 0,0164 0,00e+00|-0,164 0,0171  0,00e+00
B2, -0,398 0,0211 0,00e+00(-0,397  0,0211  0,00e+00
70 0,347 0,2743 2,06e-01| 1,067 0,1172  0,00e+00
71 0,300 0,1047 4,21e-03| 0,362 0,1000 2,96e-04
T, 0,797 0,1318 1,46e-09|0,825 0,1255  4,83e-11
T, 0,189 0,1417 1,81e-01|0,265 0,1329  4,61e-02
a 4,053 2,1300 5,71e-02

Tabela 39 — Estimativas de Maxima Verossimilhan¢a dos parametros dos modelos de regressdo PNC,

PNN e PNG
PNC PNN PNG
Par., EMV EP P-valor | EMV EP P-valor | EMV EP P-valor

Bo 2,301 0,155 0,00e+00
Bi1 0,687 0,039 0,00e+00
B2, -0,766 0,157 1,13e-06
B2, -1,528 0,158 0,00e+00

1,6859 0,2054 2,22e-16
0,6978 0,0381 0,00e+00
-0,1717 0,2155 4,26e-01
-0,9354 0,2136 1,19e-05

1,970 0,1763 0,00e+00
0,772 0,0401 0,00e+00
-0,495 0,1782 5,46e-03
-1,196 0,1802 3.25e-11

T 0,163 0,176 3,55e-01
71 -0,123 0,101 2,20e-01
T, 1,350 0,144 0,00e+00
T, 1,480 0,141 0,00e+00
o 0,628 0,506 3,58e-01

1,4468 0,2246 1,18e-10
0,2263 0,1004 2,41e-02
1,1281 0,2407 2,78e-06
0,5010 0,2534 4,80e-02
1,099 0,9005 9,16e-01

0,918 0,2101 1,24e-05
0,293 0,1091 7,16e-03
1,289 0,1817 1,31e-12
0,787 0,1918 4,02e-05
0,507 0,4111 1,84e-01

Na Tabela 40 apresenta-se os critérios de comparacdo de modelos, observa-se que o

modelo que ajusta melhor os dados é 0 modelo PNL por apresentar menores valores dos critérios.

Para testarmos o modelo de regressao PNL considerou-se o teste da razdo de verossimi-
lhanca, em que testamos Hy : T; = 0 versus Hy : 7; # 0, parai = 1,2,3. A estatistica do teste de
razdo de verossimilhanga resultou 12,407 com 3 graus de liberdade e um p-valor igual a 0,002,
que leva a rejeitar a hipétese nula e considerar o modelo heteroceddstico para o ajuste dos dados

em estudo.

Entanto, para a adequabilidade do modelo com as estimativas de maxima verossimilhanca
foi obtido o residuo quantil aleatorizado DUNN e SMYTH (1996), para os modelos de regressao
PNL e o modelo de regressao Sg de Johnson. AS figuraS 10 e 11 mostram que o QQ-plot do
residuo quantil aleatorizado para os modelos PNL, Sp Johnson, PNC, PNN e PNG em que
esses residuos se distribuem aproximadamente com a distribui¢do normal para todos os modelos
indicando assim a adequabilidade dos modelos. Mas, da Figura 10, nota-se que o modelo PNL

se ajusta melhor aos dados.
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Tabela 40 — Critério AIC e BIC para os modelos ajustados.

Critérios
Modelo AIC BIC
PNL -997,187  -966,644
PNC -936,162  -909,015
PNN -987,167  -960,018
PNG -981,963  -954,814
Sp Johnson  -986,620 -959,471
Modelo PNL SB Johnson
] 0w w4
g~ 18 o
= €
C v .
@ 3
3 — o .
o )
0w o v |
o 3 |
3 N 2 4 oo
I I e S o |
& T T T T T I I © b T T T T T T
3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
quantis N(0,1) quantis N(0,1)
Figura 10 — Ajustes dos dados nos modelos PNL e Sz Johnson
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O < [] @] .
£ | « | O
Ea A= *
g N T N
s 1 2
8] 8 1
g ('}J H --’ - - g (\II .
Q . - Q o~
1 I I I I I I I o T T T T I I
83 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 A1 0 1 3
quantis N(0,1) quantis N(0,1)
Modelo PNG
w .
S+ 1
N ~
S
2°
o
BN o e
ua '.’ -
[1D] I I I I I I I
r 3 2 - 0 1 2 3

quantis N(0,1)

Figura 11 — Ajustes dos dados nos modelos PNC, PNN e PNG



86 Capitulo 3. Modelo de Regressdo Poténcia Normal Logistica, Cauchy, Normal e Gumbel

Portanto, conclui-se que o modelo PNL ¢é adequado para modelar estes dados. Logo,
pode-se estimar a taxa de sobrevivéncia mediana e o respectivo intervalo de 95% de confianca
dos pacientes com cancer colorretal para seis casos hipotéticos de pacientes A, B, C, D, Ee F

com caracteristicas (covaridveis) dadas na Tabela 41.

Da Tabela 41 pode-se dizer, por exemplo, que para o caso B, o paciente de sexo feminino
e de origem hispanico tem uma taxa de sobrevivéncia da doenca de 0,902, enquanto que para
o caso E pacientes de sexo masculino e de origem nao-hispanico negro t€tm uma taxa de
sobrevivéncia de 0,712. Portanto, pode-se concluir que as mulheres de origem hispanico que
dos EUA tem a maior taxa de sobrevivéncia de cancer colorretal enquanto que os homens de
origem nao-hispanicos negro dos EUA tem a menor taxa de sobrevivéncia de cincer colorretal.
Concluindo com isso que as varidveis sexo e raga influenciam na taxa de sobrevivéncia do

paciente com cancer colorretal nos EUA.

Tabela 41 — Estimativa da mediana da taxa de sobrevivéncia e o intervalo de 95% de confianga para os
seis pacientes hipotéticos com cancer colorretal - Modelo de regressdo PNL

Taxa de Sobrevivéncia

Paciente Sexo Raca EMV 95% Int. de confianca
A Homem Hispanico 0,858 (0,853, 0,862)
B Mulher Hispanico 0,902 (0,899; 0,905)
C Homem nao-Hispénico branco 0,806 (0,803; 0,808)
D Mulher nao-Hispanico branco 0,865 (0,863; 0,866)
E Homem nao-Hispanico negro 0,712 (0,707, 0,718)
F Mulher nao-Hispanico negro 0,796 (0,793, 0,800)

3.5 Conclusao

Neste Capitulo, foi desenvolvido os modelos de regressao PNL, PNC, PNN e PNG
fazendo uma reparametriza¢do do modelo na mediana da varidvel resposta. O modelo de regres-
sdo foi construido como nos modelos lineares generalizados, na qual a mediana e o parametro
de dispersdo estao relacionados com as covaridveis conhecidas e parametros desconhecidos
da regressao por meio de uma funcdo de ligacao. Inferéncias do modelo de regressao foram
feitas pelo método de maxima verossimilhanca. Também foram feitos estudos de simulagao
dos modelos de regressdao PNL, PNC, PNN e PNG para avaliar as propriedades dos EMV, em
que verificou-se que eles possuem boas propriedades assintéticas, e também foi feito um estudo
das estatisticas gradiente, wald, escore e razao de verossimilhanca. E finalmente foi feita uma
aplicacdo com dados reais a um conjunto de dados de pacientes com cancer colorretal dos EUA
e foi ajustado com todos modelos de regressdo. Observou-se que ambos modelos ajustam bem
os dados, porém o melhor modelo dentre os quatro conferidos pela andlise do residuo quantil
aleatorizado e os critérios de selecdo de modelos é o modelo PNL. Portanto, o modelo proposto

¢ adequado para fazer inferéncias da taxa de sobrevivéncia dos pacientes com cancer colorretal.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E PESQUISAS
FUTURAS

4.1 Consideracoes finais

Uma nova familia de distribui¢des para dados no intervalo (0, 1) é proposta nesta disser-
tacdo denomiminados distribui¢do poténcia logistica (PNL para abreviar), distribui¢do poténcia
cauchy (PNC), distribuicao poténcia normal (PNN) e distribui¢cdo poténcia gumbel (PNG). No
Capitulo 2, estudamos algumas propriedades e foram desenvolvidos os procedimentos infe-
renciais via maxima verossimilhanga e também foram apresentados os testes sem covaridveis,
gradiente, escore, Wald e da razdo de verossimilhanca; e mediante estudos de simulagdo foram
verificadas as propriedades asintéticas e finalmente o ajuste dos modelos PNL, PNG, PNN e
PNG aos dados de cancer colorretal nos Estados Unidos ilustra a utilidade dos modelos. No
Capitulo 3, a nova familia de distribui¢des foi estendida para modelos de regressao relacionadas
com a mediana da varidvel resposta. Analogamente ao Capitulo 2, foram desenvolvidos os
procedimentos inferéncias via maxima verossimilhanca, os testes gradiente, escore, Wald e da
razdo de verossimilhanga com covaridveis; e por meio de estudos de simulacdo foram vericadas
as propriedades assintéticas e na parte final do capitulo os modelos foram avaliados a dados

reais.

4.2 SugestOes para pesquisas futuras

e Estender os modelos propostos para casos multivariados.
e Estudar para os modelos propostos a andlise de diagndstico cldssico e bayesiano.

e Estudar os modelos PNL, PNC, PNN e PNG como varidvel resposta para os modelos

Gamlss.
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APENDICE

DEMONSTRACOES DE PROPOSICOES E
ELEMENTOS DA FUNCAO ESCORE

A.1 Demonstracoes

Demonstragdo. Proposig¢do 5

Fr(ya,8,7) = /Oyfy(x;a,}/,(‘})dx ye[0,1]
— [ a9(r+5 QL@+ 8 ()" ().

Fazendo a mudanga de varidvel u = 0 + yQ(x), a integral acima reduz para

+v0(y) o1 o
[ ) = [B(5 +700))*

—o0

Demonstragdo. Proposig¢do 6

Vamos mostrar que os momentos das distribuicdoes PNL,PNC,PNN e PNG existem

W =E0) = [V hsa )= [ yaso(r+s 00w+ 5 001 )

em que Q(+) representa o quantil dada na Tabela 1. Por outra parte, seja u = y+ §Q(y) entdo

tem-se y = Q! (—(%’ )) dada na Tabela 2. Entdo, a integral acima pode ser reduzida para

[ yasotr+s 0mietr+s 00N @0 = [ (07 (-5Y)) aotlewea

Note que o dominio de todas as fun¢des Q! (-) estdo no intervalo (0, 1), logo pode-se afirmar
que Q! (— (%’)) € (0,1) e, portanto

[ (2" (-(552))) wotiewie s [ ot a1 <=

Logo, o resultado € valido. ]
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Demonstragdo. Proposicdo 7

O resultado segue imediatamente da proposigao 1

[@(y+00(y)]* = ¢q, parage(0,1) =

D(y+8000) = ¢'/% =
—1¢, 1/ _
o) = T emquea! (¢ = xy(0) =

Demonstragdo. Proposicdo 8

Para provar o resultado do item (i), segue da defini¢do da mediana, isto é, ®(8Q(y)) = 5 entdo
®~1(1/2) = 8Q(y), portanto Q(y) = 0, ¥y € (0,1). Logo, para as distribuicdes PNL, PNC, PNN
e PNG com o = 1 e y =0, as medianas sdo respectivamente,

e Logistica: log (%_y) =0&y=1.

e Cauchy: tan (n(y — %)) = 0 < m(y— 3) = k7, Vk € Z, o qual é verdadeiro se y = 3 +k,

porém y € (0, 1) entdo k=0. Portanto, y =

=

e Normal: ®~!(y) =0y = ®(0),entdo y = 1.

e Gumbel: —log(—log(y)) =0« y=1.

Para provar o item (ii) note que

[ ade(y+800)[@(y+80(y))]* !
E) = /Ry y(I—y)

dy.

Mas, quando v = 1 and y = 0.

-

Fazendo a mudanca de varidvel r = 6 Q(y), a integral acima reduz para

_ ¢(r)
E() = Rl—l—exp(—r/S)dr

dr

0 o(r) > o(r)
/oo1+exp(—r/5)dr+/o 1+ oxp(—r/9)

Y (o R A 105 B

- /0 1+6Xp(r/6)d +/o 1—|—exp(—r/5)d
- 1 |

- /0 <1+exp(r/5)+1+exp(_r/5)>¢(r)dr

= /Oooq)(r)dr:%
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e, portanto, o resultado (ii) € valido.

Para provar o item (iii), temos que mostrar que f(1/2—¢;1,0,0) = f(1/2+¢€;1,0,9),
emque 1/2+¢e€ (0,1).

Primeiro, para o caso da PNL note que

. B ) 1/2—¢
f1/2=81.0.9) = 50256 (51°g<1/2+8)) |

et (o (7))

B 0 1/2—¢
= <1/2+s><1/z—s)"’(‘”"g<1/2+e))
= f(1/2-¢1,0,8).

Além disso,

f(1/2+€;1,0,6) =

Entanto, para o caso PNC tem-se

F(1)2—€1,0,8) = 8¢(m(1/2—e—1/2))msec*(n(1/2—€—1/2));
= 8¢(Stan(m(—¢€)))msec*(w(—¢)).

Por outra parte,

f(1/2+4€1,0,8) = 8¢(Stan(w(1/2—¢e—1/2)))wsec(m(1/2+¢€—1/2))
= 8¢(8tan(n(e)))msec’ (n(e))
= 8¢(—8tan(n(e)))msec’(n(e)) (A.1)
— §¢(Stan(n(—¢)))msec’(w(—¢€)) (A.2)

= f(1/2-€1,0,8).

em que (A.1) segue do fato que ¢ (x) = ¢(—x), Vx € R e (A.2) tan(—x) = —tan(x), sec(x) =
sec(—x), Vx € R.

E para o caso da PNN

—1
fujp-en08) — 208 00
8¢ (v28erf1(2(1/2—€)—1))
¢ (v 2erf1(2(1/2—¢)—1))
(vV28erf~1(—2¢))
(V2
(

(A.3)

0

V2erf~1(—2¢)) (A4

¢
¢
S5¢(V28erf1(2¢))
= . A5
¢ (v 2erf~1(2¢)) (A=)
em que (A.3) é verdade porque ®~!(p) = v2erf1(2p — 1)Vp € (0,1), (A.4) segue do fato

que ¢(—x) = ¢(x)Vx € R e (A.5) devido a que erf~!(x) = —erf~!(—x); sendo que erf~!(-)
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representa a funcdo inversa da fun¢@o error definida por erf(x) = \F foe 4t

. _ 89(897'(1/2+¢))
f(1/24+¢€;1,0,8) = 0@ 1(1/21¢))
_ 89(V28erf '(2(1/2+¢) 1))
o(V2erf 1(2(1/2+¢€) - 1))
_ 5¢(V/28erf1(2¢))
¢(v2erf ! (2¢))
= f(1/2-¢1,0,8).
]
Demonstragdo. Proposigcdo 9
Seja Z =1—Y. Denote por fz(z) o pdf de Z. Segue que
fZ(Z) = f(l—Z;(X,’)/,S)
— e300~y 6001 ~))°!
o8 a—1
- gt (reoms(i) ) [p (reome (7))
ad -l
- gt (oo (50)) 2 (e ()]
Note que, ¢ (y—8log (%)) = ¢ (—v+ 8log (1=2)).
Portanto, Z=1-Y ~ PNL(c, §,—7). O
A.2 Elementos de informacao observada
9%((%;y)  n
T & (A0
9%((8;) ¢ (Y+60Q(x))
“9w0s  Ho(rso0m) 2 (47
*(By) - ¢ (¥+30(n))
Jady B+ 800) 49
(Y)W 9" (r+800m) ¢ (Y+80(m) — (¢ (v+8Q()))*
T ,-Zl 07 (7+300%) A2

an ¢’ (Y+80(3:) @ (v+80(y)) — 92 (y+80(vi))
= D2 (y+60(yi))
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PUMDy) L 9" (¥ +8000) ¢ (¥+800n) — (¢ (¥ +50(n)))?
“Tasay — k& 67 (7 + 500) Q0i) (A10)
o' (y+80(3:)) P (v+80(y)) — 9% (y+8Q())
“le-h) 3 (755001 Q0)
2 .
_% _ % (A1)
&9 (Y4802 () 9 (Y+800n) — (¢ (y+800m)°
)3 527+ 5007) o0

(a— 1)} 250N (r+500:) — 0% (r+30()

- P2 (y+80(v)) 0" ()

~






99

APENDICE

FUNCAO ESCORE PARA O MODELO DE
REGRESSAO E MATRIZ DE INFORMACAO

OBSERVADA

B.1 Funcao escore

A fungio escore e a matriz de informagéo observada para (B, 7, @).

(P, T,00) & IG(yi, 6, a) dy; Iny; _iaéi(%,éi,a) dy;

o ) S i oB, ~ & v dmiwl'r forr=1,...,p.
R
([3 T,0) 28& Vi, 6, @)

em que

R L KR e

iy, 0) 1 [Py, 5,a)) o(P(vi,5.,))
25 7+[¢m<%6,~,a>> O By 5,0)) | (00 QW) =0
) l'(ll/ivslaa) 1 (]5’(3(1[/,,61,06)) ¢(Pl(llil7617a)) / 1 !
e = b e Vg gy 5= g Bihs(@
sendo

az
/ _
= o) T VaE(ys.a) ¢ 0% T 50,570 5alog2




APENDICE B. FUNCAO ESCORE PARA O MODELO DE REGRESSAO E MATRIZ DE INFORMACAO

0 OBSERVADA
Portanto,
adl(B,T,a) Lo Vi
&Br o z—ZlBlélQ (Wl)d lwzrv
ag( 71'-;“)_ C * ) : d6, .
PP WGBS
adl(B,T,x)

B.2 Matriz de informacao observada

As segundas derivadas de /(B, T, o) em relagdo ao B's, T’s e a bem dadas por

82€(ﬁ,'t,06) _ i 0 (8£i(1//,-,6,~,a) dy; ) dy; 8n1iw'
d B9 Bs = v dy;  dny ") dmy 9B "
_z”:<82£,-(1;/,-,6,-,(x) dy; +8£,~(w,-,6,~,0¢) d dl,l/l-) dy;
= dy?  dnu dy;  dyidny ) dny T
0*((B,7,00) :ii dli(yi, 6, ) do; Z do; 37121'2.
dwdts =35, 98  dny ) dny dws *
_i o'?zﬁi(wi,&-,a) d5,' 8£i(l[/i,5i,0£)i d5i d5,' L R
& 925,  dmy 08 08 dmy ) dny R4S
82€< , T, OC) _ i azgi(ll’iv(sha)
da? Pt do? '
Note que

d dyi  di(y) 9 d& (&)

dvidny  di(yi)? 98dmi  dy(8)?

Portanto, as expressdes seriam como segue

(92&(06,1[/1',5,')

Sy = LE+ (@=DE)Q (vi))d~BiQ"(w)] &

825,‘(06,![/,',51') - 1

S5z =g T E (@ DE)(Q0) - Q(w) e e

o(F(vi,6,a)) |

%i(a, v, &) 1 % T F;)x( +
g E\S VL0 +B; o)+ | (Eit+(x—1)F)xys(a
x0,5(0) + | (Ei+( JEi)xo,5(2) D(P(yi, 6, @)

da? a2
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em que

9" (P(i, 8, 0))9 (Pi(wi, &, ) — (¢ (Pi(yi, &, @)))?

b= (0(P(y1,5, ) ’
£ ¢’ (P(y;, 6, 00))P(Pi(yi, §;, &) — (¢ (P, 6, @) )
l (CI)( (ll/la&va)))
v 1 | (2a—10g2)¢(0,5'/%) — ¢'(0,5'/*)0, 51/0‘10g2
0,5( )= log2 ¢2(0 51/a)0 51/a

Adicionalmente, tem-se

*l(B,T, ) Z”: oli(w;, 8, ) dy; dnyg;\ dS; dany
dB-dts dy;  dny; 9B, ) dnai 95

~ 09;

ii (ag lllhélaa)) dllll aT’li dsl 97721'
= Jé i dni; B, dna; 9Ts
_i& (Wi, 05, 0) dy; do;
B asallfl dnlz anz

i=1

awm@m_ig_aM%&md%Mm

dadB, & dy;  dny; If;

= i 2&(06,1//,‘,51') dy; 87"[1,'
dady; dny; 9P,

. " azgi(aallliasi) dllll

o dady; dny;

Wi, r=1,...,p.

*(B,T,a) ii dli(o, yi, 6;) do; Iy
00 TR _i:l8a d26; dno; J1r
_Z& (o, y;, 6;) do; any;
Iy dadd;  dmy; d1r
_i&zé (oL, 6:) d;
T Jads, an,ZR’

sendo que,

azei(a7 Vi, 61) _

250w —(Bi+ (Ei+ (2= 1)F) (Q(vi) — 2(wi))) @' (i),

azfi(ayll/iﬁi) _ <E'+ ¢(B(V/,,3,,OC))

dady; B (P (vi, 5, ) *F") O (Wixos(a) e

%o, i, 5;) {5+ o (P.(vi, 6, )
0095 " o(P(y;, 6, )

w;Zis parar=1,....peS=1,...

+F,-) (001) — 0(yi))xh5(@).
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