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Ao bom selvagem, que em toda esquina habita.






E agora, José?

A festa acabou,

a luz apagou,

0 Povo sumiu,

a noite esfriou,

e agora, José?

e agora, vocé?

vocé que € sem nome,
que zomba dos outros,
vocé que faz versos,
que ama, protesta?

e agora, José?

Esté sem mulher,
esta sem discurso,
estd sem carinho,
j& nao pode beber,
ja nao pode fumar,
cuspir ja nao pode,
a noite esfriou,

o dia nao veio,

o bonde nao veio,
0 riso nao veio,
nao veio a utopia
e tudo acabou

e tudo fugiu

e tudo mofou,

e agora, José?

José

E agora, José?

Sua doce palavra,
seu instante de febre,
sua gula e jejum,
sua biblioteca,

sua lavra de ouro,
seu terno de vidro,
sua incoeréncia,

seu 6dio — e agora?

Com a chave na mao
quer abrir a porta,
nao existe porta;
quer morrer no mar,
mas o0 mar secou,
quer ir para Minas,
Minas nao ha mais.

José, e agora?

Se vocé gritasse,

se vocé gemesse,

se voceé tocasse

a valsa vienense,

se vocé dormisse,

se VOocé cansasse,

se VOC€ morresse...
Mas vocé nao morre,

vocé é duro, Joseé!

— Carlos Drummond de Andrade in José

Sozinho no escuro
qual bicho-do-mato,
sem teogonia,

sem parede nua
para se encostar,
sem cavalo preto
que fuja a galope,
vocé marcha, José!

José, para onde?
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Resumo

O Fluxo de curvatura média é um fluxo geométrico que nada mais é do que evoluir uma
hipersuperficie na dire¢ao do seu campo normal com velocidade igual a sua curvatura
média em cada ponto. Uma pergunta comum, sendo o fluxo uma evolucao, é se 0 mesmo
torna-se singular (seja por perder suavidade ou mesmo por degenerar-se). Veremos que
isso ocorre com certa naturalidade para este fluxo. Sendo assim, outra questao natural
é o comportamento assintotico da evolucgao, isto é, qual é a "forma'"das hipersuperficies
que compoe o fluxo quando ele esta proximo de se tornar singular. Em seu artigo, de
1990, Asymptotic behavior for singularities of the mean curvature flow, Gerhard Huisken

demonstrou sua féormula da monotonia, mais precisamente,

Teorema 0.1 (Foérmula da monotonia de Huisken). Seja M variedade compacta de di-

mensio n, o : M x [0,T) — R" Fluzo de curvatura média, zo € R"™ e 7 > 0. Entdo:
_lz—ag|? _la—zg/? 2
d e 4(T—t) e 4(T—t) <x —_ xo’ N))
L L T e T e UV N
dt /M [Ar(T —t)]2 e /M [Am(T —t)]2 ( 2(r —t) He
para todo t € [0, min{7,T}).

A partir dessa formula, Huisken , sob certas hipdteses, concluiu que os Self-Shrinkers, isto

é, hipersuperficies que satisfazem a equacao
H+{(,N)=0,

para todos seus pontos, em que H é a curvatura média e N é o campo normal, sdo as
que modelam o comportamento assintotico do fluxo. Nessa dissertacao serao abordados
todas estas questoes, além da existéncia e unicidade para o Fluxo de curvatura média
como também classificaremos os Self-Shrinkers mergulhados em R?® que possuem norma

da Segunda forma fundamental constante.
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Introducao

O Fluxo de curvatura média aparece na literatura, por volta dos anos 50, na modelagem
de fronteiras de graos que se formam durante a cristalizacao em processos de fundicao.
Posteriormente, um fluxo analogo a esse foi empregado na Teoria da relatividade geral
por Huisken e Ilmanen na demonstracao da desigualdade de Penrose. Mais recentemente
fluxos geométricos tém sido empregados no estudo de Buracos negros. Esses fluxos ge-
ométricos sao estudados no campo da Anéalise Geométrica, area na qual estamos nos
introduzindo por meio desta dissertacao. O Fluxo de curvatura média é um fluxo ge-
ométrico que nada mais é do que evoluir uma hipersuperficie na direcao do seu campo
normal com velocidade igual a sua curvatura média em cada ponto. Veremos que tal
fluxo torna-se singular com certa frequéncia e estudaremos o comportamento assintético
do mesmo.

O primeiro capitulo serda dedicado a uma pequena revisao sobre imersoes isométricas no
espaco Euclidiano e a defini¢ao dos Operadores diferenciais classicos, porém em variedades
Riemannianas. No segundo capitulo definimos o Fluxo de curvatura média, mostramos
que o mesmo ¢ invariante por perturbagoes tangentes e garantimos a existéncia e unici-
dade dele para pequenos intervalos de tempo. No terceiro capitulo demonstramos uma
ferramenta, o Principio do maximo, que nos servira para concluir que o fluxo, de uma
hipersuperficie compacta, tornar-se singular depende do crescimento, durante a evolucao,
da Norma da segunda forma fundamental. O quarto capitulo serd dedicado a demons-
tracao da Formula da monotonia de Huisken e a partir dela a obtencao do resultado que
garante que as hipersuperficies que modelam o comportamento assintético do Fluxo de
curvatura média sao os Self-Shrinkers. Por fim, o tltimo capitulo é dedicado a aplicar o
Operador Ornstein—Uhlenbeck para classificar os Self-Shrinkers mergulhados em R3 que

possuem norma da Segunda forma fundamental constante.






Capitulo 1

Preliminares

Assumiremos, por parte do leitor, o conhecimento da teoria de variedades Riemannia-
nas. Para um melhor entendimento indicamos a referéncia [6], em especial o capitulo de
Imersoes isométricas. Antes de iniciarmos nossa discussao vamos definir os Operadores
diferenciais em variedades Riemannianas, que sao generalizagoes dos Operadores classicos
no espaco Euclidiano. Também vamos enunciar alguns resultados e defini¢oes classicas
de Geometria diferencial, em especial, a Segunda forma fundamental, a Curvatura média,
a Norma da segunda forma fundamental e a Medida induzida, que sao grandezas defini-
das de uma forma mais geral, mas como iremos lidar somente com hipersuperficies em
R™*! iremos defini-las por meio de suas cartas. Sendo assim, este capitulo tem carater de

revisao.

1.1 Notacao

Separamos essa secao para facilitar a consulta da notacao que utilizaremos ao longo do
texto. Os principais objetos que iremos tratar ao longo dessa dissertacao sao hipersuper-
ficies n-dimensionais, completas e imersas em R"*! isto ¢, pares da forma (M, ) em que
M & variedade, suave e sem bordo, de dimensao n e ¢ : M — R""! ¢ uma imersao suave.
Por simplicidade iremos nos referir a tais entes M e ¢ : M — R""! respectivamente
por variedade de dimensao n e hipersuperficie (Observe que M recebe naturalmente uma
métrica Riemanniana via pullback, e consequentemente, ¢ se torna imersao isométrica).
Também iremos preservar, em certo sentido, a no¢ao de derivada direcional. Seja M varie-
dade de dimensao n e ¢ : M — R™*! hipersuperficie. Dadop € M e {Ey,...,E,} C T,M
sabemos que existe aberto U C R" e difeomorfismo (sobre a imagem) ¢ : U — M tal que

P(0)=pe S—Z(O) = FE;. Denotaremos g—;’;(p) = dy,(E;). Observe que ,

dap(B) = de, (50) = 5 (90 0) 0
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ou seja, preservamos a nocao de derivar em uma dire¢ao. De maneira analoga, dada

funcao f : M — R denotaremos g—i(p) = df,(E;) e como feito anteriormente,

dfp<Ei>=dfp(a¢ <0>) = 9 (fouw)(0).

Por fim, em vista do discutido acima, reservaremos a notagao {Ei, ..., E,} para repre-
o) o

sentar os campos coordenados } obtidos em uma carta.

Ox1’ """ Oxn

1.2 Operadores diferenciais em variedades Riemannia-

nas

Definiremos, de maneira sucinta, alguns operadores que serao importantes no decorrer
do texto. Também demonstraremos algumas de suas propriedades. Ao final da secao

enunciaremos, sem demonstragao, duas formas do Teorema da Divergéncia.

Definigao 1.1 (Gradiente). Seja M uma variedade Riemanniana e f : M — R fungao
suave. Denominamos gradiente da fun¢ao f, e denotamos por V f, o tnico campo de

vetores em M definido por:

(Vf(p),v) = dfy(v),
para todo p € M e para todo v € T,M.
Proposicao 1.2. Sejam f,g: M — R e h: R — R funcoes suaves. Valem:
) V(f+9)=Vf+Vg
i) V(fg) =9V f+[Vyg.
iti) V(ho f)(p) =N (f(p))V[f(p), para todo p € M.
Demonstragao:

i) Sejam p € M e v € T,M. Temos:

Como a igualdade acima vale para todo v € T, M, temos:

V(f+9)p) =Vfp)+ V),

para todo p € M.
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it) Sejam p € M e v € T,M. Temos:

Como a igualdade acima vale para todo v € T, M, temos:

V(fg9)(p) =9®)VIp) + fp)Vy(p),

para todo p € M.

i11) Sejam p € M e v € T,M. Temos:

Como a igualdade acima vale para todo v € T, M, temos:

V(ho f)(p) =1 (f(p)V (D),
para todo p € M. 0

Definigao 1.3 (Hessiana). Seja M uma variedade Riemanniana e f : M — R fungao
suave. A Hessiana de f em p € M ¢ a aplicagao Hessf, : T,M x T,M — R definida pela
expressao:

Hessf,(v,w) = (V,V f,w),

para todo v, w € T, M.

Definig¢ao 1.4 (Laplaciano). Seja M variedade Riemanniana de dimensaone f : M — R

funcao suave. O Laplaciano de f é a aplicacao Af : M — R definida pela expressao:
Af(p> = Z Hessfp(eia 61‘),
i=1

para todo p € M, em que {ey,...,e,} é uma base ortonormal de T,M.
Observagao: E possivel mostrar que Af(p) ndo depende da base ortonormal,
{e1,..., e}, escolhida de T, M.
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O préximo Lema nos auxiliard na conversao de objetos definidos por meio de bases or-
tonormais de T, M (como o Laplaciano) em bases dadas pelos campos coordenados (nas

cartas).

Lema 1.5. Seja M variedade Riemanniana de dimensao n. Considere p € M e ¢ = (¢;5)
a matriz de mudanga de uma base ortonormal, {ey,...,e,}, de T,M para a base obtida

pelos campos coordenados, ou seja,
e = chiEk(p), para todo i=1,...,n.

1

Entao cct = g~ em que ¢’ é a transposta de c e g~' € a inversa da matriz dos coeficientes

da métrica em p € M.

Demonstragao: Denotaremos, dada uma matriz P, (P),s como o coeficiente rs da matriz
P. Temos,
0i; = (ei, €)

= <Z CkiElmZClel> ()
= ZC’“ZCU EkaEl )
k=1
= Zcmzcmgkl
k=1

n

= Z Cki(gc)kj

k=1
= dilgo)
k=1

= (Ctgc)ij7

3

ou seja, I = c'ge. Consequentemente ¢ = cctgce e portanto cct = g1, O

Proposicao 1.6. Seja M variedade Riemanniana de dimensaon e f : M — R func¢ao

suave. O Laplaciano de f em p € M € dado por:

Zg p)Hessf,(E;, E;)(p),

i,7=1

em que (g”(p)) € a inversa da matriz dos coeficientes da métrica em p € M.

Demonstragao: Denotaremos, dada uma matriz P, (P),, como o coeficiente s da matriz
P. Seja {ey,...,e,} uma base ortonormal de 7,M. Fazendo a mudanga de base como no

Lema 1.5, temos:
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= Z Hessf, (e, €;)

i=1

= Z <V€Z‘Vf7 €i> (p)
= Z <V22—1 CkiEkvf’ Z CliEl> <p)
= Z <Z ckiVe V], Z sz‘El> ()

k=1 =1

—ZZ%Z% (VEV S, B} ()

i=1 k=1 =1
_ZZCMZChHessfp EkaEl>( )
i=1 k=1

e tomando Hessf,(Ey, E;)(p) = by,

Z Z Chi Z Ciibri

=1 k=1

= Z Z Cki(bc>kz

i=1 k=1

= Z Z Cie (bC) i

i=1 k=1

= Z(CtbC)ii
i=1

=tr(c'be),

e como a fungao trago comuta o produto de matrizes vale que ¢r(ctbc) = tr(c'ch), con-

cluindo pelo Lema 1.5,

Af(p) =tr(g7'b) = > g7 (p)bij(p) = > 9" (p)Hessf,(Ei, E;)(p)-

ij=1 ij=1
O

Definigao 1.7 (Divergéncia). Seja M variedade Riemanniana de dimensao n e X campo
de vetores suave em M. A Divergéncia de X é a aplicacao div (X ) : M — R definida pela

expressao:
n

div(X) (p) = Y (Ve X, e:)(p),

i=1
para todo p € M, em que {ey,...,e,} ¢ uma base ortonormal de 7,M.

Observacao: E possivel demonstrar que diV(X ) (p) ndo depende da base ortonormal,
{e1,..., ey}, escolhida de T,,M.
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Proposicao 1.8. Seja M wvariedade Riemanniana de dimensao n e X Campo de vetores

suave em M. A Divergéncia de X é dada por:

div(X Zg” (Ve X, E;) (p),

i,7=1
em que (g (p)) € a inversa da matriz dos coeficientes da métrica em p € M.

Demonstragao: Denotaremos, dada uma matriz P, (P),s como o coeficiente rs da matriz

P. Seja {ey,...,e,} uma base ortonormal de 7,M. Fazendo a mudanga de base como no
Lema 1.5,
div(X)(p) = > (Ve X,e) (p) =) <v22_1 wray ch-El> (p)
i=1 i=1 =1
) <zckzwkx > o) 0
i=1
= Z Cki Z ai (Ve X, E) (p),
i=1 k=1 I=1
e tomando (Vg, X, E}) (p) = by,
div(X)(p) Z Chi Z by = Z Z ki (bC) ks
i=1 k=1 I=1 i=1 k=1
I
i=1 k=1
-3
=1
=tr(c'be),

e como a fungao trago comuta o produto de matrizes vale que tr(ctbc) = tr(cteb), con-

cluindo pelo Lema 1.5,

div(X) (p) = tr(g~'b) = Z 9" (p)bi; Z 97 (p) (V. X, E;) (p)-

1,j=1 2,7=1

U

Proposicao 1.9. Seja M variedade Riemanniana de dimensaon, X,Y Campos de vetores

suaves em M e f: M — R funcao suave. Entao:
i) div(X +Y) =div(X) + div(Y).

i) div(fX) = fdiv(X) + (Vf, X).
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Demonstracgao:

i) Sejap e M e {ey,...,e,} base ortonormal de 7,M. Temos:

div(X +Y)(p) = ZWQ(X +Y),e)(p)

it) Sejap € M e {ey,...,e,} base ortonormal de T,M. Temos:

n

div(fX)(p) = Z(Vei (fX),e)(p)

= (fVe X +ei(f)X e:)(p)

=1
n

= Z(fveiX ei)(p) + Z el f X ei)(

=1

:f()ZV X, e)(p +Z€Z p)(X,e)(p)
1=1
= f(p d1v +ZX61

= f(p dlv +<X Zez
= f(p)div(X)(p) + (X, Vf>
O

Corolario 1.10. Seja M wvariedade Riemanniana de dimensaon e f,g: M — R funcoes

suaves. Valem:

i) Af = diV(Vf).

i) A(fg) = gAf + fAg+2(Vf,Vg).
Demonstragao:

i) Sejap e M e {ey,...,e,} base ortonormal de T,M. Temos:
= Z Hess f (e, €;)
i=1

= me ei)(p)
= div(Vf) (p).
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i1) Usando i) e a Proposi¢ao 1.9, obtemos:

A(fg) = div(V(f9))
— div <gV fr fvg)
— div (gv f) + div ( fvg)
— gdiv(Vf) + (Vg,V [} + fdiv(Vg) + (V. Vg)
= gAf+ [Ag+2(Vf,Vg).

O

Os proximos Teoremas da divergéncia serao apenas enunciados. Para uma demonstragao

ver a referéncia [8].

Proposigao 1.11 (Teorema da Divergéncia). Seja X um campo vetorial definido em um

dominio compacto M com fronteira reqular suave. Entao:

/Mdiv(X) =/ (X,v), (1.1)

em que v € campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Proposicao 1.12 (Teorema da Divergéncia sem fronteira). Seja X wum campo vetorial

definido em um dominio compacto M tal que OM = (). Entao:

/ div(X) = 0. (1.2)

1.3 Tensores em variedades Riemannianas

Tensores sao entidades definidas de forma mais geral que a apresentada aqui. Para nossos
propositos é suficiente considerar um Tensor como uma aplicagao multilinear que associa
vetores tangentes a M a escalares em R. Mais precisamente:

Definicao 1.13. Um Tensor de ordem r é uma aplicagao 7 : T,M x --- x T,M — R

/

r fatores
multilinear sobre R.

Definimos um Campo de tensores como uma aplicacao multilinear que associa Campos

(suaves) em M a fungoes de C*°(M). Mais precisamente:

Definigao 1.14 (Campo de tensores). Um Campo de tensores de ordem r é uma aplicagao
T:X(M)x---x X(M)— C*(M) multilinear sobre C*>°(M).

-—
r fatores
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Observacao: E possivel mostrar que um Campo de tensores 7' de ordem 7 é uma nocao
pontual, isto é, dado p € M e Campos X1,..., X, Y7,..., Y, € X(M) tais que X;(p) =
Yi(p) para todo i = 1,...,r, temos T(Xy,...,X,)(p) = T(Y1,...,Y;)(p). Em outras
palavras, o valor do Campo de tensores 17" em p depende somente dos Campos X; em
p. Mais ainda, definindo T,(21,...,2.) = T(Z1, ..., Z,)(p) em que Z;(p) = z; para todo
i = 1,...,r obtemos que 7, ¢ Tensor de ordem r. Resumindo, dado um Campo de
Tensores 1" associa-se a ele uma familia de tensores {7, },en. Reciprocamente, dada uma
familia de tensores {7,},en associa-se de maneira natural um Campo de tensores 7.

Ao longo do texto, quando nao houver confusdo, iremos nos referir a um Campo de

tensores simplesmente por Tensor.

Definigao 1.15. Seja T' um Campo de tensores de ordem r. A norma de T é a fungao
|T| : M — R definida por:

n

|T’2(p) = Z 7;)(61'17"‘76%>27

01 yeeeyip=1

em que {ey,...,e,} € base ortonormal de T, M e 7T, é como na observagao anterior.
Observagao: E possivel mostrar que |T|?(p) ndo depende da base ortonormal,

{e1,...,en}, escolhida.

O (Campo de tensores) Tensor Curvatura R : X (M) x X (M) x X (M)x X (M) — C>(M),
em que,

R(Xax Za W) = <VYVXZ - VXVYZ + V[X,Y]Za W> )
e o (Campo de tensores) Tensor Métrico g : X (M) x X (M) — C*°(M), em que,

g(X,Y) = <X7Y>7

sao dois exemplos classicos de Campos de tensores. Como os Campos de tensores sao
entidades definidas a partir de Campos (suaves) em M, podemos definir uma derivada

fazendo uso da conexao existente em tal variedade Riemanniana.

Definicao 1.16 (Derivada tensorial). Seja 7" um Campo de tensores de ordem r. A

derivada covariante V7' de T' é um Campo de tensores de ordem r + 1 definido por,
VT (Xy,...,. X, W)=W(T(Xy,...,.X.)-T(VwXy,..., X)) — =T (Xy,...,.VwX,),

em que Xi,..., X, W € X(M). Iremos nos referir a derivada covariante de T na diregao

de W, denotado por VT, como o Campo de tensores de ordem r definido por,

VuwT(X1, ..., X,)=VT(Xy1,...,X,,W).
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1.4 Imersoes isométricas no espaco Euclidiano

Seja M variedade de dimensdo n e ¢ : M — R""! hipersuperficie. Consideremos V a
derivagao (conexao) em R™ ¢ N o campo normal a hipersuperficie. Dado p € M e
Campos X e Y em uma vizinhanga de p, é possivel mostrar (ver a referéncia [6]) que a
aplicacdo B(X,Y) = Vy? — (VYV)T, em que X e Y sdo, respectivamente, extensoes de
dp (X) e dp(Y), é bem definida, bilinear e simétrica (sobre C*°(M)) e que B(X,Y)(p)
depende somente de X (p) e Y(p). Sendo assim, definimos a Segunda forma fundamental

como a aplicagao A, : T,M x T,M — R definida por,
Ap(ZL', y) = <B(X7 Y)7 N> (p)a

em que X e Y sao, respectivamente, extensoes locais de x e y. Como a aplicagao B
é bilinear e simétrica, a Segunda forma fundamental é uma forma bilinear simétrica, e
consequentemente, existe matriz autoadjunta S (aplicacao de Weingarten ou Operador

forma) de maneira que,
A, (z,y) = (Sx,y) paratodo x,y e T,M. (1.3)

Podemos caracterizar a aplicacao de Weingarten da seguinte maneira,

Sz = —dg, ! [(Vag,@)N)] para todo x € T,M, (1.4)
pois,
(Sz,y) = (B(X,Y),N) (p)
= (V¥ = (Vx¥)' N > ()
= (VxV. N) (p)
= (XY, ) (p) = (Y, VxN) (p)

para todo x,y € T,,M.
Observagao:Note que Vq,, )N € dip, (T,M) pois 0 = dp,(z) (N, N) = 2(Vgy,, @) N, N).

Como estamos no caso de uma hipersuperficie em R""', podemos determinar os
coeficientes da matriz S de maneira simples. No decorrer do texto iremos nos referir a
Segunda forma fundamental pela sua expressao dada em cartas , isto é, pela seguinte

Proposicao,
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Proposicao 1.17 (Segunda forma fundamental). Seja M wvariedade de dimensio n e
0 : M — R" 1 hipersuperficie. A Sequnda forma fundamental é a forma bilinear simétrica

definida pela matriz h = (h;;) em que para todo p € M,

92
bots) = (N 5o 0)). (15)
UL
onde N(p) € o vetor normal.

Demonstragao:
Sejam {E1, ..., E,} os campos coordenados em uma vizinhanca de p € M. Seja h = (h;;)
a matriz da forma bilinear dada na base {E;(p), ..., E,(p)} de T,M. Temos:

=E;(E;,N) (p) — (E;,VEN) (p) (1.6)

mas como <%(p), N(p)> =0,

0= ((a )

(e N W) + (200 o))

isto é,
O ON Al
(== - = N . 1.
(520 5o 0) = (Gra ) N ) (17)
Entao substituindo (1.7) em (1.6) concluimos a demonstragao. O

Também podemos reescrever a relagdo entre a conexao (derivagdo) ambiente, isto
¢, em R""! com a a conexao induzida em M. Em outras palavras ela nos diz que
(cometendo abuso de notacdo) V = V — B, isto é, a conexdo induzida em M é dada pela
derivagao ambiente projetada sobre o espago tangente. Também é possivel reescrever
a derivacao do campo normal em todas as direcoes. Sumarizamos isso na seguinte

Proposicao:



12 1. Preliminares

Proposicao 1.18 (Relagoes de Gauss-Weingarten). Seja M wvariedade de dimensdo n e

0 : M — R" hipersuperficie. Entao valem:

T () = > T (0) 22 (5) + iy (p) N ()

&L’ixj — T
o (1.8)
CS e ) 2 )
Gm] et J 8:135
para todo p € M.
Demonstracgao:
Sejam {E4, ..., E,} os campos coordenados em uma vizinhanga de p € M. Sabemos que,
Vi, Ej( Z e
logo,
de, (Vi Ej(p ZF p)d, (Ex(p))
n (1.9)
dp
_ k i
- 1] (p) axk( )
k=1
Por outro lado,
= —\T
d, (V5 E;j(p) = (V5 E;) (0)
p— S— —_— T p— —_—
=VE5E;i(p) + (VEE;) (0) — VEE;(p)
= Vg Ej(p) — B(E;, Ej)(p)
= Vag, 5. Ej — B(Ei, Ej)(p)
= vgi wEi— B(E;, E;)(p)
. dp
N dEJ@(p) (axi (p)) — B(E;, E;)(p)
[l
- - B Eia E )
que comparando com a equagao em (1.9),
02
ZT (p) — B(E;, Ej)(p)- (1.10)

al’k 8%8%
Como B(E;, E;)(p) é paralelo a N(p), temos

B(Ei, E;)(p) = (B(Ei, Ej), N) (p)N(p) = Ap(Ei, E;)N(p) = hij(p)N(p),
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consequentemente de (1.10),

EZF PO N G) (11)
8l’k &L’Z@x] " p p)- ’

Para obtermos a segunda equagao do enunciado observemos que (N, N) (p) = 1, logo,

0 ON
0= 5 (VN 0) =2( 52N o)

e assim a derivada direcional do campo normal é tangente, isto é,

8% 2_: Ba(p 8:1;5 (1.12)

<§—Z, g—i> (p) = Szn;ﬁs(p) <gi’ §Z> (p)
= gﬁs(p)gsi(zﬂ)

e usando a matriz inversa (g*)(p), obtemos

e portanto

Bs(p) = Z <gi\: gfl> (p)g"(p)- (1.13)

Substituindo (1.13) em (1.12),

ON ON 0Oy Op
G ) = Q%w>U )5 0,
e procedendo como em (1.6) obtemos — Z h; 3_(,0( ). O
' ax] (p 6:155

l,s=1

A Curvatura média em p € M é, geralmente, definida como o traco da aplicagao
S, isto ¢, H(p) = tr(S). Pelo Lema 1.5, podemos calcular a Curvatura média dada em

cartas da seguinte maneira:

Proposigao 1.19 (Curvatura média). Seja M variedade de dimensaon e @ : M — R™!

hipersuperficie. Para todo p € M, a Curvatura média € dada por:

(P)=>_ g7 (0)hi;(p). (1.14)

ij=1

em que (gij(p)) € a inversa da matriz dos coeficientes da métrica (gij (p))
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Demonstrag¢ao: Denotaremos, dada uma matriz P, (P),s como o coeficiente rs da matriz
P. A Curvatura média em cada p € M é definida como o traco da matriz S dada em
(1.3). Dada uma base ortonormal {ey,...,e,} de T,M é facil de calcular a matriz S e
consequentemente seu trago, isto &, tr(S) = > (Se;, e;). Seja h = (h;;) como em (1.6).

Fazendo a mudanga de base como no Lema 1.5,

H(p) =tr(S) = Z Se;, e;) = ZZC’“ZC“ SEy, E)) (p)

i=1 k=1

=ZZ%Z% Ep)

=1 k=1

= Z Z Cli Z Clzhkl

=1 k=1

= Z Z Cri(he)k

i=1 k=1

= Z Z cip (R i

1=1 k=1

= Z( che)y
=1
tr(c'he),
e como a fungdo trago comuta o produto de matrizes vale que tr(cthe) = tr(ccth), con-

cluindo pelo Lema 1.5

H(p) = tr(¢g~'h) = Z 9"

2,7=1

O

Observacao: Apesar da definicao da Curvatura média, H é nada mais do que a

soma dos autovalores da matriz S associada a Segunda forma fundamental, isto é,

H(p) = Z?:l Ai-

Observemos que a Segunda forma fundamental foi definida em 7,M mas podemos
definir um Campo de tensores de ordem 2 associado a ela. Definiremos o (Campo de
tensores) Tensor Segunda forma fundamental A como sendo uma aplicacdo bilinear

(sobre C*°(M)) que leva campos em M em fungoes suaves em M. Mais precisamente
A X(M) x X(M) — C*®(M) em que,

AX,)Y)=(B(X,Y),N).
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A relagao entre o (Campo de tensores) Tensor Segunda forma fundamental e a Segunda
forma fundamental fica estabelecida observando que A(X,Y)(p) = (B(X,Y),N) (p) =
A,(z,y). De maneira analoga a feita para a Curvatura média podemos calcular a norma
do (Campo de tensores) Tensor Segunda forma fundamental dado em cartas da seguinte

maneira;:

Proposigao 1.20 (Norma da Segunda forma fundamental). Seja M variedade de dimen-
sion e o : M — R hipersuperficie. Para todo p € M a norma da (Tensor) Sequnda

forma fundamental € dada por:

AP (p Z 9" hir(p) R (p). (1.15)

1,9,k 1=1

Demonstragao:
Denotaremos, dada uma matriz P, (P),s como o coeficiente rs da matriz P. Seja
{e1,...,e,} base ortonormal de T,M. Pela defini¢do de norma de Campo de tensores

e fazendo a mudanga de base como no Lema 1.5,

[AP(p ZA i, e5)”

1,j=1
n

= chzzcm p), Ei(p))

ij=1 Lk=1

= Z Cli Z Cij hkl

ij=1 Lk=1 =1

n [ n 12

= 2 chi(hc)kj

e como a fungao trago comuta o produto de matrizes concluimos pelo Lema 1.5

n

[AP(p) =tr (g7 hg ™' h) = D g7 (0)g" () hir(p) e (p).

ivj7k7l:1
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Observagao: Apesar da definigdo da norma da Segunda forma fundamental, |A|? é nada
mais do que a soma dos quadrados dos autovalores da matriz S associada a Segunda
forma fundamental, isto ¢, |A]*(p) = D7, 2.

i=1"%%"

Proposicao 1.21. Seja M wvariedade de dimensio n e ¢ : M — R™ 1 hipersuperficie.
Entao,
Ay (2, )| < n?|Al(p)]]]] - [1yl],

para todo p € M e todo x,y € T,M, em que A, é dado em (1.3).

Demonstracao: Sejam z,y € T,M. Temos,

[Ap(z,9)] = | Ay (i ;€ i@j&) ‘
- Z & Z B Ay (ei, €5)
- Z aiffj Ay (€, ¢5)

2,7=1
< ol 1B 1Ay (e, €5))
ij=1
<> 2l - [yl 1A (e, e5)]
ij=1
=z Il D> 1A, (es,¢5)]
ij—=1
=zl - [lyl] Y /Ay (e:, €5)°
ij=1
<zl - [yl Y VIAR(P)
ij=1

=l=l - Iyl Y 14l(p)
ij=1
=[] - llyln*|Al(p)-
OJ

A derivada covariante do (Campo de tensores) Tensor Segunda forma fundamental
¢ a aplicagao trilinear VA : X(M) x X (M) x X(M) — C>*(M) em que,

VAX,Y,Z) = Z(A(X,Y)) — A(V2X,Y) — A(X,V,Y).
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Como A é simétrico V A é simétrica nas duas primeiras entradas. Fazendo uso da Equacao
de Codazzi (Proposicao 3.4 de [6]) obtemos que V A sera simétrica em suas trés entradas.

Mais precisamente obtemos a seguinte Proposigao,
Proposigao 1.22 (Equagoes de Codazzi). Seja M wvariedade de dimensaon e o : M —
R hipersuperficie. Dados X,Y,Z € X (M) valem:

VAY,X,Z) =VAX,Y,Z)=VAZY,X). (1.16)

Demonstracgao:

Pela Equagao de Codazzi (Proposigao 3.4 de [6]) temos,

R(Z,X,Y,N)=VAZY,X)-VAX,Y, 2), (1.17)

em que R é o Tensor Curvatura em R"™' e N é o Campo normal a o(M). Como R=0

obtemos,

VA(X,Y,Z)=VA(ZY,X). (1.18)

Como V A é simétrico nas duas primeiras entradas obtemos que VA é simétrico em suas

trés entradas. O

Observacgao: Normalmente utilizam-se as seguinte notacgoes,

VA(E;, E;, Ey) = Vi, A(E;, Ej),

VA(E:, Ej, Ey) = (Vi,A),;,

VA(E;, E;, Ey) = ViAy, (1.19)
VA(E;, Ej, Ey) = (Vih),,

VA(E;, E;, Ey,) = Vihy

As Equagoes de Codazzi garantem que os indices ¢, j, k podem ser permutados livremente

na derivacao do Tensor Segunda forma fundamental.

Proposigao 1.23. Seja M wvariedade de dimensio n e ¢ : M — R™ ! hipersuperficie.
Entao
2
IVIAI(p)I” < [VAF(p)

para todo p € M.

Demonstragao: Sejam p € M e {éy,...,€,} campos ortonormais ao redor de p tais que
Ve €j(p) = 0paratodoi,j =1,...,n. Denotaremos A;; = A(&;,€;) e A;jz = VA(E;, €;,€éx)

para todo i, j,k = 1,...,n. Temos,

& (JA?) —ek<ZA> —ZZAU Aijr(p

3,j=1 1,j=1
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logo, por Cauchy-Schwarz,

& (JA]?) <2<ZA ) (ZAU,C )

i,7=1 i,j=1
%
_2|A| (ZAZJk ) )
2,0=1
e consequentemente,
VAPl —Z<V|Ar?~ )

- Z [ex (1A1%) ()]

(1.20)
< 4|AP(p Z A% (p)
i,j,k=1
= 4|AP ()| VAP ().
Por outro lado,
VIAP(p) = 2|Al(p)VIA|(p),
entao
2
IVIAP)]” = 41AP 1) VI Al(p)] (1.21)
Assim, de (1.20) e (1.21), concluimos
IVIA|(p)]* < [VAP(p).
Como podemos repetir os passos para todo p € M terminamos a demonstracao. 0J

Lema 1.24. Seja M variedade de dimensio n e ¢ : M — R™™! hipersuperficie. Entao

vale:
n

tr (S ()= > g"®hap)g? (©)hi(p)g" (0)her (D),

,5,k,l,r,s=1

para todo p € M, em que S € dado em (1.3).

Demonstragao: Denotaremos, dada uma matriz P, (P),s como o coeficiente s da
matriz P. Seja {ej,...,e,} base ortonormal de T,M e defina A,(e;, ;) = a;; para todo

i,7 =1,...,n. Em uma base ortonormal sabemos que ¢ facil calcular o traco de S3, isto
&, tr(S%) (p) = >, (S%;, €;). Temos,

n

(8 (1) =Y (Seie) = 30 (87(Se0) ).

=1

mas,
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Z<82 (S@i),€i> :Z<82 Z<S€i,6]‘> €j> ,€i>
i=1 i=1 j=1
:Z <82 Z.Ap(e,-,ej)ej> 7€i>
i=1 j=1
:Z <82 Zaijej> 7€i>
i=1 j=1
= Z Z Q45 <826j, 6i>
i=1 j=1
= a; (S(Se;) e (1.22)
ij=1
= Z Q45 <S (Z <S€j, 6k> 6k> ,6i>
ij=1 k=1
== Z Qi Z sk <S€k, €i>
ij=1 k=1
= Z aijajk-Ap(ek7 e;)
ivj k=1
= Z QAij Ajk Qi -
ij,k=1

Porém, fazendo novamente a mudanga de base como no Lema 1.5,

aij =A,(ei, €5)

:.Ap <Z Cm‘ET’(p)7 Z Clel (p>>

r=1 =1

= Z Cri Z Clj.Ap (Er (p), El (p))

r=1

- Z Cri Z Cljhrl (p)
=1

r=1

= Z Cm‘(hC)Tj
r=1

= i Cﬁr(hc>7"j
r=1

= Xn: (CthC)ij,
rl=1

e substituindo em (1.22),
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tr (S8%) (p) = Z (8% (Se;) ,€;)

= Z (c"he)ij(c'he) jr(cthe)w;
i, k=1

=D ('he)i; D ('he)ju(cho)s

ij=1 k=1

= Z (c'he)ij(cthecthe) i

ij=1

= Z Z(cthc)ij(cthccthc)ji
i=1 j=1

= Z(cthccthccthc)ii
i=1

=tr(c'hec’ hecthe),

e como a func¢ao trago comuta o produto de matrizes concluimos pelo Lema 1.5

tr(c*hec'hec'he) =tr(ccthecthec'h)
=tr(g'hg 'hg~'h)

n

= Y g 0ha(p)g” (p)hu(p)g" (p)her (p).

i,7,k,l,r,s=1

O

Proposicao 1.25 (Formula de Simons). Seja M wvariedade de dimensdo n e também

0 : M — R" hipersuperficie. Entao dado p € M wvalem:

i) A|A]?(p) = 2|VA|*(p) — 2|A|*(p) + 2 Z A, (ei,e;)HessHy(e;, e;) + 2H (p)tr (83) (p),
ij=1
em que {ey,...,e,} € base ortonormal de T,M.

i) A|AP(p) = |2IVAP = 2/A[* +2 Y g¢"g"hyHessH(E;, E,) + 2Htr (S%) | (p).

i,j,S,T‘Zl

Demonstragao:

i) Sejam {éy,...,é,} campos ortonormais em uma vizinhanga de p € M tais que
Ve éi(p) = 0 e é(p) = e; para todo 4,5 = 1,---,n. Temos, pela definicdo de

Laplaciano
n

AlAP(p) => (V5 VIAP &) (p),
k=1
mas,
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n

SUVLVIAR &) () = e ((VIAP &) () — (VIAP Vi) (p)

k=1

_ iék ((VIA2, &) (p)

an & (e (14)) (p)

(1.23)
Defina A;j(p) = A(&,€;)(p), Aije(p) = € (Ai) (p) e Aijur(p) = €k (Aijr) (p) € ob-
serve que sao func¢oes bem definidas visto que sao entidades tensoriais, isto €, seus

valores em p s6 dependem dos valores do campo em p, portanto
AlA]2 =2 Z A2 +2 Z Ay A (1.24)
ij,k=1 ij k=1

Por outro lado,
VA(E;, €5, ) (p) = Air(p),
portanto,

VAP(p) = ) A%

i.j.k=1
e consequentemente de (1.24),
AJAP =2[VAP +2 ) AjjAim. (1.25)
i.j.k=1

Como VA é um Campo de tensores faz sentido tomar sua derivada V (VA), a qual

denotaremos V2?A. Temos,

V2A(&, €5, éx, ) (p) = éx (VA(E:,€5,61)) (p) — VA(Ve, 6, €5, €) (p)
— VA(€;, Ve, €, 6)(p) — VA&, €5, Ve ér)(p),
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logo,

V2A(&;, €, €k, ) (p) = éx (VA(E;, €5, ) (p) = €k (Aiji) (p) = Aijir(p). (1.26)

Por outro lado, como VA é simetrico em suas trés entradas, V2A herdaré a simetria

em suas trés primeiras entradas e assim,

Aijik(p) — Arrji(p) = V2A(E4, &5, éx, €x)(p) — V2 A(Ex, éx, €1, &) (D)
= VQA(éjv €k, Ei ék)(p) - VQA(éjv €k, Ck, éi)(p)
= A(Ve Ve 65 — Ve, Veéj éx) (p) + A(Ve, Ve ér — Ve, Ve, ér, €5) (p)
=A <Z (Ve Ve &5 — Ve, Ve, é) ér, ék) (p)

=1

+A (Z (Ve, Ve € — Ve, Ve ey, €) e, éj) ()

=1

=Y R(é6,6,8) (DA (@, é) (p) + > R (%, &, @) (D)A(E,65) (p).

(1.27)
Fazendo como na demonstragao das Equacoes de Codazzi, temos pela Equagao de
Gauss (Proposicao 3.1 de [6])

é — (B(éx, &), B(éi, €5)) (p)
=<<B(},éz),N> < (ék,é]% N) N) (p) — ((B(éx, &), N) N, (B(é&;, €;), N) N) (p)
€, ) — (A(éx, é)N, A(é;, éj)N> ()

que substituindo em (1.27),

n

Aijke(p) = Aprji(p) + Z Ay(p)Aw;(p) Au(p Z An(p (p)Aik(p)
1=1
+ Z Azl Akk Alj Z Akl Al]( )
=1
portanto,

Z Al](p)Aljkk Z Azg Akk]z Z A” Ak]( )Alk(p)

i,7,k=1 i,7,k=1 i,4,k,[=1
> Aii(p) An(p) Aij(p) A (p Z Aij(p)Aua(p) Arr(p) A (p)
,7,k,l=1 i,5,k,l=1

Z Aij(p) Ari(p) Air(p) As; (p)

4,5,k =1
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isto é,

Z Az‘j(p)Aijkk Z Az] Akkgz Z Az] Akl (p)Alk(p)

+ ; 1Aw (p) Ak (p) As (p)

- Z Ay f () - Z A Z A(p)
+iAkk Z Aij(p)Au(p) Ay (p)

_ Z A, ( (Z A>) ~ APGIAR(p)
+;;(5)(p)t7“(33)(p)

_ Z Aylere)é: (5 (H)) () — 1A' (0) + H(p)tr(S*)(p)

- ]Zn::l Ay(es, e5)é: (€5, VH) (p) — |Al*(p) + H(p)tr(S*) (p)
- ]Xn:l Ay(eire) (€5, Ve, VH) (p) — |A*(p) + H(p)tr(S)(p),

e de (1.25) terminamos.

i1) Denotaremos, dada uma matriz P, (P),s; como o coeficiente rs da matriz P. Seja
{e1,...,e,} base ortonormal de 7,M. Fazendo a mudanga de base como no Lema

1.5 temos,

A, (ei,e;) = chicl]’hkl = (c'he)yj,

k=1

e semelhantemente, tomando by, = HessH,(Ey, £)),

HessH,(e;, e;) = (c'be)s;.

Assim,
Z Ay (e;,ej)HessHy(e;, €5) = Z(cthc)ij(ctbc)ij
i,j=1 t,j=1

= tr (c'he(c'be)")
= tr (he(be)' ("))
=1tr (cthcctbtc) ,
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e como a funcao trago comuta o produto de matrizes concluimos pelo Lema 1.5,

Z Ay (e;,e;)HessHy(e;,e5) = tr (c'hec'b'e)

ij=1
ccthcctbt)

=1tr (
=tr (g_lhg_lbt)

(g7 h)is (970"

ij=1

gis (p)hsj (p)gTj (p)HeSSHp(Eia Er)a

\E

%,7,8,r=1
e usando o item 7) concluimos a demonstragao.

O

Definig¢ao 1.26 (Medida da hipersuperficie). Seja M variedade de dimensaon e ¢ : M —
R™*! hipersuperficie. A medida induzida sera dada por u = y/det(g;;)L", em que L™ ¢ a

medida de Lebesgue em R™ (Ver a referéncia [8]).

Lema 1.27. Seja M wvariedade de dimensao n e @ : M — R hipersuperficie. Entao
H?(p) < n|AP(p),

para todo p € M.

Demonstragao:

Para todo p € M sabemos que existe uma "boa'"base do espaco tangente de maneira
que podemos escrever H(p) = > i Ni(p) e |A]?(p) = .1, M2(p), em que \;(p) sdo as
curvaturas principais determinadas nessa base. Sabemos que vale (z,y)? < ||z|?||y||*

(Desigualdade de Cauchy-Schwarz) para quaisquer vetores x,y € R"*1. Tomando
T = (Al(p), Aa(p), - - ,)\n(p)) ey = (1, 1,..., 1) obtemos:

n

1) = (S 0m) = e < el = (3 220) (301) = nlaPe).

=1

para todo p € M. 0
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Capitulo 2
Fluxo de curvatura média

Neste capitulo, nos ocuparemos em definir o Fluxo de curvatura média e algumas
de suas propriedades. Vamos fornecer alguns exemplos, mostraremos que o Fluxo de
curvatura média é invariante por perturbacoes tangentes, iremos recaracterizar o Fluxo
de curvatura média e por fim garantiremos a existéncia e unicidade do mesmo para

pequenos intervalos de tempo.

Definigao 2.1. (Reparametrizagao estacionaria) Seja M variedade de dimensao n e tam-
bém o : M — R hipersuperficie. Se ¢ : M x [0,T) — M é familia de reparametrizagoes

(difeomorfismos) de M dizemos que 1) é estacionaria se g = Idyy;.

Agora podemos iniciar nosso tépico de interesse. O Fluxo de curvatura média é uma
familia de hipersuperficies de tal forma que dada uma hipersuperficie, dessa familia, seus
pontos se movem na direcao normal com velocidade escalar igual a curvatura média em

tal hipersupercie. Mais precisamente:

Definicao 2.2 (Fluxo de curvatura média). Seja M variedade de dimensao n e também
o : M — R uma hipersuperficie. O Fluxo de curvatura média de ¢y é uma familia
suave de hipersuperficies p; : M — R™! para t € [0,7) de maneira que definindo
o(p,t) := pi(p) a aplicagao ¢ : M x [0,T) — R""! ¢ uma solugao suave do seguinte

sistema de equagoes diferenciais parciais:

{%(p, t)= H(p,t)N(p,t) (2.1)

©(p,0) = vo(p),

em que H(p,t) e N(p,t) sdo respectivamente a curvatura meédia e o vetor normal unitario

a hipersuperficie ¢; no ponto p € M.

Observagao: Mesmo que o vetor normal unitario é definido a menos de sinal, o campo
H(p,t)N(p,t) é independente de tal escolha.
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2.1 Invariadncia geométrica por perturbacoes tangentes

Uma primeira observagao que podemos fazer a respeito do Fluxo de curvatura média é que
o mesmo ¢ invariante por perturbacoes tangentes, isto €, se em cada ponto de uma hiper-
superficie da evolugao somarmos velocidades tangentes o fluxo pode ser reparametrizado

localmente de forma a satisfazer a equagao (2.1). Mais precisamente:

Proposigao 2.3 (Invariancia geométrica por perturbagoes tangentes). Seja M variedade
de dimensdo n. Seja ¢ : M x [0,T) — R"™ uma familia suave de imersdes que satisfaz

o sistema de equagoes diferenciais parciais,

{%sg(p, t)= H(p,t)N(p,t) + X (p,1)
©(p,0) = ©o(p),

em que X é um campo de vetores suaves e tangentes a pi (M) em p, para todo t € M.
Entao existe, localmente, para todo par (p,t) € M x [0,T) uma familia suave de repara-
metrizagoes das aplicagoes p; satisfazendo o sistema (2.1).

No caso em que M ¢é compacto tal familia pode ser escolhida unicamente por reparame-
trizagoes globais de forma a ser estaciondria, e reciprocamente , se uma familia suave de
hipersuperficies @ : M x [0,T) — R™ pode ser globalmente reparametrizada para t > 0
de maneira que satisfaca o sistema (2.1), entao a aplica¢io ¢ satisfaz o sistema acima
para algum campo de vetores suaves e tangentes a pi,(M) em p, para todot € M. Em
particular, se essa familia de reparametrizacoes, 1, for estaciondria, entdo tal familia é
unica.

Demonstracgao: Faremos a demonstracao para o caso em que M é compacta.

Pela hipotese de tangéncia, o campo vetorial em M, dependente do tempo, definido por
Y(q,t) = —[de:] "1 (X (g, t)) ¢ globalmente definido e suave. Seja v : M x [0,T) — M uma

familia suave de difeomorfismos de M tal que,

{ Wip,t)= Y((pt),t) (2.2)
¥(p,0) = p.

Pelo teorema de existéncia e unicidade de equacoes diferenciais ordinérias na variedade
compacta M, essa familia de difeomorfismos existe é unica e suave. Considerando as

reparametrizagoes ¢(p,t) = ¢((p,t),t) temos,

) =5 0.0+ dalvln ) (500
=H((p,t), ) N(¥(p,1),t) + X(¥(p, 1), 1) + dor(¥(p, 1)) (Y (¥ (p, 1), 1))
=H(¢(p, 1), )N (p, 1), 1) + X (@ (p, 1), 1) + dpr(1p(p, t) (—[deee] (X (0(p, 1), 1))
=H (Y (p, 1), )N ((p, 1), 1) + X(¥(p, 1), 1) — X (¥(p, 1), 1)
=H(¢(p, 1), )N (¥(p,1),t) = H(p,t)N(p, 1)
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Consequentemente, ¢ satisfaz o sistema (2.1) e @y = . Reciprocamente, se existe uma

familia de reparametrizagoes 1(p, t) tal que @(p,t) = p(¥(p,t),t) satisfaz o sistema (2.1),

entao,
H(y(p,t), )N ((p,1),t) = H(p, )N (p,1)
= %(p, t)
= S w0 + dewt) (G0
logo,
% (0.0 = H@ 0N (00,0 — dawip) (Gri60)).
: 20 = 10N )~ dala) (5 (a0

Defina X (q,t) = —dp(q) (%—f(gp{l(q), t)) . Em particular, se ¢)(p,0) = p para todo p € M,

entao
{ %—’f(p, t) = —[de] {(X(W(p,t),t))
¥(p,0) = p,

e dai, concluimos novamente pelo Teorema de existéncia e unicidade que tal familia é

tnica. Assim finalizamos nossa demonstracao. O

Analisando a Proposigao 2.3 podemos, localmente, negligenciar velocidades tan-
genciais e assim concluir que, localmente, o fluxo se caracteriza exclusivamente pela

velocidade na dire¢ao normal. Mais precisamente, podemos enunciar o seguinte Corolario,

Corolario 2.4. Se uma familia suave de hipersuperficies ¢, € tal que

dg
ot

entao ela pode ser localmente reparametrizada de forma a satisfazer o sistema (2.1). Se
M € compacta, entao podemos fazer isso de maneira unica por reparametrizagoes globais

de maneira estaciondria.

Observacao: Em vista do Corolario 2.4, continuaremos a nos referir a familia suave de
imersoes ; : M — R"" por Fluxo de curvatura média se localmente em todo ponto
(p,t) € M x [0,T) existir uma familia de reparametrizacoes ¢, tal que ¢ satisfaca o
sistema (2.1).

Agora faremos alguns exemplos de Fluxo de curvatura média.
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Exemplo 2.1 Seja M variedade de dimensao n e ¢q : M — R™! uma hipersuperficie
minima. Por defini¢do de hipersuperficie minima H = 0 e assim o fluxo ¢(p,t) = po(p)

satisfaz o sistema (2.1).

Exemplo 2.2 (Fluxo da esfera) Seja ¢ : S — R"™! a imersao usual de S™ em R™"!.
A "intuicao"nos diz que uma evolucao pela curvatura média da esfera de raio R, seria
contrai-la & origem de maneira uniforme. De fato, seja ¢(p,t) = R(t)c(p), com R(0) = Ry.

Encontremos a condigao para que ¢ seja fluxo de curvatura média. Temos:

Srlt) = G N) e HO.ONG.0 = —rsilo)
Logo, iR
"= "Ry

Resolvendo essa equagao diferencial ordinaria obtemos que R(t) = /R% — 2nt. Portanto

o(p,t) = \/R:—2nti(p) é Fluxo pela curvatura média e esta de acordo com a nossa

"intuigao". Posteriormente veremos que essa ¢ a unica evolugao da esfera de raio Ry,

pois demonstraremos o Teorema de existéncia e unicidade para este fluxo. Observemos
R

também que essa evolugao tem tempo maximal, isto é, para T = a evolucao se contraiu

a origem e portanto se tornou singular. Sua norma da Segunda forma fundamental é,

n 1 1
A pr— pr— p— .
| ’ P.1) Z R t)2 Rg — 2nt 2(3_3 — ) 2(T —t)

2n

Logo |A|*(p,t) = e assim |A|(p,t) — oo quando t — T.

_ 1
2(T—t)

Exemplo 2.3 (Fluxo do cilindro) Seja ¢ : S™ x R"™™ x [0,7) — R""! definido por
o(p,v,t) = (p(p,t),v), em que @ é definido como no Exemplo 2.2 (para dimensao m).

Encontremos a condigao para que ¢ seja Fluxo de curvatura média. Temos:

%(pm,t) = (g—f(p,t),O) (Cgf(t) (p),O) :

e?
. - m
(0,08, 0.0) = HOp, 0 (V3. 0,0) = (~ 7))
Logo,
@(t) __m
dt ' R(t)
Portanto, como calculado no Exemplo 2.2, obtemos que R(t) = v/ R% — 2mt, Tz = %,

2 _ 1 = : n—m
| A (P, t) = 37— © em Tinaa @ evolugao se contraiu ao subespago {0} x R"™". Como no
exemplo anterior, pelo Teorema de existéncia e unicidade comprovaremos que esse fluxo,

de uma hipersuperficie inicial sendo um cilindro de raio Ry, é tnico.
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Exemplo 2.4 O Exemplo 2.3 pode ser generalizado, isto ¢, seja ¢ : M x [0,T) — R™!
Fluxo de curvatura média. Entao a aplicagio ¢ : M x R"™™ x [0,T) — R™*!  definida
por @(p,v,t) = (p(p,t),v), é€ Fluxo de curvatura média. De fato:

0 0 . .
000 = (Gr0:0:0) = (HEONG.0,0) = HO(N(,0).0) = (o0, 0¥ p.0.0),
Exemplo 2.5 (Self-Shrinker) Seja M variedade n dimensional e ¢y : M — R™"™! uma

hipersuperficie tal que,

para todo p € M. Tais hipersuperficies chamamos de Self-Shrinker. Se definirmos

e(p,t) = V1 —2tpo(p) para t < 3 e ©(p,0) = @o(p) concluimos que ¢ ¢ localmente

Fluxo de curvatura média. De fato,

)=
ot Dt T T T

(p)-

Como ¢ é homotetia, vale que

1
N(p,t) = N(p,0) para todo t < 5
H(p,0)

1
H(p,t) = Ve para todo t < 3
Portanto,
(520 ) (00) = = s o), N 0. 0)) = s . 0) = H(p1)
875’ p7 - m 900p7 p7 - 1—2t p7 - pu .

Exemplo 2.6 Os tnicos cilindros generalizados, S*(r) x R"* para todo k = 0,...,n,
de R™! que sao Self-Shrinkers sdo, a menos de rotacao, os centrados na origem e com
r = Vk. De fato, seja ¢ : M — R*' um Self-Shrinker tal que (M) é um cilindro
generalizado.

Para k = 0, isto ¢, um plano, tome ¢(p) o ponto mais préximo da origem. Neste caso,
©(p) = RN(p) paraalgum R >0,

pois ¢(p) é ortogonal ao plano p(M). Por ser Self-Shrinker temos,

Logo ¢(p) = 0 e portanto o plano ¢(M) passa pela origem. Consequentemente (M) & a

menos de rotacao o plano R”.
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Para k = n, isto é, uma esfera de raio r, seja p seu centro. Temos,

¢(p) — Pl
= —lo(p) — pl — (B, N(p))
=—r—(,N({p)),
logo, )
(5. N(p) = ——. (2.4)

De (2.4) obtemos que (p, N(p)) é constante, portanto p = 0 (caso contrario nao seria

constante). Assim a esfera o(M) é centrada na origem. Novamente de (2.4) temos
2
0 —

n—r
r . , e , .
S™(y/n). Por fim, o caso para 0 < k < n , isto é, os cilindros, é analogo ao caso para k = n.

e entdo r = /n. Consequentemente ¢(M) é a menos de rotagao a esfera

Os Exemplos 2.2 e 2.3 acima, isto é, a contracao de esferas e cilindros, sao casos
particulares de fluxos que se contraem por homotetia. A Proposicao seguinte engloba

estes casos.

Proposicao 2.5. Seja M variedade de dimension e oy : M — R™! uma hipersuperficie

que satisfaz, para algum xy € R™ e algum A > 0,

H(p) + Mwo(p) — 20, No(p)) = 0.

Entao existe localmente Fluzo de curvatura média o : M x [0,T) — R"™™ que se contrai
por homotetia de maneira que ©(p,0) = po(p). Reciprocamente, se o : M x [0,T) — R™*!
¢ localmente Fluzo de curvatura média que se contrai por homotetia ao redor de algum

zo € R em um intervalo de tempo mazimal entdo H = 0 ou,

<90<p7 t) — Zo, N(p7 t)>

Hp.1)+ 2T — 1)

=0

para todo p € M e todo t € [0,T).

Demonstragao: Suponha que existem xy € R*™ e A > 0 tal que,

H(p) + Meo(p) — w0, No(p)) = 0.

Defina, o fluxo por homotetia, ¢(p,t) = o + V1 — 2Xt(po(p) — o). Assim,
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(G050 ) = (o)~ 20)  (VI=2%) Nipt))

d
== (VI=23) (e(p) = 70, N(p. 1))
—2)\
= - 7N 7t
N {po(p) — w0, N(p, 1))
_ A(goo(p) — x0, N(p, 1))
V1 —2Xt '
Como o fluxo é por homotetia temos N(p,t) = N(p,0) e H(p,t) = \/ﬁH(p, 0). Logo,
_ N(p.t 1
\Spo(p) — 2o, N(p 1)) _ (p,0) = H(p,1).

= H
VvV1—=2\t VvV1—=2\t
Portanto,

(%0.30.0) = (0

Pelo Corolario 2.4, ¢ é localmente Fluxo de curvatura média de .
Reciprocamente, se ¢ ¢ localmente Fluxo de curvatura média que se contrai por homotetia

ao redor de algum xy € R**! em um intervalo de tempo maximal, isto é,

o(p,t) = x0 + f(t) (wo(p) — 20)

para alguma fungao suave f : [0,7) — R, com f(0) = 1, lim;7r f(t) =0e f'(t) <0, e
também %—f(p, t), N(p, t)> = H(p,1), entao:
H(p,0) = f(t)H(p,1)
d¢
0 (Zi.30.0)

©o(p) — w0, N(p, 1))
"(t) (f(t) (po(p) — w0) , N(p, 1))
) {p(p,t) — o, N(p, 1)) -

~—

Se H(p,0) # 0 para algum p € M (caso contrario H = 0 e concluimos a afirmagao), e

como N(p,t) = N(p,0) para todo p € M, obtemos da primeira e terceira linha de (2.5)

: H(p,0)
t)f(t) = = =
T = ) — o NG 1)
_HGO)
<¢O(ﬁ) — Zo, N(ﬁa O>>,
para todo ¢t € [0,7). Tome C' = m. Portanto f(t)f'(t) = C e consequen-

temente, resolvendo essa EDO pelo método de variaveis separaveis, f(t) = +/2Ct + 1.



32 2. Fluxo de curvatura média

Como lim;_,7 f(t) = 0, temos

0= lim f(t) = lim V2Ct+1=+2CT +1,

t—=T
ou seja,
1
20 = ——. 2.6
- (26)
Assim, f(t) = 1/1 — %. Pela primeira e pela tltima linha de (2.5) obtemos,
isto é,
/ t 1 t) — N(p,t
1— —H(p, t) _ __<90(p7 ) Lo, (p> )>,
T T 2,/1— 4
e entao,
2 1
f(T - )H(p> t) + T <90(p7 t) — Zo, N(pa t>> = 07
por fim,
<¢(p7 t) — X0, N(p7 t))
H(p,t =0
e assim concluimos a demonstracao. O

Um outro exemplo de familia de hipersuperficies que evolui pela curvatura média
sao os fluxos gerados por translacao, isto é, hipersuperficies que durante a evolucao nao
mudam sua "forma", apenas se movem em uma dire¢ao fixada com velocidade constante.

Mais precisamente,

Proposigao 2.6. Sejam v € R"™! e ¢y : M — R hipersuperficie tal que

H(p) = (v, N(p)), (2.7)

para todo p € M. Entao existe localmente Fluzo de curvatura média o : M x[0,T) — R™*!
por translagao com velocidade constante v tal que ¢(p,0) = @o(p).

Reciprocamente, se ¢ : M x [0,T) — R™ ¢ localmente Fluzo de curvatura média por
translacdo entdo existe um vetor v € R™ 1 que € a velocidade da evolucao, de maneira
que H(p,t) = (v, N(p,t)) para todo p € M e todot € [0,T).

Demonstracao: Seja v € R"*! tal que,
H(p) = (v,N(p)) paratodo p€ M.

Defina, o fluxo por translagao, ¢(p,t) = o(p) + tv. Assim, como N(p,t) = N(p,0) e
H(p,t) = H(p,0), obtemos:
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(G 0.0.8.0 ) = 0N ) = 0N p.0) = H(p0) = Hp.),

Portanto ¢ ¢é localmente Fluxo de curvatura média por translacao com velocidade cons-

tante v e tal que ¢(p,0) = po(p).
Reciprocamente, se ¢ ¢é localmente Fluxo de curvatura média por translagao, isto é,

(P, t) = @o(p) + w(t),

para alguma fungao suave w : [0,7) — R"*! com w(0) =0 e <%—f(p, t),N(p,t)) = H(p, 1),

entao

H(,0) = 1) = (5200, N0.1)) = (/0 V(3 0).

Assim, como H(p,t) é constante em ¢,

8H 8 / _ " !/ a_N
0= T ) = 5 (0. V1) = 0, N ) + (w0, 5 0.
portanto, como N(p,t) é constante em ¢, temos
0= (w"(t), N(p,0)), (2.8)

para todo p € M. Seja S = {N(p,0)|p € M}. Suponha que o gerado [S] = R""!. Entao
de (2.8) temos w”(t) = 0 para todo t € [0,T"), portanto w’(t) ¢ constante. Tome v = w'(t)
e a afirmagao esta provada. Se o gerado [S] # R"™, tome L C R"*! subespaco, nao nulo,
de maior dimensao, que ¢ comum a todos os espagos tangentes 7,5, ¢0(M) (tal subespago
L existe pois caso contrario [S] = R™"1). Decomponha w(t) = I(t) + 2(t), em que I(t) € L

2(t) € L*+ paratodo t € [0,7). Como I(t) € L para todo t € [0,T) obtemos que I'(t) € L
para todo t € [0,7), pois caso contrério existiria ¢ ¢ [0,T) tal que I'(t) ¢ L implicando
que [(t) ¢ L para todo ¢t em uma vizinhanca de . De mesma maneira concluimos que
I"(t) € L para todo t € [0,T) e 2'(t),2"(t) € L* para todo t € [0,T). Portanto, como

anteriormente,

0

(w"(t), N(p,0))

{I"(t) + 2"(t), N(p, 0))

{I"(t), N(p, 0)) + (" (t), N (p,0)) .
Como L L [S] entao (I"(t), N(p,0)) = 0. Assim,

0= ("(t), N(p,0)), paratodo p € M. (2.9)

Como L+ C [S], de (2.9) obtemos que 2”(t) = 0 para todo t € [0,T). Assim, 2/(t) é

constante. Definindo v = 2/(¢) concluimos,
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H(pt) = ( G20, N.0) ) = (/0), M) = (0 + 080 8) = (0. N0

Como 0 = w(0) = 1(0) + 2(0) e 1(0) L 2(0) obtemos 0 = [(0) = 2(0). Pela invariancia
do Fluxo por perturbagoes tangentes sabemos que o fluxo @(p,t) = @o(p) + vt coincide
com o fluxo ¢(p,t) = po(p) + I(t) + vt (como conjuntos) pois % = v, %—f =1(t)+v
el'(t) € L C Tyypmpo(M) para todo p € M e todo ¢t € [0,7). Assim terminamos a

demonstracao. O

2.2 Teorema de existéncia e unicidade

O Teorema a seguir ird nos garantir a existéncia e unicidade do Fluxo de curvatura média,
para pequenos intervalos de tempo positivos, dada uma hipersuperficie compacta. A ideia
da demonstracao é construir uma pequena perturbacao da hipersuperficie na direcao do
campo normal e ver quais as condigoes para que essa perturbacao seja solucao do Fluxo
de curvatura média. Veremos que a condigao, para essa perturbagao ser solugao do Fluxo
de curvatura média, serd que a funcao que determina a perturbagao na direcao normal
seja solucao de uma equacao diferencial parcial do tipo parabdlica, que como veremos,

possui solucao tnica.

Teorema 2.7. Sejam M variedade compacta de dimensdo n e oo : M — R™ L hipersu-

perficie. Entao existe unica solug¢ao suave do sistema:

{%f(p, )= H(p,t)N(p,t)
gp(p, 0) = ‘PO(p)v

para algum intervalo de tempo positivo. Mais ainda, a solu¢ao depende continuamente da

imersao o em C.

Demonstragao:
No momento faremos a demonstragao para o caso local, considerando M aberto Rieman-
niano. Como estamos interessados na existéncia de solugao suave ¢ : M x [0,T) — R™™!

local e em vista do Corolario 2.4 consideraremos o problema abaixo,

{<%_<tp(p,t),N(p,t)> = H(p1) (2.10)

©(p,0) = ©o(p)-

Consideremos a vizinhanga tubular Q. = {z € R"™|d(z, po(M)) < e} em que a aplicagao
Y M x (—¢g,e) — Q. definida por ¥(p,s) = po(p) + sNo(p) é um difeomorfismo. Tal
vizinhanga (). existe para ¢ suficientemente pequeno.

Qualquer pequena deformagao de po(M) em ). pode ser representada como grafico de uma
fungao f definida em o(M). Reciprocamente, para qualquer fungao f : M — (—¢,¢),
podemos associar uma hipersuperficie My C 2. definida por ¢(p) = wo(p) + f(p)No(p).
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Por outra lado, seja f uma fungao suave, dependente do tempo, de modo que ¢(p,t) =
wo(p) + f(p,t)No(p) satisfaga o sistema de equagoes diferenciais parciais em (2.10). Pela
Proposigao 1.18 vale, %( ) = — > hai(p,0)g"(p, 0) a“’0( ). Assim,

g (p.1) = <§_Z(p’ . g—;m t>>

= (G20 + 5L ONale) + ) 0. 5200+ 5L Nt + )50 )

8961- 8@ aZEs 8%

—f(p,t) > hjr(p, 0)g™ (p, O)Z—ﬁ(p)>

- <‘°‘”0 )+ 22 (0. 0)Now) — )Y R, 009" (0.0 22 (), 22 )+ L (1) Ny )

_ do 8900 Do do of of
- < 00 1 52 > 0.0 10,000 { 5200, 52200 ) + 5L 0050
(9 0
00 Sl < S0 ajj <p>>
) 0
+(p.) Zk ha(p. 0) e (p, 0)g" (1. 0)g"™ (p,0) < 5o () a—j;<p>>
0 0
= 9i;(p,0) — f(p,t th« (p,0 ,0)gix(p, 0) + af (p,t) ag‘i (p,t)
fp.t Z ha(p,0)g" (p, 0)gjs(p, 0) + f*(p, 1) Y ha(p, 0)hjr(p,0)g" (p, 0)g"™ (p, 0)ga(p, 0)
l,s,r,k
0 0
= 9ij(p,0) — f(p,t Z hjr(p, 0 Zg”“ p.0)gix(p, 0) + a—i(p, t)a—gi(p, t)
—f(p,t) > ha(p,0 Zg (P.0)g15(p, 0) + £2(p.1) > har(p, 0)hje(p, 0)g™ (p, 0) Y ~ g (p, 0)gar(p, 0)
l L.k s
0 0
_glj p7 pa Zh]’l‘ pa af(pvt)%(p’t)
_f(pa t) Z hil(p7 0)5lj+f2(pa t) Z hil(pa O)hjr(p> O)QTk(p7 0)5lk
I Lrk
_ of of
- gij(pa O) - f(pv t>hji<pa O) + axl (pa t)ﬁ_:n](p’ t)

_f(p7 t)hz] (p> 0)+f2(p7 t) Z hzk<pa O>hj7“<p7 O)grk<p7 O)

L0022 0.0+ P00 Y b, 0O, 0)9™ 9, 0).

= 9:5(p,0) = 2f(p, )hs(p, 0) + 57
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Portanto,

gi (P, t)g—jj(p, t)+f*(p,t) Zk hir(p, 0)hjr (p, 0)g™ (p, 0).

(2.11)

9i5(p,t) = 9i5(p, 0)=2f (p, t)hji(p, 0)+

Tomando, em (2.11), t =0e i =7,

2.0 .0 = (5L0.0)) + P00 F halp O 0 3,0 (212)

Como queremos ¢(p,0) = po(p) entdo f(p,0) = 0 para todo p € M. Assim, de (2.12) ,
g—i(p, 0) = 0 para todo p € M.
O espaco tangente a cada hipersuperficie ¢, é dado pelos vetores,

Oy

_ 9o af 0 2%

Assim, o vetor normal em cada instante €,

Nipt) — No(p) = Xi; ( No(p), 22 (0, 1)) % (b, 1) 22 (0, 1)
M) = X (M), B2 (0.1)) 99 p, )22 (0. 1) o1
~ No(p) = X ot (0 )9 (0. ) 3 (0. 1)
o) = Sy 2 v 09 (0,022 (0, )]|

Observemos que o vetor normal e os coeficientes da métrica (e consequentemente sua
inversa) dependem somente das derivadas espaciais de primeira ordem da funcao f. Mais
ainda, como (p, 0) = 0 e M é compacto, por continuidade obtemos que o denominador
em (2.13) é unlformemente limitado e "distante"de zero, isto ¢, N(p,t) é nao nulo. Agora

determinemos a os coeficientes da Segunda forma fundamental,

b (prt) = (N(p.0), £—6i<p 0) = (N 5 (52 ) )

— (N1, 22 .0y + 2L o)+ 2 5,1y 2N )
- D, ’(%Uiaxj D, 3%8% D, VY axj D, a ; p

Of (. ONo e
T w7 g, P TP (p)>

- —aaaf (0 £) (N (p,1), No(p)) + (N (p.1), EiEjsp0(p)) + (Vf(p. ), Ej) (N(p, ), EiNo(p))
+ <Vf(p, t)? EZ> <N<p7 t)? E]No(p» + f(p7 t) <N(p, t)? EzE]N0<p)>

O f
t J
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e como anteriormente obtemos que os coeficientes da métrica também dependem somente
das derivadas espaciais de primeira ordem da funcao f. Procedendo como na demonstra-

¢ao da Proposicao 1.19 obtemos

Zg” P )T, 0.0). 5 £ 0. (Bis Bj) = 7 (Tip, 1 01) v 1 011))) - (2.14)

Tomando P fungao suave tal que P (p, f(p,t), Vf(p,t)) = tr (T(p7f(p7t),vf(p7t))) podemos,
em uma vizinhanga normal p € M com respeito a métrica g(t), calcular a curvatura média
obtendo:

Zg” P, t)hij(p,t)

:Z<N(p,t)7No(p)>g”(p,t)a p, +Zg” P )T, 1p,t). 9 1)) (Eis E)

= (N(p,t),No(pDAgtf+P(p,f(p, t), Vf(p, )),

em que P é uma fungao suave. Observe que como a métrica g; s6 depende de f em ¢
entao A, também depende somente de f em t, isto ¢, dada familia f; definimos g; e
consequentemente definimos A,,. Com todos os céalculos acima podemos escrever uma

equagao diferencial para a funcao f.

of

W 5.0 (V.1 Nt <N FEON(D)

< t)> (2.15)

— H(p, 1)
= (N(p, 1), No(p)) Dy, f + P (p, f(p, 1), V(1))

Pelo discutido anteriormente podemos assumir (N (p,t), No(p)) # 0. Portanto, dividindo
ambos os lados em (2.15) por (N(p,t), No(p)),

P(p, f(p,t),V f(p,1))
(N(p,t), No(p)) (2.16)

= Ay, f+Q(p, f(p, 1), VIp,t)).

0
Lo t) =2 +

Desta forma, se f : M x [0,T) — R é solucao da seguinte equagao diferencial parcial,

{ Ulp,t)y= Ay f +Q(p, f(0,1). Vf(p,1)) (2.17)
f(pvo) :O’
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entao ¢(p,t) = ¢o(p) + f(p,t)No(p) € solugao de:

{<%—f<p,t>,N<p,t>> — Hp.1)
o(p,0) = ©o(p),

e pelo Corolario 2.4 é Fluxo pela curvatura média para a hipersuperficie ¢y em um
intervalo de tempo positivo. Reciprocamente se ¢ é Fluxo de curvatura média de ¢y,
entao para t suficientemente pequeno, ; ¢ mergulhado na vizinhanca tubular 2. de
@o(M). Defina f(p,t) = m_cp [w_l(go(p, t))], em que m(_..) € a projecdo do segundo
fator de M x (—¢,¢) e ¥ é o difeomorfismo definido no inicio da demonstracao . Desta
forma, f é suave, f(p,0) = 0 e pelos calculos anteriores satisfaz a equacao diferencial
parcial explicitada acima.

Esta equacao diferencial parcial é uma equacao do tipo parabolica estritamente quasi-
linear , é nao degenerada (em certo sentido), e portanto podemos aplicar a teoria de
EDP’s parabolicas quasilineares. Na referéncia [3] (Teorema 7.15) pode ser encontrado
a prova de um teorema de existéncia, unicidade e dependéncia continua para uma classe
de problemas que inclui o nosso. Portanto podemos usar a tnica solucao da equacao
diferencial parcial para a fungao f e restringir ¢ de forma que ¢; sejam imersoes. Por meio
do Corolario 2.4 obtemos reparametrizagoes globais da familia de hipersuperficies ¢, de
maneira tnica tornando-as Fluxo de curvatura média. Como a aplicagao ¢; = o+ fi Ny é
injetora, desde que as hipersuperficies estejam em (2., a existéncia, unicidade, suavidade
e dependéncia continua dos dados iniciais segue do resultado que usamos de EDP’s
quasilineares parabdlicas.

Agora consideremos o caso em que M seja variedade compacta de dimensao n. Como
M é compacta podemos cobri-la por um conjunto finito de abertos riemannianos. Sejam
Uy, ---, Uy tais abertos. Pelo que acabamos de mostrar, cada um dos abertos U; possui
tempo T; de existéncia do fluxo nesse aberto. Tomando 7" = min{7},--- ,T;} podemos
definir o fluxo em M como sendo o fluxo em cada um dos abertos U; restritos ao tempo
T. Por fim resta mostrar que esse fluxo esta bem definido. Para isso consideremos
dois abertos U; e U; e seus respectivos fluxos ¢; e ¢; . Como U; N U; é aberto, entao
existe fluxo ¢;; nele, que por sua unicidade corresponde ao fluxos ¢; e ¢; restritos a essa
intersecao, isto é, ; = @i = ¢; , € portanto o fluxo em M esta bem definido

X 3N 7 3N J
e é inico. O



39

Capitulo 3

A Segunda forma fundamental e

solucoes maximas

Neste capitulo nos dedicaremos ao estudo de propriedades ditas geométricas para o fluxo
bem como a ocorréncia de singularidades para o mesmo. Inicialmente demonstraremos o
Principio do maximo (minimo) que nos servira de ferramenta primordial durante toda a
se¢ao e ao final concluiremos um de nossos principais Teoremas, o qual nos garantira que o
Fluxo de curvatura média para uma hipersuperficie compacta inicial se torna singular so-
mente se a norma da Segunda forma fundamental "explodir"em tempo finito. Iniciaremos

enunciando algumas defini¢des de suma importancia.

3.1 Principio do maximo

Definigao 3.1 (Fungoes ez € Umin)- Seja u : M x [0,T) — R uma fungao C' tal que
{us} ¢ familia de fungdes limitadas superiormente. Definimos waqe(t) 1= sup,ep u(p,t).

Analogamente definimos t,, (t).

Definicao 3.2 (Fungdes Hamilton maximal e Hamilton minimal). Sejau : M x[0,T) — R
uma funcao C! tal que {u;} ¢ familia de fungdes limitadas superiormente (inferiormente).
Se para todo tempo t existem 0 > 0 e um subconjunto compacto K C M de maneira que
set € (t—0,t+06) valer tmas(t) = u(q,t) (Umin(f) = u(g,)) em pelo menos um ponto

q € K chamamos v de Fun¢ao Hamilton maximal (Hamilton minimal).

Observagao: Note que, no caso em que M ¢é variedade compacta, a funcao u ¢

automaticamente Funcao Hamilton maximal e Fun¢cao Hamilton minimal.

Agora enunciaremos, sem demonstracao, o Teorema de Rademacher, que
sera utilizado no Truque de Hamilton e por extensao no Principio do

Maximo (Minimo). Para uma demonstracdo ver a referéncia [12].
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Teorema 3.3 (Rademacher). Seja I C R intervalo e f : I — R fungao localmente
Lipschitz. Entao f € diferencidvel em quase todo ponto de I, isto €, o conjunto de pontos

em que [ nao € diferencidvel tem medida nula.

Lema 3.4 (Truque de Hamilton). Sejaw : M x[0,T) — R uma Fun¢dao Hamilton maximal
(Hamilton minimal). Entao tmee (Umin) € funcao continua, diferencidvel em quase todo

ponto em (0,T) e em todo tempo t € (0,T) que Umaz (Umin) for diferencidvel, temos:

dUmaz ,,,  Ou dUpin . Ou
e ()= S, (2220 = e

em que q € M € qualquer ponto no qual u(-,t) atinge seuw mdximo (minimo).

Demonstracao: Fixando ¢t € (0,77), nés temos 6 > 0 e K (como nas hipoteses). Tome
0 < & < d. Consequentemente , como u é C*, u é Lipschitz em K x [t — &y,t + dg]. Seja

C sua constante de Lipschitz. Tomemos 0 < € < §g. Desta maneira:

lu(q, t +¢) —u(q,t)] < Cd((q,t +¢),(q,t))
= (Ce.

Portanto,
u(q,t +¢e) —u(q,t) <Ce, e, ulq,t)—ulqgt+e)<Ce. (3.1)

Seja p € K C M tal que u(-,t + ¢) atinge seu maximo (existe por hipotese). Da primeira
desigualdade em (3.1) obtemos:

Umaz(t +€) = u(p,t + €)
< u(p,t)+ Ce
< Upae (t) + Ce.
Consequentemente,

Umaz (t + 5) — Umaz (t)
S

<C. (3.2)

Repetindo o mesmo argumento, isto é, seja p € K C M tal que u(-,t) atinge seu méaximo

(existe por hipotese). Da segunda desigualdade em (3.1):

u(p,t)
<u(p,t+¢)+ Ce
< Uz (t+€) + Ce.

Umaz (t)

Consequentemente,
Umaz (t) — Umax (t + 5)

- <cC. (3.3)
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Assim, para 0 < € < dy, de (3.2) e (3.3) obtemos:

Umaz (t + 5) — Umaz (t)
£

<.

Repetindo o que fizemos acima mas para —dy < £ < 0, concluimos que ,,q, ¢ localmente
Lipschitz em (0,7") e consequentemente continua e, pelo Teorema 3.3, diferenciavel em
quase todo ponto de (0,7).

Consideremos £ um desses pontos em que Up,q, ¢ diferenciavel. Seja ¢ € K C M tal que
u(-, 1) atinge seu maximo. Aplicando o Teorema do valor médio a segunda variavel da
funcao u, para todo 0 < € < dy, obtemos que para algum o € (£, + ¢),

0
u(q,t +¢) =u(q,t) + 68—?(% @),

assim,

= u(q,1) + 6%(%0&)

= umm(f) + 5%(% Q).

Portanto, como € > 0 da desigualdade acima obtemos:

umaw(t + 5) - Umax({{) > au

€ _E

(¢, ).

Tomando ¢ — 0 na desigualdade acima encontramos,

dUpaz 7, ou, -~
> — .
o )25 (¢1)

N d max ;- d max ;5 . . . . .
Como Uy, € diferenciavel em t entao udt (tT) = udt (t) (se o limite existe, o limite
lateral coincide com o mesmo). Logo,
AUpaz  ~ ou, -
t) > —(q,t). 3.4
ez ) > g, ) (3.4)

Repetindo o que fizemos acima mas para —dg < € < 0, obtemos:

Umaz (T4 €) — Upmaz () Ou

< — .
. < % (¢, @)

Tomando € — 0 na desigualdade acima encontramos,

AUmas ,~ ou, -
< — .
o ()= 50 (a0)
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Como Up,, ¢ diferenciavel em ¢ entio Umaz (t7) = rna (t). Logo,
dt dt
AUmazs ,~ ou, -
t) < —(q,1). 3.5
i Ol Ul (3:5)

Assim, de (3.4) e de (3.5) concluimos que:

AUz ou, -

e () = 5 (a0,

O caso para ,;, ¢ analogo. O

Teorema 3.5 (Principio do maximo). Seja g;, para t € [0,T), uma familia de métricas
riemannianas em uma variedade M. Considere u : M x [0,T) — R fun¢ao de Hamilton

mazimal e suave satisfazendo:

%(pv t) < Aguyulp,t) + (X (p,ulp, 1), Vulp, 1),t), Vu(p, 1)) + b (u(p, 1)),

em que X € um campo vetorial continuo e b € localmente Lipschitz. Entao tUpq, € diferen-
cidvel em quase todo ponto em (0,T) e em todo tempot € (0,T) que Upmqz for diferencidvel,

temos:
duma:{:

y7 (t) < b(wmas(?))-

Se h:[0,T") = R € uma solugao da sequinte equagao diferencial ordindria,

{%m = b((1)) 56)
h<0) = umam<0)7

para T < T, entdo u(p,t) < h(t) em M x [0,T").

Demonstragao: Pelo Truque de Hamilton temos que a fungao u,,.. ¢ diferenciavel em
quase todo ponto de (0,7). Seja t um desses pontos e considere p € K C M tal que

u(p,t) = Unmax(t) (existe por hipétese). Assim, pelo Truque de Hamilton e da hipotese,

temos:

dUumag - Ou, -
e (7) = 2, )

< Aypulp,t) + (X (p,ulp, t), Vulp, 1), 1), Vu(p, 1)) + b(u(p, 1)).

Como p é ponto de maximo global da funcao u; entdo A pu(p,t) = Ajpui(p) < 0 e
Vu(p,t) = Vuz(p) = 0. Assim:

AUaz ,~ ou, -
e () = 92 p, )
< b(u(p, f))
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portanto,
dumaac

dt

Consideremos agora, dado € > 0, h. : [0,7”) — R solu¢do maximal da seguinte equagao

he(0) = Upmas(0) + €. '

(tN) < b(“mam(ﬂ) (37)

diferencial ordinéaria:

Desta maneira obtemos uma familia de fungoes {h.}. Como a funcao b é localmente
Lipschitz, e pela dependéncia continua das condigoes iniciais da EDO (3.6), obtemos,
para qualquer 6 > 0, que h. converge uniformemente a h em [0,7” — §] quando ¢ — 0.
Mostremos que Upqq(t) < ho(t) em [0,7” — §]. Suponhamos que exista ¢ de maneira que
Unmaz () > he(t). Tome T = inf{t|upmaz(t) > he(t)}.
Afirmagdo: t > 0 e e (t) = he(t).
De fato, se t = 0 existiria sequéncia {t,} tal que t,, = 0 € Upas(t,) > he(t,) para todo
n € N (pela defini¢do de infimo). Consequentemente, por continuidade,

Umaz(0) = 1M Uz (n) > im he(tn) = he(0),
ou seja, uma contradi¢ao com o fato de que h.(0) = Upnq(0) + €. Logo ¢ > 0.

Se Upaz () > he(t), tome « tal que,

Umaz () > a > h.(t).
Por continuidade existe 6 > 0 de maneira que

Umaz () > a > h(t),

para todo t € (f — 0, + 0), ou seja, Umaes(t) > he(t) para todo t € (f — 0, + 6),
uma contradigdo com o fato de ¢ ser o infimo do conjunto {t|uma.(t) > h.(t)}. Assim

concluimos a afirmacao.

Seja H. : [0,t] — R definida por H.(t) := h.(t) — Uma(t). Note que H.(0) = ¢ > 0,
H.(t) >0 parate (0,f) e H.(t) =0 .
Para cada t' € [0,1) em que Uy, é diferenciavel (existe pelo inicio da demonstragao), de

(3.7) e (3.8) temos:

ng dhs ’ duma:r /
a = W= @)
> b(he(t')) = b(ttmaa(t))
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em que C' > 0 é uma constante (local) de Lipschitz para a fungao b. Assim:

d dH. t/
(L)) = ((t,)) > ¢

Como a desigualdade vale em quase todo ponto ' € [0,t) podemos integrar via Lebesgue:

¢ ¢
In H.(t') — In H.(0) = / %(lnHe) (s)ds > / —Cds = -Ct'.
0 0

Portanto,

In <ZZ<(Q) > —Ct'. (3.9)

Tomando a exponencial em (3.9) obtemos,
H.(t'") > H.(0)e " = ge=C
e tomando o limite quando ¢ — ¢ obtemos,

H.(1) = lim H.(t') > limee ¢" = ece=¢" > 0,
t'—t t'—t
uma contradi¢iao com o fato de que H.(t) = 0. Consequentemente t,,q,(t) < h.(t) para
todo t € [0,7" —0]. Tomando € — 0, Ua.(t) < h(t) para todo t € [0,7"—¢]. Como d >0
é arbitrario e u(p,t) < Upmqas(t) < h(t), concluimos que u(p,t) < h(t) em M x [0,77). O
Para facilitar a consulta, enunciaremos o Principio do minimo. Sua demonstracao é

analoga a do Principio do maximo.

Teorema 3.6 (Principio do minimo). Seja ¢, para t € [0,T), uma familia de métricas
riemannianas em uma variedade M. Considere u : M x [0,T) — R fun¢ao de Hamilton

minimal e suave satisfazendo:

ou

§<p7 t) > Ag(t)u(pa t) + <X (p,U(p, t)vvu(p7 t)vt)’ vu(p7 t)> + b(u(p7 t)) )

em que X € um campo vetorial continuo e b € localmente Lipschitz. Entao um;, € diferen-
cidvel em quase todo ponto em (0,T) e em todo tempot € (0,T) que Upmqz for diferencidvel,

temos:
dumin

dt

Se h:[0,T") = R € uma solugao da sequinte equacao diferencial ordindria,

{%w: b(h(1))
h(O): umm(o)>

(t) > b(wmin(t)).

para T" < T, entao u(p,t) > h(t) em M x [0,T").
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3.2 Principio da comparacao

O préximo Teorema sera de grande importancia, mas iremos enuncié-lo sem demonstragao.
Sua demonstracao é feita observando-se que podemos aplicar o Principio do minimo para
concluir que a derivada da distancia entre as hipersuperficies de dois Fluxos de curvatura

média é ndo negativa (para mais detalhes ver o Teorema 2.2.1 da referéncia [1]).

Teorema 3.7 (Principio da comparacao para o Fluxo de curvatura média). Sejam
o : My x[0,T) = R et : My x [0,T) — R"™ Fluzos de curvatura média. Se M, é
compacto entao a distdncia entre as hipersuperficies @y e ¥y € nao decrescente durante a

evolucao.

Corolario 3.8. Sejam ¢ : My x [0,T) — R"™ e : My x [0,T) — R™™ Fluzos de
curvatura média. Se My é compacta, My é mergulhada e po(My) nao intersecta 1po(Ma)
entao, para todo t € [0,T), ¢ (My) nao intersecta (Ms), isto €, essas hipersuperficies

mantém tal propriedade durante toda a evolugao.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.7 a distancia entre as hipersuperficies ¢y (M) e 1, (Ms)
¢ nao decrescente durante a evolugao. Como a distancia é inicialmente positiva obtemos
que durante toda a evolucao a distancia se mantém positiva, consequentemente, ¢ (M)

nao intersecta 1, (Ms) durante toda a evolugao, concluindo a demonstragao. 0]

Quando consideramos uma hipersuperficie inicial sendo compacta podemos estimar
o tempo de existéncia de seu fluxo utilizando o resultado anterior. Basta colocar a
hipersuperficie inicial no interior de uma esfera e entao tomar o fluxo de ambas. Como
visto anteriormente, o fluxo da esfera se degenera em tempo finito e consequentemente o

fluxo da outra, em seu interior inicialmente, tem tempo finito. Mais precisamente:

Corolario 3.9. Seja M wvariedade compacta e ¢ : M x [0,T) — R"™ seu Fluzo de

curvatura média. Entao:

i) Ezistem R > 0 e zop € R"™ tal que p;(M) estd contida em Bg(xg) para todo

t €1[0,7). Mais ainda T < B sto €, o fluro desenvolve singularidade em tempo

2n’
finito.
. (diamgog(M))2 . i A .
i) Trae < ", em que Tyue, € 0 tempo maximal de existéncia suave do fluro.
Demonstragao:

i) Como M ¢é compacto e ¢ ¢ continua entdao @o(M) = ¢(M,0) C R™™ é compacto.
Assim, existem R > 0 e xy € R tal que ¢o(M) esta contido na bola Bgr(zg). Do
Corolério 3.8 concluimos que ¢;(M) C Bg(xg) (compare com a fronteira que é uma
esfera) para todo ¢t € [0,7"). Do Exemplo 2.2 (considerando a translacdo a ) temos

que O(Bg(xp)) flui pela curvatura média mantendo-se uma esfera em que seu raio é
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dado por R(t) = vV R? — 2nt e entao O(Bg(zo)) se contrai a zo quando ¢ = %i. Do
Corolério 3.8 obtemos ¢;(M) esta contido na bola Bgy)(xo) para todo ¢t € [0,T) e

~ 2 .
entao T' < g‘—n. Por fim, como T < 00, o fluxo se torna singular.

i1) Baseando-se na demonstragao do item i) basta observar que considerando o raio
R = diampo(M) + ¢ temos po(M) C Bgr(z) para qualquer x € py(M). Consequen-
2

(diamapo (M)+€)
2n

a demonstracao. 0

temente 15,4, < . Assim, tomando o limite quando € — 0, concluimos

O proximo resultado ird nos garantir, para uma hipersuperficie inicial compacta, a exis-
téncia de conjunto limite para seu fluxo de curvatura média e uma forma de caracterizar

seus pontos.

Proposigao 3.10 (Conjunto S). Seja M variedade compacta e @ : M x[0,T) — R"*1 seu
Fluzo de curvatura média. Defina S como o conjunto de pontos x € R"! tal que existe

sequéncia de pares (p;,t;) € M x [0,T) de maneira que t; — T e o(p;, t;) — x. Entao:
i) S € fechado e limitado.

ii) x € S se, e somente se, para todo t € [0,T) a bola fechada de raio \/2n(T —1) e

centro x intersecta pi(M).
Demonstragao:

i) Mostremos que S = S. Por definicio de fecho, S C S. Considere z € S. Entao
existe sequéncia x, € S tal que x,, — x. Pela defini¢ao do conjunto S, para cada z,
existe sequéncia de pares (p?,t7) tal que p(p!', t") — =, e t — T quando ¢ — oo.
Entao defina a sequéncia de pares (g;,t;) = (pgvj,tg\,j) em que N; é escolhido de
maneira estritamente crescente e de forma que |g0(p§'vj,t%,j) —z;| < % e |t§vj -T| < %

para todo 7 € N. Assim, dado ¢ > 0, existe N tal que

€
e |lv—uz; <=

<
2

[
DO ™

para todo 7 > N. Logo,

|2 = (a5, 1) = |z — (P, th,)]
<o =] + [z — plpn, th,)]

_€+€
2 2
:6’

para todo j > N. Entao ¢(g;,t;) = x et; — T, portanto € S. Consequentemente,
S C S, e assim concluimos que S é fechado.

Como M é compacto existem, pelo Corolario 3.9, 2o € R"™! e R > 0 de maneira que
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(M x[0,T)) C Bg(xo). Logo, p(M x [0,T)) C Bg(zo), e portanto S C Br(x),
pois S C p(M x [0,7)).

i1) Se para todo t € [0,7) a bola fechada de raio y/2n(T —t) e centro z intersecta
@+(M), em algum ponto z; € R"™ tome p; € M tal que p(p;,t) = ;. Assim, como
ry — x, p(p,t) — x e portanto x € S. Reciprocamente, suponha que x € S e
defina u(p,t) = ||o(p,t) — z||. Pelo truque de Hamilton, em um tempo diferenciavel

t tal que Upn(f) # 0, temos:

dumzn

dt

(H) = HsO(q, t) — x|, (3.10)

para qualquer ponto ¢ € M em que u(-,t) atinge o minimo. Por outro lado,

0
llela,t) — 2l =

|Q»QD|Q>

c((e(a.t) — 2, 0(a.) — ) i
(p(

)
t( o(q,t) —x,0(q,t) — x))
2 ((p(g,t) — z,9(q,t) — 2))*

5

que aplicando em ¢,

_ 2(F (1), 0(¢,0) — )
2[|(q, ) — x|
_ (H(g,H)N(g,1), ¢(q. ) —x)
(g, t) — évll
(¢,1) (N(q,1), ¢ —x>
|0 (q, )—:1:||
isto é, : ~)
0 ~ ~ -~ (g, t)—x
gilletanD) —all = Hia. 0 { Nand), 002, (3.11)

A hipersuperficie ¢;(M) intersecta apenas a fronteira da bola fechada Eumm(f) (x) e

o(g.t)—=
[lo(g,t)—||

Assim, suponhamos que N(q,1) e

é paralelo a N(q,t) , pois Umin(f) é 0 minimo da distancia entre x e ;.

o(gh)—=x
[l (q,t)—=||

a curvatura média da esfera 0(B,, . @ (x)) obtemos:

tem a mesma direcao. Comparando com

- - o(g,t) —x _ -
oD (N 20 =) — e

> Hyp @) (comp. com as curv. princ.)

" tmin ()
isto é, B
. - olg,t) — —n
Hia.H <N<q’”’ Tola,?) = :c||> 2 (3.12)
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Procedendo de maneira analoga, no caso em que N(q,t) e % tem a direcao

contraria, obtemos a mesma desigualdade de (3.12). Entao de (3.10), (3.11) e (3.12)

concluimos que para quase todo ponto diferencidvel £ € [0,7) em que Uy, (f) # 0,

temos: p
Umin |~ -n
min > . 3.13
Podemos reescrever a desigualdade diferencial acima da seguinte maneira:
- d min ;3
thia(F) =2 (£) = —n.
e entao,
1d(u?,) -
2\ min) (Y >
2 at W=
ou seja,
duz, ) -
min t _2
Integrando via Lebesgue em [t,¢] C [0,T):
_ t d 2 t B
t ds ¢
Assim,

Como z € S, existe sequéncia de pares (p;,t;) € M x [0,T) de maneira que t; — T
e o(pi, t;) — x. Portanto, U, (t;)? — 0 quando i — oo. Da desigualdade em (3.14)
concluimos que:

< lim 2n(t; — t)
1— 00
=2n(T —1t).
Logo,

Umin (1) < /2n(T —t), (3.15)

concluindo que para todo t € [0,7) a bola fechada de raio \/2n(7T —t) e centro x

intersecta ¢, (M).

O

A Proposicao seguinte, a titulo de observacao, sera apenas enunciada. Para uma demons-

tragao ver a Proposic¢ao 2.2.7 da referéncia [1].

Proposigao 3.11. Seja oy : M — R hipersuperficie. Se @o(M) é compacta e mergu-

lhada entao seu Fluro de curvatura média permanece mergulhado durante a evolugao.
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3.3 Equacoes de evolucao do Fluxo de curvatura média

Dado um Fluxo de curvatura média podemos obter equagoes para a evolucao de grandezas
geométricas das hipersuperficies que o compoem. Alguns exemplos seguem na Proposigao

seguinte.

Proposigao 3.12. Seja ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de curvatura média. Entao valem

as sequintes equagoes:

i) 295 (5, 1) = 2 (p, t)hiy (),

ot
. 0gY
“) %( pa Zhsl pa (p7 t)
... ON
ii1) E(Z% t) = —dopy (VH(p,t)).
o) Ly = O )= ST 0G0~ Hip) X Al D Ol
w ot D, (9.1'1 ij p,t b, VIAVZRZIARVL is\P> 1)-

l,s

0) L, t) = —H(p, i, ).

i) Bp.0) = A1) + Hp. DL AP(.1),

A

0|A
(00 = AJAR(.1) — 21V AP(, 1) + 24l (0,0)

vii)
Demonstragao:

i) Pela defini¢ao dos coeficientes da métrica temos:

09 0 [ 0p Op
9 0t) = 3 G ) 0

ot
< (agp) ax3><p )+ <§f% (S—Z»(W
(2
<

(89”) oo o () oo
2 o

= 8N ag0>(;0,7f)+<8—? 8—P{N+H%>(p,t)
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Pela Proposicao 1.18,

<giv §f> SO <§;" §i><p,t>
= Z ha(p, t t)9sj (P, t)
_ Z ha(pt) Y ¢°(p,)g55(p, )
l ;
== ha(p, 1)
l
—hij(p, 1),

e analogamente <%ﬁ_, %> (p,t) = —hji(p,t). Substituindo em (3.16),

9g:;

i) Sabemos que Y _ gis(p,)g* (p,t) = ;5. Sendo assim,

d
%(5@‘)

= Z% (gisgsj) (pa t)

=3 [Be0926.0+ % 0.00.0.0).

0=

e entdo pelo item 1),

Z aag:]( t)gls(p? pa Z hzs p, b, ) (317)

S
A partir de (3.17) podemos escrever a igualdade para o produto de matrizes,

o 0) o0) (67) () = 2B, 1) () 0, )6 ),

e multiplicando & esquerda pela matriz (g) (p, t),

% (97) (p.t) = 2H(p, 1) (97) (0, t)(hij)(p, ) (97) (p. 1),
e consequentemente,

aai:(% t)=2H(p,t) Y ha(p.t)g"(p.t)g" (p.1).

l,s
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i7i) Sabemos que (N, N) (p,t) = 1. Logo,

0= 5 NN) (1) =2 SN ()

e portanto %—JZ ¢ vetor tangente, isto €,

e = (O 00 .05 (0 5 0.1) 3.1

i?j

Por outro lado, como <N, %> (p,t) = 0, temos,

_9 [y 9% _ (9N 9

N, g (HN) ) (1)

H ON
ou seja,

(G s o=t - 0.0 (N5 ). 319

%

Pela Proposicao 1.18 obtemos <N, %> (p,t) = 0, que substituindo em (3.19),

AN Dy OH
(52 0= =520 (3.20

Substituindo (3.20) em (3.18),

) ==Y 0,07, 1)

1,J
= —dppy (VH(p,t)).

iv) Pela Proposigao 1.17 sabemos que h;;(p,t) = <N 82—“0> (p,t), entdo:

) 31718:21
Ohi; 0 0% ON D¢ o [ 0%

ON  p 0?(HN)
oN N |
<8t ’axiaxj>(p’t)+< " Owo, >(p’t>

(3.21)
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Temos,
0? (HN) 0 (O(HN)
0 (0H ON
= oz, (8—%N+Ha—%> (p,t)

B 82HN+8H8N+8H8N+H8 ON (0. 1)
N zeax] 8.1'j 8:151 (9332 (9.253' 3:151 8$j P

e pela Proposicao 1.18,

2(HN 2 H H
O )(p,t) = [ 0 N-Y (a_h.gls Op Jra_hﬂg“a—g%rHi <hﬂg"sa—¢))] (p, 1),

O0x;0x; O0x;0x; Ox; & Ooxs Oz, 0x, ox; 0x,
logo,
O?(HN) _ O’H 0 1s 0@
(% g ) 0 = g 00~ 00 S (N g (ha” 52 ) ) )
(3.22)
Pelo item 1iii) e pela Proposi¢ao 1.18
ON D¢
(o s Y0 == S Th000) (Aol H). 22 ) (0,) = hs0) WA V). N) (.0
:_ZFZ] 2% < ><p7t)
_ 1s 0p Oy
- Z F’Lj p7 < aZL‘l 6$ al'k > (pa t)
B 0OH dp Oy
- ZF'LJ p7 Za_ )<al'5 8 >(p)t)
= — ZFU p.t Z p:t)gsk(p, t)
= - ZFU (p.t Z ~(p.t Zg“ (p.)gs:(p, 1)
= _ZFU pa Za_<p7t)5lk
- Z Fz] p’ )
(3.23)
Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21),
Ohi; 9 1s 0
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Mas,
0 ) 0% s, %)
> (N, —— (g = =" |hag" (N N, — (hag") =2
— < 7axi (h]lg ax8>> (p? t) — |:h]lg < 7axiax8> +< 7axi (h]lg ) axs (p7 t)

= Z hj(p, t)g" (p, t) <N’ 8:§i§x5> (b 1)
= Zhﬂ p,t )hls(p>t)7

que substituindo em (3.24),

Oh,; O’H s
5 Pt =5 ZF” p.)a— (P, )=H(p, 1) > hju(p, 1)g" (p, t) s (p, 1)

l,s

v) Precisaremos derivar o determinante da matriz dos coeficientes da métrica, isto é,
derivar na variavel ¢ o determinante das matrizes (g;;(p, t)). Para isso utilizaremos a
Formula de Jacobi, isto ¢, 4 (det A(t)) = tr [adj (A(t)) 43(¢)], em que tr ¢ a fungdo
trago e adj é a matriz adjunta. Temos, observando a defini¢ao de medida (Definigao

1.26),
L ;(dm%ﬂmw

(det(g; t
2&555_& (9)) (p.)

1 . 0
~ t)tr [adj (g9i(p, 1)) 5 (9i7) (p, t)]

= L) (g0 (Bsg0))]

2u(p, t)

=5 [0 (500
_ @tr [(g“ (p,1)) (agf (p, t))}

consequentemente, pelo item 1),

o

O, 1) = "D 1 (g, 1)) (28 (p, ) (0,1)]

2
= —H(p,t)u(p, t)tr [(¢7(p, 1)) (hij(p,t))]

o )

p(p, t Zzg’kp, Yhir(p, t)

= —H*(p,t)u(p, t).
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vi) Pela definigdo da Curvatura média em um sistema de coordenadas temos,

0 0
o = > 51 (870) (00

i0hyj 89”
= Z [ t] 2] ot :| <p7 t)v

consequentemente pelos itens ii) e iv),

OH g OH Z
— — E ) k E is lj
ot (#.1) [g oz; ax] ‘E :FU oxy, A hjlg hzs) et g ] 0

7,7 l,s
— ij k 8H ijy s is 1j
L i, i 09,05 ij.0,8
— . [0
= g I'Y (VH,Ey) | — H|A]? + 2H|A*| (p,t
S a(a) S ) AP 4+ 2H] AP | (p,1)
_ i[9 k 2
— Zga o (VH, E;) <VH > T Ek>>+H|A| (p,t)
= Zg” i(VH, Ej) — (VH, Vg Ep) + HIA?| (p,1)
= | g7 (Ve VH, E;) + HIA?| (p,1)
L &7
= AH(p,t) + H(p,t)|A[*(p, ).
(3.25)
vii) Pela defini¢do da norma da Segunda forma fundamental temos,
0|AP? 9 (i
ot (p,t) = Z a9t (gjgklhikhjl> (p,t)
i
69 2 0gk!t i 1 Ohi ; Ohj;
_ at klhzkh]l+Zgjwhzkhﬂ—i_zgjgkl 8kh +Zgjgklh at ( t)
Li,7,k,l 1,7,k,1 1,7,k,1 1,5,k,l
i dg” Kl ki Ohi
=12 hiih 2 4L t
]ZM 0 hikhs + ”Zklg g"hi— | (1)

consequentemente pelos itens ii) e iv),

0| A|?
|8t| (pt) = [4H Y g"h; khjzzhsrg”g”] 1)

L ,7,k,l

n 2Zgijgklhik <8 — Zr HZthg hjs>] P, t)

- i7j7k7l
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isto é,

i7j7k7l?/r’s i7j7k7l

e pelo Lema 1.24 e do fato que -2 — S THe — (V. VH, E) (ver (3.25))

awjal'l jl m
obtemos,
6|A\2( t) =|2Htr (8*) +2 ) g7¢"ha (Ve, VH,E) | (p,1)
ot b, - r g g Nig E; s 1 b, t).
Y
Usando a féormula de Simons (Proposigao 1.25) concluimos a demonstragao. 0

3.4 Solucao maximal

Nesta secao mostraremos que o tempo maximal de existéncia suave do Fluxo de curvatura
média de uma hipersuperficie compacta depende do crescimento, na varidvel temporal,

da norma da Segunda forma fundamental.

Proposigao 3.13. Seja M compacta, ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de curvatura média
e Hyin(0) > 0. Entao:

i) Hpmin(t) >0 para todo t € [0,T).
i) Hpin(t) € nao decrescente em [0,T).
Demonstragao:

i) Como M é compacta a func¢ao H (p,t) ¢ Hamilton minimal. Pelo Truque de Hamilton
H,in(t) & continua. Suponhamos que a afirmagao é falsa. Existem to,¢, € [0,7)
tal que Hin(to) = 0 e Hypin(t) < 0 para todo t € (tg,t1). Da Proposi¢ao 3.12 e do

Lema 1.27 temos:
oH

ot
1

Assim, pelo Principio do miniimo (tomando X =0 e b(z) = +2?) vale:

(0,1) 2 AH(p, )+~ HY(p, ).

dH, in 1

n

para quase todo tempo ¢t € [0,T). Como H,;,(t) é estritamente negativo em (g, ¢;),

obtemos

@t dt

S|

75 0 <,

para quase todo t € (tg,t1).
Tome z¢ € (—00,0) e seja G : (—o0,0) — R definida por G(z) = [ Ldu.

xo ud

0| A|? Kl is j A 0°H on
t) = |2H hiehjihsrg g™ +2 . g7g"h; 2. Vg || b
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Logo, % (z) = %. Aplicando em H,y,;,(t), temos
— i) 4y = L (Hopan (t t
) = S (o () ()
1 dH,;
= (¢ 3.26
Hp o (8) - dt © =
1
S N
n
para quase todo t € [0, 7).
Integrando, a desigualdade em 3.26, via Lebesgue no intervalo [s, 5] C (¢, t1), obte-
mos: N
*d(G o Hypin
G (Honin(3)) = G(Hypin(s)) = / %dt
< / l J — S—s
s N n
Como,
G(Hmm(s)) — G(Hmm(s)) = / —du
H’mzn(s) u
1 1
=542 (o T ope g
2Hmzn<8) 2Hmzn(8)
temos,
1 n 1 < §—s
2H7:,(3)  2HZ,.(s) — n
e portanto,
1 < 5—358 N 1
para todo ty < s < § < t;. Na desigualdade acima, tomando s — #{, concluimos
uma contradicao pois o lado esquerdo tende a +o0o e o lado direito fica limitado.
Sendo assim, H,,;,(t) > 0 para todo ¢t € [0,T).
i1) Da Proposi¢ao 3.12 e do Lema 1.27 temos:

OH 1
— > ~H3(p,t).
T (p,t) > AH(p,t) + ~H (p,t)

Assim, pelo Principio do minimo (tomando X =0 e b(z) = 22?), vale:

para quase todo tempo ¢ € [0,T). Assim, pelo item i), H>. (t) > 0, e portanto:

min

U (1) > 0.

Assim concluimos a demonstragao. O
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Coroléario 3.14. Seja M compacta, ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de curvatura média e
H(p,0) > 0 para todo p € M. Entao H(p,t) > 0 para todo p € M e todo t € [0,T).

Demonstragao: Como H(p,0) > 0 para todo p € M, entdao H,,;,(0) > 0. Pelo item 7) da
Proposigao 3.13 sabemos que H,,;n(t) > 0 para todo t € [0,7). Como H(p,t) > Hpin(t)
para todo p € M e todo t € [0,T), concluimos a afirmagao. O

Proposigao 3.15. Seja M compacta, ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de curvatura média,
a>0e0<|A|(p,0) < aH(p,0) para todo p € M. Entio 0 < |A|(p,t) < aH(p,t) para
todop € M e todot €[0,T).

Demonstragao: Mostremos primeiro que |A|(p,t) > 0 para todop € M etodot € [0,T).
Observe que por hipotese H(p,0) > 0 para todo p € M e portanto H,,;,,(0) > 0. Pelo item
i1) da Proposicao 3.13 concluimos que 0 < H,,i(0) < Hppin(t) < H(p,t) para todo p € M
e todo t € [0,7). Por fim basta aplicar o Lema 1.27 (para cada ¢ fixado) e concluimos
que |A|(p,t) > 0 para todo p € M e todo t € [0,T). Mostremos agora a desigualdade

restante. Pela Proposicao 3.12 temos:

OH
(&
o|A]? > > 4
g (o) = AAF (. 6) = 2[VAF(p, t) + 2| Al (p, ©).

Defina a fungao f(p,t) = |Al(p,t) — aH(p,t) para todo p € M e todo t € [0,T). Assim,

a0 = % = o5
— |5 (0a2) 5]
- 2
= :2|f4| 8|£| aa_ﬂ (p.1)
= |54 <A|A|2 — 2[VA] + 2|4 ) —a(AH+HyA|2)] (p,1).
Pelo Corolario 1.10 obtemos A|A[?(p, t) = [2|A;A\Ay +2|V|4]| } . Entdo,

O ooty = |AJA] + 4P + 2 (2|V]A]]* — 219 4] )—a(AH+H|A|2)} (p, 1)

2IAI

_ -<A|A|—aAH> +|A|2<|A|—aH> 2|VIAl* - 2vA] )}( t)

QIA\

= A 1R+ (1A - 1948 620,

(3.27)
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Como pela Proposicao 1.23 |V\AH2(p, t) — [VA[*(p,t) < 0 obtemos de (3.27)

of

S 0.t) < Af(p,) + AP () (1), (3.28)

para todo p € M e para todo t € [0,T). Para cada T" < T tome C7v o maximo de |A|*
em M x [0,7"]. Da desigualdade em (3.28) obtemos

%@7 t) < Af(p,t) + Cr f(p.1),

para todo p € M e para todo t € [0,7"]. Pelo Principio do méximo vale que

dfmax
dt

(t) < Cr frnaa(t),

para quase todo tempo t € [0,7"]. Como fi,4.(0) < 0, concluimos (de maneira analoga a
demonstragao do item i) da Proposicao 3.13) que fiq.(t) < 0 em todo tempo t € [0,7"].
Assim, do fato de f(p,t) < fiax(t), obtemos que f(p,t) < 0 em M x [0,7"]. Como T" &
arbitrario, concluimos que |A|(p,t) — aH (p,t) <0 em M x [0,7), e assim terminamos a

demonstracao. O

Coroléario 3.16. Seja M compacta e ¢ : M x [0,T) — R™™ Fluzo de curvatura média.
Se H(p,0) > 0 para todo p € M entdo existe B > 0 de maneira que

BIAP(p, t) < H*(p,t) < n|AP(p, 1),
para todo par (p,t) € M x [0,T).

Demonstragao:

Como H(p,0) > 0 para todo p € M, do Lema 1.27 obtemos A(p,0) > 0 para todo p € M.
Também, como M é compacta, existe v > 0 tal que V|A|4:(0) < Hpnin(0) e portanto
vale 0 < v|A(p,0)] < H(p,0) para todo p € M. Da Proposi¢ao 3.15 obtemos que
0 < v|A(p,t)] < H(p,t) para todo p € M e todo t € [0,T). Logo v?|A(p,t)|* < H*(p,t)
para todo p € M e todo t € [0,T). Tomando 3 = 72 e fazendo uso do Lema 1.27
concluimos

BIAP(p,1) < H(p, 1) < n|AR(p, 1),

para todo par (p,t) € M x [0,T). O

Como consequéncia do Coroléario 3.16 obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.17. Seja M compacta e ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de curvatura média.
Se H(p,0) > 0 para todo p € M entao |A|(p,t) € limitada se, e somente se, H(p,t) €

limitada.
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Proposigao 3.18. Seja M compacta e ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de curvatura média.

Se |A|(p,t) € nao limitada, temos:

. . 1
Z) maxp€M|A‘( 7t) > \/m

ii) limyyp maxpep|Al(-, 1) = +o0.

para todo t € [0,T).

Demonstragao:

i) Pela Proposigao 3.12 temos:

0| A|?
A 0.1) = ALAPLL) — 2V AP0 + 2041 . 1)

Como —2|VA|?(p,t) < 0, obtemos:

A

5 (p,

t) < A|AP(p,t) + 2| A[*(p, t).

Pelo Principio do méximo concluimos que,

d|A|maz

e (1) < 9] AL, (1) (329)

para quase todo tempo t € [0, 7).

Afirmacao: |Al;q.(t) > 0 para todo t € [0,T).

De fato, se existe t tal que |A| e (f) = 0 entdo, como 0 < |A|(p, ) < |A|maz(t) para
todo p € M, |A|(p,t) = 0 para todo p € M. Consequentemente nossa evolucao é
estacionaria para t > £ pois a curvatura média é nula. Assim |A|(p,t) = 0 para todo
t >t e todop € M e portanto |A|(p,t) é limitada quando ¢ — T, uma contradico.
Assim terminamos a demonstragdo da afirmagao (alternativamente poderiamos
demonstrar observando que como M é compacta cada hipersuperficie ¢, (M) possui

ponto eliptico).

Usando a desigualdade diferencial (3.29) e a afirmacao obtemos,

| Alnae () dt

(t) <2, (3.30)

para quase todo tempo ¢ € [0,7). Por outro lado,

d 1
0= )= i (W) 0
1 d|A|max 2 i 1
S RN ”*Wwﬁ%(wm)@’

ou seja,

d 1 1 d|A|mam
<mm)@ AL a
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Usando a desigualdade diferencial (3.30) obteremos:

d 1
2=V y<2
7 () 0 <2
para quase todo tempo t € [0,T). Integrando via Lebesgue em [s, §] C [0,7") temos,

B e R I G LY (L CER LD

max max max

Como por hipétese |A| é nao limitada quando ¢t — T, entao A%, € nao limitada

quando t — T. Assim, tomando § — T na desigualdade diferencial (3.31), obtemos:

1
A =2 o)

max
para todo tempo s € [0,T). (Note que T' < +00 pois M é compacta)

i1) Basta tomar o limite no item 7). O

O préximo Lema, de suma importancia ao nosso ultimo Teorema, seré apenas enunciado,

visto que sua demonstracao ¢ demasiadamente técnica.

Lema 3.19. Seja M compacta e p : M x [0,T) — R*"™ Fluzo de curvatura média. Se
|A|(p,t) € limitada em M x[0,T) e as imersoes suaves {¢:} convergem para uma aplicagdo

continua or : M — R" isto é, ¢, — ©r quando t — T, entdo @r € imersao suave.

A estratégia da demonstragao do Lema 3.19 é a seguinte. Primeiro observa-se que a
limitacdo |A| < +oc implica na limitagao |[V¥A| < Dy, durante toda a evolucio, em que
V* A sdo as sucessivas derivadas do tensor A. Procedendo por inducdo sobre as relacoes
de Gauss-Weingarten (Proposicdao 1.18) conclui-se a limitagao |0Fp| < C) durante toda
a evolucdo. Por fim, pelo Teorema de Arzéla-Ascoli obtém-se o resultado. (Os detalhes

estao contidos na demonstragao da Proposi¢ao 2.4.9 da referéncia [1])

Nosso tltimo resultado ira relacionar a norma da Segunda forma fundamental com
a existéncia de singularidades para o Fluxo de curvatura média para uma hipersuperficie
compacta. O Teorema nos garante que o fluxo se tornaré singular, isto é, nao suave, se,

e somente se, a norma da Segunda forma fundamental explodir em tempo finito.

Teorema 3.20. Seja M compacta e  : M x [0,T) — R"™ Fluzo de curvatura média.

Se |A|(p,t) € limitada em M x [0,T) entao T nao é tempo singular para o fluzo.
Demonstragao: Suponhamos que T seja tempo singular. Pelo Lema 1.27 temos que
|H (p,t)| é limitado. Seja C' > 0 tal que |H(p,t)| < C para todo par (p,t) € M x [0,T).
Assim, para todo s, 5 € [0,7T),

e9) — o0l = | [ S0 t)dt’ _

/jH(p, DN, t)dt‘ < / H (p, )|t < c/ dt = C(5 — s),
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Logo,
s — @slloe < C(5 = 5),

para todo s,§ € [0,7), em que || - ||oc ¢ a norma do supremo. Tome {s,},en sequéncia

em [0,7") de maneira que s, — 7. Vale entdo:

105, = Pslloo < Clsn — sl (3.32)

para todo n,m € N. Como {s,}nen converge, {s,}nen € sequéncia de Cauchy. Da
desigualdade (3.32) concluimos que {@s, fnen ¢ sequéncia de Cauchy em C(M,R™™).
Como C'(M,R™) ¢ completo existe o € C(M,R"™!) de maneira que p,, — ¢7. Logo,
para todo s € [0,7")

||90T — ¥sloo = nlggo |05, — ‘PSHOO < ngoloc(sn —5)=C(T —s),

Da desigualdade acima concluimos que ¢; converge uniformemente, quando ¢t — 7', para
uma funcao continua ¢p : M — R

Agora analisemos a familia de métricas associadas ao Fluxo de curvatura média. Para
isso, tome 0 # v = ) v, E; € T,M. Temos,

d 1 d
7 mlvlie) = ‘v@(t)aﬂvﬁ(tﬁ

1 d
= W@ (Z V0935 (P t))
g(t) i

09ij
o Zi,j Uivj%(l% t)

|”|§(t>

Da Proposicao 3.12 vale que agij (p,t) = —2H(p, t)hi;j(p,t), assim da igualdade anterior,

d 2 —QH(p, t) Zz j Uivjhij (pa t)
—_— (hl"l}’ (t)) = 2’
dt g |v|g(t)

—2H(p, 1) Zi,j vv; Ay (Ei, Ej) (L)
vl
g(t)

2H (p, 1) Ap(v,v)(t)
g(t)

_ 2[H(p, )] [Ap(v,0)(D)|
[l5

_ 2014, (v, 0)(0)

[l

|U‘52;(t) ’
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e pela Proposicao 1.21 vale |A,(v,v)(t)] < n? Al(p,t)|v]?,, logo,

q(t)’

< 2C0n%|Al(p,t) < +oc.

d
5 (bl

Sendo assim, tome D > 0 tal que

< (ln ]v\g(t))) < D. Entao, paratodo 0 <t <s < T,

2
’U’g(s)

2
|U|g(t)

In

= ‘1n|v|§( ln|v|g(t |

/ts < (nlole) dg‘
<[ %

¢ (nlofo)|de

<D/d§

<Ds—t

Utilizando essa desigualdade e procedendo de maneira andloga ao feito anteriormente
concluimos que | - |4 converge uniformemente a uma norma | - |4y quando ¢ — 7. Mais

ainda, todas as métricas g(t) sao equivalentes. De fato,

logo,

e Pt |U|g W < o2 < eD(sft)\U’?,(t)
Para finalizar, como a identidade do paralelogramo pode ser passada ao limite, concluimos
pela identidade de polarizacao que | - |47 induz uma métrica g(7T") que serd equivalente
as métricas g(t). Portanto pelo Lema 3.19 concluimos que o é hipersuperficie, e assim
sendo podemos aplicar o Teorema de existéncia e unicidade para o Fluxo de curvatura
média a ¢ e estender a solucao do fluxo, contrariando a hipétese de T  ser singular.

Portanto T' é tempo nao singular. 0
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Capitulo 4

Analise de singularidades do tipo I

Neste capitulo nos dedicaremos a estudar a formula da monotonia demonstrada por Huis-
ken. Fazendo uso dessa formula demonstraremos que um certo tipo de singularidade para
o Fluxo de curvatura média, que definiremos a seguir, ¢ modelado (em certo sentido) pe-
las hipersuperficies chamadas Self-Shrinker (Exemplo 2.5). Anteriormente, na Proposigao
3.18, mostramos que o maximo da norma da Segunda forma fundamental para o Fluxo
da curvatura média de uma variedade compacta M “explode em” seu tempo maximal, T,

com a seguinte estimativa,

1
————— < max|A|(p,t ara todo t € (0,7). 4.1
s <m0 » 0.7) (@.1)
Sendo assim, vamos definir dois tipos de singularidade. Nesta dissertagao vamos discutir

apenas as singularidades do tipo I.

Definigao 4.1 (Singularidade). Seja ¢ : M x [0,T) — R™*! Fluxo de curvatura média de
uma hipersuperficie compacta n—dimensional no intervalo maximal de existéncia [0, 7).
Se existe constante C' > 1 tal que vale a seguinte estimativa,

max |A)|(p,t) < _¢ para todo t € [0,7), (4.2)

peEM 2(T —t)

entao dizemos que o fluxo desenvolve em T' singularidade do tipo I.

Se tal constante nao existe, isto é,

lim sup max |A(p, t)] /(T — t) = +o0, (4.3)

entao dizemos que o fluxo desenvolve em T' singularidade do tipo II.
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4.1 Formula da monotonia de Huisken

Nesta secao nos ocuparemos em demonstrar a Féormula da monotonia de Huisken. Para
isso decidimos fazé-la por meio de Lemas mais gerais pois acreditamos que esse caminho
nos evidéncia de forma clara a estratégia envolvida na demonstracao da formula, porém é
possivel fazé-lo nos moldes de Huisken no artigo [5], isto é, por meio do célculo direto. Os
proximos Lemas irao garantir uma maneira de calcular derivadas de integrais de fungoes

sobre o fluxo e também qual a forma do Laplaciano sobre o fluxo.

Lema 4.2. Seja M wvariedade compacta de dimensdo n, ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de
curvatura média e f : R x [0,T) — R funcio suave. Por simplicidade denotaremos,

neste capitulo, a integral [, , f(gp(p, t),t)dut por [, fdus. Entéo:

/ Jdp = f — H*f+H(Vf,N)du (4.4)
Demonstragao: Pela Proposicao 3.12 vale %(,ut) = —H?u,. Assim, pela regra do pro-
duto,
0 0 0
U (00,00, ] = 5 [F (02, 0),0)] e+ £ (0 1),8) 55 1)

— 2(%‘?, ) (¢(p.t), t)>ut—f(90(p, t),t) H?(p, t)

~[{(vr %), (%f( 0.1)) = £ 0.0 0.0 o

_ <( o) HEON G0, ) - 1ol 0 1)

= H00) (71.80.0) + 5 = £ (ot 00 10,0

ou seja, escrevendo de maneira simplificada obtemos

0 0
O ) = (%~ w2+ N (4.5)
De (4.5),
d d §
E/Mfdutz E/N[fﬂtd[/
9 n
- [ Gmar
:/ (g{ H?f+ H(V/, N)) pedL"
g{ H2f 4 H(Vf, Ny
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Lema 4.3. Sejam M variedade Riemanniana n-dimensional, 1 : M — R hipersuper-
ficie, V. C R aberto contendo (M) ew :V — R fungao suave. Entdo

Ad(p) = (ARMU) (¥ (p)) — Hessuy) (N (p), N(p)) + H(p) {(Vu)(¥), N) (p),

para todo p € M.

Demonstracao: Seja {Fy,..., E,} um referencial ortonormal em uma vizinhanca de p

de maneira que Vg, E;(p) = 0 para todo ¢, = 1,...,n. Defina 4 = u o). Vale

ZE W(wo ) (p). (4.6)

Tome c : (—¢,e) — M curva diferenciavel tal que ¢(0) = p e 9(0) = E;. Entéo

i uo1oc)

Ei{uo)(p) = 5

~ (v, 5 ) o) (@.7)

t=0

(4.8)
Pela Proposi¢ao 1.18 temos
(). 55) <<w><w>, St th> ")
- <<Vu><¢>, > ra—‘”> () + hus (Tu)(), N) (2
; (4.9)
~ (V00,902 2} () + s (V). ) (1)
= {(V)(1),0) () + ha (Vo). N) 0)

Substituindo (4.9) em (4.8) obtemos,

S BB w) o) = 5 (S0 55 ) )+ H) (T, 5) ()

% )
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isto é, de (4.6),

s = ¥ (70, 50 ) + HO V0@ N 6). (410

%

Pelo Corolario 1.10 e pela definicao de Divergente e Hessiana temos,

(A% ) (0 (p)) = div (Vo) (¢(p))
= (50w 0+ 3 (2800, 2

= Hessu¢(p)(N(p)a N(p)) + Z <a§)ZZU) (¥); g—;i> ®)

isto é,

2 <—8 faw w). §f> (n) = (A%""u) (U(p)) — Hessuyy (N(p), N(p).  (4.11)
Substituindo (4.11) em (4.10)

Aii(p) = (A% u) (U(p)) — Hessuyy) (N, N) + H(p) (Tu) (1), V) (p)

Como podemos repetir o processo para todo p € M concluimos a demonstracao. 0]

O préoximo Lema ird nos garantir uma maneira de calcular, como anteriormente, a
derivada de integrais de fungoes sobre o fluxo porém no caso particular em que tais

funcoes forem solugoes positivas da Equacao do Calor reversa. Vejamos:

Lema 4.4. Seja M variedade compacta de dimensao n, ¢ : M x [0,T) — R"™ Fluzo de

curvatura média e u : R"™ x [0,7) — R funcdo suave, estritamente positiva, e tal que

n+1 ~
Qu — AR, Entdo:

ot

N2 Vu)V|?

4 udpy, = _/ <H — (v, >) ud iy +/ M — Hessu(N, N)dju,
dt M M u M Uu

para todo t € [0, min{r,T}).

Demonstragao: Da hipotese que 2% = — ARy temos,
0 n
/ 0_1; — H*u+ H (Vu,N) dy, = / — ARy — H*u+ H (Vu, N) dp,. (4.12)
M M

De (4.12) e pelo Lema 4.3,

a—“—H2u+H<vu,N>th=—/

Audpy — / Hessu(N, N) + H*u — 2H (Vu, N) dp,
m Ot M M
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isto é, pelo Lema 4.2,

d
— | udp, = —/ Audpy — / Hessu(N, N) + H*u — 2H (Vu, N) du, (4.13)
dt Jy M M

Pelo Corolario 1.10 e pelo Teorema da divergéncia (Teorema 1.12),

/ Audyy :/ div(Vu)du: = 0. (4.14)
M M
Assim, de (4.13) e (4.14),
d 2
— [ wuduy =— [ Hessu(N,N)du; — | H*u—2H (Vu, N) du,. (4.15)
dt Ju M M

Como por hipétese u é estritamente positivo,

(H2 — 2HM> udiy

u

—/ H2u—2H(Vu,N>d,ut:—/
M

M

:_/M(H_ ‘<VZ>N|>2udut+/M“V?N’Qdut

_—/M(H—<VQ:N>)2udut+/MWdut,

e de (4.15) concluimos,

N\ Vu)N|?
d udpy = _/ (H _ v, >) udji +/ M — Hessu(N, N)d .
M M u M u

O
Proposigao 4.5. Seja M wvariedade compacta de dimensio n, ¢ : M x [0,T) — R*™!

Fluzo de curvatura média e u : R"™™ x [0,7) — R fungdo suave, estritamente positiva, e

tal que % = ARy, Entao:

% |:\/47T(7' —t) /Mudutl = — \dn (T —t) /M (H—(V (IQHU)?N>)2Ud,Ut
+Aar(T —t) /M (‘(VUT>| — Hessu(N, N) — 2(7’u— t)) duy,

para todo t € [0, min{7,T}).

Demonstragao: Pela regra do produto temos,

o VT [ vn] = VIG5 (VIRED) [ e (410
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Mas,
i( 477(7'—15)):— 47 _ Adm\/An(T — 1) :_\/47T(T—t)
dt 2\/4r (T —t) 2¢/4m (1 — t)\/An (T — 1) 2(r—t)

isto é, de (4.16),

d d
— |4 (T — t)/ udpy | = \/4n (T —t) —/ udpu +/ N dupg| . (4.17)
dt " dt |y, v 20 —1)

De (4.17), pelo Lema 4.4 e do fato V(ln u) = % concluimos que,

% [\/ Am(T — 1) /Mudut} = —\/dn(T — t)/M (H —(V (Inu), N))? udp,
+Ar(T —t) /M (‘(VuT)| — Hessu(N, N) — 2(7_“_ t)) dp.

O

O proximo Teorema é um dos resultados principais dessa dissertacao, dele resul-
tard que os Fluxos de curvatura média que desenvolvem singularidade do tipo I tem
os Self-Shrinkers como sendo as hipersuperficies que modelam, em certo sentido, sua
singularidade. Sua demonstragao ¢ feita observando que na Proposi¢ao 4.5 podemos
aplicar o nicleo do calor reverso p,, , : R™™ x [0,7) — R™ definido por:

1 _le—xg|?

oo (T,t) = ———————¢ -0, 4.18
or8:0) = T (4.18)

Algumas de suas propriedades sao:

0

5P = —ARanxM e /R B Pzor(T,t)de =1, paratodo te[0,7)  (4.19)

Também é importante citar que o nicleo do calor reverso pode ser utilizado para garantir
a existéncia de solucao de tempo finito para o problema de Cauchy da Equacao do Calor
reversa. (Um método é fazer a convolugdo com a condi¢ao inicial como no problema de

Cauchy da Equacao do Calor)

Teorema 4.6 (Formula da monotonia de Huisken). Seja M variedade compacta de di-

mensao n, o : M x [0,T) — R*"™ Fluzo de curvatura média, xy € R"™ e 7> 0. Entdo:

7\171 |2 7\1793 | 2
d e =0 e A= (x—a:o,N))
dt /M dn(r — )5 /M dn(r — )3 ( 2(r — 1) He

para todo t € [0, min{7,T}).
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Demonstragao: De (4.18) temos,

1 lz—=q|?
Vppr=— V(e w0 |, 4.20
P iy — 1) ( > 420

Mas,

_Jz—gq|?

_ lz—=g|? _lz—zg)? |x — x0|2 e  4(r-1) 9
4(T—t) — 4(T—t) .+ v — V _
v () = () =gV -

2
|z—zq|

e 4(m-t) 2 )
At —t) (z =2
_Jz—ag)?
e 4(m-t)

ou seja,

Pxo,m
2 —1) (x — x0). (4.21)

Logo, de (4.21), para todo x € p(M) e para todo t € [0, min{r,T}),

vpxoﬂ' = -

(Vpao,r N>2 - p?ﬂo,T {z — o, N>2 _ Paor (z — @0, N>2
Pz, r 4(T - t)2p1077' 4(T - t)2 ’

isto é,
N 2
<vpx077—) . Pxo,m <I' — Zo, N>2

Pzo,r a A(r —1)? 7
para todo x € @y(M). Pela defini¢ao de Hessiana,

(4.22)

Hesspyy, (N, N) = (VN Vpzer N) (4.23)

De (4.21), para todo x € ¢(M) e para todo t € [0, min{r,T'}),

<vapl‘o,T7 N> - =

=2
e
8
[=}
4
—~
8
8
(=)
S~—
S~—
=

2(1 —t)




70 4. Analise de singularidades do tipo I

isto €,
Hesspyy (N, N) = ———2"— — L9 (Puor) (x — 0, N) (4.24)
e 20r—t)  2(r—t)ON 7 02 '

para todo & € ¢y(M) e para todo t € [0, min{7,T'}). Também, de (4.18),

0 1 0 _la—ag|?
IN (Pror) = Wa_N <€ s >
S S (_ [ — W)
[4m (T — t)] =5 ON 4(t —t)

0 e —wol
~ PN \ T a(r — o)

pl‘o,T 8
-~ % o=l
__Paor i( _ — )
A(r—t)oN e

Sy
= 4(T_t)2<a: a:o,aN(:z: x0)>

Pxo,m
= Tz, N
2(T—t) <J? o, >7

que substituindo em (4.24),

Pxo,r Pzxo,r (x — @0, N>2
2(r —t) A(1 —t)? ’

Hesspy, (N, N) = — (4.25)

para todo & € @¢(M) e para todo t € [0, min{7,T}). Assim, de (4.22) e (4.25) temos,

2
Norrl”  fossp (nNy - LT _y 4.26
Pro,

Pxo,r 2(1 —t)

para todo x € (M) e para todo ¢ € [0, min{7,7'}). O nucleo do calor reverso, p, -, ¢ tal
que (%pxw = —ARanxO’T, entdo podemos aplicar a Proposigao 4.5. Obtemos, de (4.26),
para todo t € [0, min{7,T'}),

d
G VT [ o] = AR [ (= (7 (01 N
M M
(4.27)
Mas, de (4.21) e do fato V(lnp,,,) = YPwr para todo x € wi(M) e para todo t €
0

0, min{r, T}), e
(1 (gt ))

()

(H = (V (In pyyr) , N))? = (H_< : vaO’T’N>>2

Pzo,r
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que substituindo em (4.27)

Va0 [ o] = it [ (e )

para todo ¢t € [0, min{7,T}). Observemos que, para todo ¢ € [0, min{7,T'}),

\/ﬁ/( i_oN)> Do 2ty = /\/7PIOT<H+<2( x“’m)zdut

) .
_% I
= () e

e, por outro lado, para todo t € [0, min{7,T}),

- ;(Tft)
% |:\/47T(T - t)/ pmo’Td,ut} = % VAT (T —t) 6—L+ld,ut
M

xTr—x 2
d 6_I4(T_ot\>
R e
r—x 2
d €_I4(T_0t\>
dt Jy A — 03 1Y
e entao concluimos,
p _\Z(—xo\f _\Z(—xolf ( N) 2
e At e At x — X,
—d — | H+ — ) d,
dt Jy [ — )3 /M [dm (T —1)]2 ( 2(T — 1) ) a
para todo t € [0, min{7,T'}). O

Corolario 4.7. Seja M wvariedade compacta de dimensdo n, ¢ : M x[0,T) — R"™ Fluzo

de curvatura média, vo € R" e 7 > 0. Entdo:

_ |Z<*wo\)2
e T—1
_°
/M dn(r — )5 "

¢ nao-crescente em [0, min{7,T}).

Demonstragao: Pelo Teorema 4.6,

|lz—x \2 |lz—x 2
d e Atr—t) e 4(=-1) <.I — Xo, N>
——d — |+ ———F—") d 4.29
e O e R KT
para todo ¢ € [0, min{7,7"}). Como o integrando no lado direito de (4.29) ¢ nao-negativo

concluimos a afirmacao. O
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4.2 Fluxo de curvatura média redimensionado

Sabemos que no caso em que M é compacto, o Fluxo de curvatura média associado a ele
se torna singular em tempo finito. Nosso objetivo é analisar a forma das hipersuperficies
quando elas se aproximam do tempo maximal do fluxo, isto é, gostariamos de poder
ampliar o fluxo de maneira que possamos "ver'"se as hipersuperficies se aproximam de
algum objeto matemético conhecido. Veremos nesta segao que Singularidades do tipo [

sao bem comportadas neste sentido.

Proposigao 4.8. Seja o : M x [0,T) — R*"™ Fluzo de curvatura média de uma hiper-
superficie compacta n—dimensional no intervalo mazimal de existéncia [0,T). Suponha
que o fluro desenvolve em T singularidade do tipo I. FEntao as fungoes p; convergem

uniformemente, quando t — T, a uma fungdo continua @p : M — R,

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.27 temos que |H(p,t)| < v/n|A(p,t)|. Pelo Teorema

Fundamental do Calculo,

P
- 0
. Os

= /t H(p,s)N(p, s)ds

</ ' H(p.s)lds
<vai [ ' A(p)lds.

mas como o fluxo desenvolve em T singularidade do tipo I temos,

t t
A d A d
[ 14wl [ i A )1

t 1
SC/t \/ﬁds
<c|\er—o- VT

isto é,
6(p,B) — p(p.1)] < VERC MT “h - VT, (4:30)
para todo ¢, € [0,T). Logo, de (4.30),
Hso;—sotuoosmC\\/@—a—wT—w, (431)

para todo ¢, € [0,7), em que || - || ¢ a norma do supremo.
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Tome {tx}nen sequéncia em [0,7) de maneira que ty — 7. Vale entdo, de (4.31),

ot = Gtarlloo < V2RO VT =) = VT = 1) (4.32)

para todo N, M € N.
{tn}nen € sequéncia de Cauchy, pois {ty}nyen converge. Da desigualdade em (4.32)
concluimos que {¢;, }nen € sequéncia de Cauchy em C'(M,R"™!). Como C(M,R"!) ¢

completo, existe pr € C(M,R™"!) de maneira que ¢y, — @7. Temos,

Jim lguy = il < Jim V20C|\/(T = tn) = VT =)
— vanc| - T
=Cv2n(T —t),

mas,

HSOT — %Hoo = H ]}im Pin — SOtHoo = lim HSOtN - SOtHooa
—00 N—oo

e portanto,

lor — @il < CV20(T — 1), (4.33)

para todo t € [0,7). Da desigualdade em (4.33) concluimos que ¢, converge uniforme-
mente, quando t — 7', para uma funcao continua ¢@p : M — R Assim concluimos a

demonstracao. 0
Observagao: Em vista da Proposigao 4.8 iremos denotar p = p7(p).

No Capitulo 3 demonstramos, na Proposicao 3.10, que o conjunto limite do fluxo
(conjunto S), isto é, o conjunto dos pontos z € R™! tal que existe sequéncia de pares
(pisti) € M x [0,T) de maneira que t; — T e (p;, t;) — x, & fechado e limitado. O
Corolario seguinte ird garantir que quando o fluxo desenvolve singularidade do tipo I o

conjunto S é a imagem da func¢ao obtida na Proposicao 4.8.

Corolario 4.9. Seja ¢ : M x[0,T) — R*"™ Fluzo de curvatura média de uma hipersuper-
ficie compacta n—dimensional no intervalo mazximal de existéncia [0,T) que desenvolve
em T singularidade do tipo I. Entao S = {p | p € M}, em que S é o conjunto dos
pontos x € R™ tal que existe sequéncia de pares (p;,t;) € M x [0,T) de maneira que
ti =T ep(pi,t;) — x.

Demonstracao: Claramente {p | p € M} C S. Mostremos que S C {p | p € M}.
Seja x € S. Entao existe sequéncia de pares (p;,t;) € M x [0,T) de maneira que t; — T
e ¢(pi, t;) — . De (4.30) temos,

e (pssts) = (pis ] < V20C |VIT —1) = VT =1)]. (4:34)
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Tomando o limite, quando ¢t — T', em (4.34), obtemos:

lp(pi, ti) — Di T —t) (4.35)

De (4.35),
lim [z — fi] < lim (jz — o(pi, 1) + (i) — Bil) = im |z — o(pi, )] + lim [ o(pi, ) — 1] = 0,

ou seja, p; — x. Sabemos que {p | p € M} é compacto, pois é a imagem do compacto
M pela fungao continua ¢r . Entdo {p | p € M} é fechado e portanto z € {p | p € M}.

Assim concluimos a demonstragao. 0

Em vista do Corolario 4.9 veremos a seguir que podemos, para cada p € S, redi-
mensionar o fluxo ao redor de p de maneira a obter propriedades importantes como
a limitagdo de sua Norma da Segunda Forma Fundamental e a limitacao do Fluxo

redimensionado. Tais propriedades serao fundamentais na préxima secao.

Definigao 4.10 (Fluxo de curvatura média redimensionado). Seja ¢ : M x [0,T) — R"™!
Fluxo de curvatura média de uma hipersuperficie compacta n—dimensional no intervalo
maximal de existéncia [0,7T) que desenvolve em T singularidade do tipo I. Seja p € S.

Definimos o Fluxo de curvatura média redimensionado ¢ : M X [—%, o00) — R™* por,

o(q,8) =

¢ (q,a” ( )) P
VT —a ()
[ InT

—22 00) é definida como,

em que a : [0,T) — [—5

InT )

Proposigao 4.11. Seja ¢ : M x [ 00) = R™™ o Fluzo de curvatura média redimen-

sionado dado pela Defini¢do 4.10. Entdo:

%q, 5) = H(q,5)N(q,5) + $(g,5),

em que H e N sao respectivamente a curvatura média e o vetor normal nas hipersuperficies

redimensionadas.

Demonstragao: Aplicando a regra da cadeia temos,

op 0 [wlga(s) —p
E(%S) - % ( )

V2(T —a7'(s))
_ 4 2 (elet) =D
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|

3

% (@0 ') | plgo7(s) -
V2(T—a7l(s))  (2(T —aY(s)))
— —a1(s 8_@ 04_18 90(% _15)_15
=\2(T ()5 (407 >)+¢2 o)
= \/2 (T —a1(s))H (q,a 1(5)) N (q,a (S)) + &(q, s),

=2(T —a '(s))

[SJIe]

mas como o fluxo é obtido por homotetia valem \/2 (T — oz—l(s)>H(q, at(s)) = H(q, s)
e N(qg,a7'(s)) = N(q, s), e entdo,

d¢ y - N
55 (@:8) = H(g,5)N(g,5) + &(g, ).
O
Proposicao 4.12. Seja ¢ : M x [—M 00) — R o Fluzo de curvatura média redimen-

stonado dado pela Defini¢ao 4.10. Entao:
i) |A| € limitada.

it) @5 (M) N B (0,v2nC) # 0 para todo s € [T c0).

Demonstragao:
i) Como o fluxo é obtido por homotetia vale |A(q, s)| = /2(T — a=1(s) |A (¢, a~*(s)
Temos,
9 = V2T —a 1) |4 (g,07'(5))] -
< \2(T A ! '
V2( (s)) max |4 (¢,07'(5))|

porém, o Fluxo redimensionado é definido a partir de um fluxo que desenvolve

singularidade do tipo I em T, isto €, vale

max ‘A (q, ¢

qeM )] = \/Q(T _ ol

para todo s € [~ 00), e entdo de (4.36),
|A(g,9)| < C,
InT

para todo s € [—*5-,00).

i1) Como em (4.30) temos, para todo q € M,

¢ (0.07(5) = ¢la. )] < VonC |V (T =a"1(9) = VT =1)] . (437)
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Aplicando em p e tomando o limite, quando ¢t — T', em (4.37)

“Hs)) = e(p, )| < VnCV2AT — a~\(s)),

lim [0 (p,

porém,
lim [ (p, 0™ (5)) = @(p, 1) = | (p,07(5)) = lim o (p, 1)
= e (p,a™'(s)) =1l
ou seja,
o (p,a'(s)) — Pl < VnCV2T — a(s)), (4.38)

para todo s € [~ 00). Pela defini¢do de fluxo redimensionado (Defini¢ao 4.10)

por (4.38) temos,

(, ‘()) p
(s))

|2(p, 8)| =
:\/ﬁca

e entao,
5(p,5)| < V2nC. (439)
_1n_T ,00). Logo ¢s(p) € B(0,v2nC) para todo s € [—¥7 ).
OJ

para todo s € |
Portanto ¢¢ (M) N B (0,v2nC) # 0 para todo s € [T,

Teorema 4.13 (Formula da monotonia redimensionada). Seja @ : M x|
o Fluzo de curvatura média redimensionado dado pela Defini¢ao 4.10. Dado p € S temos

_M OO) — R+

d 2 o\ |2
L e, = / e 4 <y N>) djis,
ds M
para todo s € [—2L c0).
Demonstracgao: Temos,
2 |z—p|? |z—p|? |z—p|2
a4 L) diis = a e A= T dfiy = _/ T o) i d L = / 9 e AT—aTe) i, | AL,
ds [y ds Ju M 0s
mas como o fluxo é obtido por homotetia vale i, = m [la—1(s), € entao,
d 2 0 _4(T|x_f|12< )
— ‘y‘ d,us —/ - ¢ 7w Ha—1(s) dL"
ds M m O \ [2(T — a-1(s))]2
(2m)2 ) -y
2 —a (s
= / e T fla-i(s) | AL"
(2m)% Ju 05 \ [2(T — a~i(s))]?
__ le—pl?
e HT—a=1(s)
Pa-1(s) | dL"

n 0
= [ 3 | —aor
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4 (T — 1]
-enn@-ane) [ g ([4;(;@2)]3 “t> e
[ d 6_“&;7_‘5)

7 Mm“td”] e

z—p|2

d ¢TATE
LT ] ea(s),
dt Jus [am (T — )7 ”t] (5)

e pela Formula da monotonia de Huisken (Teorema (4.6)),

/M <H+ <§(T]iiv>>> ™ (ngdut] oa~Y(s)

= —(2m)* -/M2(T—t) (H+ <;C(;]ig>)2[ i ndut] oa”!(s)

d 2 .
L e di, = —(2m)52 (T — a7\(s))
ds Ju

4 (T — 1))
— —(27)2 - _ (e —p.N) 2 6_% oa (s
— —(2m) /M<¢2<T OH + 2(T—t)) W(Tt)]gdut] (5)

2 ___lz—p?
n — {(r —p,N) e AT 6D dpg-1(s)
= —(27m)2 20T — o~ Y(s))H n
e (” i s>>> 4 (T — 0~ ()]

(2r)% [ /- e e
- (27)3 /M H+ <y N>> [2(T — orl(s))]n Attty
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Corolario 4.14. Seja ¢ : M x [-2L 00) — R™! o Fluzo de curvatura média redimen-

2
stonado dado pela definicao 4.10. Valem:

1)
€ nao-crescente em [—3%5=,00).
ii)

para todo s € |-, 00).

/‘+oo / 2
e 2
—InT M

2

H+ <y,]\7>’2du~udu < 00.

Demonstragao:

i) Pelo Teorema 4.13,

InT

para todo s € [~75~,00). Assim concluimos.

i1) Pelo item i) temos

2 2
/ 67%(1/15 S / ei%dﬂflnT
M M 2

l—p[2

:/ e 4(T7a*1(7151T))d/1_1nT
M 2

_Jz—p|?

para todo s € [—5~, 00).

(4.40)



4.3. Self-Shrinkers 79

iii) Pelo Teorema 4.13,

_@ ~ 2 s d w12
/ / H+ N>‘ di,du = —/ {@/ e 2 duu] du.  (4.41)
lnT ;lgT M

Aplicando o Teorema fundamental do célculo,

s d yl? vl? ul?
S R A TR R
It du M M 2
2

ou seja, de (4.41) e pelo item ii)

L™
(& 2

—InT

5> M

InT
2

Vol (¢o(M))

H+ <y, N>‘2 djiydu < o)

, (4.42)

w3

para todo s € [— o0). Tomando o limite, quando s — 0o, em (4.42), concluimos

/+oo / _M 5
e 2

—InT

——JM

que:

N> ‘2d,u~udu < 00.

4.3 Self-Shrinkers

No capitulo 2 vimos (Exemplo 2.5) que os Self-Shrinkers, isto ¢, hipersuperficies ¢ : M —

R™! que satisfazem a equacao
H(p) + (¢(p), N(p)) =0 para todo p€ M, (4.43)

sao solucgoes do Fluxo de curvatura média via certa homotetia. Nesta secao nos dedicare-
mos a demonstrar que tais hipersuperficies "modelam"as singularidades do fluxo, isto é, o
fluxo redimensionado converge para hipersuperficies que satisfazem a equagao em (4.43).
O proximo Lema (para uma demonstragao ver a referéncia [5]) ird garantir que o Fluxo de
curvatura média converge para um conjunto de hipersuperficies. Nosso tltimo resultado,

da segao, ira garantir que tal conjunto de hipersuperficies limites é constituido apenas por
Self-Shrinkers.

Lema 4.15. Seja {s;}jen sequéncia em [—%L, 00) tal que s; — oo. Entio existe sub-

sequéncia {sj, tren tal que Ps;, CONVETgE Para uma hipersuperficie completa, nao-vazia
M.
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Lema 4.16. Seja ¢ : M x [-2L c0) — R™™ o Fluzo de curvatura média redimen-

stonado dado pela definicao 4.10. FEntao existe constante D > 0 tal que para todo

s1, 59 € [—2L 00) vale:

/ _lu?
(& 2
M

Demonstragao: Como,

~ 1\ |2 y|?
H+<y,N>‘ d/:LSQZ—D(SQ—Sl)—F/ e

~ - 2
i+ (5, V)| di,
M

H(p,s) = V2(T — a~'(s))H(p,a"'(s))
temos, pela regra da cadeia,

OH 0

09 = o (V2T —a 6D Hp.a7'(9))
= () 2 (VET - DH@.) o079
— (-0 ©))} 2 (0 9) - VET AT (pa~5)
= (T -0 )} 0 (e () ~ Hlp, ),

mas usando a Proposicao 3.12 obtemos,

%—Z(p, s) = (2 (T — a’l(s)))% (AH (p, ofl(s)) + H (p, a’l(s)) |AJ? (p, a’l(s)))—ﬁ(p, s)

ou seja, B
0H
0s

Como N(p,s) = N (p,a"'(s)) temos,

(p7 8) = Ag(p, S) + [:I(p, S)|A|2(pa S) - ]j[(pv S)' (444)

—(p,s) = 5= (N (p.a™'(s)))

ON G,
0s S
S

9
- di (a7'(5)) (aa—]j(p, t)) oa™!(s),

mas usando a Proposi¢ao 3.12 obtemos,

ON _
E(p, s) = —2(T —a'(s)) dpa-1(5)(VH)
isto é, R
ON ~ -
o (p.5) = (V). (4.45)
Como
5 1
[is = 7 [a~1(s)
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temos

d -1 d ! oa (s
:E(O‘ (@)E ([Q(T—t)]gut) (s)
=2(T —a (s el O) ) L ni Joa (s )
( ) ([2 (T —a '(s)]* " [2(T — a~(s))]? dt ) )

mas usando a Proposicao 3.12 obtemos,

1) =2 (T — a-\(s Mot Hpat(s) a15>
=20 o) (g - O

-n Ho1(s) ——2(T —a'(s)) H? (p,a" (s Hal() =
BTG 2l ) .07 ) o

a
ds

isto &,
¢ (fs) = (n — H(p, s)) fis- (4.46)

ds
Pela proposicao 4.12 |A| é limitado. Como |A| é limitado, pela Proposicio 1.27, H é
limitado. E possivel mostrar que |VH|(p,s) e |[AH|(p,s) também sdo limitados. Tal
afirmagao decorre de um resultado mais geral que garante que as derivadas covariantes

de todas as ordens do Tensor Segunda forma fundamental, |[V™A|, sdo limitados (ver a

referéncia [1]). Seja M constante que limite tais fungoes. Assim, pela Proposi¢ao 4.11,

ofi+ (6.5 (G + 2 (+5))
=2+ (57|00 |5 + 35 (5. )

<2 +(<¢,N>)(p78)<g

0
<2(M + 1)) (p. ) 8H«+<@?N>

~ ~ 2
H+<¢,N>‘

(p,s) =

=

i

s

@+%+|’
0s 0s 14

<2(M +12]) (p, 5)

mas de (4.44) e (4.45) obtemos ‘%—ZI‘ < M3 +2M e ’%—Jj = |dps(VH)| = |VH| < M, ou
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seja,
b+ (s ) o <200 10

e pela Proposigao 4.11,

99
3
(p,s) ('M +2M + ’ s

p )(1%8)

B 2
o 4 () 005) < 200+ 160 05) (085430 + 161+ 21161 (). (447
Consequentemente, para algum C; > 0 vale,
d |-~ AN <19
De maneira analoga e usando (4.46), temos
i(e_sa(p;)? . > - i(6_|¢<p2,s>|2) +e_\¢<p2,s)|2£(~ )
ds Hs )| = Msds ds Hs
L e L _lewe)? ~ 9
= |fie™ 2 (———<90 P, s ,sO(p,S)>> +jse” 2 (n—H (p78))(
L~ _lee)® _ 8~
= |Hs€ 5 <——2<Q0(p,8 ) 8 pu >+n_H2(p7 )>’
. so(PS)I
= |fie™ ( (so,HN+s0>+n—H)‘(p,S)
- Iw(pS)l
= |fise” H( so,HN+90>+n—H2)‘( 5)
L a9 o - =
= fise” 2 ‘(—H<¢,N>—|¢|2+H—H2>‘(p,8)
__lewal®
< fige” (\H<907N>\+|90| +n+H)( 5)
el
< e <\H\|¢\+I¢I2+H+H2>(p, s)
~ _les . -
< fige (L (M|go\+\go|2+n+M2>(p,8),
e entao, para algum Cs > 0,
d [ _lews)? _ _ Iw(PS)\
() < e (G ol +161). (4.49)
Temos
d Wwl? | ~ N2 d W | N2 .
LAy ’H+<y,N> dii| = | L [ e H+<y,N> iy dL
ds [y ds Ju
g e e (4.50)
-|f, & (e e )
u ds
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mas,
d P~ ~\[2 . ~\ |2 d i
2 e H+<y,N> i, ) drr| < ’H+<y,N> L (e, ) dLr
MdS M dS
WP d | = ~
| et H+<y,N>’ dL"
M ds

isto ¢, de (4.48) e (4.49),

‘/Mdis (6_ <%N>(2ﬂs> ar

W,
< [ O+l (€ Calyl + o) =
M

+ [ @ralyye par
e consequentemente tomando C' como o maximo entre C,Cy e M, obtemos de (4.50),
d - S\ |7 - 2 oy _w®
7 | € <y,N>( divs| = | (C+y))" (1 +C+Cly| + |y|*) e = fdL™
s Ju o
(4.51)

Como i, é familia limitada (caso contréario obteriamos uma contradigdo com o Lema 4.15),

entao o lado direito de (4.51) é finito, pois pode ser estimado pela integral da funcao de

Gauss. Assim,
d

y? | ~ ~
—/ e*‘T‘\H + (y, N>|2dﬁs < 00, (4.52)
ds [y
para todo s € [-12L c0). Em vista de (4.52) tome D > 0 constante tal que,
d (2
D< —/ e <y,N> dji, < D, (4.53)
ds M
para todo s € [—ln—T 00). Dados s1, 59 € [—lnTT, 00) o Teorema do valor médio nos garante

que existe § € [s1, s3] de maneira que,

o2 | ~ ~\ |2 v | ~ ~
[ e\ (08 dp = [ |+ (0.8)] di
M M
d |~ S\ |2
+ (89— 81)— e 2 H—i—<y,N> djis,
ds Jas
e usando (4.53), concluimos que
_li S\ |2 _wl? |~ S\ |2
) H+< N>‘ dfi, > —D(ss —s1) + | ¢ % H+<y,N> djis,
M M

Como D independe de s € [—lnTT o0) a desigualdade acima vale para todo si,sy €

[—%,oo). O
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Teorema 4.17. Seja M, uma hipersuperficie obtida pela Proposi¢ao 4.15. Entao:

H(y)+ (y, N(y)) =0,
para todo y € M.

Demonstragao: Pelo item iii) do Corolario 4.14 temos,

Lo

Seja {s;, }ren dada pelo Lema 4.15. Entao, de (4.54),

~ 2
N>‘ dfindu < co. (4.54)

2
lim / / -1y N> dfiydu < co. (4.55)
k—+o00 lnT
Afirmacao: Vale que,
li W[ di 4
i [ i ), = 459

De fato, suponha que nao vale (4.56). Entdo existe £ > 0 e subsequéncia {k;};cn tal que,

/ _lu?
[ 2
M

Considerando s € [Sjki78jki + 55] e aplicando o Lema 4.16, temos, de (4.57),

2
H + <y,N>‘ dfis;, >¢€ paratodo i€ N. (4.57)

o\ |2 A\ |2
/ e 2 <y, N>’ dfis > —D(s — Sjki> —|—/ e 2 <y, N> dfis;
M M i
2 _D(S - Sjki) +e
€ €
> _D(Sjki + E - Sjki) +e= 5’
para todo s € [s;, ,sj, + 35] e todo i € N. Consequentemente,
Sk, t3D lwl? | ~ ~\ |2 sin,t30 ¢ g2
/ / e 2 |H+ <y, N> dfi,du > / —du = —, (4.58)
Sjk. M Sjp, 2 4D

para todo i € N. Assim, de (4.58)

para todo m € N.
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Tomando o limite, quando m — +o0, em (4.59),

Sikm T35 w2 | ~ (2
lim / e 2 |H + (y, N)| dfi,du = +o0,
M

m—+o0 [ —InT
2

uma contradi¢do com (4.54). Assim a afirmagao esta demonstrada.

Pela afirmagao temos,

’tﬁ(q,Sjk)|2
lim e~ 2
k——+o0

2

=0, (4.60)

(g, 53,) + (#(,5:), N(p.s3) )

para todo ¢ € M. Como para cada ¢ € M o fluxo converge pontualmente a M., mais
precisamente, quando k — oo, temos ¢(q, s;,) — ¥ para algum § € M., obtemos de
(4.60),

lim ‘ﬁ(p, Sjk) + <95(p7 Sjk)7 N(p7 Sjk)>‘ - O’

k—+o0

e portanto,
A1) + (3.N()) = 0.

para todo § € M. 0
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Capitulo 5

Operador Ornstein—Uhlenbeck e

aplicacoes

Este capitulo seré dedicado a um exemplo de como podemos usar Anélise em variedades
Riemannianas para obter resultados geométricos, isto €, utilizaremos o Operador Orns-
tein—Uhlenbeck para concluir certas propriedades para casos especificos de Self-Shrinkers
e a partir disso, aliado a resultados de classificacao de hipersuperficies, classificar tais

Self-Shrinkers.

5.1 O operador L

Nosso interesse no Operador Ornstein—Uhlenbeck reside no fato de que o mesmo ¢, em
certo sentido, um operador autoadjunto no espago L*(M) com peso (Ver referéncia [§]

para variedades com peso). Veremos essa e outras propriedades a seguir.

Definigao 5.1. (Operador £) Seja ¢ : M — R™"! hipersuperficie e u : M — R funcao
suave. Definimos o operador £ : C* (M) — C* (M) por:

Lu=Au— (p,dp (Vu)), (5.1)
em que A e V sao, respectivamente, o Laplaciano e o Gradiente em M.

A seguir demonstraremos um pequeno Lema que sera utilizado em muitas demonstragoes

nesta secao.
Lema 5.2. Seja ¢ : M — R hipersuperficie. Entao,

do, (V]e*(p)) = 20(p)".

para todo p € M.
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Demonstracao: Sejam p € M, v € T,M e ¢ : (—e,e) — M curva diferenciavel tal que

c(0) = p e %(0) = v. Pela defini¢do de Gradiente temos:

d
(Ve (p),v) = —lpo cf?
d

=g leeeveal

2400 ee0 )

t=0

Logo, como nossa imersao ¢ isométrica (definida via pullback),
(dey (VIgl* () , dep(v)) = (VIel*(p),v) = (20(p)", dipp(v)),
para todo v € T, M. Portanto.
dpy (VI () = 20(p)". (5.2)
Como podemos repetir a abordagem para todo p € M concluimos a demonstracao. 0

Proposigao 5.3. Seja ¢ : M — R hipersuperficie e u : M — R funcao suave. Entao:

o2 . —le|?

Lu=e2divie 2 Vu). (5.3)

Demonstragao:

Au— (p,dp (Vu))

Au— (p",dp (Vu))
g [Au — <g0T, dy (Vu)>]

e 2 e
—le|?

6% {e|§2 Au—ez {(p" dp (Vu)>} ,

—lo|?
2

isto é, de (5.1), do item i) do Corolario 1.10 e do Lema 5.2,

~lo|?

|2 €

Lu=c¢ 2 [egﬁdiv (Vu) — 22 <d80 (V’@‘Z) ,dp (Vu>>] ’

e como nossa imersao é isométrica (definida via pullback),

2 _ LP2 %“0‘2
Lu=e% [e 5 div (Vu) — GT <V|<p|2,Vu>] : (5.4)
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Observemos que, pela regra da cadeia,

e substituindo em (5.4)

Lu=e% [e‘z”div (V) + <v (e') ,Vu>} | (5.5)

Pela Proposicao 1.9,

div <e2| Vu) — ¢ 5 div (Vu) + <v (af ) ,vu> ,

e substituindo em (5.5),

O

Lema 5.4. Seja ¢ : M — R hipersuperficie, u,v : M — R fungoes suaves. Se u ou v

tem suporte compacto vale:

/ v(ﬁu)eflgl d,u:—/ (Vu, Vo) e%d,u. (5.6)
M M

Demonstragao: Pela Proposicao 5.3 temos,

e usando a Proposigao 1.9,

/Mv(cu)e'é’zczu:/Mdiv (ve : w) du—/M<w e 5" Vu> di.  (57)

Suponhamos que v tenha suporte compacto. Seja V' C M aberto, com fronteira suave, de

maneira que supp v C V. De (5.7) e do fato de que supp Vv C supp v

/J\4v(£u)e|§2du:/‘/div (ve : Vu) du—/v<Vv 5" Vu>d (5.8)

Como v = 0 em OV e pelo Teorema da divergéncia (Teorema 1.11),

/ div (Ue 2 Vu) dp = / <ve_|;|Vu,N> dp =0,
v ov
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em que N é o campo unitario normal a 0V apontando para fora de V. Consequentemente,
substituindo em (5.8),

/ v (Lu) elfdu——/ <Vv,Vu>e#du: —/ <Vv,Vu>e#d,u.
M v M

No caso em que u tem suporte compacto a demonstracao é analoga seguindo os passos a
partir de (5.8). O

A partir do Lema 5.4 obtemos que £ é um operador autoadjunto no subespaco

das fungoes de suporte compacto contidas no espagco L?(M) com peso. De fato, se
2

considerarmos a medida em L?*(M) dada por v = e 3 p temos, no produto interno

usual,

(v, Lu) = /M v (L) dv
_ /M v (Lu)e 5 dy
:—/M(VU,VU> e%wdu

= —/ (Vu, Vv>e_|g| du
M

:/ u(ﬁv)eilg‘ du
M

= /Mu(ﬁv) dv

= (u, Lo},

Além disso, da equagao acima [, v v U (Lu)dv = [, u v U (Lv) dv, e portanto também podemos
interpretar o Operador £ como satisfazendo uma espécie de integragao por partes, ou

mais ainda, como uma espécie de derivada fraca.
Proposicao 5.5. Seja ¢ : M — R" ! um Self-Shrinker. Entao valem:
i) Llpl* = 2n - 2|p|*.
i) LH> =2(1— |AP?) H> +2|VH/|.
iii) L|A]? = 2|VAP® +2|A]2 (1 — |A]?).
Demonstragao:
i) Denotaremos V pela conexao do ambiente R"*1. Sejam p € M, v € T,M e

¢: (—e,e) = M curva diferenciével tal que ¢(0) = p e %(0) = v. Entéo

(poc)(0)=p(p) e d(@d; ‘) (0) = dy,(v). Logo, pelo Lema 5.2,
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dgy, (VuVe(p) = [Vag,mde (VIeP)]" ()

= | e (716 et }

T
t:0:|

=2 | 5 (el = (o(et0). N () N cl0)

- | 2oty

T
t:0:|

e como dy, ¢ injetora concluimos que,

Vo Vlp*(p) = 20 + 2 (o(p), N(p)) Sv. (5.9)

Seja {eq, ..., en} base ortonormal de T, M. De (5.9) e pela defini¢ao do Laplaciano,

AlpP(p) =D (Ve Vel (D), e)

e pela hipotese de ¢ : M — R™"*! ser Self-Shrinker,

Alpl*(p) = 2n — (p(p), N(p))?. (5.10)

Assim pelo Lema 5.2, pela defini¢do do Operador £ e de (5.10),

Llp*(p) = 2n—2(o(p), N(p))* — 2 (¢ (p), 0(p)")

=2n—2{p(p), p(p)") — 2 <90 o(p)")
=2n—2(p(p), o)™ + v (p)")
= 2n — 2|¢[*(p),

e como podemos repetir os passos para todo p € M vale a igualdade de funcoes.
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i1) Pela definigdo do Operador L,

LH? = AH? — (p,dp (VH?))
= div (VH?) = (p,dp (VH?))
= div(2HVH) — (¢, dp (2HV H))
= div(2HVH) — (¢,2Hdp (VH))
=2Hdiv(VH) +2(VH,VH) —2H {(p,dp (VH))
=2HAH +2|VH]* — 2H (p,dp (VH)) .

(5.11)

Sejam p € M, v € T,M e c: (—e,e) = M curva diferenciavel tal que ¢(0) = p e

%(0) =wv. Entdo (poc)(0) = ¢(p) e d(i; ‘) (0) = dpp(v). Temos, pela definigao de
Self-Shrinker,
(VH(p),v) = v (H) (p)
= —u(p.N) ()
=~ flet), M) |
= (Gete®],_ N0 ) = (o), e
= —{dpp(v), N(p)) = (2(D), Vag,w)N) (5.12)

== <90(p)vvdwp(v)N>

= (p(p), dpp (Sv))

= (p(p)", dg, (Sv))

= (dp," (¢(p)") . Sv)

= (S [de;" (¢()")] ),

e como podemos repetir os passos para todo p € M e todo v € T,M obtemos que

VH = 8X, em que X = dp™" (¢7). Como a imersao é isométrica,

dgy (VoX (9) = [Vapwde (X))
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e como dy, ¢ injetora concluimos que,

V,X(p) = v+ {p(p), N(p)) Sv. (5.13)

Seja {eq, ..., en} base ortonormal de T,M e {éi, ..., én} campos que estendem essa

base. De (5.13) e pela definigdo de Laplaciano,
AH(p) = Z (Ve,VH(p), )
= Z (Ve,SX(p), )
. Z 1 (SX, ) (5) — (X, V.5) ()]
= Y A (X)) — Ay (X0, . )
_ Z 04 (X, ) (p) — A(X, Vo20) ()
_ Z [VA(X,&,&)(p) + A(Ve X, &) (p)]
— Z [VA(X,&,&) (p) + A+ (o(p), N(p)) Séi, &) (p)]
_ Z [VA(&,6,X)(p) + A(é,€) (p) + ((p), N(p)) A(Sé;, &) (p)]

= Z VA(é;¢,X)(p)+ Z A(é,e) (p) + (e(p), N(p)) Z A(Sei &) (p).
‘ l l (5.14)

Porém,

D A(é,E) (p) = ZAp(ei, ei) =Y (Seie) =tr(S)(p) = H(p).  (5.15)

% %

Também,
ZA (Séi, &) (p) = Z (8%, ¢;) = Z (S (Sei), e

— Z <3 (; (Ses, ;) ej> e>

= Sei,ej S€j76i
ZZ;( ) ) (516

= (Sei, ) (e, Ses)
i

== Z <S€Z‘, €j>2
i

= |A](p).



94 5. Operador Ornstein—Uhlenbeck e aplicagoes

Tomando as extensoes da base ortonormal como sendo as dadas pela aplicacao

exponencial obtemos que a conexao se anula em p, sendo assim,

ZVA (€;,€;, X ZX (€:,€:)) (p)

(5.17)

Substituindo (5.15), (5.16) e (5.17) em (5.14).
AH(p) = (X, VH) (p) + H(p) + (¢(p), N(p)) A[*(p),
e pela hipotese de ¢ : M — R™1 ser Self-Shrinker,
AH(p) = (X,VH) (p) + H(p) — H(p)|A*(p). (5.18)
Substituindo (5.18) em (5.11) obtemos,

LH*(p) = 2H (p) (X, VH) (p)+2H?*(p) (1 — |AP(p))+2|VH (p)?—2H (p) (¢, dp (VH)) (p),

(0, dp (VH)) (p) = (¢",dp (VH)) (p)
= (dpdp™ (") dp (VH)) (p)
= (dp (X),dp (VH)) (p)
= (X, VH) (p),
portanto,

LH?(p) = 2H*(p) (1 - |AP(p)) + 2IVH (p)|*,

e como podemos repetir os passos para todo p € M vale a igualdade de funcoes.

LH? =2H” (1 —|A]?) +2|VH|".

i1i) Sejap € M, {ey,...,e,} base ortonormal de T,M e {éi,...,€,} campos que esten-

dem essa base. Pela formula de Simons (Proposigao 1.25),

AJAP (p) = 2|V AP (p)—2|A|*(p)+2H (p)tr (S?) ( —i-QZA (€i,€;)(p)HessHp(e;, €;).

(5.19)
Como visto no item ii), VH = SX. Temos, denotando A(é;, ;) = A;j,
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ZAij(p)HessH (€i,€5) ZA” (Ve,VH, é;) (p)

) _ZAU (Ve,SX, ;) (p)
_ZAU )[6: (SX, &) (p) — (SX, V¢ ()]
— ZAU [&A(X, €)(p) — A(X, Ve,é,)(p)]
_ ZA,] [VA(X,é;,&)(p) + AV, X, &) (p)]
= ZAU )WWA(E, ¢, X +ZA” A(Ve, X, é)(p).
(5.20)
De (5.13)
ZAij(p)A<VeiX7 &)(p) = ZAij(p)A(éiaéj) ZAU A(Sé:,€;)(p)
7] = :ZJ:A(éuéjV(p) + (e, N>(p)Z<Sez &) (p) (8%6:,¢5) (p)
_ ZZj:Ap(éi,eJ ZZ (Séi, &) (p) (S%&:,8;) ()
= [AP(p) + (o, N)(p )Z <82éz D> (S éj>éj> ()
= |AP(p) Z<82éz Sé;) (

= |A]*(p Z <S el,el

= [A]2(p) + (», N) ()t (S°) (p).
(5.21)

Também, tomando as extensoes da base ortonormal como sendo as dadas pela apli-

cagao exponencial obtemos que a conexao se anula em p, sendo assim,

X A4 VA G X) () = 3 40X (45) 0

- oX (Z Afj) »)

= X (14P) ()

= 2 (X, VI4P) ()

= %(so,dso (VIA]?)) ().

(5.22)
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Substituindo (5.21) e (5.22) em (5.20) obtemos,

(p.de (VIAP)) (p) + [AP(p) + (0. N) (p)tr (S?) (p),

N —

Z Aij (p)HessHp(ei, Gj) =

2
que substituindo em (5.19) e usando a hipotese de ¢ : M — R"™! ser Self-Shrinker,
A[AP(p) = 2IVAP(p) = 21414 (p) + (¢, de (VIAF)) (p) + 21AP(p).  (5.23)
Pela definigdo do Operador £ obtemos de (5.23)

LIAP(p) = AlAP(p) — (¢, de (V]|A]?)) (p)
=2|VAP(p) — 2|A|*(p) + 2| A (p),

e como podemos repetir os passos para todo p € M vale a igualdade de fungoes.

Assim concluimos a demonstracao. 0]

O proximo Lema sera tutil na préxima segdo, porém, apenas o enunciaremos por sua
demonstracao fugir do nosso escopo. (Para uma demonstragdo ver o Corolario 1 da

referéncia [7])

Lema 5.6 (Principio do maximo de Yau). Seja M variedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci limitada inferiormente. Seja f funcao C? limitada superiormente em

M. Entao, existe uma sequéncia de pontos {px} C M tal que:
i) limyso0 f(pi) = sup f.
i) limy_o0o |V f|(pr) = 0.

iii) limy_,oo sup Af(pr) < 0.

5.2 Teoremas de classificacao de Self-Shrinkers

Em seu artigo, [5], Huisken demonstrou que os tunicos Self-Shrinkers compactos, mergu-
lhados em R"™! com n > 2 e Curvatura média nao negativa, sdo as esferas de raio y/n.
Posteriormente, sob hipoteses adicionais, demonstrou que sao os cilindros generalizados
Sk (\/E) x R"* para n > 2. Demonstraremos que impondo certa limitacdo na norma da
Segunda forma fundamental e no crescimento de volume do Self-Shrinker podemos retirar
a hipdtese de compacidade e Curvatura média nao-negativa. Posteriormente mostraremos
que no caso em que o Self-Shrinker tem dimensao 2 e impondo que a norma da Segunda

forma fundamental é constante, podemos retirar a hipétese de crescimento de volume.
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Definigao 5.7. (Crescimento de volume) Seja M variedade e ¢ : M — R™"! hipersu-
perficie. Dizemos que M tem crescimento de volume polinomial se existirem constantes

C >0 e k > 0 de maneira que, para todo R > 0,
Vol (¢~! (Bgr)) < CR",

em que Bp é a bola Euclidiana centrada na origem e de raio R.

Enunciaremos a seguir um Teorema que nos servira para classificar os Self-Shrinker. Como
ele ndo é nosso foco apenas o enunciaremos sem demonstracao. (Para uma demonstragao

ver o Teorema 4 da referéncia [9])

Teorema 5.8 (H.B.Lawson). Seja ¢ : M — R™"! hipersuperficie mergulhada e VA = 0.
Entao (M) é, a menos de um movimento rigido de R™, um aberto de SF(r) x R**

para algum r >0 e algum k=0,...,n.

Também enunciaremos, sem demonstragao, um Teorema devido a Xu Cheng e Detang
Zhou que estabelece a equivaléncia, para um Self-Shrinker, entre a condigao de crescimento
de volume polinomial e a condigao de ser imersao propria. (Para uma demonstragao ver

o Teorema 1.3 da referéncia [17])

Teorema 5.9 (X.Cheng e D.Zhou). Seja ¢ : M — R"" um Self-Shrinker suave de
dimensao n, completo. Entao a imersao € propria se, e somente se, o Self-Shrinker tem

crescimento de volume polinomial.

Proposicao 5.10. Seja ¢ : M — R um Self-Shrinker suave de dimensdo n, completo,

com crescimento de volume polinomial. Se |A]*(p) < 1, para todo p € M, entio H = 0
ou |A> = 1.

Demonstracgao: Seja ( : M — R funcao suave de suporte compacto. Pelo Lema 5.4 e

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos:

[eeon -t [ sy
< VH?, Ve2) e i
|
< [ (v ve) 6'52‘6“"

M
:/ (VH? V(*)e
M

2
—lel

g/ \VH?| |V¢P|e™ = dp
M

dp

2
=y

:/ 2HVH||[2¢V¢| e 5 dp
M

2
—lel

= [ alm|[v][c[[vele”E
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isto é, pela Proposicao 5.5,

2
| —lol

/@ [2(1—|A]?) H2+2|VH|2}e§2dug/ AlH||VH||¢||V¢|e™2 dp. (5.24)
M M

Porém,

2 2 2
0 < (21HIIV¢| = IV H]) = (2AH119¢)) + (ICIIVH]) = 4/H|IVH]IC/IV¢
— AHVCE + [CPIVHI? — 4| H| [V H]|C][¢]
— 4HAVCP + CIVHE - 4|H||VH|IC|I V¢,
logo,
AH|IVH|[C|IVC| < 4H|VC + VA (5.25)

Substituindo (5.25) em (5.24) obtemos:

/ ¢ 2(1-14P) H2—|—2|VH‘2}€_‘;0| dﬂg/ 4H2|VC\26_§|du+/ CIVHPE 4y,
M M M
(5.26)
logo,
/ C2(1—|AP) H? + |[VH[] e%"'dug/ AFP|VCPe 5 dp. (5.27)
M M

Dado R > 0 tome ¢ definida por ((p) = hr(|e(p)?), em que hg : [0,+00) — R é uma
fungao corte, isto ¢, ¢ uma fungao suave ndo-negativa que satisfaz as condigoes hg(t) = 1,
set < R* hgp(t)=0,set> (R+1)% e |hR(t)] < L para alguma constante positiva L que
independe do R dado. Pelo Teorema 5.9 a imersao ¢ ¢é propria e portanto ¢ tem suporte

compacto. Obtemos, por (5.27),

—lel

/ 53) 2 (1= [AP) H* + [V H]’] ewduﬁ/MCQ [2 (1 |AP) B2 + [VH] e 5 dy
»~!(Br

—lo|?

g/ AH2|VCPe 5 dp.
M

(5.28)
Mas,
~lof?

_ AHPIV(Pe 2 dp

*I(BRH*BR)

/ AH2|VC P du:/ AH2|VC P du+/
M ¢~ 1(Br @

'(Br)

+/ AH?|V (e
¢~ (Brn”)

Z"Qdﬂ

e como ( é constante em ! (B_R) eem ! <BR+1C>, concluimos que V({ = 0 em tais

conjuntos, obtendo,

/ AH?|V (e d,u:/  AH|VC2e 5 dp. (5.29)
M ®

~1(Br+1—Br
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Substituindo (5.29) em (5.28),

/ [2 (1 — |A]P) H? + |VH|?] e"idug/ AH?|VCPe 5 dp. (5.30)
¢~1(Br) ¢~ (Br+1—Br

_1(BR+1_BR)

Observemos que,
_ 2\ _ dhg 2 2
V(=Y (hroleP) = DR(162) v
entao pelo Lema 5.2 e por estarmos em uma imersao isométrica (definida via pullback)

IVC)? < L2 |V|pP]” = L2 |de (V]e?)|* = 4L2|" |2

ou seja,

V¢ < AL g, (5.31)

Pela Proposigao 1.27, vale que H?(p) < n|A|(p)? para todo p € M. Como por hipotese
|A]?(p) < 1 para todo p € M obtemos,

H*(p) < n, (5.32)

para todo p € M. Substituindo (5.31) e (5.32) em (5.30),

_1pl2 s
/ [2(1—|AP) B + [VH]"] e ™% dpe < 16nL2/ e dp
90_1 (371%) 30_1 (meiR)
_R2
< 16nL* (R+1)265/ »
50_1<BR+1*BiR)

2

<16nL*(R+1)? e r / du
¢~ (Br+1)
_R2 _
= 16nL* (R + 1) e~ Vol (¢~ (Brt1)) »
consequentemente, pela hipotese de crescimento de volume polinomial,

o2 R
/ 2(1— |AR) B2 + |VH[? e 5 dp < 16nL°C (R+1)"2e™ . (5.33)
¢~'(Br)
Como as constantes C, L, k nao dependem de R, podemos tomar o limite quando R — oo

em (5.33). Portanto,

2 (1= |A]P) H? + |VH|] e 5" dy < 0,
M

Por hipotese |A|? < 1, consequentemente a integral acima é nao negativa. Assim,

— ||

/ [2(1—|A]?) H* +2|VH|*| ez dpu = 0. (5.34)
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De (5.34) concluimos que:
VH =0, (5.35)

2(1—|A]*)H? = 0. (5.36)

Como VH = 0, obtemos que H é constante. Consequentemente, de (5.36), H = 0 ou
|A|?> = 1. Assim concluimos a demonstragao.

Observe que, se por hipdtese M fosse compacta, poderiamos considerar ( = 1 na
desigualdade (5.27) obtendo de mesma maneira a igualdade (5.34) e portanto o mesmo
resultado. O

Como Corolario obtemos o seguinte Teorema de Classificacao, devido a H.Cao e
H.Li.

Teorema 5.11 (H.Cao e H.Li). Seja p : M — R"™! um Self-Shrinker suave de dimensao
n, completo, mergulhado, com crescimento de volume polinomial. Se |A|*(p) < 1 para
todo p € M entdo ¢(M) €, a menos de rotagio, uma das hipersuperficies S¥(v/k) x R*=*
para algum k =0,--- ,n.

Demonstragao: Pela Proposigao 5.10 temos que H = 0 ou |A|? =
A2 = 1.

Pelo item 4i7) da Proposi¢ao 5.5 obtemos que VA = 0. Pelo Teorema 5.8 p(M) é,

1. Suponhamos que

a menos de um movimento rigido, um aberto de S¥(r) x R*~* para algum r > 0 e para
algum k = 1,--- ,n. Como por hipoétese nosso Self-Shrinker é completo temos que ele seré,
a menos de um movimento rigido, todo o S¥(r) x R"~* para algum r > 0 e para algum
k =1,---,n. Pelo Exemplo 2.6, a menos de rotacao, ele coincide com Sk(\/E) x RF
para algum k = 1,--- ,n. E assim concluimos o caso em que |A|*> = 1.

Suponhamos que H = 0. Entao nosso Self-Shrinker é, a menos de rotagao, o plano R".

De fato, consideremos o seguinte problema de valor inicial,

L(poa)(s) = (poa)(s)
(¢ 0 a)(0) = ¢(p).

(5.37)

Esse problema é bem definido, visto que, dada curva ¢ : I — M, temos

0=H{(c(t)) == ((poc),(Noc)) (b),

isto ¢, o vetor posigao ¢ o ¢ é vetor tangente a ¢(M). Como M é completo o problema
em (5.37) possui solugao tnica definida globalmente. Assim ¢ o a é reta em R™™!
passando por ¢(p) e pela origem (a reta é solugao e pela unicidade é tinica). Sendo assim,
concluimos que nosso Self-Shrinker é obtido por essas retas que passam pela origem e

por pontos do Self-Shinker, isto é, € um cone. Como nosso Self-Shrinker é imersao suave,
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concluimos que o mesmo é, a menos de rotagao, o plano R”, pois é o tinico cone suave
em R"*! (de fato, qualquer outro cone deixa de ser imersao suave quando se observa a

origem). Assim concluimos a demonstragao. 0

A proxima Proposicao mostra que se um Self-Shrinker é propriamente imerso em
R3 e a norma de sua Segunda forma fundamental é constante entdo obtemos o mesmo
resultado da Proposigao 5.10 (visto que |A|> = 0 implica H = 0). Pelo Teorema de
X.Cheng e D.Zhou sabemos que a hipdtese de ser propriamente imerso é equivalente a
de ter crescimento de volume polinomial, portanto a hipdétese que ira diferir seré sobre a

norma da Segunda forma fundamental.

Proposicao 5.12. Seja ¢ : M — R® um Self-Shrinker de dimensdo 2 suave, completo,

propriamente imerso. Se |A|* é constante entio |A|> =0 ou |[A]* = 1.

Demonstragao: Pela Proposicao 5.5 vale que:
SCIAP = [VAP +]AP( - A7),
Como |A|* é constante obtemos da defini¢ao do Operador £ que,
LIA]? = AJAP = (¢, dp (V]A]?)) = 0.

Logo,
VA2 + |A2(1 - |AP) = 0. (5.38)
’2

Como ¢ é propriamente imersa em R? a funcio |p(p)|? atinge minimo para algum p € M.

Portanto, Alp|*(p) > 0 e V]p[*(p) = 0. Como nossa imersao ¢ isométrica (definida via
pullback), |dg (V|e[?) (5)] = [V]gl* ()| = 0, e assim dp (V|p|?) (p) = 0. Pela Proposigao
5.5,

4 =2|p*(p) = Llpl*(p) = Alpl*(p) — (¢(p), dp (V]e) (B)*) = Alpl*(p) > 0.

Assim,
(@) < 2. (5.39)

Pela definicao de Self-Shrinker temos,
H? = (—{p, N))" = (0, N)* < (o, N)* + ¢ ” = [P,

ou seja, de (5.39)
H*(p) < 2. (5.40)
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Pelo Lema 5.2 e pela imersao ser isométrica (definida via pullback),
oL 2/~ 1 2/~
p(B)"] = 5 |des (VIeP(®)| = 5 [VIel(B)] =0,
portanto de (5.12) (contido na demonstragao do item iz) da Proposi¢ao 5.5),
VH(p) =S (de; ' (¢(p)")) = 0. (5.41)

Tome {ej,es} um referencial ortonormal em uma vizinhanca de p de maneira que
Vee;(D) =0 e hi;(p) = N\i(p)di; para i,j = 1,2. Entdo,

<€i, VH> (]5) =€ (H) (25)

=€ ( A(emer)> (ﬁ)

2

— Z €; (A(em er)) (ﬁ)

— (5.42)
2
= Z VA (em €r, €i> (]5)
r=1
2
= Z hrri(ﬁ)a
r=1
e entao de (5.41),
2
> hei(p) =0 para i=1,2. (5.43)
r=1
Como |A|? é constante, obtemos (operando como em (5.42)) para i = 1,2,
2
=¢; (|AF) (5) =& (Z hfk) (p)
rk=1
2
=2 he(p)ei (how) ()
r,k=1
=2 Z Pt () i (P (5.44)
rk=1
=2 Z )\ rkhrkz )
rk=1

_22)\ 7‘7‘7,
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De (5.43) e (5.44), sumarizamos:

h115(P) + ha2;(P) = 0, para j=1,2.

R R . R ‘ (5‘45)
M (P)ha1; (D) + A2 (P)has(p) = 0, para j =1,2.

Substituindo a primeira equacao de (5.45) na segunda equacao obtemos,
(A1(p) = A2(p)) h(p) = 0, para j=1,2.
Se A\1(p) # A2(p) entdo
hao;(p) = h11;(p) =0, para j=1,2.

Pela Equagao de Codazzi (Proposigao 1.22) os indices permutam, concluindo que
2
VARG) = 3 h2,(5) =0,
ijr=1
De (5.38) obtemos,
0= IVARG) + ARG (1 - 147)
= [AP(®)(1 - |A](p))
— JAP(1 - |AP),

e entao

AP =1 ou |A*=0.

Se A1(p) = Aa(p), temos de (5.40),

A = X1(D) + A3 (D)

De (5.38) temos,
0 < |VA] = [AP(A] — 1) <0,

isto ¢, |A|*(JA|*> — 1) = 0 e consequentemente |A]*> =0 ou |[A]*> = 1. O
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Como anteriormente obtemos como Corolario um Teorema de Classificacao, devido

a Q.Guang.

Teorema 5.13 (Q.Guang). Seja ¢ : M — R3 um Self-Shrinker suave de dimensdo 2,
completo, mergulhado e propriamente imerso. Se |A|? é constante entio (M) é, a menos

de rotacao, uma das hipersuperficies:

i) R

ii) St x R.

iii) S*(V/2).
Demonstragao: Pela Proposigao 5.12 temos que |A|> = 0 ou |A|> = 1. Suponhamos
que |A]? = 1.
Pelo item i) da Proposi¢ao 5.5 obtemos que VA = 0. Pelo Teorema 5.8 p(M) é, a
menos de um movimento rigido, um aberto de S¥(r) x R*™* para algum r > 0 e para
algum k = 1,2. Como por hipétese nosso Self-Shrinker é completo temos que ele seré,
a menos de um movimento rigido, todo o S¥(r) x R?>7* para algum 7 > 0 e para algum
k = 1,2. Pelo Exemplo 2.6, a menos de rotagao, ele coincide com Sk(\/z) x R*7* para
algum k = 1,2. Assim concluimos o caso em que |A|*> = 1.
O caso em que |A|? = 0 basta observar que as curvaturas principais serdo nulas e entdo
o Self-Shrinker serda um aberto de um plano. Como M é completo, (M) sera o plano

todo. Pelo Exemplo 2.6 o Self-Shrinker sera, a menos de rotacao, o plano R% Assim

concluimos a demonstragao. ([l

Nossa ultima Proposicao ira retirar a hipoétese de crescimento de volume polino-
mial em relagdo a Proposigdo 5.12. A estratégia da demonstragao reside no fato de
que a hipotese de o Self-Shrinker ser propriamente imerso, ou de maneira equivalente,
possuir crescimento de volume polinomial, assumida na Proposicao 5.12, foi utilizada
para obtermos um ponto de minimo para a fungao | - |? sobre a hipersuperficie. Devido
ao Principio do maximo de Yau veremos que podemos obter propriedades semelhantes as

obtidas a partir do ponto de minimo para a fungao | - |

Proposigao 5.14. Seja ¢ : M — R?® um Self-Shrinker de dimensdio 2 suave e completo.

Se |AJ]? € constante entao |A]*> =0 ou |A]? = 1.

Demonstragao: Pela Proposicao 5.5 vale que:

1

FLIAP = VAP + [AP(1 - [A]),
Como |A|* é constante obtemos da defini¢io do Operador £ que:

LIA]? = AJAP = (¢, dp (V]A]?)) = 0.
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Logo,

VA2 + |A*(1 - |AP) = 0. (5.46)
Afirmagao: K(p) > —%]A|2(p) para todo p € M, em que K é a curvatura de Gauss. De
fato:

0.< (Mi(p) + Aa(p))?

= A(p) + A3(p) + 201 (p) A2 (p)

= [A]*(p) +2K(p)
Portanto,

K(p) > 5 |AP ().

e assim a Afirmacao estd demonstrada.
Como |A|* é constante obtemos, pela Afirmacao, que a curvatura de Gauss ¢ limitada
inferiormente e consequentemente a curvatura de Ricci é limitada inferiormente (De fato
elas coincidem em dimensao 2). Como —|p|? ¢ limitada superiormente < —el? < 0)
%

podemos aplicar o Lema 5.6 para a fungao —|p(p)|*. Assim, existe uma sequéncia {py}

em M tal que:
lim [(pg)|* = inf o,
k—o00
lim |Vo|*(px)| = 0, (5.47)
k—o0
lim inf Alp|*(pg) > 0.
k—o0
De fato:

Jim [o(p)|[* = = lim —|o(pe)|* = = sup —|o(pe) |* = inf [,
—00 k—o0

também,

Jim [V (pe)| = lim [ = Vi (pe)| = lim [V(=ol*)(pi)] = 0,
—00 k—o00 k—o0

lim inf Alp|?(py) = lim —sup —Alp[*(pr) = — lim sup A(—|p(px)]?) > 0.
k—s00 k—s00 k—o0

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e como nossa imersao ¢ isométrica (definida via
pullback), temos de (5.47),

i [(o,do (V]g*))| (pr) < lim [o(pi)l |dip (VIel?) (pr)] = lm [@(pi)] [V]el*(pr)] = 0,

portanto,
Jlim (o, do (V]el*)) (pr) = 0. (5.48)

Pela definigdo do Operador L e de (5.47) e (5.48),

lim inf Llo[*(py) > lim inf Alof*(py) + lim inf (= (o, dip (VIel*)) (1)) 2 0. (5.49)
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Assim continuamos a demonstracao. Pela Proposicao 5.5 temos,
2 1 2
ol =2 = 5 LIel" (5.50)

De (5.49) e (5.50) temos,

. 2 . 2 1 . 2 1 . . 2

inf |p|* = lim |o(pr)|” =2 — = lim L|o|[*(pr) <2 — = lim inf £]p|*(px) < 2. (5.51)

k—o00 2 k—oo 2 k—o0

Pela definicao de Self-Shrinker temos,

lim H(pg) = lim (p, ) (pr) < lim (p, N)* (py) + lim [0"*(ps) = Tim [ (ps),

k—o0 k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

ou seja, de (5.51),
lim H?(pg) < 2. (5.52)
k—o0

Pelo Lema 5.2, pela imersao ser isométrica (definida via pullback) e de (5.47),
tim [o(pe)"| = Jim  [dgy, (V1el*(p)| = Jim 2 [1el(pe)] = 0
k—o0 k—oo 2 Pk k—o0 2 ’
portanto de (5.12) (contido na demonstragao do item ii) da Proposigao 5.5),
: - -1 T
lim [VH(py)| = lim [S (dig,,! (o(pr)"))]
< lim |S| (px) |dg,, (0(pr)")
ko0 e, | (5.53)
< lim [A[(pg) |o(pe)" |

=0.

Tome, para cada py, {e1,es} um referencial ortonormal em uma vizinhanga de p; de

maneira que Ve;(pr) = 0 e hi(pr) = Xi(pr)di; para i, j = 1,2. Entao,
lim (e;, VH) (px) = lim e; (H) (p)
k—o0 k—o0
2
= kll_g)lo €; (Tzl hr?") (pk)
2
= kh_}lgo €; <; A(era er)) (pk)

) (5.54)
= lim Z €; (A(6T7 6r)) (pk)

= lim Y VA(e, e e) (pi)
k—o0 —

2
= lim hrm’ (Pk) )

k—oo
r=1
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obtendo, de (5.53),

lim hyri(pr) =0 para i=1,2. (5.55)

k—o0
r=1

Como |A|* é constante, obtemos (operando como em (5.54)) para i = 1,2,

= ¢ (|A|2)
2
(2 )
r,s=1
2
=2 Z h'rs pk 61 rs (pk)
r,s=1
(5.56)
= Z TS pk 5% pk)
"
Z pk 5rshrsz pk)
2_
Z T‘T"L pk .
=1
De (5.55) e (5.56), sumarizamos:
khm (h11j<pk> + thj(pk)) = 0, para j = 1, 2.
e (5.57)

kh_{go (M (pe)harj(pr) + Aa(pr)hooj(pr)) =0,  para j=1,2.

Como M (p)+A3(p) = |A|*(p) e |A]*(p) é constante, as sequéncias {\;(px) }ren sdo limitadas
para j = 1,2. De maneira analoga, usando (5.46), se obtém que as sequéncias {h;;;(pr) }ken
sao limitadas para 7,7 = 1,2. Sendo assim, passando a uma subsequéncia se necessario,

ambas sao convergentes. Entao tome:

klggj Aj(pR) = A, kh_)fglo hiij(pr) = hidj, para i,j =1,2.

De (5.57), obtemos:

hi1j + hog; = 0, para j =1,2.
o (5.58)
)\lhllj + /\thzj = O, para j = 1, 2.

Substituindo a primeira equagao de (5.58) na segunda equagao obtemos,

(A — A1, =0.  para j=1,2.

Se A # Ay entdo
EQQ]‘ = Ellj =0. para j=1,2.
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Pela Equagao de Codazzi (Proposigao 1.22) os indices permutam, concluindo que,

2 2
. 2 T 2 _ 72 _
Y (VAPGw) = Jim D Hgr i) = D =0
1,7,7=

4,5,r=1

Tomando o limite em (5.46) obtemos,
0= lim [IVAP() + [AP () (1 - 1ARG)] = [APQ — A7),

e entao

AP =1 ou |A*=0.

Se A1 = )y, temos de (5.52),

A2 =2 + 2,
—2
=2\
—2
L
2
(2M\1)?

_2 —
A+ 29)?
2
im0 H2(pr)

N 2

<Z-1
— 2
De (5.46) temos,

0<|VA]* = |AP(|A]* —1) <0, (5.59)
isto é, |A|*(JA|* — 1) = 0 e consequentemente |A]* =0 ou |[A]*> = 1. O
Como Corolario obtemos nosso tltimo, e principal, Teorema de classificacao devido a
Q.M.Cheng e S.Ogata.

Teorema 5.15 (Q.M.Cheng e S.Ogata). Seja ¢ : M — R3 um Self-Shrinker suave de
dimensao 2, completo, mergulhado. Se |A|? € constante entao o(M) €, a menos de rotagao,

uma das hipersuperficies:
i) R2.
ii) St x R.
iii) S*(V/2).

Demonstracao: E a mesma demonstracio do Teorema 5.13 substituindo a Proposicio
5.12 pela Proposicao 5.14. O
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