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Resumo

Seja Q. uma faixa estreita em R? e —A%EN o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann
em €).. Neste trabalho, vamos estudar o problema espectral de —A%EN. Sera encontrado um
comportamento assintético para os valores da sequéncia crescente {)\j(—A%EN)}?i1 dada pelo
Principio Max-Min, sob a condi¢do de que ). é suficientemente fino. Além disso, vamos estudar
propriedades espectrais do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann em uma faixa estreita de
largura fixa.

Palavras-chave: Operador Laplaciano, Condigoes de Dirichlet-Neumann, Formas Quadrati-
cas, Espectro Essencial, Espectro Discreto, Faixas Estreitas.



Abstract

Let Q. be a thin strip in R? and fA%EN the Dirichlet-Neumann Laplacian in €2.. In this work, we
study the spectral problem of —A%eN. The asymptotic behaviour for the non-decreasing sequence
of numbers {)\j(—A%gN) 321 given by Max-Min Principle will be obtained, under the condition
that €. is thin enough. Furthermore, we study the spectral properties of the Dirichlet-Neumann
Laplacian in a thin strip of a fixed width.

Keywords: Laplacian Operator, Dirichlet-Neumann Boundary Conditions, Quadratic Forms,
Essential Spectrum, Discrete Spectrum, Thin Strips.
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Notacao

YCX

ImT
domT
N(T)
B(B)
C.S
L%(X)
LP(X)
WA
Hm()

Espaco de Banach.

Espago de Hilbert.

Y é um subconjunto denso de X.

Operador identidade.

A imagem de uma transformacao 7.

O dominio de uma transformacao 7.

O nicleo de uma transformagao T'.

Conjunto de operadores lineares limitados de B em B.
Desigualdade de Cauchy-Schwarz. [(¢,n)| < |&||||nll, Y&, n € H.
{¢p : X — R mensuravel : 30 < M < oo, com |[¢)(x)| < M q.t.p z}.
{¢ : X — R mensuravel : |||} = [ [¢[Pdp < 00, 1 < p < oo} .
O gradiente de ¥ nas coordenadas usuais em R?.

{yp € L2(Q) : 0% € L*(), |a| < m}.
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Introducao

O espectro do operador Laplaciano em faixas estreitas tem sido estudado extensivamente nos
ultimos anos [1L 2 [5, [6] [7, @ 12] 14], 18, 24, 25]. O assunto é interessante pois os resultados
dependem da geometria dessas faixas e também das condi¢bes de contorno impostas em suas
fronteiras. A condi¢bes mais usuais sao as de Dirichlet, de Neumann ou de Dirichlet-Neumann
[6, @9, 14, 19, 20, [5, 18, 21]. Neste trabalho, vamos estudar o operador Laplaciano sujeito as
condicoes de Dirichlet-Neumann.

Seja I C R um intervalo aberto (limitado ou ilimitado) e v : I — R? uma curva de classe
C? parametrizada pelo seu comprimento de arco. Denote por k(s) sua curvatura no ponto ~y(s).
Considere (2. a faixa construida ao se mover o segmento (0, ) ao longo de v com respeito ao seu
campo de vetores normais. Seja —A%SN o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann em )., ou
seja, o operador Laplaciano agindo no espaco de Hilbert L?(€2.) e com condicdes de contorno de
Dirichlet e de Neumann em v e 7. (em que 7. corresponde a uma curva paralela & 7 e a uma
distancia € > 0 dela), respectivamente. Observe a figura abaixo.

k>0

Figura 1: Geometria da faixa (2.

(o]
j=1
de —A%EN dada pelo Principio Max-Min. Cada )\j(—A%EN) representa ou um autovalor discreto

Denotemos por {)\j(—A%SN) a sequéncia crescente correspondente ao problema espectral

ou o infimo do espectro essencial de —A%EN.

Um dos principais objetivos deste trabalho é entender o comportamento assintotico dos valores
/\j(—A%EN) quando a largura da faixa tende a zero. Seguindo como referéncia o texto [17],
mostraremos que, para todo j > 1,

7r>2 inf k

% +o(e™!), quando & — 0. (1)
€

Qe y _
Aj(=Apy) = <
€
A aproximagao acima pode ser obtida de duas formas diferentes. Numa primeira situagao o resul-
tado serd obtido por meio de uma limitagao superior e uma inferior para os valores )\j(—A%EN).
Na segunda situacéo, mostraremos que o resultado também pode ser obtido por meio de uma

aproximagao no sentido uniforme dos resolventes dos operadores envolvidos.
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Agora, consideremos o caso em que a regiao de estudo seja uma faixa estreita, como na Figura
I mas de largura fixa. Denotemos tal regiao por Q e sua largura por d > 0. Novamente, seja

A% n 0 operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann em Q.0 espectro desse operador possui
diferentes propriedades que dependem da geometria da faixa. Se Qe limitada, o espectro de
fA% n ¢ puramente discreto. Por outro lado, se Qe ilimitada, o espectro pode ser puramente
essencial ou conter elementos do espectro essencial e do espectro discreto.

De acordo com as referéncias [I8] [5], mostraremos as seguintes caracterizagoes. (a) Se k — 0,

quando |s| — 00, entdo oess(—A% ) = [(7/2d)?, 0); (b) Se existe um namero real positivo sg
tal que k(s) < 0, para s satisfazendo |s| > s, e f ° k(s)ds < 0, entao inf o(— A%N) < (7/2d)?%
(c) Se existe um namero real positivo sg tal que /i( ) = 0, para |s| > so, f ° k(s)ds =0 e

%]l 22wy > 0, entdo inf o(— A%N) < (m/2d)?. Observemos que nas condicoes dos 1tens (a) e (b),

por exemplo, podemos garantir a existéncia do espectro discreto para —A% N-

Assumindo o resultado em (a) do paragrafo acima, vamos fazer uma anélise do comportamento
assintotico dado por ((1)). No caso em que I = R e a curvatura ~ se anula no infinito, observemos
que o termo 72/(2¢)? em coincide com o infimo do espectro essencial do operador —A%EN.
Assim, se k assume um valor negativo e € > 0 é suficientemente pequeno, entao ad(—A%EN) # 0.
Ou seja, o simples fato de k assumir um valor negativo garante a existéncia de espectro discreto
para —A%“‘N, desde que € > 0 seja suficientemente pequeno.

Terminamos esta introdugao com alguns comentérios a respeito do problema espectral do
operador Laplaciano em {2 no caso em que a condigdo de contorno na fronteira 0. é so-
mente ou Dirichlet ou Neumann. No caso do operador Laplaciano de Neumann, —A%, a
sequéncia {)\j(—A%)}JO-';l dada pelo Principio Max-Min satisfaz /\1(—A%) = M(-AL) =0
e, para j > 2, )\j(—A%) = \j(—=AL) + o(1), quando e — 0, em que —AL; denota o ope-
rador Laplaciano de Neumann em L?(I). Observemos que as caracteristicas geométricas da
faixa nao influenciam o comportamento assintético. Quanto ao operador Laplaciano de Diri-
chlet, —A%E, a sequéncia {)\j(—A%) 721 dada pelo Principio Max-Min satisfaz, para j > 1,
A (=A%) = (1/2)2 + M\j(—AL — k2/4) + 0(1), quando £ — 0, em que —AL denota o operador
Laplaciano de Dirichlet em L?(I). Observemos que neste caso o resultado final ¢ influenciado
pela geometria da regidao. Detalhes destes resultados podem ser encontrados em [6], 9, [15].

Este trabalho esta dividido da seguinte forma. No Capitulo [I] apresentamos definigoes e re-
sultados da teoria de operadores que serao tuteis ao longo do texto. No Capitulo [2] definimos
detalhadamente a regiao do plano na qual vamos considerar o operador Laplaciano com con-
digbes de contorno de Dirichlet-Neumann. Neste mesmo capitulo é definido formalmente tal
operador. No Capitulo |3| mostraremos o comportamento assintético dado por por meio de
limitagOes superior e inferior. J& no Capitulo 4] mostraremos que o mesmo resultado é obtido
por uma aproximacao no sentido uniforme do resolvente dos operadores envolvidos. O Capitulo
¢ dedicado ao estudo do espectro do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann em uma faixa,
de largura fixa. Neste mesmo capitulo, é feita uma comparagdao com os resultados dos Capitulos

Qe Bl
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados basicos, além de notacoes, que utilizaremos
ao longo do trabalho. Iniciamos com algumas defini¢bes e resultados da teoria de operadores
autoadjuntos e operadores compactos. Em seguida, vamos apresentar alguns topicos relacionados
aos operadores que sdo definidos por formas quadraticas. Por ultimo, apresentaremos o Principio
Max-Min que serd uma ferramenta bastante til ao longo do trabalho.

Neste capitulo, B sempre denota um espago de Banach, 7 um espago de Hilbert, B(B) o
conjunto de operadores lineares T': B — B limitados. Além disso, a notagdo Y C X indica que
Y é um subconjunto denso em X. Devido ao carater introdutoério, a maioria das demonstragoes
serao omitidas.

1.1 O resolvente e o espectro de um operador

Definicao 1.1. Seja T' : domT C B — B um operador linear no espago de Banach complexo
B # {0}. O conjunto resolvente de T', denotado por p(T'), é o conjunto dos A € C para os quais
o operador resolvente de T em ),

RA(T) : B — domT, R\(T):= (T —\1)"},
existe e é limitado, isto ¢, Rx(T") € B(B). O espectro de T' é o conjunto o(7T') := C\ p(T).
Observemos que o(7") contém todos os autovalores do operador T, isto €, todos os nimeros A

para os quais a equagao (T'— A1)1) = 0 tem pelo menos uma solug¢ao nao nula ¢ € dom T’; nesse
caso, 1 é chamado de autovetor de T.

Teorema 1.2. Seja T :domT C B — B e X\ € p(T). Entao, para todo X no disco |\ — \o| <
1/||Rx,(T')|| do plano complexo, R\(T) € B(B) e

RA(T) = i@\ — Xo)’ R (T)*,
=0

em que a série € absolutamente convergente.

Corolario 1.3. p(T') é um conjunto aberto e o(T') € um conjunto fechado de C.

13



Corolario 1.4. Se o(T') e p(T') sao nao vazios, entao
[BA(T)|| = 1/d(A, o(T)), VA € p(T),

com d(\,0(T)) = inf ;o) [0 — Al

Para operadores limitados, tem-se os seguintes resultados especificos sobre o espectro.
Corolario 1.5. Seja T € B(B). Se |A| > ||T||, entao A € p(T) e ||Rx(T)|| — 0, quando || — oo.
Corolario 1.6. Se T € B(B), entio o(T) # 0.

Defini¢ao 1.7. Sejam (T,) uma sequéncia de operadores no espago B(N1,Ns) e T : N1 — No
linear. Diz-se que

a) T, converge fortemente para T se
|Tn& — TE||ln, — 0, n—o00, VEEMN.
Denota-se por T), S Tous— lim,, o1, =T.
b) T, converge uniformemente, ou em norma, para T se
T, —T|| =0, n—oc.

Denota-se tal convergéncia por T, — T ou lim,, T, = T.

As provas dos resultados enunciados nesta se¢ao podem ser encontrados em [4].

1.2 Operadores autoadjuntos

Definicao 1.8. Um operador linear T : domT C H — H é simétrico se

(T¢,m) = (€, Tn), V& nedomT.

T & hermitiano se é simétrico e dom7T T H.

Sejam Hi e Ho espacos de Hilbert. Seja T : domT C ‘Hy — Hs, definimos dom 7™ como o
espago vetorial dos elementos 1 € Ho tais que o funcional linear

§— (n,TE), €£€domT,
pode ser representado por ¢ € Hy, ou seja,

(n,TE) = (¢, &), VéE€domT.

Definigao 1.9. O adjunto de T é o operador T com dominio dom 7™ definido acima e, para
n € domT*, T*n:= (. Assim,

n,TE) = (T*n, &), V¢edomT,Vne domT™.
Note que € essencial que dom T C H; para que T : domT* C Ho —> H; esteja bem definido.

14



A seguinte proposicdo mostra algumas propriedades do adjunto para o caso especifico de
operadores limitados.

Proposicao 1.10. Se T' € B(H1,Hz), entao T* € B(Ha, H1), T =T e ||T*|| = |T||. Por-
tanto,

<777T£> = <T*777f>7 vf € %hvn € HZ-
Definigao 1.11. a) Um operador linear T': domT T H — H é autoadjunto se T = T*
b) Um operador limitado T': H1 — Ha € unitdrio se InT = Ho, é injetor e T = 71

Observagao 1. a) Note que T : H; — Ho é unitario se, e somente se,

<T§aTn> = <§7T*T77> = <§7 77>7 Vfﬂ? € Hlv
e ImT = Hs; em particular os operadores unitarios sdo isometrias e 7-! também é unitario.

b) Se T é autoadjunto, entao (T'€,&) € R, para todo £ € domT'. De fato, dado & € dom T

(T€,8) = (§,T7¢) = (£, T€) = (T¢,&).

Além disso, um operador autoadjunto é simétrico. Portanto, todo operador autoadjunto é
hermitiano.

c) Se T € B(B), a nocao de hermitiano e autoadjunto coincidem.

Proposicao 1.12. Se T' € B(H) ¢ autoadjunto. Entao,

IT]| = sup (T€, ).
lgll=1

Definigao 1.13. Sejam T e S operadores lineares em #H, defina dom(S + 7T') := dom S Ndom T
e dom(ST) :=={{ e domT : T¢ € dom S},

(S+T)=TE+ 5S¢ e (ST)E = S(T¢),

que sao chamados de operador soma e operador produto, respetivamente.

Teorema 1.14. Seja T : domT T H — H um operador linear e S € B(H). Entao, T*S* =
(ST)*.

Definigao 1.15. a) Dizemos que os espagos de Hilbert H; e Ho sdo unitariamente equivalen-
tes se existe um operador unitario U : H1 — Ha.

b) Dois operadores lineares T : domT; C H; — H;, j = 1,2, sao unitariamente equivalentes
se existe um operador unitario U : Hq — Ho tal que domTs := U domTj e

T, =UNU ' =UT\U"
Proposigao 1.16. Sejam Ty e Th operadores lineares unitariamente equivalentes. Entado,

a) se Ty € hermitiano (resp. autoadjunto), entao Ty também € hermitiano (resp. autoadjunto);

b) O'(Tl) = O'(TQ),
Prova: a) Por hipotese, existe um operador unitéario U : H1 — Hs tal que dom Ty = U dom T}
e Ty = UT1U*; note que dom 75 C Hs. Suponha 77 hermitiano. Dados &£, € dom 75,

(o, m) = (UTWU*)E,m) = (T (U*)E, U™n)
= (U, T1(U™n)) = (&, (UTWU")n)
= (&, Tam).

15



Portanto, T é hermitiano. Agora, suponha que 717 seja autoadjunto. Nesse caso,
Ty = (UL = U UTY) =UT{U =UThU" =Ts.
Portanto, T, é autoadjunto.

b) Dado z € C, vale
U(Ty — 21)U* = Ty — 21.

Assim, z € p(T1) se, e somente se, z € p(T3). Logo o(T1) = o(T3). O

Uma das propriedades fundamentais do espectro dos operadores autoadjuntos é o seguinte
teorema.

Teorema 1.17. Se T ¢é autoadjunto, entao o(T) € um subconjunto nao vazio de R.
Corolario 1.18. Se T' € autoadjunto e z € p(T), entao

1

|R=(T)|| = Ao ()"

Teorema 1.19. Seja T autoadjunto, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) z € p(T).
b) Im(T — 21) = H.
¢) Je >0 tal que ||(T — z1)¢|| > c||€||, V€ € dom T

Definigao 1.20. Um operador hermitiano T' é limitado inferiormente se existe 8 € R tal que
(&, TE) > B, V€ € domT'. Neste caso, usamos a notagao T' > 1 e dizemos que 3 é um limite
inferior para T. No caso em que § = 0, T também é chamado de operador positivo.

Teorema 1.21. Seja T um operador autoadjunto com T > (1, entao o(T) C [3,00).

Outra propriedade interessante é mostrada no seguinte teorema.

Teorema 1.22. Seja T' autoadjunto. Se A é um ponto isolado de o(T'), entao X\ € um autovalor

deT.

Definigao 1.23. Seja T" um operador autoadjunto.

a) O espectro essencial de T' & o conjunto oess(7") de pontos de acumulagao de o(7") junto
como os autovalores 1" de multiplicidade infinita.

b) O espectro discreto de T é o conjunto o4(T) = o(T) \ 0ess(T), isto é, o conjunto de
autovalores isolados de T', cada um com multiplicidade finita.

¢) Se 0ess(T) = 0, entao T diz-se ter espectro puramente discreto; se o4(T) = 0, entdo T diz-se

ter espectro puramente essencial.

Note que 0¢55(T) C o(T) desde que este ultimo é um conjunto fechado.

Definigao 1.24. Uma sequéncia (§,) C H converge fracamente a £ € H, &, 2 €, se para cada
n € H tem-se

(&nsm) — (&;m)-

Dizemos que (&,) C H converge em norma ou converge fortemente a & € H se

l&n — €|l = 0, n — occ.

16



O proximo resultado apresenta uma caracterizagao importante do espectro essencial.
Teorema 1.25. Se T € autoadjunto, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) A€ 0ess(T);

i) Existe uma sequéncia normalizada (§,) C domT (isto €, ||&,|| = 1, Vn) de tal modo que
&3 0e
(T' = X1)&, — 0, n — oo.

Tal sequéncia é chamada de sequéncia singular de Weyl para T em A.
Corolario 1.26. Se T € autoadjunto, entao oess(T) € um subconjunto fechado de R.

Definigao 1.27. Sejam (7},) uma sequéncia de operadores autoadjuntos e T' autoadjunto. Diz-se
que
a) T, converge para T no sentido forte dos resolventes (SR) se R;(Ty,) > R;(T), e denota-se
por 1T, S—If T.

b) T, converge para T no sentido da norma dos resolventes (NR) se R;(T,) — R;(T), e
NR
denota-se por 1, = T.
Observagdo 2. Se \g € C\ R e Ry, (T,) > Ry, (T) (ou em norma), entdo Ry(Ty,) = Rx(T)
(resp. em norma) para qualquer A € C\ R.

As provas dos resultados enunciados nesta segdo podem ser encontrados em [4].

1.3 Operadores compactos

Definigao 1.28. Um operador linear T : domT & H — H é compacto, também chamado de
completamente continuo, se T'(A) é compacto em H para todo subconjunto limitado A C dom 7.

Observagao 3. Equivalentemente, T : domT' & H — H é compacto se para toda sequéncia
limitada (&,) C dom T, a sequéncia (T'§,) tem uma subsequéncia convergente em .

O seguinte teorema mostra uma caracterizacao dos operadores autoadjuntos com espectro
essencial vazio; devido a tal caracterizacao estes operadores também sao chamados de operadores
com resolvente compacto.

Teorema 1.29. SejaT : domT T H — H um operador autoadjunto e suponha que dim H = oo.
Entao, as sequintes afirmacées sao equivalentes:

i) 0ess(T) = 0.

ii) Eriste uma base ortonormal (§;)52, de H formada por autovetores de T, T&; = Nj&j, Vj,
com \; autovalores reais, contando suas multiplicidades, satisfazendo lim; o |A\j| = 00 (e
assim, cada um deles possui multiplicidade finita).

iii) R,(T) € um operador compacto para algum z € p(T) (portanto, Vz € p(T)).

A prova deste teorema pode ser encontrada em [4].
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1.4 Operadores multiplicacao

Seja ¢ uma medida de Borel positiva sob um espa¢o métrico X obedecendo p(F) < oo, para
todo conjunto de Borel limitado £ C X. Fixado um conjunto de Borel F, seja ¢ : E — C uma
funcao mensuravel. Definimos o operador multiplicagdo por ¢ como o operador linear

dom My, := {¢ € L (E) : (pv) € Ly (E)},
(M) (z) = p(x)ip(z), Vip € domM,.
Proposigao 1.30. dom M,, ¢ denso em Li(E) e My, = Mg.
Corolario 1.31. M, ¢ autoadjunto se, e somente se, ¢ € uma funcao real.

Exemplo 1. Seja ¢ € Lzo(Q), com p sendo uma medida o—finita. Entao, o operador multipli-
cagao por ¢, My : L, (Q) — LE(Q),

(My)(t) = o)y (1), Vi € Li (),

¢é um operador linear, V1 < p < co. Note que My € Li,(Q) para ¢ € LE(Q). Além disso, My
é limitado em L,(Q2), 1 < p < o0, e M| = ||4]| -

Definigao 1.32. A (u—) imagem essencial de uma fun¢ao mensuravel ¢ : E — C é o conjunto
de todos os y € C tais que u({z € E : |p(z) —y| <e}) >0, Ve > 0.

Proposigao 1.33.  a) O espectro o(My) € a imagem essencial de .
b) A € um autovalor de M, se, e somente se, ({1 (A\)}) > 0.

As provas dos resultados enunciados nesta se¢ao, assim como os detalhes do Exemplo 1, podem
ser encontrados em [4].

1.5 Formas sesquilineares

Seja dom b um subespaco denso no espago de Hilbert H. Uma forma sesquilinear em H é uma
aplicagao
b:domb x domb — C

que é linear na segunda varidvel e antilinear na primeira. b é hermitiana se

b(&,n) =b(n,&), VEn € domb.

A aplicagao & — b(&,€) = b(€), £ € domb, é chamada de forma quadrdtica associada a b. Em
algumas situacoes denota-se dom b x dom b simplesmente por dom b.

Observagao 4. i) Vale a seguinte identidade de polarizagio para formas quadraticas:
4b(&,m) = b(§ +n) — b(§ —n) —ib(§ +in) +1b(§ —in), VEn € domb.

ii) b é hermitiana se, e somente se, a forma quadratica associada é real. De fato, suponha que
b seja hermitiana. Para cada £ € dom b,

b(&) = b(&,€) = b(€, &) = b(&),
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ou seja, b(§) é real. Agora, suponha que b é uma forma quadrética real. Do item 1),
quaisquer que sejam &,7n € dom b,

b(&,m) = 1/4[b(& +n) — b(§ — 1) — ib(E +in) +ib(§ — in)]
= 1/4[b(n + &) — b(n — &) —ib(n — i&) +ib(n + )]
= 1/4[b(n + &) — b(n — &) +ib(n + i§) — ib(n — )]
= b(n,$),

ou seja, b é hermitiana.

Definigao 1.34. Uma forma sesquilinear é limitada se

b€1,§2

o= sp  ELE
b crdoms TELTTER]
£1,627#0

¢ finito, isto &, ||b]| < oo.

Exemplo 2. O produto interno (-, -) num espago de Hilbert H é uma forma sesquilinear limitada,
de norma 1.

Proposigao 1.35. Seb: H xH — C € uma forma sesquilinear limitada, entdo existe um unico
operador T, € B(B) satisfazendo

b(&1,&2) = (Thé1, &), V&1,& € H.

Além disso, ||Tp|| = ||b]| e se b é hermitiana, entao Ty é autoadjunto.

Observagao 5. Existe uma correspondéncia biunivoca entre as formas sesquilineares limitadas
(resp. hermitianas) em H e os operadores limitados em H (resp. autoadjuntos). A forma
sesquilinear do Exemplo [2] tem como operador autoadjunto associado o operador identidade.

Definigao 1.36.  a) Seja b uma forma sesquilinear hermitiana. Entao, b é positiva se a forma
quadratica associada satisfaz b(&, &) > 0, V& dom b.

b) Seja b uma forma sesquilinear hermitiana. Entao, b é limitada inferiormente se existe € R
com b(&,€) > B|€]|?, V€ dom b. Neste caso, denotamos b > $1 e dizemos que 3 & um limite
inferior de b. Note que b — 1 define uma forma sesquilinear positiva a qual é dada por

¢) Seja b uma forma sesquilinear hermitiana e (&,) C domb. (&,) é chamada de sequéncia de
Cauchy com relagao a b (ou em (domb, b)) se b(&, — &) — 0 quando n,m — oo. Diz-se
que (&,) converge a & com relagao a b (ou em (domb,b)) se & € domb e b(&, — &) — 0
quando n — oo.

d) Uma forma sesquilinear b é fechada se para cada sequéncia de Cauchy (&,) em (domb, b)
com &, — £ em H, tem-se £ € domb e &, — & em (domb,b).

Observagao 6. Note que se b é uma forma sesquilinear limitada inferiormente, entao sua forma

quadratica associada é real. Logo, pela Observagao [4] tem-se que b é hermitiana.

Se B é o limite inferior da forma sesquilinear b, definimos o seguinte produto interno em
domb C H:

Emy=0b&n)+1-p)Emn), VE&nedomb.
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Note que

(£, =b(&,8) + (1= B)(,8) =b(&) + (1 = BIIEI® = b(&) — BIEI* + €N > lI€)>

Logo, [l€]l+ = v/(&€)+ > [I€], V¢ € domb.

Lema 1.37. Seja b uma forma sesquilinear hermitiana tal que b > 51, para algum 8 € R. Entdo,
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) (domb, (-,-)4+) é um espago de Hilbert.
it) b é fechada.

Exemplo 3. Dado um operador linear T' : domT" & H — H, podemos definir duas formas
sesquilineares hermitianas e positivas. Mais precisamente, definimos dom b := dom T =: domb e

b(&,n) = (T, Tn),
b(€,n) = (T€,Tn) + (€, 7).

Em particular, desde que b(&, &) = ||T€|1? + ||€]1? = [|€]I3 (isto ¢, o quadrado da norma do grafico
de T), b é fechada se, e somente se, T' é fechado.

Esta forma quadrética pode ser vista como uma motivacdo para a introdugdo do produto

interno (¢,n)+ e o Lema[L1.37

Exemplo 4. Um operador hermitiano T : dom7T E H — H define uma forma sesquilinear
hermitiana b7 da seguinte forma:

bl (&) = (€, Tn), domb’ =domT.

Ainda mais, b7 ¢ limitada inferiormente se, e somente se, T ¢ limitada inferiormente. b’ &
chamada de forma sesquilinear gerada por T.

As provas dos resultados enunciados nesta segdo podem ser encontrados em [4].

1.6 Operadores associados as formas quadraticas

Definicao 1.38. Dada uma forma sesquilinear hermitiana b6 : domb — C, domb C H, o
operador Ty associado & b é definido como

dom Ty := {& € domb: 3¢ € H com b(n, &) = (n,(), Vn € dom b},
Ty¢ :=¢, ¢ edomTy,

isto &, b(n,&) = (n, Tp€), VYn € domb, V¢ € dom Tj,. Tal operador Tj esta bem definido desde que
domb C H.

Note que Ty é simétrico, pois, desde que b é hermitiano, para &,n € dom T,

(0, Tv&) = b(n, &) = b(&,n) = (£, Tyn) = (Tyn, ).

Além disso, se b é uma forma sesquilinear hermitiana limitada, o operador T} da Definigao [1.38
coincide com o operador da Proposigao [1.35

O proximo teorema é conhecido como representagao de formas sesquilineares.
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Teorema 1.39. Seja dombE H eb:dombx domb — C uma forma sesquilinear fechada com
limite inferior 5 € R (portanto hermitiana,).

Entao, o operador Ty associado a b é o unico operador autoadjunto com domTy, E domb tal

que
b(naf) = <77)Tb€>a V77 € dom b, Vf € dOHlTb.

Ainda mais, Ty, > 1 e dom T}, € um cerne de b, isto €, blgom, = b . O subespago domb é chamado

de dominio da forma de Tp.

O proximo resultado é uma versao do Teorema [1.25] o qual apresenta uma caracterizagao do
espectro essencial no qual a forma quadratica associada a T apareca.

Teorema 1.40. Sejam T : domT T H — H um operador autoadjunto e positivo e b a sua
forma quadrdtica associada. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) A€ 0ess(T);

i) Eriste uma sequéncia normalizada (£,) C domb, de tal modo que &, =0 em H e
(T'—A1)&, — 0, n— oo,

em (domb)*, o qual denota o espago dual do espago domb.

As provas dos resultados enunciados nesta se¢ao podem ser encontrados em [4] e [1§].

1.7 O principio Max-Min

Em alguns casos é possivel caracterizar os autovalores de um operador que estao abaixo do seu
espectro essencial através de uma aproximacgao variacional. Vejamos os resultados abaixo.

Proposicao 1.41. Seja T : domT T ‘H — H um operador autoadjunto e limitado inferior-
mente. Suponha que, contando a multiplicidade, os autovalores de T sejam

AM< <3< < infaess(T).

Entao,
: (& T¢)
, T
Ay = <§ 2€>, Es ::El@N(T—AQI)
o£ecdomTnEL |||
T
A = inf (€, 7¢) em que FEyp_1:=FEr_o® N(T — M\p_11).

0£ecdomTELE |IE]12 7

A Proposicao [I.41] é conhecida como caracteriza¢ao variacional do espetro discreto.

Teorema 1.42 (Principio Max-Min). Seja T : domT T H — H wm operador autoadjunto e
limitado inferiormente. Para cada n € N, defina

My,_1 | Y€dom TﬁMfl;l
llbll=1

An(T) = sup { inf <¢,T¢>}, (1.1)
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em que o supremo € tomado sobre todos os subespacos lineares M, _1 de dimensdo no mdzrimo
n — 1. Entao, para cada n € N, tem-se o sequinte:

(i) M(T) < Aess(T) = inf{\ € oess(T)} se, e somente se, T tem no minimo n autovalores
menores que Aess(T'). Neste caso, \p(T) € o n—ésimo autovalor de T e o infimo em
é atingido quando M,_1 = [e1,...,en—1], em que e; € o j—ésimo autovetor de T
(1 =1,2,...,n—1) correspondente ao j—ésimo autovalor.

(17) M(T) = Aess(T') se, e somente se, T' tem no mdzimo n—1 autovalores menores que Aess(T)
e, neste caso, Ay (T) = M\ (T'), para todo m > n.

Sera conveniente ter uma versao do Teorema [1.42] no qual a forma quadratica associada a T
aparega.

Teorema 1.43. Sejam T, \,(T) e M,_1 como no Teorema[1.43 Entdo, para cadan € N,

M (T) = sup { inf b(?/))},

My,_1 | Y€dombnM L |
lll=1

em que b(-) e domb sdo a forma quadrdtica e o dominio da forma de T, respectivamente.

Definicao 1.44. Seja H; um subespago linear fechado de um espago de Hilbert H. Sejam
S:domSCH —HeTl:domT C H; — H; operadores autoadjuntos positivos. Denote por
a e b as formas quadréticas associadas a S e T', respectivamente. Dizemos que 0 < § < T se, e
somente se, domb C doma e

0 < a(€) <bE), VEedomb.

Lema 1.45. Sejam S e T como na Definicao e suponha que 0 < S < T. Entao, \,(S) <
M(T), para todo n € N.

As provas dos resultados enunciados nesta se¢ao podem ser encontrados em [4] e [§].
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Capitulo 2

Laplaciano de Dirichlet-Neumann em
faixas estreitas

Neste capitulo definimos detalhadamente a regidao do plano de interesse de nosso estudo. Em
seguida, usando formas quadraticas, definimos o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann
nessa regiao. Algumas mudancgas de varidveis que serdo uteis ao longo do texto também sao
apresentadas.

2.1 Geometria da faixa

Dado um intervalo aberto I C R (limitado ou ilimitado), seja y : I — R? uma curva plana, de
classe C2 e com velocidade unitéria (isto é, o seu trago esta contido em um plano e ||§(s)|| = 1,
Vs € I). Escrevendo v = (7!,7?), sejam

;Y = (71572) € n= (_;}/25;}/1)

o campo de vetores tangentes unitarios e o campo de vetores normais ao longo de «, respectiva-
mente.

A curvatura de 7y é definida através da férmula de Frenet—Serret como
k= det (9,7) = (§,m) = =y -n.
Neste texto vamos supor que xk € L>(I).
Dado £ > 0, definimos a aplicacdo L. : I x [0,1] — R? como
L.(s,t) :==(s) +etn(s), Vse&l,Vvtelo,1].

Observe que, fixando t € [0, 1], a aplicacdo s — L.(s,t) descreve uma curva “paralela” a v e a
uma distancia |et| dela. Por outro lado, fixando s € I , u — L.(s,t) descreve uma linha reta
ortogonal & v em s.

A aplicacdo L. ¢ de classe C'! no aberto Q := I x (0,1). Agora, vamos verificar que o determi-
nante da sua matriz Jacobiana, denotada por JL., é nao nulo para todo € > 0 suficientemente
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pequeno. Observemos que

Lc(s,t) =7(s) +etn(s) = (v (s),7%(s)) + et (—37(s), 7' ())
= (v'(s) — et3*(s),7°(s) + et (s)) = (LL(s,1), L2(s,1))

em que Ll(s,t) == y!(s) — et¥?(s) e L2(s,t) = 7?(s) + t¥!(s). Logo,

oLl aﬁl y )
_ [T (s1) (s) —6t72<8) —&92(s)

ds

)
)

= ('(s) — t52(5)) (g7 (5)) — (—%*(8))(°(s) + £t7' (5))
( (s)¥

Desde que € L*(I), temos
elliloe < 1, (22)

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Assim, det JL.(s,t) # 0, para todo (s,t) € Q, desde
que € > 0 seja suficientemente pequeno.

O Teorema da Aplicacio Inversa garante que £. é um difeomorfismo local de classe C'! em
Q. Supondo que L. é injetora (ou seja, que a faixa nao se auto-intercepta), segue que L. é um
difeomorfismo global de classe C' em €.

Para cada € > 0 suficientemente pequeno, definimos a faixa estreita

Q. = L().

A imagem (). num sentido geométrico descreve uma faixa aberta, que ndo apresenta intersecao
consigo mesma, contida entre as curvas paralelas

V(I) = Le(I x{0}) e (1) = L(I x {1}),

e, se I # 0, as linhas retas L. ({inf I'} x (0,1)) e L({supI} x (0,1)). Observe a Figura [1}

2.2 Operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann e mudanca de
variaveis

Consideremos a forma quadréatica Q%EN definida por

= /Q |V (2)|*d, (2.3)

dom (Q%y) ={T e H () : T =0 em 090 \7.(I)}
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Denotamos por fA%EN seu operador autoadjunto associado que também é chamado de operador
Laplaciano de Dirichlet-Neumann. Grosseiramente falando, este operador age no espaco de Hil-
bert L?(Q.) com condicdes de contorno de Dirichlet e de Neumann sobre +y e 7., respectivamente.
Se OI # (), valem as condigoes de Dirichlet nas partes restantes de 9.

E natural expressar o operador —A%EN nas coordenadas (s,t) determinadas pela inversa da
aplicagao L.. Assim, vamos realizar uma mudanga de varidveis de forma que a regiao de inte-
gragao em ([2.3) seja mais simples e ndo dependa de ¢.

Definimos a fungao h.(s,t) := 1 — etk(s), (s,t) € Q. Assim, podemos escrever
det JL.(s,t) = ch:(s,t), (s,t) €.
Observe que ([2.2)) fornece uma estimativa uniforme

0<1—esup|r(s)] < he(s,t) <1-— Ein§ |k(s)] < o0, (2.4)
sel s€

para todo (s,t) € Q e para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Considere o espaco de Hilbert H. = L?(Q, h-(s,t)dsdt) em que o seu produto interno (-,-). é
dado por

Wszlﬁ@ﬂwaﬂm@QMM,mweﬂa

Consequentemente, a sua norma associada || - || é

HMEzAW@ﬁF%@ﬁMM, e He. (2.5)

Definimos o operador linear

U.: L*(Q.) — He

por

UV =eVoLl, elL*).

Afirmamos que U; & unitdrio. De fato, denote por [ - [[12(q.) a normal usual de L?(€2.). Entdo,
pelo Teorema de Mudanca de Variaveis, sendo £, um difeomorfismo de classe C! temos

||\Il||%2(Q€) = /Q |U(x)* do = /Qey(\ll o L:)(s, )| he(s,t) dsdt
= / |Ve(T o L.)(s,t)|? he(s,t) dsdt
Q
_ / U0 (s, 6)[2 ho(s, 1) dsdt = U 0|2,
Q

ou seja,
19220y = U9, YO € L*().

Portanto, U é uma isometria. Além disso, é facil ver que U é sobrejetor e U- ' = U?. Sendo
assim, U, é um operador linear unitério.

O proximo passo é aplicar a mudanga de variaveis definida por U, & forma quadratica Q%EN.
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Neste caso, alguns calculos (veja apéndice mostram que
Q.[W] = Qi (U-'¥)
2 2
[ g [ OGOE g,
o he(s,?) Q

e2

dom(Q.) ={p € H'(Q): =0 em N\ (I x {1})}.

Denotamos por H. o operador autoadjunto associado & Q.. Desde que U, é unitério, os
operadores fA%EN e H. sao unitariamente equivalentes. Mas precisamente, vale a relagao

H. = U:(— Afy)UZ = Us (= Afy) U

Desde que —A%EN é autoadjunto, a Proposicao m garante que H. também é autoadjunto.
Ainda mais, o(H.) = J( - A%N). Portanto, a partir de agora vamos a estudar o operador H..
Vamos trabalhar no espaco de Hilbert L?(€, h.(s,t)dsdt) com a norma | - || dada por (2.5).

Uma relagao que pode ser ttil é a seguinte. Observemos que

(1 - esup |s(s)) /Q (s, 1) Pdsdt < /Q 95, )b, )dsdt < (1~ < inf |s(s)) /Q (s, ) dsdt,

sel
ou seja,
(1= esup et Il < 1012 < (1< int oo )P
sel sel
em que || - || denota a norma usual de L?(f2). Portanto,
2
1 —esup |k(s)| < ’WH; <1—cinf |k(s)], Vi€ He, p#D0. (2.6)
sel 1]l sel

A raz@o entre as normas age como 1+ O(¢), quando € — 0.
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Capitulo 3

Convergéncia espectral

Seja —A%EN o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann definido na Secao [2.2[ do Capitulo 2.

: NN Q: Y100
Consideremos a sequéncia {A\;( — A%y)

Jj=1
—A%EN dada pelo Principio Max-Min. Relembremos que cada )\]( — A%EN) representa ou um
autovalor (discreto, repetido de acordo com a sua multiplicidade) inferior ao espectro essencial

ou o infimo do espectro essencial de fA%EN. Neste capitulo, estabelecemos um limite superior e

crescente correspondente ao problema espectral de

C . . . . . A AR 00
um limite inferior para os valores da sequéncia { )\]( A DEN) }jzl.

Ao final do capitulo é apresentado um dos principais resultados do trabalho, assim como a
demostracao de ; veja a Introducgao deste trabalho.

3.1 Limite superior

Seja 1) uma fungao teste no dominio dom(Q.) da forma

P(s,t) = @(s)xa(t), (3.1)

em que x1(t) == v/2sin(nt/2) e p € H(I). Note que 1 é a autofungio normalizada correspon-
dente ao menor autovalor do operador Laplaciano unidimensional —Ag}\lf) sujeito as condigoes
de contorno de Dirichlet e de Neumann em 0 e 1, respectivamente.

Agora, vamos analisar a diferenca Q.[y)] — (7/2¢)?||¢||? para fungdes da forma (3.1)). Obser-
vemos que

oul — (I ) Iz = [ P0F,, dt+/ B O, (a1 >dsdt—(§€)2wu§

5,

|’ ( )Xl (1)) \90
/ i [l gy / he(s, £)dsdt (3.2)

< ) / (8) 2o (s, £)dsdt.
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Vamos analisar a segunda integral da tltima igualdade com mais detalhes:

AWWW dt = 1/(/1x1 (1), stdt)so (s)|2ds
([ o - contopa)etsPas
=5 ([ e Pa)w peas—2 [ ([ |mQ (s) ds
(&) [ oo ([ e

Na ultima igualdade, foi realizada uma integracao por partes e usado o fato de que

2
—wﬂﬂ—<g>xﬂm te 1), (33)

Agora, vamos analisar a ultima integral de

<%J /w¢ Pa®F he(s, )dsdt = (;)2/Ww X1 ()2(1 — etr(s))dsdt

< ) [/Iso s)xa(t |dsdt+/|90 )x1 () [Petr(s)dsdt
- ) ([t |&)¢ )Pds
(@) ([ moraaomors

(/ ) S)IFds *(25) /(/1|X1 2dt)lso( )[2ds
([ wo 2“0 2“‘()(/(/Im R ECRE
() () o) srotoas

:/1(02(1<() ) s)Pds — /(/le |tdt) 5)Pds
B (Lo
-0 )

/[/1«§>“1t X W) }“Nﬂ@%&

/’<<>|M B~ iR )t = 1.

m
2¢
m
2¢

Sendo assim,

o.vl- (£ )nwﬁ

Desde que
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segue que

o~ (Z) 1wtz = [ ([ B0 wgpas+ [ igeppas

Por simplicidade de notacao, definimos

_ [t ha®P
acs(s) ._/O h:(s,t) dt,

o~ (Z) 12 = [ (sl + “DjoioprJas

Agora, observemos que, para cada s € [

€ escrevemos

a:(s) < sup / x1(t 2dt
«(5) (s,t)EIx( 01)h (s,t) |

1
sup S )
(s,)eIx(0,1) he (3 t) 1 — esupgey K(s)
ou seja,
1
< . 3.4
iléI; ae(s) < 1 — esup,er K(s) (34)
Desde que £ € L>®(I) e |[¢|lp2(r) = [[#]| (relembremos que | - || denota a norma usual em
L?(£2)), podemos escrever
Q. [¢] (7">2 1 [/( a2 B(s) 2) }
— | — — e + — d
iz~ \2) ~ i [, (eI T s
(2.9 1 / 2 K 3) 2
= emmroE |, (O + et
1

QR Ry 1 3 U <“E(S)'“’/<S)'Z * K(f)'@(s)'z)ds}

1 I @Pds o[ e
z [ AR o) }

T; [o(a)Pds
C G (e e as

(1 — esupk(s))?

_ C swa(s) [ s()le(s)Pds
(1 — esupk(s))? J; le(s)]2ds (1 —esupr(s))?  [;le(s)?ds
Agora, faremos mais algumas estimativas que serao tuteis. Novamente, desde que k € L*>(1),
existe uma constante K > 0 tal que
swpe(s) [is)lel)Pds| | (supa(s)? | _
A —cswpr(9)? [ lpe)Pds | = |1 —esupr(s)?| =
2esup k(s) — (esupk(s))?| |2supr(s) — e(sup r(s))? - < Ke
(1 — esupk(s))? B (1 — esupk(s))? -
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Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno,

_ supk(s) J11(8)le(s)Pds =0(1),

(1 — esupx(s))? fI lp(s)[2ds
1 _ 2e sup k(s) — (esup k(s))? _
=1+ (1 — esup k(s))? =1+06).

(1 —esupk(s))

Portanto,

Ji (!«p’(s)P + “gs)yga(s)y?) ds
J7lo(s)[2ds

Qfy] (m)? .
e <2> <o)

quando € — 0.

+0(1),

Consideremos agora a forma quadratica unidimensional
K(s)
Qulil = [ 1)+ [ “jp(o)as,

dom(Qp) :== H}(I). Seu operador autoadjunto associado ¢ denotado por Hy. Mais precisamente,
Hy = —A{) + k/e, em que Af) é o operador Laplaciano de Dirichlet unidimensional em I.
Considere a sequéncia {\;(Hp)}32; dada pelo Principio Max-Min. Entdo, pelo Lema m para
cada j > 1,
T 2
M)~ (32) = [+ 0 (H) + 00)
A\j(Hp) +0(1) (3.5)

Aj<—Ag+’;> +O(1),

quando ¢ — 0.

3.2 Limite inferior

Para cada s € I fixo, considere a forma quadratica
_ 1
Gucld] = [ 0005, ) el )k, 6 € dom(Q0),
0

agindo no no espaco de Hilbert L?((0,1), h-(s,t)dt). Denotemos por f[g,g seu operador autoad-
junto associado.

Seja /\1(1?275) o primeiro autovalor de ﬁgvg. O Principio Max-Min garante que
(s, t)]? A (H
/ “Wg’)‘hs(s,t)dsdt > / MUH22) s 1) 2 (s, t)dst, (3.6)
Q Q

£2

para toda ¢ € dom(Qy).
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Voltando a forma quadratica original Q., (3.6 implica

/ |8sw CRIL / M 22) s 2ha(s, )dsdt, (3.7)
o &2

para toda ¢ € dom(Q;).

Para continuar com as estimativas vamos precisar de um problema auxiliar. Seja v(e) = A1(T¢)
o menor autovalor do operador T, agindo no espaco de Hilbert L2((0,1), (1 —et)dt), definido por

(To)(t) = —X"(1) + X (0,

x € dom T, == {x € H*(0,1) : x(0) = x'(1) = 0}.

Note que v(0) = A\ (Tp) = (7/2)? e sua autofuncio associada é xi (relembre que x1(t) =
V/2sin(wt/2)). Da Teoria de Perturbacio Analitica, tem-se

quando € — 0, em que

0= (MY ww)= [ 40 )1 - epar
- /O \gw cos (gt) V2sin (;%) dt =
Portanto, ,
v(e) = <72T> +e+ O, (3.8)

quando € — 0, (veja [16] para mais detalhes).
Usando a expansao para A1 (H2) = v(ek(s)), tem-se
2 |8sw )
o.[v] - ( )||¢||_/ >ddt+( )/|wst|h(st)dsdt
s [t ) (25( s, e ()
|831/J K(s) 2 2
/ 1095 D dt—s—/Q (5 + O((k(s)) ))|¢(s,t)| he(s, t)dsd.

Desde que k € L*(I), existe uma constante C' > 0 tal que

ol — (Z) Itz [ ((2LOF 5O e o, o Jasar

einf k(s )
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Além disso,

Q] _(m\, 1 Dto(s ) K(s) 02 ) ds
e (2) anz/gz(l—ainfn(s)* e Vel + O o) )d‘“

< 1 059, )7 K(s), e s )2 )ds
= (1—smf/<;(s))|¢||2[/Q<1_€mfﬁ(s)+ =[5, 07 + Clo(s, 1)l >d dt}

1 fQ 05b(s, )2dsdt 1 —cinfr(s) [y “2|(s, t)[2dsdt
(1 —einfr(s))? [, [¥(s,t)[>dsdt (1 —einfr(s))? [, [¥(s,t)[>dsdt
C fﬂ (s, t)[Pdsdt

1 — einf k(s) fQ [(s,t)|2dsdt
1 Jo (|35¢(s,t)|2 + “(j)|w(s,t)2> dsdt
(1 —einf r(s))? Jo 19 (s, t)[2dsdt

B inf k(s) Jo 5(8)[0(s, t)|*dsdt C
(1—cinfr(s))? [ |9(s,t)|?dsdt 1 —einfr(s)

Novamente, desde que k € L*°([), a constante C' > 0 também pode ser tomada de forma que

B inf k(s) Jo &(s)|(s, t)\stdt‘ < ‘ inf k(s) fQ [ (s,t)[2dsdt
(1—ceinfr(s)? [, |w(s,t)|2dsdt | = | (1 —einfr(s))? Jo lt(s, |2d5dt

inf x(s)sup k(s

(1 —einfr(s))?| —

sup k(s)

Logo,
B inf k(s) fQ Kk(8)|1 (s, t)[>dsdt o
(1—ceinfr(s)? [ |0(s,t)|>dsdt B ’

quando ¢ — 0. Por outro lado, também temos

B
1 —einf k(s)

=0(1),

quando € — 0. Assim,

Jo <|3s¢(5,t)|2 + &) (s,t)|2>dsdt
Jo [1(s,t)[2dsdt

f (@w(s, Hi2 + @w(s,m?)dsdt
fQ [t (s, t)|>dsdt

+0(1) + 0(1)

QY] (27;

2
TE ) = [1+00)

=[1+0(e)]

+0(1),

quando ¢ — 0.

Note que a forma quadréatica

é0[¢] = /Q (](’“)81/)(5,75)|2 + Kis)|1/)(s,t)|2>dsdt, ¥ € dom(Q.),

pode ser identificada com a forma quadratica unidimensional associada ao operador Hy. Logo,
pelo Lema [I.45] tem-se, para cada j > 1,

s

M) = (32) 2 [+ O (Ho) + 0(1) = \y(Ha) + OQ),
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quando € — 0. Portanto,

2
Nj(H.) — (”) >\ ( ~AL 4 :) +0O(1), (3.9)
quando € — 0.

Das estimativas 1} e l) para os valores da sequéncia {)\j(Hg)};‘;l, e do fato que os

operadores —A%EN e H. sao unitariamente equivalentes, tem-se o seguinte resultado:
Teorema 3.1. Para todo j > 1,

™

Q. 2 K
)\j(—ADN):<%) + A —AE—I—E +O(1), quando e — 0.

Observagao 7. O Teorema[.6]do Apéndice [C] garante que, para todo j > 1,

inf
Aj ( - AL+ :) = 1n€/<g +o0(e7!), quando e— 0. (3.10)

Como uma nova versao do Teorema podemos afirmar que, para todo j > 1,

7r>2 inf

-1
— d — 0.
9 +o(e7"), quando e

Aj(—AN) = <

Assim, obtemos o comportamento assintotico dado por na introdugao deste trabalho.
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Capitulo 4

Convergéncia uniforme dos resolventes

Neste capitulo vamos estudar com detalhes o mecanismo por tras da convergéncia dos valores da

sequéncia {)\j(—A%N) ;-";1. Encontraremos um comportamento assintético para esses valores,

semelhante ao encontrado no Capitulo[3] mas por outras estratégias. Mostraremos que a conver-
N N Q . . A
géncia da sequéncia {\;j(—A5y) ;";1 pode ser obtida como consequéncia de uma convergéncia

em norma dos resolventes dos operadores { —A%EN}DO.

4.1 Apresentacao do resultado principal

Na Secao do Capitulo 2 identificamos o operador —A%SN com o operador H. agindo no
espago de Hilbert H.. No entanto, a partir de agora, serd mais conveniente trabalharmos com
operadores agindo sobre um espaco de Hilbert "fixado", ou seja, que nao depende do pardmetro
¢. Relembremos que H. = L?(, h-(s,t)dsdt). Definimos o espaco de Hilbert

HO = LQ(Q),
com a métrica usual de R?. Seja U.:H. — Ho o operador linear limitado dado por
Ua¢ =V hetb.

Observemos que U, é unitario. Assim, para cada € > 0 suficientemente pequeno, definimos o

operador
H.:=U.HU: =U.H.U "

Ao longo deste capitulo vamos supor que
k€ L¥(I).

Consideremos também o operador desacoplado
7o L,k 1\ 2 2

A notagdo com o indice 0 é somente uma convencao de notagao pois Hy ainda depende de €.
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Recordemos que o mapa
W@ @)(s,t) = P(s)p(t), o € LX(I), p € L*(0,1), (4.1)
pode ser estendido a um isomorfismo isométrico, em que
1 ® ell2nerzon = 1¥ll2mlellzon, Ve € LA(I), Yo € L2(0,1).
Logo, podemos identificar Hy como um operador em H.

Observemos que

2 .
R T inf K
Hy > | — . 4.2
0_<2€> + € ( )

Relembrando as consideragoes da Segao [3.2] do Capitulo 3, também temos

v(einf k) B3 (77>2+ inf K

N v(ek) S 38) (T
- o\ 2 €

H >

+0(). (4.3)

g2 g2

A primeira desigualdade foi estabelecida pelo operador H. e a desigualdade em (3.7). A segunda
desigualdade é devido a monotonicidade da aplicacao € — v(e); veja [11].

Fixando um nimero qualquer

kK > —inf K, (4.4)
temos ) )
R inf x @4) .
oy <m (T} W@y TV K (45)
2e e 2e €

Assim, Ho — (7/26)® + k /e e H. — (m/2¢)? + k /e sdo operadores positivos, para todo ¢ > 0
suficientemente pequeno. Agora estamos prontos para enunciar um dos resultados principais
deste capitulo.

Teorema 4.1. Em adi¢ao a injectividade de L. e a limitagao de k, suponhamos k' € L*(I).
Entao, existem constantes positivas €y e Cy, dependendo somente de kK e do supremo das normas
de k e K/, tais que

- ()4 [ () +9

para todo € € (0,¢ep).

< 0053/27

A demonstracido deste teorema requer varios passos que serdao apresentados nas proximas se-
coes.

4.2 Formas quadraticas

Nesta secao vamos explicitar a forma quadratica associada ao operador H.. Para isso, definimos
Qe[w] = Qe[ﬁglw]a (CNS dom(@e) = Ue dom(Qa)-
Desde que os dominios dom(QE) coincidem e nao dependem de &, denotamos dom(@a) =

U. dom(Q.) := D. Além disso, desde que Uglw = h;l/Qz/J, alguns calculos (veja apéndice
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mostram que, para cada ¥ € D,
Q:[] = Q:[U- ") = Qe[n'/?y)]

0s ( 1/2 s, )2 O h§1/2 s, D)(s, )2
[ OO 1 [ DO,

_/ |:|68¢(Sat)|2+ |at1/)(87t)|2
B Q hg(57t) 62

+ (Vsl(svt) - Vs?)(svt)ﬂdj(&t)lQ + ‘/;Q(Svt)%(¢(s7t)asw(sﬂt)) dsdt

—|—/ v (s, 1) |[Y(s, t)|*dsdt,
Ix{1}

em que
242 () 2 K (s
V(1) AEPUR, Vist) =
1 (n(s))” R C)
‘/53($7t) T 4h2( s, )7 Ua(S,t) 55(1—55(3))

Observemos que a expressao da forma quadratica 0. depende fortemente de € > 0 e da geometria de v,
no entanto, seu dominio nao depende nem de £ > 0 e nem de x; D é um subespaco do espago de Hilbert
L?(9) com a métrica usual.

4.3 Operadores renormalizados

Nesta se¢ao faremos as renormalizagoes necessarias com os operadores H. e Hj para dar continuidade ao
estudo.

Por simplicidade de notagao, definimos

Lk g (T LK
L —I’IE <2€> E e Lo.—H() (28) +€

Denotamos por I, e [y as formas quadraticas associadas a L. e Lg, respectivamente. Observemos que
dom(l.) = D, para £ > 0 suficientemente pequeno. Além disso, H, foi inicialmente definido como uma
soma direta, usando o isomorfismo natural , assim, podemos identificar o seu dominio dom(ly) com
D. Ainda mais, é possivel mostrar que

i) = [ oo 0 + 5 lowts o = (5) 1t 0] + 2 0 et

1 € D, é a forma quadratica associada & Ly. De acordo com os calculos da Segao também temos

S 2 m 2
Lol = [ {2y Lo - (5) ook | + (V60 - 12 + £ lunp
+Vg(s,t)ﬂ?(d)(s,t)&u/;(s,t))}dsdt+/{jvs(s,t)h/)(s,t)zdsdt,

Y € D, em que 0 :=1 x {1}.

Além disso, sera tutil definir um operador intermediario, obtido a partir de L. ao se omitir alguns
termos nao singulares que dependem de €. Para isso, observemos que existe uma constante positiva C, a
qual depende de £ e do supremo das normas de x e ', e de forma que

V2 (s, 1) < Ce2, [V2(s,1)] < Ce, V2(s,t)] < C, (4.6)
|U5( )| < CE_lv |h5(8,t) - 1| < CE, |V51(87t) - ‘/;3(87t)| < 07
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para todo (s,t) € €. Levando em conta estas estimativas, introduzimos o operador L como sendo o
operador associado & forma quadréatica [ definida por

= [ {0660 + S iowts, 0~ (5) 160 + St 0 Jasa + [ ot

dom! =D.

Inicialmente, nosso objetivo serd mostrar que L. e L estao suficientemente proximos, no sentido uni-
forme dos resolventes, para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Faremos agora algumas estimativas que serdo uteis nas proxima se¢oes. Dadas as estimativas em (4.6)),
para ¥ € D

o] — 1] = \ JAO2 60 = Dl ) + (VA (500) = V) (s, )
+ V2(s,t)R((s, 1) 0s1b(s, 1)) }dsdt
< [ AR50 = 1005, O + V2 (5.8) = V) (s, ) P
T IV2(s, D)l 1 (s, 1900 (s, )| st
< [ {CED(s. 0P + Clute ) + Celu(s, 0,01 yst

< Cellosvl* + Cllpl* + Cellwll|19sv.

Agora, observemos que

1/2
ellYllosyll = (/Q|1/J(Syt)|2dsdt) <52/9851/)(s,t)2dsdt)

1/2
(/ |¢(s,t)|2dsdt+52/ |65w(s,t)|2dsdt>
Q Q

1/2

IA

1/2
(& |@¢@¢nmau+/'m&wﬁua)
Q Q

e20sv)1* + vl*
< ellosl® + [l

Portanto, existe uma constante C; > 0 tal que
L[] = UW]| < Cilellsll® + 1911%), vy € D.
Ainda mais, existe uma constante C >0 tal que para todo € > 0 suficientemente pequeno, tem-se

¢

—lvl?, Ve eD. (4.8)

min{lc [y], lo[y], 1[¢]} > C(0:0]% + 7 [¢)?) >

Portanto, . . R
L <C7le, LG <C7le, LT < C7 M, (4.9)

para todo £ > 0 suficientemente pequeno.

4.4 Um resultado intermediario de convergéncia

Nesta se¢ao vamos estudar o comportamento da sequéncia de operadores L.. Temos o seguinte resultado.

Lema 4.2. Sob as suposi¢des do Teorema existem constantes positivas g € Co, dependendo somente
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de k e do supremo das normas de k e k', tais que
1Lt = L7 < Goe?,

para todo e € (0,ep).

Prova: Pela identidade de polarizacao para as formas sesquilineares geradas por [ e [, tem-se

(6 4) — U )] = ‘ / { )= 1)(@e(s, 00uib(5, 1)) + (Vi (5,8) — V(5. 0)) (B (5, 1))
+ 0 G )0.0(6,0) + (s, 00.0(6,0) st
S /Q {|h52(57t) - 1||6s¢(3’t)a9¢(57t)| + |‘/51(57t) 7‘/53(57t)||¢(57t)¢(3at)|

V2(s.t)
2

n (I6(s, )0u15(s,8)| + ¢<svt>as¢<s,t>|>}dsdt

2 / {Cewsqﬁ(s,t)asw(s,t)+c¢<s,t>w<s,t>|
Q

+ Ce(|o(s, 1) 05t (s, 1)] + w(&t)@sqﬁ(s,t))}dsdt
< Ce[ 05910591l + CliglllI]l + Ce(l ol Osll + 1111195 SI)-

1/2 1/2
£||0sb||]|0s20|| = <5/9|as¢(s,t)|2dsdt> <5/Q|651/J(5,t)|2dsdt)
1/2
< <s/ |8S¢(s,t)|2dsdt+/ |¢>(s,t)2dsdt)
Q Q
1/2
(5 / 10306 (s, 1) 2dsdt + / ¢(s,t)|2dsdt)
Q Q

= Vell0:0 ]2 + 012V ell0sv ]2 + 112

A mesma estimativa pode ser encontrada para os termos ||@||||¥], €l|@|l||0s¢] e €||]|]|0s¢]|. Portanto,
existe g9 > 0, que depende de £ e do supremo das normas de e «/, tal que

(¢, ) — 1(¢, %) | < O¢s||as<z>||2 + o2 Vellosy] 12 + [|¥]12

= gt

- <C>5m’

para todo ¢, € D e para todo € € (0,¢&p).

Observemos que

Tomando ¢ :== L= f e ¢ := L-1g, em que f,g € H sao arbitrarias, tem-se
(I = LD ) = 11=(6,9) — 18, %)

Desde que
(L7 )y =gl (LZ'g.g) =LY, (4.10)
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temos

(2t - 29001 < (5 )eVIRHm B2 (S ) et
%S( ) VLA 1L gl

) 21 £lllgl

Assim, tomando Cjy = C/é'z, temos

(L =LY f )] < Cod® £ lllgl-

Portanto,
ILZH = L7 = sup [(LZ' = L7Y)f )
Ifll=1
< CA’O€27
para todo € € (0, ). O

4.5 Uma descomposicao ortogonal do espaco de Hilbert

Relembremos que denotamos por xi(¢) a autofun¢do normalizada associada ao primeiro autovalor de
—Ag}\l,). Definimos o subespago fechado $1 = {¢1(s)x1(t) : p1(s) € L*(I)} de Ho e consideramos a
decomposigao ortogonal.

Ho = H1 © H1.

Desde que x; ¢ uma autofuncao normalizada, vale |[¢1x1|| = ||¢1|z2(r). Assim, dado 1) € Ho, tem-se a
decomposigao

V=11 +1, Y1 €N, YL €N, (4.11)

em que ¥1(s,t) = 1(s)x1(t) com (s fo (s,t)x1(t)dt. Observe que 91 € D se ¢p € D. A inclusdo
) € 9T significa que

1
/ V(s ()dt =0, qtp sel. (4.12)
0

Se 1) € D, entdo podemos derivar a tultima identidade para obter

1
/ 051 (s,t)x1(t)dt =0, qtp sel. (4.13)
0
Nosso objetivo nesta secao é demonstrar o seguinte resultado.

Lema 4.3. Sob a suposi¢des de Teorema existem constantes positivas €9 e Cy, dependendo somente
de k e do supremo das normas de k e K/, tais que

127t - 151 < e,

para todo € € (0,ep).

Prova: A principio, vamos mostrar que

lo[] = lo[vr] + bo[vr], ¥ €D. (4.14)
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Por simplicidade, vamos supor que a forma sesquilinear gerada por Iy é real. Para cada ¢ € D
escrevemos 1 = 1Py + 1, com ¢ € H1, P, € HT. Logo,

lo[t)] = lo[th1 + ¥L]
= lo[t1] + Lot 1] + 200 (1, %1).

Observemos que

tn ) = [ (B0 00,0160 + 5 005,00 5.0 (5 ) @rlespvo,0)

+ K%“(S)(a(s, b (s, t))}dsdt.

Para 1, € 91, ¥, € H7, tem-se

/8S¢1 8,1)0s1 (s,t)dsdt = /Q L(s)x1(8)0sv L (s, t)dsdt

’ 1(s) ( /0 1 x1(£)8s L (s, t)dt> ds

1 / Brr (5, )01 (5, £)dsdt = / B(8)x, (D000 (5, )dsdt

_ 812/Igpl(s)(/olxi(t)@zh(s,t)dt)ds
- 2”) / %(S)< / 1xl(t>m<s,t>dt)ds

/w1/11(s )y (s,t)dsdt =
Q

em que w = —(7/2¢)? + (K + k(s))/e. Portanto, lo(1)1,%1) = 0, para toda 1) € D. Consequentemente,
obtemos (|4.14]).

Por sua vez, para todo € > 0 suficientemente pequeno, de (4.8)) segue

lo[tr] > C (|95 ]|* + v %)

] B (4.15)
= C(Il¥1 1221y + e lenllzzr)
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K—I-/f( )

lo[yy] = /Q {|5’slh(s,t)2 + iz |:|8t'¢l(5,t)|2 - (W)Qim(s,t)@ 191 (s, )|2}dsdt

H/‘clloo

1
2 b+ 5 1wt - () o] + £k

4.16
> 1007+ 5 310004+ (1= O] - (;T) 17| 1)

9 1 2 37\ > ™\’ 9
> ol + {alownl?+ [0 -0)(5) = (3) |eeie}
>

> Cr([l0swL? + e 210w + e 2 wLl?),

em que C; = min{1,4, (1 — §)(37/2)% — (7/2)?}, para um & > 0 suficientemente pequeno. Na terceira
desigualdade usamos que

2
fossI? = [ 100 s.0Pasae > da( - A8Y) [ wuts.oPasar = (5 ) Joul?, (aan

uma consequéncia do Principio Max-Min.

Agora, vamos comparar [y com [. Definimos
= 1[¢] = lo[e] = 2qsdi — [ ) 2
m[] = 1] —lo[Y] = [ ve(s,t)[¢(s,)["dsdt o [U(s, ) dsdt, ¢ €D.
17} Q
Novamente, para 1) € D escrevemos 1) = 1), + 1, com ¢ € H1, ¥, € H7. Temos

mol = [ S0P = [ Mo @ o Pasi

[l

- [ TRk < 0 [ fer(s)Pas
En /e

Al G BN

para alguma constante Cy > 0, a qual depende do supremo de «; e

|m[e1]] </ lve(s,t)||1 1 (s,t)|*dsdt + K(S)‘WL(S,IS)stdt

< Ce !

[y (s,1)] dsdt+/ [ (s,t)] dsdt>

Ix{1}

(
([ [ 2RO AR o O)dsdt + [ )
e e

1/2 1/2
( [v1 (s,1)] dsdt) (/ |6twj_(57t)|2d5dt) + ||1m_||2]
Ix(0,1) Ix(0,1)

[4.17)
= Ce 'l lldrll + [loL]?) 207 1((2/3m) 101 |1 + 9. 1?)

- 2
B (Fan) oo

41



Além disso,

|m (1,91 = ’/8vs(s,t)wl(s,t)wl(s,t)dsdt /Q Q Y1(s,t)0 (s, t)dsdt

< / [0 5, £) 461 (s )0 (5, )| dsdt
Ix{1}

1/2 1/2
< Cel</ |¢1(s,t)2dsdt> </ |¢L(s,t)|2dsdt)
Ix{1} Ix{1}

- 05—1< /Q 2§R(¢1(s,t)8t1/)1(s,t))dsdt>1/2( /Q zére(m(s,t)atm(s,t))dsdty/z

< 2Ce (| llllSsbn Y2 (1 LIl Qb )2
=20 (1l Lz X3 2 0,0) 2 (L O |) /2
=20 orll 2y (L1012 < 2(2/37)2Ce™ a2 O L |

SCEI¢(2>%WH¢(;)bWu} (v%§&§>é” TfpiTlols].
1 1

[m[Y]] < [m[n]] + [mYL]| + 2[m(, 1)
Cy C
< <é>610[¢1] +2<él>€lo[lh (f\ﬁ> lo[1]lo[v1]

< 2Ce(lo[th1] + lo[tbL]) + 2C=2 (L[] + lo[vr1])
< 2Celo[y] + 2C= 210 [1]
S 5’181/210[1/1]7

Logo,

(4.18)

para todo e > 0 suficientemente pequeno, em que C' = max {C’g/é, C/C'l, C/(\@v C’l)} e Cy = 4C.

A desigualdade acima nos dizem que existem 5’2, 6’3 > 0 tais que

—C1e' oY) < mfy] < Cre'Pl[y]
—Che' i[9 < 1Y) — lo[v] < Cre/?lp[y]
(1= Cre')lo[y] < 1[y] < (14 Cre'/?)lo[y]
Calo[v] < (1= Cre')lo[e] < I[¢] < (1+ C1e'/2)lo[9h] < Cilo[y), (4.19)

para todo ¥ € D e para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno.
Pela identidade de polarizaciio para as formas sesquilineares geradas por [ e Iy, tem-se
68,) ~ o(6,)| = 7llp + 9] ~ 16 — ] — illg + 9] +illg — i
~Iol6 + 6] + o6 — 9] + ol + 9] — ilol6 — )]
= Jmlo -+ 6] — mlp — 4] — imlo + ] + im{s — ]
< 31l -+ 911+ mlo — 01| + ml + iw]| + ml — iv]

i
O Qoo 4 )+ 1o — v + Lo+ i) + bl — 0]

= C1'?[lo[¢] + lo[¥]]

!PNI”%M+HW-
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Resumindo, tem-se a limitagao
(6, %) — lo(,9)| < Cae?[lo[@] + L[3]),
para toda ¢, € D, em que Cy = max{é’l, CN'l/CN'g}
Tomando ¢ := Lalf e =L lg, em que f,g € Ho sdo arbitrarias, tem-se

(L™ = Lg D f, 9)] = [lo(¢, %) — U, ).
Desde que
(Lo 1o f) =lold),  (L7'g,9) = 1[¥], (4.20)
temos
i 2[lolg] + 1[u]) B2 G 2[(L5 1, ) + (L g.9)]

Cae 2 [I1LG M ILAIP + 12 1lgl1?)

(L™ = L") f.9)l

S
C.S

< C
@) C

< Cf* E2I£1? + llgl?)-

Portanto, tomando 5’0 =20, / C

1L~ = Lyt = op, (L™= Lo )f )
S 5053/27

para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno. [

Observemos que a prova do Teorema [£.1] segue como consequéncia do Lema [.2] e do Lema

4.6 Convergéncia dos autovalores

oo

Como uma aplicagao do Teorema estudaremos o comportamento assintotico da sequéncia {\;(—A%) i

gerada pelo Principio Max-Min.

Iniciamos com um analise do espectro do operador desacoplado Hy.

Lema 4.4. Suponha k € L>®(I). Tem-se

M (Ho) = )\1( AL+ ';) + (;;)2

Além disso, para qualquer inteiro N > 2, existe uma constante positiva €y que depende de N, k e I tal
que, para todo ¢ € (0,&q),

2
Aj(ﬁo)=/\j<—A§3+’;>+<;E> , Vje{l,...,N}.

Prova: Devido a defini¢ao de Hy, tem-se

{/\j(ﬁo)}:il = {)\j< AD + l;) }il + {<2j2€ 177)2}::.

Agora, resta organizar a soma dos ntimeros do lado direito da expressao acima em uma sequéncia crescente.
Observe que para N = 1 o resultado é trivial.
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Para N = 2, organizando os valores )\j(ﬁo) em ordem crescente, temos
2
nio) =n( =85+ 2) + ()
- K \> K 3r\?
Mo (Ho) —mixl{A2<A§,+€) + (25) ,A1<A§,+€> + <2€> }
2
a2+ ()
em que a ultima igualdade segue do comportamento assintotico (3.10f). De fato,
- 7\ K K m\° 3r\?
Ao(Hp) — <25> = min{)\Q(—AID + 6),/\1(—Ag + 6) - (2€> + (25) }
= min{/\2<—A£ + IZ),M(—AE—F :) +8<2ﬂ:€>2},

e entao basta utilizar (3.10]).

Agora, seja N > 3 e suponha por indugao que

2
N K
N1 (Ho) — (;) =X\ < — AL 4 6).

Entao,
2 2
2 ™ . K K ™
)\j(HO)_<2€> :mln{/\j<_A£)+€>7)\l(_Aé+€>+8<25> }
Novamente, aplicamos (3.10) e a afirmagao do lema esta provada. O

Agora, dado j > 1 fixo, suponha £ > 0 é suficientemente pequeno de forma que as conclusoes do
Teorema [1.1] e do Lema [f.4] sejam validas. Do Teorema [1.1] tem-se

oo (2 o s (&) -

o lado esquerdo ¢é estimado pela diferenca da norma dos resolventes (veja [13], Corolario 2.3).

3/2
< Cpedl?

Usando agora o Lema [£.4] a estimativa acima ¢ equivalente a

1 1
e (H) — (m/20)2 + & eN(—AL+r/e) + £

< Copel/?. (4.21)

Assim, relembrando (3.10]), conclui-se

2
lim&:[}\j(ﬁs) — <27;> ] = lim € ( - AL+ :) = inf k.

e—=0 e—0

oo

e - . ) A Q
Podemos observar que o comportamento assintotico encontrado aqui para a sequéncia {\;(—A5)}32,

¢ semelhante aquele encontrado no Capitulo [3]
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Capitulo 5

O espectro essencial e discreto do
Laplaciano de Dirichlet-Neumann

Neste capitulo vamos estudar o espectro do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann restrito a uma
faixa infinita de largura fixada. Embora a geometria da faixa e o operador ja tenham sido definidos
no Capitulo [2| repetimos alguns passos da defini¢do para fixar a notagdo usada neste capitulo (ja que
aqui a faixa possuird largura fixa). Isto sera feito na Se¢ao 5.1. Nas Segoes 5.2 e 5.3, estudaremos o
espectro essencial e a existéncia de autovalores discretos do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann.
Veremos que tais resultados sdo influenciados pela geometria da faixa. Os resultados deste capitulo sdao
provenientes de [I8] e [5].

5.1 Configuragao do espago

Seja 7 : R — R? uma curva plana, de classe C? e com velocidade unitaria. Seja d > 0e Qg := R x (0,d)
uma faixa reta de largura d. Estudaremos o espectro essencial e discreto do operador Laplaciano de
Dirichlet-Neumann na faixa estreita  := £(), em que £ : R x [0,d] — R? ¢ definida como

L(s,t) =~(s) +tn(s), VseR,Vtel0d;
n(s) denota o vetor normal de 7 na posigao s.

Ao longo do capitulo, assumimos que £ é injetora e k € L*°(R) com d||s|lcc < 1; k(s) denota a
curvatura de 7 na posigao s. Observemos que baixo as condi¢oes mencionadas anteriormente, tem-se que
aplicagdo £ é um difeomorfismo de classe C' em Qg com det JL(s,t) = 1 — tk(s), em que JL denota a
matriz Jacobiana de L.

A imagem {2 num sentido geométrico descreve uma faixa aberta, que ndo apresenta intersecao consigo
mesma, contida entre as curvas paralelas

YR) = LR x {0}) e A(R):=L(R x {d}).

Observe a figura abaixo. Consideremos a forma quadratica Q% n definida por
Q% (0] = / V() Pde, (5.1)
Q

dom (Q%N) ={U e ’HI(Q) ¥ =0 em ~(R)}

Denotamos por —A% ~ seu operador autoadjunto associado o qual age no espago de Hilbert L2 (Q) com
condigoes de contorno de Dirichlet e de Neumann sobre v e 4, respectivamente.
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K >0

Figura 5.1: Geometria da faixa .

Definimos a fungao h(s,t) =1 — tk(s), (s,t) € Q. Assim, podemos escrever
det JL(s,t) = h(s,t), (s,t) € Qo. (5.2)
Desde que k € L*°(R) com d||k|| < 1, tem-se a seguinte estimativa uniforme

0<1—dsup|k(s)| < h(s,t) <1—dinf |&(s)| < oo, (5.3)
sER sER

para todo (s,t) € Q.

Considere o espaco de Hilbert H = L?(Qq, h(s,t)dsdt) e denote por | - [z a norma neste espaco.
Vamos realizar uma mudanga para coordenadas através da transformagao unitaria

U:L*0) —H (5.4)

definida por K
U =ToL, WelL?*).

Aplicando tal mudanca & forma quadréatica Q% N, tem-se
QY] = Qpn(UT'Y)

[ atsor 2
‘/QO ns.) de”/QO 90 (s.1) h(s, t)dsdt,

dom(Q) = {p € H' () :1v =0 em R x {0}}.

Denotamos por H o operador autoadjunto associado & Q. Assim, desde que U ¢é unitério, os operadores
—A% N € H sdao unitariamente equivalentes. Mas precisamente, vale a relagao

H:=U(-AL U™

Observacdo 8. No caso em que ) é uma faixa reta, ou seja, (s) = 0, Vs € R, o Laplaciano —A%N é
identificado com o operador desacoplado

Hy=-AB@1+10-A0%  em L*(R)® L*0,d); (5.5)
em que —A% denota o operador Laplaciano de Dirichlet em L%*(R) e —Agﬁ) denota o operador La-
placiano transversal em L?(0,d) sujeito as condigoes de contorno de Dirichlet e de Neumann em 0 e d,

respectivamente.

Os autovalores de ngﬁ) sao dados por
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o0

e a correspondente familia de autofungbes normalizadas {x, }52

é dada por

Xn(t) = \/gsin(\/at), n e N. (5.7)

De (5.5 e o Teorema VII1.33 em [22], o operador Hy tem espectro puramente essencial comegando pelo
primeiro autovalor do Laplaciano transversal ngﬁ), isto é,

O'(Ho) = Oess(HO) = [El,OO). (58)

5.2 O espectro essencial

Conforme vimos na se¢ao anterior, se {2 é uma faixa reta, o espectro essencial do operador —A% N €o
intervalo [E1, ), em que E; = 72/(2d)?. Nesta se¢do vamos mostrar que o mesmo resultado espectral
mantém-se para qualquer faixa curvada que satisfaz

k(s) = 0, quando |s| — co. (5.9)
Lembremos que neste capitulo estamos sempre supondo x € L*°(R) e d||x|loo < 1

Teorema 5.1 (Espectro essencial). Suponha (@ Entao,

ess(H) = [E1, 00). (5.10)

A demonstracao deste teorema é obtida em dois passos que serao apresentados por dois lemas. Come-
¢amos por uma estimativa do limite inferior do espectro essencial.

Lema 5.2. Suponha (@ Entao,
inf o.s5(H) > Ej.

Prova: Desde que (5.9) vale. Para qualquer § > 0 fixo, existe ss5 tal que
(1—-04d) < h(s,t) <(1+dd), V(s,t) € Qo ext, (5.11)
em que Qg ext = Q0 \ Qo,int com Qg ine = (=34, 55) x (0,d).

Consideremos a forma quadratica QV = Q{Xt D Qé\)’(t, em que

Ni o |05 (s, )| 2
OV [y] = /Q ey s /Q 10, DA, st

dom(QiY) ={y € 'Hl(Qo,w) :(s,0)=0 qtp seR ﬂﬁo,w}7

com w € {int,ext}. Denote por HY, HY. e HX, os operadores autoadjuntos associados a QV, QN e

QN ., respectivamente. Observemos que vale a desigualdade

H>HY =HY o HY

ext

(5.12)

no sentido das formas quadraticas (veja [23], Capitulo XI11.15). O espectro do operador HY,

ot € puramente
discreto, veja Capitulo 7 em [3]. Sendo assim, o Principio Max-Min garante a estimativa

inf 0ogs(H) > inf 0pss(HY) = inf op e (HY

ext

) > info(HY).
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O proximo passo é encontrar um limite inferior apropriado para o espectro de HY

ext*

Para todo ¢ € dom(QZY,,), de (5.11)) tem-se a seguinte estimativa:

ext

01 (s,1)]?
ol - | ',f’(gft))'dsdw / 10w, OPRGs, as

> (175d)/ |0 (s, t)|*dsdt
Q0 ext

> By(1 - 8d) / (s, 1) Pdsdt

Q0,ext

/ (s, 1)|2h(s, t)dsdt

1—-46d
=E1——|v|3
1(1+(5d) ||1/J||chta

( )
Y1+ 6d)
( )

em que | - [|3.,, denota a norma no espago de Hilbert Hext == L?(Q0,ext, h(s, t)dsdt). Logo,

1—4d)
HY >E (71 ext-
ot = 1(1—1—(5d) , em  Hext
Consequentemente,
| (1 - 8d)
foess(H) > B —F=.
infoess () 2 By
A conclusao do lema segue do fato que § > 0 é arbitrariamente pequeno. O

Lema 5.3. Suponha (@) Entao,

Prova: A estrategia é mostrar que para cada A € R o valor 1 := E; + A\? pertence ao espectro essencial
de H. Sendo assim, para cada A € R construiremos uma sequéncia {¢, }52; C dom(Q) satisfazendo

(i) [leonlle =1, ¥ € N;
(i) ¥n = 0, quando n — oo, em H;

(iii) (H —n1)y, — 0, quando n — oo, em (dom(Q))*,

em que (dom(Q))* denota o espago dual do espago dom(Q). Lembremos que a condic¢do (iii) significa
que

¢7 H— 771 d)
I = )l o= [T = Dl igom(@yy- = sup L2 Jin)|
¢edom(Q)\{0} 9ll1

6l = /2] + 1615

Iniciamos com a seguinte familia de fungoes

ql;n(s,t) = @n(s)xl(t)ei’\s, n €N,

=0, n—oo, (5.13)

em que

em que y; denota a autofunc¢do normalizada do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann em (0, d)
correspondente ao primeiro autovalor; veja (5.7). Definimos também

eule) = p( 2 =n). men,

48



com ¢ uma fungdo qualquer em C§°(R) tal que suppy C (—1,1) e [[¢[/z2r) = 1. Observemos que

lenllzzm) = llellzm) =1, lehllzz@® =" 1@ |l L2 w), lemllzz®) =n"21¢" |l L2w)- (5.14)

2

Também tem-se que supp ¢, C (n? —n,n? +n). Assim, podemos observar que z/JAn € dom H, para todo

n € N.

Desde que a sequéncia {¢,, }5° ; nao esta normalizada, finalmente, definimos

n = '(Fn y nE
Devido a (5.3) e a normalizagao de ¢ e x1, tem-se
0 <1—dsupl|a(s)| < [[¥nl?, <1 —dinf |k(s)]. (5.15)
sER seR

Por definigao, segue que {1, }52 ; satisfaz a condigéo (i). Agora, nosso objetivo é mostrar que {1, }°2 ;
satisfaz as condigoes (i7) e (i4i) enunciadas acima.

A condigao (i) exige que (¢, ¢,) — 0, quando n — oo, para toda ¢ € H. Desde que C§°(€) é um
subconjunto denso em H, é suficiente mostrar que (¢, ¥,) — 0, quando n — oo, para toda ¢ € C§°(Qp).
Porém, o ultimo limite segue do fato de que, dado ¢ € C§°(£), ¢ € 1, terdo suportes disjuntos para
todo n suficientemente grande.

Agora, para toda ¢ € dom H, tem-se

(¢, (H — n1)p)| = |Q(¢, %) — 1{, n) ]
<1Q1(, ) — N, )| + |Q2(8,vn) — Er{d, ¥n)ael,

em que
2
Q4 [¢] ::/Q %dsdt, Qs[4 ::/Q |0s)(s,t)[*h(s, t)dsdt,
dom(Q1) = dom(Q) =: dom(Q>).

Integrando por partes e usando o fato de que —x} = E1x1, junto com a normalizacao de ¢ e x1, segue
que

|Qa(¢, Pn) = Er (¢ thn) | G5, 1) (Eripn (s, t)h(s,t) = Oyt (5, 1)0sh(s,t))dsdt — E1(d, 1)

’Qo

= ‘ o(s, t)@tﬁ}n(s, t)0h(s, t)dsdt‘
Qo

~ || Ok
< lotmlonal]| 22|
\/E co,n
Oth
<ol %]
\/E co,n
para toda ¢ € dom(Q), em que || - [[co,n = || - || Lo° (supp n x(0,d))- A0 mesmo tempo, tem-se

Qo) = [ as¢<s,t>asz/3n<s,t>[ —1]dsdt— [ 35,00 )

1
h(s, 1)

<¢7 ’(Zjn>7—£ = 0 a(& t)lﬁn (Sa t) [h(s7 t) - 1]d5dt + 6(87 t)"&n(‘S? t)det'

Qo

Assim, usando o fato de que

—3551@1(871?) - )‘QQﬁn(Sat) = (—pn(s) — 2i)‘90%(3))ei>\8X1(t)a
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e a normalizagao de ¢ e x; mais uma vez, tem-se

101(6, ¥n) — A2(b, Yp)u| =

| 9100005 g st

=2 [ G5 (s, DA (s, ) — st

+ [ B - m@;(s))ei“xl(t)dsdt\
< VO[]0 % -

1
vt
[@ll2lle ¢'llz2m) Vil

ﬁH 2l

-l

=Gl

1
< L+ iAoy — —\/EH + A
< ol + Dl | 77 = V| + 2ol

+ ol llen — 220" || 2 ()

H

\/E oo,n
LOgO?

(9th/

..

+ o — 22¢"[ L2 ()

I(H =012 < VEL

1
+ (Il + iXgy, + A2 H—\/EH
(le enllrzm) ) Th .

1H
\/E oo,n.
Portanto, de (5.9) e (5.14) segue que

(H—-nl), -0, quando n — oo,

em (dom(Q))*. Logo, pelo Teorema segue o resultado. O

O Teorema [5.1] segue dos Lemas [5.2] e 5.3}

5.3 Existéncia de espectro discreto

O objetivo desta segao é garantir a existéncia de espectro discreto para —A% - Nosso principal argumento
serd o Principio Max-Min. Em particular, ele nos diz que
Q[P]

info(H) = @eli%fng A (5.16)

Comegamos com o seguinte resultado.
Teorema 5.4. Suponha que existe um nimero real positivo sg tal que k(s) < 0 para todo s satisfazendo

|s| > s0 e [ r(s)ds < 0. BEntio, info(H) < E.

Prova: Para ® € dom(Q), definimos

Q[®] = Q[®] — Ex| @] (5.17)

De acordo com l) , é suficiente encontrar uma funcao teste ® € dom Q tal que Q[fb] < 0. Construiremos
tal fungao nos paragrafos abaixo.

Seja ¢ uma fungao qualquer no espago de Schwartz, S(R), tal que ¢(s) = 1 para |s| < sg. Definimos
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a familia de fungoes {py : A > 0}:

©(s) para |s| < sg
pa(s) =
o(xso + A(sFsg)) para |s| > s

com o sinal superior para s > s e o inferior para s < —sg.

Agora, tomamos a fungao teste ®5(s,t) = pa(s)x1(t), com x; definida em ([5.7). De modo analogo a
Secao tem-se

Q@] = Q[®)] — E1]|D,|2,

_ [ eaP e :
-/ Wd s [ (@i 0RAs. s = By [ fexapn (0Rh(s. s

Qo

-[(/ d P >|¢;<s>2ds+E1 [(] dxl<t>|2dt)|ms>|2ds
[ ([ |uﬂ) esas =51 [ ([ o) feaoas
+E1/R(/ Ix1(t)] tdt) (5)]oa(s)]?ds

- [ ([ e M)A<Pw+A(AEMM@%—xwwmﬁmmw@m@
v

d |X1 2 1 2
- w|x<»@+f () [oa(5)]2ds
R d R
< d 2d
_demmﬁ /wA|s+d4aww@nS
A o 1 [

d
=1_ dSUpseR H(S) ||(¢0 ||L2(R) + d o K’(S) S,

em que a ultima desigualdade segue do fato que x(s) < 0, para todo |s| > so.

Por hipétese, o segundo termo na tltima desigualdade é negativo e nao depende de A. Assim, escolhendo
) suficientemente pequeno, segue que a soma dos termos na tultima desigualdade é negativa, o qual finaliza
a prova. O

Em adigao as hipoteses do Teorema [5.4] suponha

lim k(s) =0.

|s]—o0
Entéo, oess(H) = [E1,00) (veja Teoremal5.1) e inf o(H) < E1, ou seja, oq4(H) # 0.
Teorema 5.5. Suponha que existe um nidmero real positivo so tal que k(s) = 0 para |s| > so. Suponha
também f_éio k(s)ds =0 e ||k L2@) > 0. Entdo, info(H) < E, isto €, existe pelo menos um autovalor

discreto positivo de H.

Prova: Usaremos aqui a mesma técnica da prova do Teorema[5.4] Seja ¢ uma fungao qualquer no espago
de Schwartz, S(R), tal que ¢(s) =1 para |s| < sg. Definimos para £,0 > 0 a familia de fungoes

)

p(£so + M(s Fsg)) para |s| > sg

Prels) = {<P(5)(1 —ek(s)) para |s| < s

com o sinal superior para s > sy e o inferior para s < —sg.
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Assim, tomando a fungao teste @y o(s,t) = pa.(s)x1(t), tem-se

Q[ ] = Q®x.] — Er||®x 1%

1 / 2 1 2
ds+ = d
S P [ 1c@Pas + 3 [ s(sllon(s)as
A 9 H’{/”%%R) 42 ”HH%3(R) B 2”‘%“%2(]1&).

172 +€

~ 1 —dsupep k(s) 1 — dsup,cp K(s) d c d

Note que o termo linear em ¢ é negativo e escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, podemos tornar ne-
gativa a operagao dos trés ultimos termos. Finalmente, fixamos este € > 0 e escolhemos A suficientemente
pequeno de tal modo que o lado direito da desigualdade seja negativa. O

Para finalizar nosso capitulo, relembremos a estimativa dada por na Introducao: Para todo j > 1,

+o(e7Y), quando e — 0.

m\2 infk
(=A%) = (—) +
i(=A%N) %
Suponha que I = R e que a curvatura x se anula no infinito. Observemos que do Teoremaulg_;rfl7 o termo
72/(2¢)? na igualdade acima coincide com o infimo do espectro essencial do operador —A%j7. Além
disso, se k assume um valor negativo e ¢ > 0 é suficientemente pequeno, do Teorema [5.5] segue que

oa(~AP%y) # 0.

e
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Apéndice

A Mudancga de variaveis em formas quadraticas

Neste apéndice vamos apresentar as mudancgas de variaveis correspondente as formas quadraticas.

Relembre o difeomorfismo L. definido na Secao Pelo Teorema de Mudanga de Varidveis, tem-se
/ |V (2)|?dz = / (VU)o L)(s,t)|* - |det JL(s,t)|dsdt
Q. Q

:/Q|((V\I/) o L2)(s,8)[2 - che(s, t)dsdt.

Escrevendo W (L.(s,t))

U(LL(s,t),L2(s,1)), (s,t) € Qe 2
L2 = L2(s,t), tem-se

V(L £2), em que Ll = Ll(s,t) e

9z 0L 9z OL2 9z OLL 9z OL2

= (az:; os T 922 70s oLl ot T oce 8t)

acl oLl
_ ( 9z 9z ) | s ot
oLl oLz ac?  oac? |-

Os ot

Portanto,

e, consequentemente,

(V) oL, =V (Vo L) J L. (18)

Tomando %1/} = Wo L., segue que

2 -1 )
S T V. &y &y
= Os ot EhE _(72 + Et")'/l) ,'yl _ Et’.)ﬂ

() e

L (=95 = (7 +etih)
£t h, 3
1 -1 1/} 2 1 aw 2 9 1 ) aw 2
:63h2[(7 75~ (7 Hett) t) +(€7 5, H et )at)}
: AN b v
T Sh2 [62((71)2 + ()% ( &s) 274 + 47 550

Desde que v é uma curva unitaria, 44! + 4242 = (§,%) = 0 e, para cada s € I, se verifica que
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191l = |x(s)|. Logo,

(o) o eto0] = (G - (00
=Ty m[ ( ) + 12 (s, (;’st)ﬂ (19)

cet(ee) 45’

Portanto, de (18 , e do fato de que (s, t) = (v/eW o L,.)(s,t), segue que

/ VU (2 2dag—/| (V) o L) (s,t)|* - | det JL(s,t)|dsdt

/ [ (1 t)( (f(;l/so,c (s t)>2+;(W(SJ))Q}LE(SJ)}@&
/ |ag¢ 5%) |2d dt+/ﬂWhe(s,t)dsdt.

B Forma quadratica associada a um operador

Neste apéndice vamos apresentar os detalhes da forma quadratica QE associada ao operador H_ definida

na Segao [£.2]
Desde que U1 = he V24, tem-se que, para cada v € O,

Q. [1)] = QU ']

105 (= (s, £)(s, 1)) [2 0,(h= (5, ) (5,8)) 2
Q he(s,t) dsdt + o -2 he(s,t)dsdt.

Observemos que

2

_ |1 etw'(s) 1
|8S(hs 1/2(S7t)w(87t))|2 - ‘zhg/z s t)ﬂ)( t) + Wﬁﬂ/}(s,t)

(s,
1e22(K'(s))?

1 h3(s,t) (s, t)|2 he(s.0) ‘8sw(57t)‘2
1 tH 1 K
522( e ))1#(871%) Y(s,t) + 5;( (s )) 5, 0)0s1(s, 1)

etk (s)

_ |85'l/)(8’t)| 1 EQtQ(K’(S))Q ‘w(s,t)|2 + h2(s t) %(’L/J(S,ﬂasw(&t))

ho(s,t) 4 h3(s,t)

0.2 (s (s, ) = | h;’zgz)ﬂ <s,t>+m@w<s,t>
2 k(s 2
— L e s O + s 0 O
s >)¢<s,t>atw<s,t> 5oy P 0.1

- a;;f((s,t)) T3 hg(g; (s D + h;ifi)%(watw(s,t)).
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Logo,
etk (s)
hZ(s,1)

0u(s, )7 | 1 (k(s))? 2 K(S)
+/Q |: t1 s [%(s, )" + che(s, 1) %(w(svt)at¢(8,t)):| dsdt.

(s, t)° + %(z/z(s,t)asw(s,t))} dsdt

Por sua vez, note que

K|S —_— K|S 1
/Q mgis?t)8‘%(?/1(s,t)3t1/)(8,t))dsdt— / ”( / heé,t)%<w<s,t>atw<s7t>>dt)ds,

em que

| — ppl 1 L[t en(s)
|| iR Das S |G, g [ s, 0P

s,1) eri(s)
Portanto,
oufu) = [ [1otedll 22O s+ R 00, ) s
+/Q [|8tw£§’t)2 —iEgii?g|1/)(s,t)|2}dsdt+/lx{l};6(1 H(i(s))h/’(s,tﬂzdsdt
[ B (L o
etr!(s)

%(w(s,t)asqb(s,t))}dsdt—i- /1 L R8) s 1) 2dsdt.

h3(s,t) i1y 2e(1 —ex(s))

C Comportamento assintético de autovalores

Sejam I C R um intervalo aberto (limitado ou ilimitado), W : I — R uma funcdo limitada e p € R\{0}.
Definimos Wi,y := inf e {W(x)}. Considere a forma quadratica

mal0) = [10Pdo -+ [ Wia)ofde,  domn, = H(1)

Denote por n, (¢, ¢) e N, sua forma sesquilinear e seu operador autoadjunto associado, respectivamente.
Considere a sequéncia {\;(N,)};jen dada pelo Principio Max-Min. O resultado abaixo é uma versao mais
simples do Teorema 4 de [10].

Teorema .6. Para cada j € N,
Aj(N
lim ]( ll«)
H—>+00 y2

= Whin.-

Prova: Desde que N, > uWy,1, pelo Principio Max-Min,

(N
lim LJ( “)
H——400 w

Y

Winin.-
Agora, precisamos mostrar a desigualdade oposta. Considere o operador multiplicacio
Mwop=W¢, domMy = {¢ € L*(I): W¢ € L*(I)}.
O espectro de My é puramente essencial e igual a imagem essencial de W. Em particular, W, €

o(Mw). Pelo Teorema existe uma sequéncia {9; }icy ortonormalizada em L?(I) tal que [|(My —
Winin1)¥i|| = 0, quando ¢ — co. Desde que C§°(I) é denso em dom My, segue que existe uma sequéncia
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{pi}ien satisfazendo
(05, 07) — 655 = 0, {05, (M — Winin);) — 0,

quando i,j — co. Agora, dado N € N, tome k = k(N) suficientemente grande tal que
A(N) = Wyinl < N7,

em que A(N) é uma matriz simétrica com entradas (@;+x, W, +k), para i,j € {1,...,N}. Desde que
o subespaco gerado por {¢i4k,...,PN+r} € um subespaco N-dimensional de dom NN, tem-se A;(V,,) <
¢;(Ny), para todo j € {1,..., N}, em que {cj(Nu)}évzl é a sequéncia crescente de autovalores, repetidos
de acordo com a multiplicidade, da matriz C(N,,) := C;;(N,) definida por C;;(N,) = nu(@itr, Pitj)-
Podemos observar que

C(Nu) < p(Winin + N71)1 +d(N)1,

em que d(N) denota o maior autovalor da matriz com entradas ((Vy;4x, Vjik)). Sendo assim,

lim )\J (NH)
p—>—+00 ‘u

S szn +N_17

para j € {1,2,--- , N}, em que N pode ser tomado arbitrariamente grande. O
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